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Bu tezde esas amag¢ koseleri genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinde olan minimal
uzunluklu egrileri veren siirekli kesirleri incelemek ve bu koseleri saglayan Mobilis grup
elemanlarinin karakteri hakkinda esasl bilgi vermektir. Bu ¢aligma ile genel amag ayrik gruplarin
simgelerini bulma problemine, alt yoriingesel graflardaki devre uzunluklari ile ¢6ziim bulmaktir.

Birinci bolimde konu ile ilgili genel bilgilerden bahsedilerek literatiirdeki bazi 6nemli
teorem ve sonuglarin ispatlar1 genisletilerek verilmistir. Ayrica, “siirekli kesir”, “hiperbolik
geometri” ve “graf teorisi” kavramlari ile ilgili temel bilgiler agiklayic1 6rnekler ile verilmistir.

Ikinci boliimde ilk olarak Farey grafin1 bilgisayar progranu ile cizmek igin gereken
programlama kodlar1 ve grafiksel arayiiz verilmistir. Daha sonra minimal uzunluklu hiperbolik
yollar1 elde etmek i¢in I' Modiiler grubunun kongriians alt grubu olan T[y(n) alt grubunun alt

yoriingesel graflari ile ilgili baz1 6nemli sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Farey grafi, Farey dizileri, Modiiler grup, Hiperbolik geometri, Graf teorisi,
Alt yoriingesel graflar, Stirekli kesirler
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PhD. Thesis
SUMMARY

CURVES OF MINIMAL LENGTH WITH @ VERTEX ON SUBORBITAL GRAPHS OF THE
GROUP T,y (n)

Ali Hikmet DEGER

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2011, 80 Pages

Major aim of the present thesis is to investigate continued fractions given curves of minimal
length which their vertices are on the set of extended rational numbers and to give detailed
knowledge about charecteristics of Mobiiis group elements provided these vertices. General aim
with the study is to find solution to finding problem of signatures of discrete groups with circuit
lengths on suborbital graphs.

In the first chapter, general informations about the subject were discussed and proofs of
some important theorems and conclusions in the literature were given detailed. In addition,
fundemental informations on concepts of “continued fractions”, “hyperbolic geometry” and
“graph theory” were given with revealing examples.

In the second chapter, firstly, to draw the Farey graph with the computer program, required
program codes and graphical user interface were given. Then, to have hyperbolic paths of minimal
lengths, some important results about suborbital graphs for congruence subgroup Iy(n) of the

Modular group T were given.

Key Words: Farey graphs, Farey sequences, Modular group, Hyperbolic geometry, Graph theory,
Suborbital graphs, Continued fractions
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SEMBOLLER DiZiNi

Gx > x In G yoriingesi
A . x noktasinin sabitleyeni
r - Modiiler grup

I (n) : Modiiler grubun ¢ = 0 (mod n) olan alt grubu
Q : Rasyonel sayilar kiimesi
Q . Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi
H : Ust yar1 diizlemi
R - Reel sayilar kiimesi
Z : Tam sayilar kiimesi
0 - sonsuz
[ : oo un I' Modiiler grubundaki sabitleyeni

PSL(2,R) - Reel katsayil1 lineer kesirli doniistimlerin grubu

SL(2,7) - Katsayilar1 tamsay1 olan lineer matrislerin grubu
[a] : Alfa blogu
F : Farey grafi
F, : Farey dizisi

O(a,B) . (a, B) nin yoriingesi

) ) .y dan § ya (yonlendirilmis) bir kenar
K - Stirekli kesirler i¢in toplam sembolii

by + K(a,,/bm) : Stirekli kesirin toplamsal sembol ile gdsterimi
b0+b+ alaz - ) .. o ..
1 b, + b33+ : Stirekli kesirin klasik gdsterimi

fn - Stirekli kesir i¢in klasik yaklagim
E, : n. Fibonacci sayis1
~ : G-invaryant denklik bagintisi

[G, X] : Topolojik doniisiim grubu



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

1967’ de Sims [1] bir Q kiimesi lizerinde hareket eden bir G grubunun alt yoriingesel
graflarint arastirdi. Bu graflarin ¢ nin indirgenmis otomorfizmalar1 lizerinde, (Q-kdse
kiimeli yonlendirilmis graflar oldugunu gosterdi. Daha sonra Neumann [2] ve ayrica Biggs
ve White [3] bunu sonlu gruplara uyguladi. Oyle ki elde edilen hiperbolik egriler, hatta
hiperbolik poligonlarin, genisletilmis rasyonel say1 koseli minimal uzunluklu egriler olup
olmadig1 ve bunun siirekli kesirlere genisletilebilme problemi ile kars1 karsiya gelindi.

Ozellikle 1973 yilinda bagimsiz olarak Bernd Fisher ve Robert L. Griess tarafindan

2%0.3%05°.7°.11%.13°.17.19.23.29.31.41.47.59.71
mertebeli basit sonlu grubun varligi tartigmasi ortaya atilmis ve varligi 1982 yilinda Robert
L. Griess [4] tarafindan ispatlanmistir. Bu elde edilen bilgiler kongriians alt gruplarin
Onemini arttirmistir.

1988 yilinda Jones, Singerman ve Wicks [5] modiiler grup ve genellestirilmis Farey
graflarmi inceledi. Bu calismada, T modiiler grubunun @ genisletilmis rasyonel sayilar
kiimesi tizerindeki hareketini permiitasyon grup teorisi agisindan inceleyip, bu hareketten
olusan graflarin, Farey grafi ve Farey dizileri ile iliskisini ve baz1 yiizey dosemeleriyle
ilgisini arastirdilar. T nin @ iizerinde, transitif fakat imprimitif olarak hareket ettigini
gosterip, alt yoriingesel graflarmi ¢alistilar ve her n € N ve her u € U,, birimi i¢in ' nin
hareketi ile olusan G, grafin1 elde ettiler. Bu graflarin en basiti olan Gy, := F Farey
grafin1 incelediler. Daha sonra F nin O6zelliklerinin diger alt yoriingesel graflara nasil
genisletilebilecegini arastirdilar ve her bir G, grafinm, ¥(n) tane F,, alt grafinin
izomorfik kopyalarmmmn ayrik birlesimleri seklinde oldugunu gosterdiler. Buradan F nin bir
alt grafina izomorf olan F,, grafinin, I' modiiler grubundaki indeksi ¥(n) olan I'y(n)

kongriians alt grubu altinda invaryant kalan H := {z € C | Im(z) > 0} iist yar1 diizleminin



bir T,, dosemesine indirgendigini gosterdiler. F Farey grafi, licgensel devreler ile
yonlendirilmemis baglantili bir graftir. Bununla birlikte F,, ,, graflarmm benzer 6zelliklerini
bulmak kolay degildir. Fakat bu ¢alismada, F, , grafi baglantihidir < n = 4; F,,, grafi
yonlendirilmemistir <> u? + 1 = 0 (mod n) ve F,,, grafi iiggen igerir <> u?+u+1 =
0 (mod n) sartlar1 ispatlanmustir. Son olarak, F,, grafi bir ormandrr < u? tu+1 #
0 (mod n), yani, F, ,, grafi iggen igermezse ormandir konjektiirii M. Akbas [6] tarafindan
ispatlandi. Bu makalede bir sonug olarak elde edilen I'y(n) nin 6zel bir eleman1 vasitastyla
bir siirekli kesir ortaya konulmustur.

F Farey grafinin kenarlarinin H st yar1 diizlemindeki hiperbolik geodezikler olarak
gosterimi ile H nm bir T = T;; I' —invaryant tiggensel dosemesi elde edilir ki bu ikili
quadratik formlarla iliskili Hurwitz [12] tarafindan verilen birim dairenin Farey
désemesine izomorftur. Singerman [13] T nin yiizeyler {izerindeki tiggensel doniisiimler
icin evrensel bir nesne oldugu gosterdi ve ayrica bu geodeziklerin ergodik Ozellikleri
stirekli kesirler agisindan Series’in [14] ¢alismasinda ve (T* duali iizerinden) biiyiik ¢evreli
graflarin ingasi1 lizerine Biggs’in [15] ¢alismasinda énemli bir rol oynadi.

Bu tezde hiperbolik poligonlarla iliskilendirilen Mobiiis grup elemanlar1 yardimi ile
elde edilebilecek, sayilar teorisinde genisge yer tutan, siirekli kesirlerin(continued
fractions) karakteri arastirilacak ve yardimci olan Mobilis grup elemanlarinin cinsi
hakkinda bilgi verilecektir.

Aslinda bu caligmalar matematigin pek ¢ok dalinin alisilmis olmayan bir bileskesidir
(6rnegin; sayilar teorisi, grup teorisi, graf teorisi, hiperbolik geometri gibi). Dolayisiyla bu

alanlarda tizerinde ¢alistigimiz konuyla ilgili temel bilgileri vermek yerinde olacaktir.

1.2. Siirekli Kesirler

Stirekli kesirlerin kdkenini kesin olarak belirlemek zordur. Bu nedenle son iki bin
yildir matematikte bu kesirlerin 6rneklerini bulabiliriz, fakat gergekte temellerinin bin alt1
yiizlii yillarin sonu ve bin yedi yiizlii yillarin baginda atilmis oldugunu gorebiliriz.

Bin yildan daha uzun bir siire siirekli kesirleri kullanan herhangi bir ¢aligma ancak
cok 0Ozel oOrneklerle smirli kalmistir. Hintli matematik¢i Aryabhata (6. 550) lineer
bilinmeyenli bir denklemi ¢dzmek i¢in bir siirekli kesir kullandi. Onun stirekli kesirleri

kullanim1 bu yontemi genellestirmekten ziyade 6zel Orneklerle sinirlidir. Yunanlilarin



Oklid Algoritmas1 ile ilgili bilgileri oldugu halde bunu siirekli kesirleri olusturmakta

kullandiklarina dair kanit yoktur.
[Ik bilinen siirekli kesirler 1572 de R. Bombelli (1526-1573) tarafindan verilen V13

reel degerine yaklasim ifadesi olan

4
. @

dir.

b b
J@¥b=a+r @

ifadesinin 6zel bir halidir. (2) ifadesinin ikinci 6zel sekli 1613 de

V18 = 4&

8& — ©)
88 ¢

olarak P. Cataldi (1548-1626) tarafindan verildi. Bu ifadenin sadelestirilmis halini ise

2 2 2
—&—&— 4
4o &b (4)
olarak verdi. Ayrica Cataldi (2) formuliinii de tartistu.
1625 de D. Schwenter ve onun dliimiinden sonra yayimlanmig bir ¢alismasinda C.
Huygens (1629-1695) kiiciik sayilar1 igeren kesirler vasitasi ile biiyiik kesirleri yaklagik

olarak ifade ederck sonlu diizgiin siirekli kesirlerin yaklasimlarini géz Oniine aldilar.

Dolayistyla Schwenter (¢ok kullanisli olmayan bir notasyonla)

(5)

e
N| =

1 1 1
233 1+3+6+4+

oldugunu gosterdi ve Huygens (disli ¢carklarin yapimu ile ilgili bir problemde)



77708431

T 6
2640858 ©

el B
B

N| =

29+1 L.
2 + +54+1+

+ + ..

oludgunu buldu. Huygens yaklagimlarin sirasiyla bu sayidan daha biiyiilk ve daha kiiglik
oldugu ve bunlarin en iyi rasyonel yaklagimi sagladiklarindan habersizdi.
Ik sonsuz siirekli kesir genislemesi Londra Kraliyet Cemiyetinin ilk baskani olan

Lord W. Brouncker (1620-1688) den kaynaklanir. 1659 civarinda ispatsiz olarak

‘14 K (—(2”‘ 1)2> )

verdi. Brouncker muhtemelen bu formulii J. Wallis in (1616-1703) % icin sonsuz carpim

formuliinden iretti. Wallis 1656 yilinda Arithemetica Infinitorium adlh kitabinda bu

formiili

4_3x3x5x5x7x7x9xm

T 2X4X4X6X6X8XEX--

olarak vermistir.

L. Euler (1707-1783) 1737 den baslayarak siirekli kesirlere sistematik bir gelisme
sagladi. Calismasinda siirekli kesirlerin hem sayilar teorisinde hem de analizde
kullanilabilecegini agikca gosterdi.

19. ylizyilda sonsuz islemlerin yakinsaklik davranisina ait ciddi arastirmalara
baglandi. Bir siirekli kesir i¢in ilk kabul edilebilir yakinsaklik tanimmi “Seidel, L.,
Untersuchugen iiber die Konvergenz and divergenz der Kettenbriiche, Habilschrift
Miinchen; 1846 adli galismasinda Seidel yapti.

“Stern, M. A., Theorie der Kettenbriiche und ihre Anwendung, J. Reine Angew.
Math. 10,11; 1832” adli ¢alismasinda Stern, Seidel den 6nce sonlu sinirlar arasinda salman
stirekli kesirlerin yakmsak oldugunun g6z oniine alinmasi gerektigini 6ne siirmiistii. Daha
sonra “Stern, M. A., Uber die Kennzeichen der Konvergenz eines Kettenbruchs, J. Reine
Angew. Math. 37; 1848” adli ¢alismasinda bunu Seidel’in formiiliine uyguladi. Seidel ve
Stern bundan sonra reel elemanlar1 olan siirekli kesirlerin yakmsaklik ve waksaklik

kriterlerini gelistirmeye devam ettiler.



Karmagik elemanli siirekli kesirler i¢in  Worpitzky’nin ~ “Worpitzky, J.,
Untersuchungen tiiber die Entwickelung der monodromen und monogenen Funktionen
durch Kettenbriiche, Friedrichs-Gymnasium und Realschule Jahresbericht, Berlin, 1865,

pp.3-39.” adli calismasidaki

“lay| < i ve n >1= K(a,/b,) yakinsaktir

sonucu ilktir. Worpitzky teoremi Berlin deki “Friedrichs-Gymnasium und Realschule” ¢
nin yillik programinda basild1 ve bundan dolay1 ilgi cekmemis olmas: siirpriz degildir.

Bu teorem daha sonra Prigsheim tarafindan “Pringsheim, A., Uber die Konvergenz
unendlicher Kettenbriiche, S.-B. Bayer. Akad. Wiss. Math.-Nat. Kl. 463,488; 1899 adli
calisgmasinda ve Van Vleck tarafindan “Van Vleck, E.B., On the convergence and
Charecter of the Continued Fraction al z/1 + a2 z/1 + a3 z/1+ ---, Trans. Amer. Math.
Soc. 2; 476-483; 1901” adli calismasinda yeniden kesfedildi. 1905 de sadece Van Vleck in
“Van Vleck, E. B., Selected Topics in the Theory of Divergent Series and of Continued
Fractions, Boston Colloguium, Macmillan,New York, 1905, pp. 75-187” adh
calismasindan Worpitzky nin makalesinden etkilendigi gézlemlenebilir. Bu makale agik bir
sekilde Worpitzky nin tezi idi. Ayrica Thomé nin sonucundan iki y1l 6nce agiklanan Gauss
stirekli kesirlerinin yakmsakliginin ispatini da igerir.

Daha sonraki 6nemli katkilar A. Pringsheim (1850-1941) ve Van Vleck tarafindan
yapildi. 1898 de Pringsheim

“|b,| = |la,| + 1ve n = 1= K(a,/b,) yakinsaktir
oldugunu gosterdi. Bundan Worpitzky nin
“lb,| =2ven>=1= K(1/b,) yakinsaktir”

sonucu da ¢ikarilabilir. Daha zayif bir sonug Pincherle(1853-1936) tarafindan “Pincherle,
S., Rend. Acad. dei Lincei, 4; 640; 1889” adli ¢alismasinda



“Ibyl=2+¢ee>0ven>1= K(1/b,) yakinsaktir”

seklinde daha 6nceki yillarda verilnisti. S. Pincherle siirekli kesir teorisine bir¢ok katkilar
olan matematik¢idir. Bu katkilardan bir tanesi siirekli kesirlerle iliskili yakinsaklikta ii¢
terimli yinelenme bagintilarinin ¢ziimlerini veren bir sonugtur.

Van Vleck “Van Vleck, E. B., On the Convergence of Continued Fractions with
Complex Elements, Trans. Amer. Math. Soc., 2; 215-233; 1901” adli galismasinda

i
“larg b,| = ST & >0,n=>1ve Zlbnl = oo = K (1/b,) yakinsaktir”

oldugunu ispatladi.

Yakinsaklik teorisine, 6zellikle limit-periyodik siirekli kesirlere daha ileri katkilar
Pringsheim ile, onun 6grencisi ve daha sonra Miinihde Profesor olan O. Perron (1880-
1973) ve O. Szasz (1884-1952) tarafindan verildi. Ozellikle Perron’un bu konuya orijinal
katkilar1 daha 6n plandaydi. Kitabinin {i¢ baskis1 “Die Lehre von den Kettenbriichen [1913;
1929; 1954, 1957] sadece bu konudaki ilgili olan seyleri belirtmekle kalmadi ayn1 zamanda
aciklayici bir sekilde modelleme de sagladi.

1.3. Hiperbolik Geometri

1700 iin ortalarmda Girolamo Saccheri Oklid in besinci postiilatini ispatlamak i¢in
dikdortgenlerin mevcut oldugunu gosteremediginde, fakli bir hipotez olarak, giliniimiizde
Hiperbolik Paralel Postiilat1 olarak bilinen ¢okiu paraleller hipotezi ni kesfederek
baslamaya karar verdi. Onun bu kesif ile amaci1 bu hipotezin ilk dort postiilattan veya
bundan ortaya ¢ikan teoremlerden biri ile bir ¢eligkisi oldugunu gostermekti (bdylece
Oklid in besinci postiilati ger¢ek olmalr). Fakat ne yazik ki herhangi bir ¢eliski
gosteremedi.

Saccheri nin ¢alismasini gézden geciren diger matematikgiler, 1800 li yillarin ilk
yarisinda ¢oklu paraleller hipotezinden kdken alan miikemmel varolus sistemini kesfettiler
ve boylece hiperbolik geometri nin ilk olarak calisilmasi baslamis oldu. Karl Friedrich
Gauss (Alman), Jonas Bolyai (Macar) ve Nicolai Lobachevski (Rus) gibi bilim adamlarinin

her biri bagimsiz bir sekilde bu hipotezi kesfederek bircok benzer sonucu ¢ikardilar.



Kisa bir siire sonra Fransiz matematik¢i Poincare ve Italyan matematik¢i Beltrami
hiperbolik geometriyi gorsel hale getirmeye yardimci ¢esitli modeller gelistirdiler. Her
ikisine atfedilen bir model Beltrami-Poincare iist yar1 diizlem modelidir. Bu model
hiperbolik paraleller postiilatin1 destekler ve digerleri tarafindan gelistirilen sonuglari
resimlemek i¢in degerlidir.

Iki temel Oklid-olmayan geometri sekli vardir: kiiresel ve hiperbolik. Kiiresel
geometriyi resmetmek kolaydir. S? := {(x,v,z) € R3 | x? + y2 + z2 = 1} kiiresini goz
oniine alalim. Dolayisiyla geodezikler (yerel olarak uzakligi minimum hale getiren yollar)
basitce biiyilk cemberlerdir. Diger bir deyimle S? iizerindeki P ve Q noktalar1 igin, bu
noktalar arasmdaki S? deki en kisa yol P ve Q yu birlestiren biiyiik bir ¢ember iizerinde
bulunan yaydir (P # Q olmak iizere bu biiyiik cember tektir) ve S? deki P ve Q arasindaki
uzaklik, bu yaym (Oklid) uzunlugudur.

Hiperbolik geometrinin resmedilmesi biraz daha zordur. Belki de baslangigta
hiperbolik diizlemi gorsel yapmak igin en kolay yol; iki yiizli x2+y?—z2=1
hiperboloidinin bir yiiziidiir. Ancak bu bircok amagla caligmak i¢in en kolay model
degildir. Oklid diizleminde oldugu gibi hiperbolik diizlemin de &telenmeleri, donmeleri ve
yansimalar1 vardir. Kullanimdaki en yaygm iki model (Poincare den sonra adlandirilan)
Poincare daire modeli (Beltrami ye gore) ve Poincare iist yar1 diizlem modeli (Riemann a
gore) dir. Daire modelini daha kolay gorsel yapmak i¢cin donme avantaj1 ve ist yar1 diizlem
modelini ise daha kolay gorsel yapmak i¢in 6teleme avantaji vardir. Modiiler formlarla
calisirken daima {ist yar1 diizlem modeli kullanilir.

Oklid diizlemi ve hiperbolik diizlem uzaklik, a¢1 ve siireklilik vb. gibi pek ¢ok ayni
kavrama sahiptir. Her ikisi de asagida siralananlar gibi ayni 6zellikleri gosterir:

e ki farkli P ve Q noktas: verildiginde, her ikisinden gecen sadece bir dogru
vardir.

e iki farkh P ve Q noktasi verildiginde P ve Q nun her ikisinden ayni
uzaklikta olan biitiin noktalar dizisi bir dogrudur.

e Her ¢ dogrusu diizlemi iki baglantili bilesene boler. P ve Q, € dogrusu
lizerinde olmayan iki nokta olsun. PQ dogru pargas: £ ile kesismesi veya
kesismemesine gore, P ve Q nun £ nin zit taraflar1 iizerinde veya ayni taraf
tizerinde oldugunu soyleyebiliriz. £ nin ayni tarafi lizerinde olan iki

noktanin bagntisi, iki denklik sinifi ile birlikte bir denklik bagintisidir.



e Benzer sekilde, £ dogrusu iizerindeki her P noktasi £ nin dier noktalarini
iki smifa aywrir: P nin bir tarafi iizerinde olanlar ve P nin diger tarafi
iizerinde olanlar.

e £ dogrusu iizerindeki her bir P noktas1 ve d > 0 herhangi bir pozitif gergel
say1 olarak alindiginda, ¢ tizerinde P den d uzakhiginda tam iki nokta vardir,
bunlardan her biri P nin bir tarafi tizerindedir.

e Iki iiggenin aymi uzunlukta olan karsilikli kenarlar1 varsa, iki iicgen
benzerdir ve bir tiggeni digerine resmeden (ve karsilikli kenarlar1 koruyan)

bir diizlem izometrisi mevcuttur.

Asagidaki aksiyom (Playfair aksiyomu olarak bilinen Oklid in 5. Postulat mn
modern versiyonu) ise Oklid diizlemine gore saglanirken Hiperbolik diizleme gore
saglanmaz:

e £ dogrusu tizerinde bir P noktasi alindiginda, P noktasindan gegen ve £ den

ayrik yalnizca bir m dogrusu vardir.

Hiperbolik diizlemde, boyle sonsuz sayida m dogrusu vardir, bunlarm ikisi (asagida
m, ve m, olarak resmedilen) ¢ ye paraleldir (asimptotik olarak) ve geriye kalan dogrularin

timii de £ ye ultra paraleldir (bunlarin her biri £ den pozitif minimum uzakliga sahiptir).

Sekil 1. Paralel ve ultra paralel dogrular [16]

Hiperbolik diizlemi Oklid diizleminden ayirt eden diger bazi dzellikler de sunlardr:
e Ugcgenin alan1  den kiiciiktiir. I¢ agilarinm toplami da 7 den kiiciiktiir.
Aslinda a, 8 ve y agilar1 olan {iggen igin alan tam olarak 7 — (a + 8 + y)
dir.



e Iki dogru ya kesisir, ya paraleldir (bdylece birbirine asimptotiktirler) ya da
ultra paraleldirler (bu durumda her bir dogrunun en yakin noktasini diger
dogruya birlestiren tek bir ortak dikmeye sahiptirler).

e 1 yarigapli gember 27r den daha biiyiik ¢evreye sahiptir (ancak r kiiglikse
2nr ye yakindir). mr? den biiyiik alam vardir (ancak r kiigiikse mr? ye

yakindir).

1.3.1. Klein (veya Beltrami-Klein) Modeli

H hiperbolik diizleminin noktalarmi Oklid diizleminde agik daire noktalar1 olarak
gosterelim. H-dogrular1 bu diskin kirisleri olarak gosterilir. Klein resmi asagidaki sekilde

gosterilmistir:

Sekil 2. Klein (a¢ik) dairesi [16]

H icin bu model basittir ancak konformal degildir, yani agilar1 tam olarak gostermez

(stiphesiz H daki uzakliklar1 da tam olarak gdstermez).

1.3.2. Poincare Daire Modeli

Bu modelde H hiperbolik diizlemi i¢in noktalar Oklid diizlemindeki acik daireleri
kullanarak gdsterilir (C ¢emberinin i¢ kismi). Bu durum H-dogrular1 igerde ve C ye dik

cembersel yaylar ile gosterilir. Asagidaki sekilde Poincare dairesi gosterilmistir:
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Sekil 3. Poincare (agik) dairesi [16]

Bu model M daki uzakliklar1 tam olarak yansitmaz, ancak agilar1 tam olarak temsil
eder: bu model hiperbolik diizlemin konformal modelidir. Asagida Poincare daire
modelinde pek cok esdeger biiyiikliikkte melek ve seytan hiperbolik diizlemin bir dosemesi

olarak resmedilmistir:

Ay "“'ii'x- 7

P A“: P't*i

Sekil 4. Escher in “Melekler&Seytanlar” resmi [16]

Asagida Poincare daire modelinde her biri 45°2,60°, 60° lik agilar1 olan bir¢cok

esdeger ticgen hiperbolik diizlemin bir dosemesi olarak resmedilmistir:



11

Sekil 5. Esdeger liggenler [16]

1.3.3. Poincare Yan Diizlem Modeli

H igin bu modelde R? de iist yar1 diizlem noktalarini aliyoruz. H-dogrulari, H {ist
yar1 diizlemindeki {z € H : Re(z) = x,} dik dogrular1 ve {z € H: |z —z,| =1} yan
cemberleri gibi geodezikler olarak x-eksenine dik, iist yar1 ¢emberler veya iist yari
dogrular ile gosterilir. Ozellikle, herhangi iki z, w € H i¢in bu iki noktay1 birlestiren yalniz

bir tane geodezik vardir. Asagidaki sekilde bu durum gosterilmistir:

Sekil 6. Poincare yar1 diizlem modeli [16]

Asagidaki Poincare yar1 diizlem modelinde esit biiytikliikteki sonsuz ¢oklukta yaratik
(semenderler), milkemmel diiz omurgalar1 ile birlikte hiperbolik diizlemin bir dosemesi

olarak resmedilmistir:
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Sekil 7. Bir yar1 diizlem désemesi [16]

Simdi

bu modellerden {ist yar1

karsilagtirilmasimi asagidaki sekilde yapalim:

Sinir

Bir o yolunun uzunlugu

Bir A alt kiimesinin alani

Y 6n koruyan izometrileri

Geodezikler

Acilar

Ust Yar1 Diizlem
H = {z € C|Im(z) > 0}
O0H = RU {oo}

b 1 )
fa—lma(t)la(tﬂdt
1
ff ——dz

a (Im(2))

ab,c,d e Rvead —bc >0

az+b
cz+d

olmak tizere y(z) =

OH a dik olan diisey yari-

dogrular ve yari-cemberler

Oklid agilari ile ayni

dizlem ve Poincare daire modellerinin

Poincare dairesi
D={zeC||z| <1}
ob={zeC||z| =1}

b 2
fa T-1o@F lo’(t)|dt

ffA u—%d

a,f €Cvelal>—|Bl1?>0

olmak tizere y(z) = gz—:g
D nin ¢ap1 ve D ile dik
olarak kesisen cemberlerin
yaylar1

Oklid agilart ile aym

Yukarida verilen uzunluga gore tanimlanan uygun hiperbolik metrige gore yukarida

verilen dosemelerdeki tiim figiirler ayni boyuttadir.
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1.4. Grup Topolojisi

1.4.1. Tamm (Topolojik Grup)

(G,.) bir grup ve ayni zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde,

M: GxG - G ve mG- G
(g, h)—g.h g-9-

1

dontisimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup adi verilir. Bundan sonra aksi

soylenmedikge, kolaylik acisindan, g.h := gh alinacaktur.

1.4.2. Tamim (Topolojik Doniisiim Grubu)

G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde,

A GxX - X
(g, x)-n(g,x) = gnx

stirekli bir doniisiim ve

a) Vx € X ve Vg, h € G i¢in g A(hax) = (gh)ax;

b) Vx € X i¢in Je € G (birim eleman1): eax = x

sartlar1 saglaniyorsa [G, X, A] Ugliisiine veya kisaca [G, X] iKilisine bir topolojik doniisiim
grubu adi verilir. Bu durumda G ye X iizerinde hareket eder veya G ye X iizerinde bir
hareket grubu (permiitasyon grubu) denir. Kolaylik olmasi bakimindan gax yerine gx

yazacagiz.

1.4.3. Tamm (Yoriinge)
[G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x,y € X olsun. Bu takdirde

“x=y:e3dgEeECG:gx =y~
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seklinde tanimlanan " =~ " bagintis1 X iizerinde bir denklik bagmtisidir. Bu bagintinin

denklik siniflarina hareketin yoriingeleri denir ve x € X noktasini i¢eren yoriinge

Gx={gx|g€G)}

kiimesidir. Bu kiimeye x in G-ydriingesi (veya kisaca X in yoriingesi) denir. Eger X in
biitiin noktalar1 bir denklik smifina aitse, yani bir tek yoriinge varsa [G,X] topolojik
doniisiim grubuna transitiftir (gecislidir) denir. Biitiin yoriingelerden olusan kiimeyi X / G

ile gosterecegiz.
Yani,
X/ ={Gx|x € X}.

yoriinge uzayi ve X / ¢ Uzerindeki topoloji

X
d):X_) /G
X2p(x) == Gx

fonksiyonu nu siirekli yapan topolojidir. Bu topoloji,

T =1{Uc /o | 271 (U) X de agtk}

ile verilir. Yani, (X/G , ‘L'd,) bir topolojik uzaydir.

1.4.4. Tamm (Sabitleyen)

[G, X] bir topolojik doniigiim grubu ve x € X olsun. Bu takdirde

S, =1{9 € G|lgx = x}

kiimesine x noktasmnin sabitleyeni denir.
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1.5. I' Modiiler Grubu

H ile, C karmagik diizlemin st yar1 diizlemini ve ad — bc = 1 olmak iizere reel

b) matrislerinin grubunu da SL(2,R) ile gosterecegiz. Bu durumda,

katsay1l (Ccl d

g = (Ccl Z) €SL(2,R) ve z€C:=CuUf{o} olmak iizere SL(2,R) grubu C

genisletilmis karmasik diizlemi tizerinde

az+b

=cz+d (®)

gz

seklinde hareket eder. Burada dikkat edilirse (CCL Z) ile (:CCL :Z) matrislerinin hareketi

aynidir. Ayrica,

Im(gz) = | Im(2) 9)

cz + d|?
oldugu kolaylikla goriiliir. Bu ise H nm SL(2,R) grubunun hareketi altinda degismez
kaldigim1 gosterir. PSL(2,R) := SL(2,R)/{*I} olarak tanimlarsak, elde edilen grubun

elemanlar1 g(z) = az+b
g cz+d

bicimindeki doniisiimlerdir. Diger taraftan katsayilar1 tamsayi

olan matrislerden olusan SL(2,Z) grubu, SL(2,R) grubunun ayrik bir alt grubudur.
Boylece I' = SL(2,7Z)/{£1} modiiler grubu,

b
J_r(‘cl d):a,b,c,dEZ, ad —be =1 (10)

elemanlari tarafindan olusan ve iist yar1 diizlemde

az+b

11
cz+d (11)

Z =

doniisiimii ile hareket eden Mobiiis doniisiimlerinin bir grubudur. Burada + sembolii

gozard edilip herbir matris negatifi ile es alinacaktir. Dolayisiyla

SL(2,Z)/{£1} = {(xDA: A€ SL(2,7)} (12)
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boliim grubu olmak iizere

I = PSL(2,Z) (13)

dir. Ayrica

I T !

dir. Yani, I modiiler grubu X ve Y matrisleri tarafindan iiretilir. Burada X? = Y3 =1 dur.
(Ornek igin, bkz. [10, §6.8], [11, §1.4]). Buradan (11) doniisiimii I' nin diger kiimelerdeki
hareketini tanimlamak ic¢in de kullanilabilir. En uygun se¢im rasyonel projektif dogrusu
olan @ := Q U {oo} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesidir.

Burada a # 0 olmak {izere %, oo a karsilik getirilecektir. oo un (11) doniisimii

VA

altindaki goriintiistinii limit ile tammlayacagiz. Yani, A(z) = % olmak tizere

A() = 1i az+b a
(0'0]) = —_
zl—>r2>cz+d c

olarak bulunur. ad — bc # 0 oldugundan a ve ¢ den en az biri sifirdan farklidir. Yani,
A(o) iyi tanimhidir. Buradan A(e) =0 ©¢c=0ve A(0) =0 < b = 0.
PSL(2,Z) nin elemanlar1 (a,b,c,d) € Z* olarak goz Oniine almirsa ve ayrica

PSL(2,7) tizerinde 6zdeslestirme ile (a, b, c,d) ile (—a,—b,—c, —d) 6zdeslestirilerek bir

topoloji tamimlanabilir. Bu durumda A(z) = ZIZ

doniisimiine +(a, b, ¢, d) dortliisii
karsihik gelir. M :={(a,b,c,d) € Z* | ad — bc = 1} kiimesini tamimlarsak PSL(2,7Z)

iizerindeki topolojiyi M/ izerindeki topoloji olarak alacagiz. Yani, (a,b,c,d) € M
olmak iizere (a, b,c,d)~(—a,—b,—c, —d) dir.

p: M - My
(a,b,c,d) - [ab,cd]:={+(ab,c d)}

projeksiyon doniigiimiinii g6z oniine alalim. Burada
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UcM/_ agiktr & p~1(U) € M agiktrr.
Dolayisi ile p doniisiimii siireklidir ve bu topoloji ile PSL(2,Z) bir topolojik gruptur.
Boylece de [PSL(2,Z), H] bir topolojik doniisiim grubudur.
1.6. T Modiiler Grubunun Sayisal Ozellikleri

((z Z) modiiler grubun bir elemani ve p/q kesri indirgenmis olsun, yani (p,q) = 1

olsun. Bu takdirde, ap¥ba  esiri de indirgenmisdir.
cp+dq

1.7. T Modiiler Grubunun Q := Q U {oo} Uzerindeki Hareketi

Burada o == = —= du. §= :—; oldugundan @ nin elemanlarmin gosterimi tek

) o |-

degildir. Boylece I' Q iizerinde

J_r(‘cl Z):a,b,c,dEZ, ad —bc = 1

elemanlar1 tarafindan

X
(a b):x a§+b:ax+by
y c§+d cx +dy

doniisiimii ile hareket eder. I' nin  Q iizerindeki bu hareketi iyi tanimlidir. Gergekten,
A€eTise

X —Xx
ay+b ax+by —ax—by a_—y+b
= = = = A(=x/-Y).

Y
Alx/y) = = = =—=
cXyd ox+dy —cx—dy c_—;+d
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1.7.1. Lemma [5]

i. T nmn Q tizerindeki hareketi transitiftir.

ii.  Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

Ispat

- 1 . v e . = - . .
1. Burada aslinda oo =5 noktasini iceren yoriingenin @Q oldugunu gostermemiz

yeterlidir. Egeri € Q (indirgenmis formda) ise buradan (x,y) = 1 ise ux — vy = 1 olacak

X v
sekilde u,v € Z tamsayilar1 vardir. Dolayist ile A := (y u) €' elemam o u % ye

resmeder. Yani,

[o] :={A(0) : AET}=Q.

ii. (i)’den Q daki herhangi iki noktanm sabitleyenleri I' modiiler grubunda esleniktir.

Gergekten; p, ¢ € Q olsun. Bu durumda;

Sp={T,€T: Typ=p}, S == {T, €T: Toq = q}

olmak iizere S,, ve S, nun I da eslenik olduklarmi gosterelim. Yani S, = Tg,Sng,_1 olacak
sekilde T; € T elemanmin varligini gosterelim. p,q € Q ve T nin Q iizerindeki hareketi
transitif oldugundan Lp = q olacak sekilde L € ' vardir. T € S,, keyfi olsun. T = LSL™*
olacak sekilde S € S, bulmaliyiz. LTL™'q = q oldugundan LTL™" € S, ve S := L™'TL dir.
Buradan LSL™ =T € LS,L™" ve dolayisiyla S, € LS,L™! dir. Benzer sekilde LS,L™* €
S, oldugu goriilebilir. Dolayisiyla S, = LS,L™" elde edilir. Boylece oo un I',, sabitleyenini

gbz Oniine almak yeterlidir. b € Z olmak iizere bu sabitleyenin ((1) I;) seklindeki

1 1) elemani

elemanlardan olustugu kolayca goriilir. Dolayist ile T, , Z=XY = (0 1

tarafindan tiretilen sonsuz devirli alt gruptur.
Simdi T' nin Q iizerindeki imprimitif hareketini inceleyelim. Bunun i¢in asagidaki

genel durumu verelim:
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[G,Q] G grubunun Q kiimesi lizerindeki hareketi ile olusan permiitasyon grubu ve

" =" () lizerinde bir denklik bagintis1 olsun. Bu takdirde

“YgeGveVa,B€Qigina =~ f = gla) =~ g(B)”

bagmtisina () lizerinde bir G-invaryant denklik bagintisi adi verilir. Bu bagmtinin denklik

smiflarina ise bloklar denir. Ayrica, Q tizerinde

a) a = f & a =L (6zdeslik bagintisi)
b) Va,f € Qigin a = B (evrensel bagmnt1)

bagmtilar1 disinda bir " = " G-invaryant denklik bagintis1i mevcut ise [G,Q] ikilisine

impirimitiftir denir, aksi halde primitiftir diyecegiz.

1.7.2. Lemma [5]

[G, 2] bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde, [G,Q] primitiftir &

Va € ) noktasinin

Ge={g€G|gla) =a}

sabitleyeni, G nin bir maksimal bir alt grubudur. 4

Bir a € Q i¢in G, £ H % G ise [G, Q] permiitasyon grubu primitif degildir. Ayrica
G, G’nin bir maksimal alt grubudur :& G, = H = G oldugunda H = G, veya H = G dir.
G, < H < G oldugunu farzedelim. G transitif olarak hareket ettiginden () kiimesinin her
elemani bir g € G i¢in g(a) bi¢cimindedir.

Bu Lemma bize asagidaki gibi, imprimitif hareketin varligini verir:
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1.7.3. Lemma

Q lzerinde

gl@) = g'(a) © g' € gH (14)

ile verilen “~” denklik bagmtis1 iyi tanimli bir G-invaryant denklik bagintisidir.
Ispat h € H keyfi olsun. Buradan dnce,
g(@) = g'(@) & h(g(@) = h(g'(a))
oldugunu gostermeliyiz.

g(@) =~ g'(a) & g' € gH © hg' € hgH (15)

h(g(@) ~ h(g'(a)) © hg(a) ~ hg'(a) © hg' € hgH (16)

(15) ve (16)’ dan istenen sonug elde edilir.,

1.7.4. Lemma

G, £ H oldugundan (14) bagintis1 6zdeslik veya evrensel bagmnt1 degildir.

Ispat Farzedelim ki 6zdeslik bagintis1 olsun. Bu durumda

g(a) = g'(a) & g(a) = g'(a)

olur. Buradan g'g~*(a) = a vyani, g'g~! € G, dolayis1 ile de g’ € gG, dir. G, T H
oldugundan hy € G, olan hy € H vardir. Boylece hoa # a = e(a) ve e(a) = hya dir.
Ciinkii, hy € eH = H dir. Buradan e(a) = hya yani, hy € eG, = G, olup bu ise h, & G,

olmasi ile gelisir. Simdi de farzedelim ki evrensel bagint1 olsun. H £ G oldugundan
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Jo & H olan g, € H vardir. Bu durumda e(a) = goa dir. Fakat bu ancak g, € eH = H

olmasi ile miimkiindiir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisi ile evrensel bagint1 da olamaz. 5

1.7.5. Sonug¢

1.7.4 Lemma dan " = " bagintis1 G-invaryant denklik bagintis1 olup 6zdeslik veya
evrensel bagint1 degildir. Buradan (G, Q) imprimitiftir.,

1.7.6. Sonuc¢

Eger B €Q ise B =g(a) olan g € G vardir. Boylece B y1 igeren [B] blogu
M = {gh(a) | h € H} kiimesi ile verilir.

Ispat [fl={y €Q:y =~ B} ve g € Gicin B = g(a) dir. y € Q olup buradan
vy = s(a) olacak sekilde s € G mevcuttur. Buradan y = g olup s(a) = g(a) ve dolayisi
ile de g € sH dir. Boylece g = sh olacak sekilde h € H vardir. Buradan s = % olup
s=gh tvey =s(a) = gh'(a) € M olup [B] € M elde edilir.

Tersine, gh(a) € M olmak lizere, gh(a) ~ B oldugunu gostermeliyiz. B = g(a)
oldugundan gh(a) ~ g(a) yani, g € ghH = gH ve gh(a) € [B] olup M < [B] elde
edilir. Sonug olarak M = [B] dir..

Ozellikle de [a] blogu H(a) = {h(a) | h € h} H-yoriingesidir. Ger¢ekten, a = e(a)
almirsa [a] = [e(a)] = {eh(a) | h € H} = {h(a) | h € H} = H(a) elde edilir.

Eger {l; | i € I}, H nin G deki sol yan sinif gdsterimlerinin bir kiimesi ise, buradan,
i € I olmak tizere, bloklar, H(a) nin [;H (a) goriintiileridir. Béylece bloklarin sayis1 H nin
G deki |I|:=|G:H| indeksine esittir. Bloklarin Q/ ~ kiimesi lizerinde, G nin bir asikar

indirgenmis hareketi vardir. [a] blogunun sabitleyeni H alt grubunu meydana getirir.

Simdi G =T ve :=0Q olmak iizere 1.7.2 Lemma’y1 kullanalim. ((cl Z) er

_1 a b\(1 _r1 e _ _
keyfi almsm. Buradan oo = S olup (c d) (0) = (0) esitliginden a = 1vec = 0 elde

edilir. Dolayisiyla d = 1 dir ve bdylece ((1) ?) € Iy, olur. Sonug olarak co un I' modiiler
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grubundaki T, sabitleyeni T, =(Z := ((1) 1)) olarak elde edilir. Boylece T,
sabitleyenini iceren (veya denk olarak Z’yi iceren) I' min H alt gruplarini bularak Q
1

1) oldugundan, H ig¢in,

iizerinde I-invaryant denklik bagintilari iretebiliriz. Z = ( 0 1

n € N olmak tiizere,

_f(a b .
I(n) = {(c d) €Tl :c=0(mod n)}
kongriians alt gruplari uygun bir se¢imdir. Agikca n € N igin [, < T((n) <T ven >1

ise T, <Ty(n) <T dir. = (veya basitce =) ile Ty(n) nin Q iizerinde indirgenmis TI'-
n

invaryant denklik bagmtisin1 gosterelim. Bu durumda Q iizerinde bir I'-invaryant denklik

bagintis1 asagidaki gibi verilebilir:

1

I' modiiler grubu Q iizerinde transitif oldugundan "€ Q olmak iizere —=T(=
s s 0

olacak sekilde bir TE T' vardir. Bdylece Q iizerinde

T(0) = g ~ = =5(0) & TS € H = T,y(n) (17)

< IR

dir. Dolayisi ile kolayca goriilebilir ki

~
~

0| =

X
; o ry —sx =0 (modn) (18)

dir. Gergekten;

*

~ g T Seli(n) e (_*S :) (;C, :) = (ry N ox *) € T(n)

0| =

S n|ry —sx ©ry—sx =0 (modn)
elde edilir. Bir bagka ifade ile g ~ § < ayni modn kisaltmasina sahiptirler. Yani,

Ju e U, == {u|(u,n) =1L, u<n}: x =ur (modn) vey = us (mod n) (19)
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Bunu gérmek icin, (18) ve (19) ile verilen iki denklemin de @ iizerinde T-invaryant

denklik bagmtisi olarak tanimlandigi dikkate alinmalidir. oo u igeren,

] = £ € @1y = 0 (mod m)]

ile verilen blok her iki durumda da aynidir. Bdylece bu iki bagmti esittir. Dolayisiyla 1.7.2

Lemma ve 1.7.4 Lemma’dan [F, @] imprimitiftir. Yani, I' Q iizerinde imprimitif olarak

hareket eder.

Bloklarm sayis1 ise

wei=Irnyal =] [ (1+7)

pin

dir.

Ozellikle n degeri p asal sayisia esit ise

Yy(p)=p+1

tane blok vardir ve bu bloklar

1= {x/y € Q| x = jy (mod p)},j # oo
[eo] = {x/y € Q| y = 0 (nod p)}

olmak tuzere

[O], [1]: Ty [p - 1] [OO]

dur. Ornegin, p = 2 igin bu bloklar

01 = o) 1= i} b1 = (7

seklindedir.

(20)



24

1.8. Graf Teorisi

Kombinatorik, genellikle sonlu soyut nesneleri konu alan piir matematik dalidir.
Dalla ilgilenen matematikg¢ilere kombinatoryalist veya kombinatorist denir. Matematigin,
cebir, olasilik kurami, ergodik teori ve geometri gibi farkli dallariyla da ilgili olan
kombinatorik ayrica bilgisayar bilimi ve istatiksel fizik gibi dallarda uygulanmistir.
Kombinatorik dahilindeki konulardan bazilary; belirli kriterleri karsilayan nesnelerin
"say1lmasi1", kriterlerin ne zaman karsilanmis olacagina karar vermek, kriterleri karsilayan
nesnelerin insaa edilmesi ve analiz edilmesi, "en biiyiik", "en kiigik" veya "optimal™
nesneleri bulmak ve bu nesnelerin sahip olabilecegi cebirsel yapilar: bulmaktir.

Kombinatorik ile ilgili ¢esitli kuramlar ve problemler Orta Cag'da ve hatta antik
caglarda Hindistan ve Cin gibi medeniyetlerde mevcuttur. Her ne kadar 6zellikle 20.
ylizyilin sonlarma dogru birgok giiclii teori ortaya konmussa da, kombinatorik problem
cozmekle ne kadar ilgiliyse teori olusturmakla da o kadar ilgilidir. Kombinatorigin en eski
ve erisilebilir konularindan birisi de graf teorisidir ki bu teorinin diger bir¢ok alanla da
(dogal olarak) iliskisi mevcuttur.

Q sonlu bir kiime, E, Q X Q nm bir alt kiimesi ve E’ := {(a, B)|(B, @) € E} olarak
tanimlansin. Bu durumda E N E' = @ olmak iizere (Q,E) c¢iftine (Q kiimesi iizerinde)
yonlendirilmis bir graf ve ayrica E, Q nm iki elemanli alt kiimeleri yani,
E(Q) ={{a,B}a, B € Q,a # B} olmak iizere (QE) giftine (Q kiimesi iizerinde)
yvonlendirilmemis bir graf denir. Boylece bir graf ya yonlendirilmis ya da
yonlendirilmemistir. Eger (Q,E) bir graf ise E nin elemanlarma kenarlar ve Q nin
elemanlarma da koseler (noktalar) adi verilir. Bu takdirde noktalar, bir Oklid uzayinda,
yonlendirilmis veya yonlendirilmemis dogru parcalar1 tarafindan birlestirildiginde kenarlar
olugur. Yonlendirilmis durumda (a,f) kenarim1 « dan S ya gider, yonlendirilmemis
durumda ise {@, B} kenarmm1 a dan 8 ya veya 8 dan « ya gider seklinde ve a dan 8 ya veya
B dan « ya bir kenar varsa bu durumda a ve S noktalar: bir kenar tarafindan birlestirilir
seklinde adlandiracagiz. @ = g, a4, -+, &g = f noktalarin (kdselerin) bir dizisi olsun. Bu
takdirde 0 < i < s olmak tlizere a; Ve a;,, noktalar1 bir kenar tarafindan baglaniyor ise «
dan B ya s uzunluklu bir yol vardir denir. Eger bir grafta herhangi iki @ ve f noktasi i¢in «

dan B ya bir yol varsa bu grafa baglantilidir denir.


http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Say%C4%B1labilir_k%C3%BCme&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=P%C3%BCr_matematik&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Cebir
http://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_kuram%C4%B1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Ergodik_teori&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/Geometri
http://tr.wikipedia.org/wiki/Bilgisayar_bilimi
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C4%B0statiksel_fizik&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Optimal&action=edit&redlink=1
http://tr.wikipedia.org/wiki/20._y%C3%BCzy%C4%B1l
http://tr.wikipedia.org/wiki/20._y%C3%BCzy%C4%B1l
http://tr.wikipedia.org/wiki/Graf_teorisi
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1.8.1. Onerme [1]

Eger (Q), E) grafi baglantili ve () iizerinde transitif olan otomorfizmalarin bir grubuna
sahip olsun. Bu takdirde, 0 < s < i olmak iizere, herhangi iki @ ve f noktasi i¢in, @; den

@, € bir kenar mevcut olacak sekilde bir @ = g, aq, -+, @ = [ yolu vardir.

1.9. T Modiiler Grubunun Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

[G, 2] bir transitif permiitasyon grubu ise [G, 2] ayn1 zamanda bir topolojik doniisim

grubudur. Bu takdirde G, 2x02 iizerinde “g € G ve a, § € (2 olmak iizere

A Gx(Ox)) - 0x0

(21)
(g.@B) - g (@B)=gnlap) = (g9(a)g®)

seklinde hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin Alt Yoriingeleri denir ve (a, B) y1

iceren yoriinge ((a, f) nin yoriingesi) O (a, ) ile gosterilir.(0(a, B) == {g(a,B) | g € G}).
Buradan,

(x,y) €0(a,B) ©3g€G: (x,y) = g(a,B) = (9(a), g(B))

dir. O(a, B) dan hareketle G(a, B) alt yoriingesel grafini olusturacagiz. Burada G(a, £) nin
koseleri 2 nin elemanlar1 ve (y,8) € O(a,B) ise y dan & ya (yonlendirilmis) bir kenar
vardir denir ve bu durum y — § ile gosterilir.

Agikga O(B, @) da bir yoriingedir ve ya O (a, ) ya esittir ya da O(a, §) dan farklidir.
Bu takdirde; O(a, B) # 0(B, a) ise G(B, a), G(a, B) nin kenarlar1 ters yonlendirilmisinden
ibarettir ve bu durumda G(a, B) ile G(B, a) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger
O(a,B) =0(B,a) ise G(B,a)=G(a,B) dir ve bu graf karsilikli yOnlendirilmis
kenarlardan olusur. Bu durumda G(e,B) yonlendirilmis olmayan bir graf olarak
dustniilebilir ve G(a, B) ya kendisiyle eslesmis alt yoriingesel graf denir. Yani, y — & ise

d - yveyabudurumy S 6 © y — § ile gosterilir.
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Bu tanmmlar ilk kez Sims [1] tarafindan ortaya atild1 ve ayrica Neumann [2] , Biggs
ve White [3] ve Tsukuzu [7] nun ¢aligmalarinda bu konulara deginildi ve sonlu gruplara

uygulanmasinda biiyiik 6nem kazandi.

1.9.1. Onerme [5]

G, bir (G,2) transitif permiitasyon grubu igin bir alt yoriingesel graf olsun. Bu
takdirde;

() G, G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder;
(i) G, G nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder;
(iii)  Eger G kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G nin ardisik koselerinin siral ¢iftleri
iizerinde transitif olarak hareket eder;
(iv) G kendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G nin kenarlar1 iizerinde transitif

olarak hareket eder. o

O(a,a) ={(y,y) |y €0} QX Q nin kosegenidir. Her a € Q kosesi i¢in G(a, @)
alt yoriingesel grafi sadece bir diigiim icerir. Bu graf kendisiyle eslesmistir. Buna agsikar alt
yoriingesel graf denir. Biz genel olarak asikar olmayan alt yoriingesel graflar ile
calisacagiz.

Simdi T nin Q tizerindeki hareketi igin alt yoriingesel graflar1 inceleyelim. ', @
iizerinde transitif olarak hareket ettiginden, herbir alt yoriinge, bir v € Q igin (oo, v) ¢iftini

icerir; n = 0 ve (u,n) = 1 olmak lizere

seklinde yazarsak, bu alt yoriingeyi O, , ve buna karsiik gelen G(oo,v) alt yoriingesel
grafin1 da G, ile gosterecegiz. Eger v = oo ise bu, Gy, = G_;, asikar alt yoriingesel

grafidir. Boylece v € Q oldugunu kabul edebiliriz.
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1.9.2. Lemma

Eger v, v’ € Q ise bu takdirde

0(o0,v) = 0(o,v") © vvev' T, unaym yoriingesindedir;

!

o , Z:v->v+1 ile iretildiginden, bu durum u = u' (mod n) olmak {lizere v' = u;

ifadesine denktir.

Ispat 0(o0,v) = 0(oo,v') olsun. Bu takdirde (oo,v) € O(oo,v") diir. Buradan
T(oo,v) = (o0,v") olacak sekilde T € I' vardir. Boylece, (T(0),T(v)) = (o0,v") olup
T(o0) = oo ve T(v) = v’ diir. Dolayisiyla, T € T, dur.

Tersine vve v’ T, un aym yoriingesinde, yani, T(v) = v’ olacak sekilde T € T,
vardir. T(o) = oo oldugundan T(co,v) = (T(OO),T(v)) = (o0, v") € 0(o0,v") ve buradan
da (o0, v) = 0(oo,v") olup O(o0,v") = 0(oo, v) elde edilir.

Ayrica, ((1) 1) (1:1) = (Z:) = (u ;Il_ n) den u+n=u' olup u=u' (modn) ve

n =n' bulunur. 4
Boylece,
Gyn =Gy ©n=n'veu=u' (modn)

dir. Dolayisiyla Vn > 1 tamsayisi i¢cin ®(n) = |U,| = n(l + %) tane farkli G, alt

yoriingesel grafi vardir.

1.9.3. Teorem

g - % € Gy, de bir kenardrr &

a) x =ur (modn),y = us (mod n) ve ry — sx = n veya,

b) x = —ur (modn),y = —us (mod n) very — sx = —n.
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. . . b 1
Ispat E - % € Gy, olsun. Bu takdirde bir (Ccl d) € I' elemani oo = 51 E ye ve %
yi % ye resmeder. Boylece,
a b\(l1 wy_ (T X
+ (c d) (O n) - (S )7) (22)

matris denklemi elde edilir. Burada,

£ )=(C D D C 2 )
dir. Eger (22) denkleminde + isareti alinirsa buradan,

a=r,c=s,au+bn=uvecu+dn=y

elde edilir. Boylece x = ur ve y = us (mod n) elde edilir. (22) de determinantlar
alirsak ry — sx = n oldugu goriiliir, dolayisiyla a) saglanir. Benzer sekilde eger - isareti
almirsa b) elde edilir.

Tersine, eger a) saglaniyor ise buradan 3b,d € Z : x = ur + bn,y = us + dn dir.

Boylece,
r by(1 wu\_ (T X
- (s d) (() n) o (S Y) (23)
dir. ry — sx = n oldugundan rd — bs = 1 ¢lde edilir. Dolayisiyla (Z Z) € I' ve buradan

E—) 5 € G, dir. Eger b) saglanirsa, x ve y, —x ve -y ile degistirilerek (23) elde edilir.

Béyleceg - :—;i = 3 € Gy, bulunur. .

1.9.4. Sonug [5]

u,ut = 1 (modn) kongriians denklemini saglamak ftizere, G, , ile eslesmis alt

yoriingesel graf G_g; ,, dir. a
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1.9.5. Sonug¢
G, , kendisiyle eslesmistir & u® = —1 (mod n)

ispat Her n > 1 tamsayis1 i¢in Q iizerinde

E & ry — sx = 0 (mod n)

=~
n

X
y

T-invaryant denklik bagntisi vardir. Eger — - = € G, ,, ise bu takdirde 1.9.3 Teorem den
s y ’

ry — sx = +n ve boylece E ~ = dir. Bu yiizden bir tek blokta G, ,, nin ¥(n) tane baglantili
n

X

y
bileseni vardir.
. . . . u u

G, kendisiyle eslesmis olsun. Bu takdirde 0(00,;) = 0(;,00) ve buradan

T() = % veT (%) = oo olacak sekilde T € I mevcuttur. Boylece,

a b\(/1 wy_(u 1\_(a au+bn
(c d) (0 n) N (n 0) N (c cu + dn)
olup a=u,c=nau+bn=1cu+dn =0 elde edilir. Boylece, n =1 oldugundan

n(u+d) =0 ve buradan d = —u olarak bulunur. Dolaysiyla T = (1:1 :2) €T olup

detT = —u? — bn = 1 den u? = —1 (mod n) elde edilir.
Tersine u? = —1 (mod n) olsun. Bu takdirde, u? = —1 — bn olacak sekilde b € Z

b

—u) € I' dir. Boylece;

vardir. Buradan —u? —bn =1o0lup T = (Z

G 2@ =G)G 26 =) =) =)

elde edilir. Buradan T(e) =~ ve T(%) = oo ve dolayisiyla da O (oo%) =0 (%oo) olup

G, », kendisiyle eslesmistir. 4
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1.9.6. Sonug¢

G,, en az P(n) tane baglantili bilesene sahiptir; 6zellikle eger n > 1 ise Gy,

baglantili degildir. 4

1.10. Farey Grafi

Gy, grafinn kdselerinin kilmesi @ dir. 1.95 Sonug dan bu graf kendisiyle
eslesmistir, boylece G, ; i yonlendirilmemis bir graf olarak kabul edebiliriz. 1.9.3 Teorem
den E ve % koseleri komsudur & ry — sx = F1 dir. Ornegin o a komsu olan kdseler
tamsayilardir. 1.9.1 Onerme den T, kdseler ve kenarlar {izerinde transitif olarak hareket
eden G, ; in otomorfizmalarmin bir grubudur. Aslinda gésterebiliriz ki AutG,, (10) deki
ad —bc = +1 kosulunu saglayan elemanlarin olusturdugu PGL(2,7Z) genisletilmis
modiiler grubudur.

Gy, 1 Farey dizileriyle olan iliskisinden dolay1 Farey grafi olarak adlandiracagiz ve F
ile gosterecegiz. Her m > 1 tamsayisi igin m mertebeli F,,-Farey dizisi, |y| < m olmak

iizere kesin artan bir sekilde siralanan biitiin ;C—/ € Q rasyonel sayilarindan olusur. Ornegin,

4
)3)

INRT

e 1 1 ,11123,
4 ° ] 31 » Y 1312;3;4;;

dir. Burada kolaylik agisindan F,,-Farey dizisinin elemanlar1 [0,1] veya [-m,m] c R

kapali araliklarina kisitlanabilir. A¢ik¢a, F;, c F, c F; c ---ve U F,,, = Q dur.

mz=1

1.10.1. Lemma

g € Q indirgenmis rasyoneller olsun. Bu takdirde asagidaki {i¢ kosul denktir;

x
"y
a) g ve 5 , F de komsu koselerdir;
b) ry —sx = +1;

c) Birm € N igin E ve 5 , F, de komsu terimlerdir.
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Ispat u =n = 1 oldugundan ve 1.9.3 Teoremden a) ve b) denktir. b) ve c) nin

denkligi sayilar teorisinin standart bir neticesidir. m nin uygun degerleri
max([s|, ly) = m <|s[ + |yl

ile verilir. .

Buradan artik F nin basit bir yapismni olusturmak miimkiindiir. Her bir terime hemen
oncesindeki ve sonrasindaki terimleri ekleyerek, her bir F,,, , 2 degerli bir aga¢ (igerisinde
devre bulundurmayan baglantili graf) olur; yukaridaki Lemma dan bu agaclarin birlesimi F
nin Q tizerinde indirgenmis alt grafidir. Boylece oo ile isaretlenmis bir kdse ekleyerek ve

bunu tamsayilar ile birlestirerek F yi olusturabiliriz.

Sekil 8. m = 4 ‘e karsilik gelen F = G, ; Farey grafi [5]

Bu yap1 Sekil 8 de gosterilmistir. Sekil, kenarlarin oo ile ortak oldugunu veya F, iin
elemanlarmin birlesmesiyle meydana geldigini gosterir. Bu o6rnek 1 periyotlu olup
periyodiktir. Yani, x » y [0,1] araliginda ise Vk € Z i¢in x +k >y +k [k k+ 1]
araligindadir. Gorsel uygunluk agisindan F nin kenarlarini H iist yar1 diizlemindeki Oklid
yari-gemberleri veya R ye dik olan Oklid yari-dogrular seklindeki hiperbolik geodezikler
olarak gosterebiliriz. Alisildig1 {izere, yari-dogrular1 “co ile birlesmis” olarak kabul

edecegiz. (11) i H nin hiperbolik izometrilerinin bir grubu olarak, T' ile bir hareketi
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tanimlamak i¢in kullanabiliriz. Bu hareket altinda geodezikler geodeziklere resmedilir.

Boylece H daki F gosterimimiz I" altinda invaryanttir.

1.10.2. Sonug¢

F nin kenarlar1 H da kesismez.

Ispat Farzedelim ki iki kenar H da kesissin. 1.9.1 Onerme (iii) den bunlardan bir

tanesinin 0 ve oo u birlestiren Re(z) = 0 kenar1 ve boylece digerinin

r
vi=—-<0<w:=
Ry

olacak sekilde v ve w rasyonellerini birlestiren kenar oldugunu kabul edebiliriz. 1.10.1
Lemma dan herhangi bir F,, de, v ve w ardisiktir. Fakat 0 arada bulunacagi igin bu
imkansizdir. Ciinki ry —sx =+1 ve x <0,7,y,s > 0 oldugundan 1 =ry —sx > 2
celiskisi elde edilir. 4

1.11. Gy, ve E,, Graflan

Simdi F=G;; in Ozelliklerinin diger G, alt yOriingesel graflarma nasil
genisletilebilecegine bakalim. Her bir G, en az y(n) tane alt grafin ayrik birlesimi

oldugundan; her bir alt grafin kdseleri ry — sx = 0 (imod n) ile tanimlanan = I'-invaryant
n

denklik bagntisina gore tek blok olusturur. I' @ iizerinde transitif oldugundan, bu bloklar1
transitif olarak permiite eder. Boylece alt graflarin hepsi izomorfiktir.

F, . koseleri o u igeren

[oo]:%&@:yEO(modn)}

blogundan olusan G, , nin bir alt grafi olsun. Béylece Gy ,, F,, nin y(n) tane ayrik

kopyasindan olusur. 1.9.3 Teorem den asagidaki teorem elde edilir:
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1.11.1. Teorem

T X .
P € F, ,, bir kenardrr &

a) x = ur (modn) very — sx = nveya,

b) x = —ur (modn)very —sx = —n.,

Yukarida incelenen I' nin @ iizerinde imprimitif hareketinin genel olarak
irdelenmesinden, T nin F, ,, yi invaryant birakan alt grubu I;(n) kongriians alt grubudur.

Boylece, Ih(n) < AutF, ,, dir.

1.11.2. Tamim

V4, V2, v, Uy Fy , de farkli koselerin bir dizisi olmak tizere, vy = v, = -+ - v, Ve
v, = v, — -+ yapilandirilmalarina sirasi ile F, ,, de bir yol ve bir sonsuz yol ad1 verilir.

m = 3 Ve vy,V,, ..., 0, farkl késelerin bir dizisi olmak iizere, vy - v, » -+ —>
vy, — vy seklindeki bir yapilandirma bir yonlii (yonlendirilmis) devre, en az bir ok (hepsi
degil) ters ise ters yonlendirilmis devre adini alir.

Eger m = 3 ise, yonlendirilmis olsun veya olmasin devreye bir iiggen denir. Eger
m=2ise, v, » v, > v; yapilandirilmasini kendisiyle eslesmis bir kenar olarak
adlandiracagiz.

Eger bir graf herhangi bir devre igermiyor ise bu grafa bir orman denir.

V1, Va, o, Uy Fyp de farkl koselerin bir dizisi olmak tizere, vy > v, » - > v,
yoluna minimal uzunlukludur denir : < t > 2 olmak iizere, v; S vy, olacak sekilde

l €{1,2,3,---,m} yoktur.

1.11.3. Teorem [5]

Iy(n), F, , nin kdselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.
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1.11.4. Lemma [5]

()  F,, nin biitiin v késeleri i¢in v — —wv ile verilen F, ,, - F_, ,, izomorfizmi vardir;
(i)  Eger m|n ise buradan, F, , nin biitiin v késeleri igin F,,,, den bir F, ,, alt grafina,

v - % ile verilen E, ,, - F,, ,, izomorfizmi vardur. ,
(if) de m = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

1.11.5. Sonug [5]

F,, nin biitin v késeleri icin f:v — nv ile verilen, F,, den bir F alt grafina,

F,, — F_,, izomorfizmi vardur. ,

[ ]
]
4

--------------
---------

[o)

Sekil 9.G4 , grafi [5]

Simdi $ekil 9 da gosterilen G, , grafina bakalim. s ¢ift, r ¢ift veya her ikisi tek

olmak iizere, E € Q elemanlarini igeren, [oo], [0] ve [1] bloklarmni gosteren sirasiyla kesik
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olmayan, kesik ve noktali (H daki hiperbolik geodezikler ile gosterilen) bigimindeki
kenarlar ile F; , nin (2) = 3 tane izomorfik kopyasindan olusur. 1.9.5 Sonug dan G, , ve
boylece de F, , yonlendirilmemistir. Sekil 10 da gosterilen bu graf, s ¢ift olmak iizere r/s

koselerine sahiptir: /s ve x/y arasinda bir kenar vardir & ry — sx = +2 dir.

b OV N

R Rt

'BEEEEET
2 T o+ 68w

Sekil 10. F; , grafi [5]

Si-
oal=-
o=
=
Sl o
LU
i o

Simdi F,,, grafindaki devreleri diisiinelim. F = F, ; Farey grafi tiggenler igerirken

(bkz. Sekil 8), F; 3 yonlendirilmis grafi

1 2

0> ——>——>
seklinde yonlendirilmis liggenler icerir.

1.11.6. Teorem

(i) F,, yonlendirilmis tiggen igerire u® + u + 1 = 0 (mod n);

(if) Egern > 1 ise bu takdirde F, ,, ters yonlendirilmis iiggen icermez.
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ispat

(i)  FarzedelimKki, F, ,, yonlendirilmemis bir iiggen igersin. 1.11.2 Teorem den F,, ,, nin

bir v kosesi igin bu liggenin

00— ——> 7P —> 00

seklinde oldugunu varsayabiliriz. v — oo kenarma 1.11.1 Teoremi uygulanirsa, bir r € Z

<
icin v =£ seklinde oldugunu goriiriiz. Gergekten, v :=£ seklinde tanimlanirsa £—>—

SIR olr

kenar1 i¢in 7.0 —s.1 = —n = s = n elde edilir. Tekrar 1.11.1 Teorem ini %—> v=

kenarina uygularsak, ya r = u? (mod n) veu —r = 1 olup

u?—u+1=0(modn)

veya r = —u? (modn) veu —r = —1 olup

u?’+u+1=0(modn)

elde edilir. Gergekten, birinci durumda kongriians denkleminden r = u? + bn  olacak
sekilde b € Z mevcuttur ve u — (u? +bn) =1 den u? —u+ 1= —bn olup u? —u+
1 =0 (mod n) ve benzer sekilde ikinci durumda, r = —u? + cn olacak sekilde ¢ € Z
meveuttur ve u — (—u? + cn) = —1denu? +u+ 1 =cnolup u> +u+ 1 = 0 (mod n)
elde edilir.

Tersine, u* + u+ 1 = 0 (mod n) ise 1.11.1 Teorem den F,, ,, de

u < u+1

seklinde yonlendirilmis bir {icgen vardir. Gergekten, 1.11.1 Teorem den F,, ,, de I

ise; u+1=-u?(modn) ve un—(n(u+1))=-n olup u>+u+1=0 (modn)
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> -
elde edilir. Diger taraftan, %—)uTl ise; u—1=u?(modn) veun—(n(u—1))=n

olup u? — u + 1 = 0 (mod n) sartlar1 saglanir.
(i) (i) de oldugu gibi bir r € Z i¢in

u r
0> —¢«—> 0
n n
seklinde bir ters yonlendirilmis liggen oldugunu farzedelim. Ortadaki kenara 1.11.1

Teoremi uygularsak, yar =1 (modn) ve r—u=1veyar = -1 (modn) ve r—u =

>
—1 bulunur. Gergekten, 1.11.1 Teorem den F,, de £—>% ise; u = ur (modn) ve

rn—un=n olup r =1 (modn) ve r —u =1 elde edilir. Diger taraftan, E:% ise;
u=—ur (modn) ve rn—un = —n olup r = —1 (modn) ve r —u = —1 elde edilir.
Her iki durumda da u = 0 (mod n) bulunur ki, n > 1 i¢in u, mod n birimi oldugundan bu
imkansizdir. Ciinkii birinci durumda kongriians denkleminden r = 1 + bn olacak sekilde
b€Z vardr ve buradan r—u=14+bn—u=1 oldugundan u=bn olup u=
0 (mod n) bulunur ki bu (u,n) = 1 olmasi ile ¢elisir. Benzer sekilde, ikinci durumda ise,
r=—1+4cn olacak sekildle c €Z vardrr ve buradan r—u=-14+cn—u=-1

oldugundan u = cn olup u = 0 (mod n) bulunur ki bu da (u,n) = 1 olmasi ile gelisir. 5

Kendisiyle eslesmis bir G, alt yoriingesel grafi u?+1=0 (modn) Vi

sagladigindan 1.11.6 Teorem e goére n > 1 icin liggen icermez.

1.11.7. Teorem

n > 1 ise bu durumda tiim kendisiyle eslesmis G, , alt yoriingesel graflar1 birer

ormandir.

Ispat Gy, F, , nin izomorfik kopyalarinin ayrik bir birlesimi oldugundan, F, ,, nin
higbir devre igermedigini gostermek yeterlidir. Eger bir devre varsa 1.11.2 Teoremden

bunu
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0=V DV, D DV, > 00

seklinde farzedebiliriz (biitiin k + 1 koseleri farklr). F, , kendisiyle eslesmis oldugundan

1.11.1 Teorem ve 1.9.5 Sonu¢ a gore, a4, a, = u (mod n) olmak iizere v, =% ve

Vg = % elde edilir. Boylece v; — v, € Z dir. n > 1 oldugundan vy, v, € Z ve boylece

v, ile v, arasmda bir m € Z elemam vardir. Buradan F,,, nin v; - v;,; kenar1 H da
Re(z) = m dogrusu ile kesisir. Béylece 1.11.5 Sonug¢ a gore F nin nv; - nv;,,; kenari
Re(z) = nm ile kesisir. Ancak Re(z) = nm F nin kenar1 oldugundan bu durum 1.10.2

Sonug ile celisir. 4

1.11.8. Sonug¢

G, bir ormandir. 4

1.11.9. Sonuc¢
Eger n gift ise G, ;, bir ormandir

Ispat 1.11.8 Sonug ve 1.11.4 Lemma (ii) den (m = 2) sonug asikardur. ,

1.11.10. Teorem: [5]: n > 1 herhangi bir tamsay1 olsun. Bu takdirde,

G, , bir ormandir © G, ,, liggen igermez; yani, u> t u + 1 # 0 (mod n).

1.12. Siirekli Kesirlerin Temel Ozellikleri

Bir siirekli kesir a,,, # 0 olmak lizere a4, a,,as, ... Ve by, by, b,, ... karmasik sayilar1

ile, {f,} genisletilmis karmasik diizlemde
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To(2) = ty(2); T, (2):= Tn_l(tn(z)), n=123,.. (24)
ve
to(z) = by + z; t,(z) = tn , n=123,.. (25)
b, +z
ve ayrica
fu =T,(0), n=0,1,2,.. (26)

olarak verilen bir dizi olmak tizere

({am}, {bm ), (fn )

siralt ikilisidir.

Stirekli kesir algoritmasi her bir

({am}, (b })

sirali ikilisini (26) ile tanimlanan {f,} dizisine karsilik getiren K fonksiyonudur. Bu K

sembolii bir Alman kelimesi olan Kettenbruch dan gelmektedir ve (sonsuz) toplamlar igin
gosterilen X sembolii ile benzerdir. a,, Ve b, sayilarina sirasi ile siirekli kesirin m. kzsmi
pay ve m. kismi paydast ad1 verilir. Bazen bunlara kisaca elemanlar denir ve f, ye de n.

vaklagim ad1 verilir. Baz1 kaynaklarda yaklasim yerine yakinsak da kullanilir.

T,,(z) lineer kesirli doniistimii

Tn(z) = by +

1t as
b; + (27)

veya daha kullanigh bir sekilde
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a, a ap-1 a,

Ta(z) = bo + 7= =
n(Z) 0+b1+b2++ bn_1+b1’l+z

(28)

seklinde ifade edilir.
Buna denk olarak

T,(z) =tyot;0t, 0 -0 t,(2) (29)

dir. Burada “o0” ile bileske islemi

to 0 t1(2): = to(t1(2))
olarak verilir. Ozellikle

t"(z):==toto--ot(2)
n tane
dir.

n =0,1,2,3, ... olmak iizere {z,} dizisi verilsin. Bu takdirde

T,(z,) € C (30)

sayisina n. degistirilmis yaklagim denir.

Eger {a,,} ve {b,,} dizileri sonlu degilse

({am}, (b }), ()

ifadesine sonsuz (veya yok edilemeyen) siirekli kesir, aksi halde; yani, {a,,} ve {b,,}
dizileri a4, a,,...,a; ve by, by, ...,b; gibi sonlu terimlere sahip ise sonlu siirekli kesir
denir. Bundan sonra bir siirekli kesir aksi belirtilmedik¢e sonsuz olarak kabul edilecektir.
Bir siirekli kesiri, (24),(25) ve (26) denklemleri anlaminda tanimlamak igin kesirli lineer

doniistimlerin 6nemli bir rolii vardir. Goriilebilir ki n. yaklagim
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b+ (31)

G (32)

sembolii ile gosterilir.
Uygunluk ag¢isindan bir ({({a,,}, {b,}), {f,}) stirekli kesirini asagidaki sembollerden

biri ile gosterecegiz:

a; a; as

by +— -2 2
0 b1 + bz + b3 + (33)
(0]
by + K (Z—m) veya kisaca b, + K (a,,/b,,) veya b, + K(Z_m) (34)
=1 " m
Benzer sekilde (31) denkleminin yerine f, = T,,(0) n. yaklasimi
a, a; an
fa = bo b, + by +-+ by, (35)
veya
" a
f=bt K @% (36)
m=1 "

ile gosterilebilir. Ayrica
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(—a;) (-ap) (—a3) (37)

by +
" by + b, + by +--

surekli kesiri

bo+— — — (38)

ile gosterilecektir. (32),(33) ve (34) sembollerine ek olarak literatiirde 1898 de Pringsheim

tarafindan verilen

a a a
1| 2 | 3| . (3 9)
notasyonu da vardir.

1.12.1. Yakinsakhk

Bir by + K (a,,/by,) siirekli kesiri yakinsaktir denir ;& {f,} = {T,,(0)} yaklasimlar
dizisi bir f € € degerine yakmsar. Bu durumda f ye bu siirekli kesirin degeri denir.
Burada o« a yakinsamanin kabul edildigine dikkat edilmelidir. Buradan

[0 0]
f=limt,@=b+ K () (40)

m=1 bm

yazilir. Buna klasik yakinsaklik ad1 verilir.

Ornegin;

stirekli kesiri igin
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e
=T O
olup
T,(0)[3—-T,_1(0)] =1
dir. Buradan
lim T,,_, (0) = lim T,, (0) = f
n—oo n—»oo
oldugundan

f(3—f)=10Iupf2—3f+1=0veburadandaf=%

&

elde edilir. Buradan ise |f| < 1 olup bu siirekli kesir i¢in

f=T£=ggoTn(0)

degeri bulunur. Bu durumda K (—1/—3) siirekli kesiri f degerine yakinsar.

1.12.2. Yinelenme Bagintilan

Bir by + K (a,,/b,,) siirekli kesirinin n. pay A,, ve n. paydasi B,, degerleri asagidaki

yinelenme bagmtilari (ikinci mertebeden lineer fark denklemleri) ile bulunur.

An o An—l ATL—Z —_
[Bn] = b, [Bn_l] + an [Bn_z]' n=123,.. (41)

Burada baslangic kosullar1 ise
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A—l: = 1, B_1 = O, AO = bo, BO =1

olarak tanimlanir.

(30) ile verilen T, (z,) degistirilmis yaklagimi

M n=0123

olarak yazilabilir ve boylece f,, n. yaklasimi

Ap_q
ni fn—l = Tn(oo) = Bn
n-1

n

o

fo =To(0) =

o

olarak elde edilir.

Ornegin;

-1
1

N
I B

-1
1

N
I B

+1+ 1 +1+14+ 1 +-

stirekli kesiri i¢in (41) ve (42) yinelenme bagintilar1 kullanilarak Vn > 1 i¢in

Azyp =27, Ay =27,

B3p_p =271 =3,

elde edilir. Buradan (45) siirekli kesiri igin

to(z) =by+z=0+2=z,

a,

B3n—1 = 2n+1 - 2 BSTL = 1

a 2
6(2) == S @ =g =1
2

bi+z 1+

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)
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To(2) =to(2) =z

2 2
Ti(2) = TO(tl(Z)) =To (1 + Z) - 14z

Ty(z) = Tl(tz(z)) = T1< 1 ) — 2

142z 1
1+1+Z
-1 2
T3(z)=T2(t3(z))=T2 <1+Z>= Lt 1
-1
1+1+z
olup f,, = T,,(0) (= 2—”) oldugundan
fi = T1(0) =2
2
f =T2(0)=—1=1
1+T
2
fy=Ty(0) = ——=0
1+ —
1+

elde edilir. Dolayisiyla f3,_2, fan—1, fan yaklasimlari sirasiyla

2" 2™
2n+1_3' 2n+1_2'

olarak bulunur.
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Ornegin (45) siirekli kesirinin klasik gdsterimi

2
1+ 1_1
1+ —q
1+ 1+
olmak tizere 4. yaklasim
f 2 4
4= =T
1t ——p
1+—2
1+T

olup, n = 2 i¢in yinelenme bagintilarindan

B, 23-3

Azp_s 4
fan-2 = = = fa g

BSn—Z
elde edilir.
1.12.3. Determinant Formiilii

Burada n. pay 4,, ve n. payda B,,

n

= A Bp_y — Ap_1Bp = (1)1 1_[ am,n =123, ..

m=1

Ap Apa (47)
By Bny

determinant formiiliinii saglarlar.
Ornegin, (45) siirekli kesirini géz oniine alirsak; n = 2 icin A, =4, B, =5 ve

n = 1igin Az = 0, B; = 1 olup determinant formuliinii hesaplarsak

4

(—1)? l_[ a, = (~1).2.1.(=1) = 4

m=1
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Ay Az
B, Bj

bulunur. Gergekten, = |g (1)| = 4 dir.

1.12.4. Siirekli Kesirlerin Matris Baglantisi

n. payi1 A, ve n. paydasi B, olan K (a,,/b,) stirekli kesiri verilsin ve

_ _m _ (0 am _
tn(@) = e = (1 bm)’ m=123, .. (48)

olsun. Bu durumda (29) ve (43) ile verilen T,,(z) lineer kesirli doniigtimii

An—l An)

n=1273,.. 49
Bn—l Bn ( )

Xp = X1XX3 oo X = (

matrisine karsilik gelir.
Boylece 2x2 lik bu matrsilerin ¢arpmmu {4,,},{B,} ile (26) ve (44) ile verilen f,, n.
yaklasimmin {f,, } dizilerinin olusumunda kullanilabilir.

Daha genel bir ifadeyle eger

am + Ccnz

o _ (fm Qm —

t, (2) = = (dm bm)' m=123,.. (50)

ise buradan
A, +C,z
T,(z2):=t,0t,0t;0... t,(2) = ﬁ, n=123,.. (51)
n n
ve
c, A

Yo = y1Y2Y3 o Yn = (D: BZ>' n=123,.. (52)

dir.

Ornegin, (45) siirekli kesrinin matris baglantisini incelersek;
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T3(z) =ty 0ty 0 t5(2) ;

-1 1 2
t;3(z) = Tis t,(z) = Tin t1(z) = iz’ to(z) =z ve

w=( 7)w=0 )om=0 )

oldugundan

T.(2) 2 2z
3(Z) = =
14 1_1 1+ 2z

1+1+Z

{_ A3 + A2Z}
" B3+ B,z

lineer kesirli doniisiimiine

R [ [V R
G 5

matrisi karsilik gelir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. Farey Grafinin Bilgisayar ile Cizdirilmesi

1.10. Bolim de degindigimiz F = G, ; Farey grafi i¢in drnek olarak verilen Sekil 8.
deki grafi bir algoritma olusturarak ve MATLAB bilgisayar programi ile programlayarak
cizmeye ¢alisalim. Burada oncelikle, F,,-Farey dizilerine (m > 1) karsilik gelen F-Farey
graflar1, 1-periyotlu olup, her bir parcasmin izomorfik kopyalarinin ayrik birlesimi
seklinde olusur. Dolayisi ile bu grafi [0,1] kapali araliginda ¢izmemiz yeterli olacaktir.

Ayrica burada oo ile isaretlenmis bir kose ekleyerek bunu 0 ve 1 ile birlestirecegiz.

Boylece 1.10.1. Lemma dan E,i € Q indirgenmis rasyoneller olmak iizere

0<52<12F,n[01]

X
y

yani, F,,,-Farey dizilerini [0,1] araligina kisitlayalim. Bu durumda

ny
F, n[0,1]: 0 1
' e
F, n[0,1]: 0,2,1
2% Wel WeW e
F; n[0,1]: 0,5,2,5,1
~1r 1123~
F,n[0,1]: 0'1,5,2,5,1’1
NI 112~ 1nn2~n3nn3ngdn
Eololl-0 2 2.3.5,.2.3.5,2.,5, 1

Farey dizileri elde edilir. Burada program su sekilde ¢aligmaktadir: 6rnegin m = 4 degeri
girildiginde program ilk olarak 0 ve 1 i co a baglayacaktir. Daha sonra F,-Farey dizisinin
elemanlarmni olusturup bu elemanlar1 yani, 0 ve 1 i bu diziye karsiik gelen F-Farey
grafinin [0,1] kapaharaligindaki koseleri olarak alip, bu dizideki komsu terimleri birbirine

baglayarak ilk kenar1 olusturacaktir (0 — 1). Ikinci olarak F,-Farey dizisinin elemanlarm1

olusturup, bu elemanlar1 yani, O,% ve 1 i bu diziye karsilik gelen F-Farey grafinin [0,1]
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kapali araligindaki koseleri olarak alip bu dizideki komsu terimleri birbirine baglayarak iki

kenar daha olusturacaktir (O—>%—> 1). Benzer sekilde F; ve F,-Farey dizilerinin

. . 1 1 2 1 1 1 2 3
elemanlar1 ile geriye kalan kenarlar 0 — 375757 1veO0- 275705705757 1

seklinde olusturulacak ve sonug olarak istenen graf ¢izdirilecektir. Daha 6nce degindigimiz
gibi bu kenarlar H iist yar1 diizlemindeki Oklid yari1-gemberleri veya R ye dik olan Oklid
yari-dogrular1 seklindeki hiperbolik geodezikler olarak gosterilecektir.

Simdi m nin degerlerine bagl olarak F,,-Farey dizilerine karsilik gelen Farey
graflarim1 ¢izmek i¢in 1 < k < m olmak iizere yukarida elde edilen monoton artan F-
Farey dizilerini olusturan ve buna bagl olarak iligkili Farey grafin1 ¢izdiren MATLAB

programlama kodunu verelim:

function fareygraf (m)
F=0;
format rat
for i=1l:m
for x=0:1
for y=0:1i
if x/y<=1
F=[F;x/y];
end
end
end
F=sort (F) ;
n=length (F) ;
sSyms X y
ezplot ('x+0*y=0"',[0,1,0,1])
hold on
ezplot ('x+0*y=1"',[0,1,0,1])
for i=1:n-1
A=(F (i) +F(i+1))/2;
B=abs (F (i) -A);
y=strcat (' (x=',"a)"','2+"','y*','2=","'b"2");
yg=subs (y,{'a', 'b"}, [A,B]);
ylim ([0 0.8])
ezplot(yg, [0,1,0,1])
title('")
hold on
pause (0.005)
end
end
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Burada dikkat edilirse yukarida verilen Fj-Farey dizi elemanlar1 otomatik olarak
ry — sx = 1 sartim1 sagladiklarindan, bu sart ile birlikte r ve s degerleri programlama
kodunda kullanilmamigtir. Bu sartlar azaldigi i¢cin programi calistirdigimizda hiz
konusunda avantaj saglayacaktir. Yani, graf daha hizli ¢izdirilmistir. Simdi bu noktadan
sonra MATLAB programmin GUI (Graphical User Interface) sini yani, grafiksel ara

yiizlinli hazirlamak gorselligi saglayacaktir.

fareygraf2 w

Untitled 1

— Amag

1<=k=<=m olmak iizere F_k Farey dizileri i¢in hir m degeri giriniz. Bu program hu m degeri i¢in ilgili Farey dizilerine karsihk gelen Farey grafinin [0,1] kapah ‘

arah@mdaki resmini gizecektir.
0.8 T T T T T T T T T
Burada yukarida bahsettigimiz
Farey dizisine karsihk gelen Farey
afy izdirmek i¢in uy:
i '"hggrﬁ,’?;m'ﬁ:;:;g“" = 071 Butona basildiginda m=4 degeriile F_4 b
Farey dizisine karsilik gelen Farey 3
— Girig Paneli 9 Grafinin [0,1] kapah araligindaki
‘ resmi cizilir.

&7 06 E

Uygun m degerini giriniz 4

Grafigi ¢iz
butonuna

tikliyoruz
— Gizim Butonu 2 — Gizim Yoketme Butonu

Grafigi iz

Resimi temizle
butonuna ise
¢izdirdigimiz grafigi
sildirip bagka bir graf
¢izmek istedigimiz
zaman tikhiyoruz.

Sekil 11. m = 4 ‘e karsilik gelen F = Gy ; Farey grafinin [0,1] araligindaki resmi

Sekil 11 de bu grafiksel ara yliziin kullanimu ile ilgili bilgiler verilmistir. Bu ara yiiz
yukarida verilen MATLAB programlama kodu ile ¢calismaktadir.

m degerine gore bu GUI ile birlikte programin ¢izdigi sekillere bakarak bazi
yorumlar getirebiliriz. Ornegin, m degerini giderek arttirdigimizda ¢izilen graflara
bakarsak bu graflardaki kenarlarm da giderek daha ¢ok siklastigin1 ve boyut olarak daha

kiiclik bir hal aldiklarin1 gézlemleyebiliriz.
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% T
B fareygraf2 LL}Q

Untitled 1 »

— Amag T
l==k==m olmak iizere F_k Farey dizileri i¢in hir m degeri giriniz. Bu program hu m degeri i¢in ilgili Farey dizilerine karsihk gelen Farey grafimn [0,1] kapah
arahgmndaki resmini gizecektir.

0.8 T T T T T T T T T

07F ~

— Girig Paneli
[» 06 -
Uygun m degerini giriniz 20

05F ~

— Gizim Butonu 0 7

— Gizim Yoketme Butonu

Grafigi Ciz

03 —

02r- B

Sekil 12. m = 20 ‘ye karsilik gelen F = Gy ; Farey grafinmn [0,1] araligindaki resmi

Sekil 11 ve Sekil 12 de sirasiyla, arayiiz ile ¢izdirdigimiz, m = 4 e karsilik Sekil 8
de verilen grafin [0,1] kapali araligindaki resmi ve m = 20 ye karsilik gelen Farey grafinin
yine [0,1] kapali araligindaki resmi verilmistir.

Burada Matlab GUI programlama kodunu verelim:

function varargout = fareygraf2 (varargin)

guli Singleton = 1;
gul State = struct('gui Name', mfilename,
'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn', @fareygraf2 OpeningFcn,

'gui OutputFcn', @fareygraf2 OutputFcn,

'gui LayoutFcn', 1,
'gui Callback', (1)

if nargin && ischar (varargin{l})
gul State.gui Callback = str2Z2func(varargin{l});
end
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if nargout
[varargout{l:nargout}]
varargin{:});
else
gul mainfcn(gui State, varargin{:});
end

gul mainfcn(gui State,

function fareygraf2 OpeningFcn (hObject, eventdata, handles,
varargin)

handles.output = hObject;

guidata (hObject, handles);

function varargout = fareygraf2 OutputFcn (hObject, eventdata,
handles)
varargout{l} = handles.output;

function editl Callback (hObject, eventdata, handles)
function editl CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function pushbuttonl Callback (hObject, eventdata, handles)

m=str2double (get (handles.editl, 'String')):;
F=0;
format rat
for i=1:m
for x=0:1

for y=0:1i
if x/y<=1
F=[F;x/y];
end
end
end

F=sort (F);

n=length (F) ;

syms X y

ezplot ('x+0*y=0"',[0,1,0,1])

hold on

ezplot ("x+0*y=1"',[0,1,0,11)
for i=1:n-1
A= (F(1)+F (i+1))/2;
B=abs (F (i) -A);
y=strcat (' (x-','a)"", "2+, 'y, '2=","'b"2");
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yg=subs (y,{'a', 'b'}, [A,B]);
ylim ([0 0.817)
ezplot(yg, [0,1,0,17])

title('")
hold on
pause (0.005)
end
end

function pushbutton2 Callback (hObject, eventdata, handles)
axes (handles.axesl); cla reset;

function textl CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
function sliderl Callback (hObject, eventdata, handles)
function sliderl CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor',[.9 .9 .9]1);
end

function Untitled 1 Callback (hObject, eventdata, handles
function edit2 Callback (hObject, eventdata, handles)
function edit2 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

1.10.2. Sonu¢ dan biliyoruz ki F nin kenarlar1 H st yar1 diizleminde kesismez.
Dolayis1 ile dikkat edilirse F,-Farey dizileri icin m = 20 degeri biiyiik bir deger olmasina
ve mesafeler iyice daralmasina ragmen Sekil 14. de verilen F Farey grafinin kenarlar1

kesismez.

2.2. To(n) Grubunun Alt Yoriingesel Graflar ile Siirekli Kesirler

2.2.1. Sonucg

(u,n) = 1lise u?> + ku + 1 = 0 (mod n) olan bir k € Z vardur.
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Ispat (u,n) = 1 oldugundan ux + ny = 1 olan x,y € Z elemanlar1 vardir. Buradan
ux = 1 (mod n) dir. Boylece ux(—u? — 1) = —u? — 1 (mod n) dir. k = x(—u? —1)

alnirsa u? + ku + 1 = 0 (mod n) elde edilir. 5

2.2.2. TeoremF,, grafi i¢in u®* + ku + 1 = 0 (mod n) ve 1 < k < n olsun.

Buradan;
u+l ku+1
a) % kosesinin gidecegi en uzak kose Tk = % ve % kosesinin gittigi en yakin
kose yoktur;
1 ur— 1
Uty k- (kK2-1)u+k uty
_k . .« . . - . k — _k . o . e
b) - kosesinin gidecegi en uzak kose D ve — kosesinin gittigi en
yakin kose yoktur.
Ispat

a) u?+ ku+1=0(modn) ve %EQ noktas1 [w] ={c/d € Q:d = 0 (modn)}

blogunda oldugundan, % F, ,, grafinda bir kosedir. Farzedelim ki,

a
u<u+typ bu+ta
— —

n n n

olsun. Bu takdirde 1.11.1. Teoremindeki kenar sartindan;

ub + a = —uu (modn) ve ubn —n(bu+a) = —n

dir. Buradan a = 1 elde edilir. Bu durumda

ub + a
bn

<
-

S

icin 1.11.1. Teoremindeki kenar sartindan elde edilen a = 1 esitligini yerine yazarsak,
ub + 1 = —u? (mod n) olup u? + ub + 1 = 0 (mod n) elde edilir. Boylece sonug olarak
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u? + 1 = —ku (mod n) kongriians denkleminden —ku + ub = 0 (mod n) ve buradan da

b = k (mod n) elde edilir. Dolayisi ile b := k + nx, x € N U {0} dir. Béylece de

a 1
b k+nx

dir. Bu takdirde;

1
Ut uk+ +1
fiNUL0} = R, f(x) = n ~ kn+n2x

seklinde tanimlanan f fonksiyonu kesin azalan bir fonksiyondur. Gergekten, bu

fonksiyonun tiirevine bakacak olursak

'(x) = un unx+ku+1_ -1 <0
f1x) = n?x + kn (nx +k)?  (k+nx)?

dir. Bu yiizden f fonksiyonunun alabilecegi en biiyiik deger x = 0 noktasindaki degerdir

. uty .
ki bu degerde Tk dir. Yani,

1
u+E:ku+1
n kn

u

— -

n
dir. Ayrica burada

(ku+1,kn)=1

dir. Gergekten, (ku+ 1,k) =1 oldugu agikdrdir. Diger taraftan u®+ku+1=

0 (mod n) ve (u,n) = 1 oldugundan

(ku+1,n)=1
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olup Tk F,, grafinda bir kosedir ve % kosesinin gittigi en uzak kosedir.
ng_zg) flx) = 951_)12) (%) =% oldugundan % kOsesinin gittigi en yakm kose soz

konusu olamaz. Ciinkii % kosesinin gittigi koseden daha kii¢iik sonsuz kose vardir.

ku+1
b) kn

€ Q noktas1 F, ,, grafinda bir kosedir. Farzedelim ki,

1 t
U+t ku+l<u+ty su+t
= e d =
n kn n sn

olsun. Bu takdirde 1.11.1. Teoremin deki kenar sartindan;
us+t=—-ulku+1) (modn)ve (ku+1)sn —kn(us +t) = —n
dir. Buradan s = kt — 1 elde edilir. Bu durumda

ku+1 < us+t
_)
kn sn

icin 1.11.1. Teoremin deki kenar sartindan elde edilen s = kt — 1 esitligini yerine
yazarsak u(kt —1) + t = —ku? — u (mod n) kongriians denkleminden ktu —u +t =
—ku? —u (mod n) ve buradan da ktu + t + ku? = 0 (mod n) olup t(ku + 1) + ku? =
0 (mod n) bulunur. Boylece sonug olarak ku + 1 = —u? (mod n) oldugundan —tu? +
ku? = 0 (mod n) ve buradan da t = k (mod n) elde edilir. Dolayisi ile t := k + ny,y €
N U {0} dir. Boylece de

t k +ny
s k(k+ny) —1

dir. Bu takdirde;
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u+ k +ny
. 7T kk+ny)—1 uk(ny+k)—u+k+ny
g:NUu{0} >R g(y) = n - nk(k +ny) —n

seklinde tanimlanan g fonksiyonu kesin azalan bir fonksiyondur. Gergekten,

o k(ny + k) 1 _ —1
9O = Gt my) — 1P T kGy + B =1 kGt my) = 1]

- <0

dir. Bu ylizden g fonksiyonunun alabilecegi en biiyiik deger y = 0 noktasindaki degerdir

k

. u+2— ; }
ki bu deger de ;‘1‘1 dir. Yani,

k
ku+1 utiz—7 (k2-Du+k
- =
kn n (k2 —1)n

dir. Ayrica burada

(k2 =Du+k, (k2 —1n) =1

dir. Gegekten, ilk 6nce ((k? — 1)u + k,k? — 1) = 1 oldugunu gosterelim. Farzedelim ki

((k? —Du+k k*—1) =m olsun. Buradan m|k? —1 oldugundan m|u(k?—1) ve

m|(k? — 1)u + k d m|k elde edilir. m|k? — 1 oldugundan m| — 1 olup m = ¥1 dir.
Simdi ((k2 —Du+k, n) = 1 olup olmadigini kontrol edelim:

ny # 1 olmak iizere ((k? — Du + k,n) = n, olsun. Buradan

(k2= Du+k=k(ku+1)—u =0 (modn,); n =0 (modn,) (53)

ve ku+ 1 = —u? (mod n) oldugundan
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ku+1=—u?+nb=—u? (modn,) (54)

olacak sekilde b € Z mevcut olup k(—u?) —u = 0 (mod n,) kongriians denkleminden
—ku —1 =0 (mod ny) , yani ku +1 = 0 (mod n,) celiskisi elde edilir. Ciinkii (53) ve
(54) den u? =0 (mod ny) denklemi elde edilir. Bu durumda ng |u? ve (u,n) =1

oldugundan, (u,n,) = 1 olup sonug olarak n, = 1 dir. Buradan
((k2=Du+k (k2-1n)=1

Utz T ku+1l .. . . o . 1.
olup — F,, grafinda bir kosedir ve o kosesinin gittigi en uzak kosedir.

1
uk(ny+k)-u+k+n uty - ku+1 .. . . o
(ny+k) y) = —* oldugundan —— kosesinin gittigi en yakin
nk(k+ny)-n n kn

limg(y) = lim (
y—)OO y—)OO
kose soz konusu olamaz. Clinkii % kosesinin gittigi koseden daha kiigiik sonsuz kose

vardir. 5

2.2.3. Teorem Asagidaki sonuclar birbirine denktir:

(i) F,, grafinda bir K kapali egrisi vardir
(i) K kapali egrisi bir tiggendir
(iii) u?+u+1=0(modn).

Ispat 2.2.2. Teorem den

1 ut—7
1

u
- —>
n

U+ k-7
E_, k

n n

dir. Buradan k =1 oldugunda yani, u? + u+1 =0 (modn) ise o — % - uni - ®

ticgeni elde edilir. Ayrica 1.11.10. Teorem den ve u? + u + 1 = 0 (mod n) kongriians
denkleminden F, ,, grafi orman degildir. Yani, F, ,, grafinda bir K kapali egrisi vardir ve bu

K kapali egrisi bir liggendir.
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u*1

Sekil 13. K kapali hiperbolik egrisi

2.3. Minimal Uzunluklu Hiperbolik Yollar ve Siirekli Kesirler

Bu boliimde siirekli kesirler ile alt yoriingesel graflarin minimal uzunluklu hiperbolik

yollar1 arasindaki iliski verilecektir.

2.3.1. Teorem k € N ve u? + ku+ 1 = 0 (mod n) olsun. Bu takdirde;

a) 1<k <n i¢in F,, grafindaki her yol minimal uzunlukludur;
b) k=1 i¢in F,, grafindaki herhangi bir yolun minimal uzunluklu olmasi

gerekmez.

Ispat

a) Farzedelim ki ay —» a; = -+ = a, yolu minimal uzunluklu olmasin. Bu durumda
m+ 1 <l < n olmak lizere a,, - a; olan m,l € N U {0} vardir. Buradan a,, = a;41 =
- = a; < a,, kapali hiperbolik yolu elde edilir. Bu ise 2.2.3. Teorem ile celisir. Sonug

olarak F, ;, grafindaki biitiin yollar minimal uzunlukludur.

b) u =2 ven = 7 alinirsa u? + ku + 1 = 0 (modn) dir. Bu durumda 1.11.1. Teorem

% F,, de bir hiperbolik yol oldugundan %—> % - %

1 5 4 1 .
den - » —->—->=- dir. -«
7 4.7 3.7 7

N

minimal uzunluklu bir yol degildir. Diger taraftan 1.11.1. Teorem den %S%

< 2 11 _ 64
olamayacagindan i Srrin gy

2 7 F, ; grafinda minimal uzunlukludur.,
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Mobiiis doniisiimlerinin bir siirekli kesiri a,, # 0 olmak lizere;

am
by +z

tm(z) = (55)

seklinde tanimlanan bir {t,,} Mobiiis donilisiimleri dizisi ile veriliyor idi. Bu doniisiimler

genigletilmis karmasik diizlemi kendi lizerine resmederler.

t;1(0), t1t,(0), t1t,t3(0), ... (56)

degerleri ile

a,
a,

by + —2 (57)
2t h, ¥

b, +

gibi siirekli bir kesire ulasildigi agiktir. (57) ifadesi, eger mevcut ise, t;t, ...t,,(0)
ifadesinin limit degeridir. Bu tanim yakinsakligin klasik tanimindan baska bir sey degildir.

(57) ifadesinde her m > 1 i¢in a,, # 0 kabul etmek iizere;

T(2):= tity .ty (2) (58)

notasyonunu kullanacagiz. Burada T, 1 birim doniisiim olarak alacagiz. (57) ifadesinin
yakinsakligi ile {T;,,(0)} dizisinin yakinsakligmm denk oldugu asikardr.
z = oo i¢in T,,(0) = T,,,_,(0) dir. Sonug olarak {T,} dizisi bir v € C = C U {oo}

degerine yakinsiyor ise K (a,,/b,,) stirekli kesiri de bu v degerine yakinsar. Bunu

7{1_{210 T,,(0) = v =K (a,,/b,) (59)

ile gosterelim.
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2.3.2. Teorem (Pringsheim Teoremi) [9]

Farzedelim ki her m i¢in |b,,| = 1 + |a,,| olsun. Bu takdirde (57) siirekli kesiri

|v| < 1 olan bir v degerine yakinsar. 5

1.11.10. Teorem’ in ispati M. Akbas [6] tarafindan yapilmistir. Bu ispatta ¢

donisimii F,,, grafindaki sonsuz yolda minimal uzunluklu devreleri verecek sekilde

bulunmustur.
2.3.3. Sonug
u?+ku+1
p=|"% T
-n u+k
dir.
Ispat
az+b
¢(2) z+d

1

+
olsun. Bu doniisiim i¢in 2.2.2. Teorem’ den oo — %Ve % - % oldugundan,;

a u
p(w)=—=—>a=4uve c=+n
c n
dir. Burada genelligi bozmadan a := —u ve ¢ := —n alalim. Ayrica buradan;

u 1
u _aﬁ+b_au+bn_u+§_ku+1
o) =

n _C%+d_cu+dn_ n kn

ve det[p] = —ud + bn = 1 oldugundan d = b’;—_l ve dolayisiyla
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—u? + bn ku+1 —u3 + ubn ku+1
= = =
(bn—1)n kn —u’n+bn?—-n kn
—un + -————
dir. Boylece
—ulkn 4+ ubkn? = —u3kn — u’n + bn’ku + bn? — kun —n

ve buradan da

b_u2+ku+1
N n

elde edilir. —ud + bn = 1’ den d = u + k bulunur. Sonug olarak aranilan doniisiim

w+ku+1
n
—nz+u+k

—-uz +

p(z) =

olarak elde edilir. 5

2.3.4. Sonucg

u+s
@ € Ty(n) olup @ (o) =:v,,p(v,) =: v, ve bu sekilde devam edilirse, eger Ty F.n

grafindaki minimal uzunluklu yollar1 saglayan bir kose ise bu kdsenin gidebilecegi en uzak

kose

X Yy
u+= u+
ky —x
® Y= Y (60)
n n

dir..
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2.3.5. Sonuc¢

1<i<svev, = % olmak iizere bu yoldaki tiim kdseler i¢in v; = @'~ (v;) dir.,

2.3.6. Sonug

Stirekli kesirler ile alt yoriingesel graflarin hiperbolik yollar1 arasindaki iliskiyi

gormek i¢in; 2.2.2. Teorem ve 2.3.4. Sonuctan

u+
1 Ut 11 ke 11
1 ut—g k——1 k——F (61)
u+z k—+ k—+ k—+
0 — E - k - k - k - k -
n n n n n
sonsuz yolu verilir.,
2.3.7. Sonuc¢
_ u?+ku+1
Q= ( u n > olup ¢ €Ty(n) ve k=1 ise ¢ doniisimii 3. mertebeden
-n u+k

eliptik, k = 0 ise ¢ donisimii 2. mertebeden eliptik ve k = 2 ise ¢ doniisiimii parabolik
doniisiimdiir. Gergekten; 0 < iz2¢ < 4 olup ¢ doniisiimii eliptik ve iz%2¢@ =4 olup ¢

paraboliktir.,

2.3.8. Sonug¢ u? + ku+ 1 = 0 (mod n) ise

(p(%> - n ve ¢ n - n

dir..
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2.3.9. Sonug¢

(61) sonsuz yolu i¢in siirekli kesir yapisini saglayan doniisiim

-1 1
S
dir.
Ispat
az +
Hz) = Yz+6

olsun. Bu doniisiim i¢gin o — 0 ve 0 — % oldugundan;

H)=%=0=a=0ve t) =2 =2=5=pk

dir. Buradan;

t(Z): 02+ ve det[t(z)] :O—ﬂy:1:>’8y:_1z>lgzil ise]/:i‘l

vz+Lk
dir. Buradan da & = +k olur. Dolayistyla bu doniisiim

-1 1

t(z):zz—k:—z+k

olarak elde edilir.,

(62)
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2.3.10. Sonug

Boylece eger

M = 0{”+T(0) T (2) = ty, ty, .. ’tm(z)=kiz}u{°°=%}

m=0

kiimesi (60) deki sonsuz hiperbolik yolun kdselerinin kiimesi olarak tanimlanirsa, koseleri

M kiimesinde olan hiperbolik yollar minimal uzunlukludur.

Sekil 14. F,, ,, grafinda minimal uzunluklu hiperbolik yollar

Bu tezde 6zel olarak Vm € N i¢in a,, = —1 ve b,, = —k alinacaktir. Yani,

(63)

-1
tn(2) = === t(2)

lineer kesirli doniisiimii kullanilacaktir.

(57) stirekli kesirini her m igin

|b| =1+ |ay,l

kosulunu sagliyorsa “Pringsheim Kesiri” olarak adlandiracagiz.
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2.3.11. Sonug

(63) donisimii k =2 i¢in Pringsheim teoreminin kosullarin1 saglar ve bir

Pringsheim kesiridir.
Ispat
ayn =—1+0,b, = —k ve |b,| =1+ |a,| oldugundan
|—k|=>1+|-1=2=2|k|=>2=2k>2
elde edilir.,

Burada her m i¢in

Tn(2) = tity . tym(2) = tt ...t (2) = t ™ (2)

mtane
olarak alinacaktir. Bu takdirde;
1 1
Tm(0) = t™(0) = tt..t (0) = t..t (E - .
mtane m—1tane k — T
k — =
_1 (69
k
_ 1
k — Tm—l(o)

dir.
Simdi {T;,,(0)} dizisinin yakmsakligini inceleyelim.

2.3.12. Sonug¢ k = 2 i¢in

_ k—VkZ—4
lim 7,,(0) =———— <1
n—-oo

dir.
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Ispat Pringsheim teoreminde boyle bir dizinin |v| <1 olan bir v degerine

yakinsadig1 verilmistir. Buradaki v degerini belirleyelim:
lim 7,,,(0) = v
n—>oo

olsun. (64) denkleminden
Tm(o) [k — Tm—l(o)] =1

dir. Buradan lim,,_,, T3, (0) = v = lim,,_4 Tpy—1(0) oldugundan

vik—v)=1

dir. Bu quadratik denklemden v;, = Kt ;‘2_4 elde edilir. |v| < 1 oldugundan
|k £ VEz -4
— =z =1

olmalidir. Her m igin T, (0) > 0 dir (k = 2). Bu takdirde;

k—VkZ2-4

k=21ise vi,=v=1vek >2isev;, =v = >

_ k+Vk?-4

dir. v olamaz. Ciinkii [v| < 1 oldugundan

i k2_4S1olsak+\/k2—4SZ

olup k* —4 < 4 + k? — 4k = k < 2 elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.

k—Vk2-4
2

Simdi de |v| = |

< 1 olup olmadigina bakalim. Farzedelim ki bir an i¢in

_J1r2_
k '2‘ 4 > 1 olsun. Bu durumda

|v|=|
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k=2 olup k>Vk2—-4

|k—\/k2—4|>2 3 k—Jk?—4>2>k<2

elde edilir ki bu da bir ¢eliskidir.
Sonug olarak {T,,(0)} dizisi yakinsaktir ve limiti

k—Vk? -4

lim T,,,(0) =
n—oo 2

< 1dir.g

dir. k = 2 ise lim,,_,, T}, (0) =1 aksi halde lim,,_,o, T,,, (0) = i :2_4

2.3.13. Sonug

n<mise t™(0) < t™(0) dir. Yani, {t™(0)} dizisi artandr.

Ispat

1

t(z) = m>0

1
_Z+k=>t(z)—

oldugundan z # k,z € R olmak {izere t fonksiyonu kesin artandir. Dolayisi ile

1 1
0< = t(0) <t (E) =t@0) = t@(0) <t®0) = - = tM™(0) < t™+D(0)

dir. Boylece {t™(0)} dizisi kesin artan bir dizidir.,

Burada daha 6nce gosterdigimiz gibi 6zel olarak k = 1 olmasi durumunda yani,
u*4+u+1=0(modn) oldugunda F,, grafinda minimal uzunluklu hiperbolik devre
olarak bir iiggen elde edilir. Fakat bu durumda F,, grafi i¢in orman olma durumu

kalkacagindan ve siirekli kesir yapis1 kesileceginden bunu g6z ardi edecegiz.
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2.4. Yinelenme Bagimntilar ile Koselerin Belirlenmesi

T,,(z) = t™(z) olmak iizere Vm > 1 ic¢in a,, :=—1#0 ve b,, == —k,k >2

oldugunda

-1 -1 -1
—Ty() = ————— T2 = e

]1(2)——
_k+
_k+ P _k+—1

—k+z

dir. Dolayis1 ile (41) yinelenme bagintilarindan baslangi¢ kosullari,

A_1 = 1, B_1 = 0, AO = bo, BO =1

olmak iizere,

Am — Am—l Am—Z —
P R i RO P S
oldugundan

A =biAg+aA_; = (=k).0+ (-1).1= -1

By =b,By+a,B_; = (=k).1+ (-1).0= -k

A, = bA; + a,Ap = (=k).(=1) + (=1).0 =k

B, = byB; + ayBy = (k). (k) + (=1).1 =k? -1

Az = b3A, + azA; = (k). k+ (—1).(-1) = —k? +1

B; = b3B, + a3B; = (=k).(k? — 1) + (—1).(=k) = —k3 + 2k

Ay, =bAs+ aA, = (k). (—k?+ 1)+ (-1). (k2 = 1) = k3 — 2k

B4_ = b4B3 + a4B2 = (_k). (_k3 + Zk) + (_1). (kz - 1) = k4 + 3k2 - 1

olarak bulunur. Buradan her m > 1 i¢in

By = —Ami
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dir. Biliyoruz ki vm > 1 iin f,,, = T,,,(0) = 2—’" olup Sekil 14 de verilen hiperbolik yol

icin p. kose

u + Tp_l(O) — Apu - Ap—l
n Apn

(65)

dir.
Simdi 6zel olarak k = 2 ve k = 3 alinmasi durumunda koseleri belirleyecek formiilii

diizenlemeye ¢alisalim. Buradan k = 2 igin

A =(=2).0+(-1).1=-1

A, = (=2).(-D +(-1).0=2

As = (=2).2 + (-1).(-1) = -3

Ay =(-2).(-22+ 1D+ (-1D).22-1) =14

As = (-2).((-2)?-2.(-2)) + (-1).(-22+1) = -5

Ag=(-2).(-2*+3.(-22 =D+ (-1).((-2)* —2.(-2)) =6

olarak elde edilir. Bu durumda her m > 1 igin,

A, =(=1)"m

yazilir. Dolayst ile k = 2 i¢in ilgili F, ,, grafindaki p. kose (65) den

-DPpu—- (D (p-1)
(=DPpn

dir.
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2.4.1. Sonug

kAp + Ap+1 + Ap—l = 0

Ispat

u+§ u+kyy_x I
o\ =— olarak verilmis idi. Burada x = 4,,_; ve y = B,_; = —4,

AP
k(—Ap) —Ap-y  —ukA, —ud, , — A,
n B —nkA, —nA,_4

u

_ ukA, + ud,_; + 4, (6:5) Appu—A4A,
nkA, + nA,_4 Apiqn

olarak elde edilir. Buradan

uknAp,Apyq + undy_1Apq + nApAp = uknAyApyq — nkAp2 + und,_1Apy1 —nApAp_q

ve dolayisiyla Vp = 1 i¢in A, # 0 oldugundan sonug olarak

kAp + Ap+1 + Ap—l = 0

bulunur.,
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Simdi k = 3 i¢in durumu inceleyelim. Burada

A =(=3).0+(-1.1=-1

Ay = (=3).(-1) + (-1).0 =3

Ay = (=3).3+ (=1).(-1) = -8

Ay = (=3).(=8) + (-1).3 = 21

Ag = (=3).(21) + (=1).(=8) = —55
Ag = (=3).(=55) + (—1).21 = 144
A; = (—=3).144 + (=1).(=55) = =377

Ag = (=3).(=377) + (—1).144 = 987

elde edilir.

Fibonacci dizisi sayilari

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597, 2584, ...

seklinde devam eder. Her say1 kendisinden dnce gelen iki saymin toplamidir. Bu durumda

genel olarak n. Fibonacci sayis1 F,, su sekilde ifade edilir:

1+ (1=+5\"
0,n=0 2 - 2
E,=F(n) = L,n=1 =
F(n—1)+F(n—2),n>1 V5
1+V5 . .
Burada ¢ = — ile altin oran olarak tanimlanan ifade aslinda
1
1
I+ ——g—

It =
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stirekli kesirinin degeridir. Buradan ise k = 3 durumunda her m > 1 igin

Ap:= (_1)mF2m

olarak verilir. Dolayis1 ile k = 3 i¢in ilgili F,, , grafindaki p. kose

(—=DPFpu— (=1)P71F,,_,
(—l)szpTl

dir.

Diger taraftan, siirekli kesirlerin matris baglantisini kullanalim. Buradan Vm > 1 i¢in

(O —1)m_(Am_1 Am>_(Am_1 Ap )__ (a1,1 al,Z)
1 —k/ ~ \Bm-1 Bpn/) \—A4,, —A,.) \az1 a2

elde edilir. (65) den,

%1 o dugundan, p. kise
Apn

AU —aq 1
a,n

olarak verilir. Dolays1 ile (p + 1). kdse hemen

—a,U — 04y
_azlzn

olarak bulunur.



3. IRDELEME

Charles C. Sims 1967 de yaymlanan “Graphs and Finite Permutation Groups” adli
makalesinde, bir Q kiimesi lizerinde hareket eden bir G grubunun alt yoriingesel graflarini
ve bu graflardaki devre uzunluklarmi inceledi. Daha sonra bu sonuglardan yola g¢ikarak
1988 de Gareth A. Jones, David Singerman ve Keith Wicks @ = Q U {oo} genisletilmis
rasyonel sayilar kiimesi lizerinde hareket eden I' Modiiler grubunun alt ydoriingesel
graflarini aragtirdilar. Bu ¢alismada G, graflarinin baz1 6zellikleri ile birlikte, bir G,
grafinin bir orman olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin liggen icermemesi oldugu yani,
u? +u + 1 # 0 (mod n) oldugu konjektiirii verildi. Bu konjektiir ise 2001 de M. Akbas
tarafindan “On Suborbital Graphs for the Modular Group” adli ¢alismasinda ispatlandi. Bu
makalede bir sonu¢ olarak elde edilen I' Modiiler grubunun bir alt grubu olan T'y(n)
grubunun 6zel bir eleman1 kullanilarak bir siirekli kesir ortaya konulmustur. Daha sonra
2011 de Ali H. Deger (Murat Besenk ve Bahadir O. Giiler ile birlikte) “On Suborbital
Graphs and Related Continued Fractions™ adli ¢galismasinda I'y(n) kongriians alt grubunun
alt yoriingesel graflarmi arastirarak minimal uzunluklu hiperbolik yollar ile ilgili bazi
sonuglar elde etti. Bu graflardan 6zel olarak ortaya konulan bir siirekli kesir ile ilgili
sonuglar1 “Pringsheim teoremini” kullanarak verdi.

Bu tez ¢alismasinda oncelikle F Farey grafi bilgisayar ortaminda ¢izdirilmis ve daha
sonra stirekli kesirler kullanilarak G, ,, grafinin bir alt grafi olan F,,, grafindaki minimal
uzunluklu egriler kavrami tanimlanarak bununla ilgili 6nemli teorem ve sonuglar

verilmistir.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen baslica 6nemli sonuglar su sekilde verilebilir:

1. Genel ozellikleri giriste verilen F Farey grafinin [0,1] kapali araliginda
kalan kismi MATLAB bilgisayar programi vasitasi ile ¢izdirilmistir (Sekil 11-12).

2. Ty(n) kongriians alt grubunun alt yoriingesel graflari incelenerek siirekli

kesirler ile baglantis1 verildi.
3. k = x(—u? — 1) tamsayis1 bulundu (2.2.1 Sonug).

4. u*+ ku+1=0(modn) ve 1 <k <n olmak iizere F,, grafindaki bir

kosenin gidebilecegi en uzak kosenin belirlenmesi i¢in 6nemli bir teorem verildi

(2.2.2 Teorem).

5. u*+u+1=0(modn) olmak iizere F,, grafinda bir tiggenin mevcut

oldugu bulundu (2.2.3 Teorem).

6. 1 < k <n olmak iizere F,, grafinda her yolun minimal uzunluklu oldugu
ve k=1 i¢in F,, grafinda herhangi bir yolun minimal uzunluklu olmas1

gerekmedigi bulundu (2.3.1 Teorem).
7. {T,,(0)} dizisinin yakimsaklig1 incelendi. (2.3.12 Sonug).

8. Yinelenme bagmtilar1 kullanilarak F, , grafindaki koseler belirlendi. Ozel

olarak k = 2 ve k = 3 durumlari igin kdselerin bulunmasi ile ilgili formiiller verildi.

9. Yinelenme bagintilar1 ve k tamsayisi kullamilarak kA, + Ay + Ap—y =0

sonucu bulundu (2.4.1 Sonug).



5. ONERILER

1. F, , grafindaki yollarin koseleri ve yakmsaklik durumlari, verilen u ve n ler
icin uygun k lar1 belirleyen bir MATLAB programu ile birlikte bulunarak bir arayiiz

hazirlanabilir.

2. Yinelenme bagmtilar1 kullanilarak K(—1/—k) siirekli kesirinin yakimsama

durumu ile ilgili sonuglar genisletilebilir.

3. Determinant formiilii ile birlikte K(—1/—k) siirekli Kkesirinin matris
baglantilar1 arastirilarak Pringsheim teoreminin sonuglar1 bu siirekli kesirlere

uygulanabilir.

4. u?> — pu+ 1 = 0 (mod n) kongriians denklemini saglayan bir p € Z sayis1

bulunarak elde edilen sonuglar genisletilebilir.

1

5. Ozel olarak t(z) = S lineer kesirli doniistimii stirekli kesir yapisina
uygun oldugundan; literatiirdeki t,,(z) = % doniisiimii ile ilgili sonuglar bu

Pringsheim kesirine uygulanabilir.



6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

KAYNAKLAR

. Sims, C.C., Graphs and Finite Permutation Groups, Math. Zeitschr., 95 (1967) 76-

86.

. Neumann, P.M., Finite Permutation Groups, Edge-Coloured Graphs and Matrices,

Topics in Group Theory and Computation, Academic Press, London, 1977.

. Biggs, N.L. ve White, A.T., Permutation Groups and Combinatorial Structures,

London Mathematical Society Lecture Note Series 33, CUP, Cambridge, 1979.

. Griess, R.L., The Friendly Giant, Invent. Math., 69 (1982) 1-102.

. Jones, G.A., Singerman, D. ve Wicks, K., The Modular Group and Generalized

Farey Graphs, London Math. Soc. Lecture Note Ser., 160 (1991) 316-338.

. Akbas, M., On Suborbital Graphs for The Modular Group, Bull. London Math.

Soc., 33 (2011) 647-652.

. Tsuzuku, T., Finite Groups and Finite Geometries. (translated from the 1976

Japanese version by A. Sevenster and T. Okuyama), Cambridge Tracts in
Mathematics, Vol. 78, Cambridge University Press, 1982, 328 pp.

. Deger, A.H., Besenk, M. ve Giiler, B.O., On Suborbital Graphs and Related

Continued Fractions, Applied Mathematics and Computation, 218,3 (2011) 746-
750.

. Beardon, A.F., The geometry of Pringsheim’s Continued Fractions, Geometriae

Dedicata, 84 (2001) 125-134.

Jones, G.A. ve Singerman, D., Complex Functions:an Algebraic and Geometric
Viewpoint, Cambridge University Press, Cambridge, 1987.

Schoeneberg, B., Elliptic Modular Functions, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg,
New York, 1974.

Hurwitz, A., Uber die Reduktion der biniren quadratischen Formen, Math. Ann.,
45 (1894) 85-117.

Singerman, D., Universal Tessellations, Revista Matematica de la Universidad
Complutense de Madrid, 1 (1988) 111-123.

Series, C., The Geometry of Markoff Numbers, Math. Intelligencer, 7 (1985) 20-
29.

Biggs, N.L., Graphs with Large Girth, Ars Combinatoria, 25-C (1988) 73-80.

http://www.uwyo.edu/moorhouse/courses/5640/hyperbolic.pdf 27.10.2011.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

79

http://tr.wikipedia.org/wiki/Kombinatorik 27.10.2011

Wilkie, H.C., On Non-Euclidean Crystallographic Groups, Math. Zeitschr., 91,2
(1966) 87-102.

Akbas, M. ve Baskan, T., Suborbital Graphs for The Normalizer of I'o(N), Tr. J. Of
Math., 20 (1996) 379-387.

Singerman, D., Subgroups of Fuchsian Groups and Finite Permutation Groups,
Bull. London Math. Soc., 2 (1970) 319-323.

Hardy, G.H. ve Wright, E.M., An Introduction to the Theory of Numbers, Oxford
University Press, Oxford, 1979.

Leveque,W.J., Fundementals of Number Theory, Addison-Wesley, Reading, Mass.,
1977.

Cuyt, A., Petersen, V.B., Verdonk, B., Waadeland, H. ve Jones, W.B., Handbook of
Continued Fractions for Special Functions, SpringerScience, Netherlands, 2008.

Jones, W.B. ve Thron, W.J.,, Continued Fractions Analytic Theory and
Applications, Encyclopedia of Mathematics and It’s Applications, Volume 11,
Addison-Wesley Publishing Company, London, 1980.

Sims, C.C., Graphs and Finite Permutation Groups. Il, Math. Zeitschr., 95 (1968)
276-281.

Jacobsen, L., Thron, W.J. ve Waadeland, H., Some Observations on the
Distribution of Values of Continued Fractions, Numerische Mathematik, 55 (1989)
711-733.

Hillam, K. L. ve Thron, W.J., A General Convergence Criterion for Continued
Fractions K(an/bn), Proceedings of the American Mathematical Society, 16 (1965)
1256-1262.

Jacobsen, L., Thron, W.J. ve Waadeland, H., Some Observations on the
Distribution of Values of Continued Fractions, Numerische Mathematik, 55 (1989)
711-733.

Jacobsen, L., Thron, W.J. ve Waadeland, H., Julius Worpitzky, His Contributions
to the Analytic Theory of Continued Fractions and His Times, Analytic Theory of
Continued Fractions, 1406 (1989) 27-47.

Jones, W.B. ve Thron, W.J., Convergence of Continued Fractions, Canadian
Journal of Mathematics, 20 (1968) 1037.

Beardon, A. ve Lorentzen, L., Approximants of Sleszynski-Pringsheim continued
fractions, Journal of Computational and Applied Mathematics, 132 (2001) 467-477.




32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

80

Beardon, A.F. ve Carne, T.K., Euclidean and hyperbolic lengths of images of arcs,
Proceedings of the London Mathematical Society, 97 (2008) 183-208.

Beardon, A. ve Lorentzen, L., Approximants of Sleszynski-Pringsheim continued
fractions, Journal of Computational and Applied Mathematics, 132 (2001) 467-477.

Beardon, A.F., Worpitzky's Theorem on continued fractions, Journal of
Computational and Applied Mathematics, 131 (2001) 143-148.

Beardon, A.F., The Worpitzky-Pringsheim theorem on continued fractions, Rocky
Mountain Journal of Mathematics, 31 (2001) 389-399.

Beardon, A.F., Continued fractions, Mobius transformations and Clifford algebras.
Bulletin of the London Mathematical Society, 35 (2003) 302-308.

Beardon, A.F., The pointwise convergence of Mobius maps, Michigan
Mathematical Journal, 52 (2004) 483-489.

Beardon, A.F. ve Lorentzen, L., Continued fractions and restrained sequences of
Mobius maps, Rocky Mountain Journal of Mathematics, 34 (2004) 441-466.

Beardon, A.F. ve Short, I., The Seidel, Stern, Stolz and Van Vleck Theorems on
continued fractions, Bulletin of the London Mathematical Society, 42 (2010) 457-
466.




OZGECMIS

Ali Hikmet DEGER 1980 yilinda Trabzon da dogdu. ilk, orta ve lise dgrenimini
Trabzon da tamamlad1. 2003 yilinda Erzurum Atatiirk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik boliimiinden mezun oldu. 2006 yilinda Karadeniz Teknik Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalindan Yiiksek Lisans derecesini ald1 ve ayni
yerde Doktora programinda egitimine basladi. 2004 de Karadeniz Teknik Universitesi Fen-
Edebiyat fakiiltesinde Arastirma Gorevlisi olarak ¢aligmaya basladi. Halen bu goérevine

devam etmektedir. Evli olup, iyi derecede Ingilizce bilmektedir.

Deger, A.H., Besenk, M. ve Giiler, B.O., On suborbital graphs and related continued
fractions, Applied Mathematics and Computation, 218,3 (2011) 746-750.




