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Doktora Tezi
OZET

RIJIT IKi BLOK ARACILIGI ILE YUKLENMIS ELASTIK YARI SONSUZ DUZLEME
OTURAN iKi ELASTIK TABAKANIN TEMAS PROBLEMI

Pmnar BORA

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Ingaat Miihendisligi Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Talat Siikrii OZSAHIN
2016, 163 Sayfa

Bu c¢aligmada rijit iki dikdortgen blok araciligi ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine
oturan, elastik 6zellikleri ve yiikseklikleri farkli homojen ve izotrop iki tabakanin siirekli ve siireksiz
temas problemi elastisite teorisine gore incelenmistir. Ayrica bu problem sonlu elemanlar yontemini
kullanan ANSYS paket programu ile de analiz edilmistir. Birinci boliimde, temas problemlerinin
tarihsel gelisiminden bahsedilmis, temas konusu iizerine yapilan bazi calismalar 6zetlenmistir.
Ayrica bu boliimde, tabakalar ve elastik yar1 sonsuz diizlem igin elastisite teorisine ait temel
denklemler ve integral doniisiim teknikleri kullanilarak gerilme ve yer degistirmelerin genel ifadeleri
elde edilmistir. Ikinci béliimde, dnce siirekli temas durumu incelenmistir. Siirekli temasta probleme
ait sinir sartlarina, gerilme ve yer degistirme ifadeleri uygulanmus, problem bloklar altindaki temas
gerilmelerinin  bilinmeyen oldugu tekil integral denklemlere indirgenmistir. Tekil integral
denklemlerin ¢oziimiinde ise Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri kullanilmistir. Daha sonra iki
elastik tabaka ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ilk ayrilmay1 meydana getirecek
yiik ve ilk ayrilmanin meydana gelecegi uzaklik aragtirilmigtir. Stirekli temasin ardindan siireksiz
temas incelenmistir. Oncelikle alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlem arasindaki ayrilma ele
almmustir. Daha sonra ise iki elastik tabakaya ait ara ylizeyde ayrilma olmasi durumunda yazilan
sinir sartlarina uygulanan gerilme ve yer degistirme denklemleri ile problem temas gerilmeleri ve iki
elastik tabakaya ait ara yiizeyde meydana gelen ayrilmanin egiminin bilinmeyenler oldugu ii¢
integral denkleme indirgenmis ve denklem takimlar1 ¢oziilmiistiir. Integral denklemler ¢oziildiikten
sonra temas gerilmeleri, alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem ile tabakalara ait ara yiizeydeki

ayrilmalar ve herhangi bir noktadaki o,,6,,T,, gerilme bilesenleri kolayca belirlenebilir hale

gelmistir. Ayrica bu boliimde, yukarida ele alinan elastik yar1 sonsuz diizlem ve elastik tabakalara ait
temas problemi sonlu elemanlar yontemi ile analiz edilmistir. Ugiincii béliimde, blok genisligi,
bloklar aras1 mesafe, tabaka yiikseklikleri, yiik oran1 ve malzeme 6zellikleri gibi degisik boyutsuz
biiyiikliiklerin farkli degerleri i¢cin gerilme ve yer degistirmelere ait sonuglar sekiller ve tablolar
halinde sunulmustur. Dérdiincii béliimde, bu ¢alismadan ¢ikartilan sonuglar ve dneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastisite Teorisi, Siirekli Temas, Siireksiz Temas, Temas Gerilmesi, Ilk
Ayrilma Yiikii, Ilk Ayrilma Uzakhigi, Ayrilma, Integral Déniisiim
Teknikleri, Sonlu Elemanlar Yontemi, ANSYS
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PhD Thesis
SUMMARY

THE CONTACT PROBLEM FOR TWO ELASTIC LAYERS LOADED BY MEANS OF TWO
RIGID RECTANGLE BLOCKS AND RESTING ON AN ELASTIC HALF INFINITE PLANE

Pmnar BORA

Karadeniz Technical University
The Gradute School of Natural and Applied Sciences
Civil Engineering Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Talat Siikrii Ozsahin
2016, 163 Pages

In this study, the analytical solution is derived according to the theory of elasticity for the continuous
and discontinuous contact problems in two homogeneous and isotropic layers with different
thicknesses and elastic properties; the layers are underlain by an elastic semi-infinite plane and are
loaded with two rectangular blocks. Analytical solution results are then compared with numerical
solutions using ANSYS. The study consists of four chapters. Chapter | briefly reviews the historical
development of contact problems and provides the general expressions for stresses and displacements
of the two layers and the underlying plane using fundamental equations of elasticity and integral
transform techniques. Chapter Il provides the analytical solution derived for the continuous and
discontinuous contact problems and provides the base for numerical computation in ANSYS. First,
the continuous contact case is covered. Stress and displacement expressions are substituted into the
boundary conditions, and the problem is reduced to singular integral equations, where the contact
stresses are the unknown function. The solution of singular integral equations is obtained using
Gauss- Chebyshev integration formulas. The load which causes the first separation and the point
where the separation starts are obtained for the interfaces. Second, the discontinuous contact case is
examined in two parts. First for the interface between the bottom layer and the semi-infinite plane,
and then for the interface between the two layers. The same procedure as in continuous contact
problem is followed for the discontinuous contact problem, except the number of singular integral
equations become three with the third unknown being the slope at the separation region. By solving
these three integral equations, one can easily obtain the separation between the interfaces, contact

stresses under the blocks, and o,,0,,1,, stress components at every point of interfaces. Then, this

problem was adopted and computed in ANSY'S using Finite Element Method. In Chapter 111, stresses
and displacements are obtained using various dimensionless quantities of block widths, distances
between blocks, layer thicknesses, load rates (applied to different blocks), and material properties,
and the results are documented in tables and figures. The final chapter includes the conclusions and
recommendations.

Key Words: Theory of Elasticity, Continuous Contact, Discontinuous Contact, Contact Stress,
Initial Separation Load, Initial Separation Distance, Separation, Integral Transforms
Tecnique, Finit Element Method, ANSYS
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yiiklerinin ve ilk ayrilma uzakliklarinin alt tabaka yiiksekliginin toplam
tabaka yliksekligine orani ile degisimi ((b-a)/h=(d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1,

Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz diizlemin malzeme 6zelliklerine bagl
olarak tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiiklerinin ve ilk ayrilma
uzakliklariin alt tabaka yiiksekliginin toplam tabaka yiiksekligine
orani ile degisim ((b-a)/h=(d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)..........ccevrre. ... 124
oy (X,hz)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin blok genislikleri ile degisiminin
teorik ve sayisal sonuglarinin karsilastirilmast  (k;=2, k,=2, k3=2,
Ho/W1,=2 n3/p1,=0.5, a/h=3, (c-b)/h=1, Q=2P).....ccceiiiiiiiiiiiinn, 140

oy (X,h,)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz
diizlemin kayma modiilleri orani ile degisiminin teorik ve sayisal
sonuglarinin karsilastirilmasi (k; =2, k,=2, K3=2, u,/n;=1, a/h=3,
(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)....ccveiririiiiiiiiiiiiiiiienn, 141

Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ara
yiizeyindeki ayrilmanin baslangi¢ ve bitis noktasi ile ayrilma bolgesi
bliylikliigliniin tabakalar arasindaki kayma modiilleri orani ile degisiminin

teorik ve sayisal sonuglarinin karsilastirilmasi (k;=2, k,=2, k3=2,

us/n,=1, a/h=3, (b a)/h 0.5, (d C)/h 0.5 (C b)/h 1,

Q=2P, A=40)... . . PPN I |
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Tablo 10. Siireksiz temas durumunda tabakalar ara ylizeyindeki ayrilmanin
baslangic ve bitis noktasi ile ayrilma bdlgesi biiytikligiiniin kayma
modiilleri orani ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglariin
karsilastirilmast (k;=2, k,=2, K3=2, u3/u,=1, a’lh=3, (b-a)/h=0.5, (d-
)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, A=50)

Tablo 11. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ara
yiizeyindeki ayrilmanin baslangi¢ ve bitis noktast ile ayrilma bolgesi
bliytikliigliniin yiik orani ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglarinin

karsilastirilmasi (p, /1, =2, u3/u,=0.5, a/lh=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05,
(c-b)/h=1, A=55)
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SEMBOLLER DiZiNi

1.blogun baslangi¢ noktasinin eksene olan uzakligi
1. blogun bitis noktasinin eksene olan uzakligi
2. blogun baslangi¢ noktasinin eksene olan uzakligi
2. blogun bitis noktasinin eksene olan uzakligi

Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ayrilmanin
baslangi¢ noktasi

Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ayrilmanin bitis
noktasi

Tabakalar arasinda meydana gelen ayrilmanin baslangi¢ noktasi
Tabakalar arasinda meydana gelen ayrilmanin bitis noktasi
Hacim degistirme orant
Elastisite modiilii
X, Y, z eksenleri dogrultusundaki kiitle kuvveti bilesenleri
Kartezyen koordinatlari
Tabakalarin toplam yiiksekligi
1 nolu tabakanin (iist tabaka) yiiksekligi

2 nolu tabakanin (alt tabaka) yiiksekligi

X, Y, z eksenlerine paralel dogrultudaki normal gerilme bilesenleri
Kayma gerilmesi bilesenleri

Tabakalarin kayma modiilleri orani

Elastik yar1 sonsuz diizlem ile 2 nolu tabakanin kayma modiilleri

orant

1. bloga uygulanan tekil yiik

2. bloga uygulanan tekil ytik

1. blok altindaki temas gerilmesi

2. blok altindaki temas gerilmesi

Kartezyen koordinatlardaki yer degistirme bilesenleri
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X [k ayrilma uzaklig: (kritik ayrilma uzakligr)

cr

0 Tiirev operatorii

A Yiik faktori

Aer Kritik yiik faktori

i Kayma modiilii

K Malzeme sabiti

1% Poisson orani

V2 Laplace operatorii

P, 1 nolu tabakanin yogunlugu

P, 2 nolu tabakanin yogunlugu

o,y Ters Fourier doniisiim fonksiyonlar
A Katsayilar matrisinin determinanti
€4 &y X, y dogrultularindaki uzama sekil degistirme bilesenleri
Yy Kayma sekil degistirme bilesenleri

Not : Bu listede verilmeyen bazi1 semboller metin igerisinde ilgili olduklar1 yerlerde
tanimlanmaistir.
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1.GENEL BILGILER

1.1.Giris

Bir¢ok yap1 ve mekanik sistemlerin elemanlar1 birbirleri ile temas halindedir. Bu
nedenle temas problemleri miithendislik yapilarinda genis uygulama alani bulmuslardir. Yol
ve havaalani iist yapilari, demiryollari, temeller, tahil silolari, akaryakit tanklari, silindirik
miller, kiiresel veya silindirik bilyeler temas konusunun ortaya ¢iktigi miihendislik
uygulamalarindan bazilaridir (Civelek, 1974).

Miihendislik yapilarindaki gerilme, yer degistirme, sekil degistirme problemlerinin
¢oziimiinde mukavemetin elemanter metotlariin yetersiz kaldigi durumlarda elastisite
teorisine ihtiya¢ duyulmaktadir (Timoshenko, 1969). Elemanter teoriye gore daha kesin
sonuglar veren elastisite teorisi yardimiyla problemlerin ¢oziimii, bilgisayar teknolojisi ve
sayisal ¢oziim yontemlerinin gelismeyle birlikte yogunluk kazanmis ve bu konudaki
calismalarin sayisinda 6nemli 6l¢iide artis gostermistir.

Bilgisayar teknolojisindeki gelismelere bagh olarak, diisiik hata oranlariyla ¢oziimler
veren sonlu elemanlar, sonlu farklar ve sinir elemanlar gibi sayisal yontemler mithendislik
problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilmaktadir. Bu sayisal yontemler igerisinde problem
¢Oziimiinde kullanilan en yaygin ve en etkili yontem ise sonlu elemanlardir. Bu yontemde,

gercek fiziksel bir problemin matematiksel modeli olusturularak ¢éztime gidilir.

1.1.1. Literatiir Arastirmasi

Temas mekanigi konusunun, Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan “Elastik
Cisimlerin Temas1” adli makaleyle basladigi sdylenebilir (Johnson, 1985). Hertz temas
halindeki iki elastik cismin dengesini, temas bdlgesinin eliptik oldugunu kabul ederek
incelemis, temas gerilmesi ve sekil degistirmeler i¢in formiilasyon gelistirmistir. Bu nedenle
temas problemleri giiniimiiz literatiiriine “Hertz Degme Problemi” olarak ge¢mistir (inan,
1969). Hertz’in yapmis oldugu bu ¢alisma siirtiinmesiz ylizey ve tam elastik cisimlerle

sinirlandirilmistir. Ancak 1950’11 yillarda temas mekanigindeki gelismelerle birlikte bu



sinirlamalar kaldirilmistir. Temas problemleri ile ilgili ¢alismalarin 1950’11 yillara kadar
olan literatiirii ve ¢6ziim ydntemleri Galin’in eserinde belirtilmistir (Galin, 1961). Integral
doniisim tekniklerinin bu probleme uygulandigi c¢alismalar ise Uffliand’in eserinde
verilmistir (Uffliand, 1965).

Temas problemleri lizerine yapilan calismalar bilgisayar teknolojisinin ve sayisal
¢Oziim yontemlerinin gelismesi ile yogunluk kazanmistir. Bu baslik altinda agirlikli olarak
statik yiik etkisindeki bilesik tabakalarin siirtiinmenin ihmal edildigi durumda ki, stirekli ve
siireksiz temas problemleri iizerinde durulacaktir. Degisik ¢0ziim metotlar1 arasinda
elastisite teorisi ve integral dontisiim teknikleri kullanilarak yapilmis ¢calismalar agirliktadir.

Weitsman (1969), elastik yarim diizlem ve lizerine tekil yiik ile bastirilan plak igin
temas problemini incelemistir.

Pu ve Hussain (1970), elastik yarim diizlem ve iizerine tekil yiikle bastirilan plak
probleminde elastik diizlemin rijitli§inin sonsuza gotiiriilmesi durumunda, temas
uzunlugunun sifir oldugunu ve bunun fiziksel olarak miimkiin olmadigin1 belirtmislerdir. Bu
problemin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in varyasyonel yontem kullanmislardir.

Dhaliwal ve Rau (1970), rijit blogun silindirik, konik, kiiresel, parabolik ve eliptik
olmast durumlar i¢in ¢ézliimii genisletmisler; her blok profili i¢in blogun elastik tabakada
meydana getirecegi ¢okmeyi saglayan kuvveti, ¢cokme degerini ve temas gerilmesini elde
etmislerdir.

Chan ve Tuba (1971), elastik cisimlerin diizlem temas problemine sonlu elemanlar
yonteminden yola ¢ikarak bir ¢6ziim yolu gelistirmislerdir. Elastik cisimler iicgen elemanlar
ile modellenerek, yontemin Hertz problemi ve ortasinda disk bulunan levha problemi i¢in
temas gerilmesi dagilislarinda kesin sonuglara yakin degerler verdigi gosterilmistir.

Chen ve Engel (1972), elastik yarim diizleme rijit blok ile bastirilan bir veya iki
tabakadan olusan tabakali ortamin temas problemini incelemislerdir. Rijit blogun farklh
sekillerde olmasi durumlari ig¢in problem ¢6ziilmiis, blok altindaki temas gerilmesi dagilimi
ve ¢okmeler hesaplanmistir.

Keer ve Chantaramongkorn (1972), elastik yarim diizlem iizerine yayili yiik ile
bastirilan elastik tabakanin siirtiinmesiz temas problemini incelemislerdir. Yayil yiik tabaka
tizerinde bir bolge hari¢ etki ettirilmis ve tabaka ile diizlem arasinda yayil yiikiin etki
etmedigi mesafeden daha kiigiik bir ayrilma bolgesi meydana gelecegi kabul edilerek

problem ¢oziilmiistiir.



Keer, Dundurs ve Tsai (1972), elastik yarim diizleme oturan tabakanin siirtiinmesiz
temas problemini incelemislerdir.

Ratwani ve Erdogan (1973), degisik profillerdeki blok ile bastirilan ve elastik yarim
diizleme oturan tabakanin siirtlinmesiz diizlemsel temas problemini incelemislerdir. C6ziim
i¢in integral doniisiim teknikleri kullanilarak blok ile tabaka arasinda ve tabaka ile diizlem
arasindaki temas uzunluklar1 ve gerilme dagilimlar1 hesaplanmstir.

Ratwani ve Erdogan (1973), iki elastik ¢eyrek diizlemle mesnetlenmis elastik bir
tabakanin siirtlinmesiz temas problemini incelemislerdir.

Civelek ve Erdogan (1974), tekil yiikiin elastik tabakaya dogrudan ya da egrisel veya
dikdortge bir blok ile etki ettirilmesi durumlari i¢in problemi, dénel simetrik olarak ele almis,
integral denklem sistemini ¢6zmiis, tabaka ile yarim diizlem arasindaki temas uzunluklar1 ve
temas gerilmesi dagilislarini bulmuslardir.

Shibuya, Koizumi ve Nakahara (1974), yar1 sonsuz diizleme, diiz halka bigimli rijit
bir blok tarafindan baski uygulanan temas problemini incelemislerdir.

Gladwell (1976), diizlem elastisitede yapisik olmayan bazi temas problemlerini
incelemistir.

Adams ve Boggy (1977), sonsuz uglarindan etki ettirilen tekil yiik ile kisa kenarlari
boyunca birbirlerine bastirilan, genislikleri birbirinden farkli yar1 sonsuz iki elastik tabaka
arasindaki temas problemini incelemislerdir.

Boduroglu ve Delale (1980), elastik yarim diizleme oturan ve yayil yiik ile bastirilan
tabakanin siirtiinmeli temas problemini incelemislerdir. Yarim diizlem ve tabaka arasinda
stirtinme olmamasi halindeki sonuglar ile karsilastirma yapmislardir.

Bakartas (1980), rijit blok ile yar1 sonsuz diizlem arasindaki karisik sinir deger
problemini Fourier doniisiim teknigini kullanarak tekil integral denkleme indirgemis ve blok
altindaki homojen olmayan gerilme dagilimini arastirmistir.

Gegit (1980), yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan, sonsuz uzunluktaki elastik
tabakaya ait temas problemini incelemistir. Once siirekli temas durumunu ele almis ve
ayrilmaya sebep olacak kritik yiikii belirlemistir. Daha sonra siireksiz temas durumunu
incelemistir.

Hung ve Saxce (1980), diizlem hal icin elastik cisimlerin siirtinmesiz temas
problemini, sekil degistirmelerin kii¢iik oldugunu kabul ederek matematiksel programlama

teknigiyle incelemislerdir. Hertz problemi ve piston ¢ubuk problemi belirtilen formiilasyona



gore sonlu elemanlar algoritmasiyla modellenmis, temas bolgelerindeki gerilme yayilislar
elde edilmistir.

Schmuser, Comniou ve Dundurs (1980), yar1 sonsuz diizgiin yayil yiik ile bastirilan
ve simetri ekseni tizerinde tekil bir ylik ile ¢ekilen yapisik iki tabaka arasinda meydana gelen
ayrilma ve kayma degerlerini hesaplamislardir.

Gegit (1981), yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan elastik tabakada asimetrik yiiklii
temas problemini ¢ézmiistiir.

Fabrikant ve Sankar (1984), homojenligi derinligi ile degisen elastik yarim diizlem
probleminin kesin ¢6ziimiinii dénel simetrik problem olarak arastirmistir. Blok problemi,
calismada verilen ¢oziim yontemiyle ele alinmis ve blok altindaki temas gerilmesini veren
ifadeler elde edilmistir.

Gegit ve Gokpiar (1985), rijit dairesel bir mesnete oturan elastik tabakanin temas
problemini incelemislerdir. Tabaka ve mesnetler arasinda siirtiinme olmadigi ve temas
yiizeyleri boyunca sadece basing gerilmeleri aktarildigi varsayilmistir. Tabakalarin iist
yiizeyine Uniform bir basing uygulanmis, farkli blok sekilleri i¢in temas yiizeylerindeki
gerilme yayilislar1 ve temas uzunluklar1 hesaplanmistir.

Gegit (1986), yart sonsuz silindir ile elastik yarim diizleme bastirilan tabakanin
temas problemini incelemistir. Integral doniisiim teknigi kullanilarak her ii¢ eleman igin yer
degistirme ve gerilmeler hesaplanmistir. Elde edilen integral denklemler sayisal olarak
¢oziilerek elemanlarin degisik malzeme 6zellikleri ve boyutlar igin yar1 sonsuz silindir ile
tabaka arasindaki temas gerilmesi dagilimi, tabaka ile diizlem arasindaki temas gerilmesi
dagilimlar1 ve temas uzunluklari bulunmustur.

Klarbring (1986), ii¢ boyutlu siirtiinmeli temas problemini sonlu elemanlar
yontemine bagli dogrudan ¢dziim yontemi olan matematiksel programlama teknigi ile
incelemistir. Gelistirilen yontem elastik yarim diizleme oturan elastik dikdortgen blok
problemine uygulanmisg, temas bolgesinde bulunan normal gerilme ve kayma gerilmesi
dagilislar1 daha 6nceki arastirmacilar tarafindan bulunmus ¢6ziime yakin degerlerde oldugu
gosterilmistir.

King (1987), elastik izotrop yar1 sonsuz bir diizlemin silindirik, dortgen ve liggen
bloklar ile yiiklenmesini incelemistir.

Loboda (1987), yar1 sonsuz bir tabaka ile sonlu genislige sahip bir tabaka arasindaki

temas problemini incelemistir.



Cakiroglu ve Erdol (1987), elastik sabitleri farkli iki kirisin yapistirilmasiyla
meydana gelen ve iki basit mesnete oturan bilesik tabaka problemini, elastisite teorisi ve
integral doniisiim teknigini kullanarak incelemislerdir. Elastisite teorisinden ve elemanter
teoriden elde edilen sonuglar1 karsilagtirmislardir.

Nowell ve Hills (1988), ince bir elastik serit ile simetrik yerlestirilmis tekerlekler
arasinda meydana gelen diizlemsel temas problemini incelemislerdir. Siirtlinmesiz ve
stirtlinmeli temas problemleri i¢in yiizey gerilmelerini elde etmislerdir.

Fabrikant ve Sankar (1988), elastik temas problemlerinde koése noktalardaki
tekillikleri incelemislerdir.

Shield ve Bogy (1989), asimetrik rijit blok ile tabakali elastik yarim diizlem
arasindaki temasi incelemislerdir.

Cakiroglu ve Erdol (1989), elastik zemine oturan elastik 6zellikleri ve yiikseklikleri
farkli iki tabakanin siirekli temas problemini incelemislerdir. Degisik yiikleme durumlari,
malzeme Ozellikleri ve tabaka kalinliklar1 i¢in bilesik tabakadaki normal gerilme yayiliglart
belirlenmistir. Bunlarin diginda iki elastik tabaka arasindaki ilk ayrilma uzakligy, ilk ayrilma
yiikii ile bu ylik ve bu yiikten daha kiiclik yiikler i¢in temas yiizeyi boyunca gerilme
yayilislarini elde etmislerdir.

Cakiroglu ve Erdol (1990), biitiin yilizeyleri siirtiinmesiz elastik yarisonsuz bir
diizleme oturan bilesik tabakalarin siirekli ve siireksiz degme problemlerini incelemislerdir.

Lan, Graham ve Selvadurai (1996), iki dairesel blogun etkidigi elastik tabakada
temas bolgesinde meydana gelecek sekil degistirmeleri incelenmislerdir.

Dempsey vd. (1990), Winkler temeli {izerine oturan elastik bir tabakanin tekil yiik,
yayil ylik ve rijit bloklar ile simetrik olarak yiiklenmesi durumlarina ait temas problemlerini
incelemislerdir. Coziimleme elastisite teorisi ve kirig teorisine gore ayri ayri1 yapilmis ve
sonuglar karsilastirilmistir.

Klarbring, vd. (1991), rijit bir blok ile elastik ortam arasinda siirinme bulunmasi
durumundaki temasi incelemislerdir.

Cakiroglu ve Cakiroglu (1991), elastik yarim diizlem ve iizerine yayili yiik etki
ettirilmis elastik tabaka arasindaki siirekli ve siireksiz temas problemini incelenmislerdir.
Degisik malzeme oOzellikleri ve tabaka kalinligi i¢in ilk ayrilma uzakligi ve temas

bolgesindeki gerilme yayilisi elde edilmistir.



Jaffar (1991), rijit zemine serbestge oturan dairesel blok ile bastirilan tabakanin
stirtlinmeli temas problemini incelemistir.

Dempsey, Zhao ve Li (1991), Winkler temeli ile mesnetlenmis elastik bir tabakanin
konik, parabolik ve eliptik rijit bloklarla yiiklenmesi durumlarindaki temas problemlerini
incelemislerdir.

Bjarnehed (1991), iist ylizeyinde rijit bir blok araciligi ile yiliklenen ve enine
dogrultuda gerilme etkisinde birakilmig ortotropik yarim diizlem problemini ¢ozmiistiir.
Problem temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme indirgenmis ve rijit
blok ile yar1 sonsuz diizlem arasindaki gerilmenin dagilimi arastirilmistir.

Gao, Chiu ve Lee (1992), cok tabakali elastik bir yarim diizlem tiizerine oturan
silindirik rijit bir blogun temas problemini incelemislerdir.

Pindera ve Lane (1993), ¢cok sayida izotropik ve ortotropik tabakadan olusan tabakali
yarim diizlemlerin siirtiinmesiz temas problemlerini incelemislerdir.

Aksogan, Akavci ve Becker (1997), iki elastik ¢ceyrek diizlemle mesnetlenmis elastik
bir tabakanin siirtiinmesiz temas problemini farkli yontemler ile ele almis ve sonuglari
karsilastirmislardir.

Jaffar (1993), st ylizeyinde siirtiinmesiz rijit silindirik bir blok aracilig1 ile
yiklenmis ve rijit bir diizleme oturan elastik tabakanin ylizey deformasyonlarini
incelemistir.

Birinci ve Erdol (1995), elastik mesnetlere oturan elastik sabitleri ve yiikseklikleri
farkli iki farkli malzemeden yapilmis bilesik tabakanin temas problemini incelemislerdir.
Bilesik tabakada herhangi bir noktada meydana gelen gerilme ve yer degistirme bilesenlerini
integral doniisiim teknigi kullanarak elde etmislerdir.

Cepni, Birinci ve Cakiroglu (1996), elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkli, belirli
noktalardan tutturulmus iki tabakadan olusan, sinirl yayili yiik etkisinde ki basit mesnetlere
oturan bilesik tabakanin ele alindig1 temas problemini ¢6zmiislerdir.

Birinci, Kahya ve Erdol (1997), Winkler temeli tarafindan mesnetlenmis bilesik
tabakada siirekli temas problemini incelemislerdir. Calisma sonucunda tabakalar arasinda
ayrilmanin bagladig1 ilk noktayr ve ilk ayrilma yiikiinii bulmuslar ve temas gerilmesi

dagilimini elde etmislerdir.



Birinci ve Erdol (1997), lizerinde rijit dikdortgen bir blok bulunan, iki noktadan
mesnetlenmis bilesik tabaka problemini dnce tekil integral denklemlere indirgemis, daha
sonra uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri kullanarak ¢ézmiislerdir.

Kanber (1997), iki boyutlu temas problemlerini gecis elemanlar1 kullanarak Sonlu
Elemanlar Metoduyla incelemistir. Calismada kdsegen ve tliggen gegis elemanlar1 Lagrange
tabanl bir yaklasim ve Paskal Ucgeni kullamlarak tiiretilmistir. Elemanlar tiiretilmesinde
Mathematica programi kullanilmis ve bu gecis elemanlar1 ANSYS paket programina
uyarlanmistir.

Garrido ve Lorenza (1998), elastik yarim diizleme oturan tabakanin siirtiinmesiz
ayrilmali temas probleminin biiyiik sekil degistirmeler; igeren ¢oziimiinii Sinir Elemanlari
Yontemi ile incelemislerdir.

Hasebe ve Qian (1999), dairesel blok ile yiiklenmis elastik yarim diizlemin
stirtinmeli temas problemini incelemislerdir.

Birinci, Ozsahin, Erdsl (1999), rijit dikdortgen bir blok ile yiiklenen ve basit
mesnetlere oturan bilesik tabakada siireksiz temas problemini incelemislerdir.

Birinci ve Erdol (1999), basit mesnetler ilizerine oturan agirliksiz iki tabakadan
olusan bilesik tabakanin siirtiinmesiz temas problemini incelemislerdir. Bilesik tabaka
dairesel veya dikdortgen blok araciligi ile mesnetlere bastirilmis, her iki blok profili igin
problem ¢o6ziilmiis ve temas gerilmeleri bulunmustur.

Ozsahin (2000), rijit iki diiz blok iizerine oturan, sonlu bir bdlgede etki ettirilen
yayil yiik ile bastirilan iki elastik tabakali bilesik tabakada stirekli ve siireksiz temas
problemini incelemistir. Stirekli temasta iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi ve
bulunmamasi hallerinde ilk ayrilmayr meydana getiren kritik yiikii bulmustur. Stireksiz
temas probleminde siirtiinme dikkate alinmamustir. Ayrilmanin iki elastik tabak arasinda
veya bilesik tabaka ile diiz rijit bloklar arasinda meydana gelmesi durumu igin problem
¢Ozilmiistiir.

Cakiroglu vd. (2001), elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan iki elastik
tabakanin, siirtiinmesiz, stirekli ve siireksiz temas problemini incelemistir. Siirekli temas
durumunda ilk ayrilmayr meydana getiren kritik yiikii bulmus, siireksiz temas durumunda
ise ayrilmanin alt tabaka ile yar1 sonsuz diizlem arasinda ayri, ayr1 veya ayni1 anda meydana

gelmesi durumlarini incelemislerdir.



Birinci ve Erdol (2001), tekil yiik ile yiikli dikdortgen blok ile basit mesnetlere
oturan bilesik tabakalar arasindaki siirekli ve siireksiz temas problemini incelemislerdir.
Siirekli temas durumunda ilk ayrilmayr meydana getiren kritik yiikii bulmus, siireksiz temas
durumunda ise ayrilmanin rijit blok ile iistteki tabaka arasinda veya bilesik tabakalar
arasinda olmasi durumlari i¢in ayr1, ayr1 inceleme yapmisgladir.

Dag (2001), elastik yarim diizlemin siirtlinmeli temas ve catlak problemini
incelemistir.

Birinci vd. (2002), elastik zemine oturan, malzeme 6zellikleri ve yiikseklikleri farkl
birbirine tam bagh iki tabakadan olusan bilesik tabakada siirekli temas problemini bilesik
tabakanin agirligini ihmal ederek incelemiglerdir. Tabakalar arasinda ayrilmanin basladigi
ilk nokta ile ayrilma yiikleri bulunarak, ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma yiikiinden kiigiik
yiikler i¢in temas ylizeyindeki gerilme dagilimlarini elde etmislerdir.

Comez (2003), alt tarafinda rijit mesnetli birbirine yapigsik olmayan iki elastik
tabakanin ve tekil yiikle bu tabakalar1 bastiran rijit, dairesel veya parabolik blogun temas
problemini incelemistir. Tabakalar arasi ve tabaka ile blok arasindaki temas uzunluklarini
ve temas gerilmelerini degisik malzeme 6zellikleri, geometrileri ve yiik degerleri igin elde
edilmistir.

Ma ve Korsunsky (2004), elastik yarim diizleme tam yapisik ve dairesel blok ile
bastirilan tabakanin siirtlinmeli temas problemini incelemislerdir.

Sezer (2005), ANSYS Sonlu Elemanlar paket programini kullanarak temas eden
sistem yap1 elemanlarini modellemis ve ANSYS paket programi igerisinde bulunan degisik
temas algoritmalar1 ve temas eleman1 uygulama seceneklerini irdelemistir.

Jackson ve Green (2005), Sonlu elemanlar yontemini kullanarak rijit diizlem tizerine
oturan elasto-plastik yarim kiirenin temas problemini incelemislerdir.

El- Borgi, Abdelmoula ve Keer (2006), elastik yarim diizleme oturan yayili yiikle
yiiklii tabakanin fonksiyonel derecelendirilmis olmasi durumunda siirtiinmesiz temas
problemini incelemislerdir.

Kahya vd. (2007), tekil yiikiin anizotrop tabakaya dogrudan ya da egrisel veya
dikdortgen bir blok ile etki ettirilmesi durumlart i¢in integral denklem sistemini ¢dzmiis,
tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme uzunluklar1 ve degme gerilmesi dagilislarin

bulmusglardir.



Ozsahin vd. (2007), rijit iki diiz blok iizerine oturan degisik elastik sabitlere ve
yiiksekliklere sahip tabakalardan olusan sistemin siirtlinmesiz temas problemini elastisite
teorisine gore incelemislerdir

Adibelli vd. (2009), rijit blok ile bastirilmis ve elastik yarim diizleme oturmus
agirliksiz cift seritte siirtiinmesiz temas problemini arastirmislardir.

Comez (2009), rijit dairesel bir blok araciligr ile yiiklenen homojen, izotrop, elastik
bir tabaka ve yarim diizlemin siirtinmeli temas problemini elastisite teorisi ve integral
doniisiim tekniklerini kullanarak incelemistir. Calismada kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.

Comez (2010), rijit silindirik bir blok araciligi ile yiiklenmis yarim diizleme oturan
bir elastik tabaka i¢in siirtlinmeli temas problemini incelemistir.

Franke (2010), temas problemlerinde sonlu elemanlar yontemi kullanilarak yapilan
analizlerde ¢6ziim yontemlerinin (h-, p-, hp- ve rp modeli) karsilastirilmasini ele almistir.

Roncevic ve Siminiati (2010), sonlu elemanlar yontemini esas alan NX-NASTRAN
paket programini kullanarak ayrilmali temas problemini analiz etmisler ve elde edilen temas
mesafelerini literatiirde bulunan teorik sonuglarla karsilastirmislardir.

Oner (2011), rijit dairesel bir pang araciligiyla yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz
diizleme oturan iki elastik tabakanin stirekli temas problemini incelemistir. Problem tiim
yiizeylerin siirtiinmesiz oldugu kabuliine gore ¢oziilmiistiir.

Bussetta vd. (2012), temas problemlerinde sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
yapilan analizlerde temas algoritmalarmin (Augmented Lagrangian Method, Penalty
Method, Adapted Penalty Method, Adapted Augmented Lagrangian Method)
karsilastirilmasini ele almislardir.

Yaylaci (2013), diizgiin yayili yilke maruz homojen, izotrop ve simetrik iki ¢eyrek
diizleme oturan, iki elastik tabakanin siirtiinmesiz temas problemini elastisite teorisine gore
incelemistir. Ayn1 problemi sonlu elemanlar yontemini kullanan ANSY'S paket programa ile
analiz etmistir.

Yan ve Li (2014), istten dairesel bir blok araciligi ile yiiklenmis Fonksiyonel
derecelendirilmis tabaka ve elastik tabaka arasindaki ayrilmali temas problemini

inceleyerek, temas gerilmeleri ve temas uzunluklarini elde etmislerdir.
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Birinci vd. (2015), diizglin yayili yiik ile yiiklenmis Winkler zeminine oturan iki
tabakanin siirekli temas problemi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak incelebnmistir.

Karabulut (2016), rijit dikdortgen iki blok ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz
diizlem iizerine oturan, elastik tabakanin siirtlinmesiz ve ayrilmali temas problemini

incelemistir.

1.1.2. Cahsmanin Amaci ve Kapsam

Bu caligmada, elastik yar1 sonsuz diizleme oturan elastik 6zellikleri ve yiikseklikleri
farkli iki tabakanin siirtinmesiz temas problemi, elastisite teorisi ve integral doniisiim
teknikleri kullanilarak incelenmistir. P ve Q dis yiikleri, iki farkli blok ile tabakalara
aktarilmaktadir. Bloklarin genislikleri farklidir. Tiim yiizeyler siirtiinmesizdir. Problemin
¢ozlimiinde elastisitenin temel denklemleri olan denge denklemleri, biinye denklemleri, yer
degistirme ve sekil degistirme bagmtilari ile bunlara bagli olarak bulunan Navier
denklemleri kullanilmistir. Navier denklemlerinden integral dontisiim teknikleri yardimiyla
gerilme ve yer degistirmelere ait integral ifadeler elde edilip karsilasilan tekil integral
denklemlerin ¢6ziimiinde ise Gauss-Chebyshev integrasyon formiillerinden faydalanilmistir.
Teorik ¢alisma sonucu elde edilen gerilme ve yer degistirmelere ait integral denklemler ve
bu denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan Gauss-Chebyshev integrasyon formiillerinden
bulunan ifadelerin ¢oziimii ise FOTRAN dilinde yazilan bilgisayar programlar1 yardimiyla
yapilmustir. Ayrica bu problem sonlu elemanlar yontemine dayanan ANSY'S paket programi
ile de sayisal olarak analiz edilmistir.

Problem siirekli ve siireksiz temas olmak tizere iki kisimdan olusmaktadir. Stirekli
temasta hicbir sekilde ayrilma olmazken, siireksiz temasta iki farkli durum incelenmistir.
Bunlardan birincisi alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ayrilma digeri ise
tabakalar arasinda meydana gelen ayrilmadir.

Birinci boliimde temas problemlerinin tarihsel gelisiminden bahsedilmis, temas
problemleri ile ilgili daha 6nce yapilmis bazi ¢calismalar 6zetlenmistir. Problemde kullanilan

¢oziim metodu hakkinda kisa bilgi verildikten sonra elastisite teorisine ait temel denklemler
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ve integral doniisiim teknikleri kullanilarak diizlem haldeki genel gerilme ve yer degistirme
ifadeleri elde edilmistir.

Ikinci béliimde problemin tanimi yapilmis ve siirekli temas durumu incelenmistir.
Gerilme ve yer degistirme ifadeleri problemin sinir sartlarina uygulanarak on bilinmeyenli
on cebrik denklemden olusan bir denklem takimi elde edilmistir. Bloklar altindaki temas
gerilmeleri bilinmeyenlerdir. Bloklar ile (1) nolu tabaka arasindaki diisey yer degistirme
fonksiyonlarmin tiirevinin sifira esit olmasi sartt kullanilarak problem singiiler integral
denklemlere indirgenmistir. Daha sonra bu integral denklemler sayisal olarak ¢6ziilmiis ve
bloklar altindaki boyutsuz temas gerilmeleri hesaplanmistir. Bu ¢éziimden elde edilen
boyutsuz temas gerilmelerinden faydalanilarak eksende, bloklar altinda ve bloklar arasinda
meydana gelen normal gerilmeler ve kayma gerilmeleri degisimi incelenmis, tabakalar aras1
ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeylerde ilk ayrilmayr meydana
getirecek yiik ve ilk ayrilmanin meydana gelecegi uzaklik aragtirilmastir.

Siirekli temasin ardindan siireksiz temas incelenmis oncelikle alt tabaka ile elastik
yar1 sonsuz diizlem arasindaki ayrilma ele alinmistir. Gerilme ve yer degistirme ifadeleri
sinir sartlarina uygulanarak on bilinmeyenli on cebrik denklemden olusan bir denklem
sistemi elde edilmis, denklem takiminin ¢oziimiinden bulunan katsayilar, bloklar altindaki
temas gerilmeleri ve alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki yiizeyde meydana
gelecek ayrilmanin egimini ifade eden bilinmeyen fonksiyonlara bagl olarak bulunmustur.
Rijit bloklarin diisey yer degistirmesi ve ayrilmanin meydana geldigi bolgedeki diisey
gerilme ifadelerinden faydalanilarak integral denklemler yazilmis ve integral denklem
takimi Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri yardimiyla ¢oziilmiistiir. Bu sekilde temas
gerilmeleri ve ayrilmanin egimi dolayisiyla bu degerlere bagl olan katsayilar elde edilmistir.
Egimlerin integralleri alinarak alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki yiizeyde
ayrilma bolgesindeki diisey yer degistirme ifadeleri bulunmustur. Daha sonra benzer
islemler iki elastik tabakaya ait ara ylizeyde ayrilma olmasi durumunda tekrarlanmistir.
Yazilan yeni sinir sartlarina bagli olarak elde edilmis denklem takiminin ¢dziimiinden
bulunan katsayilar, bloklar altindaki temas gerilmeleri ve tabakalar arasindaki yiizeyde
meydana gelecek ayrilmanin e8imini ifade eden bilinmeyen fonksiyonlara bagli olarak
bulunmustur. Rijit bloklarin diisey yer degistirmesi ve ayrilmanin meydana geldigi
bolgedeki diisey gerilme ifadelerinden faydalanilarak integral denklemler yazilmis ve

integral denklem takimi Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri yardimiyla ¢éziilmiistiir.



12

Bu sekilde temas gerilmeleri ve ayrilmalarin egimleri dolayisiyla bu degerlere bagli olan
katsayilar elde edilmistir. Egimlerin integralleri alinarak ara yiizeydeki ayrilma bolgesindeki
diisey yer degistirme ifadeleri bulunmustur. Coziimlerde karsilagilan tekil terimler ve
bunlarin kapali integralleri ile integral denklemlerde ortaya ¢ikan ¢ekirdekler de yine bu
boliimde verilmistir.

Ucgiincii boliimde blok genislikleri, bloklar arasi mesafe degisimi, kayma modiilleri
orani, tabaka yiikseklikleri oran1 ve yiik orani degisimi gibi ¢esitli boyutsuz biiytikliiklerin
farkli degerleri igin, rijit bloklar altindaki temas gerilmesi dagilimlari, alt tabaka ve elastik
yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar arasindaki ayrilma bdlgeleri ve bu bolgelerdeki diisey yer
degistirmeler ve diisey gerilme yayilisi ile y ekseni dogrultusunda bloklar altinda ve bloklar
arasinda meydana gelen normal gerilmeler ve kayma gerilmelerinin degisimine ait sonuglar
grafikler halinde sunulmustur. Yine bu boliimde, sonlu elemanlar paket programai ile yapilan
¢oziimden elde edilen sayisal sonuglar teorik sonuglarla karsilastirilmistir.

Doérdiincii boliimde, bu calismadan ¢ikarilan sonuclar ve oneriler verilmistir.

1.2. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Iki rijit diiz blok aracilig1 ile yiiklenmis elastik yar1 sonsuz diizleme oturan tabakalara
ait temas probleminin, elastisite teorisine gore ¢ozlimiinde kullanilacak yer degistirme ve

gerilmelere ait genel ifadeler asagida elde edilecektir.

1.2.1. Kiitle Kuvvetlerinin Bulunmamasi Durumunda Genel Denklemlerin Elde
Edilmesi

Dengede olan bir cisim i¢in X, y, z dik koordinat takiminda F,,F, ,F, hacim (kiitle)

kuvvetlerini, o,,6,,0,,Ty,,Tx,,Ty, gerilme bilesenlerini gostermek tizere, gerilmelerin

herhangi bir nokta civarindaki degisimlerine ait denge denklemleri asagidaki gibidir.

ot
ch + Xy + erz + FX =0 (1)
Ox oy Oz
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Oy 0y Oy
x o oz VY

Tax Otzy + %2 ,F o
x o o

Biinye denklemleri ile sekil degistirmeler gerilmeler cinsinden yazilabilir:

€= é [GX -v (0y+02 )] v Vxy = Txy /M

1
8y=E|:Gy'V (o +o, ):I YT /H

82=é[62 -V (GX+Gy )] Yyz =Tyz /W

Sekil degistirme, yer degistirme bagintilari ise;

ou ov ow
8X:a—x, Syzay, 82_8_2
ou ov au  ow

seklinde yazilabilir.

()

(3)

(4)

(5)

(6)

()

(8)

Biinye denklemleri ve yer degistirme, sekil degistirme bagintilar1 kullanilarak

gerilmeler yer degistirmeler cinsinden yazilabilir:

oy =het21 Z—i

oy =Aet2pn v
oy

9)

(10)
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o, =he+2p %‘2’ (12)
ov au
ow adu
—( 2 L 13
T h( S+ ) (13)
OW oV
Ty, =H( E + E) (14)

Ex.Ey,E; Slrastyla x, y, z dogrultularindaki sekil degistirme bilesenlerini; u, v ve w ise

strastyla x, y, z dogrultularindaki yer degistirme bilesenlerini ifade etmektedir. e hacim

degistirme orani, Ave p Lame sabitlerini gostermektedir. Hacim degistirme oranini ve

sabitleri agagidaki gibi tanimlamak miimkiindiir.

e:a_u +@+@ (15)
oX oy oz
L (16)
(1+v)(1-2v)
E
- 17
=Sy (17)

(16) ve (17) nolu denklemlerdeki E ve v sirasiyla elastisite modiilii ve Poisson oranini
gostermektedir. (9)-(14) nolu esitliklerle verilen biinye denklemlerinin gerekli tiirevleri
alinip denge denklemlerinde yerine yazilirsa Navier denklemleri olarak adlandirilan

asagidaki esitlikler elde edilir.

(orh) 2 +aV =0 (18)

(x+u)%+uv2v+Fy =0 (19)
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(xm)?wvzwwz =0
VA

(20)
% Laplace opertdrii olup asagidaki gibi tanimlanabilir.
o° o 0
V= Pl + o + P (21)

Problem iki boyutlu olarak incelendiginden z ile ilgili terimler ¢ikarilirsa Navier

denklemleri asagidaki seklini alir.

(orh) 2 Y =0 (22)
oe >
(At 5 +uVovHE, =0 (23)

Ayni sekilde hacim degistirme oran1 e ve Laplace operatori vV iki boyutlu

problemlerde,

e=OU OV (24)
oxX oy
0*
Viz—+— 25
x> oy? (25)

seklinde ifade edilebilir.
Eger kiitle kuvvetleri ihmal edilecek olursa Navier denklemleri asagidaki gibi

yazilabilir.

oe
M) — +uV2u=0 26
( H)ax uVeu (26)



16

(Atp) %e/ +uV3v=0 (27)

Navier denklemlerini adi diferansiyel denklem takimina doniistirmek ve ¢oziimii

kolaylastirmak i¢in yer degistirmeler u(x,y) ve v(x,y), bilinmeyen fonksiyonlar

U(a,y), V(0,y) *nin Fourier déniigiimleri olarak tanimlanirsa asagidaki esitlikler elde edilir.

u(x,y):zi T Ulay)e™da (28)
V(X,y)=— j V(a,y)e'“xda (29)
T[

(28) ve (29) nolu denklemlerin ters doniisiimleri alinacak olursa;

U(ay)= Ojo u(x,y)e'iaxdx (30)
V(oc,y)Z]c V(x,y)e_iaxdx (31)

esitlikleri elde edilir.
Bilinmeyen U(o,y), V(o,y) fonksiyonlarinin belirlenebilmesi i¢in (26) ve (27) no’lu

denklemler €' dx ile carpilip (-00,0) araliginda integre edilirse;

u@z

j[(x u)( aX&y> ( vl (32)
% ou v o’v i
_jw (G 8y ay] dx=0 (33)

ifadeleri elde edilir. (30) ve (31) no’lu denklemlerde u ve v’nin gerekli tiirevleri alinirsa



17

Z%e'“"dx— o’ U(a,y) (34)
_fm 2; e dx = ;—2 U(a,y) (35)
]; ;@y e dx = Iw 2— e dx = syU(oc,y) (36)
IO% e dx = —a*V(a,y) (37)
L g:/ ey — ;y—ZV(a,y) 38)
IO aaxay e'dx = % T; e'dx = —ia%V(a,y) (39)

ifadeleri elde edilir. (34)-(39) no’lu denklemlerden elde edilen tiirevler (32) ve (33) no’lu

denklemlerde yerlerine yazilirsa;

022U +pU"-a(Ap)iV' =0 (40)

07UV +(A+2m)V" +a(A+p)iU' =0 (41)

adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. Denklemlerdeki iisler y’ ye gore tiirevleri
gostermektedir. (40) numarali denklem iki defa, (41) numarali denklem bir defa y’ ye gore

turetilirse;
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-o0* (A2 U" +pU" +o(AHw)iv" =0 (42)
-0 uV' + (A +20)V" +a(A +p)il" =0 (43)

denklemleri olusur.

(42) no’lu denklemden V" ¢ekilip (43) no’lu denklemde yerine yazilirsa;

l v 2y 1l 2 | I}
(X+2u)m[uU -(AR2Wa U | —apuV +(AtwoalU” =0 (44)

elde edilir.

Bu denklemden V' gekilip (40) no’lu denklemde yerine yazilir ve diizenlenirse U'’
ye gore dordiincii mertebeden sabit katsayili, lineer homojen diferansiyel denklem elde

edilir.

U"-202U"+a*U=0 (45)

Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii U=e™ seklinde aranir ve ¢oziimiin gerekli

tirevleri alinip (45) no’lu denklemde yerine yazilirsa karakteristik denklem;
o' -20°m’ +m* =0 (46)
olarak elde edilir. Bu denklemin kokleri ise m, =m, = o, my; =m, = -a seklinde bulunur.

Bu durumda (45) no’lu diferansiyel denklemin ¢6ziimii asagidaki gibi yazilabilir.

U(ouy)=eMi[-A, +A, (= -y) ]+ [A,+A, (= +y)] 47)
o o
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V(o,y) bilinmeyen fonksiyonunun ¢oziimii i¢in (40) no’lu denklemin y' ye gore bir defa
tiirevi alinip, elde edilecek denklemden V" ifadesi gekilerek (41) no’lu denklemde yerine
yazilirsa, V(o,y) bilinmeyen fonksiyonu U(a,y) fonksiyonuna ve tiirevine bagli olarak

bulunur. Buradan gerekli tiirevler alinir ve yerlerine konulduktan sonra benzer iglemler

yapilirsa;
V(oy)=TA A,y lie™ A +A ylie” (48)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte gecen K bir malzeme sabiti olup diizlem sekil degistirme
halinde xk=(3-4v), diizlem gerilme halinde ise x=(3-v)/(1+v) oldugu bilinmektedir. Bu
denklemlerde v Poisson oranini gostermektedir. V(a,y), U(a,y) sirasiyla (28) ve (29) nolu

denklemlerde yerine yazilirlarsa u(x,y), v(x,y) ifadeleri asagidaki gibi elde edilir.

© _‘a‘y

Uh(X,y)=i I{ie [_A1M+A2(E'My)]+ ie‘m‘y[AaM
2m 2 a o o a
S+ ypeda (49)
o o
1 0 o]y )
Vi (ey)=— [ie [A+AY)]+ie A+ Ay)Tte™da (50)

Bu esitliklerdeki h indisi, bu denklemlerin kiitle kuvvetsiz durumda homojen ¢6ziime
ait ifadeleri gostermektedir.

Kartezyen eksen takimindaki o,,c,,1,, gerilme bilesenleri biinye denklemleri

yardimiyla u ve v yer degistirmeleri cinsinden (9), (10) ve (12) no’ lu denklemlerin daha

acik ifadesi olarak asagidaki gibi yazilabilir.

ou ov
=(\2n)—+r— 51
ox~( W OX oy 1)
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cyz(mzu)%ﬂ%“ (52)

ou  ov
B 3 oy 6x) (53)

u ve v yer degistirme fonksiyonlarinin gerekli tiirevleri alinip (51), (52), (53) no’ lu

denklemlerde yerlerine yazilirsa, gerilme bilesenleri

0y, (5. Y) =~ [ €™ (24 ]+ A,k +3)-2laly]]

+e "M {2 o] + A, [(x +3) +2]o| ]} }da (54)

6, (%, )= | ™ 1 {-2A, o] +A,[(x-1)-2[o] ]}
27 -

+e ™M {2A || +A,[(k-1)+2]a|y]} }da (55)

o

i ? jox (-
Ty, (%, y>=§ [ et 2A 0+ A, [-H (1t 1)+2ay]}

o
o

+e" M L2A oA, [ 2 (k+1)+2ay]} Hda (56)

o
seklinde bulunur.

1.2.2. Kiitle Kuvvetlerinin Bulunmas1 Durumunda Ozel Céziimlerin Elde
Edilmesi

Kiitle kuvvetlerinin hesaba katilmas1 durumunda genel denklemlere ilave edilecek
gerilme ve yer degistirmelere ait 6zel ¢ozlimlerin elde edilmesi asagida verilmistir. Kiitle

Kuvvetlerinin X=0 ve Y=pg olmasi durumunda Navier denklemleri,

(xm)%mvzu:o (57)
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oe
(Hu)@wVZV-ngO (58)

olarak yazilabilir. (58) nolu denklemde ptabakanin yogunlugunu, g ise yerg¢ekimi ivmesini

gostermektedir. Navier denklemleri daha agik bir sekilde asagidaki gibi yazilabilir.

62u 62
At =0 59
[( M)( a ay) ( ay — = (59)
o*u v 82
[ (—— o0y ayz) W= ay — =g (60)

Yer degistirmelerle sekil degistirmeler arasindaki bagmtilar (7), (8) nolu
denklemlerde verilmistir. Bu denklemlerde €,,€, sirasiyla x ve y eksenleri dogrultularindaki
sekil degistirme bilesenlerini, Y,, kayma sekil degistirme bilesenini gostermektedir.

Diizlem gerilme hali icin sekil degistirmelerle gerilmeler arasindaki iliskiyi veren Hooke

kanunlar1 da asagidaki gibi yazilabilir.

8X=é((5x -0G,,) (61)
&,= é (o,-v0,) (62)
- 63)

Yer degistirme fonksiyonlar1 u=u(x), v=v(y) olarak segilirse ve gerekli tiirevler

alinarak (59), (60) no’lu Navier denklemlerinde yerlerine yazilirsa (59) nolu denklemden,

o%u



22

ou

—a 65
OX (65
u=ax+b (66)

ve (60) nolu denklemden de,

o°v
A1) — = 67
(+2u) Y pg (67)
82_V= pPg (68)
ay*  (M2u)
N_ PE 69
oy (e2m)’ ©9)
_  pg 2
V= —(k+2p) y“+cy+d (70)

bulunur. u ve v yer degistirme ifadelerinde gecen bilinmeyen a, b, ¢, d katsayilarinin

belirlenebilmesi i¢in kiitle kuvveti pg ve kalinlig1 h olan tek tabaka i¢in x ekseni tabakanin

altindan ge¢mek iizere asagidaki sinir sartlarindan yararlanilacaktir.

u(0)=0 (71)
v(h)=0 (72)
o, = pg(y-h) (73)

h
o, =[ody=0 (74)
0



23

Siir sartlarinin (64) - (70) nolu denklemlere uygulanmasi ile bilinmeyen katsayilar,

3-x \( pgh
atiey g

b=0 (76)

C:_[pth(K-l N 1+Kj (77)
2u JAlx+l 8

_pgh” Kt

d= 2 (=) (78)

olarak bulunur. Bu esitlikler (66) ve (70) nolu denklemlerde yerlerine yazilirsa kiitle kuvveti

olmasi durumunda yer degistirmelere ait 6zel ¢oziimler agagidaki gibi bulunmus olur.

(2)2)
8u

v,=2 {( Y- h)+—h(y—h)} 0o=y=h (80)
2p

Yer degistirmelere ait bu denklemlerin gerekli tiirevleri alinip (51) (52) (53) nolu

denklemlerde yerine yazilirsa, kiitle kuvveti olmasi1 durumunda gerilmelere ait ¢oziimler,

fo@r jpg(y h) (81)
o, =pg(y-h) (82)

T, = (83)

Xy
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olarak belirlenir. Burada 6 indisi kiitle kuvveti olmasi durumunda elde edilen yer degistirme
ve gerilme bilesenlerine ait 6zel ¢oziim ifadelerini gostermektedir.
Genel yer degistirme ve gerilme ifadeleri ise homojen coziimden elde edilen

ifadelerle 6zel ¢6ziim sonucu elde edilen ifadelerin toplamidir. Yani;

u(x,y) = u, (%, y) + us (x,y) (84)
V(X,Y) =V, (X, Y) + Vi (X, Y) (85)
o, (Xy)=0, (Xy)+o,, (Xy) (86)
o, (X.y)=0o, (Xy)*+o, (XY) (87)
Ty (KY)=Ty, (XY)FT,, (X,Y) (88)

yazilabilir. Ifadelerin acik sekilleri ise asagida verilmistir.

U(xY)= 5= J{Ie‘“‘y[A||+A( '“' Yl

(89)
+ie‘“‘Y[A3U+A4<5+Uy)]}e‘“*da+(3i>(@>x
o o o 8u 2

V)= - § i [A ALY [A, +A, )]} da

(90)
+5[<my(y-h)+7h(y-h)}

O, (xy)== A | & 6™ (2, o +A, [(+3)-2 o] 1}

+e VLA, ol +A, [(+3)+2]a| Y1} }da (91)

3k
+ 2 Se(y-h
T pg(y-h)
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oy (X,y)= == [ ¢ ™ {24, |o] +A,[(k-1)-2]o] y]
27T %

(92)
+e‘m‘y{2A3 |o| +A, [(-1)+2]a| y1} }do+pg(y-h)
Ty (5, 9) = L ] o e A a1 A 1 41+ 20y))
27[ -0 o (93)
+e"M2Aa+ A, [M (k+1)+2ay]} Hda
o

1.3. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi; karmasik olan problemlerin daha basit alt problemlere
ayrilarak her birinin kendi i¢inde c¢ozlilmesiyle tam ¢oziimiin bulundugu sayisal bir
yontemdir. Esas problemin daha basit bir probleme indirgenmis olmasi nedeni ile kesin
sonug yerine yaklasik bir sonug elde edilmekte, ancak bu sonucun ¢6ziim i¢in iyilestirilmesi
ve kesin sonuca ¢ok yaklasilmasi hatta kesin sonuca ulasilmasi miimkiin olmaktadir. Sonlu
elemanlar yonteminin temel prensibi, dncelikle bir elemana ait sistem 6zelliklerini iceren
denklemlerin ¢ikartilip tiim sistemi temsil edecek sekilde eleman denklemlerini birlestirerek
sisteme ait denklem takiminin elde edilmesidir.

Sonlu elemanlar yonteminin avantajlarini asagidaki gibi siralayabiliriz.

- Geometrisi karmagik sekillerin incelenmesine olanak saglar.

- Cozlim bolgesi alt bolgelere ayrilabilir ve degisik sonlu elemanlar kullanilabilir.

- Gerektiginde baz alt bolgelerde daha hassas hesaplamalar yapilabilir.

- Degisik ve karmagik malzeme 6zellikleri olan sistemlerde kolaylikla uygulanabilir.

- Parganin geometrisinde basitlestirme yapma ihtiyaci duyulmaz.

- Sinir kosullari, sistemin temel denklemleri kurulduktan sonra, oldukga basit satir siitun
islemleriyle denklem sistemine dahil edilebilir.

- Matematiksel olarak genellestirilebilir ve ¢ok sayida problemi ¢ézmek i¢in ayn1 model
kullanilabilir.

- Miihendislik uygulamalarinda kullanilabilecek bircok yazilim mevcuttur (Fortran kodlari,

ABAQUS, ANSYS vs.)
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Coziim yontemindeki adimlar sunlardir;
a) Cismin sonlu elemanlara ayirma,
b)Yaklasim modeli(sekil fonksiyonu ),
¢) Eleman rijitlik matrisinin teskili,
d) Sistem rijitlik matrisinin hesaplanmasi,
e) Sisteme etki eden kuvvetlerin bulunmasi,
f) Sinir sartlarinin belirlenmesi,
g) Sistem denklemlerinin ¢oziimii.
Coziim yontemindeki adimlarda gerceklestirilen islemler asagida detayli olarak

verilmigtir.

Cismi sonlu elemanlara ayirma: Yapinin veya ¢alismak istenilen alanin sonlu sayida
kiigiik elemanlara boliinmesidir. Buradaki amag¢ bir diferansiyel denklemin ¢oziimiinii
basitlestirmektir. Daha basit geometrilerde (yapilarda) veya az sayida elemanlar igin
islemler matrisle tanimlanip elle sayisal olarak ¢oziilebilirken, karmasik geometriler veya
elemanlar i¢cin bu islemlerin elle ¢oziilmesi imkansiz hale gelmektedir. Problemlerin
¢Oziimiinde daha hassas sonuclar elde etmek icin binlerce eleman kullanilmaktadir. Bu
islemlerin ¢6zlimii ise bilgisayarlar tarafindan yapilmaktadir.

Sonlu elemanlar metodunda incelenecek geometri veya yapt uygun parcalara
ayrilmalidir ( bir boyutlu, iki boyutlu, {i¢ boyutlu ). Bu belirli geometriler tizerindeki anahtar
noktalar diiglim noktas1 veya nod olarak isimlendirilir. Bu noktalar genellikle elemanin kose
noktalaridir. Bu sistem igerisinde elemanlar birbirine kenarlarindan ve diigiim noktalarindan
baghdirlar (Sekil 1). Genellikle iki boyutlu problemler i¢in {iggen veya dortgen sekilli

elemanlar kullanilir.
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1 2 3 — Sonlu El. No

1 2 3 4 = Nod No

Sekil 1. Bir ve iki boyutlu sonlu elemanlar

Sekil 2. Ug boyutlu sonlu elemanlar

Yaklasim Modeli (Sekil fonksiyonu): Sonlu elemanlar yonteminde iliggen veya

dortgen sekilli elemanlar tanimlandiktan sonra bu elemanlarin kdselerinde bulunan diigiim

noktalarimin yardimi ile herhangi bir siirekli fonksiyon igin polinom esitliklerinden

faydalanarak bu fonksiyona yaklagim saglanir.
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A
L»x m

j

Sekil 3. Uggen eleman ve polinom yaklasimi

Bu yaklasim bir iiggen eleman igin Sekil 3’de gosterilmistir. Uggenin kose
noktalarinda toplam ii¢ diigiim noktast1 mevcut olup, komsu elemanlara bu diiglimler
araciligiyla baglanir. Uggen eleman igin bilinmeyen degerler polinom (yer degistirme)
denklemleri ile tanimlanir ve polinom denkleminin kuvveti eleman igindeki diigiim
noktalarinin sayisina baglidir. Eleman i¢indeki bilinmeyen degerler asagidaki gibi bir

polinom esitliginde verilir.

¢(X’y):a1 ta X+azy (94)

Bu esitlik icerisinde tanimli a,,a,Ve a, sabit katsay1 degerleri diigiim noktalarmin

koordinatlarina bagli olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

@(X;,Yi)=a,+aX; +ayy;
(/7(Xj 1yj):a1 +ta,X;+azy, (95)

(P(Xm ’ym ):al +a2xm +a3ym

Bu denklem sistemlerinin matris formu asagidaki (96) ifadesi seklinde olacaktir.
Yazilan bu matris formunda a,,a,ve a,, degerleri diigiim noktalarinda tamimli ¢, @;V€ @,

terimleri i¢inde ¢oziliir.
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@ 1 %, a;
o [=|1 X a, (96)
O 1 Xm yi a3

1
0 =5 [ QDX + (@D XHCY) g, + 3y DX+ | (97)

Bu esitlik i¢inde A, (i, j, m) licgenin alanini temsil eder. ai,bive C; katsayilar1 ise

asagidaki esitliklerle tanimlanur.

a;=X;¥ XY
=YY (98)
Ci=XpnX;

Diger indislere bagli katsayilar (j ve m) sira igerisinde permiitasyon yapilarak elde

edilir. (97) ifadesiyle verilen denklem daha basit olarak matris formunda diizenlenebilir.

a, 1 a, aj a, o,
a, =oA b, b, b, | o (99)
a5 G Cj Cn D
Burada;
1 Xy
2A=det|1 X; vy, (100)
1 x, VY,
formuyla elde edilir.
a, a; a,
1
[N, N, Nm]=z[1xy] b, b, b, (101)
c Cc ¢
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101) no’lu denklem gibi tanimlama yapilirsa, N;, N. ve N degiskenleri sekil fonksiyonu
j

olarak isimlendirilir. Sekil fonksiyonu denklemi sadece elemanin koordinatlarina bagldir.

Yukaridaki (97) denklemi standart esitlik olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

@=N;p; + N;p; + N, ¢,

N, = a,+b,x+c,y
2A

(102)
Burada bir elemandaki alan degeri elemanin diiglim noktalarinda tanimlanan alan

degeri ve sekil fonksiyonlari cinsinden tanimlanmistir. Hesaplanmasi gereken noktalardaki
®i,P;VE€ @, degerleri tammli denklemlerin ¢oziimiinden elde edilir (Zienkiewicz ve

Taylor, 2000).

Yukarida bahsedildigi gibi elemanin herhangi bir yerindeki koordinati, diiglim
noktas1 koordinatlarina bagli olarak polinom (yer degistirme) fonksiyonlar: cinsinden ifade
edilir (Desai ve Abe,l 1972). Sekil fonksiyonlar1 eleman ve geometrik rijitlik matrislerinin
tiretilmesinde kullanilir. Eleman ve geometrik rijitlik matrisleri yapmin toplam rijitlik
matrisinin olusturulmasi i¢in birlestirilir.

Rijitlik matrisi: Eleman rijitlik matrisini hesaplayabilmek igin yer degistirme
fonksiyonlarinin olusturulmas: gerekir. Daha sonra asagida genel ifadesi ile verilen rijitlik

matrisi olusturulur.

@r

K= Zn:[B] [C] [B] dxdy (103)

Burada; [C] malzeme 6zelliklerine bagli matristir. [B] matrisindeki elemanlar yerel
koordinat (x,y,z) eksenlerinin fonksiyonudurlar ve yer degistirme matrisini ifade ederler
(Bathe, 2004).

Her eleman i¢in elde edilen rijitlik matrislerinin olusturulmasindan sonra sonlu
elemanlar agina baglh sekilde birlestirilerek genel rijitlik matrisi elde edilir. Bu birlestirme
yontemine ait detayli bilgi asagida sunulmustur. Sonlu elemanlar yonteminde bundan

sonraki adim, elde edilen genel rijitlik matrisi yiik vektorleri ve denge denklemleri sonlu
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elemanlar agina bagl olarak birlestirilmesi ve genel denge denklemlerinin elde edilmesidir.
(103) nolu denklemde verilen rijitlik matrisi formiiliinde malzeme matrisi ([C]) simetriktir.
Dolayistyla, genel rijitlik matrisi de simetrik 6zellikte olacaktir. Bu durum malzeme

davraniginin genis bir aralig1 icin saglanir ve lineer elastik malzeme davranigini igerir.

Genel rijitlik matrisinin olusturulmasi: Bir eleman igerisindeki rijitlik matrisi terimi
elemanin sahip oldugu serbestlik dereceleri arasindaki rolatif rijitligi ifade eder. Diger
taraftan, sonlu ag icerisinde rijitlik matrisi terimi tim ag boyunca serbestlik dereceleri
arasindaki rolatif rijitligi ifade eder. Bu sebepten dolayi, genel rijitlik matrisinin boyutu
toplam serbestlik derecesinin miktarina baglidir. D6rt diigiim noktasindan olusmus tek bir
dortgen elemana ait rijitlik matrisinin formu ve serbestlik derecesi numaralamasi Sekil 4’de

gosterilmistir.

4 3 K, K, K K, |
K,, Ky Ky
=K, = K;; Ky
K,

1 2 | Simetrik |

Sekil 4. Tek bir dortgen elemana ait rijitlik matrisi

Eger bu tek eleman sonlu elemanlar ag1 icerisinde bir pargay1 olusturuyorsa, rijitlik

matrisi Sekil 5’deki formu olusturacaktir. Rijitlik matrisinin niimerik degerleri aynidir. Fakat
genel terimler igerisinde miktar1 farklidir. Ornek olarak, Sekil 4°de rijitlik matrisi terimi K
serbestlik derecesinin 1 oldugunu ifade eder. Oysa Sekil 5°de ayn1 serbestlik derecesi genel
serbestlik derecesi igerisinde 2 olarak goriilmektedir. Bu yiizden, elemanin K,, nin genel
degerine katkis1 K, e esittir. Burada dnemli bir not, eleman rijitlik matrisi igerisinde her

kolon ve satir degeri elemanin serbestlik derecesini ifade eder.
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9 10 11 12
3 6 7 8
1 2 3 4
_KQQ K23 KET-‘ KEG_
¢ ; K, K, K
K, Ky
=K, = '
Kﬁﬁ
) 3 Simetrik

Sekil 5. Genel serbestlik derecesi terimleri igerisinde eleman rijitlik
matrisleri
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1 3 5
1 2 (a)
2 4
M1 1 1 1 7]
r o1 1 1 1 7 Kll KlZ K13 Kl4
Kll KlZ Kl K ! ! !
3 14
1 1 1 K22 K23 K24
K,, K,, K 1 1
22 24 23
Y Ky Ky |®
K44 K34 Kl
1 44
i Kas Smtrk
Eleman 1igin rijtlik matrisi
Genel rijtlik matrisi
M1 1 1 1
Kll KlZ K13 Kl4
1 1 1
r 2 2 2 2 7] K22 23 K24
K.. K. K K 1 2 1 2 2 2
33 34 36 35
2 2 2 K33+ K33 K34+K34 K35 Kse
K K K 1 2 2 2
44 46 45
2 2 - K44+K44 K45 K46
K66 K65 2K I(Z
2 55 56
i K] 2
Eleman 2 igin rijtlik matrisi K66
Smtrk
B Genel rijtlik matrisi
_Kll K12 K13 K14 |
K22 K23 KZA
K33 K34 K35
KG: K44 K45 (d)

K36

KAG
Kse
K66

©

Sekil 6. Iki elemanli bir sonlu elemanlar aginda genel rijitlik matrisinin olusturulmasi
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Genel serbestlik derecesi terimleri igerisinde aciklanan rijitlik matrisleri kullanilarak
sistemin genel rijitlik matrisi olusturulur. Sekil 6 iki elemandan olusan basit bir sonlu
elemanlar agin1 ve serbestlik derecelerini gdstermektedir. Bu sekilde basit bir ag icin
sistemin genel rijitlik matrisinin nasil olusturuldugu agiklanmistir. Burada not edilmesi
gereken bir husus, serbestlik derecesi ve elemanlarin genel numaralandirilmalari arasindaki
farkliliga bagli olarak terimlerin tekrar siralanmalaridir. Bununla birlikte, genel rijitlik
matrisi i¢cindeki terimler serbestlik derecelerini ifade eder (Selguk, 2009).

Genel rijitlik matrisinin yapist bilgisayarin veya islemcinin hafizasinin etkin
kullanilabilmesi i¢in 6zellikle 6nemlidir. Genel rijitlik matrisinde sifirdan farkli terimler
sadece elemanin serbestlik dereceleri arasindaki baglantilarda olusur. Boylece genel rijitlik
matrisi iginde her sira igin sifirdan farkli olacak son terim en yiiksek serbestlik derecesini
ifade edecektir. Bu 6zellik rijitlik matrisinin genellikle daginik ve bantli yapida olusmasini
saglar (Potts ve Zdravkovic, 1999).

Sonlu elemanlar yontemi igerisinde bundan sonraki adim genel denklemler i¢erisinde

elemanlara ait denge denklemlerinin birlestirilmesidir.

[K. Ko ={R) (104)

[K.]: Genel rijitlik matrisi
{o}_ : Tiim sonlu elemanlar ag1 i¢in bilinmeyen serbestlik derecelerini igeren vektor (Diigiim

noktalarindaki bilinmeyen deplasman degerleri)

{R.}: Genel yiik vektoriidiir.

Yukarda verilen (104) denklemi yardimi ile diigiim noktasindaki bilinmeyen degerler
hesaplanir. Ornek olarak, yukarida verilen iki elemandan olusan sistem igin olusturulan
matris formundaki esitlik asagidaki sekilde ¢oziiliir. Bu matris formunda (6x6) boyutlu
matris sistemin genel rijitlik matrisidir. Bu matris diigiim koordinatlarina ve elemanin
malzeme 6zelliklerine baglidir. ¢(3x1) matrisi diigiim noktalarindaki bilinmeyenleri veya
deplasman degerlerini temsil eden boyuna matristir. R matrisi ise uygulanan sinir kosullarina
bagli boyuna matristir. Sonlu elemanlar yontemi icerisinde sinir kosullarini1 temsil eden

diigiim noktalarindaki degerler bu noktada belirtilmelidir. Genellikle bu degerler “0” (sifir)
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olarak kabul edilir. Bu genel denge denklemleri problemin smir sartlar1 uygulanarak

diizeltildikten sonra diigiim noktalarindaki bilinmeyen degerler ¢oziilmelidir.

i K11 Kz1 K13 Ku 0 0 —‘ _(pl 1T R1
KlZ KZZ K23 K24 0 0 ¢)2 R 2
Kn Kza K33 K34 Kas Kae (03 R 3
= (105)
K14 K24 K34 K44 K45 K46 ¢)4 R 4
0 0 Kas K45 Kss Kss ¢5 R 5
_O 0 Kss Kas Kss Kss J _¢)s 4 L Re i

Bilgisayar teknolojisindeki gelismelere bagli olarak gelistirilen paket programlar
sonlu elemanlar yonteminin etkin kullanimini saglamaktadir. Sonlu elemanlar yontemini
kullanan ¢ok sayida bilgisayar programi mevcut olup, FLUENT, LS-DYNA, LINFLOW,
ALGOR, COSMO/M, NASTRAN, ADINA ve ANSYS bunlara 6rnek verilebilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Problemin Tanim

Elastik yar1 sonsuz diizleme oturan elastik ozellikleri ve yiikseklikleri farkli iki
tabakanin temas problemi, elastisite teorisi ve integral doniisiim teknikleri kullanilarak
incelenmistir. P ve Q dis yiikleri iki farkli blok ile tabakalara aktarilmaktadir. Tiim yiizeyler
stirtinmesizdir. Ayrica rijit bloklar (a, b) ve (c, d) araliginda (1) nolu tabaka ile temas
halindedir. Coziimde tabakalarin kiitle kuvvetleri dikkate alinirken elastik yar1 sonsuz
diizlemin kiitle kuvveti ihmal edilmistir. Problem diizlem hal i¢in inceleneceginden z ekseni

dogrultusundaki kalinlik birim olarak alinmustir.

Y\ y
(e

K, K, @

Sekil 7. Problemin geometrisi

N

/\/

=5

Y
NY

N
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2.2. Kullanilacak Denklemler
Problemde h, h,, h,sirasiyla tabakalarin toplam yiiksekligini, 1 nolu tabakanin
yiiksekligini ve 2 nolu tabakanin yiiksekligini gostermektedir. Ayricap, (i=1,2); 1ve 2 no’lu

tabakalarin yogunluklarini ve g yer¢ekimi ivmesini ifade etmektedir. Kiitle kuvvetinin ihmal
edildigi durumlarda problemin c¢6ziimiinde kullanilacak denklemler asagidaki gibi

yazilabilir.

(1) nolu tabaka igin (-oo<x<co, h, <y < h)

1 % . 5 o Ko jo
ulh (X,Y): % _,[ {le ety ['Al % +A2 ( ;1 - % y)]
+ie‘(1‘Y[A3M+A4(ﬁ+My)]}eiaxda (106)
o o (04
1 = . ol - o jox
Vi, ()= o [ i A +A,)+HE ™ [A +A )" do (107)
Ox, = 5= [ € e 12A ] +A [0, +3)-2 ]}
T o
+e"M {24, || +A ,[(,+3)+2 o] y]} } dor (108)
Oy, =5 [ € ™ (2 o] +A, (k1) 2ol ]}
+e {27 Jof +A,[(,-1742]ol ]} }da (109)
T (X )=iﬂ [ e™ @1 2A o+A [-M(K +1)+20y]}
XYih V2 Y 27'C - 1 2 a 1 y
e 02 0, [ e 1) +20y]) 1o (110)

o
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(2) nolu tabaka igin (-co<x<o0)

0<y<h,

K |0L|

uj, (x,y)=— [ {ie™[-B, o '+B (2

—00

y)

+ie\°‘\y[B |a| +B (K2 +| |y)]}elaxda
v, (k)= I{Ie Y [B,+B,y)]+ie“Y [B,+B,y)]}edu

:_;L_z T el {e'\a\y{_2B1|a|+B2 [(K2+3)-2|(1|Y]}
T o

X2h

+e"V {28, |a|+B,[(x,+3)+2[o] y]} }da

oy, =52 | € 1Y (2B, o] +B,[(x,-1)-2 o] y1}
27[ -0
+eV {28, | +B, [(c,-1)+2 o] y]} }dar
Ty (59~ el [ e e (2B,0+B [-Uoc +1)y+2ay]}

+e‘°“y{253a+B4[U(K2+1)+2ay]} vdo
o

(3) nolu eleman (elastik yar1 sonsuz ortam) igin (-0o<x<co)

-0 < y<0
U, ()= J{e‘“‘y[C o |+c <K3 o 'y)]}e'“"da

1% a fox
vy, (y)= 5 [ 16" [C+Cy)T}e™ do

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)
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oy, = ;l_; [ ™€ 2C, o] +C, [(1K,+3)+2]a| y]} }da (118)
0 .
Gy3h=¥ J‘ elax{e\a\Y{zcl|0L|+C2[(K3—1)+2|a|y]}}da (119)
7T -00

o

i T iax o
Ty, (5 Y72 ] € (200G, ey 1) 20y da (120)

o
2.3. Siirekli Temas

2.3.1.Problemin Sinmir Sartlar

u(x,y) ve v(x,y) yer degistirme bilesenlerini, x(XY) | Oy (Xy) Ty (XY) de gerilme

bilesenlerini gostermek {izere problemin sinir sartlar1 agagidaki gibidir.

-p(x) a<x<b
oy (X, h)=1-q(x) c<x<d
1

0 —o0<x<a, b<x<c, d<x<oo (121)
Ty, (x, hy=0 -00<X<00 (122)
Ty, (x, h,)=0 -00<x<00 (123)
‘rxyz (x, 0)=0 -00<X <00 (124)
Ty, (x, h,)=0 -00<x <00 (125)

o, (x, h,)=o, (x, h,) -~00<X<00 (126)
y2 2 yl 2
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a%[vz(x, h,)-v,(X,h,)]=0  -co<x<oo (127)
T,y (X, 0)=0 -00<X<00 (128)
O v, (6, 0)v,(x, 020 -so<x<on (129)
OX

o, (x, 0)=o, (x,0) -00<X<00 (130)
0

—[v,(x,h)]=0 a<x<b (a)

OX

9 [v,(x,h)]=0 c<x<d (b) (131a-b)
OX

(121) nolu ifadedeki p(x) ve q(x) rijit bloklar ile (1) nolu tabaka arasindaki bilinmeyen temas

gerilmeleridir.

2.3.2. Katsayilarin Belirlenmesi

(121)-(130) nolu esitliklerle verilen smir sartlarinin (106)-(120) ile verilen yer
degistirmeler ve gerilmelere ait denklemlerde kullanilmasi ile katsayilarinin bilinmeyen

oldugu on tane cebrik denklem elde edilir. Bu denklemler asagida verilmistir.

(2o e ™™ A, +[(-2|o|h +(x, - 1)e ™" A, +2|a] A,

+[2Ja|h+(x, -1)]A, = (P+Q)e™" (132)
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(2ae®™)A, +[(- % (k, +1) +2ah)e?" A,
+20A, + [(% (k, +1)+2ah]A, =0

(20e?M=) A +[( o (k,+1)+20h,)e > A, +20A,

o

'i'[(M (1, +1)+20h,]A, =0
o

o o

20B, +[(-—(x, +1)]B, +2aB; +[(—(x, +1)]B, =0
a o

(20e"*)B, +[(- o (i, +1)+2ah,)e ™" B, +20B,

o

+Kkﬂ@5+1)+2ahﬂB4=0
o

(-2|of "B, % +[(-2[o| h, + (i, - 1))e ™ B, % +2o B, %

1 1

+(2[afh, + (<, - D)IB, B2+ 2fale™")A, -[(2]afh, + (<, - 1)e ™ ]A,
n

1

-2|a| A, -[2|o)h, + (x, - 1)]A, =0

[Bl + Bzhz](:"_z‘m‘h2 + [Bs + B4h2] - [Al + 'A‘zhz]e_z‘(}l‘h2 - [Aa + A4h2] =0

20C, + 1% e, + 11, = 0

o

B,+B,-C,=0

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)
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(-2|0| B, + (i, - DB, + 20| B + (x5 - 1)B, - F2[2[0| C; + (15 +1)C,] =0
)

(141)

On bilinmeyenli on denklem takiminin ¢6ziimiinden katsayilar asagidaki gibi

elde edilmistir.

+A, =160 (P+Q) {[(-1+20h-kc) )" +(-dath, +(1+20h+k; )e ™" ]
(L1, e (1+15)-(1+1c, Jmb)+((1+c5 ) +(1+1, )mb)
-2e72M%2 ((1+20%h,?)(1+k5)-20th, (141, )mb]+[ (-1+2ah-i, Je
-(2ah, -k, )(20h-20h, )+2ah, -(1+k, ))e 2™ ]
(L+1c, Jmafe™" (115 )-(1+1, )mb)-(1+1¢5 ) +(L+ic, )mb)+

2e22 (2ah, (1+1k5 ) H(1+i, )mb)] /A

-A, =1602(P+Q){[-(1+ 2ah - k;)e*™ + (4ah, + (1 - 20h + K, )e™ "]
1+ Kl)[e4ah2 ((1+13) - (1+1,)mb) + (1 +k5) + (1+ K, )mb)
- 267" (14 202h,2)(1+ K5) + 20h, (1 + K, )mb] + [-(+1+ 2ah +
K1)€*™ + (2ah, +1;)(-2¢h + 20h,) + 2ah, + (1+ K, ))e"**"2]
(1+ 1, )ma[e™" ((1+k3) - (1+ k,)mb) - ((1+i5) + (1 + K, )mb) +

2% (20h, (14 15) + (1+ 1k, )mb)]}/A

+A, = 3203 (P + Q) {(e>" - ™™ )(1+x,)[e™™ ((1+K,) - (1+x,)
mb) + ((1+ 1) + (1 +x,)mb) - 22 ((1+20°h,*) (1 + ;) -
2ah, (1+«,)mb]+[e*" +(-1+20h - 20h, )e > (1 + k,)
mafe "2 ((1+x,) - (1+1x,)mb) - (1+ 1) + (1 +«,)mb) -
2e7" (20h, (1+x,) - (1+K,)mb)]}/A

(142)

(143)

(144)
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A, =3203(P+Q){(-*" +e™ )1+ 1, )[e*" ((1+1,) - (1+x,)mb)
+((1+ x,) + (1+x,)mb) - 2”2 ((1+ 20.*h,*)(1+ ;) + 2ah, (1 +
K, )mb] +[e*" + (-1+ 2ah - 2ah, )e™ " (1 + k, )mafe**" (-(1 +
i)+ (L+ 16, )mb) + ((1+ 1c;) + (1 + 1, )mb) + 26" (20th,(1+ k)
+(1+x,)mb)]}/A (145)

+A, =160 (P + Q) {[(-4ah, + (-1+20h -k, )e*" + (-1+ 2ah - k, )e™">""]
(L4 1)[e ™ ((1+16,) - (1 + 16, )mb) + &7 ((1+ 1) + (1+ 1, )mb)
- 28" (-(1+ 2a%h,?)(1+K;) + 20h, (1 + %, )mb] + [(2ah, + %, )(2ah,
- 20h) + 2ah, + (1+%,))e™" - (1+2ah + 1, )™ (1 + k,)ma[e ™"
((1+ ;) - (1 1, )mb) + €% (-(1+ 1c,) + (1+ 1, )mb) + 26 (-2ah,
(1+1x,)+(1+x,)mb)]}/A (146)

-A, = -160° (P + Q) {[-(-40h, + (1+2ah + k,)e*" - (-1+ 2ah - K, )e™ "]
(L4 1) [ (1+ 1) - (1+ 16, )mb) + € (1 + &) + (1+ ¢, )mb)
-2e*" ((1+ 20%h,?)(1+ ;) + 2ah, (1 + x,)mb] + [(2ah, - x,)(2ah, -
2ah) - 20h, + (1+x,))e*" + (-1+ 20h - K, )e™ " ](1+ «, )ma[e**"
((1+ ;) - (1+x,)mb) - e*2((1+ 1) + (1 + x,)mb) + 2e*"2 (2ah, (1 + ;)
+(1+ k,)mb)]}/A (147)

+A,=820% (PHQ) {(e ¥ e ) 1+ o™ ((1+<,)-(1c, )mb)
+e72"2 (141, )+H(1+K, )mb)-2e "2 (1+2a*h,* ) (141, )-2ah, (
1+x, )mb]+[(-1+2ah-2ah, )e**" +¢ " ] (1+k, )ma[e " (1
+1c,)-(141c, )mb)-e > (1+1c,)+H(1+1c, )mb)-2e "2 (2ath,, (14,
)-(1+x,)mb)]}/A (148)
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A\ =320° (PHQ) (e e 2% ) Lic, e (1 (11, mb
+2"2 ((1+x, )+(1+x, )mb)-2e*" ((1+20°h,* ) (14K, )-20h,
(1+1c, )mb]+[-(1+2ah-2ah, )e** +e* " ] (1+k, )ma[e* (
(L+1c,)-(1-+1c, Jmb) - (i, H(11c, Jmb) 26 (20,
1+, )1+, )mb)] /A (149)

+B,=320" (P+Q) {[-1+a(h-h, ))e ™" +(1+a(h-h, ))e "]
(L1, Jmafe™ (-(1-+(1-20th, -1, ) (-(1+1c, )+ (14K, )
mb))+e "2 (1+(1+2ah, )k, )(1+k;)-(2ah, +(1+k, )

(150)
)(L+c, Jmb] }/A

B,=3207 (P+Q){[-(-1+(-hrth, )™ (I +oh-h, ))e 2 |
(1, )mafe™ (1+(1+2ah, +1c, ))(-(1+1c,)+(1+K, )mb))
e*" ((-1+(-1+2ah, ), )(1+Kk5)+H(-2ah, +(1+K, ))(1+Kk, )mb]}/A (151)

+B, = 640 (P+ Q){[-(1+ a(h - h,))e™™ - (1+a(h - b, ))e ™" ]
(L, )mafe ™ (14 k,) - (1+ k,)mb)
- ((1+ 2ah, )(1+ ;) + (1 + Kk, )mb] }/A (152)

-B, =640*(P+Q){[(1+a(h-h,))e*" +(-1+a(h-h,))e™ "]
(1+ 1, )mafe™" (1+ 1) - (1+ 1, )mb

+e22 ((-1+ 20h, )(1+ %) + (1+k,)mb]}/A (153)

+8, = 326 (P+Q){[-1+ a(h-h,)e™ +(1+a(h-h, e ]
(1+ 1, )mafe "™ (-(1+ (1 - 2ah, K, )(1+ ;) + (20h, - (1
+1,))(1+ K, )mb) + e ((1+2ah, +x,)(1+x,) +
(1+,)mb]}/A

(154)
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B, = 320°(P+ Q) {[-1+alh +h,)e™ + (1+ ah+h,)e” ]
(1+ Kl)ma[e40lhz ((1+(142ah,)x,)(1+K;) +(2ah, +(1+
K,))(1+x,)mb) + e ((-1+ 2ah, - k,)(1+1x;) +(1+K,)mb]}/A (155)

+B, = -64a*(P+Q){[-1 +ath-h,)e™ +(1-+a(h-hy))e™ ]
(1+x,)ma[e™((-1+20h, )(1+,) - (1 +x,)mb)
+e7 (14 1) + (141, )mb]}/A (156)

-B, =-640°(P + Q) {[-1+a(h-h,))e*" +(1+a(h-h,))e" "]
(1+ Kl)ma[e‘“ﬂ12 ((1+2ah, )(1+1x,)+(1+K,)mb) - e ((1+ Ks3)
+(1+x,)mb]}/A (157)

+C, = 640 (P + Q) {[-1+ a(h - h,))e®" + (1+a(h - h,))e ™ ]
(1+x)(A+x,)(1+k;)ma[(-1+ ah, Ye e 4 (1+ ah, Yo THA (158)

-C, =640 (P + Q){[1+a(h - hy))e™ + (-1 + ath- h,))e" "]

(159)
(L+1)(1+1%,)(1+ Kk, )ma[1 + oh, )e*" + (-1 + ah, )e*" A
+C, =1280°(P + Q){[1+a(-h + h,))e™" + (-1+ a(-h + h,))e "]
(1+,)(1+ 1, )ma[(-1+ ahy )e ™ +(1+ ah,)e™" J}/A (160)
-C, =1280*(P+ Q){[1 + a(h - h,))e’™ + (-1+afh - hy))e™ > ] (161)

(14, )(1+x,)ma[(1+oh,)e*™ +(-1+ah,)e’™ ]}/A

Ay
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Bu ifadelerde gecen ma, mb biiytikliikleri asagidaki gibi tanimlanmustir.

_H

ma=—=
I, (162)

_ M3

mb=—
W, (163)

Probleme iligskin denge sartlar1 olarak

[pOgdx =P"  (a)

Tq(x)dx=Q' (b) (164a-b)

ifadeleri yazilabilir.

A = -640°{[-e*" - 2(2ah - 2ah, )e ™ + e (1 + ) [e™**™
((1+15) - (1+1,)mb) - (1+15) + (1 +1,)mb) - 2™ (-(1
+20°h,*)(1+ x,) + 2ah, (1+ k,)mb)] + e - 2(1 + 20?
(h-h,)?)e?">*"= + e ](1+x,)male™ ((1+K,)-(1+K,)mb) -
((1+ 1) + (1+x,)mb) - 2?2 (20h, (1 + k,) + (1+1,)mb)]} (165)

2.3.3. integral Denklemin Elde Edilmesi

Rijit bloklar altindaki p(x) ve q(x) temas gerilmesi yayiliglarinin bilinmeyenler
oldugu daha 6nceki kisimlarda belirtilmisti. Bu gerilme yayilislarini elde edebilmek igin,
katsayilarin belirlenmesinde kullanilmayan (131) nolu sinir sartindan faydalanilacaktir. Bu
esitlik y=h’de a<x<b ve c<x<d i¢in sifirdir. Problemin ¢6ziimii i¢in kullanilacak integral
denklemler bu sinir sartindan elde edilecektir.(131) nolu smir sart1 asagida agik bigcimde

verilmistir.

—38

ov, 1
- = X’ =
15).4 (*.y) 2

ia {[A, +A,y]e™ +[A, +A,y]e o da =0 (166)
7T

8
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Bu ifadede katsayilar yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

aQX[Vl(X,y)]ZO ifadesi en genis sekliyle tanimlanmais olur.

- = -iat iox ‘u‘ q‘
l( X,y)= 21t Ip(t) e dt.[ ie { [0A,+Aay]e™ +[aA,+Aay]e y}d

_Z__Iq(t) e '“‘dtJ. le”‘x{ oA, +A (xy] ‘“‘y+[aA +A ay] ol }da—O (167)

—00

% (X,y)=P' Of g {[OLA +A ay "y+[aA +A ocy] e"y}d
+Q' T je {[OLA +A ay]e “y+[(xA +A ay]e }d
+P' T jgito) {[aAl +A20cy] e+ [ocA3 +A 4(xy] e™ }da

+Q' i e [OLAl +A20Ly] e+ [OLA3 +A 4(1}7] e™ }d(x=0 (168)

Integralin sinirlar1 degistirilip denklem tekrar yazildiginda;

% (x,y)=P' I e ([ +A,ay] e+ [aA+A,ay] e do
+Q' I e {[a, A 0y ] e+ [aAs +A,oy]e™ lda
iot-x) {[('a)('A1)+('Az)(-G)Y] e }da
+[(0)(-A A )(-a)y]e”
{(_a)('A”*('Azx-a)y] }d“=o

+[(0)-Ag)H-A,) -0y ]

+P'Tie

0

+Q' ]9 joio)

0

(169)
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%(X,V): T{ A ay|e™ +[oA, A, ay]e” } [cosa(t-x)-isina(t-X) | da

[aA
'T{ aA,+Aay|e®” +[aA,+A,ay]e” } [cosa(t-x)-isina(t-x) ] do
. {[( 0)(-A)H-A,)(-a)y]e™ +
2 | [C-ADH-A(-)y]e™

o { (o) (-ADH-A,)(-0)y]e™ +
o | [(Ca)(-A)H-A,)(-w)y]e®™

+

} [cosa(t-x)+isina(t-x) | da

+ }i [cosa(t-x)+isina(t-x)]do=0  (170)

Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra denklem asagidaki halini alir.

A tA,
ov, (x y)= 2——j p(t).[ {{ZA " 4 ai’]]:ay }[sina(t-x)da]dt
[
[aA

-22——j ()j{

oA, +A oy e

oy]e }[Sina(t-x)da]dtzo (171)
€

(171) nolu denklemde y—h limitine gegilirken pay paydaya boliindiigiinde iraksak, temas

gerilmesinin diizglin bir sekilde elde edilmesini dnleyen terimler ortaya ¢ikmaktadir. Bu

durumu gidermek i¢in ortaya ¢ikan;

e j p(t)dtj g [l L y)}ma(t—x)da

-== j q«)a{j g F A y)}ma(t—x)da} (172)

Ifadesinin kapali integrali integral doniisiim tablolarindan kolaylikla bulunabilir. Buna gore;
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Te"“h‘y’sina(t-x)da:—(;['X) .
5 (h-y)“+(t-x)

[ athy) _ 2(h-y)(t-x)
.([ ae ™ sino(t-x)da=(h-y) [y +(t0) T (173)

olarak elde edilip y— hlimitine gegcilirse, gerekli kisaltmalarinda yapilmasi sonucunda

asagidaki integral denklemler elde edilmis olur.

1
___jp(t)dt {k(xl,t) 7 (t_Xl)}
1
———jq(t )dt, {k 00 tp)+ = (z-xl)} 0 a<x;<b (174)
___Ip(t)dt {k(xz,t) L }
4 (t,-x,)
1
———Iq(t ), {k (Xate) += (2'X2)j| 0 c<x,<d (175)

Denklemde gecen K, cekirdegi asagidaki gibi tanimlanmustir.

k(1) = [{{I60° (1+ 1) ((€*" -e*™ -dae” ™ (h-h,)) (L+,)
0
ma(-1-k, - (1+x,)mb+e*™ (1+ 1k, -(1+k,) mb)+2e>"
(-2ah, (1+1,) +(1+ 1) mb)) + (e "+ pg2eh-2eim)
1+ x)(1+x, +(1+K,)mb+e* ™ (1+x,-(1+1x,) mb)+
2% ((1+ 20’ h,*)(-1-% ;) + 20h, (1+%,) mb))) }/A -
(1+ «,)/4} {sina(t - x) }da (176)
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2.3.4. Integral Denklemin Sayisal Coziimii

Integral denklemin sayisal ¢Oziimiinii kolaylastirmak igin a=h/z degisken

doniisimi yapilmis ve a<x;<b, c<x,<d olmak iizere asagidaki boyutsuz biiyiikliikler

tanimlanmustir.
b-a b+a b-a b+a
d-c d+c d-c d+c
X,=—1I, +— t,=—s, +— 178
2 2 2 2 2 2 2 2 ( )
G,= p(sl%/h G,= OI(sz%m (179)

Tanimlanan bu boyutsuz biiyiikliikler (174) ve (175) no'lu integral denklemlerde
yerlerine yazildiginda;

——I 0,() 2, #1m (1) + o) L]
7(5141)
2
——jgz(sz) s [, (r 5,0+ 10 (80

[752 +T]—[7 W‘T]

I gl(s) ds ilms(r, 8+ (1J:1K1) b-a_  bta 1 dc_ dc )
[+ 1-[n+"]
2 2 2 2
1+x) 1

[dZ-C (32 I )]

J 9, (s, ) ds M, (1,.5,)+ 1=0 (181)
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m,(r,,s,) = K, (X, t,), my(r;,8,) = Ky (X, t,)

m,(r,,8;) = K (X, 1), M, (1, 8,) = ky(X,, t,)

denklemleri elde edilir. Burada g(s) rijit blok altinda ortaya ¢ikan boyutsuz temas
gerilmesidir. g(s) s=%1’de tekillige sahip oldugundan integral denklemin indeksi +1°dir ve

¢Ozlm;

G;(s)
(157)?

9i(s)= (-1<s, <1) (i=1,2) (182)

olarak alinabilir (Erdogan ve Gupta, 1972). Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii

kullanilacak olursa (180) ve (181) nolu denklemler;

S, P2im sy TR L

i=1 4 ; (Sli 'rlj)
I (1+x,) 1 B
:Z G (32| [m (r1’32)+ 4 d-C d+C b'a b+a ] =0
z [+ S+ 0
2 2 2 2
G=1,...,n-1) (183)
D WG (5,) [y ! ]

b-a b+a d-c d+c
M e A Y A

2 2 2 2
. d-c d+x,) 1 3
_;VViGZ(SZi)E[nM(rZ’SZ)-'_ 4 [E(s B )]]—0
2 2i 7'
G=1,...,n-1) (184)

seklini alir.
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Probleme ait denge sartlari ;

[p(t)dt, =P (a)

Tq(tz)dt2 =Q (b (185a-b)

Bu sartlarda tanimlanan boyutsuz biiyiikliikler kullanilirsa

1t b-a
_E:[gl(sl)Tdsl =1 (a)
1§ d-c Q
HeE) T =g ) (1862-b)
elde edilir.

Uygun Gauss Chebyshev integrasyon formiilleri kullanilirsa denge

denklemleri
L b-a
W.G —=1 a

;ﬂ: (Sl| 2h ( )

ZnWG (sz,) h =QP (b (187a-b)

i=1
olarak elde edilir.

Bu esitliklerde;

1 1 )
W, =W, W,=W=—"— W=—"i=2.... n-1 (188)
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S, =S, = C0S(— m) =1, N (@)
rlj=r2j=cos(%n) =l (D) (189a-b)

olarak tanimlanmistir. Boylece (183) ve (184) ve (187) nolu denklemlerden 2n bilinmeyenli
2n tane denklem elde edilmis olur ve bilinmeyen temas gerilmeleri p(x), q(x) ve bunlara

bagli olarak bulunan A;, B;, C; (i=1,2,...,4) (j=1,2) katsayilar1 belirlenebilir.

2.3.5. Gerilme Cekirdeklerinin Yakinsama Kontrolii

Elastik yar1 sonsuz diizleme oturan elastik iki tabaka problemine ait gerilme ve yer
degistirme ifadeleri (89)-(93) nolu denklemlerde elde edilmistir. Boliim 2.3.2 “de belirlenmis
olan A;, B;,C, (1=1,2,...,4) (j=1,2) katsayilar1 ile integral denklemin ¢oziilmesiyle elde

edilen p(x) ve g(x) temas gerilmelerinin gerilme ve yer degistirme ifadelerinde yerine
konularak bu ifadelerin ¢ekirdeklerinin yakinsayip yakinsamadiginin kontrol edilmesi
gerekmektedir. Clinkii gerilme ve yer degistirmelerin dogru olarak hesaplanabilmesi i¢in
gerilme ve yer degistirme ¢ekirdeklerinin yakinsamalar1 gerekir aksi halde integral sinirlar:
dogru olarak belirlenemez dolayisiyla gerilme ve yer degistirmeler dogru olarak
hesaplanamaz.

Yapilan ¢aligmalar sonucu yalmiz y—h durumunda o, (X,¥),0y (X,y):Tyy (X,¥)

gerilmelerine ait cekirdeklerde yakinsama durumunun bozuldugu goézlenmistir. Diger
yerlerde ise gerilme ve yer degistirmelere ait ¢ekirdeklerin yakinsadigi yani siirekli olarak
sifira yaklastiklart belirlenmistir.

6, (X,9),0, (X,y),T,, (x,y) gerilmelerine ait cekirdekleri bozan singiiler terimler asagidaki gibi

elde edilmistir.
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6, (X) = —% [ pet )t [ 11+ ath - y)le ™ [cosat, ))do

- % j q(t,)dt, T [-1+a(h—y)le ™ [cosa(t,-X)]da (190)

b 0
oy, (Xy) =— % I p(tl)dtlj [1+ ach — y)le ™ [cosa(t,-x)]da

d )
= % [att,)dt, [[1+ a(h — y)le " [cosat,-x)]da (191)
c 0

b 0
Ty (%3Y) = —% [ p(ty)dt, [ [ah = y)e ™" [sina(t, -x)]da
a 0

-2 Jatt )t fath - yle " sinatt, ldo (192)

Bu singiiler terimlerin kapali integralleri ise;

" (h-y) P U i Gt
S L o ey v e
: 09 g OV 03
B e T 4
. (h-y) QO
R L T B S (e e

B (h-y) (h—y)? —(t, — x)’
Iq(tz)[(h—y)%(tz—) Ul o o 2

2(h - y)(t,-x)
[(h—y)* +(t, —%)°]

b
o = —| P —y) Fldt,
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¢ 2(h—y)(t, — X)
- h— 2 d 195
_[q(tz)[( Y) [(h . y)2 + (t2 _ X)2]2 ] t2 ( )

olarak belirlenmistir.
Yakinsamay1 bozan (190), (191), (192) ifadelerindeki singiiler terimlerin gerilme
ifadelerinden ¢ikarilarak, bunlarin kapali integrallerinin ilave edilmesi ile cekirdekteki

bozulmalar giderilmis olur. Buna gore;

64 (%,Y) =6, (%,Y) -0y, (%) F 0y, (X.3) (196)
CSyl* (Xa Y) = Gyl (X’ Y) - cSylk (Xa Y) + c5ylm (Xa Y) (197)
Txyl* (Xa Y) = Txyl (Xa Y) - Txylk (X’ y) + TXYlm (Xa Y) (198)

Gerilme ve yer degistirme ifadeleri boyutsuz hale getirildikten sonra Fortran
programlama dilinde yazilmig bir bilgisayar programi ile herhangi bir noktadaki gerilme ve

yer degistirmeler hesaplanmistir.
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2.3.6. Alt Tabaka ile Elastik Yar1 Sonsuz Diizlem ve Tabakalar Arasindaki ilk
Ayrilma Yiikleri ve 1k Ayrilma Uzakliklar

Tabakalarin birbirine temas ettikleri yiizeydeki o, (X,y) gerilme yayilisi ilk ayrilma

yikii ve ilk ayrilma uzaklhiginin hesaplanmasinda kullanilir. Temas yiizeylerindeki

o, (xh,) ve o, (x,0)gerilmelerine, kiitle kuvvetleri eklenip gerekli ara islemlerin
1

yapilmasi sonucunda ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklarin1 veren ifadeler asagidaki

gibi elde edilirler:

1 1¢ 17
Sy, (x,h;)=- I J- k, (x,t,)p(ty)dt, - - J- k, (X,t;)q(t,)dt, -co<x<co (199)

1

b d
1
oy, (x,0)=- ~ ! ks (X, )p(ty)dt; - - i_j ! Kk, (X,t,)q(t,)dt, (200)

-00<X<00
Burada A,, A, yiik faktorleri olup;

P

= 201
p,gh, (201

}\’1

P

- (202)
® pigh, +p,gh,

olarak tanimlanmustr.

(199) ve (200) ifadelerinde gegen K,(X,t) ve Ks(Xt) integral denklemlerin

cekirdekleri olup agik halleri asagidaki gibidir.

K, (X,t):T [1280° (e (-1+a(h-h, ))+e ™" (1+a(h-h, ))](1+x,)

[ €2 (14K, )-(1+Kk, )mb)+e ™2 (14K, )+(1+K, )mb)-2e "

((1+20°h,%)(1+K;)-2ah, (14K, )mb)]/(cosa(t-x))da (203)
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K (x,t) = ]?{-256(13 [(1+ah, +e™?™ (-1+ah, )](1+k, )(1+K, )mb[e

(-1+a(-h+h,))+e>">"2 (1+a(-h+h,))]}(coso(t-x))da (204)

A, ylik faktoriiniin belli bir kritik degere (A ) ulasmasi durumunda tabakalar
arasinda ayrilmalar s6z konusu olur ve problem siireksiz temas problemine doniisiir. Bu
nedenle siirekli temas durumunun gergeklesmesi icin temas gerilmelerinin temas yiizeyi

boyunca her yerde basing olmasi gerekir bu da ancak 0 <A; <L olmasi ile saglanabilir.
Ay > L, olmasi durumunda tabakalar arasinda ayrilmalar olur ve problem siireksiz temas

problemine doniistir.

Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliginin belirlenebilmesi
icin (199) ifadesinin sifira esitlenmesi gerekir. Bu esitlikler yardimiyla ilk ayrilma yiikleri
ve ilk ayrilma uzakliklari birlikte bulunabilir. Bu esitligi saglayan X uzakligi, ilk ayrilma

uzakligi (X, ) ve buna karsilik gelen yiik faktorii de kritik yiik faktorii (1, ) olarak ifade
edilebilir.

P

A, =—o (205)
' pghy

Elastik yar1 sonsuz diizlem ve alt tabakaya ait ara yiizeydeki ilk ayrilma yiikii ve ilk
ayrilma uzakliginin belirlenebilmesi i¢in ise (200) nolu ifadenin sifira esitlenmesi gerekir.
A, yiik faktoriiniin belli bir kritik degere (1, ) ulasmasi durumunda ise elastik yar1 sonsuz
diizlem ve alt tabaka arasinda ayrilmalar s6z konusu olur ve problem siireksiz temas
problemine doniisiir. Bu nedenle siirekli temas durumunun gerceklesmesi igin temas
gerilmelerinin temas ylizeyi boyunca her yerde basing olmasit gerekir bu da ancak

0<X, <A, olmasi ile saglanabilir. 1, > X, olmasi durumunda alt tabaka ile elastik yari

sonsuz diizlem arasinda ayrilmalar olur ve problem siireksiz temas problemine doniisiir.

Bu durumda ilk ayrilma uzakligi (X, ) ve buna karsilik gelen yiik faktorii de kritik

yik faktorii A, olarak ifade edilebilir.
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P
e (206)
p.gh, +p,gh,

2.4. Siireksiz Temas

iki rijit diiz blok aracilig1 ile yiiklenmis elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan
tabakalara ait siireksiz temas problemi iki durum i¢in ayr1 ayri incelenmistir. Bunlardan
birincisi alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki siireksizlik, ikincisi ise iki elastik
tabakaya ait ara ylizeyde meydana gelecek siireksizlik durumudur.

Problem ¢oziiliirken biitiin yiizeylerin siirtinmesiz oldugu kabulii yapilmis ve

coziimde elastisite teorisinden yararlanilmistir.

2.4.1. Alt Tabaka ve Elastik Yar1 Sonsuz Diizleme Ait Ara Yiizeyde
Meydana Gelen Siireksizlik

Elastik tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeyde ayrilma meydana
gelebilmesi igin yiikiin (1, ), bu ylizeyde ilk ayrilmayi meydana getirecek yiikten (4, ) daha
bityiik degerler almasi gerekir. A, > A, olmasi durumunda siirekli temasta gegen (129) nolu
sinir sart1 artik gecerli olmayacaktir. Elastik yar1 sonsuz diizlem ve alt tabakanin birbirinden
ayrildigi (e, ) araliginda diisey yer degistirmeler farkinmn tirevi @(X) gibi bilinmeyen bir
fonksiyona esit alinmistir. Bu fonksiyonun integrali ise (e, f) araligindaki elastik yar1 sonsuz
diizlem ile alt tabaka arasindaki ayrilmayi verecektir. Elastik tabakalar ve elastik yar1 sonsuz
diizlem arasindaki siireksizlikler incelenirken, ara yiizeylerde siirtiinmenin bulunmadigi
kabul edilmistir. Tabakalara ait kiitle kuvvetleri ise hesaba katilmistir. Elastik yar1 sonsuz

diizlem ve alt tabaka arasinda siireksizlik bulunmasi halinde kullanilacak simir sartlari

asagida verilmistir.
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Yy
R -
) X Z
K}
Sekil 8. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki siireksiz temas
probleminin geometrisi
2.4.1.1. Simir Sartlar
-p(X) a<x<b
o, (X, h)=1-q(x) c<x<d
! (207)
0 -00<X<a, b<x<c, d<x<oo
Ty, (x, h)=0 -00<x<00 (208)
Ty, (x, h,)=0 -00<x<00 (209)
Ty, (x, 0)=0 -00<X <00 (210)
Ty, (x, h,)=0 -00<x<00 (211)
Sy, (x, h, )=c5y1 (x, h,) -00<X<00 (212)
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i[v2 (%, h,)-v,(x, h,)]=0 ~00<X<00 (213)
OX

Ty, (x, 0)=0 -00<X <00 (214)
0 _[o(x) e<x<f

X [V, (x,0)-v,(x,0)]= { 0 p<x<e, f<x<oo} (215)
oy, (x, O)=csy3 (x, 0)=0 e<x<f (216)
9 v, ()] =0 a<x<b (a)

ox

a%[vl(x’ h]=0 c<x<d (b) (217a-b)

Probleme ait denge sartlar1 ;

[ p(x)dx = P" @)
[ a09ax=Q" (b)

iken tek degerlilik sart1 ise, asagidaki gibi yazilabilir.

[@()dx =0 (©) (218a-b-c)
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2.4.1.2. Katsayilarin Belirlenmesi

Siireksiz temasla ilgili olarak (207)-(216) nolu esitliklerle verilen sinir sartlarinda
gerilme ve yer degistirme ifadelerinin uygulanmasi sonucu 10 tane cebrik denklem takimi

elde edilmistir. Bu denklem takiminda bilinmeyenler A:,B:.C? (i=1,...,4 j=1,2) “dir.

(2|0 e ™MAT +[(-2]o| h+ (x, - D))" ]A; +2]a A +[(2|o|h

+(x, - 1)]A; = (P +Q)e ™" (219)
(2ae?“ ™)AL +[(- % (i, + 1)+ 2ah)e " JA} +20A]
+[(M (k, +1)+20h]A; =0 (220)
(0
(202" )A] + [(-%| (i, +1) +2ah,)e” " A} +20A;
o .
+H[(— (k, +1) +2ah,]A, =0 (221)
(0]
— ol *
20B, +[(- E (x, + 1B, +2aB; + [(E (x, +DH]B, =0 (222)
(20e")B; + [(.%(K2 +1)+20h,)e ™" B +2aB;
1% e, 1)+ 20,18, -0 (223)

o
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(-2|of "B} % +[(-2[o] b, + (ic, - 1))e ™ ]B; % +2|oB; t—z +[(2[a/n,

1 1 1

+(c, -1))IB, ﬁ— +2Jo )AL - [(2|afh, + (, - 1) 1A,

1

-2|a| A -[(2]o]h, +(x, -1))]A, =0 (224)

[B; + Bjh,Je”™"™ +[B; + B;h,]-[A] + Ash,]e” " - [A;+ Ajh,]=0 (225)

20C; + [(M (k, +D]C, =0 (226)
(0

B, +B;-C =F/ (227)

(-2]a| B} + (x, - DB, +2|a| B, +(x, - B,

228
B 2)alct + (e, +1D)CST=0 229
2
1 f
= J ot (229)

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden katsayilar, bilinmeyen temas gerilmeleri p(x),

q(x)’e ve @(x) e bagli olarak asagidaki gibi belirlenmistir.

A] =1280’ FTmb(l +1x,){[e*"(-1+ah,) + (1+ah,)]

+ [ (1-20h, +K,) ™ (1-20h +x,) + 2a(h-h,)2a-k)]A  (230)
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A, = 2560 FTmb (1+1x,){[e™ + e (-1+ 2a(h - h,))][(-1+ah,)

(€™ +(1+0h,)]}/A

Fmb

A; = -128a? — (1+x,){[e* (-1+ah,)+(1+ah,)]+[e*"*(1

+20h, +1,) - € (1+(20h +,)(1+ 20h - 20h,)]}/A

AZ = 2560(3 FTrnb(l + Kz){[e-z(xhz (1 4 Othz) 4 (_1 4 Othz)] 1 [e—4ah—2ah2

+e?*2 (L1 + 20h - 20h,)]}/A

BI = -64(12 F_mb {[e—4ah v e-auhz _ 2e—2mh-2txh2 (2(1(1’1 _ hz))](l + Kl)[(l _ e-2vhz
|

(1 - 2(1112 )((1 4 Kz) _ 4a2hzze-2ah2 1+ [e-4ah - gy _ 9 g-20h-2ehy (1 +
20 (h-h,)))(1+ 1, )mal(-1+e™™ (1+1,) - 4ah,e™ ]}/A

B, = -1280° 10 ffe* - 1267 (2u(h-, )

(1 + Kl)[(l + g2 (_1 + 20(112 )] + [e—4ah 4 gy _ 0 o2ah-2ah;

(L+ 202 (h-h,))][-1+e™2](1+x, )ma}/A

B; = 640’ —Frinb {[e*" - - 2e*" % (2q(h - h,))](1+k,)[(e*"

_ e-Zuhz (1+ 20(1’12 )(1 + KZ) _ 4ahze—2ah2 ] + [e-4uh + e—4ah2 _ ze-Zah—Zahz

(L+202(h-h,))](1+ &, Jma(e* -e™)(1+K,) - doh,e™* ]}/A

(231)

(232)

(233)

(234)

(235)

(236)
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BZ = 128(13 FTrnb {[e-4ah2 (1 + 2(1,1'12) _ e»2(xh2 ](1 + Kl)[_e-4uh + e»4ah2
+ 2e-2ah»2ah2 (20((1’1 _ h2 ))[_e-4ah2 + e-Zahz ](1 + Kz)ma [_e-4uh + e»4(xh2
-2e7"™ (14 2a*(h - h,)*)]+4ah,ma[-e™" + > J[e™"

+ e.4ah2 _ 2e-2ah-2ah2] + 8(13 (h _ h2 )2 h2 26»2&11»2(;112 (e—4ah2 _ e-Zahz )}/A (237)

CI — 64(12 TF(l + K3) {[e-4ah + e-4rxh2 + 2e—2qh-2rxhz (2(1(h _ hz))] [_1 _ e»4rxh2
+ Ze—Zo.hz (1 + 2a2h2)](1 + Kl) + [e-4ah + e—4ah2 _ 26—20h—2ah2 (1

+202(h - h, ))][-1+€*" - 262 (20h, )] (1+ x, )ma}/A (238)

C, =-1280° TF {[e™" - -2 (20(h - h,))][1+e*"™
=287 (1+ 20°h*)] (1 +k,) +[e™" +e™™ - 2™ (2ah,)]
[-1+ e - 26™% (1+ 202 (h - h,))](1 + K, )ma}/A (239)

2.4.1.3. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Elastik tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara ylizeyde ayrilma meydana

gelmesi durumunda smir sartlarindan elde edilen A*,A*,, A*,,A*,, B*,B*, B*,
B*,,C*,C*, katsayilar1 p(x), q(x), ¢(x) gibi bilinmeyen ii¢ fonksiyona bagli olarak

belirlenmistir. Bu fonksiyonlarin bulunabilmesi i¢in (216) ve (217) nolu
6, (x,0)-(p,gh, +p,gh,) =0 e<x<f  (a)
O vxh]=0  a<x<h (b)
ox

%[Vl(x’ h)]=0 c<x<d (c) (240a,b,c)
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sinir sartlarindan faydalanilacaktir.

0
Ay A% A%, A, Katsayilan 6_X[V1 (X,¥)] *de yerlerine yazilirsa
p i A oA * +A* o e"“‘y
%(X, y) = 'iijp(t) e—mtdtJ‘ jpinx [ 1 2 Y] o
6)( 271: l’ll a s + [aA *3 +A *4 ay] e‘a‘y

* * oy
'Z_—IQ(t)e"“dtJ- ie'™ {[a[A L FA%; ayle }da

+[aA*, +A*, ay]e"”

f x A% A * aly
+ zi [ e™dt [ ie™ {[a[ L FAT aye }da =0 (241)
T e -0

+[aA *, +A*, ay]e"”
elde edilir. (241) nolu denklemde integral sinirlar1 degistirilip diizenlendikten sonra denklem

+A*, ay]e™®

oA *, +A*, ay]
-2—— t)at

[ q(t {{ WA® AR ay]a

T [@A * +A*, ay]e™ +
o |[0A*, +A*, ay]e™

Ny L(xY) = -2—— j p(t)dt j ﬁ }[sina(t ~x)da]

}[sina(t - x)da]

1 f
+2— | p(t)dt
-] o®

e

}[i cosa(t - x)da]

(242)

seklini alir.

Yukaridaki denklemde y—h limitine gegilirken pay paydaya boliindiiglinde, ortaya
¢ikan iraksak ( integral denklemin yakinsamasini bozan ) singiiler terimler, p(t) ve q(t) nin
carpan oldugu cekirdekler siirekli temastakinin aynisit olacagindan siirekli temastakinin
aynisidir.

Bu durumda (240-b,c) den a<x<b ve c<x<d araliklarinda integral denklemlerden ikisi

asagidaki gibi diizenlenebilir.
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11°% 1+, 1
== [pt)dt, | k (x,,t)+ !
nlil'!:p( 1) 1{ 1 (X, ) 4 (tl_xl):|

11 ¢ 1+x 1
== |q(t,)dt, | k (x,,t,)+ .
A [ () + = (tz-xo}

1°
+;J.(P(t3)dt3 [kS(X19t3)] =0 a<x, <b (243)

11¢ 1+ 1
-__Ip(tl)dt1|:kl(x2'tl)+ | :|

T a 4 (t,-x,)

11d 1+« 1

-——(q(t,)dt, | k,(x,,t,) + 1

nmimZ)z{l(ZZ) 4 afxg}
f

+lj(P(t3)dt3 [k3(x2, t3)] =0 c<X,<d (244)
e

Integral denklemde gegen K (X, t) ve K,(X, t) cekirdekleri sirastyla (176) ve (204)

esitlikleri ile tanimlanmustir.
Bilinmeyen fonksiyonlar p(x), q(x) ve ¢(x) ‘in belirlenmesinde kullanilacak ti¢tincii

denklem ise (240-a) nolu esitliktir.

o, (x,0)-(p,gh, +p,gh,)=0 e <x<f

B*,B*,,B*;,B*, katsayilar1 kiitle kuvvetleri dikkate alindigi durumda ortaya

¢ikacak o, (x,y) disey gerilme ifadesinde yerine yazilirsa
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1

-1)-2
o, (xy) = “ Lh Ip(t)e"“dtj-le { 1;+2|(|x||y]]}}}da
s - oy
-1)-2afyl} }da
-1)+2]a| y1}

f w (e 2B, |of|+ B [(k, -1)- 2
+ H_Z.[@(t) e—latdtJ' jaiox { { 1 |(1| 2[(](2 ) |(X.| Y]} }da]
2m . *3* *

e
_ 1 MQ iat 10X
—u —jq(t)e dtj;le {

1

+¢ 1) +2 o] y1}
- (p,gh; +p,gh,) =0 (245)

Siurlar degistirilip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklem asagidaki seklini

alir.

= {-20B"+B;[(i,-1)-2ay]}
+e™{2aB;+B.[(k,-1)+20y]}
1 uzj @ dtj e {-20B" B} [(ic,-1)-2ay]}
+e{2aB} +B; [(x,-1)+2ay]}

2'”“2 j o(t) dt | {

“{- 2aB +B, L[ (k,-1)-2ay]}
+(p,gh, +p,gh,)=0 (246)

o, (x.y)= [2 ”Zj p(t) dt [ { }[cosa(t-x)]da
}[cosa(t-x)]da

}[isina(t-x)]da]
+e{2aB;+B;,[(k,-1)+2ay]}

Yukaridaki denklemde y—0 limitine gecilirken integral denklemde ortaya ¢ikan tekil

terimler ise;

ooy _ 4mb i
! ° [ [(1+1<3)+(1+1<2)mb]}[“‘)‘Y]Slm(t"‘)d“ (247)

olarak belirlenmistir. Yakinsamayi bozan bu terimler (246) nolu integral denklemlerden

cikarilmali (247) nolu esitligin kapali integrali alindiktan sonra y—0 limitine gecilmelidir.
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(247) nolu esitlikle ifade edilen integralin, integral doniisiim tablolar1 yardimiyla kapali

integrali alinirsa;

4mb
[(14K;)+(1+K, )mb]

{|: - (t-X) . :|_|: 22y(t'X)2 - :|} (248)
y +H(tx)" | [y +(t-x)"]

ooy | 4mb . _|
}[e { [(1+K3)+(1+K2)mb]}[lﬂxy]sma(t-x)da {

yazilabilir. Flde edilen kapali integralde y yerine 0 (sifir) yazilip sadelestirmeler
yapildiginda ii¢ilincii integral denklem asagidaki seklini alir.

1 b 1 d f
== [y (xa,ty) Pt )t - = [kq (Xt )ai(t, )olt, = E2 [k, (X t)
n a n Cc n €

4 Py
1
- B 1 o(t;)dt;-p,gh; -p,gh, =0,  e<x<f (249)
(et (L) 676
2

K, cekirdegi ise ;

0 3
oot [ {2220 M (e 2™ (14 207hE ) 1+ e -
0

A7)
+2e»2ah-2ah2 ('Za(h‘hz )]+[e-4ah +e-40th2 _2e-2(1h-2(1h2 (1_|_2a2 (h'h2 )2]
4p,/p,
(T, T pg /1, (1,
{sina(t;-x,)}da (250)

(1+x, )ma[-1+e "2 -2 (2ah, )]} /A+
2 2

seklinde bulunur.
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2.4.1.4. Alt Tabaka ve Elastik Yar1 Sonsuz Diizleme Ait Ara Yiizeydeki
Ayrilmanin Belirlenmesi

Tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeyde ortaya cikan ayrilma

bolgesinin belirlenebilmesi igin (243) , (244) ve (249) nolu denklemler beraber ¢oziilmiistiir.
Integral denklem takiminin sayisal ¢oziimiinde a=h degisken doniisiimii yapilmis ve
z

(177), (178), (179) nolu denklemlere ek olarak asagidaki boyutsuz biiyiikliikler

tanimlanmugtir.
f-e f+e f-e f+
X327r3 +T t32753+7 (251)
f-e f+e
0s(S;) = MD( 2 S "'T] /P/h (252)

Bu boyutsuz biiyiikliikler tekil integral denklemlerde yerlerine yazilirsa asagidaki
esitlikler elde edilir.

-—Igl(s> s, + [y (50 + S L
(Sl'rl)
2
(1+x) 1

'_jQZ(S) dSZ[mZ(rl’SZ)Jr 4 d-c d+c, b-a b+a]+
s, + r+

1
1 I 95(S)m’,(1,,S,) fids3 =0 -1<r, <1 (253)
T 2h
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1+x) 1 ]
4 b-a b+a d+c
(22 + 28150 + 4

1+ 1
4 [dz-c(sz'rz)]

jgl(s> ds,[m", (1,.s,) +

1+

——jgz(s ) ds, [ (. 5,)+

%iga(ss)m*e (1, 53)1;-_}eld33 -1<r, <1 (254)
17 . b-a
-;:[gl(sl)m 7(r3151) 2h J'gz(sz)m 8(r3,32) d52
4Ms
Ig3(83) dS s[m 9(r3'33) 4 1 -— L =0
(1+K )+V (1+K2) (S -r. ) ﬂz
< <1 (255)

m,(r,s,) =k, (x,t), m,(,s,) =k (x,t,), m,(r,s,)=k,(x,t,)
m*4(r2’sl) = kl(XZ’tl)’ m*S(rZ’SZ) = kl(XZ'tZ)’ m*G(rZ’SS) = k3(X2’t3)
m-(r,s,) =K,(x;,1,), m,(r,s,) =K, (X,,t,), m(r,s,) =k, (X, t,) (256)

Probleme ait (164 ) nolu esitlikle verilen denge ve ( 218) nolu esitlikle verilen tek

degerlilik sartlar1 sirasiyla

J.gl(sl) ds =1 @

viigz(sz)%dsz :% (b)

jgg(sg)dsa =0 (©) (257a-c)

olarak yazilabilir. g,(S,), 9,(S,) boyutsuz temas gerilmesi ve g,(S,) egim fonksiyonlaridir.
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(243),(244) nolu integral denklemlerin indeksis,,s,=*1’de 9,(S,), 9,(S,) tekillige sahip
oldugundan +1 dir. (249) nolu integral denklemin indeksi ise S;=x1’de Q(S,) stfir
oldugundan, -1’dir. Ancak ayrilma bdlgesinin u¢ noktalarinda ayrilma gayet yatik
olacagindan G,(-1) =0, G,(+1) =0 olup integral denklem takiminin birlikte ¢6ziimii i¢in

(249) nolu integral denklemin indeksinide +1 almak uygun olmaktadir. Boylece integral

denklemler i¢in ¢6ziim;

0,6)=28) (1<s<1) (=1,...3) (258)
(1'5i2)§

seklinde aranabilir.

Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri kullanilacak olursa integral
denklemler;

ZWG )7 [ml(rl's )+ (1+4K1) b-a 1

7(Sli - r1)

2 j

(1+x,) 1

ZWG (sz, [m ) Y 47, ba b+a

[—sat I-1 h + ]

2 2 2 2

+iWGs(S3|)2;r]e m*s(rlj 'Ssi) =0 (j:l""’n_]') (259)

1+« 1
—ZWG (sl. T (S ]
[si+—1-[1+—]
2 2 2 2
D W, 53) G (8 1+ G+
[ 2 (Szi'rzj)]
o fe . .
Zvvieg(sgi)z—ﬁ My (F, 5;)=0 (i=1,...n-1) (260)
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ZWG (s1I m’(,S,) - ZWG (s2I *8(r3j,szi)

n-1 4H3

_ZVViGs(S3i) f;e [m*g (rsj ’Ssi ) 42 L ]' i =0

: 2 (L) + 19 () S (s,)
(j=1,...,n-1) (261)

Denge ve tek degerlilik sartlarindan;

an G(l.)l (@)

n

>aw S5G,6)=0P @

i=1

_nzl:“WiGa(Ssa) =0 (©) (262a-c)

olarak yazilabilir. Bu esitliklerde gegen W, s, r,  bilyiikliikleri (188-189a,b) nolu
denklemlerde tanimlanmaistir.

Boylece G,(S;),G,(S;),G;(S,) , e ve figin (259),(260),(261) ve (262a) nolu esitliklerle
3n bilinmeyenli 3n denklem takimi elde edilmis olur.

A,>A; olmast durumunda segilen bir A degeri i¢in e ve f° ye ayni1 anda degerler
2

verilir. Segilen e ve f degerleri igin (262b-c) denklemleri ayni anda saglanmalidir. Eger
saglanmiyorsa ¢6ziim i¢in yeniden e ve f degerleri belirlenmeli ve ¢6ziim saglayana kadar
tekrarlanmalidir. Almman A degeri igin e degeri ile f degeri bulundugunda, (e, f) araligi
disindaki temas yiizeyinde o, (x,0) gerilme yayihsi elde edilir.

(e, f) ayrilma bolgesinde v,(x,0)-v,(x,0) yer degistirmeler farki, yani elastik yar1 sonsuz

diizlem ile alt tabakaya ait ara ylizeyde meydana gelen ayrilmanin belirlenebilmesi i¢in

v*(X,0)=v,(X,0)-v, (X,O)=Ig3(t)dt e<x<f (263)
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H, o« _f-el}
— ,0) = —— | G,(s,)ds -1<r,<1 264
i ¥ (00 = = [ Ga(s)ass : (264)

f-e f+e
+

X= —1r
2 2

yazilip. (264) nolu integral denklemin indeksi +1 alinirsa

_a ki
H2 iy 0) = fz—heZV\/iGS(s3i) (k=2,..,n-1)
i=2

P/h (265)

yazilabilir. Boylece (265) nolu denklemden alt tabaka ve elastik yari sonsuz diizlem

arasinda meydana gelen ayrilma belirlenebilir.

2.4.2. Tabakalara Ait Ara Yiizeyde Meydana Gelen Siireksizlik

Tabakalara ait ara yiizeyde ayrilma meydana gelebilmesi i¢in yiikiin (A,), bu
yiizeyde ilk ayrilmayr meydana getirecek yiikten (1, ) daha biiyiik degerler almasi gerekir.
Ay > A, olmasi durumunda siirekli temasta gegen (127) nolu smr sarti artik gegerli
olmayacaktir. Tabakalarin birbirinden ayrildigi (k, ) araliginda diisey yer degistirmeler
farkinin tiirevi o (x) gibi bilinmeyen bir fonksiyona esit alinmistir. Bu fonksiyonun

integrali ise (k, I) araligindaki tabakalar arasindaki ayrilmayi verecektir. Tabakalar
arasindaki siireksizlikler incelenirken, tabakalar arasinda siirtiinmenin bulunmadigi kabul
edilmistir. Tabakalara ait kiitle kuvvetleri ise hesaba katilmistir. Tabakalar arasinda

stireksizlik bulunmasi halinde kullanilacak sinir sartlar1 agagida verilmistir.
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=

Sekil 9. Tabakalar arasindaki siireksiz temas probleminin geometrisi

2.4.2.1. Simir Sartlar

-p(x) a<x<b
oy, (x,h) =4-q(x) c<x<d (266)
0 -o<x<ab<x<c,d<x<owo
Ty, (x, h)=0 -00<x<00 (267)
Ty, (x, h,)=0 -00<X <00 (268)
Ty, (x, 0)=0 -00<x <00 (269)
Ty, (x, h,)=0 -~00<x<00 (270)

o, (x, hy)=o, (x,h,)=0 k<x<l (271)
2 1
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0 [ e(x) k<x<I

&[Vz (X,hz)-Vl(X,hz)]—{O ~o0<x<k, |<X<oo} (272)
T,y (X, 0)=0 -00<X<00 (273)
% [v,(x, 0)-v,(x, 0)]=0 -00<X <00 (274)
o, (X, 0)=o, (x, 0) -00<X<00 (275)
0

—[v,(x,h)]=0 a<x<b (a

OX

0

= [v,(x,h)]=0 c<x<d (b (276a-b)
Probleme ait denge sartlart;

b

[p(ydx =P"  (a)

d

Jaedx=Q" (b
iken tek degerlilik sart1 ise,

|

j o(X)dx =0 () (277a-b-c)
k

dir.
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2.4.2.2. Katsayilarin Belirlenmesi
Siireksiz temasla ilgili olarak (266)-(275) nolu esitliklerle verilen sinir sartlarinda

gerilme ve yer degistirme ifadelerinin uygulanmasi sonucu 10 tane cebrik denklem takimi

elde edilmistir. Bu denklem takiminda bilinmeyenler A;",B;",C" (i=1,...,4 j=1,2) dir.

(-2|ofe™™AT +[(-2]a|h + (, - 1) " AT +2]a| AT +[(2]a/h

+(k, - 1)]A,” =(P" +Q")e™" (278)
(2ae? ™A +[(- led (i, + 1)+ 2ah)e " AT + 20A%
a
+[(% (k, +1)+2ah]A; =0 (279)
(2ae?P A7 + 1% (e, +1) + 20m, e AT + 2aA7
o
+[(g (k, +1)+20h,]JA; =0 (280)
- el .
20B, + [(-E(K2 +1)]B, +2aB, + [(E (x, +1)]B, =0 (281)
(20" )B]" + [(-M (k, +1)+20h,)e™" |B) + 20B;
a
o -
+[(& (x, +1)+2ah,]B; =0 (282)

o
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(-2[o ™ B} B2 + [(2|afh, + (i, - 1))e ™" B) E2+ 2|0/ B E2 +[(2|afh,
Ly Ly 1

+(x, -1)]B} i— +(2Joe® )AL - [(-2]afh, + (k, - 1))e* AT
1

-2|a| A7 -[(2|o)h, +(x, -1)]A, =0 (283)

[B! +B;h,]e®" +[B; + B h,]-[A” + A h,Je” " - [AT + ATh,]= V%a (284)
w o -
20C, +[(E (k; +1]C, =0 (285)
B +B; -C, =0 (286)
(-2[o B]" +(x, - DB +2]o| BY + (x, - DB, - =2 [2]o|C"
My (287)
+(, +1C;1=0
1 |
=— [ w(t)dt 288
721 20 (288)

Problemin ¢oziimiinde kullanilan katsayilar (A;", A}, A, A}"), temas gerilmeleri

p(x), q(x)’e ve w(X)’ e bagli olarak agagidaki gibi belirlenmistir.

A, =64a’ % (e (14, )-(1+¢, )mb) (11, -1+, ymib)

_2e»2ah2 ((l+20t2h§ )(1"‘](3 )_Zahz (1-|-K2 )mb)] [e'z‘lhz (-1+2(1,h2 —Kl)
+e (1+(x, 2ah)(1-2ah+20h, ))J/A (289)
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A =1280° W [e*"2 (-(141c, )+(1+, )mb)-((1+1, ) +(1+%, )mb)
o
+2e%"2 ((1+20°h3)(1+x, )-2ah, (1+k, )mb)][e™*> + e (

-1+20(h-h,))J/A (290)

AT =6407 2 [ (1, )-(1ic, )mb)+H(1-+1c, (1 e, )mb)
1[04
-2e7"2 ((1+20”h3)(1+xk, )-2ah, (1+ik, )mb)][e ™ (1+20h, +k,)

e (1+ 1, + 20h)(1+20h-2ah, ))] /A (291)

A, =-1280 W [ (14, )-(1+c, )mb)+H((1+k, )+(1+k, )mb)
[o8
-2e7" ((1+2a’h2)(1+k,)-2ah, (14K, )mb)[e™" + e (
-1-2a(h-h, ))] /A (292)

2.4.2.3. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Tabakalar arasinda ayrilma meydana gelmesi durumunda siir sartlarindan elde
edilen A, A A}, A; katsayilar1 p(x), q(x), w(x) gibi bilinmeyen ii¢ fonksiyona bagl

olarak belirlenmistir. Bu fonksiyonlarin bulunabilmesi i¢in (276a-b) nolu sinir sarti

0

ox
0

ox

[v,(x,h)]=0 a<x<b

[v,(x,h)]=0 c<x<d

o, (x,h,)-p,gh, =0 k<x<I (293)

ve (293) nolu denklemden faydalanilacaktir.
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AT AT AL A, katsayilar g[v (x,y)] de yerlerine yazilirsa
X

(xA +A (xy]e‘ oy
% (x w--—n—IMOGWMIwm .
aA +A ay] Y
A, + A, ay]e™™
-——jq(t)e '“‘dtj ie'™ yle a
TE l c GA +A Oty ‘a‘y

foly
+—jw(t)e'“‘dtjle“ [aA oA ay]
[OLA +A ay} ely

elde edilir. Integral sinirlar1 degistirilip diizenlendikten sonra denklem

Alay |e™
1<w—2—_{mmq oy Ay e
aA +A ay] e”

3 4

[sinogt - x)da]

oA, + A;*(xy} e +|
[sina(t - x)da]

seklini alir.

[aAf + A;*ay] e +|
[i cosa(t - x)da] =

(294)

(295)

Yukaridaki denklemde y— h limitine gegilirken pay paydaya boliindiigiinde, ortaya

cikan 1raksak ( integral denklemin yakinsamasini bozan ) singiiler terimler

, p(t) ve q(t) nin

carpan oldugu c¢ekirdekler siirekli temastakinin aynis1 olacagindan siirekli temastakinin

aynisidir.

asagidaki gibi diizenlenebilir.

Bu durumda (276a-b)’den a<x<b ve c<x<d araliklarinda integral denklemler
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11°% 1+x, 1 11§

-——— t,))dt, | k )+ 1 -—— t,)dt

S L { 0+ = (tl-xa} B O

{kl(xl,t2)+l+—]<1 L } +1jw(t4)dt4[k2(x1,t4)]:o a<x,<b  (296)
4 (t,-%,) Ty

11¢0 1+x 1 11d
'__J. p(tl)dtl |:k1(X2,t1) + ! }'__J.q(tz)dtz
T U a 4 (t-x)] T

1 1 11
{kl(xz,t2)+ +4‘<1 (tz_XZ)}—{w(tA)dt4[k2(x2,t4)]:o c<x,<d (297)

Integral denklemde gegen Kk, (Xt)ve K, (X,t) gekirdekleri sirasiyla (176) ve (203)
esitlikleri ile tanimlanmustr.

Bilinmeyen fonksiyonlar p(x), g(x) ve w(x) ‘in belirlenmesinde kullanilacak ti¢iincii

denklem ise (293) nolu esitliktir.

o, (x,h,)-pgh =0 k<x<I

AI*,A;*,A;*,AZ*, katsayilar1 kiitle kuvvetleri dikkate alindigi durumda ortaya

¢ikacak o, (X,y) disey gerilme ifadesinde yerine yazilirsa
1



81

b ow el 2AT o+ ATk, - 1) -2
Gyl(X,Y):['ihjp(t) e"‘}‘tdtJ‘ie“xx { ;|0L| i[(KZ )-2[elys o
Hy 2m s 2 +e\a\Y{2A3 |(x|+A4 [(k, -1)+2|a|y]}
d Y LA™ ol + AT (¢, -1) - 2]
L fgmedt | e ¢ 11' Z*E( -D-20ll g,
2n s, % +e ™ L2A” |o| + AT T(x, - 1) +2]o| y1}

Hy
| © Holy _ZA** A** -1)-2
+hja)(t) e—imdtj' jiox { 1 |0L|+ 2 [(k, -1) |0L|y]} ol
2my, b +e\a\y{2A:* lof + AL (<, - 1) + 2o y1}
-(p,gh,) =0 (298)

elde edilir. Integral simirlar1 degistirilip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra

denklem asagidaki seklini alir.

ay +
o, (x.y)=- _[P(t) J{+e“y{{22:: +: [[((:: 1;+22Z};}]§}[cosa(t-x)da]
1y e Y {-20A7 +A"[(x,-1)-2ay]}
g '[q(t) '[{+e°‘y{2aA AT [(k,-DH2ay]}
j o dt T {e WL-20A"+AT[(k,-1)-20y]}
T +e™ {20A7 +A T [(k,-1)+2ay]}
)=0

}[cow(t-x)da]

}[isi no(t-x)da]]

0

-(pughy (299)

Yukaridaki denklemde y— h, limitine gegilirken integral denklemde ortaya ¢ikan

tekil terimler ise;

i -a(hy - _ 4(1+K1) 1
I e y)[ [, )+ 1JFKZ)ma]}[lﬂx(hz-}’]SmOL(t-x)doc (300)
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olarak belirlenmistir. Yakinsamay1 bozan bu terimler (299) nolu integral denklemlerden
¢tkarilmali (300) nolu esitligin kapali integrali alindiktan sonra y— h, limitine gecilmelidir.

(300) nolu esitlikle ifade edilen integralin, tablolar yardimiyla kapali integrali

alinirsa;

[ omathy-y ) 4(1+x,) i
-([ X ){ [(1+K1)+(1+K2)ma]}[l+a(h2-y)]sma(t-x)da

{_ 4(1+x,) } { (1) H 2(h y)(%) }} o)
[y (rcpmal | || ()07 | | )7 17T

yazilabilir. Elde edilen kapali integralde y yerine h, yazilip sadelestirmeler yapildiginda

ticlincii integral denklem asagidaki seklini alir.

1% 1
-= [, (,) Pt )t - = [k, (. t,)a(t, )t
T a T Cc

4(1+x,) 1

(L+k)+(1+x,) Ha X,
Hy

f
_% I [ks (X, .t,)- ] w(t,)dt,-p,gh,=0, k<x,<I (302)

K. ¢ekirdegi ise ;

k5 (X4 ,t4):.[ [_256a36—4uh—8ah2 [(e4a.h +e4uh2 _26—2ah—2ah2 (1+2a2 (h_h2)2 )](I‘I'Kl)
0

[((L+5)-(1 1, Jmb)Fe™™ (11, +H(1+, )mb)-2¢" ((1+20°h,")
-4(1+x,)

(1+x,)-20h, (14K, )mb )J/A~( (141, )+H(14%, )ma

)](sinaft,-x, )da) (303)

seklinde bulunur.
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2.4.2.4. Tabakalara Ait Ara Yiizeyde Meydana Gelen Ayrilmanin
Belirlenmesi

Tabakalara ait ara ylizeyde ortaya ¢ikan ayrilma bolgesinin belirlenebilmesi igin
(296) , (297) ve (302) nolu denklemler beraber ¢oziilmiistiir.

Integral denklem takiminin sayisal ¢oziimiinde a=h degisken doniisiimii yapilmis ve
z

(177), (178), (179) nolu denklemlere ek olarak asagidaki biiyiikliikler tanimlanmuastir.

(304)

LiLY +—) /P/h (305)

Bu boyutsuz biyiikliikler tekil integral denklemde yerine yazilirsa asagidaki

esitlikler elde edilir.
-—I 1(51) ds +[m 1(r1,sl)+(1+Kl) LR
4 b-a
T(Sl-rl)
(1+x) 1
IgZ(S) s, [m7,(5,5) ¢ 4 [d-cS +d+c]_[b-ar +b+a]]+
2 72 2 2
17 " -k
~J9.)m"y(5,) 5 ~ds, =0 1<t <1 (306)
-1
(1+x) 1

Igl(S )— dS [m 4(r21 8,) + 4 b-a b+a d-c d+c ]

[751 +T]—[7Vz +7]

1+1x,) 1
4 [d;:(sz'rz)]

1+

jg2<s> ds,[m"5 (1. 8,)+

1
1 [9u(s)m™, (. 5,) Ik ds, 1<, <1 (307)
T 2h
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17 w, \b-a 1% o d-c
-~ J 0:(s)m’™ (1,,5,) =~ ds, -~ J 0, (5" (11,5,) 5.~ s, +

1k |-k - 4(1+x,) 1 1
= s,)——ds,[m~,(r,,s,) - - -—=0
n:ng( s) oh LMo (1,84) (1+k,) + (1+x, )ma 1-K : A
1 1 2 7(54_"4)
2h
<r, <1 (308)

m”,(r,s,)=K, (x,,t,), M7, (1.8,)=K, (X,,t,),  m7,(r.8,)=K,(X,.t,)
m~,(r,,8,)7K, (X,,t,), m7(r,.8,)=K (X,.t,), m . (r,.8,)7K,(X,.t,)
m~(r,,s,)=K,(x,,t,), m7,(r,.s,)=K,(x,.t,), m(r,,s,)=k(X,.t,) (309)

Probleme ait (164 ) nolu esitlikle verilen denge ve (277¢) nolu esitlikle verilen tek

degerlilik sartlar1 sirasiyla

. b-a
s.)—ds, =1
igl(l) o 051

—_—

9,(s,) % ds, = % (310a-c)

[y

o —y

94(54)ds4 =0

olarak yazilabilir. @,(S,), 9,(S,) boyutsuz temas gerilmesi ve g,(S,)egim
fonksiyonlaridir.

(296), (297) nolu integral denklemlerin indeksi s,,S,=*1’de 9,(S,), 9,(S,) tekillige
sahip oldugundan +1 dir. (302) nolu integral denklemin indeksi ise s, =+1’de g,(S,) sifir
oldugundan, -1’dir. Ancak ayrilma bolgesinin u¢ noktalarinda ayrilma gayet yatik
olacagindan G,(-1)=0 G,(+1)=0 olup integral denklem takiminin birlikte ¢6ziimii i¢in

(302) nolu integral denklemin indeksinide +1 almak uygun olmaktadir. Boylece integral

denklemler i¢in ¢6ziim (258) nolu denklem kullanilarak;
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Gi(s)

0,(s,)= (-1<s, <1) (i=1,2,3)

(]-'Siz)E

seklinde aranabilir.

Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri kullanilacak olursa integral
denklemler;

(1+x,) 1
D R = v
5 Guh
(1+x,) 1
ZWG (52. [m T(0,8,) 4 d-c_ d+c, b-a_ b+a
[ Syt 1-1 Iy + ]
2 2 2 2
o |'k ok H
+ZWiG4(S4i)Em 3(r11’s4i):0 (=1..n-1) (311)
i=2
(1+x,) 1
—ZWG (S1I [m 4(2 Sy )+ 4 b-a b+a d-c d+c ]
[7sli+7]_[7r21+7]
t+e) 1
ZWG (52, [m 5(2 1Sy, )+ 1 d-c 1+
[7 (S5i-1y)]
ol [-k .
ZWiG4(S4i)Em 6(r21’54a):0 0=1..n-1) (312)
i=2
DG, () M (1,,) - TG, 6) S m (5,
] n-1 ﬁ - ) 4(1+ Kl) 1 - i =
;\NiG4(54i) 2h [m 9(r4j’s4i) (1+K1)+(1+K2)ma ﬁ(s -r )] 7&1 °

2h
(j=1,...,n-1) (313)
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Denge ve tek degerlilik sartlarida

> 22661 @

> %Gz(szJ:Q/P (b)

inWG4(S4i) =0 (c) (314a-c)

i=2
olarak yazilabilir. Bu esitliklerde gecen W, s;, r; biiyiikliikleri (187-189a,b ) nolu

denklemlerde tanimlanmistir.

Boylece G,(s),G,(s,).G,(s,) , k ve ligin (311),(312),(313) ve (314) nolu esitliklerle 3n
bilinmeyenli 3n denklem takimi elde edilmis olur.

A >L, olmasi durumunda segilen bir A degeri i¢in k ve I’ ye ayni anda degerler
verilir. Segilen k ve | degerleri i¢in (314- a-c) denklemleri ayni anda saglanmalidir. Eger
saglanmiyorsa ¢oziim igin yeniden k ve | degerleri belirlenmeli ve ¢6ziim saglanana kadar
tekrarlanmalidir. Alinan A degeri i¢in k degeri ile | degeri bulundugunda, (k, 1) aralig
disindaki temas ytizeyinde o, (x,h,) gerilme yayilisi elde edilir.

(k, 1) ayrilma bolgesinde v, (x,h,)-v,(x,h,) yer degistirmeler farki, yani iki elastik

tabakaya ait ara yiizeyde meydana gelen ayrilmanin belirlenebilmesi i¢in

VF(h, )=V, (60, )-v, (6h,)= g, (D)t k<x <l (315)
k
. |-k
P”—/lhv (x,h,) :E£G4(s4)ds4 1<, <1 (316)
-k 1K
X= — 1 +——
2 2

yazilip (316) nolu integral denklemin indeksi +1 alinirsa
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W 1ok _ ]
P—mV(X,hz)—E;VViGASM) (M=2,.,n-1) (317)

yazilabilir. Boylece (317) nolu denklemden tabakalar arasinda meydana gelen

ayrilma belirlenebilir.

2.5. Sonlu Elemanlar Yontemiyle Sayisal Analiz

Bu kisimda elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan iki elastik tabakanin temas
problemi ANSYS (2012) paket programi yardimiyla ¢oziilmiistiir.

Sonlu elemanlar paket programiyla sayisal analiz islemi yapilirken problemin
¢dziimii ve analiz sonuclarmin elde edilebilmesi igin bircok islem gergeklestirilmistir. islem
asamalar1 problemin geometrisinin olusturulmasi, eleman tipinin belirlenmesi, malzeme
Ozelliklerinin atanmasi, modelin sonlu elemanlara ayrilmasi, bloklarin {ist kismindaki
diiglim noktalarmin diisey yer degistirmelerinin birbirine baglanmasi (coupling), temas
yiizeylerinin tanimlanmasi, sinir kosullarinin belirlenmesi ve yiiklemenin yapilmasi seklinde
gerceklestirilmistir. Bu boliimde amacg temas gerilmeleri, normal gerilmeler ve kayma
gerilmelerinin sonlu elemanlar paket programi yardimiyla hesaplanmasidir.

Problem modellenip siirtiinme kuvveti ihmal edilmistir. Modelin tiim pargalarinda;
lineer, elastik ve izotropik malzeme kullanilmigtir. Problem tabakalarin kayma modiilii
oranlari, blok geniglikleri, bloklar aras1t mesafe ve farkli yiik oran1 degerleri i¢in ¢oziilmiistiir.

Eleman sec¢imi, analizde kullanilacak olan matematiksel modelin belirlenmesi
acisindan onemlidir. Eleman tipi yapilacak analizin ¢esidine gore segilir. Analiz edilecek
modelin 2 veya 3 boyutlu olmasida eleman se¢imindeki etkenlerden biridir. Segilen
elemanin diigiim noktalarina ait serbestlik derecelerinin tipi ve sayisida analizin dogru

yapilmasinda o6nemli bir etkendir. Yapilan analizde ANSYS paket programinin
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kiitiphanesinde bulunan PLANE 183 tipi yapisal eleman kullanilmistir. Bu eleman tipinin
sekiz diigiim noktas1 ve her diigiim noktasi i¢in iki serbestlik derecesi bulunmaktadir. Diigiim
noktalart X ve y dogrultularinda yer degistirebilirken noktalarin donme serbestligi
bulunmamaktadir. PLANE 183 elemani, karmasik geometrilerin ag yapisinin
olusturulmasinda dort baglanti noktasina sahip iki boyutlu diger elemanlara gére daha iyi
sonuglar vermektedir (ANSYS, 2012). Modelin elemanlara boliinmesinde dortgen eleman
kullanilmustir.

Temas problemlerini ¢ozebilecek elemanlarin ve ¢6ziim yontemlerinin analiz
programlarina girmesi ile mithendislik alaninda olduk¢a yaygin olarak kullanilan ANSYS
sonlu eleman yazilimi, kiitiiphanesinde bulundurdugu iki ve ii¢ boyutlu elemanlarla g
degisik tipte temas analizi yapilmasina olanak saglamaktadir. Yiizey yiizey, diigiim-ylizey
ve digim-diigiim temas analizleri ve bu analizler igerisinde kullanilabilecek degisik
algoritmalar yap1 elemanlarinin birbirleriyle olan etkilesimlerini modellemede etkin olarak
kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada ylizey ylizey temas modeli kullanilmistir. Bu modelin avantaji diiglim
noktalarinin st iiste gelmemesi halinde de ¢6ziime olanak saglamasidir. Modelde bloklar
st tabaka, tabakalar arasi ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ylizeyleri arasinda
temas vardir ve bu temas yiizeyleri i¢in temas ¢iftleri tanimlanmistir. Sunulan ¢alismada
temas ¢iftinin olusturulmasinda hedef yiizeyi TARGE169 eleman: ile, temas yiizeyi ise
CONTAL72 elemani ile tanimlanmigtir. Hedef olarak birbirine temas edecek yiizeyler
arasindan elastisite modiilii biiylik olan secilir. TARGE169 ve CONTA172 elemanlari ii¢
diigiim noktasi iceren elemanlardir ve bu diiglimler PLANEI183 elemanin ylizeyindeki

diigtimlerle ortiisiir. Bu elemanlarin diigiim noktas1 siralamalari temas analizi i¢in 6nemlidir.



89

Olusturulan temas ylizeylerinin normalleri birbirlerine bakacak sekilde modellenmelidir

(Sekil10).

L 3 K Hedef yiizey eleman
[TARG]-} 169)

(I—-JK—\__‘
2 n n
/TL-L

M

e

Temas yiizey elemam
1 (CONTALT2)

PLANEIE3 elemam

I

Sekil 10. PLANE 183 elemani ve TARGE 169/CONTA 172 temas

elemanlari
Bu calismada ANSYS paket programinin temas yiizeylerindeki davranisa
yonelik farklt temas algoritmalarindan Lagrange Metodu kullanilmistir. Sinir sartlart
uygulanip yiikleme yapilditan sonra problem program yardimiyla ¢oziilmektedir. Coziim
islemi gergeklestikten sonra elde edilen sonuglara ¢ikis kismindan grafik, sekil veya liste

halinde ulagilmaktadir.

Y

I ]

- -
b |
b @ ki -
H) c p:v:(H .
b J oW |

[TEEE

Sekil 11. Analiz Geometrisi
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Sekil 12 . Problemin ANSYS modeli



3.BULGULAR VE IRDELEME

3.1. Giris

Bu béliimde blok genislikleri ( (b-a)/h, (d-c)/h), malzeme 6zellikleri (p,/p,, 1,/1, ),

bloklar aras1 mesafe ((c-b)/h), yiik oran1 (Q/P) gibi ¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde
edilen ifadeler yardimiyla rijit bloklar altindaki temas gerilmeleri (p(x)/P/h q(x)/Q/h), y

ekseninde ve bloklar arasinda ortaya ¢ikan (o,.c,) normal gerilmeler ile y ekseninde ve
bloklar arasinda ortaya ¢ikan 1,, kayma gerilmeleri incelenmistir. Ayrica alt tabaka ile

elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ve tabakalar arasinda, ilk ayrilmay1 meydana getirecek

yiikler (1,) ve ilk ayrilma uzakliklari(X, ) incelenmistir.
[k ayrilma yiikii ve bu yiikten biiyiik yiikler (1) i¢in ara yiizeylerdeki diisey gerilme
dagiliglar, tabakalar ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ayrilma bolgeleri ((f-e)/h) ,((I-

k)/h) arastirilmistir. Elde edilen grafik ve tablolarda yine bu baslik altinda verilmistir.

3.2. Rijit Bloklar Altindaki Temas Gerilmelerinin irdelenmesi

Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz diizlemin malzeme 6zellikleri, blok genislikleri
bloklar arasindaki mesafe, yiik orani gibi boyutsuz biiyiikliiklerin ¢esitli degerleri i¢in temas
gerilmeleri elde edilmistir. Grafiklerde 1.blok altindaki gerilmeler sekil (a), 2. blok altindaki
gerilmeler sekil (b) ‘de gosterilmektedir.

Sekil 13° de blok genisligi artirildiginda meydana gelen temas gerilmeleri
goriilmektedir. Buna gore blok genisligi artirldiginda yiik daha genis bir alana
yayilacagindan temas gerilmelerinde azalma meydana gelmektedir. Sekilden de anlasilacag:
gibi temas gerilmeleri rijit blogun kenarlarinda sonsuza gitmekte, blok ortasina yaklastik¢a
diizgiin bir sekilde azalmaktadir. Rijit blokun kenarlarinin gerilme i¢in singiiler noktalar

oldugu diisiiniiliirse bu beklenen bir sonuctur. Sekil 14’de bloklar aras1 mesafe degisiminin
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temas gerilmesine etkisi goriilmektedir. Bloklar birbirinden uzaklastirildiginda bloklarin dis
kenarlarinda ve blok ortasinda gerilme degerlerinde azalmalar gdzlemlenmis, belirli bir limit
degerin ((d-c)/h=6.0647 ) asilmasi durumunda ise bloklarin birbirine herhangi bir etkisi
kalmamuis ve her blok ayr1 incelenecek birer problem haline doniismiistiir.

Sekil 15-16’da tabakalarin ve elastik yari sonsuz diizlemin kayma modiilleri
oranlarina bagli olarak temas gerilmesinin dagilimi verilmektedir. Buna gore alt tabakanin
tabakaya gore azaldikca blok kenarina yakin bolgelerde gerilme dagilislarinda artis meydana
geldigi goriilmektedir. Sekil 17°de ise yiik oraninin artirtlmasi durumunda hem blok
kenarina yakin bolgelerde hem blok altinda temas gerilmesi degerlerinin arttig

goriilmektedir.

35 5
(a)

(H2X3

2.5

(1) (d-c)/h=0.5

(1) (b-a)/h=0.5

P -
P/h (2) (b-a)/h=0.5 (2) (d-c)/h=1.0
2
(3) (b-a)/h=0.5 (3) (d-c)/h=1.5
1.5
1 1 1 1 | | 1 0 | | | | | |
1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2

x/h x/h

Sekil 13a-b. Cesitli blok genislikleri i¢in bloklar altindaki temas gerilmesi yayilist (k;=2,
K,=2, K3=2, Uy /W1=2, Us3/u,=2, a’lh=3, (c-b)/h=1, Q=P)
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25
(4)
(©)

2 (1) (c-byh=0.5 4 (1) (c-b)h=0.5
(2) (c-by/h=1 @ (2) (c-b)/h=1
(3) (c-byh=3 i (3) (c-b)/h=3
T (4) (c-b)/h=6 0 ° (4) (c-b)/h=6 (2)
20 o | on
oh |
1 2
0.5 1
0 1 1 1 1 1 1 0
-1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2
x/h x/h

Sekil 14 a-b. Bloklar aras1 mesafe degisimlerinde bloklar altindaki temas gerilmesi yayilisi
(k1=2, K5=2, K3=2, U /=2, n3/u,=2, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-b)/h=1, Q=2P)

4 8
(a) (b)
3 6
(1) pe/pu =2
B (1) },Lz/}.h =2 B (2) ],J,z/],l\ =1
(2) p/pu =1 (3) p/pi =0.5
&2 (3) Mz/}h =0.5 M“
P/h Q/h
(3) () (1)
1 2
0 1 1 1 1 I 1 0 1 1 1 1 1 1
1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2
x/h x/h

Sekil 15a-b. Tabakalarin kayma modiilleri oranlarina bagl olarak bloklar altindaki temas
gerilmeleri yayilisi (k;=2, k,=2, k3=2, U3/1,=2, a/lh=3, (b-a)/h=1, (d- ¢)/h=1,
(c-b)/h=1, Q=2P)
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5 12
@ (b)
Y o
10
4
I 8
(1) ].LS/uz =0.5
’ N (2) po/p =2 B (1) pa/p2 =0.5
/2 =2
JJCI T SE) 3) us/p =4 4X)g (2) po/p
ST (3) ws/p a0 w2

-1.2 -0.8 04 0 04 0.8 1.2 =12 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2
x/h x/h

Sekil 16a-b. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiillerinin oranlarina bagl
olarak bloklar altindaki temas gerilmesi yayilist (k;=2, k,=2, K3=2, HU,/H;=2,
a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=2P)

10

) (1) Q=p

p(x) ) (2) Q=2p
Ph

qx) +

(3) Q4P oh Q=

(2)Q=2p
(3) Q=4p

()

Sekil 17 a-b. Cesitli ylik oran1 degerleri icin bloklar altindaki temas gerilmeleri yayilist
(k1=2, ®,=2, K3=2, Wp/4=2, u3/ =2, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1,
(c- b)/h=1)
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3.3. Normal Gerilme ve Kayma Gerilmelerinin Incelenmesi

Yiik altinda ve bloklar arasinda y ekseni boyunca o o, normal gerilmeleri ve 1 kayma

gerilmeleri incelenmistir. Ayrica x ekseni boyunca tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik

yari sonsuz diizlem arasinda ¢, gerilmesinin dagilimi elde edilmistir.

3.3.1.0, Normal Gerilmesinin Incelenmesi

[lk olarak birinci blogun orta noktasinda, 6, normal gerilme degerleri gesitli boyutsuz

biytiklikler i¢in hesaplanmistir. Sekil 18°de 6, normal gerilmesinin blok genisligi ile
degisimi goriilmektedir. Birinci blokta genislik sabit tutulup ikinci blokta artirilmis ve bu
artimin birinci blogun orta noktasindaki normal gerilmenin degisimine etkisi incelenmistir.
Sekilden de gortilebilecegi gibi blok genisligi kiiciildiikge 6, normal gerilmesinin degeri her
iki tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemde artmaktadir. Ust tabakada tabakanin iist
bolgelerinde basing gerilmeleri olusmakta, tabakanin alt kisimlarina dogru inildik¢e degeri
azalarak sifir olmakta daha sonra isaret degistirerek ¢cekme gerilmesi olarak artmaktadir. Alt
tabakada da benzer durum s6z konusudur. Elastik yar1 sonsuz diizlemde ise en biiyiik gerilme
degeri alt tabakaya temas yiizeyinde meydana gelmekte, derine inildik¢e her yerde basing
gerilmesi olacak sekilde azalarak sifira yaklagsmaktadir. Sekil 19°da ¢, normal gerilmesinin
bloklar arasi mesafe ile degisimi goriilmektedir. Bloklar arasinda ki mesafe arttikca o,
normal gerilmesinin degeri her iki tabakada da artarken elastik yari sonsuz diizlemde
azalmaktadir. Belli bir mesafeden sonra ((c-b)/h=6.0643) bloklar arasindaki etkilesim
sonlandigi i¢in ¢ _normal gerilmesi degerinde herhangi bir degisiklik olmamaktadir. Benzer
sekilde list tabakada tabakanin {ist bolgelerinde basing gerilmeleri olugsmakta, tabakanin alt
kisimlarina dogru inildikg¢e degeri azalarak sifir olmakta daha sonra isaret degistirerek ¢cekme
gerilmesi olarak artmaktadir. Alt tabakada da benzer durum s6z konusudur. Elastik yar1

sonsuz diizlemde ise en biiyiilk gerilme degeri alt tabakaya temas ylizeyinde meydana

gelmekte, derine inildikce her yerde basing gerilmesi olacak sekilde azalarak sifira
yaklagsmaktadir. Sekil 20°de birinci blogun orta noktasi olan x/h=3.5 ‘de o, normal

gerilmesinin tabakalarin kayma modilleri orani ile degisimi goriilmektedir. Sekle
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bakildiginda alt tabakanin kayma modiiliiniin {ist tabakanin kayma modiiliine orani azaldikca

alttaki tabakada o, normal gerilmeleri azalmakta {ist tabakadaki gerilmeler ise artmaktadir.
Elastik tabakalarin rijitlikleri birbirine gore degisirken rijitlikte artisin oldugu tabakada o,

normal gerilmesi degerlerinin de biiyiiyecegi aksi halde azalacagi goriilmektedir. Elastik yar1

sonsuz diizlemde ise kayma gerilmeleri orani arttik¢a gerilmeler de artmaktadir. Sekil 21°de
yine ¢, normal gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi goriilmektedir,

ancak bu defa birinci blok altinda degil bloklar arasindaki degisim incelenmistir. Benzer
sekilde alt tabakanin kayma modiiliiniin iist tabakanin kayma modiiliine oran1 azaldikg¢a

alttaki tabakada o normal gerilmeleri azalmakta {ist tabakadaki gerilmeler ise artmaktadir.

Farkli olarak ise {ist tabakada tabakanin alt bolgelerinde basing gerilmeleri olusmakta,
tabakanin st kisimlarina dogru ¢ikildik¢a degeri azalarak sifir olmakta daha sonra isaret
degistirerek cekme gerilmesi olarak artmaktadir. Alt tabakada da benzer durum soz

konusudur. Elastik yar1 sonsuz diizlemde ise alt tabakaya temas yiizeyinde azalarak sifira

yaklasmaktadir. Sekil 22’de ise y ekseninde (x/h=0) o, normal gerilmesinin tabakalarin

kayma modiilleri orani ile degisimi goriilmektedir. ./, orani arttikga tabakalarda ve elastik

yar1 sonsuz diizlemdeki kayma gerilmeleri degerleride azalmaktadir. Yine iist tabakada
tabakanin alt bolgelerinde basing gerilmeleri olusmakta, tabakanin iist kisimlarina dogru
cikildikca degeri azalarak sifir olmakta daha sonra isaret degistirerek ¢cekme gerilmesi olarak
artmaktadir. Alt tabakada da benzer durum s6z konusudur ancak degerler birbirine ¢ok

yakindir. Sekil 23’de ise elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiiliiniin alt tabakanin

kayma modiiliine oraninin ¢esitli degerleri i¢in 6, normal gerilmesi dagilimi goriilmektedir.

......

ise azalmaktadir. Tabakalar ve elastik yar1 sonsuz diizlem icin ¢ekme ve basing
bolgelerindeki degisim ise Sekil 18, Sekil 19 ve Sekil 20’ dekine benzer sekilde
gerceklesmektedir. Ust tabakada tabakanin iist bolgelerinde basing gerilmeleri olusmakta,
tabakanin alt kisimlarina dogru inildik¢e degeri azalarak sifir olmakta daha sonra isaret
degistirerek cekme gerilmesi olarak artmaktadir. Alt tabakada da benzer durum soz
konusudur. Elastik yar1 sonsuz diizlemde ise en biiyiik gerilme degeri alt tabakaya temas

yiizeyinde meydana gelmekte, derine inildik¢e her yerde basing gerilmesi olacak sekilde
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azalarak sifira yaklasmaktadir. Sekil 24’de ¢ _normal gerilmesinin ikinci blogun orta noktasi
olan x/h=6.5" de, yiik orani1 (Q/P) ile degisimi verilmektedir. Yiik oran1 arttikga {ist tabakada,
alt tabakada ve elastik yar1 sonsuz diizlemde o _normal gerilmesinin arttig1 gériilmektedir.
Sekil 25-28 ‘de ¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik
yart sonsuz diizlem arasinda x ekseni boyunca ¢ boyutsuz normal gerilmesinin degisimi
incelenmistir. Sekil 25°de tabakalarin kayma modiilleri oranina bagli olarak x ekseni
boyunca olusan ¢ normal gerilmesinin degisimi goriilmektedir. Kayma modiilleri orani
arttikga (/i) tabakalar arasindaki o, boyutsuz normal gerilmesinin ¢ekme ve basing

bolgelerinde aldigi degerlerde azalmaktadir. X ekseninin baslangiciyla 1. Blok arasindaki
mesafede, bloklar arasinda ve 2. Bloktan hemen sonra ki bolgede basing gerilmeleri
meydana gelirken, bloklar altinda ise ¢ekme gerilmeleri olusmakta ve bu gerilmeler en

biiylik degerini yiik altinda almaktadir. Sekil 26 tabakalarin kayma modiilleri oranina bagl

olarak x ekseni boyunca alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda meydana gelen o,
gerilmesinin degisimi goriilmektedir. Oran artikga meydana gelen gerilme degerleri
azalmaktadir. Sekil 27-28 ‘de goriildiigli gibi alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin
kayma modiilleri oran1 p/p, arttikga hem tabakalar arasinda hem de alt tabaka ile elastik
yari sonsuz diizlem arasinda ¢ boyutsuz normal gerilmesinin ¢gekme ve basing bolgelerinde

aldig1 degerler azalmaktadir.
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(1) (b-a)/h=0.5 (d-c)ih=0.5

0.5
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Sekil 18. o, (3.25, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin blok genislikleri ile degisimi
(k1=2, 6272, K3=2, Wp/11=1, u3/p,=1, a/h=3, (c-b)/h=2, Q=P)

1 \
H3)@)(1 \
05 ®E)@0)
\ H@BG @
3 \
y/ho 1))

. (1) (c-by/h=0.5

o (2) (c-b)/h=1

)/ P Q
(3) (c-b)/h=3
o ,L = . L
(4) (c-b)/h=6 { (:ﬁﬁ—— b 0
-1 1 1 1 '{ Tz > b5/ @ ( -
-0.8 0.4 0 0.4 0.8 .5 &

ox/(P/h)

Sekil 19. oy (3.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin bloklar aras1 mesafe ile degisimi
(k1=2, k3=2, K3=2, U3/ W1=2, U3/ n,=2, alh=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, Q=P)
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Sekil 20. oy (3.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri
orani ile degisimi (x;=2, k,=2, K3=2, U3/u,=1, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-

b)/h=2, Q=P)
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Sekil 21. oy (4.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri orani
ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, u3/u,=1, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1,

Q=P)
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Sekil 22. oy (0, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri orani

ile degisimi (k;=2, K,=2, Ks=2, Ma/H,=1, a/h=3, (b-a)h=1, (d-c)/h=1, (c-
b)/h=2, Q=P)
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Sekil 23. oy (3.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz
diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, W,/1,=1, a/h=3,
(b- a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=2, Q=P)
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Sekil 24. ¢ (6.5,y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin yiik orani ile degisimi (k;=2, k,=2,
K3=2, Wy/M=1, u3/u,=1, ath=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=2)
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Sekil 25. Tabakalarin kayma modiillerinin oranina bagli olarak x ekseni boyunca
oy, (X;hz)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin degisimi (k;=2, K;=2, K3=2,
us/p,=1, a/lh=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=2P)
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Sekil 26. Tabakalarin kayma modiillerinin oranina bagl olarak x ekseni boyunca
0y, (X,0)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin degisimi (k;=2, k;=2, K3=2,
Hs3/u1,=1, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=2P)
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Sekil 27. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiillerinin oranina bagl
olarak x ekseni boyunca oy, (X,h;)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin degisimi
(k1=2, k=2, k3=2, W,/p;=1, a/lh=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c- b)/h=1, Q=2P)
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Sekil 28. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiillerinin oranina bagl
olarak x ekseni boyunca oy, (x,0)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin degisimi
(k1=2, k=2, K3=2, W,/u,=1, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=2P)

3.2.2. o, Normal Gerilmesinin Incelenmesi

Sekil 29-33 ‘de 1.blok altindaki eksen boyunca o boyutsuz normal gerilmesi
dagilimi incelenmistir. s, normal gerilmeleri en biiyiik degerlerini bloklarin temas ylizeyinde

(y=h) almakta ve bloklardan uzaklastikga (derine inildikge) azalarak sifira dogru
yaklagsmaktadir. Sinir sartlarinda da verildigi gibi {iist tabaka ile alt tabakanin temas
yiizeyinde ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin temas yiizeyinde gerilmeler ayni

degeri almustir. Sekil 29° da goriildiigii gibi blok genislikleri arttikga o, normal gerilmeleri
azalmaktadir. Sekil 30°da o normal gerilmesinin bloklar arast mesafe ile degisimi

goriilmektedir. Buna gore bloklar arasindaki mesafe arttik¢a gerilme degerinde bir miktar

azalma meydana gelmekte, mesafenin belli bir degerinden ((c-b)/h=6.0643) sonra ise o,

gerilmesinde herhangi bir degisim olamamaktadir. Sekil 31-32°de ise tabakalarin ve alt

tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilleri oraninin gesitli degerleri igin o,

gerilmesinin degisimi goriilmektedir. Sekillere gore alt tabakanin rijitligi tist tabakaya gore
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gerilmeleri artmaktadir. Sekil 33°de yiik oraninin degisimine gore o normal gerilmelerinin
dagihis1 goriilmektedir. o normal gerilmeleri yiik oranlari ile dogru orantili olarak
artmaktadir. Sekil 34’ de ise o normal gerilmelerinin 1. bloktaki yiik altinda, bloklar

arasindaki ve y eksenindeki degerleri karsilastirilmistir. Buna gore yiik altindaki durumda
daha oncede belirtildigi gibi gerilmeler en biliyiik degerlerini bloklarin temas yiizeyinde
(y=h) almakta ve bloklardan uzaklastik¢a (derine inildikge) azalarak sifira dogru

yaklagmaktadir. y ekseninde her iki tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemde o normal

gerilmesinin degerinin ¢ok kii¢iik oldugu (sifira yakin ) goriilmektedir. Bloklar arasinda ise
elastik zeminde meydana gelen basing gerilmesi alt tabakaya yaklastikca cekme gerilmesine

doniismekte ve tabakalarda da ¢ekme gerilmeleri goriilmektedir.

(1) @) |9
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Sekil 29. 0, (3.25, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin blok genislikleri ile degisimi
(k1=2, k=2, k3=2, Wp/Wy=1, u3/p,=1, alh=3, (c-b)/h=2, Q=P)
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Sekil 30. o, (3.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin bloklar aras1 mesafe ile degisimi
(k1=2, k,=2, K3=2, U, /11=2, U3/1,=2, alh=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, Q=P)
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Sekil 31. oy (3.5, y)/ (P/h) boyutsuz normal gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri
orani ile degisimi (k;=2, k,=2, K3=2, H3/M,=1, a/h=3, (b-a)/h=1 (d-c)/h=1, (c-
b)/h=2, Q=P
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Sekil 32. oy, (3.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz
diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k=2, k3=2, W,/1;=1, a/h=3,

(b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=2, Q=P)
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Sekil 33. oy (3.5, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin yiik oram (Q/P) ile degisimi
(k1=2, k,=2, k3=2, W/ =1, u3/u,=1, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=2)
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Sekil 34. oy, (X, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin, y ekseninde blok altinda ve bloklar
arasindaki degisimi (k;=2, K,=2, K3=2, W,/ =1, u3/p,=1, a/lh=3, (b-a)/h=1, (d-
c)/h=1, (c-b)/h=2, Q=P)

3.3.3. t,, Kayma Gerilmesinin Incelenmesi

Tabakalar ve elastik yar1 sonsuz diizlemde meydana gelen kayma gerilmeleri y

ekseninde, yiik altinda ve bloklar arasinda incelenmistir. 7,y (x,0),t,, (x,h,),7,, (x,h) kayma

gerilmeleri temas ylizeyleri boyunca sifirdir ve problemin ¢oziimiinde verilen sinir sartlarini
sagladig goriilmiistiir.

Sekil 35°de 1. blok genisligine bagh olarak y ekseninde meydana gelen kayma
gerilmesi yayilis1 goriilmektedir. Ust tabakada 1.blok genisliginin artmasiyla kayma
gerilmeleri azalmaktadir. Kayma gerilmesi tabakalarin ortasinda maksimum degere
ulagmaktadir. Benzer sekilde alt tabakada da azalma goriilmektedir ancak alt tabaka blok
genisligi degisiminden iist tabaka kadar etkilenmemektedir. Elastik yar1 sonsuz diizlemde
ise blok genisligindeki artis kayma gerilmesinde azalmaya neden olmaktadir. Sekil 36’da y

eksenindeki < kayma gerilmesi degisimi goriilmektedir. p,/p, orani arttikga yani alt

Xy
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tabakanin rijitligi iist tabakaya gore arttikca list tabakada kayma gerilmesinin degeri
azalmakta, alt tabakada ise artmaktadir. Elastik yar1 sonsuz diizlem ve alt tabakanin malzeme
ozellikleri ayni secildiginde elastik yar1 sonsuz diizlemde tabakalarin kayma modiilleri
oranmin artigina bagl olarak gerilme degerlerinin azaldigi goriilmektedir. Tabakalarda

meydana gelen gerilmeler birbirine yakindir. Sekil 37°de 1.blogun orta noktasi olan

x/h=1.5’de meydana gelen kayma gerilmeleri degerlerinin /i, kayma modiilleri orani ile
degisimi incelenmistir. W/u, orani arttikca her iki tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemin

kayma gerilmelerinin azaldigi goriilmektedir.

Sekil 38’de bloklar arasinda (x/h=2.45) meydana gelen kayma gerilmesinin p./u, kayma

modilleri orani ile degisimi goriilmektedir. Bloklar arasinda yapilan incelemede tabakalarda

meydana gelen kayma gerilmesi degerleri y ekseninde yapilan incelemede meydana gelen
gerilme degerleriyle benzer sekilde degisim gostermektedir. w,/pt, kayma modiiliindeki artig

iist tabakada gerilmede azalmaya neden olurken alt tabakada gerilme degerlerinde artis
goriilmektedir. Elastik yar1 sonsuz diizlemde ise gerilme degerleri ¢ekme gerilmesine
donligmistiir ve kayma modillerindeki artma oranina bagli olarak degerlerde artis
gozlenmektedir. Sekil 39’da y ekseniyle 1. blok arasindaki mesafe degisiminin (a/h) y
ekseninde meydana gelen kayma gerilmesine etkisi incelenmistir. Sekilden de anlagilacagi
gibi eksenle 1. blok arasindaki mesafe artirildik¢a y ekseninde meydana gelen kayma
gerilmesi degerleri her iki tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemde azalmaktadir. Sekil 40°da
y ekseninde meydana gelen kayma gerilmesinin alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin

kayma modiilleri orani ile degisimi goriilmektedir. Buna gore p/p, orani arttik¢a yani elastik

yart sonsuz diizlem tabakalara oranla rijitlestikce elastik yar1 sonsuz diizlemde kayma
gerilmeleri azalmakta, tabakalarda ise artmaktadir. Sekil 41°de kayma gerilmesi yayiliginin
yiik oranmi ile degisimi goriilmektedir. Yiik orami artttkca kayma gerilmeleri de hem
tabakalarda hem de elastik yar1 sonsuz diizlemde artmaktadir. Bu artig iist tabakada daha

belirgindir.
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Sekil 35. T4y (0, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin blok genislikleri ile degisimi (1;=2,
K,=2, K3=2, U, /=1, us/u,=1, a/lh=1, (c-b)/h=1, Q=P)
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Sekil 36. T4y, (0, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri orani
ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, u3/u,=1, a’h=1, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1,
(Q=P)
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Sekil 37. 14, (1.5, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin tabakalarin kayma modiilii orani
ile degisimi (x;=2, k,=2, k3=2, H3/u,=1, a/h=1, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1,
Q=P)
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Sekil 38. T4y, (2.45, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin tabakalarin kayma modiilii oram
ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, u3/u,=1, a/h=1, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1,
Q=P)
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Sekil 39. T,y (0, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin a/h orani ile degisimi (k;=2, k=2,
K3=2, Lo/ =1, u3/pn,=1, alh=1, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=P)
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Sekil 40. 14, (0, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz

diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, 1, /p;=1, a/h=1,
(b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=P)
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Sekil 41. 14, (0, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin yiik orani ile degisimi (k;=2, k,=2,
K3=2, U/ =1, u3/u,=1, ath=1, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1)

3.4. Alt Tabaka ile Elastik Yar1 Sonsuz Diizlem ve Tabakalar Arasindaki ilk
Ayrilma Yiiklerinin ve Uzakhklarinin Incelenmesi

Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikleri
ve ilk ayrilma uzakliklari; blok genislikleri, bloklar aras1 mesafe, kayma modiilleri degisimi
ve yiikk orani gibi c¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in incelenmistir. Sekil 42-43’de blok
genisliklerindeki degisimin, alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar arasindaki
ilk ayrilma yiikiine ve ilk ayrilma uzakligina etkisi goriilmektedir. Sekillerden de goriildiigi
gibi blok genislikleri arttikca ilk ayrilma ytikleri ve ilk ayrilma uzakliklari artmaktadir. Blok
genisliklerinin artmasit durumunda her iki temas ylizeyinde de ayrilma daha zor
gerceklesmektedir. Sekiller birlikte incelendiginde ilk ayrilmanin alt tabaka ve elastik yari
sonsuz diizlem arasinda gerceklestigi goriilmektedir. Tablo 1°de alt tabaka ile elastik yar1
sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliginin bloklar arasindaki
mesafe ile degisimi goriilmektedir. Buna gore (c-b)/h” n kiigiik degerleri i¢in ((c-b)/h)<3)
A’ yabagli olarak iki ayrilma bolgesi meydana gelme ihtimali ortaya ¢ikmaktadir. Q/h> P/h

oldugundan ilk ayrilma bélgesi ikinci blogun sag tarafinda olmaktadir. Bu durumda eger A
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yeterince biiylik olursa, ikinci ayrilma bolgesi birinci blogun sol tarafinda meydana gelme
ihtimali s6z konusudur. Bloklar arasindaki uzaklik ((c-b)/h>3) daha da artirilirsa bloklar
arasinda bir ayrilma bolgesi daha ortaya ¢ikmaktadir. Ve bu bolge muhtemelen ilk ayrilma
bolgesidir. Tabakalar arasindaki uzaklik artirllmaya devam edildiginde ((c-b)/h>5) ise yiik
faktorii A’ya bagl olarak dért ayrilma bolgesi meydana gelme ihtimali vardir. Ilk ayrilma
bolgesinin ise yine bloklar arasinda olusmaktadir ve (c-b)/h’ in belli bir degerinden sonra
((c-b)/h=6.0647) bloklar arasindaki etkilesim kaybolmaktadir. Sekil 44-45°de ise alt tabaka
ile elastik yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma
uzakliginin bloklar arasindaki mesafe ile degisimi grafikler ile gosterilmistir. Sekil 44°de
bloklar arasindaki mesafe degisiminin, alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki
boyutsuz gerilme dagilimia etkisi incelenmistir. Sekilden de goriildigi gibi (c-b)/h=1
oldugunda ilk ayrilma ikinci blogun sag tarafinda gerg¢eklesmekte, (c-b)/h=3, (c-b)/h=6
olmasi durumlarinda ise ilk ayrilmalar bloklar arasinda gerceklesmektedir. Sekil 45 ‘te ise
bloklar arasindaki mesafe degisiminin, tabakalar arasinda meydana gelen boyutsuz gerilme
dagilimina etkisi incelenmistir. (c-b)/h=1, (c-b)/h=6 olmasi durumlarinda ilk ayrilmalar
ikinci blogun sag tarafinda ger¢eklesmekte, (c-b)/h=3 olmasi durumunda ise ilk ayrilma
bloklar arasinda gerceklesmektedir. Tablo 2’ de alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem
arasindaki yiizeyde iki blok arasindaki etkilesimin son buldugu uzakligin yiik ile degisimi
goriilmektedir. Sekil 46-47°de alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ve tabakalar
arasindaki ilk ayrilma yiikii ve uzakliginin yiik orani ile degisimi goriilmektedir. Sekillerden
de goriildiigi gibi yiik orani arttik¢a her iki temas yiizeyinde de ilk ayrilma yiikleri azalmakta
ilk ayrilma uzakliklarinda ise ¢ok kiiciik degisiklikler goriilmektedir. Sekillerden de
goriildiigii gibi yiik orani arttik¢a ayrilmalar daha kolay olmaktadir.

Tablo 3-4 ve Sekil 48-56 da alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar
arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliginin tabakalarin kayma modiilleri orani ile
degisimi gorlilmektedir. Tablo ve sekillerdeki degerler incelendiginde alt tabakanin kayma
modiiliiniin {ist tabakanin kayma modiiliine orani arttik¢a yani alt tabakanin iist tabakaya
ilk ayrilma ytikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 azalmakta, bu durumda ayrilmalar daha kolay
gerceklesmektedir. Ayni sekilde elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiiliiniin alt
tabakanin kayma modiiliine orani arttik¢a tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik yari

sonsuz diizlem arasinda ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 azalmaktadir. Yapilan
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caligmalarda tabaka yiikseklikleri ayni secilmistir. p,/p, =10, p,/p, =50 olmasi durumunda

ilk ayrilmalar tabakalar arasinda ger¢eklesmektedir. Tablo 5-6da elastik yar1 sonsuz diizlem
ve tabakalarin malzeme 6zelliklerine bagli olarak gesitli tabaka yiiksekligi oranlari igin, alt
tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ve tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikii ve
ilk ayrilma uzakliklarinin degisimi verilmektedir. Alt tabaka yiiksekliginin toplam tabaka
yiiksekligine orani arttikga hem alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda hem de
tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiiklerinde ve ilk ayrilma uzakliklarinda malzeme
ozelliklerine bagl olarak artislar ve azalmalar gézlenmektedir. Alt tabaka yiiksekliginin {ist
tabakaya gore daha kiigiik veya esit secildigi durumlarda ilk ayrilmalar cogunlukla alt tabaka
ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda gergeklesmektedir. Ayrica elastik yari sonsuz
diizlemden {ist tabakaya dogru gidildik¢e daha rijit malzemelerin segilmesi durumunda

(1>, >p,) alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlem ve tabakalar arasinda ilk ayrilma

yiiklerinin diger durumlara gore daha biiyiik oldugu yani ayrilmalarin daha zor gergeklestigi

......

ilk ayrilma yiikii degerleri azalmakta ve ayrilmalar daha kolay gerceklesmektedir.

(1)(b-a)yh=0.5 (d-c)/h=0.5 xer=6.798, Acr=38.062
(2)(b-a)/h=0.5 (d-c)/h=1.0 xer=7.250, Acr=46.321
16| (3)(b-a)/h=0.5  (d-c)/h=1.5 [\ (1) Xer=7.750, Acr=56.347

-1.2

0y(x,0)
P/h

-0.8

v P Q
Y R A A [==umyer
)
[l

,,,,,,,,,,,,,,,,,,, zzzzzz=zz=z=z4 |
§ m\\x&)f M@(

2 -
0 | | “ss“:@

Sekil 42. o, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin blok genislikleri ile degisimi (k;=2,
Ky=2, K3=2, Up/11=2, H3/n,=0.5, a/h=3, (c-b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)
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-2.5

(1)(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5
xcr =6.548,  Acr=86.998

(2)(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=1.0
xer =7.012, xcr=103.24

(3)(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=1.5

s xer=7.502, der=124.60

oy(xhy) | @
P/h

(1)
P @)
@\ @

)/ P Q
(MN\CN\B)
l o | N

0.5
\ \

x/h

Sekil 43. o, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin blok genislikleri ile degisimi
(K1=2, k=2, K3=2, U/ W =2, H3/1,=0.5, a/h=3, (c-b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)

Tablo 1. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ara yiizeyinde, kritik yiik faktori
(Acr) degerlerinin - bloklar arasindaki uzaklikla ((c-b)/h) degisimi (Q=2P,
Uy /=2, Uz /pu,=2, a/h=3, (b-a)/h=(d-c)/h=1, h,/h=0.5)

BLOK | BLOK 11
% )‘CFsol Xergol }\”saé Xcrsaé }\Cfsol Xergol 7\Crsaé Xcrsaé
0.5 71.2228 1.2556 48.7765 7.2451
1 82.4970 1.2284 47.0447 7.7476
3 92.9404 1.2317 48.3093 9.7452
5 94.4009 1.2402 46.2553 7.2439 46.2553 7.2439 48.4878 11.743
6.0647 94.6074 1.2430 94.6074 5.2570 48.5176 8.3303 48.5176 12.799
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(1) (c-b)/h=1.0
xer =6.65, Acr=30.34
-1.6 | (2) (¢c-b)/h=3.0
xcr =4.95, Acr=22.11
H3) (c-b)/h=6.0
xcr =7.85, Acr=31.40)

08 (1.2.0)

-0.4 .
,,,,,,,,,, _ o _ ) By K @

um@(
RN ) e

Sekil 44.0, (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin bloklar aras1 mesafe ile degisimi
(k1=2, k=2, k3=2, U,/ =1, us3/u,=1, a’lh=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, Q=2P,
h,/h=0.5)

-2.5

(1) (c-b)/h=1.0

xcr =6.5, Acr=46.201 ™) ) 3)
| (c-b)h=3.0 /\

xcr =5.0, Acr=32.068

(3) (c-b)/h=6.0

xer =11.5, Acr=47.908
-1.5

Oy(xho)
P/h

Sekil 45. oy (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin bloklar arasi mesafe ile degisimi
(k1=2, K,=2, K3=2, /=1, ps/u,=1, a/lh=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, Q=2P,
h,/h=0.5)
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Tablo 2. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ara yiizeyinde iki blok arasindaki
etkilesimin son buldugu uzakligin ((c-b)/h) yiik orani ile degisimi (a/h=3, (b-
a)/h=(d-c)/h=0.5, p, /=1, p3/p,=1, h,/h=0.5)

BLOK I BLOK Il
Q (C‘b) (a'Xcrsol)/h (C'Xcrsol)/h
h A, Aer. . = A Aer . =
Cr'sol ““Cr'sag (Xcrsag'b)/h Cr'sol ““Cr'sag (Xcrsag'd)/h
P 6.8396 62.6331 1.6320 62.3310 1.6320
2P 6.8392 62.2586 1.6321 31.4103 1.6320
4P 6.8368 61.5107 1.6323 15.7285 1.6320
6P 6.8362 60.7652 1.6324 10.4909 1.6319
8P 6.8360 60.0224 1.6327 7.87010 1.6319
25
2 3)
B (1) Q=1.5P xcr =6.794, hcr=49.664
s @Q=2F xcr =6.798, ).cr=38.062
(3) Q=2.5P
Gy(x,0) xer =6.801, Acr=30.854
P/h [
-1
- Y| P Q
05 [ ,%, <__—L5——c o, @
i:::::::7:::::::::7::::::::::(3:)(2:)(1:): ’[':“) “z"%®<
- RO %
0 1 1 1

Sekil 46. oy, (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin yiik orani ile degisimi (k;=2, x,=2,
K3=2, Uy /=2, U3/1,=0.5, a/h=3, (b-a)/h= (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, h,/h=0.5)



GY(X’hZ) -

P/h
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(1)Q=1.5P

(3)Q=2.5P

Xer =6.55,
Xer =6.55,

Xer =6.55,

Acr=113.028
Acr=86.998
Arcr=70.713
|+
(1) @) 3) T
I
N ©)

x/h

10

Sekil 47. oy (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin yiik orani ile degisimi (k;=2, k=2,
K3=2, Ha/H1=2, H3/1,=0.5, a/h=3, (b-a)/h= (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, h,/h=0.5)

Tablo 3. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilleri oranina bagli olarak
alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve
uzakliklarinin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi ((b-a)/h=(d-
¢)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)

Hz/ul H3/u2 =01 Hs/uz =05 H3/u2 =1 H3/u2 =2 113/HZ =5 113/HZ =10
Xer Acr Xer Acr Xer Xer Xer Aer Xer Acr Xer Acr
0.1 | 11.33 | 99.017 | 8.7 | 61.081 | 7.99 | 46.745 | 7.49 | 35.069 | 7.17 | 25.853 | 7.04 | 22.518
0.5 9.04 | 71.039 | 7.31 | 44.716 | 6.90 | 33.792 | 6.62 | 25.384 | 6.43 | 19.437 | 6.37 | 19.402
2 8.14 | 59.717 | 6.80 | 38.062 | 6.45 | 27.656 | 6.25 | 20.432 | 6.12 | 18.348 | 6.08 | 17.353
5 7.88 | 56.444 | 6.64 | 35.843 | 6.32 | 25.432 | 6.15 | 18.692 | 6.04 | 16.715 | 6.00 | 15.278
10 7.79 | 55.182 | 6.58 | 34.917 | 6.28 | 24.518 | 6.11 | 17.898 | 6.01 | 15.160 | 5.97 | 14.854
50 7.7 | 54.077 | 6.53 | 34.076 | 6.24 | 23.705 | 6.08 | 17.394 | 598 | 14.596 | 5.95 | 13.486
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Tablo 4. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilleri oranina bagl olarak
tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklarinin tabakalarin kayma

modiilleri orani ile degisimi ((b-a)/h=(d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)

le‘/Hz =01 HS/Mz =05 u3/Mz =1 us/llz =2 us/llz =5 u3/112 =10

Mz/ W  Xer Acr Xer Acr Xer Xer Xer Acr Xer Acr Xer Acr
0.1 | 11.33 | 108.62 | 8.69 | 66.541 | 7.98 | 50.426 | 7.5 | 37.343 | 7.16 | 27.250 | 7.04 | 23.660
05 | 9.02 | 10559 | 7.32 | 63.508 | 6.85 | 45.124 | 6.57 | 31.813 | 6.4 | 23.580 | 6.35 | 21.002
2 8.13 95.28 | 6.56 | 56.981 | 6.17 | 40.936 | 6.06 | 27.188 | 6.01 | 21.280 | 5.99 | 19.593
5 7.88 59.11 | 5.92 | 36.608 | 5.90 | 25.327 | 5.88 | 20.813 | 5.86 | 15.851 | 5.86 | 17.563
10 582 | 38.381 | 5.82 | 22.676 | 5.82 | 19.567 | 5.81 | 17.930 | 5.81 | 14.102 | 5.80 | 12.854
50 5.76 | 17.053 | 5.76 | 16.010 | 5.76 | 15.624 | 5.76 | 15.357 | 5.76 | 13.681 | 5.76 | 12.486

-1.6

-1.2

Gy(X,O)
P/h

-0.8

-0.4

(1) Mo/ =0.25
(2) o/ =0.5

(3) p/pu =1
(4) P/ p =2

Xer =7.3,
Xcr =6.9,
Xcr =6.65
Xcr =6.45

Acr=38.353
Acr=33.792
,  Acr=30.340
,  Acr=27.656

b/

|
T

1
9

u,»x,@(

x/h

Sekil 48. oy (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin tabakalarin kayma modiilleri oram
ile degisimi (k,=2, k,=2, k3=2, u3/W,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-
b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)
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-2.5

-1.5

GY(X’hZ)
P/h [

-1

(1) p/pu=025 (3 Xer=7.3, Acr=45.509
(2) we/p1 =0.5 Xer=6.9, \cr=45.333
(3) o/ pu =1 @ xer=6.5, hcr=44.203
) H2/M1=2 Xer=6.2, Acr=41.065

|
T

|

Y| P

Q

%

(;LE‘_, . Iu'_,g@

o

x/h

X

. @

Sekil 49. o, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin tabakalarin kayma modiilleri orani
ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, Uz/W,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-

16

12

oy(x.0) 4 g
P/h

-0.4

0

b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)

Xcr =8.490, Acr=64.160
Xer =7.395, Acr=48.373
xer=7.014, A\cr=40.759

x/h

h

%‘(
)

b/ P Q

T— ‘ 1k @
Ly.rq@(
.5 & X

Sekil 50. 0y (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz
diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, U, /=1, a/h=3,
(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)
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(1) o/ =0.1
(2) }13/}12 =0.3
(3) ws/p2=0.5

GY(X7h2) -
P/h

. \

Xcr =8.482, Acr=126.407
xer=7.373, Acr=92.259
Xer =6.955, Acr=73.442

x/h

7 P
] — s
== - SN F- - - S — o [T‘(ii_'—.hlq@
N 1)
(3) (2)
| LH‘Q@ s

Sekil 51. oy (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz
diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, U,/1;=1, a/h=3,
(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, h,/h=0.5)

80

10

(b)

(1) we/p2=0.3
(2) |.,ls/|.,lz =0.5
(3) ps/pa=1
@) W/pe=2
(5) W/ pa =4

_ )
40
®
30 \
\ @

20 1 1 1 1

70

60

Xcr

}/lz/ul

(1) ps/p2=03
2) }L_z/},l.z =0.5
(3) we/pa=1
@) /=2
(5) Lo/ pa=4
)

@)
@
®)

EN
o

1 2 3
pz/ul

Sekil 52. a-b. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk
ayrilma uzakliklarinin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma
modiilleri oran1 ile degisimi (Q=2P, (b-a)/h=(d-c)/h=1, (c-b)/h=1.5, a/h=3,

h,/h=0.5)
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44
(b)
L (1) us/uzzo.s
(2) po/pa=1
40 (3) s/ po=4
I €
Aer o
) \—\
@
®)
28 ! ! ! ! 1
0 0.5 1 15 2 25

MZ/MI

Sekil 53. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiiklerinin alt tabaka ve elastik yar1
sonsuz diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (Q=2P, (b-

a)/h=(d-c)/h=1, (c-b)/h=1.5, a/h=3, h,/h=0.5)

9.6
o (1) pwo/pa =05
(2) p/pa=1
- () pa/pa=4
8.8
Xer 8.4
8
7.6
@
_ @®)
7.2 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25
pz/].,ll

Sekil 54. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma uzakliklarinin alt tabaka ve elastik
yart sonsuz diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (Q=2P, (b-

a)/h=(d-c)/h=1, (c-b)/h=1.5, a/h=3, h,/h=0.5)
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123

60

(1) po/ 1 =025
L (2) po/pu =0.5
Acr (3) po/pui=1
@) p/pi=2

)

20 (©)

)

Xcer

0 1 1 1

pa/p

(1) o/ =0.25
(2) we/p =0.5
(3) /=1
@) po/pi=2

(1
()

@)
(4)

TRYTR

Sekil 55. a-b. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk
ayrilma uzakliklarinin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi (Q=2P,

(b-a)/h=(d-c)/h=1, (c-b)/h=1.5, a/h=3, h /h=0.5)

160 10
@ (a) (b)
120 (1) o/ pi=0.25 (1) m2/pi=0.25
@ (2) HZ/HI =0.5 9 (2) o/ pi =0.5
r @ (3) },I,z/}h:l 3) },lz/ulzl
80 @ @ MZ/MI = Xcr @ HZ/MI:Z
Acr
- 8 o)
()
40
(©)]
4)
0 \ 1 7 1 1 L
0 4 8 4 8 12
ps/ b/

Sekil 56. a-b. Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklarmin
tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi (Q=2P, (b-a)/h=(d-c)/h=1,
(c-b)/h=1.5, a/h=3, h,/h=0.5)
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Tablo 5. Tabakalarin ve elastik yari sonsuz diizlemin malzeme 6zelliklerine bagli olarak alt
tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiiklerinin ve ilk
ayrilma uzakliklarinin alt tabaka yiiksekliginin toplam tabaka yiiksekligine orani ile
degisimi ((b-a)/h=(d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)

W,/n,=0.5 W,/p, =15 W,/u,=2.0 u,/u,=0.1 u,/p, =1.0

hz/h uy/p,=1.5 u,y/u,=0.5 uy/p,=1.5 1,/p,=0.1 1,/p,=1.0

Xer Acr Xer Acr Xer Acr Xer Acr Xer Acr
0.3 7.12 | 40.277 | 7.67 | 54.926 | 6.46 | 27.340 | 13.57 | 122.451 | 6.91 | 39.708
0.4 6.89 | 33.402 | 7.38 | 47.405 | 6.35| 23.314 | 1242 | 111.070 | 6.73 | 33.247
0.5 6.71 | 28.437 | 7.19 | 42.859 | 6.32 | 22944 | 11.33 | 99.001 | 6.63 | 30.297
0.6 6.62 | 27.554 | 7.17 | 45.170 | 6.39 | 28.146 | 1042 | 88541 | 6.84 | 36.610
0.7 6.65 | 33454 | 7.35| 53.862 | 6.59 | 37.891 | 9.48 | 86.674 | 6.83 | 43.639
0.8 6.86 | 43.828 | 7.64 | 62.148 | 6.84 | 44.983 | 9.77 | 83529 | 7.10| 52.047
My > M3 > U Mz > Wy > U3 Hz > Uz > g Uy > Hp > 3 Hi = Hz = U3

Tablo 6. Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz diizlemin malzeme 6zelliklerine bagl olarak
tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiiklerinin ve ilk ayrilma uzakliklarinin alt tabaka
yiiksekliginin toplam tabaka yiiksekligine orani ile degisim ((b-a)/h=(d-c)/h=0.5,
(c-b)/h=1, Q=2P)

u,/u,=0.5 w,/p, =15 W,/u,=2.0 1,/un,=0.1 u,/u,=1.0

hz/h wy/p,=1.5 n,/p,=0.5 uy/p,=1.5 1,/p,=0.1 u,/p,=1.0

Xer Acr Xer Acr Xer Acr Xer Acr Xer Acr
0.3 7.12 | 41.705 | 7.68 | 57.907 | 6.46 | 30.332 | 13.57 | 124.201 | 6.92 | 42.659
0.4 6.89 | 37.298 | 7.39 | 56.423 |6.30 | 29.908 | 1242 | 114308 | 6.73 | 41.315
0.5 6.67 | 36.448 | 7.15 | 66.637 | 6.10 | 31.140 | 11.33 | 108.626 | 6.51 | 46.184
0.6 6.39 | 39.789 | 6.97 | 78.109 |584 | 29.670 | 10.39 | 116.759 | 6.16 | 54.064
0.7 599 | 31.733 | 593 | 51.710 |5.61| 24.094 | 9.45 | 110.346 | 5.77 | 37.534
0.8 558 | 29.382 | 3.96 | 22.051 |4.00| 17.358 | 9.32 | 105.421 | 553 | 22.683
Hi > M3 > Hz > Wy > W3 M3 > Uy > g My > U > U3 H1 = Hz = H3
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3.5.Siireksiz  Temas Durumunda Alt Tabaka ile Elastik Yan
Sonsuz Diizleme ve Tabakalara Ait Ara Yiizeylerdeki Diisey Gerilme
Yayilislar: ve Ayrilma Mesafelerinin Incelenmesi

Bir onceki boliimde siirekli temas durumu i¢in belirlenen siir sartlarina bagh
olarak yapilan ¢oziimler sonucu elde edilen grafiklerde ilk ayrilma ytikleri ve ilk ayrilma

uzakliklar1 verilmistir. Yik faktoriiniin kritik yiik faktoriinden biiyiik oldugu (A>A,)

siireksiz temas durumunda ise yeniden belirlenen siir kosullar1 kullanilarak elde edilen
integral denklem sisteminin ¢éziimii sonucu yeni grafikler elde edilmistir. Bu ¢dziimlerden
tabakalara ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeydeki gerilme dagilislar
ve ayrilma mesafeleri; blok genisligi, bloklar aras1 mesafe, kayma modiilleri oran1 ve yiik
orani gibi boyutsuz biiytikliikler i¢in belirlenmistir.

Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeyde o, (x,0)/P/h gerilme dagilimini

veren grafikler incelendiginde siirekli temas bdlgeleri ve siireksiz temas bolgesi

goriilmektedir. o, (x,0)/P/h gerilme degeri 1. Blok kenarindan itibaren artmakta yiik altinda

en biiylik degerini almaktadir. Bloklar arasinda gerilme degerleri azalmakta daha sonra
yeniden artarak ikinci blogun kenarindan itibaren birinci blokta ki duruma benzer sekilde
artis gézlenmekte en biiyiik degerini yiik altinda aldiktan sonra tekrar azalarak alt tabaka ve
elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara ylizeyde meydana gelen ayrilmanin baslangi¢ noktasi
e/h’da sifir olmakta ve ayrilma bolgesi (e/h, f/h) boyunca sifir kalmaktadir. Ayrilmanin
bittigi nokta f/h’ dan sonra ise gerilme degerleri artarak yiik faktorii A ’ya esitlenmektedir.
Sekil 57°de blok genisligi arttikca alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeydeki
ayrilma bolgelerinde ki degisim goriilmektedir. Buna gore blok genislikleri arttik¢a ayrilma
bolgesi kiiclilmektedir. Blok genislikleri artirildiginda ilk ayrilma uzakliklar ve ilk ayrilma
yiikleri ise bliylimektedir( Sekil 42-43). Sekil 58’de bloklar arasindaki mesafe degisiminin
ayrilma bolgesi lizerindeki etkileri goriilmektedir. Buna gore (c-b)/h “in kiiciik degerleri igin
((c-b)/n)<3) A ‘ya bagl iki ayrilma bolgesi meydana gelme ihtimali ortaya ¢ikmakta ve
Q/h= P/h iken ilk ayrilma bolgesi ikinci blogun sag tarafinda olmaktadir. Bloklar arasindaki
uzaklik ((c-b)/h=3) daha da artirilirsa bloklar arasinda bir ayrilma bolgesi daha ortaya
cikmaktadir. Ve bu bdlge muhtemelen ilk ayrilma bolgesi olmaktadir. Bloklar arasindaki
uzaklik artirilmaya devam ettiginde ((c-b)/h>5) ise yiik faktorii A’ya bagl olarak dort

ayrilma bdlgesi meydana gelme ihtimali ortaya ¢ikmaktadir. ilk ayrilma bélgesi yine bloklar



126

arasinda meydana gelmektedir ve (C-b)/h’ 1n belli bir degerinden sonra bloklar arasindaki
etkilesim kaybolmaktadir. Sekil 59°da tabakalar arasindaki kayma modiilleri oranina bagh
olarak alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki temas yiizeyinde meydana gelen
ayrilma bolgelerindeki degisim goriilmektedir. Buna goére kayma modiilleri orani
artirtldiginda yani alttaki tabakanin rijitligi {ist tabakaya gore artirildiginda alt tabaka ve
elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ayrilma genelde daha kolay meydana gelmektedir ve
ayrilma bolgesi biiytimektedir. Sekil 60°da alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem kayma
modiilleri oranindaki degisimin yine alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem temas
yiizeyinde meydana getirdigi ayrilmaya etkisi goriilmektedir. Bu oran biiyiidiik¢e yani
ayrilma bolgesi biiylimektedir. Ayrilma bdlgesinin yiik oranina gore degisimi Sekil 61° de
incelenmistir. Sekilde goriildiigli gibi yiik oram arttik¢a ayrilma kolaylasmakta ve ayrilma
bolgesi bliylimektedir. Yiik artirildiginda ayrilmanin bitis noktas: f/h biiyiirken, ayrilmanin
baslangi¢ noktasi e/h’ da azalarak sabit bir degere dogru yaklasmaktadir. Sekil 62°de alt
tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda yiik faktoriine (A ) bagli olarak meydana gelen

stirekli ve siireksiz temas durumundaki gerilme dagilislar goriilmektedir. A=18<A_ olmasi

durumunda siirekli temas mevcuttur ve herhangi bir noktada ayrilma s6z konusu degildir.
2=22.101=A, olmasi durumunda ilk ayrilmanin bloklar arasinda ((c-b)/h=3, X, =4.961)
meydana gelecegi anlasilmaktadir. A=31>A_ olmas1 durumunda ise alt tabaka ve elastik yar1
sonsuz diizlem arasinda bir ayrilma bolgesi (e/h=4.5912, f/h=5.3001) meydana gelmekte ve
bu bolgede gerilme degerleri sifir olmaktadir. Sekilden de goriildiigii gibi ilk ayrilma
uzaklig1 bu ayrilma bolgesi i¢inde bir noktada deger almaktadir. Sekil 63°de alt tabaka ve
elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda yiik faktoriine (A ) bagl olarak meydana gelen siirekli

ve siireksiz temas durumundaki gerilme dagilislart goriilmektedir. A=20<A, olmasi
durumunda siirekli temas mevcuttur ve herhangi bir noktada ayrilma s6z konusu degildir.
2=30.340=\, olmas1 durumunda ilk ayrilmanin ikinci blogun saginda ((c-b)/h=1, X_ =6.65)
meydana gelme gelme ihtimali goziikmektedir. A=40>A_ olmas1 durumunda ise alt tabaka

ve elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda bir ayrilma bdlgesi (e/h=6.260, f/h=7.2477) meydana
gelmekte ve bu bolgede gerilme degerleri sifir olmaktadir. Sekilden de goriildiigi gibi ilk
ayrilma uzakligi bu ayrilma bdolgesi i¢inde bir noktada deger almaktadir. Sekil 64°de bloklar



127

arasindaki mesafe degisiminin tabakalar arasinda ki ayrilma bolgesi tizerindeki etkileri
goriilmektedir. Buna gore (c-b)/h ‘in kiigiik degerleri i¢in ((c-b)/h)<3) A ’ya bagli iki ayrilma
bolgesi meydana gelme ihtimali ortaya ¢ikmakta, Q/h= P/h iken ilk ayrilma bolgesi ikinci
blogun sag tarafinda olmaktadir. Bloklar arasindaki uzaklik ((c-b)/h=3) daha da artirilirsa
bloklar arasinda da bir ayrilma bdlgesi olabilecegi goziikmektedir. Ve bu bolge muhtemelen
ilk ayrilma bolgesi olmaktadir. Tabakalar arasindaki uzaklik artirllmaya devam edildiginde
((c-b)/h>5) ise yiik faktorii A’ya bagli olarak dort ayrilma bolgesi meydana gelebilecegi
anlasilmaktadir. Bu durumda muhtemel ilk ayrilma bélgesi ikinci blogun yakinlarinda
gerceklesmektedir ve (c-b)/h’ 1n belli bir degerinden sonra bloklar arasindaki etkilesim
kaybolmaktadir. Sekil 65’de tabakalar arasindaki kayma modiilleri oranina bagli olarak
tabakalar arasindaki temas yiizeyinde meydana gelen ayrilma bdlgelerindeki degisim
goriilmektedir. Buna gore kayma modiilleri oran1 artirildiginda yani alttaki tabakanin rijitligi
tstteki tabakaya gore artirildiginda tabakalar arasindaki ayrilma bolgesi kiigiilmektedir.
Tabakalar arasindaki boyutsuz gerilme dagiliminin yiik orani ile degisimi Sekil 66’ da
incelenmistir. Bloklar arasindaki mesafe (c-b)/h=1 alindiginda ilk ayrilmalar ikinci blogun
sag tarafinda gerceklesmektedir. Sekilde goriildiigli gibi yiik degeri arttikga ayrilma
kolaylagmakta ve ayrilma bolgesi biiyiimektedir. Yk artirildiginda ayrilmanin bitis noktasi
I’h biiylirken, ayrilmanin baslangi¢ noktast k/h’ da azalarak sabit bir degere dogru
yaklasmaktadir. Sekil 67’de tabakalar arasinda yiik faktoriine (1) bagl olarak meydana

gelen siirekli ve siireksiz temas durumundaki gerilme dagilislart goriilmektedir. A=20<A
olmast durumunda stirekli temas mevcuttur ve herhangi bir noktada ayrilma s6z konusu
degildir. A=37.534=)\_olmas1 durumunda ilk ayrilmanin ikinci blogun saginda olmasi
ihtimali ortaya ¢ikmaktadir (X, =5.77) . A=55>A  olmas1 durumunda ise tabakalar arasinda

bir ayrilma bolgesi (k/h=5.5998, 1/h=6.013) meydana gelmekte ve bu bolgede gerilme
degerleri sifir olmaktadir. Sekil 68’de tabakalar arasinda yiik faktoriine (A ) bagl olarak

meydana gelen siirekli ve siireksiz temas gerilmeleri goriilmektedir. A=25<A, olmasi
durumunda siirekli temas mevcuttur ve herhangi bir noktada ayrilma s6z konusu degildir.
A=38.27=\_ olmas1 durumunda ilk ayrilmanin bloklar arasinda meydana gelme ihtimali
goziikmektedir (X, =5.74). A=55>)\_ olmas1 durumunda ise tabakalar arasinda bir ayrilma

bolgesi (k/h=5.5830, 1/h=5.8505) meydana gelmekte ve bu bolgede gerilme degerleri sifir
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olmaktadir. Sekilde goriildiigii gibi ilk ayrilma uzakligi bu ayrilma bolgesi i¢inde bir noktada

deger almaktadir.
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(e/h=6.8501, £/h=7.9108)

(3) (b-a)/h=0.5 (d-c)/h=1.5
(e/h=7.4819, £/h=8.0982)
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Sekil 57. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki o
(x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin blok genisligi ile degisimi (k;=2, k,=2,
K3=2, U/ 11=2, H3/1,=0.5, a/h=3, (c-b)/h=1, A=60)
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Sekil 58. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki
oy (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmnin bloklar arasi mesafe ile degisimi
(k1=2, K;=2, ¥3=2, W,/m=1, us3/p, =1, ah=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05,
Q=2P, A=31)

(1) Ho/pi=0.25

(eh=7.011, Fh=7.6135) @
18 @
(2) P/ =0.5
m (e/h=6.535, f/h=7.4455) )
12 (3) po/pi =1
/h=6.260, f/h=7.
_— (e/h=6.260, f/h=7.2477)
P/h
@) /=2
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Sekil 59. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki
oy (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin tabakalar arasindaki kayma
modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2, K3=2, U3/n,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-
¢)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, 1=40)
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Sekil 60. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki

oy (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz

diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi ( p,/p;=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-
c)/h=05, Q=2P, A=70)
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Sekil 61. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki
oy (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin yiik orani ile degisimi (p/p,=2,
U3/, =0.5,a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=1, A=55)
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Sekil 62. Siirekli temas (A < A..) ve siireksiz temas (A > A..) durumlarinda alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki oy, (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimi
(k1=2, K,=2, k3=2, U/ 1=1, u3/p,=1,a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=3,
Q=2P)

(1) A=40>Acr
46|  (e/h=6.260, f/h=7.2477)

(2) A=Acr=30.340
(xcr=6.65)
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Sekil 63. Siirekli temas (A < A..) ve siireksiz temas (A > A..) durumlarinda alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki oy, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimi

(6=2, =2, Ks=2, Wp/Mi=1, ps/M,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-
b)/h=1, Q=2P)
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Sekil 64. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o, (x,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme
dagiliminin bloklar aras1 mesafe ile degisimi (k;=2, k=2, k3=2, W,/p;=1,

1s/1,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, Q=2P, A,=30 h,/h=0.7)
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Sekil 65. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki oy, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme

dagiliminin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k=2, K3=2,
Uz /p,=1, a’h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=1, Q=2P, A=30, h,/h=0.7)
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Sekil 66. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki oy, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme
dagiliminin yiik orani ile degisimi (u,/u=1, usz/u,=1, a’lh=3, (b-a)/h=0.5, (d-
¢)/h=0.5, (c-b)/h=1, A=40, h,/h=0.7)
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Sekil 67. Siirekli temas (A < A..) ve slireksiz temas (A > A..) durumlarinda tabakalar
arasindaki o, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagihmi (k;=2, k=2, K3=2,
Wy /U1=1, u3/p,=1,a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=1, Q=2P)
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Sekil 68. Siirekli temas (A < A..) ve slireksiz temas (A > A..) durumlarinda tabakalar
arasdaki o, (X;h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagihmi (k;=2, x,=2, K3=2,
Wy /=1, u3/p,=1,a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=1, Q=2P)

3.6. Siireksiz Temas Durumunda Ayrilma Bolgelerindeki Diisey Yer
Degistirmeler Farkinin Irdelenmesi

Yiikiin ilk ayrilma yiikiinden daha biiyiik olmas1 durumunda (A > A.;.) alt tabaka ve
elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeyde ve tabakalar arasinda meydana gelen ayrilmalar
blok genislikleri, bloklar aras1 mesafe, kayma modiillerinin degisimi ve ylik orani gibi ¢esitli
boyutsuz biiyiikliikler i¢in incelenmis ve grafikler halinde asagida verilmistir. Sekil 69°da
alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeydeki kabarmalarin 2. blogun genisligi
ile degisimi goriilmektedir. Sekle gore blok genisligi artirildik¢a ayrilma bolgesi kiiglilmekte
ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar azalmaktadir. Blok genisligi artirildik¢a ayrilma
bolgesi y baslangic ekseninden uzaklagmaktadir. Sekil 70’de alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz
diizleme ait ara yilizeydeki kabarmalarin bloklar aras1 mesafe ile degisimi goriilmektedir.
Bloklar arasindaki mesafe degeri (c-b)/h=1 oldugunda ilk ayrilma ikinci blogun sag tarafinda
gerceklesmekte, kabarma degeri ve ayrilma bolgesi daha kiigiik olmaktadir. (c-b)/h=3, (c-
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b)/h=5 oldugunda ise ilk ayrilmalar bloklar arasinda gergeklesir, (c-b)/h=3 durumunda
kabarma degeri ve ayrilma bolgesi biiyiirken (c-b)/h=5 olmasi durumunda kabarma degeri
ve ayrilma bolgesi kiiglilmektedir. Sekil 71°de tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara
ylizeyde meydana gelen kabarmalarin tabakalar arasindaki kayma modiilleri orani ile
degisimi gorilmektedir. Alt tabakanin rijitligi Uistteki tabakaya gore artirildiginda ayrilma
bolgesi biiyiimekte ve daha biiyiik kabarma degeri elde edilmektedir. Benzer durum Sekil
ayrilma bolgesi biiylimekte kabarma degeri ise artmaktadir. Sekil 73’de goriildiigi gibi yiik
orani artirildiginda alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yilizeydeki ayrilma
bolgesi biiylimekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar artmaktadir. Sekil 74’de
tabakalara ait ara yiizeyde meydana gelen kabarmalarin bloklar arast mesafe ile degisimi
verilmektedir. Bloklar aras1 mesafe degisimi (c-b)/h=1, (c-b)/h=5 oldugunda ilk ayrilmalar
ikinci blogun sag tarafinda meydana gelmektedir, (c-b)/h=3 oldugunda ise ayrilma bloklar
arasinda gerceklesmektedir. Bloklar arasi mesafe arttikca meydana gelen kabarmalar ve
ayrilma bolgeleri kiiglilmektedir. Sekil 75°de tabakalara ait ara yiizeyde meydana gelen
kabarmalarin tabakalar arasindaki kayma modiilleri orani ile degisimi goriilmektedir. Alt
tabakanin rijitligi istteki tabakaya gore artirildiginda ayrilma boélgesi ¢ok az miktarda

bilyiimekte ve p,/p, orani arttikca biiyiik kabarma degerleri elde edilmektedir. Sekil 76’da

gorlldiigii gibi yik orami artirlldiginda tabakalara ait ara yiizeydeki ayrilma bolgesi

bliylimekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar artmaktadir.
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-0.016
(1) (b-a)/h=0.5  (d-c)/h=0.5
| Acr=38.062 ¢=6.2981 {=7.8143
(2) (b-a)/h=0.5  (d-c)/h=1.0
.0.012 Acr=46.321 e=6.8501 £=7.9108
(3) (b-a)h=0.5  (d-c)yh=1.5
w*(x,0)  E Acr=56.347 ¢=7.4819 £=8.0982
P/h
-0.008
-0.004
0 1 1
6 6.5 7.5 8 8.5

x/h

Sekil 69. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeydeki Kabarmalarin blok
genigligi ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, Wp/W4=2, u3/p, = 0.5, a/h=3, (c-

b)/h=1, A=60)
-0.006
) (1) (c-b)/h=1.0
@ xcr=6.628 Acr=30.2971
L €=6.5140 =6.7610
(2) (c-b)/h=3.0
xcr=4.961 rcr=22.1011
-0.004 e=4.5912 =5.3001
(3) (c-b)/h=5.0
pv=(x,0) xcr=6.861 Acr=30.7971
P/h B e=6.72 f=6.9855
-0.002
(1) (3)
0 1 1 1 SN
4.5 5 5.5 6 6.5
x/h

|

r

b/

h(

%&®<

B —]
£

N E) *

Sekil 70.Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara ylizeydeki kabarmalarin bloklar
aras1 mesafe ile degisimi (k;=2, k,=2, K3=2, W,/1=1, p3/u, =1, a/h=3, (b-
a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, Q=2P, A=31)



-0.01

137

-0.008

-0.006

Lv(x,0)
Ph

-0.004

-0.002

(1) Wo/p1=0.25
(e=7.011 f=7.6135)

2) Wo/p1 =0.5
(€=6.535 {=7.4455)

@)U/ i =1
(e=6.260 {=7.2477)

@) po/pi=2
(e=6.071 1=7.1812)

6.4

6.8

x/h

7.2 7.6

——

= e |
=
\_//-j

Sekil 71. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yilizeydeki kabarmalarin tabakalar
arasindaki kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2, k3=2, u3/p1,=1, a/h=3,
(b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, A=40)

-0.025

-0.02

-0.015

HV*(X’O)
P/h
-0.01

-0.005

@)

(1) 1a/p2=0.1
rcr=64.160
e=8.012 £=9.1355

(2) W/ 2 =0.3
acr=48.373
e=6.8053 f=8.4713

(3) ps/p2 =0.5
rer=40.759
e=6.4265 {=8.2661

x/h

10

Sekil 72. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara yiizeydeki kabarmalarin alt tabaka

ve elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (k;=2, k,=2,
K3=2, W, /u;=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, Q=2P, A=70)
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(1)Q=1.5P
®) (e=6.5410 £=7.1355)

(2)Q=2p
(e=6.350 £=7.6220)

(3)Q=2.5P
(e=6.2491 £=8.05 )

6.8 7.2

x/h

8.4

Sekil 73. Alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizleme ait ara ylizeydeki kabarmalarin yiik orani
ile degisimi (k;=2, K;=2, k3=2, Wp/W1=2, u3/u,=0.5,a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-
¢)/h=05, (c-b)/h=1, A=55)

-0.0003

-0.0002

pv*(x,hs)
P/h

-0.0001

()

1

(1) (c-b)/h=1.0
k=5.6515 1=5.9270

(2) (c-b)/h=3.0
k=5.5830 1=5.8505

(3) (c-b)/h=5.0
k=9.6660 1=9.8962

(€)) ”

x/h

1

|+
k)

—— T ©)

Sekil 74. Tabakalara ait ara ylizeydeki kabarmalarin bloklar arasi mesafe ile degisimi (k;=2,
K,=2, K3=2, Uy/U;=1, us3/u, = 1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, Q=2P, A=40)
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(1) /=50

(2) Mz/},ll =10

(3) po/pi=50

(k=5.666 1=6.21305)

(k=5.5872 1=6.1415)

(k=5.5310 1=6.086)

5.6 5.8 6

x/h
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Sekil 75. Tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin tabakalar arasindaki kayma modiilleri

orani ile degisimi

¢)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, A=30)

-0.005

-0.004

-0.003

pv*(x,ho)
p/h

-0.002

-0.001

)Q=1.5P
=5.6515 1=5.9270)
(3)

1
(k
(2)Q=2.5P
(k=5.6064 1=6.00)
(3)Q=3.0P
(k=5.5948 1=6.0180)

x/h

(K1:2, K2:2, K3:2, U.3/|J.2 = 1, a/h:3, (b‘a)/h:O5, (d'

P Q
—= Hg. kg @

—

o, Ko @ (

— —— N )

Sekil 76. Tabakalara ait ara ylizeydeki kabarmalarin yiik orani ile degisimi (k;=2, k,=2,
K3=2, Uy /U1=2, U3/ n,=0.5,a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=1, A=40)
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3.7. Sonlu Elemanlar Yontemi Sonuclar1 ve Teorik Sonuclarla Karsilastirma

Bu kisimda elastik yar1 sonsuz diizleme oturan iki elastik tabakanin temas
probleminin sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sayisal analiz sonuglar1 irdelenmekte
ve sonuglar teorik sonuglarla karsilastirilmaktadir. Yapilan analizlerde; bloklar altindaki
temas gerilmeleri, y ekseni dogrultusunda y ekseni tizerindeki, blok altinda ve bloklar
arasindaki normal ve kayma gerilmeleri ile yine x ekseni dogrultusundaki gerilme degerleri
elde edilmistir. Ayn1 zamanda hem tabakalar arasinda hem de alt tabaka ile elastik yari
sonsuz diizlem arasinda meydana gelen ilk ayrilmalar analizlerde yiik oranlar1 ve malzeme
sabitleri gibi boyutsuz biiyiikliiklerin farkli sayisal degerleri igin hesaplanmistir. Elde edilen

sonuclar tablolar ve grafikler halinde teorik sonuclarla birlikte karsilastirmali olarak

verilmistir. Grafik ve tablolarda ki malzeme sabitleri «,=Kk,=k,=2 olarak alinmustir. Yik

oranindaki degisim ve malzeme sabitlerinin degisimleri, analizlerde kullanilan eleman sayis1
ve temas eleman sayisint degistirmedigi halde blok genislikleri degisimi eleman sayisini ve
temas elemani sayisini degistirmektedir.

[k ayrilma uzakliklarinin gesitli boyutsuz biiyiikliikler igin sonlu elemanlar ydntemi

ve teorik ¢aligmalardan elde edilen sonuglar1 agagidaki tablolarda verilmektedir (Tablo 7-8).

Tablo 7. Tabakalar arasinda meydana gelen ilk ayrilma uzakliklarinin, blok genislikleri ile
degisiminin teorik ve sayisal sonuglarinin karsilastirilmast (k;=2, k,=2, k3=2,
W,/ =2, us/u,=0.5, a/h=3, (c-b)/h=1, Q=2P)

X,/
(b-a)h  (d-c)/h Analitik FEM Hata(%)
05 05 6.5481 653 0.28
05 10 7.0128 7.00 0.18
05 15 7.5026 751 0.098
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Tablo 8. Tabakalar arasinda meydana gelen ilk ayrilma uzakliklarinin, alt tabaka ve elastik
yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilleri oram ile de§isiminin teorik ve sayisal
sonuglarinin karsilastirilmas: (k;=2, k,=2, k3=2, u,/u;=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5,
(d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)

X, /h
Ha/H, Analitik FEM Hata(%)
0.1 8.4826 8.50 0.20
0.3 7.3731 7.35 0.31
0.5 6.9552 6.95 0.074

Sekil 77a-b’ de malzeme sabitleri oranina bagli olarak temas gerilmelerindeki
degisimin, Sekil 78 a-b’de ise yiik oran1 degisimine bagli olarak meydana gelen temas
gerilmelerindeki degisimin sonlu elemanlar yontemi ve teorik caligmalardan elde edilen
sonugclari birlikte verilmektedir. Sekillerde a birinci blok altindaki degisimi b ise ikinci blok

altindaki degisimi gostermektedir.

¢ 8
@) 5
Teorik
[ ----- ANSYS ST
’ 6
"/ =
I (1) o/ pi=2 - E;; ﬁ./ﬁl ?
o =
X (2) po/pi=1
L 4 (3) wo/pi=05
o (3) /=05 )

m@ G

x/h x/h

Sekil 77. a-b. Tabakalarin kayma modiilleri oranlarina bagli olarak bloklar altindaki temas
gerilmeleri degisimlerinin teorik ve sayisal sonuglar1 (k;=2, k,=2, k3=2,
Us/p,=2, alh=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1, Q=2P)
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4 12
(a) (b)
Teorik I Teorik
F o ANSYS
10
3)
3 -
)
8
pe9 (1) Q=P .
P/h ©
2) Q=2P ax) e
2 2Q it 2) 0-2p

(3) Q=4P i
4 (3) Q=4P

1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2
x/h x/h

Sekil 78. a-b. Cesitli yiikk orani degerleri igin bloklar altindaki temas gerilmeleri
degisiminin teorik ve sayisal sonuglart (k;=2, k=2, K3=2,

/1y =2, ta/M=2, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=L1, (c-b)/h=1)

y ekseninde, 1.blok altinda ve bloklar arasinda meydana gelen normal gerilme ve kayma
gerilmesi degerlerinin sonlu elemanlar yonteminden ve teorik ¢aligmalardan elde edilen

sonuglar1 birlikte grafikler halinde asagida verilmektedir ( Sekil 79-81).
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Teorik

0.5

(1

yh 0

05 (1) Eksende

(2) Bloklar arasinda (x=1.9

(3)1.Blok altinda ~ (x=1.25

Oy
P/h

et

2

C

7 P Q
i bt @
um@<
.k, @ %

Sekil79. oy (X, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin eksende, 1. blok altinda ve bloklar

arasindaki degisiminin teorik ve sayisal sonuglant (k;=2, k,=2, k3=2,
Wy /=1, u3/u,=1, a/h=1, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=2, Q=P)

0.5

y/h 0

(1) Eksende (x=0)
-0.5 |2) Bloklar arasinda (x=1.9)

(3)1.Blok altinda  (x=1.25)

Teorik

C

b/

—

-1.5 -1 -0.5

0.5

J

ol

X
NE)

Sekil 80. o, (X, y)/(P/h) boyutsuz normal gerilmesinin eksende, 1. blok altinda ve bloklar

arasindaki degisiminin teorik ve sayisal sonuglari (k;=2, kK,=2, K3=2, WU3/H,=1,

a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=2, Q=P)
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| Teorik
0.5
yh o
4 (1) Eksende (x=0)
-0.5 (2) Bloklar arasinda (x=1.9)
Y| P Q
(3)1.Blok altinda  (x=1.25)
%| ( e .k @
-1 1 | ];
02 0 0.1 02 | T > s ®< L
Ty IR )

Sekil 81. Ty (X, y)/(P/h) boyutsuz kayma gerilmesinin eksende, blok altinda ve bloklar
arasindaki degisiminin teorik ve sayisal sonuglart (k;=2, k,=2, K3=2, i, /11 =1,

1s/1p=1, a/h=3, (c-b)/h=1, Q=P)

Yiik ve malzeme oranlar1 degisimi gibi ¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in tabakalar

arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda x ekseni boyunca meydana

gelen o,(x,0), 6,(x,h,) boyutsuz normal gerilme degisimlerinin, sonlu elamanlar

yonteminden ve teorik ¢alismalardan elde edilen sonuglari birlikte grafikler halinde asagida

verilmektedir (Sekil 82-87).
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(1) (c-by/h=1
() (c-b)/h=3

(3) (c-b)/h=6

PTKz@(
I E) %

Sekil 82.0, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin bloklar arasi mesafe ile
degisiminin teorik ve sayisal sonuglari (k;=2, k,=2, k3=2, W,/ = 1,
us/n,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, Q=2P)

-2.5

Teorik

(1) (c-b)/h=1

™) | (2) AB)

(2) (c-by/h=3

-1.5
(3) (c-b)/h=6

oy(x,h)) L
P/h

Vi P Q

-0.5

<_ir_ i @
> M@(
i @ %

x/h

Sekil 83. o, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimmin bloklar arasi mesafe ile
degisiminin teorik ve sayisal sonuglar (k;=2, K,=2, K3=2, Uy/H;=1,
us/p,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, Q=2P)
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-2.5

Teorik

- (1) Q=1.5P
-1.5 (2) Q=2.0pP

Gy(X,O) (3) Q=25P

P/h

)/ P Q

-0.5

f———

‘<___Lh"_. .k @
) s 0
wox @ b

——

’ ’ X/h
Sekil 84. oy, (X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimimin yiik ile degisiminin teorik ve sayisal

sonuglart (k;=2, K,=2, k3=2, U,/HU;=2, M3/K,=0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-
¢)/h=0.5, (c-b)/h=1)

(1) Q=1.5P
(2) Q=2.0P
(3) Q=2.5P

GY(X’hZ) -
P/h

)7 P Q
hri|<_—_“—n_. ’“1_&@
b o
N ©) i

Sekil 85. oy (X,h,)(/P/h) boyutsuz gerilme dagilimimin yiik ile degisiminin teorik ve say1sal

Sonuglarl (K1:2, K2:2, K3:2, uz/u1=2, u3/u2:0.5, a/h:3, (b'a.)/h:OS, (d'
¢)/h=0.5, (c-b)/h=1)
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(1) po/p =0.5
12 (2) MZ/Ml =1
oy(x,0) (3) /=2
P/h

-0.8

-0.4

0

Sekil 86. oy, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagilimimin tabakalarin kayma modiilleri orani ile

degisiminin teorik ve sayisal sonuglar1 (k;=2, k,=2, k3=2, u3/p,=1, a/h=3, (b-
a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)

-2.5
| Teorik N e
------ ANSYS
” @
- (1) po/p =05 Al o)
(2) w/pi=1
18 (3) Wo/pu=2
oy(x,h2)
Ph [
-1
B / i P Q
05 - - ----—--Z-Z-Z-:Z )
HE==="SNNEL
[t) w0
! ! wox @ .

* x/h

Sekil 87. oy (X,h;) (/P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin tabakalarin kayma modiilleri orani

ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglar1 (k;=2, k,=2, k3=2, u3/pn,=1, a/h=3, (b-
a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)
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Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar
arasinda meydana gelen ayrilmanin baslangi¢ ve bitis noktalari ile ayrilma bolgelerinin
biiylikliigiiniin, yiik oran1 ve kayma modiilleri oranmi ile degisiminin sonlu elemanlar
yonteminden ve teorik c¢alismalardan elde edilen sonuclari tablolar halinde asagida

verilmistir (Tablo 9-11).

Tablo 9. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ara yiizeyindeki
ayrilmanin baglangi¢ ve bitis noktasi ile ayrilma bolgesi biiyilikliigliniin tabakalar
arasinda ki kayma modiilleri orani ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglarinin
karsilastirilmasi (k;=2, k,=2, k3=2, u3/u,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-
b)/h=1, Q=2P, A=40)

e/h f/h (f-e)/h
Halky
Analitik | FEM | Hata (%) | Analitik | FEM | Hata (%) | Analitik | FEM | Hata (%)
0.25 7.0113 7.10 1.2 7.6135 7.70 1.36 0.6022  0.60 0.36
0.5 6.5351 6.53  0.08 7.4455 7.45 0.06 0.9104 0.92 1.05
1 6.2594 6.25 0.15 7.2477 7.24 0.10 0.9883  0.99 0.17
2 6.0706 6.10 0,48 7.1812 7.19 0.12 1.1106  1.09 1.85

Tablo 10. Siireksiz temas durumunda tabakalar ara yiizeyindeki ayrilmanin baglangig¢ ve bitis
noktasi ile ayrilma bolgesi biliylikliigliniin kayma modiilleri orani ile degisiminin
teorik ve sayisal sonuglarinin karsilastirilmast (k;=2, k,=2, K3=2, HU3/M,=1,
a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P, A=50)

k/h I/h (I-k)/h
Ho/ily Analitik | FEM | Hata% | Analitik | FEM | Hata% | Analitik | FEM | Hata %

5 5.6660 5.66 0.10 6.2130 6.22 0.11 0.5474 0.56 2.37
10 55872 558 0.13 6.1415 6.15 0.14 0.5544 0.57 2.81
50 55310 554 0.16 6.0861 6.10 0.23 0.5551 0.56 0.88
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Tablo 11. Siireksiz temas durumunda alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlem ara
ylizeyindeki ayrilmanin baslangi¢ ve bitis noktas1 ile ayrilma bolgesi
biiyiikliigiiniin yiik orani ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglarnin
karsilastirilmast (py/p,=2, u3/p,=0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-

b)/h=1, A=55)
e/h f/h (f-e)/h
Q Analitik | FEM Hata % Analitik | FEM | Hata% | Analitik | FEM | Hata %
1.5P 6.5412 655 0.13 7.1355 7.13 0.08 0.5943 0.58 2.4
2P 6.3495 636 0.16 7.6220 7.63 0.10 12721 127 0.15
2.5P 6.2491 623 0.30 8.0534 8.00 0.66 17509 177 1.08

Stirekli temas (A<A, ) ve siireksiz temas (A>A,, )durumlarinda alt tabaka ile elastik

yari sonsuz diizlem ve tabakalar arasindaki gerilme dagilimlarmnin, sonlu elemanlar

yonteminden ve teorik ¢alismalardan elde edilen sonuglari grafikler halinde asagida

verilmistir (Sekil 88-90).

[
Teorik (1. @), 3)
------ ANSYS
-16 (1) A=31>Acr
L (2) A=Arcr=22.101
(3) A=18< Acr
-1.2
Oy:A(x,0) |
P/h
(1), (2. (3)
-0.8

Pt
———

1

Sekil 88. Siirekli temas (A < A..) ve siireksiz temas (A > A..) durumlarinda alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki o,(X,0)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin

teorik ve sayisal sonuglar (k;=2, kK,=2, K3=2, Uy/W;=1, us/u,=1, atlh=3, (b-

a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=3, Q=2P)
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- Teorik
------ ANSYS (1), (2), 3)
16
| (1) A=40>Acr
(2) A=Der=30.340
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(3) A=20< Acr
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P/h
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x/h
Sekil 89. Siirekli temas (A < A..) ve siireksiz temas (A > A..) durumlarinda alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki o,,(x,0) /(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin

teorik ve sayisal sonuglar (k;=2, k,=2, K3=2, Uy/W;=1, pu3/u,=1, atlh=3, (b-
a)/h=0.5, (d-c)/h=05, (c-b)/h=1, Q=2P)

1), (2),3)
(1) A=55>hcr
(2) A=Acr=37.534

(3) A=20< Acr

G}’2(X ,hz) -
P/h

(3) N
+2 ) e .“2_‘(2®<
; I o — — T ©)

Sekil 90. Siirekli temas (A < A..) ve slireksiz temas (A > A..) durumlarinda tabakalar
arasmndaki o, (X,h;)/(P/h) boyutsuz gerilme dagiliminin teorik ve sayisal
sonuglart (k;=2, k,=2, K3=2, Uy/M1=1, u3/u,=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5,
(c-b)/h=1, Q=2P)
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Sonlu elemanlar yonteminden ve teorik calismalardan elde edilen sonuglar; ilk
ayrilma uzakliklari, temas gerilmeleri, ilk ayrilma yiikleri, siireksiz temas durumunda
ayrilmanin baglangi¢ noktasi, bitis noktasi ve ayrilma bolgesinin biiyiikliigii, A ’nin kritik
yiikten kiigiik, esit veya biiyiik olmasi gibi durumlar i¢in karsilastirilmistir. Karsilagtirmalar
icin Sekil 43-Sekil 51°de sunulan ilk ayrilma uzakliklari, Sekil 15- Sekil 17 ‘de sunulan
temas gerilmeleri, Sekil (44-49)’ da sunulan ilk ayrilma yiik ve uzakliklari, Sekil 59- Sekil
61-Sekil 65’te sunulan siireksiz temas durumunda ayrilmanin bagslangi¢c noktasi, bitis
noktasi, ayrilma bolgesinin biiytikliigii ve son olarak Sekil 62- Sekil 63- Sekil 67° de sunulan
A ’nin kritik yiikten kiigiik, esit veya biiylik olmasi durumu i¢in elde edilen teorik sonuglar
kullanilmistir.

Sonlu elemanlar yonteminden elde edilen ilk ayrilma uzakliklar ile teorik
¢coziimlerden elde edilen ilk ayrilma uzakliklar1 arasindaki hata oraninin en biiylik degerinin
0.31 oldugu goriilmektedir. Siireksiz temas durumunda ¢esitli boyutsuz biiyiikliiklere bagli
olarak meydana gelen ayrilmalarin baslangi¢ noktasi, bitis noktasit ve ayrilma boélgesinin
biiylikliigii icin sonlu elemanlar yontemi ve teorik ¢oziimlerden elde edilen sonuglar

karsilagtirildiginda ise en biiyiik hata oraninin 2.81 oldugu goriilmektedir.



4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada; rijit dikdortgen iki blok araciligi ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz
diizlem iizerine oturan, elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkli iki tabakanin siirekli ve
stireksiz temas problemi incelenmistir. S6z konusu problemin incelenmesinde oncelikle
stirekli temas durumunda bloklar altindaki bilinmeyen temas gerilmeleri hesaplanmig, buna
bagli olarak y ekseninde, bloklar arasinda ve 1.blok altindaki boyutsuz normal gerilme
dagilislar1 ve boyutsuz kayma gerilmesi dagilislar1 hesaplanmistir. Ayrica ¢esitli boyutsuz

biiyiikliikler i¢in x ekseni boyunca alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ve

tabakalar arasindaki 6, boyutsuz normal gerilmesinin degisimi incelenmis, blok genislikleri,

bloklar aras1 mesafe, kayma modiilii oranlari, yiik orani gibi ¢esitli boyutsuz biiytikliikler
icin alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlem arasinda ve tabakalar arasindaki ilk ayrilma
yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklari elde edilmistir. Yine bu ¢aligmada alt tabaka ile elastik yar1
sonsuz diizleme ait ara yiizeyde ve tabakalar arasinda, yiikiin ilk ayrilma yiikiinden biiyiik
olmast durumunda meydana gelen ayrilmalar ile ayrilma bdlgelerindeki kabarmalarda
incelenmistir. Son olarak sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analiz yapilarak ele alinan
problem ¢oziilmiis ve temas gerilmeleri, normal gerilmeler, ilk ayrilma uzakliklari,
ayrilmalar elde edilmis ve teorik sonuglarla karsilastirilmistir. Biitiin bu gerilme ve yer
degistirme degerlerinin irdelenmesinden elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

Blok genisgliginin artirilmasi durumunda yilik daha genis bir alana yayilacagindan
temas gerilmelerinde azalma meydana gelmektedir. Temas gerilmeleri rijit blogun
kenarlarinda sonsuza giderken blok ortasina yaklastik¢a diizgiin bir sekilde azalmaktadir.
Bloklar arast1 mesafe degisiminde, bloklar birbirinden wuzaklastirildiginda gerilme
degerlerinde azalma gozlemlenmektedir. Belirlenen bir limit deger asildiginda ise bloklarin
birbirine herhangi bir etkisinin kalmadigi, her blogun ayr1 incelenecek bir problem haline
dontstiigii gortilmektedir. Tabakalarin ve elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilleri
oranina bagli olarak alt tabakanin rijitligi iist tabakaya oranla giderek azaldikca veya elastik
gerilme dagilislarinda artis meydana geldigi goriilmektedir. Yiik oranin artiriimasi
durumunda ise hem blok kenarina yakin boélgelerde hem de blok altinda temas gerilmesi

degerlerinin arttig1 gézlemlenmektedir.
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6, boyutsuz normal gerilmesinin dagilimi 1. blok altinda; blok genisligi, bloklar arasi
mesafe, kayma modiilleri oran1 ve yiik orani gibi boyutsuz biiyiikliikler i¢in incelenmistir.
Ayrica kayma modiilleri orani degisimi i¢in bloklar arasinda ve y ekseni boyunca da
inceleme yapilmistir. 1. blok altinda o, boyutsuz gerilme dagilimi incelendiginde her iki
tabakada da ayr1 ayri ¢ekme ve basing bolgeleri meydana geldigi goriilmektedir. Ust
bolgelerde basing alt bolgelerde ise ¢ekme gerilmeleri olusmaktadir. Elastik yar1 sonsuz
diizlemde ise 6, boyutsuz gerilmesi en biiyiik degerini alt tabakaya temas ylizeyinde almakta
ve derine inildikce her yerde basing gerilmesi olacak sekilde azalarak sifir degerine
yaklagmaktadir. Blok genislikleri kiigiiltiildiigiinde o, normal gerilmesi degerinin her iki
tabakada ve elastik yar1 sonsuz diizlemde arttig1 goriilmektedir. Blokalar arasindaki mesafe
arttikca 6, normal gerilmesinin degeri her iki tabakada da artis gostermektedir. Elastik yari
sonsuz diizlemde ise bu durum tam tersidir bloklar aras1 mesafe arttiginda gerilme degeri
azalmaktadir. Mesafe belirli bir degeri astiginda ise bloklar arasindaki etkilesim sonlandig:

icin o, normal gerilmesi degerinde herhangi bir degisiklik olmadig1 goérilmektedir. Alt

tabakanin rijitligi Uist tabakaya gore azaldikca alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemde o,
boyutsuz normal gerilmeleri azalmakta, iist tabakadaki gerilmeler ise artmaktadir. Elastik
yart sonsuz diizlemde ise rijitlik arttikca gerilmelerinde arttigi goriilmektedir. 6, normal

gerilmesinin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi bloklar arasinda incelendiginde
ise alt tabakanin rijitligi iist tabakaya gore azaldikga alt tabakada gerilme degerleri
azalmakta, iist tabaka ve elastik yari sonsuz diizlemde ise artmaktadir. 1. blok altindaki
durumdan farkli olarak bloklar arasinda yapilan incelemede tabakalarda tabakanin alt
bolgelerinde basing gerilmeleri olusmakta, tabakanin iist kisitmlarina dogru ¢ikildikca ise
degeri azalarak sifir olmakta ve isaret degistirerek ¢cekme gerilmesi seklinde artmaktadir.
Elastik yar1 sonsuz diizlemde ise alt tabakaya temas yiizeyinde azalarak sifira
yaklagmaktadir. Yine kayma modiilleri oran1 degisimi y ekseninde incelendiginde, alt

tabakanin rijitligi {list tabakaya gore azaldiginda her iki tabaka ve elastik yar1 sonsuz

diizlemde o, normal gerilme degerlerinde artis oldugu goriilmektedir.

Yiik oraninin artirilmas: durumunda tabakalarda ve elastik yar1 sonsuz diizlemde o, normal

gerilmesi degerleri artmaktadir.
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o, boyutsuz normal gerilmesinin x ekseni boyunca incelenmesi sonucunda, alt tabaka

ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ve tabakalar arasindaki temas yiizeyinde blok
altlarinda basing, bloklarin yanlarinda ¢ekme gerilmeleri meydana gelmekte bloklardan yani
yiiklerden uzaklastikca ise gerilmeler sifira gitmektedir. Alt tabakanin rijitligi list tabakaya

oranla arttik¢a tabakalar arasindaki o, (x,h,)/(P/h)Vve alt tabaka ile elastik yari sonsuz
diizlem arasindaki o, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin gekme ve basing bolgelerinde aldig:

maksimum degerler azalmaktadir. Elastik yar1 sonsuz diizlemin rijitligi {ist tabakaya gore

arttikca hem tabakalar arasindaki o, (x,h,)/(P/h) boyutsuz gerilmesi hem de alt tabaka ile
elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki o, (x,0)/(P/h) boyutsuz gerilmesinin ¢ekme ve basing

bolgelerinde aldigi maksimum degerler azalmaktadir. Ayrica tabakalar arasinda basing
bolgelerinde maksimum degerlerin birbirine yakin ¢iktig1 gozlemlenmektedir.

o, boyutsuz normal gerilmeleri en biiyiik degeri blogun temas yiizeyinde almakta ve

bloktan uzaklastikca azalarak sifir degerine yaklagmaktadir . Alt tabaka ile elastik yari
sonsuz diizlem arasindaki temas ylizeyinde ve tabakalar arasindaki ylizeyde gerilmeler ayni
degeri almakta ve boylelikle problemin taniminda verilen sinir sartlar1 saglanmis olmaktadir.

Blok genislikleri arttikga temas ylizeyi genisledigi i¢in o, boyutsuz normal gerilme degZeri

azalmaktadir. Bloklar arasindaki mesafe artirildik¢a gerilme degerinde azalma goriilmekte,

belirli bir degerden sonra ise o, boyutsuz normal gerilmesinde herhangi bir degisim

olmamaktadir. Alt tabakanin rijitliginin {ist tabakaya gore artmasi ve elastik yar1 sonsuz

diizlemin rijitliginin alt tabakaya goére artmasi durumlarinda ise o, boyutsuz normal
gerilmesinde artis gdzlenmektedir. o normal gerilmesinin y eksenindeki degisimi
incelendiginde ise her iki tabaka ve elastik yari sonsuz diizlemde o, normal gerilmesi
meydana gelmedigi ve sifir degerini aldig1 goriilmektedir. ¢, boyutsuz normal gerilmesi ytik

orant ile dogru orantil1 olarak artmaktadir.

Kayma gerilmesi dagilim1 y ekseninde; blok genisligi, kayma modiilleri oran1 ve yiik
oram gibi boyutsuz biiyiikliikler igin incelenmistir. Kayma gerilmeleri t, (x,0),
T,,(x,h,),7,, (x,h) temas yiizeyleri boyunca sifir olmakta ve problemin taniminda verilen

sinir  sartlarin1  saglamaktadir. Tabakalarda kayma gerilmelerinin maksimum degeri

tabakalarin orta noktasinda veya bu noktaya cok yakin bir yerde olmaktadir. Blok
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genisliklerindeki artisa bagl olarak kayma gerilmeleri degeri her iki tabaka ve elastik yar1
sonsuz diizlemde azalmaktadir. Blok genisligindeki artistan en fazla st tabaka
etkilenmektedir. Alt tabakanin rijitligi iist tabakaya gore arttikca iist tabaka ve elastik yari
sonsuz diizlemde kayma gerilmesinin degeri azalmakta alt tabakada ise artmaktadir. 1. blok
altinda yapilan incelemede alt tabakanin rijitligi tist tabakaya gore arttikga her iki tabaka ve
elastik yar1 sonsuz diizlemdeki kayma gerilmesi degerleri azalmaktadir. Elastik yar1 sonsuz
diizlemde meydana gelen kayma gerilmesi degerleri basingtan ¢ekmeye dogru kaymaktadir.
Bloklar arasinda yapilan incelemede ise alt tabakanin rijitligi list tabakaya gore arttikca {ist
tabakada kayma gerilmeleri azalmakta, alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz diizlemde ise
artmaktadir. Elastik yar1 sonsuz diizlemde kayma gerilmeleri c¢ekme bolgesinde
olugsmaktadir. Elastik yar1 sonsuz diizlem tabakalara oranla rijitlestikge kayma gerilmeleri
her iki tabakada da artmakta, elastik yar1 sonsuz diizlemde ise azalmaktadir. Yiik orani
arttikga kayma gerilmesi degerleri hem tabakalar arasinda hem de alt tabaka ile elastik yar1
sonsuz diizlem arasinda artmaktadir, bu artis iist tabakada daha belirgindir. Birinci blogun
eksene olan uzakligi arttikca eksende meydana gelen kayma gerilmesi degerleri
azalmaktadir.

Cesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda
ve tabakalar arasinda ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 belirlenmistir. Tabaka
yiikseklikleri ve malzeme 6zelliklerine bagl olarak ilk ayrilmalar tabakalar arasinda veya
alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda gerceklesmektedir. Blok genisliklerindeki
artis ilk ayrilma yiik ve ilk ayrilma uzakliginda artis meydana getirmektedir. Blok
genisliginin artmast durumunda her iki temas yiizeyinde de ayrilma daha zor
gerceklesmektedir. Bloklar arasindaki mesafe degisimi incelendiginde her iki ayrilma
bolgesinde de (c-b)/h ‘in kiiciik degerleri i¢in A ’ya bagh oncelikle iki ayrilma bdlgesi
meydana gelme ihtimali ortaya ¢ikmakta veé @ > p olmasindan dolay: ilk ayrilmanin ikinci
blogun sag tarafinda meydana geldigi goriilmektedir. Bloklar arasindaki uzaklik artirildikca
bloklar arasinda tiglincii bir ayrilma bolgesi meydana gelmekte ve ilk ayrilmanin burada
olustugu goriilmektedir. Uzaklik daha da artirildiginda yine A’ ya bagli 4 ayrilma bolgesi
meydana gelme ihtimali olusmakta ve tabakalar arasinda ilk ayrilmanin ikinci blogun
yakinlarinda gerceklestigi, alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ise ilk
ayrilmanin yine bloklar arasinda gergeklestigi goriilmektedir. (c-b)/h’in belirli bir

degerinden sonra ise bloklar arasindaki etkilesim kaybolmaktadir. Alt tabaka iist tabakaya
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oranla rijitlestikce tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ilk
ayrilma yiik ve ilk ayrilma uzakliklar1 azalmakta ayrilmalar daha kolay gergeklesmektedir.
Ayni sekilde elastik yar1 sonsuz diizlemin kayma modiilii orani alt tabakaninkine gore
artirlldiginda tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ilk
ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 azalmaktadir. Tabaka yiiksekliklerindeki degisime
bagli olarak alt tabaka yiiksekliginin iist tabaya esit veya daha kii¢iik secildigi durumlarda
ilk ayrilmalar c¢ogunlukla alt tabaka ile elastik yari sonsuz diizlem arasinda
tabaklar arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma
yiiklerinin diger durumlara gore daha biiyiik oldugu goriilmektedir. Bu da ayrilmalarin bu
durumda daha zor gergeklesecegi anlamima gelmektedir. Yiikk oranmin artirilmasi
durumunda her iki temas yiizeyinde de ilk ayrilma yiikleri azalmakta, ilk ayrilma
uzakliklarinda ise ¢ok kiiciik degisiklikler gozlemlenmektedir. Yiik orani arttik¢a ayrilmalar

daha kolay gergeklesmektedir.
Yiikiin (4 ) ilk ayrilma yiikiinden (4, ) biiyiik olmas1 durumunda alt tabaka ile elastik

yar1 sonsuz diizlem ve tabakalara ait ara ylizeylerde ayrilmalar meydana gelmektedir. Bu

durumda her iki temas ylizeyinde de (o, (x,h,)/P/h, 6, (x,0)/P/h ) gerilme dagilimlarini veren

grafikler incelendiginde siirekli ve siireksiz temas bolgeleri goriilmektedir. Gerilme degerleri
birinci blok kenarindan itibaren artmakta yiik altinda deger iyice biiylimekte, bloklar
arasinda gerilme degerleri tekrar azalmakta daha sonra yeniden artarak ikinci blok altinda
en biiylik degerini almakta sonra azalarak tabakalar arasinda (e/h, f/h) ve alt tabaka ile elastik
yar1 sonsuz diizlem arasinda ise (k/h, 1/h) ayrilma bolgeleri boyunca sifir olmaktadir. Her iki
temas yiizeyi i¢inde ayrilmanin bittigi f/h ve 1/h degerlerinden sonra ise gerilme degeri
artarak A’ ya esitlenmektedir. Blok genisligi arttik¢a her iki ayrilma yiizeyinde de ayrilma
bolgesi kiiclilmekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar azalmaktadir. Bloklar
arasindaki mesafe degisiminde yine tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz
diizlem arasinda benzer durumlar gézlemlenmektedir. Kayma modiilleri orani artirildiginda
yani alt tabakanin rijitligi list tabakaya gore arttiginda her iki temas yiizeyinde de ayrilmanin
daha kolay meydana geldigi, ayrilma bolgelerinin biiyiidiigii ve daha biiyiilk kabarma
degerleri elde edildigi goriilmektedir. Yiik degerindeki artis ise hem tabakalar arasinda hem
de alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda ayrilmay: kolaylastirmakta ayrilma

bolgesini biiyiitmekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalari artirmaktadir. Yiik
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artirlldiginda ayrilmanin bitis noktast degerleri (f/h, I/h) biiyiirken, ayrilmanin baslangi¢
noktasi degerleri (e/h, k/h) azalarak sabit bir degere yaklasmaktadir.

Sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analizden elde edilen temas gerilmeleri, normal
gerilmeler, ilk ayrilma uzakliklar1 ve ayrilma bolgeleri degerlerinin teorik sonuglarla oldukga
uyumlu oldugu goriilmektedir. Sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen normal gerilmeler
ve temas gerilmeleri problemin taniminda verilen sinir sartlarini saglamaktadir. Sonlu
elemanlar yontemi ile yapilan ¢oziimden elde edilen ilk ayrilma uzakliklari ile teorik
¢oziimden elde edilen ilk ayrilma uzakliklar1 arasindaki hata oraninin en biiylik degerinin
%0.31 oldugu gortilmektedir. Benzer sekilde siireksiz temasta meydana gelen ayrilmalarda
ayrilmalarin baslangi¢ ve bitis noktalar1 arasindaki uzakligin sonlu elemanlar yontemi ile
yapilan ¢oziim ve teorik sonuglari karsilastirildiginda hata oraninin en biiyiik degeri %2.81
oldugu goriilmektedir.

Oneriler:

S6z konusu problem asagidaki durumlar i¢inde incelenebilir.
- Problem her iki ara yilizeyde ayn1 anda ayrilma olmasi durumu i¢in incelenebilir.
- Problem sinir elemanlar ve baska sonlu elemanlar yontemine dayanan paket
programlari ile ¢oziilebilir.
- Tabakalarin fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden ve anizotropik olmasi
halinde ¢6ziim yapilabilir.

- Problemde tiim yiizeylerde siirtiinme olmas1 durumu i¢in ¢6ziim yapilabilir.
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