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IKi ELASTIK CEYREK DUZLEME OTURAN
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Insaat Miihendisligi Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Ahmet BIRINCI
2013, 113 Sayfa

Bu ¢alismada, diizgiin yayili yiike maruz, homojen, izotrop ve simetrik iki elastik ¢eyrek diizleme
oturan, elastik oOzellikleri ve yiikseklikleri farkli homojen ve izotrop iki elastik tabakanin
sirtiinmesiz temas problemi elastisite teorisine gore incelenmistir. Ayrica bu problem sonlu
elemanlar yontemini kullanan ANSYS paket programi ile de analiz edilmistir. Birinci bdliimde,
temas problemlerinin tarihsel gelisiminden bahsedilmis ve temas problemleri ile ilgili daha 6nce
yapilmig bazi ¢aligsmalar 6zetlenmistir. Yine bu bodliimde, tabakalar ve g¢eyrek diizlemler igin
elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral doniisiim teknikleri kullanilarak kartezyen ve
polar kooardinatlardaki gerilme ve yer degistirme ifadeleri elde edilmistir. Ayrica sonlu elemanlar
yontemi hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde, problemin tanimi yapilmis ve ¢oziimii ilk
olarak elastisite teorisine gore yapilmistir. Birinci béliimde verilen genel gerilme ve yer degistirme
ifadeleri simir sartlarinda yerlerine yazilarak iki integral denklemden olusan bir integral denklem
sistemi elde edilmistir. Integral denklem sisteminin sayisal ¢oziimii Gauss-Jacobi integrasyon
formiilasyonuyla gerceklestirilmis ve temas uzunluklari, temas gerilme yayilislari, normal
gerilmeler ve kayma gerilmeleri elde edilmistir. Ayrica bu boliimde, sonlu elemanlar paket
programinda kullanilan ag yapisi ve eleman tiplerinin uygunlugunu dogrulamak agisindan
literatiirde bulunan bir ayrilmali temas problemi incelenmistir. Daha sonra yukarida ele alinan
ceyrek diizlemler iizerindeki tabakalara ait temas problemi sonlu elemanlar yontemi ile sayisal
analiz edilmistir. Uciincii béliimde, probleme iliskin yiik genisligi, ceyrek diizlem aciklik mesafesi,
tabaka yiikseklikleri ve malzeme 6zelliklerini ifade eden g¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in sayisal
uygulamalar yapilmis ve sonuglar tablolar ve grafiklerle irdelenmistir. Dordiincti boliimde, bu

calismadan ¢ikartilan sonuglar ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastisite teorisi, Temas mekanigi, Temas gerilmesi, Temas uzunlugu,
Integral doniisiim teknikleri, Ceyrek diizlem, Sonlu elemanlar ydntemi,
ANSYS

VII



PhD. Thesis
SUMMARY

RECEDING CONTACT PROBLEM OF TWO ELASTIC LAYERS SUPPORTED BY
TWO ELASTIC QUARTER PLANES

Murat YAYLACI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Civil Engineering Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Ahmet BIRINCI
2013, 113 Pages

In this study, a receding contact problem for two elastic layers whose elastic constants and heights
are different supported by two elastic quarter planes and subjected to a uniformly distributed load is
considered according to the theory of elasticity. Besides, this problem has been developed based on
the Finite Element Method using ANSYS software. In the first chapter, the historical developments
of contact problems are mentioned and some studies which are done on contact problems are
summarized. In addition, to this general expressions of stresses and displacements for the cartesian
and polar coordinates are obtained by using the fundamental equations of theory of elasticity and
integral transformation technique of layers and quarter planes. Beside this, it has been given
information about finite elements method. In the second chapter, the problem is described and
firstly the problem is formulated and solved by using Theory of Elasticity. Stress and displacement
expressions are substituted into the boundary conditions of the problem, the problem is reduced to a
system of singular integral equations. The system of singular integral equations is solved
numerically by using Gauss-Jacobi integration formulation and the contact areas, the contact
pressures, normal stresses and shear stresses are determined. Furthermore in this section, a receding
contact problem in literature is investigated via Finite Element Method to verify the suitability of
the mesh structure and component types used in the software. Subsequently the contact problem of
elastic layers supported by elastic quarter planes which are mentioned above is also numerical
analyzed by finite element method. In the third chapter, the numerical applications of the problem
given in the previous chapter for various dimensionless quantities such as load width, distance
between two quarter planes, height of layers and material properties are obtained and results are
shown and discussed in graphics and tables. In the fourth chapter, the conclusions and

recommendation drawn from this study are given.

Key Words: Theory of Elasticity, Contact mechanics, Contact pressure, Contact area, Integral
transform technique, Quarter plane, Finite elements method, ANSYS
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Cogu yapilarin ve mekanik sistemlerin elemanlari birbirleri ile temas halindedir. Bu
temasin karakteri, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine iletis sekilleri, temas halindeki
cisimlerde meydana gelen sekil degistirmeler, temas uzunluklar1 ve temas bolgesindeki
temas gerilmesi dagilimi yapinin davranigsinda dnemli rol oynamaktadir. Yol ve havaalanm
iist yapilari, demiryollar1, temeller, tahil silolari, akaryakit tanklari, silindirik miller ve
bilyeler temasin s6z konusu oldugu miihendislik uygulamalarindan bazilaridir. Tasit
carpigsmalarinin  simiilasyonu, insan eklemlerinin davranigi gibi konular da temas
probleminin uygulama sahasina girmektedir (Comez, 2009).

Icinde bulundugumuz yillarda, Elastisite teorisi miihendislik problemlerinin
¢Oziimiinde kayda deger bir uygulama alan1 bulmustur. Miihendislik yapilarindaki gerilme,
yer ve sekil degistirme problemlerinin ¢oziimiinde mukavemetin elemanter metotlarinin
yetersiz kaldigi pek cok durum vardir. Ozellikle isaret degistiren gerilmelere maruz
yapilarda igeriye girik koselerdeki yiiksek gerilme yigilmalart sonucunda ortaya cikan
catlaklarda, kiris ve millerin enkesitlerindeki ani de§isim sonucu ortaya ¢ikan gerilmelerin
arastirilmasinda, kayici mesnet rulolarn ile yatak bilyelerindeki gerilmelerin
belirlenmesinde ve kirislerde tekil yiik ve mesnetlere yakin bdlgelerdeki gerilmelerin
incelenmesinde Elastisite teorisini kullanmak uygun olmaktadir (Birinci, 1998).

Bilgisayar teknolojisindeki gelismelere paralel olarak, kabul edilebilir yaklasiklikla
¢Oziimler veren sonlu elemanlar, sonlu farklar ve sinir elemanlar gibi sayisal yontemler
miithendislik problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilmaktadir. Giiniimiizde, miihendislikte
karsilagilan birgok problemin ¢ozliimiinde kullanilan, en yaygin ve etkili sayisal
yontemlerden biri de sonlu elemanlar yontemidir. Bu yontemde, gercek bir fiziksel
problemin matematiksel modeli olusturularak ¢oziime gidilir. Bu yontem o6zellikle

kullandig1 ¢6ziim yontemi sebebiyle bilgisayar kullanimini zorunlu hale getirmektedir.



1.2. Literatiir Arastirmasi

Temas mekanigi konusunun, Heinrich Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan “On the
contact of elastic solids” adli makaleyle basladig1 sdylenebilir (Johnson, 1985). Hertz
temas halindeki iki elastik cismin dengesini, temas bolgesinin eliptik oldugunu kabul
ederek incelemis, temas gerilmesi ve sekil degistirmeler i¢in formiilasyon gelistirmistir. Bu
sonuclar rijit diizleme oturan silindir veya kiire gibi problemlere uygulanmis ve bu tip
problemler Hertz temas problemi olarak adlandirilmistir.

Temas problemleri lizerine yapilan ¢alismalar, kompleks degiskenler yonteminin
Muskhelishvili tarafindan gelistirilmesi (Muskhelishvili, 1953) ve 6zellikle Sneddon’un
integral doniisiim tekniklerini elastisite teorisinde kullanmasiyla (Sneddon, 1951) artmaya
baslamistir. Temas problemi ile ilgili calismalarin 1950°1i yillara kadar olan tarihgesi ve
¢oziim yontemleri Galin’in eserinde detaylartyla verilmistir (Galin, 1961). Integral
Doniisiim Tekniklerinin bu probleme uygulanma yontemleri ise Uffliand’in eserinde ortaya
konmustur (Uffliand, 1965).

Son yillarda bilgisayar teknolojisinin ve sayisal ¢oziim yontemlerinin gelismesi ile
temas problemleri iizerinde yapilan ¢aligmalar yogunluk kazanmustir. Integral doniisiim
teknikleri, sinir elemanlar, sonlu farklar ve sonlu elemanlar gibi yontemler kullanilarak
temas problemleri ile ilgili pek c¢ok calisma yapilmistir. Bu caligmalarda tabakalar
genellikle elastik yarim diizlem iizerine oturmustur. Ancak elastik tabakalarin rijit
mesnetlere, Winkler temeline ve elastik ¢eyrek diizlemlere vs. oturdugu c¢aligmalar da

mevcuttur (Birinci, 1998).

1.2.1 Yarim Diizleme Oturan Tabakalarla ilgili Cahismalar

Yarim diizleme oturan tabakalarla ilgili g¢aligmalardan bazilar1 asagidaki gibi
Ozetlenebilir.

Keer vd. (1972), elastik yarim diizleme oturan ve yayili yiik ile yiiklenmis elastik bir
tabakanin siirtiinmesiz temas problemini ele almislardir. Bu c¢alismada simetrik olmayan
diizlem temas problemleri ¢oziilerek temas alanlar1 ve temas gerilmeleri elde edilmistir.

Sonlu bolgede elastik yarim diizlem {izerine oturan elastik bir tabakanin siirtiinmesiz

bir blok araciliiyla yiiklenmesi haline ait temas problemi Ratwani ve Erdogan (1973)



tarafindan ele alinmistir. Calismada, blok profilinin dikdortgen ve dairesel olmasi
durumlarinda temas yiizeyi boyunca gerilme yayilist elde edilmistir.

Civelek ve Erdogan (1974), sonlu bdlgede elastik yarim diizlem {izerine oturan
elastik bir tabakanin rijit ve elastik bloklar araciligiyla yiiklenmesi durumunda ¢ift temas
problemi halini ele almiglardir. S6z konusu bu c¢alismada problem bir singiiler integral
denkleme indirgenmis ve c¢esitli blok profilleri i¢in integral denklem sayisal olarak
coziilerek blok altindaki temas gerilme yayilisi ile blok ile elastik tabaka ve elastik tabaka
ile yarim diizlem arasindaki temas alanlar1 belirlenmistir.

Boduroglu ve Delale (1980), homojen, izotrop ve elastik yarim diizlem ve bunun
lizerine oturan tabakanin siirtlinmeli temas problemini incelemislerdir. Yarim diizlem ve
tabaka arasinda siirtiinme olmamasi halindeki sonuclar ile karsilagtirma yapmislardir.

King ve O’Sullivan (1987), rijit bir pangla bastirilan tabakali elastik yarim diizlemin
strtlinmeli temas problemini ele almiglardir. Tek bir tabaka ve elastik yarim diizlemin
stirtlinmeli temas problemi diizlem sekil degistirme hali i¢in incelenmis ve ara yiizeydeki
gerilme dagilislart elde edilmistir.

Cakiroglu ve Cakiroglu (1991), yayili yiik ile bastirilan elastik tabaka ile elastik
yarim diizlem arasindaki siirekli ve silireksiz temas problemini incelemislerdir. Yiikiin
diizgiin yayili veya bir fonksiyona bagl olmasi durumlarinda, degisik malzeme 6zellikleri
ve tabaka kalinlig1 i¢in ilk ayrilma mesafesi ve temas bolgesindeki gerilme dagilimlari
incelenmistir.

Pindera ve Lane (1993), elastik yarim diizlem iizerine oturan, izotrop, ortotrop veya
monoklinik tabakalarin siirtlinmesiz temas problemi i¢in ¢oziim gelistirmisler ve bununla
ilgili sayisal 6rnekler sunmuslardir.

Urquart ve Pindera (1994), elastik yarim diizleme oturan ve rijit dikdortgen bir pang
araciligiyla yiiklenen anizotropik tabakalarin temas problemini incelemiglerdir.

Degisik sayida ince elastik tabakalarla kaplanmis elastik yarim diizlemde siirtiinmeli
temas problemi Elsharkawy (1999) tarafindan ele alinmistir. Iki elastik tabaka ile kapl
elastik yarim diizlemin rijit egrisel bir pangla bastirilmas: durumunda gerilme dagilislar
cesitli stirtlinme katsayist degerleri i¢in bulunmus, yiizey kaplamasinin temas gerilmesine
etkisi belirlenmistir. Ayrica dikdortgen pangla rijit diizleme bastirilan tabaka durumunda,
tabaka ile diizlemin tam bagli veya bagli olmadigi durumlar icin temas gerilmesi dagilist

stirtiinme katsayisinin degisik degerleri i¢in bulunmustur.



Cakiroglu vd. (2001), elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan iki elastik tabakanin,
sirtinmesiz  siirekli ve siireksiz temas problemini incelemislerdir. Strekli temas
probleminde ilk ayrilmayr meydana getiren kritik yiik bulunmustur. Siireksiz temas
problemi, ayrilmanin yalnizca iki tabaka arasinda, alt tabaka ile yar1 sonsuz diizlem
arasinda veya ayni anda hem tabakalar arasinda hemde alt tabaka ile yar1 sonsuz diizlem
arasinda meydana gelmesi durumlarinda ayr1 ayr1 incelenmistir.

Giiler ve Erdogan (2004, 2007), fonksiyonel derecelendirilmis 6zellikteki tabaka ile
kapli olan elastik yarim diizlemin siirtiinmeli temas problemini incelemislerdir. Kayma
modild, derinligi boyunca iistel olarak degisen tabakaya, diisey ve yatay kuvvetler
dikdortgen ve egrisel profillerde olan degisik sekillerdeki panglarin aracilifiyla etki
ettirilmistir. Problem integral doniisiim teknigi kullanilarak bir tekil integral denkleme
doniistiirtilerek gerilme yayilislari elde edilmistir.

Comez ve Erdol (2007), elastik yarim diizleme tam yapisik tabakanin siirtiinmeli
temas problemini elastisite teorisine gore ¢ozmiislerdir. Tabaka dairesel pang araciligiyla
tekil yiikle bastirilirken, panga ayn1 zamanda yatay bir kuvvet etki ettirilmistir. Problem
integral donlisim teknigi ve sinir sartlar1 kullanilmasiyla tekil bir integral denkleme
indirgenmistir. Jacobi Polinomlar1 ve Gauss Jacobi integrayon formiilasyonu kullanilarak
sirtinmeli ve slirtiinmesiz durumda, temas mesafeleri, temas gerilmeleri, normal
gerilmeler ve kayma gerilmeleri bulunmustur.

Tabakanin anizotrop olmasi halinde rijit dairesel bir pan¢ aracilifiyla yiiklenen ve
elastik yarim diizleme oturan tabakada temas problemi Kahya vd. (2007) tarafindan
¢Oziilmiistiir. Anizotrop tabakanin degisik malzeme Ozellikleri icin pangin altinda ve
tabaka ile yarim diizlem arasindaki temas uzunluklar1 ve temas gerilmesi dagilimlar elde
edilmistir.

Comez (2009), rijit dairesel bir pang araciligiyla yiiklenen homojen, izotrop, elastik
bir tabaka ve yarim diizlemin siirtlinmeli temas problemini elastisite teorisi ve integral
dontisiim teknigini kullanarak incelemistir. Diisey ve yatay tekil yiikleri ileten rijit pang, h
yiiksekligindeki homojen ve izotrop tabakanin iist yiizeyinden etki ettirilmis ve kiitle
kuvvetleri ihmal edilmistir.

Oner (2013), rijit dairesel bir pan¢ aracilig1 ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz
diizleme oturan elastik 6zellikleri ve yiikseklikleri farkli iki elastik tabakanin siirekli temas
problemini elastisite teorisine gore ¢ozmiistiir. Calismada, temas uzunluklari, rijit pang ile

list tabaka arasinda olusacak temas gerilmesi dagilislari, tabakalarin ve elastik yari sonsuz



diizlemin herhangi bir noktasindaki normal gerilme ve kayma gerilmesi degerleri elde
edilmistir. Tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk

ayrilma yiiklerini ve ilk ayrilma uzakliklar1 belirlenmistir.

1.2.2. Winkler Temeli, Rijit Temel ve Rijit Mesnetlere Oturan Tabakalarla Tlgili
Cahismalar

Tabakalarin Winkler temeli, rijit temel ve rijit mesnetler iizerine oturdugu
caligmalardan bazilar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Civelek ve Erdogan (1975), rijit bir diizleme oturan elastik bir tabakanin tekil yiik ile
kaldirilmas: durumundaki siirekli ve siireksiz temas problemini incelemislerdir. Once
tabakanin rijit diizlemden ayrilmasina sebep olan en kiigiik yiikk degeri belirlenmis ve
ardindan siireksiz temas problemi tekil integral denkleme indirgenerek, kritik yiikten daha
biiylik yiikler icin meydana gelen ayrilma bolgesi ve gerilme dagilist sayisal olarak elde
edilmistir.

Gegit ve Erdogan (1978), elastik bir tabakanin rijit bir diizlem iizerine oturdugu ve
eksenel simetrik yiik etkisinde oldugu durumda siirtlinmesiz temas problemini
incelemisglerdir. Coziimde ayrilma bolgesinin biiyiikliigli ve temas gerilmesinin dagilisi ile
ilgili sonuglar verilmistir.

Rijit bloklar iizerine oturan elastik tabakanin siirtiinmesiz temas problemi Gegit ve
Yapict (1986) tarafindan ele alinmig ve tabakalar arasindaki gerilme dagilislar1 elde
edilmistir.

Dempsey vd. (1990), iist yiizeyinden rijit bir blokla sikistirilan ve Winkler temele
oturan sabit yikseklikli, elastik, homojen ve sonsuz uzun tabakadaki diizlem temas
problemini incelemislerdir. Calismada, egrisel veya dikdortgen bir blok araciligiyla tekil
yiik veya diizgiin yayil yiik etki etmesi durumlar1 dikkate alinmistir.

Birinci ve Erdol (1999), basit mesnetler {izerine oturan kiitle kuvvetleri ihmal edilmis
iki tabakadan olusan temas problemini incelemislerdir. Bilesik tabaka dairesel ve
dikdortgen rijit blok araciliiyla yiiklemis ve her iki durumda temas mesafeleri ve temas
gerilmeleri hesaplanmustir.

Rijit diiz iki blok lizerine oturan, sonlu bir bolgede etki ettirilen yayili yiik ile
yiiklenen, sabit yiikseklikte ve farkli malzeme ozelliklerine sahip homojen, izotrop iki

tabakadan olusan bilesik tabakada siirekli ve siireksiz temas problemi Ozsahin (2000)



tarafindan elastisite teorisine gore c¢oziilmiistiir. Calismada siirekli ve siireksiz temas
durumlarinda, temas yiizeylerindeki gerilme dagilislar1 belirlenmistir. Bilesik tabakada
ayrilmaya neden olan kritik yiik faktorleri ve ayrilmanin meydana gelecegi uzakliklar
arastirtlmis, ayrilma ve temas bolgelerinin biiyiikliikleri incelenmistir.

Birinci ve Erdol (2001), tekil yiikiin dikdortgen rijit blok araciligryla yiiklendigi,
basit mesnetlere oturan bilesik tabakalar arasindaki siirekli ve siireksiz temas problemini
incelemislerdir. Siirekli temas halinde bilesik tabakalar arasindaki ilk ayrilmay1 baslatan
kritik ylik ve ilk ayrilma uzakligi bulunmustur. Siireksiz temas, siireksizligin rijit blok ile
iistteki tabaka arasinda veya bilesik tabakalar arasinda olmasi durumlar icin ayri ayr
incelenmistir. Degisik malzeme sabitleri, tabaka kalinliklar1 ve mesnet aralig1 i¢in diisey
yer degistirmeler ve temas gerilme dagilislar1 elde edilmistir.

Dairesel, parabolik ve dikdortgen olarak alinan farkli pang profilleri i¢in rijit bir
temele oturan elastik tabakanin temas problemi kiitle kuvvetleri ve siirtinme ihmal
edilerek Kahya vd. (2001) tarafindan ¢6ziilmiis ve temas uzunluklar1 ve gerilme dagilislari
elde edilmistir.

Winkler temeline oturan elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkli iki sonsuz elastik
tabakanin siirtiinmesiz temas problemi Birinci ve Erddl (2003) tarafindan incelenmistir.
Stirekli temas probleminde ilk ayrilmay1 baslatan kritik ylik degeri hesaplanmis ve daha
sonra slireksiz temas problemi tekil bir integral denkleme indirgenmistir. Degisik ayrilma
alani, kritik yiik ve yayili yiik degerleri i¢in diisey yer degistirmeler ve temas gerilme
dagiliglar1 elde edilmistir.

Kahya (2003), rijit bir temele oturan st tarafindan sonlu yayih yiikle bastirilan iki
ortotrop, elastik ve sonsuz uzunluklu tabakadan meydana gelen bilesik tabakada siirekli ve
stireksiz temas problemini incelemistir. Tabakalar arasinda ilk ayrilmay1 baslatan kritik
yik degeri, ilk ayrilma uzakligi, kritik yiikiin asilmasit durumunda tabakalar arasinda
meydana gelen ayrilma bolgesinin biiyiikliigii, acilma miktar1 ve her iki problem icin
tabakalarin ara yiizeyindeki temas gerilme yayilisi elde edilmistir.

Alt tarafindan rijit olarak mesnetlenmis, iki elastik tabakanin ve rijit pancin temas
problemi Comez vd. (2004) tarafindan incelenmistir. Tabakalara, rijit dairesel veya
parabolik pang aracilifiyla tekil yiik etki ettirilmistir. Tabakalar arasindaki ve pang ile
tabaka arasindaki temas uzunluklar1 ve bu iki temas bolgesindeki temas gerilmesi dagilimi

degisik malzeme Ozellikleri ve geometrileri ile yiik degerleri i¢in elde edilmistir.



1.2.3. Ceyrek Diizleme Oturan Tabakalarla Ilgili Calismalar

Ceyrek diizleme oturan tabakalarla ilgili ¢aligmalardan bazilar1 asagidaki gibi
Ozetlenebilir.

Erdogan ve Ratwani (1974), iki ceyrek diizlem ile mesnetlenmis bir tabakada
stireksiz temas problemini ¢ozmiislerdir. Problem temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu
tekil bir integral denkleme indirgemis ve integral denklemin sayisal ¢6ziimii sonucunda
temas gerilmesi ve temas alanina ait sayisal sonuclar verilmistir.

Aksogan vd. (1996, 1997), iki elastik ¢eyrek diizleme oturan elastik bir tabakanin
simetrik ve simetrik olmamasi durumlarinda temas problemini ele almislardir. Integral
dontisiim teknikleri ile yapilan ¢oziimde tabaka i¢in Fourier, ¢eyrek diizlem i¢cin Mellin
dontigiimii kullanilmigtir. Sonlu Elemanlar Yoéntemi (FEM) ve Sinir Elemanlar Yontemi
(SEM) ile de ¢oziimler yapilmustir. Elastik tabakaya iistten tekil yiik, simetrik yayili ylik ve
simetrik olmayan yayili yiik etki ettirilmesi durumunda temas gerilmelerinin yayilis
incelenmis ve her {i¢ yontemde de birbirine ¢ok yakin sonuclar ortaya ¢ikmistir.

Iki elastik ¢eyrek diizlem iizerine oturan bir elastik tabakanin yiiklemeye gore
simetrik olmasi ve olmamasi durumlarinda temas problemi Akavci (1999) tarafindan
incelenmistir. Calismada tabaka ile ¢eyrek diizlemler arasi siirtlinmesiz kabul edilip temas
bolgesinde yalniz normal basing gerilmelerinin oldugu diisiiniilmiistiir. Problem, tekil
integral denklemlere uygulanabilen sayisal bir ¢oziim teknigiyle birlikte integral doniisiim
tekniginden yararlanarak formiile edilmistir. Elde edilen tekil integral denklem takiminda,
bilinmeyen fonksiyon olarak temas bolgesi boyunca tabaka ile ¢eyrek diizlemler arasindaki
temas gerilmeleri bulunmustur. Elde edilen denklem takimini Jacobi polinomlarindan
yararlanilarak uygulanan bir kolokasyon metodu ile ¢6zmek i¢in bir bilgisayar programi
hazirlanmistir.

Cakiroglu (2011), tekil yiikii ileten dairesel rijit bir pang araciligiyla yiiklenen ve iki
elastik ¢eyrek diizleme oturan siirtlinmesiz bir elastik tabaka problemini incelemis ve bu
probleme yapay sinir ag1 yontemini uygulamistir. Problemin ¢dziimiinde elasitisite teorisi
ve integral doniigiim teknigi kullanilarak yer degistirme ve gerilme ifadeleri elde edilmis,
degisik ylikleme, malzeme ve geometri durumlarinda temas mesafeleri ve temas
gerilmeleri hesaplanmistir. Ayrica temas mesafeleri yapay sinir ag1 yontemi ile de elde

edilmis ve sonugclar karsilastirilmistir.



1.2.4. Sonlu Elemanlar Yontemi ile incelenen Temas Problemleri

Temas gerilmelerinin kesin sonuglarla bulunabilmesi, idealize edilmis sistemlerin
oldukca karmagik matematiksel analizlerinin yapilmasin1 gerektirir. Bu ¢oziimler,
problemin gercek geometrisinin ve yiikleme durumunun matematiksel modellemeye ne
kadar yakin olduguna baglh olarak az veya ¢ok basarili olarak bir¢ok probleme
uygulanabilir. Cogu durumda kesin ¢O6ziimiin miimkiin oldugu uygun model sekli
bulunamaz ve temas gerilmelerini belirlemek i¢in sayisal yontemlere ihtiya¢ duyulur (Chan
ve Tuba, 1971). Bu ihtiyagtan dolay1 bir¢ok arastirmaci tarafindan temas problemlerinin
Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM) gibi yaklagik bir yontemle ¢oziimleri arastirilmistir.

Chan ve Tuba (1971), elastik cisimlerin diizlem temas problemine sonlu elemanlar
yonteminden yola c¢ikarak bir ¢oziim yolu gelistirmiglerdir. Elastik cisimler iiggen
elemanlar ile modellenerek, yontemin Hertz problemi ve ortasinda disk bulunan levha
problemi icin temas gerilmesi dagilislarinda kesin sonuglara yakin degerler verdigi
gosterilmistir.

Diizlem hal i¢in elastik cisimlerin siirtiinmesiz temas problemi sekil degistirmelerin
kiigiik oldugu diisiiniilerek Hung ve Saxce (1980) tarafindan matematiksel programlama
teknigiyle incelenmistir. Hertz problemi ve piston ¢ubuk problemi belirtilen formiilasyona
gbre sonlu elemanlar algoritmasiyla modellenmis, temas bolgelerindeki gerilme yayilislari
elde edilmistir.

Chaudhary ve Bathe (1986), iki ya da ii¢ boyutlu siirtiinmeli temas probleminin statik
ve dinamik analizini, Lagrange Carpanlar1 Yontemini kullanarak yapmiglardir. Gelistirilen
yontem ve ADINA sonlu elemanlar paket programi kullanilarak Hertz temas problemi
analiz edilmis ve analitik ¢6ziime yakin sonuclar elde edildigi goriilmiistiir.

Ug boyutlu siirtiinmeli temas problemi sonlu elemanlar yéntemine bagli dogrudan
¢Ozlim yontemi olan matematiksel programlama teknigi ile Klarbring (1986) tarafindan
incelenmistir. Gelistirilen yontem elastik yarim diizleme oturan elastik dikdortgen pang
problemine uygulanmig, temas bodlgesinde bulunan normal gerilme ve kayma gerilmesi
dagiliglar1 daha oOnceki arastirmacilar tarafindan bulunmus c¢oziime yakin degerlerde
oldugu gosterilmistir.

Kanber (1997), iki boyutlu temas problemlerini gec¢is elemanlar1 kullanarak Sonlu
Elemanlar Metoduyla incelemistir. Calismada, kosegen ve iicgen gecis elemanlari

Lagrange tabanli bir yaklasim ve Paskal Uggenini kullanilarak tiiretilmistir. Biitiin



elemanlarin tiiretilmesi Mathematica programi kullanilarak yapilmis ve bu gegis elemanlari
ANSYS paket programina uyarlanmstir. Iki ayr1 yontemden Pascal iiggeninin daha az
¢Oziim zamani ile daha hassas dogrulukta sonuclar verdigi gosterilmistir.

Iki boyutlu temas problemi smir elemanlar metodunda suni smir yaklasimi
kullanilarak Tonug (1999) tarafindan analiz edilmistir. Suni sinir yaklagimi yeni bir sekilde
tanimlanarak iki boyutlu siir elemanlar1 temas programina adapte edilmistir. Bu
calismada, yeni yaklagimin sonuglar1 direk sinir elemanlari metodunun sonuglar1 ve diger
suni sinir yaklagiminin sonuglari ile karsilastirilmis ve benzer hassasiyette sonuglar verdigi
goriilmistiir. Gelistirilen yaklasim temas problemlerine uygulanmig ve tiim sayisal
uygulamalar ANSYS Sonlu Elemanlar paket programu ile test edilmistir.

Sonlu elemanlar yontemi kullanilarak rijit diizlem {izerine oturan elasto-plastik yarim
kiirenin temas problemi Jackson ve Green (2005) tarafindan incelenmistir. Problemin
analizinde ANSYS paket programi kullanilmis ve elde edilen sonuglar literatiirde bulunan
teorik ve ABAQUS programi sonuglariyla karsilastirilmastir.

Sezer (2005), ANSYS Sonlu Elemanlar paket programimi kullanarak temas
elemanlar1 modellemis ve ANSYS paket programi temas elemanlar1 kiitliphanesinde
bulunan degisik temas algoritmalar1 ve temas elemani uygulama segeneklerini irdelemistir.

Sonlu elemanlar yontemini esas alan NX-NASTRAN paket programi kullanilarak
ayrilmali temas problemi Roncevic ve Siminiati (2010) tarafindan analiz edilmis ve elde
edilen temas mesafeleri literatiirde bulunan teorik sonuglarla karsilagtirilmistir.

Temas problemlerinde sonlu elemanlar yontemi kullanilarak yapilan analizlerde
temas algoritmalarinin (Augmented Lagrangian Method, Penalty Method, Adapted Penalty
Method, Adapted Augmented Lagrangian Method) karsilastirilmast Bussetta vd. (2012)
tarafindan ve ¢oziim yontemlerinin (h-, p-, hp- ve rp-modeli) karsilagtirilmasi ise Franke

(2010) tarafindan ele alinmistir.

1.3. Calismanin Amaci ve Kapsam

Bu ¢alismada, homojen, izotrop ve simetrik iki elastik ¢eyrek diizleme oturan, elastik
ozellikleri ve ytikseklikleri farkli homojen ve izotrop iki elastik tabakanin siirtiinmesiz
temas problemi elastisite teorisine gore incelenmistir. Ayrica bu problem sonlu elemanlar
yontemine dayanan ANSYS paket programi ile de sayisal analiz yapilmistir. Problemde,

kiitle kuvvetleri ihmal edilmis ve siirtiinmenin bulunmadig1 kabul edilmistir.
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Calismadaki amag, iki elastik tabaka ve alt tabaka ile ¢eyrek diizlemler arasindaki
temas uzunluklarini, temas gerilmelerini ve diisey Yy simetri ekseni boyunca olugan normal
gerilmeleri ve bu eksen yakinlarindaki kayma gerilmelerini elde etmektir. Calismanin diger
bir amaci elde edilen teorik ve sayisal sonuglart karsilastirmak ve yakinsaklig
gostermektir.

Birinci boliimde, temas problemlerinin tarihsel gelisiminden bahsedilmis ve temas
problemleri ile ilgili daha 6nce yapilmis baz1 ¢aligmalar 6zetlenmistir. Yine bu boliimde,
tabakalar ve ceyrek diizlemler i¢in elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral
doniistim teknikleri kullanilarak kartezyen ve polar koordinatlardaki gerilme ve yer
degistirme ifadeleri elde edilmistir. Ayrica sonlu elemanlar yontemi hakkinda bilgi
verilmistir.

Ikinci béliimde, problemin tanimi yapilmis ve problemin ¢oziimii ilk olarak elastisite
teorisine gore yapilmistir. Birinci boliimde verilen gerilme ve yer degistirme ifadeleri sinir
sartlarinda yerlerine yazilarak tabakalara ve ceyrek diizlemlere ait gerilme ve yer
degistirme ifadelerindeki katsayilar hesaplanmistir. Tabakalar ve ceyrek diizlemler igin
elde edilen katsayilar kullanilmayan diger iki sinir sartinda yerlerine yazilarak iki integral
denklemden olusan bir integral denklem sistemi elde edilmistir. Integral denklem
sisteminin sayisal ¢oziimii, denge sartlar1 da dikkate alinarak, Gauss-Jacobi integrasyon
formiilasyonuyla gergeklestirilmis ve tabakalar ve alt tabaka ile ceyrek diizlemler
arasindaki temas uzunluklari, temas gerilme dagiliglari, diisey y-simetri ekseni boyunca
normal gerilmeler ve bu eksen yakinlarindaki kayma gerilmeleri elde edilmistir. Ayrica bu
boliimde, sonlu elemanlar paket programinda kullanilan ag yapisit ve eleman tiplerinin
uygunlugunu dogrulamak agisindan literatiirde bulunan bir ayrilmali temas problemi
incelenmistir. Bu problemle sonlu elemanlar paket programinin temas problemlerinde
teorik sonuglara yakin sonucglar verdigi gorilmistir. Aynm1 yaklagikli§i gosterebilmek
amaciyla yukarida ele alinan g¢eyrek diizlemler iizerindeki tabakalara ait temas problemi
sonlu elemanlar paket programi ile ayrica analiz edilmistir.

Ucgiincii boliimde, probleme iliskin sayisal uygulamalar yapilmistir. Farkli yiik,
malzeme ve geometrik biiyiikliiklere gore temas uzunluklari, temas gerilmeleri, y simetri
ekseni boyunca olusan normal gerilmeler ve bu eksen yakinlarindaki kayma gerilmeleri
teorik ¢ozlimdeki ifadeler yardimiyla elde edilmis; bunlarin degisimleri tablolar ve

grafiklerle sunularak, sonuclar irdelenmistir. Yine bu boliimde, sonlu elemanlar paket
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programi ile yapilan c¢oziimden elde edilen sayisal sonuglar teorik sonuclarla
karsilastirilmustir.
Dordiincii boliimde, bu ¢alismadan ¢ikartilan sonuglar ve oneriler verilmistir. Bu son

boliimii yararlanilan kaynaklar ve 6zge¢mis izlemektedir.

1.4. Tabakalar i¢in Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Bu kisimda, elastisite teorisinden yararlanilarak tabakalar i¢in gerilme ve yer
degistirme bilesenlerinin genel ifadeleri elde edilmektedir. Bu amagla, biinye denklemleri
ve yer degistirme-sekil degistirme bagintilar1 kullanmak suretiyle denge denklemleri, yer
degistirmeler cinsinden yazilarak Navier denklemleri elde edilmektedir. Yer degistirme
bilesenlerinin gerekli tlirevleri Navier denklemlerinde yerine yazilarak elde edilen adi
diferansiyel denklem takiminin ¢6ziimii sonucunda da yer degistirme bilesenlerinin genel
ifadeleri bulunmaktadir. Bu ifadelerin biinye denklemlerinde yerine yazilmasi ile gerilme
bilesenlerinin genel ifadeleri elde edilmektedir (Birinci, 1998).

Uc boyutlu halde X, Y ve Z kiitle kuvvetlerini, o, Oy, 05, Tys Txz V€ Ty, de gerilme

bilesenlerini gostermek lizere denge denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

ot
oo, L or,

N e % -0 1)
x o @
0 0 0
TYX + O-y + 2-yz +Y =0 (2)
x oy @
0

07y T 0% 7 3)
x oy

Bu denklemlerde gecen gerilme bilesenleri, biinye denklemeleri ve yer degistirme sekil

degistirme bagintilar1 kullanilarak asagidaki gibi tanimlanabilmektedir.

- - mz;{%} 4)



12

. =ze+zﬂ[%j ®
o}:ﬂe+2y(%g) (6)
=i 242 @
s 242 ®)
‘, :,,(%%j ©)

Yukaridaki ifadelerde gecen u, v ve w sirastyla X, y ve z dogrultularindaki yer degistirme
bilesenlerini gostermektedir. Ayrica € hacim degistirme oranini, A Lame sabitini ve u ise

kayma modiiliinii géstermekte olup, bu biiyiikliikler asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

e:@+@+@ (10)
OX

a=— Ve (11)

(12)

(11) ve (12) nolu denklemlerdeki E ve v sirasiyla elastisite modiiliinii ve Poisson oranini
gostermektedir. Ayrica Tyy, = Tyy , Taz = Tzx, Tyz = Tzy Oldugu bilinmektedir.
(4-9) ifadelerinin gerekli tiirevleri alimip (1-3) ifadelerinde yerlerine yazilmasiyla

Navier denklemleri asagidaki gibi elde edilir.
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(4+y)%+ﬂvzu+xzo (13)
ke

(/I—i-,u)aﬁuv v+Y =0 (14)
L

(l+y)5+yv w+Z=0 (15)

Bu denklemlerde V2, Laplace operatérii olup asagidaki gibi tanimlanabilir.

2 2 2
2,9 .7 (16)
ooy a

Diizlem halde Navier denklemleri,

A+u @+,uV2u+X:0 (17)
OX

(/1+,u)%+,uV2V+Y:O (18)

olarak yazilabilir. Bu ifadelerdeki hacim degistirme oran1 € ve Laplace operatorii V2 nin iki

boyutlu problemlerde,
e:%+% (19)
2 2
v =%+% 20)

seklinde olacagi agiktir. Ele alinan problemde kiitle kuvvetleri ihmal edileceginden Navier

denklemleri asagidaki hale gelir.
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(/1+y)%+,uvzu:0 (21)

(/1+y)%+,uV2V:O (22)

Problemin y eksenine gore simetrik olmasi nedeniyle, u ve v yer degistirme bilesenleri
asagidaki esitlikleri saglarlar.

u(xy)=-u(-xy) (23)

V(X% y)=v(-xY) (24)

Tabakalar i¢in u(X,y) ve v(X,y) yer degistirme bilesenleri, Fourier siniis ve Fourier kosiniis

dontisiimleri seklinde asagidaki gibi yazilabilir.

u(x,y)=%j¢(a,y)sin(0¢x)da (25)

0

v(X, y)=%jw(a, y)cos(ax)da (26)

0

Bu ifadelerin ters Fourier doniisiimleri ise,

é(a.y) zTu(X, y)sin(ax)dx (27)

0

v(a, y):TV(X, y)cos(ax)dx (28)

seklinde yazilabilir. Bu ifadelerdeki ¢p(a,y) ve Y(a,y) fonksiyonlart u(x,y) ve v(x,y)

fonksiyonlarinin  ters Fourier doniisiim fonksiyonlar1 olup, bu fonksiyonlar
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bilinmemektedir. Bu fonksiyonlarin belirlenebilmesi igin (21) nolu denklem sin(ax)dx ,

(22) nolu denklem ise cos(ax)dx ile carpilip (0, +0) araliginda integre edilirse,

T[(/1+,u)(%+;jgy]+u(%+%ﬂsin(ax)m:0 (29)
]:[(ﬂﬂu)(gjgy+%)+y[§+%ﬂcos(ax)dx=0 (30)

ifadeleri elde edilir. (27) ve (28) nolu denklemlerde gegen u ve v’nin bu ifadelerde yerine

konulmak iizere gerekli tiirevleri alinirsa,

20 .

—sin(ax)dx=—a’¢ (31)
z[aXZ ( )
0 A2 2
z[%sin(ax)dX:g—y? (32)
0 A2
j v sin(ax)dx=—ad—l// (33)
2 dy
oY )
jycos(ax)dx =—a’y (34)
0
oA d*w

—cos(ax)dx= (35)
z[ayZ ( ) dy2
0 A2
j Ou cos(ax)dx=a% (36)
! oy dy

ifadeleri elde edilir. Bu esitliklerin elde edilmesinde kismi integrasyon uygulanmis ve

asagidaki sinir sartlar1 dikkate alinmistir.



16

ov

~ =0 (37)

X=00 X=00

(31-36) nolu denklemler olarak elde edilen tiirev ifadeleri (29) ve (30) nolu denklemlerde

yerlerine konulur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

—(A+2u) PP+ ug" —(A+ p)ay' =0 (38)

(A+2u)y" = uy +(A+p)ag' =0 (39)

seklinde adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. Bu adi diferansiyel denklem
takiminda tisler y’ye gore tiirevleri gostermektedir. (38) nolu denklem y’ye gore iki defa,
(39) nolu denklem y’ye gore bir defa tiiretilirse,

—(l+2,u)az¢” + ug" —(l+,u) ay" =0 (40)

(A+2u)y" -’ py' +(A+p)ag" =0 (41)

ifadeleri elde edilir. (40) nolu denklemden ' cekilip (41) nolu denklemde yerine

konulursa,

(/1+2,u)

(" ~ (200" 1 =0 py' + a2+ )" =0 (42)
a(A+ )

bulunur. Bu denklemden de 1! ¢ekilip (38) nolu denklemde yerine yazilir ve diizenlenirse
¢’ye gore dordiincii mertebeden sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklem
asagidaki gibi elde edilir.

" —20°¢" +a'p=0 (43)

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ¢ = e®Y seklinde aranir ve bu ¢oziimiin gerekli

tiirevleri alinip (43) nolu denklemde yerine yazilirsa karakteristik denklem,
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s* 207’ +a* =0 (44)

olarak elde edilir. Bu denklemin kokleri s; = s, = a ve s3 = s, = —a olarak belirlenir.
Bu durumda (43) nolu adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki gibi elde

edilmis olur.
#(a.y)=Ae +Bye ™ +Ce” + Dy (45)

(38) nolu denklemin y’ye gére bir defa tiirevi alinip elde edilecek denklemden ! ifadesi
¢ekilerek (39) nolu denklemde yerine yazilirsa, («,y) bilinmeyen fonksiyonu, ¢(a,y)
fonksiyonuna ve tiirevlerine bagli olarak bulunur. Buradan gerekli tiirevler alinir ve

yerlerine konulduktan sonra benzer iglemler yapilirsa,
v(ay)=Ae +B(&+y)e” —Ce” +D(F-y)e” (46)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikde gecen k bir malzeme sabiti olup diizlem sekil degistirme
halinde k = (3 —4v), diizlem gerilme halinde ise k= (3 —-v)/(1+v) oldugu
bilinmektedir. ¢(a,y) ve Y(a,y) fonksiyonlar: sirasiyla (25) ve (26) nolu denklemlerde
yerlerine yazilirsa tabakalara ait u(x,y) ve v(X,y) yer degistirme bilesenleri asagidaki gibi

elde edilir.

u(x y):%T{[A+ By]e +[C + Dy]e” | sin(ax) da @47)

v(X,Y) :%I{[A+ B(§+ y)}e‘”‘y +[—C + D(g— y)]eay}cos(ax)da (48)

Yukaridaki esitliklerde gecen A,B,C ve D sabitleri bilinmeyen katsayilar olup probleme ait
sinir sartlarindan elde edileceklerdir.
Diizlem halde, oy, 0, ve Ty, gerilme bilesenlerinin blinye denklemleri yardimiyla u

ve v yer degistirmeleri cinsinden asagidaki gibi yazilabilecegi bilinmektedir.
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_ qu oV
O'X—(ﬂ+2,u)ax+/18y (49)
ov ,ou
O'y=(ﬂ,+2/l)5+ﬂ,& (50)
ou ov
& =ﬂ(@*&j e

u ve v yer degistirme bilesenlerinin gerekli tiirevleri alinip yukaridaki bagintilarinda

yerlerine yazilmasi ile tabakalara ait diizlem hal i¢in gerilme bilesenleri,

Lo (x y):%IHa(A+ By)—(S_TKj B},\av v

2” (52)
{a(C+ Dy)+(3_TKj D}eav}os(ax)da
ol
{—a(C+ Dy)+(1+TKj D}eay}cos(ax)da
N

1

a(C+ Dy)—[%) D}e“y}sin(ax)da

olarak bulunurlar.
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1.5. Elastik Ceyrek Diizlem I¢in Céziim

Sekil 1°de goriilen genel yiikleme altindaki elastik ¢eyrek diizlem, ele alinan
problemin bir parcasini olusturmaktadir. Bu kisimda elastik, homojen ve izotrop kabul

edilen ¢eyrek diizlemle ilgili denklemler elde edilecektir.

Sekil 1. Genel yiikleme altindaki elastik bir ¢eyrek diizlem

1.5.1. Gerilme Fonksiyonlarmnin Mellin Doniisiimleri

Sinir deger problemlerinin ¢ézliimiinde 6zellikle kamalar ve eksenel simetrik koniler
gibi baz1 6zel geometrik durumlarda Mellin doniistimleri kolaylik saglamaktadir. Bu
calismada, Mellin doniisiimii r radyal koordinatina gore alinir ve problem kompleks Mellin
uzayina tasinmis olur (Sneddon, 1972).

Polar koordinatlarda tanimli bir f(r) fonksiyonunun Mellin doniisiimii,

fM :T f(rr'dr (55)
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seklinde tanimlanabilir. Burada, s Mellin doniisiim parametresidir. (55) nolu denklemin

ters Mellin doniistimii ise;

g+io

f=— [ tMrds  (0<r<o) (56)
27l .

—ioo

olarak ifade edilir. Burada f(r), (0, ) araliginda integrali alinabilen bir fonksiyondur. n.

dereceye kadar tiirevleri var olan bir f(r) fonksiyonu igin,

[rwm%j_)o 0<r<o), m=l..n-1 (57)
r

olmak iizere,

n M_OO ndnf(r) s+l _ nr(s+n) M
(f ) _z[r —ar rre=(-1 —F(S) f (58)

ifadesi gegerlidir (Sneddon, 1972). Polar koordinatlarda tanimli @(r,8) Airy gerilme

fonksiyonunun Mellin doniisiimii ise;

¢" =T¢(r,9)r“dr (59)

seklinde yazilabilir. Polar koordinatlarda iki boyutlu elastisite problemlerinin gerilme

fonksiyonu cinsinden uygunluk denklemi,
Vi(r,0)=0 (60)

seklindedir. Bu denklem agik olarak asagidaki gibi yazilabilir.
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18 10 )10 184 0%
———t——t— || =——=+—-Z+—= |=0 61
(rz 06* ror arzj(rz 06 ror or? 1)

(61) nolu denkleme Mellin doniisiimii uygulanir ve (58) denkleminden yararlanilirsa,

o 2 o 2 | M
[ﬁ“’ J{ﬁﬂsjﬁ) }5 =0 (62)

ifadesi elde edilir. Bu denklemin genel ¢6ziimii asagidaki gibidir.
¢M (3,9) _ Fleise n er—isa +Glei(s+2)0 +Gze—i(s+2)0 (63)

Burada F; ,F,, G, ve G, karmasik integrasyon katsayilar1 olup s’nin fonksiyonlaridir.

Polar koordinatlarda, kiitle kuvvetsiz halde gerilme bilesenleri asagidaki gibi

yazilabilir.
ekt
5, :% (65)
1.5.2. Yer Degistirmelerle ilgili Baz1 Mellin Déniisiim Uygulamalar:
Iki boyutlu elastisitede polar koordinatlarda u,. ve uy yer degistirmeleri,
2, :—%+(l—v)ra—l’” (67)

or 00
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104 oy
2 =— +(1-v)r 68
HUy r 20 +(1-v) or (68)

seklindedir. Burada i fonksiyonu,

Vi =0 (69)

O, v _v2
ar(Ir aej Ve (70)

sartlarin1 saglar. (68) ifadesinin r degiskenine gore tiirevi alinirsa,

2 2
%= i%—l 90 1-v| 2w p 2V 71)
r* 00 rorod or or

olarak elde edilir. (71) nolu denkleme 712 ile carpilmis olarak Mellin doniisiimii

uygulanirsa,

M
2;{%#} ¢ —W)[(s+2)(s+ D]y (s+2.0) (72)
ifadesi bulunur. Bu ifadede,
2 M
p' (s+2,0)= ! . ‘32+s2 o9 (73)
(s+1)(s+2)"| 06 06

olarak yerine yazilirsa;

a, o\ o 1-v) ] (1-v) &¢"
2“( o rj %0 {(S“F(Hz)s }*(Hz) o0 (7%)
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denklemi elde edilir. Daha 6nce elde edilen (63) nolu gerilme fonksiyonunun 6
degiskenine gore 1., 2. ve 3. tiirevleri alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki

tiirev ifadeleri elde edilmis olur.

M
age _ F]iseisé’ _ inse—isé’ +G1i(S +2)ei(s+2)6’ —Gzi(S + 2)e7i(s+2)6’ (75)
82¢M . i i .
Y ~Fs’e™ —F,s’%™ -G (s+2)’"*"?’ -G, (s +2)’e """ (76)
83¢M . i i .
~p = IS HRise ™ ~Gi(s+2)'¢ " + Gi(s+2)'e (77)

Bu tiirev ifadeleri (74) nolu denklemde yerlerine yazilip gerekli islemler yapilirsa,
polar koordinatlarda yer degistirmenin r degiskenine gore tlirevinin Mellin dontigiimii

asagidaki gibi elde edilmis olur.

M
2#(%r2j :S(S+1)i|:l:lei59_|:2e—i59:|+

or (78)

i[(s+1)(s+2)+(1-v)(—4s-4)][ G ~G,e |

1.6. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi, giiniimiizde karmasik miihendislik problemlerinin hassas
olarak ¢oziilmesinde etkin olarak kullanilan sayisal bir yontemdir. ilk defa 1956 yilinda
ucak govdelerinin gerilme analizi i¢in gelistirilmis olan bu yontemin, daha sonraki on yil
icerisinde uygulamali bilimler ve miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde de
kullanilabilecegi anlasilmistir. Daha sonraki yillarda ise sonlu elemanlar yontemi ve ¢éziim
teknikleri hizli gelismeler kaydetmis ve glinlimiizde bir¢ok pratik problemin ¢oziimii igin
kullanilan en iyi yontemlerden birisi olmustur.

Sonlu elemanlar yontemindeki temel diisiince; Sekil 2'de goriildiigii gibi karmagik bir
probleme, problemi basite indirgeyerek bir ¢6ziim bulmaktir. Esas problemin daha basit bir

probleme indirgenmis olmasi nedeni ile kesin sonu¢ yerine yaklasik bir sonug¢ elde
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edilmekte, ancak bu sonucun ¢6ziim i¢in daha fazla ¢aba harcayarak iyilestirilmesi ve

kesin sonuca ¢ok yaklasilmasi, hatta kesin sonuca ulagilmas1 miimkiin olmaktadir.

Her bir nokta sonsuz sayida
i

deformasyon dedgiskenine yani AT AN
. L]
“] serbestlik derecesine sahiptir _ S
/ Dénisim

/ ﬁ Digim

/ i - : Noktasi
/ 1 \
|I|l - ! \ ;

/ Her bir nokta sonlu saylda'—‘_—“.

—

deformasyon dedgiskenine (u,v)

yani  serbestlik  derecesine .
sahiptir
a) Gercek Model b) Analiz Edilen Model
Surekli Ortam Sonlu Elemanlara Ayrilmis Ortam

Sekil 2. Sonlu elemanlar yontemi (Uncuoglu, 2009)

Asagida sonlu elemanlar yontemine ait ¢Oziim adimlart ayrintili olarak
tanimlanmustir.

A) Elemanlara ayirma: Sonlu elemanlar metodunda ilk uygulama adimi, yapinin
veya calismak istenilen alanin sonlu sayida kiigiik elemanlara boliinmesidir. Buradaki
amag bir diferansiyel denklemin ¢Oziimiinii basitlestirmektir. Sonlu elemanlara ayirma
veya ag tliretme igslemi genis uygulama alanlari i¢in kullanilmaktadir. Ancak, esas kullanim
alan1 sonlu elemanlar yontemi igerisinde kullanilmasidir. Basit geometriler (yapilar) veya
az sayida elemanlar i¢in islemler matrisle tanimlanip sayisal olarak elle yapilabilmektedir.
Fakat, eleman sayisinin azlig1 sonuglarin hassasiyetini etkiler. Diger taraftan, karmasik
geometriler veya ¢ok sayida elemanlar icin bu islemlerin elle ¢oziilmesi imkansiz hale
gelmektedir. Bugiin bir¢ok problemde binlerce eleman kullanilmaktadir. Bu islemlerin
¢ozlimi ise bilgisayarlar tarafindan yapilmaktadir (Selguk, 2009).

Sonlu elemanlar metodunda incelenecek geometri veya yapt uygun pargalara
ayrilmalidir. Genellikle iki boyutlu problemler i¢in iicgen veya dortgen sekilli elemanlar

kullanilir (Potts ve Zdravkovic, 1999). Bu belirli geometriler lizerindeki anahtar noktalar
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diigim noktasi veya nod olarak isimlendirilir. Bu noktalar genellikle elemanin kdse
noktalaridir. Bu sistem igerisinde elemanlar birbirlerine kenarlarindan ve diigiim

noktalarindan baglidirlar (Sekil 3).

3

a

3 diigiim noktah 4 diigiim noktah

6 diigiim noktal 8 diigiim noktah

Sekil 3. Tipik iki boyutlu sonlu elemanlar

B. Yaklasim modeli (Sekil fonksiyonu): Sonlu elemanlar yonteminde iicgen veya
dortgen sekilli elemanlar tanimlandiktan sonra bu elemanlarin koselerinde bulunan digiim
noktalarinin yardimi ile herhangi bir siirekli fonksiyon ic¢in polinom esitliklerinden

faydalanarak bu fonksiyona yaklagim saglanir.

m

Sekil 4. Uggen eleman ve polinom yaklasimi
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Bu yaklasim bir iiggen eleman icin Sekil 4’de gosterilmistir. Uggenin kdse
noktalarinda toplam ii¢ diiglim noktasi mevcut olup, komsu elemanlara bu diiglimler
vasitastyla baglanir. Uggen eleman igin bilinmeyen degerler polinom (yer degistirme)
denklemleri ile tanimlanir ve polinom denkleminin kuvveti eleman i¢indeki diigiim
noktalarinin sayisina baglidir. Eleman icindeki bilinmeyen degerler asagidaki gibi bir

polinom esitliginde verilir.

P(X,Y) =a +a,X+a;y (79)

Bu esitlik icerisinde tanimli a4, a, ve az sabit katsayr degerleri diiglim noktalarinin

koordinatlarina bagl olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

(X, Y;) =8, +a,X +ay,;
¢(onyj):a1+azxj+a'3yj (80)
¢(Xm’ ym) = a1 +a2xm +a3ym

Bu denklem sistemlerinin matris formu asagidaki (81) ifadesi seklinde olacaktir. Yazilan
bu matris formunda, a;,a, ve a; degerleri digim noktalarinda tanimli @;, @; ve @,

terimleri iginde ¢oziiliir.

(Di 1 X| yi al
o =1 % v|a &)
o, I X, Y| &
1
§0:ﬂ[(ai+b.x+ciy)(/’i+(aj+ij+CJy)¢j+(am+bmx+cmy)(/’m] (82)

Bu esitlik icinde A, (ijm) liggenin alanini temsil eder. a;, b; ve c; katsayilar ise agsagidaki

esitliklerle tanimlanir.
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q :ijm_xmyj
blzyj_ym (83)
G :Xm_Xj

Diger indislere bagl katsayilar (j ve m) sira igerisinde permiitasyon yapilarak elde edilir.

(82) ifadesiyle verilen denklem daha basit olarak matris formunda diizenlenebilir.

a, . a a a,| @
%L 1=0A b b b, | e (84)
a3 Ci C] Cm (Dm
Burada;
L X vy,
2A=det|1 X; Y, (85)
I x, VY,

formuyla elde edilir.

8
b

o p

1
[N, N Nm}:ﬂ[l x Y] (86)

()

a;
b;
Ci

(86) nolu denklem gibi tamimlama yapilirsa, N;, N; ve Ny, degiskenleri sekil fonksiyon

olarak isimlendirilir. Sekil fonksiyonu denklemi sadece elemanin koordinatlarina baglidir.

Yukaridaki (82) denklemi standart esitlik olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

=N +N,;p, + N o,
N & Fhxray (87)
I 2A

Burada bir elemandaki alan degeri elemanin diiglim noktalarinda tanimlanan alan degeri ve

sekil fonksiyonlar1 cinsinden tanimlanmistir. Hesaplanmasi gereken noktalardaki
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(@i, @j ve @) degerleri tanimli denklemlerin ¢éziimiinden elde edilir (Zienkiewicz ve
Taylor, 2000).

Yukarida bahsedildigi gibi elemanin herhangi bir yerindeki koordinati, diigiim
noktas1 koordinatlarina bagl olarak polinom (yer degistirme) fonksiyonlar1 cinsinden ifade
edilir (Desai ve Abe,l 1972). Sekil fonksiyonlar1 eleman ve geometrik rijitlik matrislerinin
tiretilmesinde kullanilir. Eleman ve geometrik rijitlik matrisleri yapinin toplam rijitlik
matrisinin olusturulmasi icin birlestirilir.

C) Rijitlik matrisi: Eleman rijitlik matrisini hesaplayabilmek i¢in yer degistirme
fonksiyonlarimin olusturulmasi gerekir. Daha sonra asagida genel ifadesi ile verilen rijitlik

matrisi olusturulur.
K=[[B]"" [CT[B]" dwcy (88)

Burada; [C] malzeme oOzelliklerine bagli matristir. [B] matrisindeki elemanlar yerel
koordinat (X,y,z) eksenlerinin fonksiyonudurlar ve yer degistirme matrisini ifade ederler
(Bathe, 2004).

Her eleman igin elde edilen rijitlik matrislerinin olusturulmasindan sonra sonlu
elemanlar agina bagl sekilde birlestirilerek genel rijitlik matrisi elde edilir. Bu birlestirme
yontemine ait detayli bilgi asagida sunulmustur. Sonlu elemanlar yonteminde bundan
sonraki adim, elde edilen genel rijitlik matrisi yiik vektorleri ve denge denklemleri sonlu
elemanlar agma bagli olarak birlestirilmesi ve genel denge denklemlerinin elde
edilmesidir.

(88) nolu denklemde verilen rijitlik matrisi formiiliinde ([C]) malzeme matrisi
simetriktir. Dolayisiyla, genel rijitlik matrisi de simetrik 6zellikte olacaktir. Bu durum
malzeme davraniginin genis bir aralig1 i¢in saglanir ve lineer elastik malzeme davranisini
icerir. Rijitlik matrisinin sifirdan farkli terimleri elemanlarin serbestlik derecesindeki
baglantilarindan ortaya ¢ikar. Her serbestlik derecesi sadece diger serbestlik derecesinin
en kiiciik numarasina eklenir. Boylece cok sayida sifir1 i¢ine alan genel rijitlik matrisi
olusur (Potts ve Zdravkovic, 1999).

D) Genel rijitlik matrisinin olusturulmasi: Bir eleman igerisindeki rijitlik matrisi
terimi elemanin sahip oldugu serbestlik dereceleri arasindaki rolatif rijitligi ifade eder.

Diger taraftan, sonlu ag icerisinde rijitlik matrisi terimi tiim ag boyunca serbestlik
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dereceleri arasindaki rolatif rijitligi ifade eder. Bu sebepten dolayi, genel rijitlik matrisinin
boyutu toplam serbestlik derecesinin miktarina baghdir. Dort diiglim noktasindan olusmus
bir eleman i¢in rijitlik matrisinin formu ve serbestlik derecesi numaralamasi Sekil 5°de

gosterilmistir.

;(H KJ
—_— K — Kl]

-

RE R
Halele

o
&

Simetrik

Sekil 5. Tek bir dortgen elemana ait rijitlik matrisi

Eger bu tek eleman sonlu elemanlar ag1 icerisinde bir pargay1 olusturuyorsa, rijitlik
matrisi Sekil 6’deki formu olusturacaktir. Rijitlik matrisinin niimerik degerleri aynidir.
Fakat genel terimler icerisinde miktar1 farklidir. Ornek olarak, Sekil 5°de rijitlik matrisi
terimi Ky, serbestlik derecesinin 1 oldugunu ifade eder. Oysa Sekil 6’de ayni serbestlik
derecesi genel serbestlik derecesi igerisinde 2 olarak goriilmektedir. Bu yiizden, elemanin
K,, nin genel degerine katkis1 K;;’e esittir. Burada dnemli bir not, eleman rijitlik matrisi

igerisinde her kolon ve satir degeri elemanin serbestlik derecesini ifade etmesidir.

r | A
K

Kimetrik

Sekil 6. Genel serbestlik derecesi terimleri igerisinde eleman rijitlik matrisleri
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1 3 5
1 2 @
2 4 6
1 1 1 1 7
- . | = Ky Ky, Kis Ky
K, K, K, K ! ! !
11 112 113 ]14 K, K, K,
K, K, K ! !
2 124 ]23 - Ky Ky (b)
K, K !
44 l34 K,
i K | Smtrk
Eleman liginrijitlik matrisi Genel rijitlik matrisi
1 1 1 1 ]
Ky, Ky, K13 K
M2 2 2 2 7] 1 1 1
K33 K34 K36 K35 Kzz K23 K24
2 2 2 1 2 1 2 2 2
K44 K46 K45 K33+ K33 K34+ K34 K35 K36
2 P e 1 2 2 2 ©
K  Kes Kut Ky Ky Ky
2 2 2
i Kss | Smtrk K K
2
L K66_
Eleman 2i¢inrijitlik matrisi Genel rijitlik matrisi
Ky, Ki, K13 K
K., K23 K,
_ K33 K34 K35 K36
Kg = @
Ky K45 K46
Smitrk Ky Ky
K66

Sekil 7. Iki elemanli bir sonlu elemanlar aginda genel rijitlik matrisinin
olusturulmasi, a) ki elemanl sonlu elemanlar agi, b) ilk elemanin
baglanmasi, c) ikinci elemanin baglanmasi, d) En son olusan genel
rijitlik matrisi
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Genel serbestlik derecesi terimleri igerisinde agiklanan rijitlik matrisleri kullanilarak
sistemin genel rijitlik matrisi olusturulur. Sekil 7 iki elemandan olusan basit bir sonlu
elemanlar agimi ve serbestlik derecelerini gostermektedir. Bu sekilde basit bir ag igin
sistemin genel rijitlik matrisinin nasil olusturuldugu ac¢iklanmistir. Burada not edilmesi
gereken bir husus, serbestlik derecesi ve elemanlarin genel numaralandirilmalari arasindaki
farkliliga bagli olarak terimlerin tekrar siralanmalaridir. Bununla birlikte, genel rijitlik
matrisi i¢cindeki terimler serbestlik derecelerini ifade eder (Selguk, 2009).

Genel rijitlik matrisinin yapist bilgisayarin veya islemcinin hafizasinin etkin
kullanilabilmesi i¢in 6zellikle dnemlidir. Genel rijitlik matrisinde sifirdan farkli terimler
sadece elemanin serbestlik dereceleri arasindaki baglantilarda olusur. Boylece genel rijitlik
matrisi i¢inde her sira icin sifirdan farkli olacak son terim en yiiksek serbestlik derecesini
ifade edecektir. Bu 6zellik rijit lik matrisinin genellikle daginik ve bantli yapida olugmasin
saglar (Potts ve Zdravkovic, 1999).

Sonlu elemanlar yontemi icerisinde bundan sonraki adim genel denklemler icerisinde

elemanlara ait denge denklemlerinin birlestirilmesidir.

[Ke{#},e =R} (89)

Burada;

[Kg]: Genel rijitlik matrisi

{@}nc: Tum sonlu elemanlar agi igin bilinmeyen serbestlik derecelerini igeren vektor
(Diigiim noktalarindaki bilinmeyen deplasman degerleri)

{R;}: Genel yiik vektoriidiir.

Yukarda verilen (89) denklemi yardimi ile diiglim noktasindaki bilinmeyen degerler
hesaplanir. Ornek olarak, yukarida verilen iki elemandan olusan sistem igin olusturulan
matris formundaki esitlik asagidaki sekilde ¢oziiliir. Bu matris formunda (6x6) boyutlu
matris sistemin genel rijitlik matrisidir. Bu matris diigiim koordinatlarina ve elemanin
malzeme Ozelliklerine baglhidir. ¢ (3x1) matrisi diigiim noktalarindaki bilinmeyenleri veya
deplasman degerlerini temsil eden boyuna matristir. R matrisi ise uygulanan simir
kosullarina bagli boyuna matristir. Sonlu elemanlar yontemi igerisinde sinir kosullarini
temsil eden diigiim noktalarindaki degerler bu noktada belirtilmelidir. Genellikle bu

degerler “0” (sifir) olarak kabul edilir. Bu genel denge denklemleri problemin sinir sartlari
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uygulanarak diizeltildikten sonra diigiim noktalarindaki bilinmeyen degerler ¢oziilmelidir

(Selguk, 2009).

_K11 Ky Ky Ky 0 0 __(/71_ _Rl_
Ko Ky Ky Ky 000 |lo R,
Ki Ky Ky Ky Ky Kyl _ R (90)
Kie Ky Ky Ky Ky Kl o R,
0 0 Ky Ky Ky Kgllos R
L0 0 Ky Ky Ky Kgllog] R

Bilgisayar teknolojisindeki gelismelere bagli olarak gelistirilen paket programlar
sonlu elemanlar yonteminin etkin kullanimini saglamaktadir. Sonlu elemanlar yontemini
kullanan ¢ok sayida bilgisayar programi mevcut olup, FLUENT, LS-DYNA, LINFLOW,
ALGOR, COSMO/M, NASTRAN, ADINA ve ANSYS bunlara 6rnek verilebilir. Bu

calismada ise problemin analizi i¢in ANSY'S paket programi kullanilmustir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Giris

Bu boliimde, simetrik iki elastik c¢eyrek diizleme oturan elastik Ozellikleri ve
yukseklikleri farkli iki elastik tabakanin siirtiinmesiz temas probleminin ¢oziimii ilk olarak
elastisite teorisine gore yapilmis daha sonra ayni problem sonlu elemanlar paket programi
kullanilarak ¢oziilmiistiir. Ayrica programda kullanilan ag yapist ve eleman tiplerinin
uygunlugunu dogrulamak agisindan literatiirde bulunan ayrilmali bir temas problemi de

sonlu elemanlar paket programi yardimiyla ¢oztilmiistiir.

2.2. Problemin Tanimi

.
T <® " 2ot
h N\ L
|
h
]

< farVo T b

® Ky Vs G

._C_T_C_‘

—e —e
o
>

T
-

¢

Sekil 8. Problemin geometrisi
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Sekil 8’de geometrisi verilen simetrik iki elastik ¢eyrek diizleme oturan elastik
Ozellikleri ve yiikseklikleri farkli iki tabakanin siirtlinmesiz temas probleminde, 1 nolu
tabaka iist ylizeyinden (—a, a) araliginda simetrik yayil yiik etkisindedir. 1 nolu tabaka ile
2 nolu tabaka (—b, b) araliginda ve 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlemler (c,d) araliginda
temas halindedir. h; ve h, tabaka yiiksekliklerini, y;,v; (i = 1,2,3) tabakalara ve ¢eyrek
diizlemlere ait elastik sabitleri gostermektedir. Ceyrek diizlemler ve tabakalar (—oo, + o0)
araliginda olup y eksenine gore simetrik oldugundan, hesaplar (0 < x < 00) aralifinda
yapilmistir. Problem diizlem hal i¢in incelendiginden z ekseni dogrultusundaki kalinlik
birim olarak alinmistir. Coziimlerde siirtinmenin bulunmadigir kabul edilmis ve kiitle
kuvvetlerinin etkisi ihmal edilmistir. Problemde tabakalar ve ¢eyrek diizlemler homojen ve

1zotroptur.

2.3. Problemin Coziimii

2.3.1. Elastisite Teorisine Gore Teorik Coziim

Bu kisimda, problem elastisite teorisi ve integral donilisim teknigi kullanilarak
¢Oziilmiistiir. Problem; tabakalar i¢in Fourier doniisiimleri, ¢eyrek diizlemler i¢in Mellin
dontigiimleri uygulanip smir sartlarinin kullanilmasiyla, temas uzunluklarinin ve temas
gerilmelerinin bilinmeyen oldugu iki tekil integral denklemden olusan bir integral denklem
sistemine indirgenmistir. Integral denklem sisteminin sayisal ¢dziimii Gauss-Jacobi
integrasyon formiilasyonu yardimiyla yapilmis ve denge denklemleri de saglatilmak

kosuluyla temas gerilmeleri ve temas uzunluklar1 belirlenmistir.

2.3.1.1. Kullamilacak Denklemler
2.3.1.1.1. Tabakalar I¢in Kullanilacak Denklemler
Yiiksekligi h; olan 1 nolu tabakanin elastik sabitleri v; ve p; dir. Elastik sabitleri

v, ve i, olan 2 nolu tabakanm yiiksekligi ise h, dir. iki tabakanin toplam yiiksekligi ise

h; + h, = h olarak verilmektedir. Burada verilmis olan yiikseklik ve elastik sabitlere gore
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gerilme ve yer degistirme ifadeleri, (47,48) ve (52-54) ifadelerinden faydalanilarak 1 ve 2
nolu tabakalar i¢in asagidaki gibi yazilabilir.
1 nolu tabaka igin (0 < x < oo, h, <y <h):

0

u,(X,Y) :%I [(A +By)e ™ +(C, + Dly)e“y]sin(ax)da 1)

0

v,(X, y)_—j KA +( jB Je‘“u[—cﬁ(%—yj Dlje“y}cos(ax)da (92)
i

o0

L% y)—EIH (A+By)-

2, 0 93)
{ (C,+Dy)+ (3 5 le}e“V} cos(ax)da
1 2%
e [ KL el
94)
[ a(C,+Dy)+ (le Dl}e“y} cos(ax)da
%ﬂlfxyl (xy) :%_([ [_[a(A + B1y)+(K12_1] Bl}eay +
(95)
[a(Cl + Dly)—(Klz_lle}e“y} sin(ax)da
2 nolu tabaka i¢in (0 < x < oo, 0<y<h,):
2 T -ay ay 1
u, (%, Y) _;j [(A,+B,y)e™ +(C,+D,y)e” |sin(ax)da (96)

0

vz(x,y):%of KAZ +(%+y)82] “y+[ —C +(;—yj J ”‘y}cos(ax)da 97)
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%ﬂzaxz(x, y) =£J Hoc(AZ + Bzy)—[3_—21(2j Bz}e—ay +

i 98)
3—k o
{a(CZ+D2y)+( 5 szz}e y} cos(ax)da
2_11120” * y)Z%I HOK(AZ +Bzy)+(K22+lJBz}eay (99)
[—a(Cz +D,y) +(K22+1] Dz}e“y} cos(ax)da
21 TXyz(Xay)ng{_{a(Az+Bzy)+(K22_lsz:|e_ay+
o o (100)

{a(g + Dzy)—(’(zz_ljoz}e“y} sin(ax)da

Yukaridaki ifadelerde gecen A;, B;, C; ve D; (i = 1,2) bilinmeyen katsayilar olup

probleme ait sinir sartlarindan belirlenecektir.

2.3.1.1.2. Ceyrek Diizlemler i¢in Kullamlacak Denklemler

Polar koordinatlarda gerilme ifadelerinin 72 ile ¢arpimlarmmn Mellin déniisiimleri

(64- 66) ifadelerinden faydalanilarak ¢eyrek diizlemler i¢in agsagidaki gibi yazilabilir.

(rPo,)" =[;;2 —sjw (101)
(rPo,)" =s(s+1)¢" (102)
(r’z,)" :(s+1)i¢M (103)

00
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Burada (63) nolu ifadede belirtilen ¢, siir sartlarindan  belirlenecek

F, ,F,, G; ve G, katsayilarini icermektedir.

2.3.1.2. Problemin Sinir Sartlari

Kiitle kuvvetleri ihmal edilen probleme ait sinir sartlart tabakalar ve c¢eyrek
diizlemler i¢in asagidaki gibi yazilabilir.
u(x,y),v(x,y) yer degistirme bilesenlerini ve g, (x,y), 0, (x,¥), Ty, (x,y) gerilme

bilesenlerini gostermek lizere tabakalara ait sinir sartlar1 asagidaki gibi yazilabilir.

7, (x,N)=0 (0 < X < o0) (104)
=Py (0<x<a)
Gyl(x’h)_{ 0 : (aSX<oo)} (105)
7, (x,1,)=0 (0< X < o0) (106)
7, (%,0,)=0 (0< x <) (107)
[-p(x) (0<x<b)
%(x,hz)—{ , ; (ngw)} (108)
o, (xh)=0, (xh,) (0< X <) (109)
—p,(%) (c<x<d)
Gyz(x’o)z{ 0 ; (03xsc, dSX<oo)} (110)

7,,, (%,0)=0 (0< X <o) (111)
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Ov,(%,0) _ Bu,(r,0)

o or (c<x<d) (113)

Polar koordinatlarda, wu,(7,0),ug(r,0) yer degistirme bilesenlerini ve
0,(1,0),09(r,0),T,9(r,0) gerilme bilesenlerini géstermek iizere elastik ¢eyrek diizleme

ait sinir sartlar1 ise asagidaki gibi yazilabilir.

o,(r,00=—p,(r), (c<r<d) (114)
7,,(r,0)=0, (d<r<wx) (115)
o,(r,7%)=0, (0<r<m) (116)
7.,(r,%)=0, (0<r <o) (117)

Probleme iliskin denge sartlar1 da,

I p,(X)dx = 2ap, (118)
[ p,(0dx =ap, (119)

seklinde yazilabilir. Yukaridaki ifadelerde gecen, p, yayil yiikiin siddetini, p;(x) 1 nolu
tabaka ile 2 nolu tabaka arasinda ve p,(x) ise 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlemler arasinda
olusan bilinmeyen temas gerilmelerini gostermektedir. ¢ ceyrek diizlemin y simetri
eksenine olan uzakligini, 2a yayili yiik genisligini, b tabakalar arasindaki yari1 temas
uzunlugunu, (d — c) ise 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki yar1 temas uzunlugunu

gostermektedir.
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2.3.1.3. Katsayilarin Belirlenmesi

2.3.1.3.1. Tabakalar icin Katsayilarin Belirlenmesi

Yukarida (91-100) denklemleri ile verilmis olan gerilme ve yer degistirme
ifadelerinin (104-111) denklemleriyle gosterilen sinir sartlarinda yerine yazilmasi ve ters
Fourier doniisiim alinmas1 sonucunda 4;, B;, C; ve D; (i = 1,2) katsayilarinin iceren sekiz

bilinmeyenli sekiz cebrik denklem elde edilir. Bu denklemler,

|:—ae_a(hl+h2)A1 —(Ol(hl +h2)+KlT_l]e_a(h]+hZ)Bl+
(120)
a(h+h,) K —1 a(h +hy) B
ae™ e C1+(a(hl+h2)—7je i+ Dl}_o
—a(h+ K+ s
{_ae (hy hZ)Al_(a(hl'i'hz)"'lTje (h, hZ)B1_
(121)
a(h+hy) K +1 ath +hy)
e ! 2C1+ —a(hl+h2)+T e?ith)p =P(a)
A _[ahz mT_l)e_“hz B, +ae™"C, +(ah2 —K‘T_lje“"z D, =0 (122)
e A, ‘(“hz + Kzz_lje‘““z B, +ae™C, +(ah2 —KZT_lje““Z D, =0 (123)

{—ae“hz A —(ahz +KIT+IJ 6™ B—qe™C, +(—ah2 +’(17+1jea“2 Dl} “P(a) (124

{—oce_”’h2 A —(och2 + KIZHJG_“']Z B, —ae“™C, +(—ah2 +’f17+1j e Dl}

(125)
-m {—oze_”’h2 A —[ozh2 + K22+1je_“h2 B, —ae“™C, +(—0{h2 + K22+1je“h2 DZ}: 0
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{—aAz _[zcz;l)Bz _C, +(K22+IJD2:|: P (@)

{—O{AZ —(Kzz_lj B, +aC, —(’92_1] Dz}

seklinde yazilabilir. Bu denklem takiminin ¢oziimii ile A;, B;, C; ve D;

(126)

(127)

(i =1,2)

katsayilar1, bilinmeyen temas gerilmeleri p;(x) ve p,(x)’e bagl olarak asagidaki gibi

bulunurlar.

1
A ZT«AI[P(&)AH + P1(a)A12]

B = _AL[P(Q)BU + P1(05)Blz]

1
C = _TaAl[ P(a)C,, + Pl(a)Clz]

D, :AL[P(OODU + Pl(a)DIZ]

1
A = _T“AZ[H(Q)AM + Pz(a)Azzm]

1
B, = A_[ P(2)B,, +P,(a) Bzzm]

2

1
C,= _T“Az[ﬂ(a)cm + Pz(a)cnm]

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)
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D, =—Ai2[F>l(o¢)D21 +P,(2)D,,m| (135)
Burada,

A, ={e™ M +1-2e7" (14207} )| (136)

A, ={-e*" —1+267" (1+20°h )} m (137)

A, :{e‘3"”‘1+"5hz (—142a(h +h) +x)—

138
e_ahl+ah2 (_1+4a2h1h2 +K1 +2a(h2 + thl))} ( )
o[ (1420h )
—2ah +ah 2 (139)
e % 2(1+40! h1(h1+h2)_K1+2a(_h1_h2+h1Kl))}
Bll _ _e—3ahl+ahz {_1+e2ahl (1+2ah1 )} (140)
812 :e—Zahlﬂzhz {_1+e265h| +2ah1} (141)

C, =e ™™ (1+2a(h, +h,) - i) +e “C"™ (—1+4a’hh, + - 2a(h, +hix))  (142)

C,, =™ (1+2ah, — &) —e ™™ (1+4a’h (h, +h,) — i, +2a(h, +h, —hx)) (143)

D, ={e "™+ " (—1+2ah,)| (144)

D

b = (et —e e (1420, )| (145)
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A, =e " (<1+2ah, +x, —€*™ (~1+x, +2ah,x, ) (146)
A, =€ (1+4a’h; +e* (-1+k,) +2ah, (-1+x,) K, | (147)
B, =—€ 7" (~1+e*™ (1+2ah,)) (148)
B,, =&~ (~1+e™ +2¢h, | (149)
C, =—e " (1+2ah, —x,)+e7 " (1+x,(-1+2ah,)) (150)
C,, =7 (1+4a’h] —2ah, (x, ~1) - &, ) +e ™ (i, 1) (151)
D,, = {e’“hz +e 7" (—1+2ah2)} (152)
D,, ={e™*" e (1+2ah, )} (153)

olarak tamimlanabilir. Bu ifadelerde gecen P(a),P;(a),P,(a)ve m biyiiklikleri ise
asagidaki gibi tanimlidir.

P(@)=——— [ picos(atydt =——L2sin(aa) (154)
245, 2,
1 b
R(@)=—=— [ p,(t)cos(at, dt, (155)
2p 5
1

P ()=~

d
j P, (t,)cos(at,)dt, (156)
2/”2 c
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(157)

2.3.1.3.2. Ceyrek Diizlemler i¢in Katsayilarin Belirlenmesi

(101-103) ifadelerinin (114-117) denklemleriyle gosterilen sinir sartlarinda yerine
yazilmasi ve ters Mellin doniisiimii alinmasi sonucunda asagidaki gibi dort bilinmeyenli

dort denklem elde edilir.

(F1+F2+GI+GZ):% (158)
(SF, +5F, +(s+2)G, +(s+2)G, ) =0 (159)
(Fleis% +Fe ™ 4+ Ge' % 4 Gze’i(s”)%) =0 (160)
(Fise™ +Fyse™ +G,(s+2),e"?7% + G, (s +2)e %) =0 (161)

Bu denklem takiminin ¢oziimii ile F;, F,, G, ve G, katsayilari, polar koordinatlarda 2 nolu
tabaka ile ¢eyrek diizlem arasinda olusan temas gerilmesi p,(7)’e bagl olarak asagidaki

gibi elde edilirler.

Pz(s)(s+2)(—1+e"’s +2e‘”s)
25(s+1)(1-2e"™ +e7™ —8se'™ —4s%e"™)

(162)

1:

P (s)(s+2)(1-e" +2s)e'™
F2 = 2(5)( izzs)( 2ixs i;?s 2 .i7s (163)
2s(s+1)(1—2e +e?™ _8se™ —4s% )

P2<s)(1+3e"’s +25e‘”5)
Gl = izs 2ixs izs 2 .i7s (164)
2s(s+1)(1—2e +e?™ _8se™™ —4s% )
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P (s)(3+e'™ +2s)e'™
G,= : ( 2. ) — (165)
25(s+1)(1-2e" +e”™ —8se™ —4s%e"" )
Bu ifadelerde gegen P, (s) asagidaki gibi tanimlanabilir.
P,(s) = p,(r)re'dr (166)
0

2.3.1.4. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

p1(x) ve p,(x) temas gerilmelerin bilinmeyenler oldugu daha 6nceki kisimlarda
belirtilmisti. Bu gerilmeleri elde edebilmek i¢in katsayilarin belirlenmesinde kullanilmayan
(112) ve (113) nolu sinir sartlarindan faydalanilacaktir. Bu sinir sartlarinin kullanilmasi ile

iki tane integral denklemden olusan bir integral denklem sistemi elde edilecektir.

2.3.1.4.1. Birinci integral Denklem

Birinci integral denklemi elde etmek icin (112) sinir sartindan faydalanilacaktir. (92)

ifadesinden faydalanilarak dv, (x,y)/dx ifadesi olusturulursa,

w:_% _([[[aA+(Kl+ay)Bl]e“y+

[-aC, +(x,—ay) DIJe“y} sin(ax)da

(167)

olarak elde edilir. A4, B;, C; ve D; katsayilar1 (167) nolu denklemde yerlerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

b
M:&M(XJ"'lLI p,(t)M,, (X, t)dt, (169
OX T, A

seklinde bulunur. Bu ifadede gegen,
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M(x,) = J Ai[—le‘“y -x,Be —ayB e +%e“y +x,D, e” —ayD“e“y}
0 (169)

sin(aa)sin(axl)d—a
a

R 1 a —-a a C a a a
M, (x,t)= ;[K[A”e Y-k B,e™ —ayB,e ™ + 212ey+z<D e” —ayD,e y} (170)

cos(at,)sin(ax,)da

olarak tanmimlanabilir. y — h, limitine gecilirken (168) nolu denklemde yer alan
M, (xq4, t11) ifadesinin ¢ekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Diger bir deyisle a’nin
biiylik degerlerinde integralin ¢ekirdegini olusturan fonksiyon sifira yaklasmamakta, a’nin
belirli bir degerinden sonra sifirdan farkli sabit bir degerde kalmaktadir. Cekirdegin

icindeki yakinsamay1 bozan singiiler terim asagidaki gibi hesaplanabilir

ST, {_1_

Cekirdegin yakinsamasini saglamak icin ST; singiiler terimi ¢ekirdekten ¢ikartilir ve bu

l +a(h, - y)}e“(hzy) (171)

terimin kapali integrali, integral doniisiim tablolar1 yardimiyla bulunup ifadeye ilave

edildikten sonra My (x4, t;) ifadesi,

© i C
Mll(xl,tl):J'[(%—KlBll—ayB”)e y+£7+xl ayDn) —STI}
0

COS(atl)Sin(axl)da{—(1+’(1)( L H

4 t+X t =X

(172)

elde edilir. Bu diizenlemelerden sonra y — h, limitine gegilir ve gerekli kisaltmalarda

yapilirsa (168) ifadesi asagidaki denkleme doniismiis olur.

ov,(%h) _ Py 11°% I+, [ 1 1
o) M (X,)+—— : - t,)dt 173
X L, ) ;wj My 04t) 4 (t+x t-x Pty (173)



46

Bu denklemde,

M(x,) = IAL[ SN (14 ah, +e2““1(1+ah))(1+K)]sm(aa)sm(ax)— (174)

1

11(X1at) J.|: ( > 4ah( 1+e* '+4ae2“h'h)(1+zc1)j+
(175)

( ! +2K1 H cos(at,)sin(aX,)da

seklinde tanimlanabilir.

(97) ifadesinden faydalanilarak dv,(x,y)/dx olusturulursa,

Z(X Y _ 2]2[[05A2+(K2+ay)82]e_“y+
7% (176)
[-aC, +(x, —ay) Dz]e“qsin(ax)da

olarak elde edilir. A,, B,, C, ve D, katsayilar1 (176) nolu denklemde yerlerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

ov, (X, 11°% d
—2éx N_L 110 @R, (x.t)dt + j ()R, (x,,1,)dt, (177)
7

10 c

seklinde bulunur. Bu ifadede gecen,

K 1 —a -a -a C a a o
Rll(xl,tl)ng—z[——'zﬁe "+x,B,6 +ayB,e y+—221e ' —K,D,e” +ayD,e y} (178)
cos(at,)sin(ax,)da
00 m AZ ~ B N C
R,(X,t,)= —{——Ze Y +x,B. e +ayB e +—2e” —k,D, e” +ayD eay}
12\ =2 ‘([AZ 2 2722 22 2 2722 22 (179)

cos(at, )sin(ax,)da
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olarak tanimlanabilir. y — h, limitine gecilirken (177) nolu denklemde yer alan
R,;(x,t;) ifadesinin ¢ekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Cekirdegin i¢indeki

yakinsamay1 bozan singiiler terim asagidaki gibi hesaplanabilir.

ST, :iK—l +2K2j+a(h2 - y)}e”‘(hzy) (180)

m

Cekirdegin yakinsamasini saglamak i¢in ST, singiiler terimi ¢ekirdekten cikartilir ve bu
terimin kapali integrali, integral doniisiim tablolar1 yardimiyla bulunup ifadeye ilave

edildikten sonra Ry (x4, t;) ifadesi,

© w C o
R (X, 1) :J H‘%"‘@Bn +asz1je ’ +(%_K2D21 +ayD21]e ! _STz}
0

(181)
cos(atl)sin(axl)da{lﬂ{z( L ﬂ

dm (t+X  t =X

olarak elde edilir. Bu diizenlemelerden sonra y — h, limitine gecilir ve gerekli kisaltmalar

da yapilirsa (177) ifadesi asagidaki denkleme dontismiis olur.

_ 1+, [ 1 1

R (X, b)) +——2 - t )dt
|: ll(l 1) 4m [tl—}—xl tl_lej|pl(l) 1
d

[ [Ra0 )  patty et (182)
mu

2

Bu denklemde,

R, (X,t)= j Li(—%e*‘““z (—1+e*"™ +dghe*" )(1+K‘2))—
oL (183)

(1 5 ﬂ cos(at,)sin(ax,)da
2m

R (1) = Aﬂ[emz (-1+ah, +e™ 1+ ah,))(1+ Kz)}cos(atz)sin(axl)da (184)
0

2
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seklinde tanimlanabilir.
Elde edilen dv,(x,h,)/0x ve 0v,(x, hy)/0x ifadeleri (112) nolu smir sartinda
yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra birinci integral denklem asagidaki

gibi elde edilir.

b d
JKL _LJ{MH(xl,tl)]_[ﬁ“(xl,tl)] .t )t — [[Ro06u0) o)t
—X ar (185)

1 -
+— pOM(Xl) =0
T

Simetri nedeniyle tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile ¢eyrek diizlemler arasindaki

temas gerilme yayilislarinin,

p(t)=p,(-t) (186)

p,(t,)=p,(-1,) (187)

oldugu g6zoniinde bulundurulursa, (185) nolu integral denklem,

1580 1 = = 1=
_I X =M (X, 1) =R (X, ) p](tl)dtl"‘;_'.[R]z(Xptz)] pz(tz)dtz

SLUTA (188)
1 -
=_poM(X1)
T
seklinde yazilabilir. Bu denklemde,
Vi 100 l 1 —4ah 4ah 2ah
M”(xl,tl):——j —(——e (—1+e* +4ge lhl)(1+1<1)]+
29 1AL 2
(189)

(HTKIH sina(t, — X, )da
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2

I+x, )| .
( 2m2 ﬂ sina(t, — x,)da

olarak tanimlanabilir.

R,(X.t)= —% j Li(—le““z (—1+e*™ +4ah,e*" )(1+;<2)j—
R (190)

2.3.1.4.2. Ikinci Integral Denklem
Ikinci integral denklemi elde etmek icin (113) smir sart1 kullanilacaktir. Oncelikle

sinir sartinin sol tarafi dv,(x, 0)/0dx ifadesini olusturmak igin A,, B,, C, ve D, katsayilar

(176) nolu denklemde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

8V2(X, y)

e “jpl(t)Mﬂ(xz,ndH P M0t (191)
71- Cc

seklinde bulunur. Bu ifadede gecen,

Tl - - Gy ~ ~
M., (X,,t) = _[ —{—— “+Kx,Be” +ayB,e” +fe Y —Kk,D,e +ayD,e ™
0

A, (192)
cos(at, )sin(ax, ) da
m _a o —!! C - —Q! —'
M., (X,,t,)= '[A_i L%} e +i,B e +ayB e + 5 —Ze”—gDe™ +ayD,e y} (193)
cos(at, )sin(ax, )de
olarak tanimlanabilir. y — 0 limitine gegilirken (191) nolu denklemde yer alan

M,,(x,,t,) ifadesinin ¢ekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Cekirdegin i¢indeki

yakinsamay1 bozan singiiler terim agagidaki gibi hesaplanabilir.

ST, =_[1+2’(2 +ay}e"” (194)
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Cekirdegin yakinsamasini saglamak i¢in ST singiiler terimi ¢ekirdekten cikartilir ve bu
terimin kapali integrali, integral donilisiimii tablolar1 yardimiyla bulunup ifadeye ilave

edildikten sonra M,, (x,, t,) ifadesi,

—a C a
M,,(X,,t,)= IK——+K2822+aszzj y+(T—K2D22+ayD22je V_STJ

cos(atz)sin(axz)da{—HK2( L H

4 t,+Xx, =X,

(195)

olarak elde edilir. Bu diizenlemelerden sonra y — 0 limitine gecilir ve gerekli

kisaltmalarda yapilirsa (191) ifadesi asagidaki denkleme doniismiis olur.

b
M:ijm(xzatl)pl(tl)dtl—'—
OX T e
1 4] = I+x 1 1
— [ My, (X, t,) ——2 B R
ﬁﬂ2£|: 22( 5 2) 4 (t2+x2 '[2—X2]:| pz( 2) 2
Bu denklemde,

M, (%,.t) = | AL[—e”“z (-1+ah, +e*™ (1 +ah2))(1+K2)]cos(at2)sin(axl)da (197)
0 2

Mzz(xz’tz) J-{m(l e 1+e4ah2+40(ezah2hz)(1+l<2)j+
o (198)

(H % j}cos(atz)sin(axz)da

seklinde tanimlanabilir.

(113) sir sartinin sag tarafi olan [dug(r,0)/0dr] ifadesini olusturmak igin,
F,, F,, G; ve G, katsayilar1 (78) nolu denklemde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
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2#3(%”] :is(s+1)Pz(S)AL[(5+2)R1(S,¢9)+(S+1—K3)Rz(3"9)] (199)

seklinde bulunur. Bu ifadede gegen,

R(s,0)=¢e" [—s +(s+1)e™ +e M ] +e ™ [—(s +De ™ +s+ e”‘(s“)] (200)

R,(5.0)=e'*"[ (s +2)+(s+De ™ —e ™ |+

R [(S+2)—(S+l)e”i +e”i(5*”] (20D
Ay =28(s+2)—(s+1)°(e" —e ™) +em ¢ 1 gD (202)
olarak tanimlanabilir. 8 = 0 durumu i¢in,
R,(s,0)=—R,(s,0) (203)
ifadesi yazilabilir. R, (s, 0) ifadesi (199) nolu denklemde yerine yazilirsa,
4, (%rzj’w :iPz(s)ALB R,(s,0) (204)

olur. R;(s,0) ve Ag trigonometrik fonksiyonlar cinsinden yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa (204) ifadesi,

ou M 1
4| —2 r’| =PR(s)—R’(s,0 205

olarak elde edilir. Burada,

R’ (s,0) =sin[ (s +1)] (206)
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Ay =5(5+2)+(s+1)* +cos[z(s+1)]

seklinde tanimlanabilir. (205) ifadesinin ters Mellin doniisiimii alinirsa,

g+ioo
—ﬂ[%rz}sz ! _[ (PZ(S)AL*RI*(S,O)}rSds
B

Ky +1\ or 2_7ri§_

ioo

olarak elde edilir. Bu ifadede gegen P, (s),

0 d
P,(s)= [ p,(nredr = [ p,(x)r*'dr
0 c

seklinde yazilabilir. P,(s) ifadesi (208) nolu denklemde yerine yazilirsa,

G+ioo s+l

4uy (ou, ) 1 1.
—_ —=Tr = )dr— — —R S,O ds
@+1(& j !m() 2mgL r Ag‘( )
olarak elde edilir. Asagida verilen degisken doniisiimleri yapilirsa;

s=—1l+iy
ds =idy

(206) ve (207) ifadeleri,
R (y,0) =isinh(zy)

Ay =-2y? —1+icosh(ry)

Ve

(zj T G] _ cos(py)+isin(py)

(207)

(208)

(209)

(210)

211)

(212)

(213)

(214)
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P log(%j (215)

seklinde elde edilir. Bu ifadeler (210) nolu denklemde yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

4u, (du, J i 15
- Ly |= dz— | k(r,7,y)d 216
K3+1(ar !pzm Tzfrg[w (.7, y)dy (216)
olarak bulunur. Bu ifadede gegen,
- . 1 ek
k(r,z,y) =[cos(py) +isin(py)]—= R (y,0) (217)

ok
AB

seklinde tamimlanabilir. Integrali i teriminden kurtarabilmek icin Rezidii teoreminden

yararlanilir. Bu durumda (216) ifadesi agsagidaki gibi olur.

4u, (ou, ) d 17 | J——
_ M e |2 dr| — | k(r, 7, y)dy ——rezidii (k(r, z, 218
(B |- (| o [ ke ypoy etk .y) @18)
Burada;
- 2z
rezidu[k(r,z, y)] Z(—4 zj @19
—T

olarak elde edilebilir. Bu ifade (218) denkleminde yerine yazilir ve denklemdeki integral

aralig1 [0, o0) araligina doniistiirmek i¢in gerekli islemler yapilirsa,

au,, 1, +1§ ,. =
—C == dr—| k™ — 220
(arj a0 Tﬂ{ %) (220

olarak elde edilir. Burada,
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. % sinh(zy)
k™ = d 221
I ~2y* —1+cosh(ry) sin(oy)dy 221)

0
seklinde tanimlanir. (220) nolu ifadede y — 0 limitine geg¢ilirken k* ifadesinin
cekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. Cekirdegin yakinsamasini saglamak icin
yakinsamay1 bozan singiiler terim, ¢ekirdekten cikartilir ve bu terimin kapali integrali

integral doniisiim tablolar1 yardimiyla bulunup ifadeye ilave edilirse (220) nolu denklem,

d 2
Y Lp@drr e L7 (222)
or Ty, rdu, log(t) (7~ —4)

olarak elde edilir. Burada,

[ sinh(rry) il z
K —.([ {—Qyz 1t cosh(zy) l}sm{log[rJ y} dy (223)

seklinde tanimlanabilir. Sekil 8’de goriildiigl lizere ¢eyrek diizlem y simetri ekseninden ¢

mesafesi kadar uzaktadir. Denklemlerde gecen degiskenler arasinda asagidaki doniisiimler

yapilabilir.
r=x,-c —dr=dx, (224)
r=t,—c —dr=dt, (225)

Bu doniigiimler (222) ifadesine uygulanirsa,

ou 1+, ¢
a_l’g T 472',1133 ‘!k22(xzat2) P, (tz)dtz (226)

olarak elde edilir. Bu ifadede gegen,
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1 .
t,—C (7[2—4)
1 log « —c
K,(X,,t)=——omH -
22( 2 2) X —C 2 (227)

2 .
I sinhzy J : { (tz—cj }
—1|[sin| log y |dy
!(cosh;zy—l—Zy2 X, —C

seklinde tanimlanabilir.
Elde edilen dv,(x,0)/0x ve (duy(r,0)/0r) ifadeleri (113) nolu smir sartinda

yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra ikinci integral denklem asagidaki

gibi elde edilir.
15 1§ = l+x, [ 1 1
J.MZI(XZ’tl)pl(tl)dtl + J. M22(X2’t2)_ - p2(t2)dt2
T, T, 4 L+Xx, t,-X (228)

1+«

d
ri LS

Simetri nedeniyle (186) ve (187) ifadeleri dikkate alinirsa (228) nolu integral

denklem,

1@ 1 1 _ 1+x
;J‘ - +M22(X2,t2)—&1 : kzz(xzatz)}pz(tz)dtz

tL+x, =X, M 1+k, (229)

1% =
+= [ M,06,t)p, (t)dt, =0
7y

seklinde yazilabilir. Bu denklemde gegen,

'ﬁm(xz’tl) _ _%J‘%[_e%ahz (—1+ah2 4 g2ah (1+ah2))(l+lc2)] sina (t, —x,)de (230)

072

olarak tanimlanir.
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2.3.1.5. Integral Denklem Sisteminin Boyutsuzlastiriimasi

Integral denklem sisteminin sayisal ¢oziimiinii kolaylastirmak icin asagidaki

degisken dontisiimleri ve boyutsuz biiytikliikler tanimlanabilir

= 231
a . (231)
h
h=—L 232
h, (232)
t,=br, (233)
X, =bs, (234)
br
g1(r1):M (235)
0
d-c d+c
t,=—r +—— 236
=Rt (236)
d-c d+c
X, =——~§ 44—~ 237
2= St (237)
p(d—cr+d+c)
L2 72
9,(,) = (238)

Tanimlanan bu degisken doniisiimleri ve boyutsuz biiyiiklikler (118, 119, 188 ve 229)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa bu ifadeler,

b 1
— | g,(r)dr, =1 (239)
2a.[1 1\71 1
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d—c
—— | g,(r,)dr, =1
23.'[122 2

lj{ 1 _I\ﬁn(sl,n)—ern(sl,n)}gl(rl)dn+lj[F‘{lz(sl,rz)}gz(rz)d.r2
Vi 7

1 =S

= LMi(s)
T

1 1 1 - 1+x
— +M22(52,I'2)—& 3 k22(52,r2) g(rz)drz

I (r, +5s )+2(d+C) (r,—s,) iy 1+ i,

1t =
+_I M, (s,,1)g(r)dr, =0
5

olarak elde edilir. Bu ifadelerde gegen,

- tl2mb 11 o~ - j (1+Klj
MG, =||—— || = 1+e*” + 471" )1+ k) |+
n(8,1) .([{ K h2:|{Al( > (- 1+x,) 3

sinz[%(rl—sl)]dz

Fzz“(sl’rl):ﬂ_?mhg}[_(—%e ‘(—1+e" +4ze? )(1+;<1)j (l;’nfzﬂ

sin Z[h—bz(r1 —sl)]dz

ﬁu(s,,rz)zﬂ—%dh_c}m @ e (-1+z+€’ (1+z))(1+;<)ﬂ

sinz[ S ]cosz[d dey, +d;2°]dz

z

M(%)=T{—fm}Léieﬁmcq+zh+e”%y+naa+Kp{sz[%stmZ[@]dz

(240)

(241)

(242)

(243)

(244)

(245)

(246)
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'\?ZI(SZ,HFET[ 2m H%(—e-ﬂ(—uz+e22(1+z)))(1+;c2)}

: b d— d
sin Z[E r —( S, +2—g°)] dz

(247)

— d-c? 2 m(1 1+ x
M, (s,,r,)= {— M *(—e‘”(—l+4z+4ze22) l+x j+ ZH
S ! l+x, || AL\ 2 (I+) 2 (248)

2 2

3 d—c d+c d—c d+c
San[Esz +E]COSZI:EG +E dz

1|5 sinhzy : r,+1
K, (s,,I,)= —1|sin| 1 2 dy +
2(52:12) sz+lh’(cosh7zy—1—2y2 ] [Ogiszﬂjy} y

(249)
1 .
2
log[ r, +1J (7[ —4)
S, +1
olarak tanimlanabilir. Burada,
A =[e4‘2h +1-2e7" +(1+222h2)] (250)
A’;:[1+e4‘z—2e’“+(1+222)]m (251)
K=1+x, +m+mx, (252)

seklinde yazilabilir.

2.3.1.6. integral Denklem Sisteminin Sayisal Céziimii

(241) ve (242) nolu integral denklemlerden olusan integral denklem sisteminin
sayisal ¢ozlimii, Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu yardimiyla yapilacaktir (Krenk,

1975). Integral denklem sisteminin sayisal ¢oziimii,
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g(r):G(r)(l—r)“(l+r)ﬁ, (-1<r<l) (253)

seklinde aranabilir. Burada a ve [ tekillik dereceleridir (powers of singularity).

Integral denklemlerin indisleri birbirinden farklidir. Birinci integral denklem
tabakalar arasi temas yiizeyi i¢in elde edilmistir. Temas gerilmeleri temasin bittigi
noktalarda sifir oldugundan g(+1) = 0 olur. Bu durumda (241) nolu integral denklemin

indisi “-17dir. “-1” indis i¢in incelenen problemde a ve § ,

a:-lfm{”_V1+N (254)

21 | o+1y

ﬂ:__le{w_V}+M (255)
2l | o+1y

0<Re[a, f]<1 (256)

olarak tanimlanabilir. Burada N ve M tam sayilar olup @; = ; = 0.5 olmaktadir. Buna
gore singliler integral denklemin sayisal ¢oziimii asagidaki sekilde aranabilir (Erdogan ve

Gupta, 1972).
gl(rlj):Gl(rlj)(l_rlzj)% (J1=L...N) (257)

(241) nolu integral denklem, verilen bu ¢oziim ile G;(ry;) ve G,(ry;) fonksiyonlarmin N

noktadaki degerleri i¢in asagidaki gibi bir lineer denklem takimina indirgenebilir.

N 1 — - N _
ZWIiN - Mll(slk ’ rli)_ Rll(slk’ rli) Gl (rli)+ szlu\l Rlz(slk’ r2i)Gz(r2i)
i=l M —Si i=1 (258)

~INis,) (k=1,2.N+1)
v

(239) ifadesindeki denge sart1 ise,
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b &, 1
o ZW“ Gl(r“)—;:O (259)
i=1

olarak yazilabilir. Bu ifadelerde gegen ve asagidaki gibi tanimlanan 7j;ve s ‘lar ilgili

Jacobi polinomlarinin kokleri ve lelv ‘ler ise Jacobi polinomlarinin agirlik katsayilaridir.

iz .

r. = I:L...,N 260
i COS(NHJ ( ) (260)

w2k —1
S, = — k=1,.,N+1 261
" cos(zNHj ( ) (261)

1-r2
W =— 262
TN (262)

Ikinci integral denklem ise alt tabaka ile ceyrek diizlem arasindaki temas yiizeyi i¢in
elde edilmistir Ceyrek diizlemlerin alt tabakadan ayrildig1 noktalarda temas gerilmesi sifir
ve ¢eyrek diizlemin i¢ kenarinda ise temas gerilmesi teorik olarak sonsuza gideceginden
(242) nolu integral denklemin indisi “0” olur. “0” indis i¢in incelenen problemde a, = 0.5
olmaktadir. f, ise asagidaki formiiller yardimi ile bulunur (Dundurs ve Lee, 1972;

Bakioglu, 1976).

&H—’%(Mf —1+cos ﬂ/il)cos 7A, —sin’ A, =0 (263)
My 1+,

Bu denklemin A, pozitif kokii kullanilarak 5, asagidaki gibi hesaplanir.
B=4-1 (264)
(242) nolu integral denklemin ¢6ziimii ise,

0,(5,) =G, (5, )(1-1,,)* (1+1,,)" (j=1.,N) (265)
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olarak aranabilir. “0” indis igin verilen bu ¢6ziim ile G, (71;) ve G, (r3;) fonksiyonlarinin N

noktadaki degerleri i¢in asagidaki lineer denklem takimi elde edilir.

N =
Z M 2k’ 1| G ( )+
& 1 — l+x
z |: decy + M, (S, i) — L Ky (S35 1) |G (1) =0 (266)
i1 i TS +2(a=) i =Sy My 1+ K,
k=1,2..N+1
(140) ifadesindeki denge sarti ise,
d-cg 1
—— > W,;G,(r)-—=0 (267)
a o T
haline dontisiir. Bu ifadelerdeki 7y;, ;) ve W]l ,
Pl (1) =0 (i=12..N) (268)
Pl (s )=0 (k=12..N) (269)

wh _ 1 2N+, +p,+2 C(N+a,+1)I(N+4,+1)
" 2 (N+1)(N+a,+8,+1)  T(N+a,+B,+1)

20’2*'52
P’\(laz+ﬁz)( )PNaerﬁz ( zi)

(270)

seklinde hesaplanabilir. Py Jacobi polinomlarim1 ve ' Gamma fonksiyonunu
simgelemektedir.

Bu denklemlerde gegen G;(ryj) ve G,(r3;) ifadeleri bilinmeyen olup toplamda 2N
tanedir. Integral denklemlerden (2N+1) tane denklemden olusan bir lineer denklem sistemi
elde edilmektedir. Bu denklem sistemindeki ekstra denklem (241) ifadesi ile gosterilen
orijinal integral denklemin uygunluk sartina karsilik gelir. Bu durumda (258) ifadesindeki

(N/2+1)’inci denklem otomatik olarak saglanmakta olup denklem sisteminden
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cikartildiginda 2N bilinmeyenli 2N denklemden olusan denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilen temas gerilme degerlerinin ve secilen temas
yar1 uzunluklarinm (259) ve (267) denklemlerini saglamasi1 gerekir. Once secilen temas
bolgeleri (b) ve (d-c) i¢in (258) ve (266) denklemlerinin ¢oziimiinden G;(ry;) ve
Go(r2j)’ler hesaplanir ve bulunan bu degerler (259) ve (267) ifadelerinde yerlerine
yazilarak bu esitliklerin saglanip saglanmadigi kontrol edilir. Eger esitlik saglanmiyorsa
(b) ve (d-c)’ye artimlar verilerek yukaridaki islemler tekrarlanir. Bu sekilde yapilacak
islemler sonucunda bulunacak G;(ry;) ve G,(ry;) degerleri (245) ve (253) ifadelerinde
yerlerine yazilarak g, (r7) ve g,(r,) boyutsuz temas gerilmeleri ve temas yiizeylerinin yar1
uzunluklart (b) ve (d-c) belirlenmis olur. Gerekli hesaplamalar i¢in Mathematica

programlama dilinde kodlanan bir programi kullanilmistir.

2.3.1.7. Gerilmelerin Bulunmasi

Kisim 2.3.1.3.1.°de belirlenmis olan A;, B;,C; ve D; (i = 1,2) katsayilar1 gerilme
ifadelerinde yerlerine konularak c¢ekirdeklerin incelenmesi gerekmektedir. Ciinkii
gerilmelerin dogru olarak hesaplanabilmesi i¢in gerilme ¢ekirdeklerinin yakinsamalari
gerekir. Aksi halde integral sinirlar1 dogru olarak belirlenememekte dolayisiyla da gerilme
ifadelerine ait integraller saglikli olarak hesaplanamamaktadir.

Yapilan incelemeler sonucunda 1 nolu tabaka i¢in y = h, durumunda ve 2 nolu
tabaka igin ise y = 0 ve y = h, durumlarinda o, (x,y) ve 0,,(x,y) normal gerilmelerine
ait ¢cekirdeklerde yakinsamanin bozuldugu gézlenmistir. Diger durumlarda ise gerilmelere
ait ¢cekirdeklerin yakinsadigi yani siirekli olarak sifira yaklastiklart belirlenmistir.

ox(x,y) ve g,(x,y) normal gerilmelerine ait gekirdekleri bozan singiiler terimler
arastirildiginda:

I nolu tabaka i¢in (y - h,, 0 <x < oo, h, <y <h):

d (o
- (%) :%I{[[—Ha(hz B y)]e—a(hz—y) [(;osoz(t1 +X ) +cosa(t, —Xl)]da} @7

)
P, (tl ) dt,
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d (oo
lj{[ [~1+a(h, —y)|e“™Y [cosa(t +X ) +cosa(t, —x, ]da}
ﬂ-c 0
P (L)) dt,
2 nolu tabaka i¢in (y - 0, 0 <x < oo, 0<y<hy):

Oyss, (X, y) S

O_Y250 (X’ y) =

(y = hy,

O, (XY)

Y25h2

c 0

d

[

0<x< oo, 0<y<h,):

d

7%

ld

7[0

%ipz( ){f(l ay)e ™[ cosa(t, +X,)+cosa(t, —X,) ]da}

ot st ) o, e,

U [l Losa o e )]

pl( 1)dt1

__I {I[Ha(h _y)Jey [cosa t,+X,)+cosa(t, - ]da}

p (L) dt,

olarak bulunurlar. Bu singiiler terimlerin kapali integralleri ise (Sneddon, 1972);

1 nolu tabaka i¢in (0 < x < oo, h, <y <h):

oy, (xy)=-2

o, (x,y)=2

(y—h)(, +X1)2 + (y=h)(, _X1)2

(h,— y)’ + (h,— y)’

[(y_hz)2 +( + Xl)z]z [(y_hz)2 +(t _X1)2J2

[t T [t ]

(272)

(273)

(274)

(275)

(276)

277)

(278)
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2 nolu tabaka i¢in (0 < x < oo, 0<y<h,):

(tz + Xz)z n (tz — X2)2

Oy (%Y) =2y 279)
- [y2+(t2+X2)2]2 [y2+(t2—x2)2}2
1 1
e - ’ (280)
yok ( ) [yz +(t, +X2)2}2 [yz o, —X2)2:|2
o (xy)=—2]—=Vb* )’ (h-y-x) 281)
h I:(hz B y)2 +(t1 T )(Z)Z:I2 |:(h2 - y)2 +(t1 _Xz)z:l
3 3
Oy, (%Y) =2 (h,—y) . (h,—y) o

[+t | [yt —x)' ]

olarak hesaplanabilirler.

Yakinsamay1 bozan (271-276) ifadeleri ile verilen singiiler terimlerin normal
gerilme ifadelerinden c¢ikartilarak, bunlarin yerine (277-282) ifadeleri ile verilen kapali
integrallerinin ilave edilmesi sonucunda gerilme ifadelerinin ¢ekirdeklerinde meydana
gelen bozulmalar giderilmis olur. Eger bu islemler sirastyla yapilirsa sonucta a,.(x,y) ve

gy (x,y) normal gerilme ifadeleri asagidaki sekilde elde edilmis olur.

1 nolu tabaka i¢in (0 < x < oo, h, <y <h):
o (xY)=0, (xY)-0, (XY)+0, (XY) (283)
o (xy)=0, (%Yy)-0, (xY)+o, (X%Y) (284)

2 nolu tabaka i¢in (0 < x < oo, 0<y<h,):
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O-iz (Xs y) = O-xz (X> y) _[O-xzs0 (Xa y) + O-xzshz (X> y):| +|:Gx2k0 (X’ y) + zekh2 (Xs y):| (285)

& (6Y)=0,, (0 Y)~| 0y (V) +0y5 (6Y) |+] oy () +Oy (V)] (286)

Gerilmeleri sayisal olarak hesaplayabilmek igin (231-238) ifadeleri ile verilen
boyutsuz biiyliklikler ve degisken doniistimleri kullanilarak ifadelerin boyutsuz hale
getirilmeleri gerekir. Gerilme ifadeleri boyutsuz hale getirildikten sonra Mathematica
programlama dilinde yazilmis bir bilgisayar programi yardimiyla herhangi bir noktadaki

gerilmeler hesaplanabilir.

2.3.2. Sonlu Elemanlar Yontemi ile Sayisal Analiz

Bu kisimda, oncelikle sonlu elemanlar paket programinda kullanilan ag yapist ve
eleman tiplerinin uygunlugunu dogrulamak agisindan literatiirde bulunan ayrilmali temas
problemi ele alinmig ve daha sonra simetrik iki elastik ¢eyrek diizleme oturan elastik
ozellikleri ve yiikseklikleri farkli iki elastik tabakanin temas problemi ANSYS (2012)

paket programi yardimiyla ¢6ztilmiistir.

2.3.2.1. Literatiirde Bulunan Ayrilmahh Temas Probleminin Sonlu Elemanlar
Paket Programu ile Sayisal Analizi

Sonlu elemanlar paket programinda kullanilan ag yapist ve eleman tiplerinin
uygunlugunu dogrulamak acgisindan, analitik sonuglart ve NX NASTRAN sonlu elemanlar
paket programi sonuglart verilmis iki boyutlu ayrilmali temas problemi (Roncevic ve
Siminiati, 2010) analiz edilmistir. Bu yapilan analizdeki amag, elde edilen temas
uzunlugunu oOnceden yapilmig calismadaki temas uzunlugu ile karsilastirmaktir. Bu
nedenle problem, ANSYS paket programi yardimiyla ¢oziilmiistiir. Sonlu elemanlar

analizinde kullanilan modelin boyutlari, malzemeleri ve sinir sartlar1 asagidaki gibidir

(Sekil 9).
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Sekil 9. Analiz geometrisi

Geometrik parametreler:

Tabaka uzunluklari: L= 1000 mm

Ustteki tabaka yiiksekligi : hy;=20 mm
Alttaki tabaka yiiksekligi : h,= 100 mm

Malzeme parametreleri:

Lineer ve izotropik malzeme,
Elastisite sabiti : E7 ,= 210000 MPa
Poisson orani: v, ,=0.3
Yogunluk : p; ,= 78500N/m?
Yiikleme:
F=1000 N

Problemin sonlu elemanlar analizinde ANSYS paket programi kiitliphanesinde
bulunan PLANE183 tipi yapisal eleman ve dortgen ag yapist kullanilmistir. Temas ¢ifti
olarak TARGE169 ve CONTA172 elemanlar1 kullanilmis ve ylizey-yiizey temas modeli
olusturulmustur. Sonlu elemanlar paket programi yardimiyla yapilan analiz sonrasi temas
uzunluklar1 elde edilmistir. Problemin ¢oziimiinde 3822 diigiim noktasi, 1280 eleman ve 40
temas eleman1 kullanilmis olup analiz sonrasi olusan sekil degisikligi asagida verilmistir

(Sekil 10).
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Sekil 10. Analiz sonrasi problemin geometrisi (sekil degistirmis hal)

Literatiirde, analatik ¢6ziimden bulunan yari temas uzunlugu 24.53mm ve NX
NASTRAN paket programindan elde edilen yar1 temas uzunlugu ise 25.3mm’dir
(Roncevic ve Siminiati, 2010). Sonlu elemanlar paket programi kullanilarak yapilan
¢Oziimden elde edilen yar1 temas uzunlugu 25mm olarak elde edilmistir. Bulunan bu temas
uzunlugunun (Roncevic ve Siminiati, 2010)’in analitik ve NX NASTRAN sonuclarina

yakin oldugu goriilmektedir.

2.3.2.2. Problemin Sonlu Elemanlar Yontemi ile Sayisal Analizi

Sonlu elemanlar paket programiyla yapilan bu analizde, eleman tiplerinin
belirlenmesi, elemanlarin malzeme o6zelliklerinin atanmasi, problemin geometrisinin
olusturulmasi, ag yapisinin olusturulmasi, temas elemanlarinin temas yiizeylerine
yerlestirilmesi, sinir sartlarinin verilmesi, yiiklemenin yapilmasi, problemin ¢oéziimii ve
analiz sonuclarinin alinmasi gibi birgok islem gerceklestirilmistir. Bu kisimda amag, temas
uzunluklarini, temas gerilmelerini ve normal gerilmeleri sonlu elemanlar paket programi
yardimiyla bulmaktir.

Problem y eksenine gore simetrik modellenmis olup tabakalar ve ¢eyrek diizlemlerin
agirhigt ve siirtinme ihmal edilmistir (Sekil 11). Sonlu elemanlar modelinin tiim
pargalarinda lineer, elastik ve izotropik malzeme kullanilmistir. Kullanilan geometrik ve
malzeme parametrelerinde sabit degerler asagidaki gibidir.

Tabakalarin yar1 uzunlugu: L = 200cm
2 nolu tabaka yiiksekligi: h, = 20cm
Elastisite modiilii: E, = 105x10°Pa
Poisson orani: vy ,3 = 0.25

Yayih yiik: Py = 10x10*N/m
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Sekil 11. Analiz geometrisi

Eleman sec¢imi, analizde kullanilacak olan matematiksel modelin belirlenmesi
acisindan son derece dnemlidir. Elemanlar yapilacak analizin ¢esidine gore segilir. Yani
statik, termal, akiskan veya elektromanyetik analizler i¢in farkli elemanlar kullanilir.
Benzer sekilde analiz edilecek olan modelin 2 veya 3 boyutlu olmasi eleman se¢imindeki
etkenlerden biridir. Segilen elemanin diigiim noktalarina ait serbestlik derecelerinin tipi ve
sayis1 analizin dogru yapilmasi acisindan ¢ok dnemlidir. Sonlu eleman analizinde ANSY'S
paket programi kiitliphanesinde bulunan PLANEI83 tipi yapisal eleman kullanilmstir.
PLANEI183 tipi eleman, sekiz diiglim noktasi ile tanimlanir ve her diigiim noktasinin iki
serbestlik derecesi bulunmakta olup doénme serbestligi bulunmamaktadir (Sekil 12).
Dolayisiyla x ve y dogrultularinda yer ve sekil degistirebilir. Elemanin plastiklik, biiyiik
esnemelere dayanma ve oldukca fazla sekil degistirme ozellikleri vardir. PLANE183
elemani, karmasik geometrilerin ag yapisinin olusturulmasinda dort baglanti noktasina

sahip iki boyutlu diger elemanlara gore daha iyi sonug vermektedir. (ANSYS, 2012).
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Sekil 12. PLANE183 elemanin geometrisi (liggen ve dortgen)

Modelin elemanlara boliinmesi islemi sirasinda geometrideki pargalara ait malzeme
ozellikleri ve eleman tipleri atanmakta olup kullanilan ag yapis1 ve siklig1 belirlenmektedir.
Yapilan analizlerde iiggen (TRIANGLE) ag yapisi kullanilmistir. Uggen elemanin alt1,
dokuz ve daha fazla diigiim noktalar1 ihtiva eden gesitleri vardir. Uggen eleman, ¢dziim
bolgesini aslina uygun olarak temsil etmesi bakimindan kullanigli eleman tipidir.

Olusturulan tiggen ag yapisinin bir boliimii Sekil 13°de gosterilmistir.

Sekil 13. ANSYS programinda olusturulan tiggen ag yapisinin bir boliimii
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Gegtigimiz yillar igerisinde yapisal sonlu eleman analizindeki en Onemli
degisiklerden biri temas problemlerini ¢ozebilecek elemanlarin ve ¢6ziim yontemlerinin
analiz programlarina girmis olmasidir. Modeldeki parcalar arasinda temasi saglamak igin
0zel temas elemanlar1 kullanilir. Bu elemanlarin secilmesinde problemin iki ya da fi¢
boyutlu olmasi ve kullanilan eleman tipi énemli bir unsurdur. Iki boyutlu problemlerde
temas c¢izgisel olurken, iic boyutlu problemlerde temas yiizeyseldir. Temas analizlerinde
cesitli temas uygulama yontemleri mevcut olup bunlar;

- Diiglim noktasi-Diiglim noktas1

- Diiglim noktasi-Yiizey temast

- Yiizey-Yiizey temasi (ANSYS 2012; Dursun 2006).
seklindedir. Bu ¢alismada yapilan analizlerde temas ¢iftinin modellenmesinde yiizey-yiizey
(SURFACE TO SURFACE) temas modeli kullanilmistir. Yiizey-ylizey temas modeli
diigim noktalarimin iist iiste gelmemesi halinde de c¢oOziime olanak saglamaktadir.
Problemde temas eden bolgede temas ¢ifti (Contact Pair) olusturulmustur. Temas ¢iftleri
iki eleman tipinden olusur. Bunlar TARGET ve CONTACT eleman tipleridir. Temas
ciftinin olusturulmasinda hedef ylizey TARGE169 ve temas yiizey CONTA172 elemanlart
kullanilmigtir. TARGE169 ve CONTA172 elemanlar1 ii¢ diiglim noktast igeren
elemanlardir ve bu diiglim noktalar1 Sekil 14’da goriilebilecegi gibi PLANE183 elemaninin

ylizeyindeki diiglimlerle ortiismektedir.

L 3 K Hedet yiizey elemamn
(TARGE169)
4 ! T
/‘rL1
M L . :
| ] Temas yiizey eleman
| (CONTAL72)

PLANEI] %3 elemam

Sekil 14. PLANE183 elemani ve TARGE169/CONTA172 temas elemanlari
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ANSYS paket programi temas yiizeylerindeki davramisa yonelik farkli temas
algoritmalar1 sunmaktadir. Bu algoritmalar su sekilde siralanabilir,

- Ceza (Penalty) metodu

- Artinlmis Lagrange (Augtmented Lagrangian) Metodu

- MPC algoritmasi

- Lagrange metodu (Lagrange Multipler)
Bu ¢alismada, temas modellemesinde uygun sonuglar veren Artirilmis Lagrange Metodu
kullanilmistir. Sinir sartlarinin uygulanmasi ve yiiklemenin yapilmasi islemlerinden sonra
problem program yardimiyla ¢oziilmektedir. Cikis kisminda (General Postprocessor),
¢Oziim kismindan elde edilen sonuglara grafik, sekil ya da liste halinde ulasilabilmektedir.

Analiz sonrast modelde olusan sekil degisikligi Sekil 15°de verilmektedir.

Sekil 15. Analiz sonrasi problemin geometrisi (sekil degistirmis hal)



3. BULGULAR VE iRDELEME

3.1. Giris

Bu bélimde, yiik genisligi (a/h,), malzeme ozellikleri (uy/py, ps/Hy ve kq23),
ceyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h,) ve tabakalarin yiikseklikleri orami (h,/h,) gibi
cesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in bir 6nceki boliimde elde edilen teorik ¢oziimdeki ifadeler
yardimiyla, boyutsuz temas uzunluklar1 (b/h,ve (d —c)/h,), temas gerilmeleri
(p1(x)/py ve po(x)/py), Y simetri ekseni boyunca olusan normal gerilmeler
(0x/Do Ve 0,/po) ve bu eksen yakinlarindaki kayma gerilmeleri (7, /p,) incelenmistir.
Ayrica sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analizlerden elde edilen temas uzunluklari,
temas gerilmeleri ve Yy simetri ekseni boyunca olugsan normal gerilmeler torik sonuglarla
karsilastirilmistir. Sayisal uygulamalardan elde edilen sonuglar, tablolar ve grafikler

halinde verilmis ve bunlara ait bulgular tartisilmistir.

3.2. Teorik Coziimden Elde Edilen Sonuglar

3.2.1. Temas Uzunluklari ve Temas Gerilmeleri

Burada tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile c¢eyrek diizlemler arasindaki temas
uzunluklar1 ve temas gerilme yayilislar1 ayr1 ayri incelenmistir.

Tablo 1°’de malzeme sabitlerine (k, ve k3) bagli olarak temas uzunluklarinin ¢eyrek
diizlem agiklik mesafesi (c/h,) ile degisimi goriilmekte ve sekil (16-17)’de ise bunlarin
degisimleri grafik olarak verilmektedir. Buna gore ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi artikga
tabakalar arasi temas uzunlugu artmasina ragmen alt tabaka ile ¢eyrek diizlemler
arasindaki temas uzunlugu azalmaktadir. Malzeme sabitlerinin (k, ve k3) artmasi
durumunda ise tabakalar arasindaki temas uzunlugu ve alt tabaka ile c¢eyrek diizlemler
arasindaki temas uzunlugu az da olsa artmaktadir.

Ceyrek diizlem agiklik mesafesinin ¢esitli degerleri i¢in, yiik genisligine (a/h,)
bagl olarak temas uzunluklarinin degisimi Tablo 2’de verilmektedir. Sekil (18-19)’de ise

bunlarin degisimleri grafik olarak verilmektedir. Burada yiik genisligi artik¢a tabakalar
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arasindaki temas uzunlugu ve alt tabaka ile c¢eyrek diizlemler arasindaki temas
uzunlugunun artig1 gérillmektedir.

Tablo 3, Sekil 20 ve Sekil 21°da malzeme sabitleri (x, ve k3) birbirlerine esit olarak
degistirilerek gesitli kayma modiilleri oran1 (p3/u,) degerleri igin tabakalar arasindaki
temas uzunlugu ve alt tabaka ile c¢eyrek diizlemler arasindaki temas uzunlugu
incelenmistir. Burada, kayma modiilleri oraninin (u3/u,) artmasi durumunda tabakalar
arasindaki temas uzunlugu ve alt tabaka ile c¢eyrek diizlemler arasindaki temas

uzunlugunun azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 1. Cesitli (k,,k3) degerleri i¢in temas uzunluklarinin g¢eyrek diizlem agiklik
mesafesi (c¢/h,) ile degisimi (a/h, = 0.5, hy/h, =1, Ky = 2, i/ phy = ps/phy = 2)

c Ky =Ky =125 Ky =k3=2 Ky =K3 =25
h, }% (dh;c) ]% (dh;c) }% (dh;c)
0.01 1.2248 1.5307 1.2884 1.5612 1.3285 1.5811
0.05 1.2286 1.4858 1.293 1.5165 1.3335 1.5367
0.1 1.2341 1.4276 1.2996 1.4588 1.3407 1.4793
0.2 1.248 1.3057 1.3159 1.3382 1.3581 1.3595
0.4 1.2911 1.0522 1.3651 1.0876 1.4097 1.1107
0.5 1.3233 0.9289 1.401 0.9652 1.4469 0.9889
0.6 1.3648 0.8132 1.4466 0.8498 1.4935 0.8736
0.75 1.4477 0.6599 1.5354 0.6956 1.5835 0.7188

1 1.6478 0.4653 1.7398 0.4965 1.7862 0.5169
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Sekil 16. Malzeme sabitlerine (k5, k3) bagl olarak, (c/h,)’ye gore tabakalar arasindaki
temas uzunlugu degisimi (a/h, = 0.5, hy/hy, =1, kg = 2, py/py = p3/tty =2)

1.6
y
(1)K2:K3:[.25 )
0
| (2) Kr=K;=2 . T
() Kr=K;3=2.5 w h <@ N ratey 5
]
i b (@ Bb pb—gb—p
! — :
N Oharts
<
/L;)\ _
=
0.8 —
0.4 ‘ \ ‘ \ \

0 0.2 0.4 C/h2 0.6 0.8 1

Sekil 17. Malzeme sabitlerine (k,, k3) bagl olarak, (c/h,)’ye gore 2 nolu tabaka ile ¢eyrek
diizlem arasindaki temas wuzunlugu degisimi (a/h, =0.5, hy/h, =1, k; =2,
Ha/t1 = p3/bz = 2)
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Tablo 2. Cesitli yiik genisligi (a/h,) degerleri i¢in, temas uzunluklarinin ¢eyrek diizlem
aciklik mesafesi (c/h,) ile degisimi (hy/hy =1, ki3 =2, pa/ty = ps/ty = 2)

a a a
= 0.1 = 0_5 = 1
c h h h,
h }% (d—) }% (d—c) }% (d—c)
0.01 1.1717 1.485 1.2884 1.5612 1.6083 1.8005
0.05 1.1775 1.4413 1.293 1.5165 1.6098 1.7538
0.1 1.1861 1.3846 1.2996 1.4588 1.6115 1.6934
0.2 1.2077 1.2666 1.3159 1.3382 1.6153 1.5666
0.4 1.2733 1.0242 1.3651 1.0876 1.6279 1.29534
0.5 1.3199 0.9078 1.401 0.9652 1.6399 1.1567
0.6 1.3777 0.7993 1.4466 0.8497 1.6581 1.0214
0.75 1.4862 0.656 1.5354 0.6955 1.7012 0.8332
1 1.7239 0.4277 1.7398 0.4965 1.8247 0.5812
2
(1) a/hy=0.1 !
4 (2) ahp=0.5 h
(3) ah,=1 .
1.8 — h 0] [0l
« tatat
| h+
h, @ Ml¥ tb—4b—y
(3) J dﬂ—d X
1.6 —
[OI'A3
<
S
1.4 —
)
12— (D
! \ ] \
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Sekil 18. Yiik genisligine (a/h,) bagl olarak, (c/h,)’ye gore tabakalar arasindaki temas
UZU.l'llugU. degiSimi (hl/hz = 1, K1‘2‘3 = 2, ‘le/‘ul :‘u3/ﬂ2 = 2)
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(1) a/hy=0.1 !
] (2) a/h=0.5 )
(3) a/hy=1 LI

0.2

0.4 C/h2 0.6

0.8

Sekil 19. Yik genisligine (a/h,)’ye bagl olarak, 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem
arasindaki temas uzunlugunun (c/h,) ile degisimi (hy/hy; =1, K155 =2,
Ha/ 1 = p3/thy = 2)

Tablo 3. Cesitli (k,, k3) degerleri i¢in, temas uzunluklarinin (u3/u,) orani ile degisimi
(C/hz = a/hz = 05, hl/hZ = 1, K1 = 2, ‘le/ﬂl = 2)

1 Ky =k3 =125 Ky =Ky =2 Ky =Ky =25
T ]% (dh;c) }% (dh;c) }% (dk;:)
0.25 2.0752 1.8472 2.2717 1.9154 2.368 1.9594
0.5 1.6352 1.4267 1.7859 1.4793 1.8684 1.5138
0.75 1.4975 1.2389 1.6184 1.2851 1.6871 1.3154
1 1.4291 1.1284 1.5334 1.1710 1.5937 1.1989
2 1.3233 0.9289 1.401 0.9652 1.4469 0.9889
4 1.2664 0.8039 1.3296 0.8365 1.3671 0.8575
5 1.2542 0.7757 1.3145 0.80737 1.3502 0.8278
8 1.2357 0.7304 1.2911 0.7607 1.324 0.7802
10 1.2293 0.7144 1.2831 0.7442 1.315 0.7634
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Sekil 20. Malzeme sabitlerine (k,, k3) bagli olarak, (us;/u,) oranina gore tabakalar
arasindaki temas uzunlugu degisimi (c/h, =a/h, =05, hi/h, =1, Kk, =2,

Ua/ = 2)
2
(1) K2:K3:1.25 ! b
7 () K,=K;=2 Wﬂﬂo
Gy Kk,=Kk;=25 | |1 o e
16 % ratet
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Sekil 21. Malzeme sabitlerine (k,, k3) bagl olarak, (u3/u,) oranina gore 2 nolu tabaka ile
ceyrek diizlem arasindaki temas uzunlugu degisimi (¢/h, = a/h, = 0.5, hy/h, =1,
Ky =2, Up/y = 2)
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Tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilme
yayilislar ¢esitli boyutsuz biiytikliikler i¢in Sekil (22-31)’de verilmistir. Burada malzeme
sabitleri k; = kK, = K3 = 2 olarak alinmustir.

Sekil 22 ve Sekil 23’da temas gerilme yayiliglarinin yiik genisligi (a/h,) ile
degisimleri goriilmektedir. Grafiklerden de goriilecegi gibi yiik genisligi artik¢a tabakalar
arasindaki ve alt tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmeleri artmaktadir.

Cesitli ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h,) degerleri igin, tabakalar arasindaki ve
alt tabaka ile g¢eyrek diizlem arasindaki temas mesafeleri boyunca olusan gerilme
yayilislar1 Sekil (24,25)’de goriilmektedir. Ceyrek diizlem acgiklik mesafesi artikga
tabakalar arasinda olusan temas gerilmeleri azaldig1 halde alt tabaka ile ¢eyrek diizlemler
arasinda olusan temas gerilmeler artmaktadir.

Temas gerilme yayilislarinin tabakalarin yiikseklikleri orani olan (hy/h,) ile
degisimi Sekil (26,27)’de verilmektedir. Sekillerden de goriilecegi gibi (h,/h,) oram
artikca tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmeleri
azalmaktadir.

Tabakalar ve elastik ¢eyrek diizlem ile alt tabakanin kayma modiilleri (u3/u,),
(U,/uq) oranlarmin degisik degerleri igin temas gerilme yayilislart Sekil (28-31)’de
verilmektedir. Sekillerden de goriilecegi lizere alttaki tabakanin rijitliginin {istteki tabakaya
oranla ve ¢eyrek diizlem rijitliginin alttaki tabakaya oranla artmasi durumlarinda tabakalar
arasindaki ve alt tabaka ile c¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmelerinde artig

goriilmektedir.
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Sekil 22. Cesitli yiik genisligi (a/h,) degerleri i¢in tabakalar arasindaki temas gerilme

yayilist (c/h, = 0.5, hy/h, = 1, /1y = ps/p, = 2)
6
(1) a/hy=1 y
() a/hy=0.5 pﬂ
| (3) a/hy=0.25 T
@am=01 | 1]
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Sekil 23. Cesitli yiik genisligi (a/h,) degerleri igin 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem
arasindaki temas gerilme yayilist (c/h, = 0.5, hy/h, = 1, pup /1y

x/h,

= U3/t = 2)
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Sekil 24. Cesitli ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h,) degerleri igin tabakalar arasindaki
temas gerilme yayilist (a/h, = 0.5, hy/h, =1, up/py =us/py = 2)

5
(1) ¢/hy=1 !
2 (2) c/h,=0.5 )
(3) ¢/hpy=0.2 I
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" fratet
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0 wh, 0.4

Sekil 25. Cesitli ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h,) degerleri i¢in 2 nolu tabaka ile
ceyrek diizlem arasindaki temas gerilme yayilist (a/h, = 0.5, hy/h, = 1, py/uy =2,
ts/uy = 2)
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. () hy/hy=1 b
(3) hi/h=0.5 . HI
0.8 1 h, <® bl tatat 5
| B
b (@ b pbpb—
06 | l d—hd X
Lo Vs
BN
S
Q
0.4 —
0.2 —
0 | | | | |
3 -2 1 0 1 3
x/h,

Sekil 26. Cesitli (h,/h,) orant degerleri igin tabakalar arasindaki temas gerilme yayilist
(a/hy = c/hy = 0.5, pup/py =ps/py = 2)

2
(1) hy/hp=2 !
7 (2) h1/h2:1 Py
(3) hy/h,=0.5 ' P
. I i <® N 5
| B
h, O WV FTb——b—t
1o | l d—T—d X
L (O]
N
S
Q
0.8 —
0.4 —
0
0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4
x/h,

Sekil 27. Cesitli (hy/h,) oran1 degerleri i¢in 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki
temas gerilme yayilist (a/h, = c/h, = 0.5, py/uy =us/p, = 2)



82

0.8
y
(1) po/y=10
i (2) /=2 P
G b=l |1 L
HV\
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_ J' dﬂ—d X
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x/h,

Sekil 28. Tabakalarin kayma modiillerinin (u,/p;) ¢esitli oranlari i¢in tabakalar arasindaki
temas gerilme yayilist (a/h, = ¢/h, = 0.5, hy/h, = 1, us/u, = 2)

2
(1) uo/p,=10 !
1 () polp=2 h
G =l |y iy
1.6 — O Bh
h, tatat
| f
lh © k% pb—pb—t
! d———d X
01.2— J Dby 0
% Cfc [
‘Q _
<
[
0.8 —
0.4 — 3
2
_ 1
0 \ \
0.4 0.8 1.2 1.6

x/h;,

Sekil 29. Tabakalarin kayma modiillerinin (u,/u,) ¢esitli oranlari i¢in 2 nolu tabaka ile
ceyrek diizlem arasindaki temas gerilme yayilisi (a/h, = ¢/h, = 0.5, hy/h, = 1,
U3/ = 2)



83

0.8
(1) py/p=5 /
7 (2) us/p,=2 )
) SN A HI
0.6 — (4) H3/H2:0v5 W h1 <® iV fafaj >
g
h ® bﬂ*b—r
] l2 dﬂid X
@p’l V3
0.4 —
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<
Q
0.2 —
0 ‘ | ‘
2 -1 2

x/h,

Sekil 30. Ceyrek diizlemin ve alttaki tabakanin kayma modiillerinin (us/p,) gesitli
oranlar1 i¢in tabakalar arasindaki temas gerilme yayilist (a/h, = c/h, = 0.5,
hi/hy =1, pp/py = 2)

2
(1) pna/po=5 !
. (2) pafpo=2 h
el (3) palp=1 1 iy
‘ (4) palp2=0.5 1 h <® bl fatat 5
| 1
T x
12 — ]
S
@a i
S
0.8 —
0.4 —
0

0.4

Sekil 31. Ceyrek diizlemin ve alttaki tabakanin kayma modiillerinin (us/u,) ¢esitli
oranlari i¢in 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilme yayilist
(a/h; =c/hy; =05, hy/hy =1, uy/uy = 2)
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3.2.2. Gerilmelerin Incelenmesi

Burada, y simetri ekseni boyunca (x = 0), g, ve g,, normal gerilmeleri ile bu eksene
yakin bir yerde (x = 0.05) 7, kayma gerilmeleri incelenmistir. Sayisal uygulamalarda

malzeme sabitleri k; = K, = k3 = 2 olarak alinmistir.

3.2.2.1. o, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

o, normal gerilme degerleri y simetri ekseni boyunca (x = 0) c¢esitli boyutsuz
bliytikliikler i¢cin hesaplanmustir.

Sekil 32°de o, normal gerilmesinin yiik genisligi (a/h,) ile degisimi goriilmektedir.
Sekilden de goriilebilecegi gibi yiik genisligi arttikca g, normal gerilmeside artmaktadir.
Ceyrek diizlem agiklik mesafesinin (c/h,) o, normal gerilmesine etkisi yiik genisliginde
oldugu gibidir. Ceyrek diizlem agiklik mesafesi artikca o, normal gerilme degerleri
artmaktadir (Sekil 33). Sekil (34)’da goriilecegi gibi 1 nolu tabakanin yiiksekligi artik¢a o,
normal gerilme degerleri azalmaktadir.

Tabakalarin kayma modiilleri oram1 (u,/u;) ile o, normal gerilmesinin degisimi
Sekil 35’da verilmektedir. Sekilden de goriilecegi gibi listteki tabakanin kayma modiiliiniin
alttaki tabakanin kayma modiiliine orani1 (u,/u,) azaldik¢a istteki tabakada o, normal
gerilmeleri artmakta, alttaki tabakadaki gerilmeler ise azalmaktadir. Sekil 36’de ise elastik
ceyrek diizlemin alt tabakanin kayma modiiliine oran1 (u3/p,) ile g, normal gerilmesinin

degisimi verilmektedir. (us/u,) oran artik¢a o, gerilme degerleri azalmaktadir.
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2
(1) a/h,=0.1 !
4 () a/h,=0.5 h
() ahy=1 P
1.6 — T @ [Nk
h, tatay
| i
J (@ Bk fbtb—y
d—hd X
1.2 — i Obar¥s NG
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=
;‘ X = ~
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0.4 —
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0 1
c.(0y)/p,

Sekil 32. 0,(0,y)/po normal gerilmesinin yiik genisligi (a/h,) ile degisimi (c/h, = 0.5,
hi/hy =1, pa/py = ps/pa = 2)

2 <
N (1) ¢/h,=0.1 y
] () c/hr=0.5 b
3) ¢/hy=1 mm
1.6 — T ® Mol
h, tatay
, Bt
h (@ Kok t—b——b—t
1.2 — l ‘ ‘ 3
Oka¥s
<
H
0.8 — )
04 —
0

0 1
c.(0.y)/p,

Sekil 33. 6,(0,y)/p, normal gerilmesinin ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi (¢/h,) ile
degisimi (a/h, = 0.5, hy/hy =1, pp/py = s/, = 2)
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Sekil 34. 0,.(0,y)/p, normal gerilmesinin (hy/h,) orani ile degisimi (a/h, = c/h, = 0.5
o/t = p3/py = 2)

2
(1) wo/b=1 !
. ) /=2 b
G u=10| 44 L
16 -] h @ }lu‘h a
w tatat
4
| J (O RN fbtby
dﬂ—d X
1.2 — i
: OV
N S
=<
s N
0.8 —
0.4 —
0
-2 -1

0 1 2
c.(0.y)/p,

Sekil 35. 0,.(0,y)/p, normal gerilmesinin (u,/p,) orani ile degisimi (a/h, = ¢/h, = 0.5
hi/hy =1, ps/p, =2)
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(1) py/po=1 !
7 (2) /=2 h
(3) /=10 1 Ry
1.6 — o™
% et
B h
J ho(@ Fa¥ t—b——b—t
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Sekil 36. 0,(0,y)/p, normal gerilmesinin (u3/u,) orani ile degisimi (a/h, = c/h, = 0.5,
hi/hy =1, pp/ps =2)

Genel olarak o, normal gerilme yayilis1 diyagramlarina bakildiginda iist tabakada
tabakanin iist bolgesinde basing gerilmeleri olusmakta, tabakanin alt kisimlarina dogru
inildikce degeri azalarak sifir olmakta daha sonra isaret degistirerek ¢ekme gerilmesi

olarak degeri artmaktadir. Alt tabakada da benzer durum s6z konusu olmaktadir.
3.2.2.2. 0y, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

o, normal gerilme yayilislar1 y simetri ekseni boyunca (x = 0) ¢esitli boyutsuz
biiytikliikler i¢in asagida incelenmistir.

g, normal gerilmesinin yiik genisligi (a/h,) ile degismi Sekil 37°de verilmektedir.
Sekilden de goriilecegi gibi yiik genisligi (a/h;) arttikga o, normal gerilme degerleri
artmaktadir. Sekil 38’de g, normal gerilme yayiliglarinin ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi
(c/h,) ile degisimi goriilmektedir. Ceyrek diizlem agikhik mesafesi (c/h,) artik¢a o,
normal gerilme degerleri azalmaktadir. (h,/h;) oraninin o), normal gerilmelerine etkisi
Sekil (39)’de verilmektedir. Burada (h;/h,) orani artik¢a g, normal gerilme degerlerinin

azaldig1 goriilmektedir.
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Tabakalar ve c¢eyrek diizlem ile alt tabakanin kayma modiilleri oranlar

(,u3/,uz,ve #2/#1) ile g, normal gerilmesinin degisimi Sekil 40 ve Sekil 41°de

......

gore artlkga g, normal gerilmelerinde ise artig goriilmektedir (Sekil 41).

(1) a/hy=0.1 !
. () a/h,=0.5 h
M (3) a/hy=1 Ry
16 T
h fratay
i &) “+
J (@ kb PTbTIbY
1.2 — l : d X
OV
< &)
N
0.8 —
0.4 —
0 | | | |
-1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 0

c,(0.y)/p,

Sekil 37. 0,(0,¥)/po normal gerilmesinin yiik genisligi (a/h;) ile degisimi (c/h, = 0.5,
hi/hy =1, pp/py = ps/pa = 2)
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(1) ¢/hy=0.1 y .
7 () c/h=0.5 d
(3) c/hy=1 1 W
1.6 — h(O Y
% tatat
| h
J I Mﬁﬁb#bﬁ
d—t—d X
1.2 — l DLt Cfc 9r
N
0.8 — 3)
1 2)
0.4 —
| (1)
0 \ \ \ \
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Sekil 38. 0,(0,y)/po normal gerilmesinin c¢eyrek diizlem aciklik mesafesi (c/h;) ile
degisimi (a/h, = 0.5, hy/hy, =1, pp/py = u3/1, = 2)

3
y
(1) hy/hy=0.5
& Q) hy/hy=1 h
i (3) hy/hy=2 W
b tatyaty 5

R y/h,
|

0 \ \ \ \

'
=y

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Gy(o’y)/p()

Sekil 39. a,,(0,¥)/po normal gerilmesinin (hy/h,) oram ile degisimi (a/h, = c/h, = 0.5,
o/l = p3/pz = 2)



90

2
(1) poh~1 y :
7 (2) p/,=2 :
o G) uhr=10 | 11 L
| n <® MU parey >
| (1) h+
e
d—t—d X
12 — 2) 4 Okt: g
o c-¢ [
S
€)
0.8 —
0.4 —
0 \ \ \ \
-1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0

c,(0.y)/p,

Sekil 40. 0,,(0,y)/po normal gerilmesinin (u,/u;) oram ile degisimi (a/h, =c/h, = 0.5,
hi/hy =1, us/u, = 2)

2
(1) pyh=1 : :
7 (2) py/h=2 ’
. () uyh=10 | 4+ e
- |
h
| 0 WJ xbﬁ
iy i d d X
' @) Ot
<
N 3)
0.8 —
0.4 —
0 \ \ \ \
-1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0
Gy(o’y)/p()

Sekil 41. 0,,(0,y)/po normal gerilmesinin (u3/u,) orani ile degisimi (a/h, =c/h, = 0.5,
hi/hy =1, pup/py = 2)
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g, normal gerilme yayilisi grafiklerinden de gortilebilecegi gibi iki elastik tabaka
arasindaki temas yiizeylerinin alt ve {ist noktalarinda gerilmeler ayn1 degerleri almakta ve
dolayisiyla da (109) nolu sinir sart1 saglanmaktadir. Diger yandan, temas ylizeylerindeki g,
normal gerilme degerleri, temas gerilmelerinde incelenen degerlere esit ¢ikarak (108) ve
(110) nolu sinir sartlar1 da saglanmaktadir. g, normal gerilmeleri en biiylik degerlerini
yayili yiikiin temas yiizeyinde (y = h) alirken yayil yiikiin siddetine esit olmaktadir. g,
normal gerilme degerleri yayili yiikten uzaklastikca azalarak 2 nolu tabakanin alt
yilizeyinde (y = 0) sifir degerini almaktadir. Gerilme degerleri her zaman basing olarak

etkisini gostemektedir.

3.2.2.3. 7,, Kayma Gerilmelerinin Incelenmesi

Kayma gerilmeleri y simetri ekseni boyunca sifirdir. Bu nedenle 7, kayma
gerilmelerinin x = 0.05 kesitindeki yayilis1 incelenmis ve ¢esitli boyutsuz degerler igin
elde edilen grafikler agagida verilmistir.

Kayma gerilmeleri T,y (x,0), Ty, (X, h;) ve T, (x, h) temas yiizeyleri boyunca sifir
olmakta ve problemin taniminda verilen sinir sartlarinin saglandigi goriilmektedir.

Sekil 42’de yiik genisliginin (a/h,) degisimine bagli olarak kayma gerilmesi
yayilis1 goriilmektedir. Sekilden de goriilecegi gibi yiik genisligi artikga kayma gerilmeleri
ist tabakada azalmakta, alt tabakada ise artmaktadir. Sekil 43°da ¢eyrek diizlem acgiklik
mesafesine (c/h,) bagl olarak kayma gerilmesi yayilisginin degisimi goriilmektedir.
Ceyrek diizlem agiklik mesafesi artikga kayma gerilmeleri de artmaktadir.

Sekil 44 ve Sekil 45°da kayma gerilmesinin kayma modiilleri (us/p,, ve uy/uq)
oranlar1 ile degisimi goriilmektedir. Alttaki tabakanin rijitliginin stteki tabakaya oranla
artmasi durumunda elde edilen kayma gerilmeleri, listeki tabakada azaldigi halde alttaki
tabakada artmaktadir (Sekil 44). Ceyrek diizlemin rijitliginin alttaki tabakaya oranla

artmas1 durumunda ise elde edilen kayma gerilmeleri azalmaktadir (Sekil 45).
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Sekil 42. 7,,,(0.05,y)/po kayma gerilmesinin yiik genisligi (a/h,) ile degisimi c/h, = 0.5,

hi/hy =1, pp/uy = ps/uy = 2)

2
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Sekil 43. 1,,,(0.05,y)/po kayma gerilmesinin geyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h;) ile

I G ——
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<® MU ragey >
O bt tb—tb—t S
dﬂ—d—r X
Ok 9
c-¢ [
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<® MU patay >
@ k% fdbib— S
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degiSimi (C/hz = 0.5, hl/hz = 1, ‘le/ﬂl = I,l3/‘Ll2 = 2)
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Sekil 45. 1,,,(0.05,y)/po kayma gerilmesinin (u3/u,) oram ile degisimi (a/h, = 0.5,

c/h; =05, hi/hy =1, ps/p;, =2)
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3.3. Sonlu Elemanlar Yontemi Sonuclari ve Teorik Sonuclarla Karsilastirma

Bu kisimda iki elastik ¢eyrek diizleme oturan iki elastik tabakanin temas probleminin
sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analiz sonuglari irdelenmekte ve sonuglar teorik
sonuglarla karsilagrilmaktadir.

Yapilan sayisal analizlerde; yiik genisligi (a/h;), ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi
(c/h,), tabakalarin yiikseklikleri orani (h;/h,) ve malzeme sabitleri (u,/u;) gibi
boyutsuz biiylikliikler i¢in farkli sayisal degerler verilerek temas uzunluklari, temas
gerilmeleri ve normal gerilmeler elde edilmistir. Elde edilen bu sonuglar tablolar ve
grafikler halinde teorik sonuglarla birlikte karsilastirmali olarak verilmistir. Bu grafiklerde
ve tablolarda malzeme sabitleri k; = k, = k3 = 2 olarak alinmistir. Yiik genisliginin ve
malzeme sabitlerinin degisimleri, analizlerde kullanilan eleman sayisini temas eleman
sayisini degistirmedigi halde ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi degisimi ise elaman sayisini
ve temas eleman sayisini degistirmektedir. Tabakalarin yiikseklikleri orani degisimi eleman

sayisin1 degistirmekte fakat temas eleman sayisini degistirmemektedir (Tablo 4.,5).

Tablo 4. Cesitli (a/h,) ve (u,/pu,) degerleri i¢in analizlerde kullanilan eleman
sayis1 ve temas eleman sayisi (¢c/h, = 0.5, hy/h, =1, ps/u, =2)

a a a
—01, &-05 A-=1
h h h
PARAMETRELER
2o f2oa f2-10
| Hy Hy
ELEMAN SAYISI 85005
TEMAS ELEAMAN 389
SAYISI

Tablo 5. Cesitli (¢/h,) ve (hy/h,) degerleri i¢in analizlerde kullanilan eleman sayisi ve
temas eleman sayist (a/h, = 0.5, u,/u; =2, us/u, =2)

c h
h h,
PARAMETRELER
0.1 0.5 1 0.5 1 2
ELEMAN SAYISI | 90776 | 85005 | 78201 | 80233 | 85005 | 94181
TEMAS ELEAMAN | 397 389 379 389 389 389
SAYISI
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95

sonuglar teorik sonuglarla birlikte tablolar halinde asagida verilmektedir (Tablo 6-9).

Tablo 6. Yik genisligine (a/h,) baglh olarak temas uzunluklarinin teorik ve sayisal

sonuglarinin karsilastirilmasi (c¢/h, = 0.5, hy/hy, =1, up/puy = ps/py = 2)

}% -0.1 }% -05 }% -1
PARAMETRE
}% (d—c) }% (d—) }% (d—)
TEORIK 1.3199 0.9078 1.401 0.9652 1.6399 1.1567
ANSYS 1.3 0.9 1.4 0.95 1.65 1.15
Hata Oran1 (%) 1.51 0.86 0.07 1.58 0.62 0.58

Tablo 7. Ceyrek diizlem agiklik mesafesine (c/h,) bagl olarak temas uzunluklarinin teorik
ve sayisal sonuclarinin karsilastirilmasi (a/h, = 0.5, hy/h, =1, uy/py = p3/uy = 2)

}% =0.1 }% =05 }% =1
PARAMETRE
}% (dh;c) }% (dh;c) }% (dh;c)
TEORIK 1.2996 1.4588 1.401 0.9652 1.7398 0.4965
ANSYS 1.3 1.45 1.4 0.95 1.75 0.5
Hata Oran1 (%) 0.03 0.6 0.07 1.58 0.59 0.71

Tablo 8. Tabakalarin yiikseklikleri oranina (h,/h,) bagl olarak temas uzunluklarmin teorik

ve sayisal sonuglarinin karsilastirilmasi (a/h, = ¢/h, = 0.5, up /1y = 2, p3/uy = 2)

h h h
-0.5 =1 =2
h, h,
PARAMETRE 2 1) 2
}% (d-¢) }% (d-) }% (d-c)
TEORIK 0.8564 0.7623 1.401 0.9652 2.461 1.7671
ANSYS 0.85 0.75 14 0.95 2.45 1.75
Hata Orani (%) 0.75 1.61 0.07 1.58 0.45 0.97
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Tablo 9. (u,/u,) oranina bagh olarak temas uzunluklarinin teorik ve sayisal sonuglarinin
karsilastirllmasi (a/h, =c/h, = 0.5, hy/h, =1, us/u, = 2)

2y 22 2 =10
PARAMETRE 1 1 1
}% (d-o) }% (d-o) }% (d—c)
TEORIK 1.6254 1.0995 1.401 0.9652 1.1048 0.8474
ANSYS 1.6 1.1 1.4 0.95 1.1 0.85
Hata Oran1 (%) 1.56 0.04 0.07 1.58 0.43 031

Cesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analizlerden
elde edilen temas gerilme yayilislar1 teorik sonuglarla birlikte grafikler halinde asagida

verilmektedir (Sekil 46-53).

------- Teorik (1) ath,=1 !
4 —— ANSYS ) (2) a/h,=0.5 n
_______ (3) a/h,=0.1 LI
0.8 — T @ (Al
h, tatat
| B
h <@ A L
0.6 — A d+d :
0 Obar¥s
N
2 -
QL
0.4 —
0.2 —
0
2 -1 2
x/h,

Sekil 46. Tabakalar arasindaki temas gerilmesinin yiik genisligi (a/h,) ile degisiminin
teorik ve sayisal sonuglari (c/h, = 0.5, hy/hy, =1, uy/py = pi3/py = 2)
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(1) ath,=1
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Sekil 47. 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmesinin yiik genisligi
(a/h,) ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglart (c/h, = 0.5, hy/h, =1,
Mo/t = U3/ 1y = 2)
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Sekil 48. Tabakalar arasindaki temas gerilmesinin ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h,)
ile degisiminin teorik ve sayisal sonuclart (a/h, =0.5, hy/h, =1, py/uy =2,
U3/ =2)
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Sekil 49. 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmesinin c¢eyrek diizlem
aciklik mesafesi (c/h,) ile degisiminin teorik ve sayisal sonuglari (a/h, = 0.5,

hi/hy =1, up/py = ps/uy = 2)
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Sekil 50. Tabakalar arasindaki temas gerilmesinin (h,/h,) oran ile degisiminin teorik ve

sayisal sonuglari (a/h, = c¢/h, = 0.5, uy/py = p3/ps =2)
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Sekil 51. 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmesinin (h;/h,) orani ile
degisiminin teorik ve sayisal sonuglari (¢c/h, = c/h, = 0.5, puy/py = p3/uy = 2)
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Sekil 52. Tabakalar arasindaki temas gerilmesinin (u,/pu,) oran ile degisiminin teorik ve
sayisal sonuglari (a/h, = c¢/h, = 0.5, hy/h, =1, us/u, = 2)
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Sekil 53. 2 nolu tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas gerilmesinin (¢, /) orani ile
degisiminin teorik ve sayisal sonuglart (a/h, = c/h, = 0.5, hy/h, =1, p3/p, = 2)

Cesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢cin sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analizlerden
elde edilen normal gerilme yayilislar1 teorik sonuclarla birlikte grafikler halinde asagida

verilmektedir (Sekil 54-61).
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Sekil 54. 0,.(0,y)/p, normal gerilmesinin yiik genisligi (a/h,) ile degisiminin teorik ve
sayisal sonuglari (c/h, = 0.5, hy/hy, =1, uy/py = p3/py = 2)
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Sekil 55. 0,,(0,y)/po normal gerilmesinin yiik genisligi (a/h;) ile degisiminin teorik ve
sayisal sonuglari (c/h, = 0.5, hy/h, =1, uy/uy = ps/py = 2)
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Sekil 56. 0,.(0,y)/p, normal gerilmesinin ¢eyrek diizlem agiklik mesafesi (c/h,) ile

degisiminin teorik ve sayisal sonuclart (a/h, =05, hy/h, =1, py/py =2,
us/uy = 2)
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Sekil 57. 0,,(0,y)/po normal gerilmesinin ¢eyrek diizlem aciklik mesafesi (c/h;) ile
degisiminin teorik ve sayisal sonuglari (a/h, = 0.5, hy/hy, = 1,u,/p1 = pi3/ps = 2)
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Sekil 58. 0,(0,y)/p, normal gerilmesinin (h,/h,) orani ile degisiminin teorik ve sayisal
sonuglari (a/h, = c/h, = 0.5, up/uy = ps/pty = 2)
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Sekil 59. a,,(0,y)/po normal gerilmesinin (h;/h;) orani ile degisiminin teorik ve sayisal
sonuglari (a/h, = c/h, =05, up/py = ps/uz = 2)



104

(1) po/y=1 !
7 () py=2 b
——————— Teorik 3) Lo/ =10 L
o | ANSYS (3) m/y 1 )
h (O BV tatat
| B
O A e i
J d—t—rd X
1.2 — Oba¥s 8
c—4-¢ [
SN +
=,
0.8 —
0.4 —
0

0 1
c.(0.y)/p,

Sekil 60. 0,(0,y)/p, normal gerilmesinin (u,/u,) orani ile degisiminin teorik ve sayisal
sonuglari (a/h, = c/h, = 0.5, hy/h, =1, uz/u, = 2)
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Sekil 61. a,,(0,y)/po normal gerilmesinin (u,/p,) orani ile degisiminin teorik ve sayisal
sonuglari (a/h, = c/h, = 0.5, hy/h, =1, p3/u, = 2)
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Teorik ¢Oziimden bulunan sonuglar ve sonlu elemanlar yontemi ile sayisal
analizden elde edilen sonuglar; temas uzunluklari, temas gerilmeleri ve normal gerilmeler
icin karsilagtirllmistir. Karsilagtirmalar i¢in Tablo (6-9)’da sunulan temas uzunluklari,
Sekil (46-53)’de sunulan temas gerilmeleri ve Sekil (54-61)’da sunulan normal gerilmeler
kullanilmastir.

Sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analizlerden elde edilen temas uzunluklari ile
teorik ¢oziimden elde edilen temas uzunluklar1 arasindaki hata oraninin en biiyiik degerinin
%1.61 oldugu ve temas uzunluklarinin ortalama % 0.76 gibi bir hata orani ile birbirlerine
yaklagtig1 goriilmektedir.

Sekil (46-61)’da goriildiigii gibi sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analiz sonuglari
ile teorik sonuglar arasinda yapilan karsilagtirmalarda, temas gerilmeleri ve normal

gerilmelerin uyumlu oldugu goriilmektedir.



4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada; simetrik iki elastik c¢eyrek diizleme oturan elastik ozellikleri ve
yiikseklikleri farkli iki elastik tabakanin siirtiinmesiz temas problemi incelenmistir. S6z
konusu problemin incelenmesinde, oncelikle bilinmeyen temas uzunluklar1 ve temas
gerilmeleri elastisite teorisine gore analitik olarak hesaplanmis, buna bagli olarak da
simetri ekseni iizerindeki normal gerilmeler ve simetri ekseni yakininda ortaya ¢ikan
kayma gerilmeleri hesaplanmistir. Yine bu ¢alismada, sonlu elemanlar yontemi ile sayisal
analiz yapilarak ele alinan problem ¢oziilmis ve temas uzunluklari, temas gerilmeleri ve
normal gerilmeler elde edilmistir ve teorik sonuglarla karsilagtirilmistir. Sayisal
uygulamalardan elde edilen sonuclar asagida verilmistir.

Ustteki tabaka {izerindeki yayili yiikiin genisligi artikca temas uzunluklar1 ve temas
gerilmeleri artmaktadir. Ceyrek diizlem aciklik mesafesi artikga tabakalar arasi temas
uzunlugu artmasina ragmen alt tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas uzunlugu
azalmakta olup buna bagli olarak da temas gerilmeleri, tabakalar arasinda azalmakta ve alt
tabaka ile ¢eyrek diizlem arasinda artmaktadir. Ustteki tabakanin yiiksekliginin alttaki
tabakaya oranla artmasi durumunda temas uzunluklari artmakta, buna bagli olarak da
temas gerilmeleri azalmaktadir. Ustteki tabakanin rijitliginin alttaki tabakaya gore azalmasi
ve ¢eyrek diizlem rijitliginin alttaki tabakaya gore artmasi durumlarinda tabakalar
arasindaki ve alt tabaka ile ¢eyrek diizlem arasindaki temas uzunluklari azalmaktadir.
Temas uzunluklar1 azaldik¢a yiik daha dar bir alana yayildigindan temas gerilmelerinin
siddeti artmaktadir. Tabakalar arasindaki temas gerilmeleri X=0 kesitinde en biiylk
degerine ulagmakta, temasin sona erdigi x = b noktalarinda sifir olmaktadir. Ceyrek
diizlemlerin alt tabakadan ayrildigi noktalarda (x = +d) temas gerilmesi sifir olmakta ve
ceyrek diizlemin i¢ kenarinda (x = +c) ise temas gerilmeleri teorik olarak sonsuza
gitmektedir.

0, ve o, normal gerilmeleri y simetri ekseni boyunca (x=0) arastirilmistir. Simetri

ekseni boyunca o0, normal gerilme yayilislarinda her iki tabakada ayri ayri ¢ekme ve
basing bolgeleri meydana gelmekte, kirislerin egilme halinde oldugu gibi tabakalarin da iist
bolgelerinde basing, alt bolgelerinde ise ¢ekme gerilmeleri olugsmaktadir. Yiik genisligi ve

ceyrek diizlem agiklik mesafesi artik¢a o, normal gerilmesinin degeri artmaktadir. Ustteki
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normal gerilmeleri lstteki ve alttaki tabakalarda azalmaktadir. o, normal gerilme
yayilislarinda dikkat ¢eken bir diger sonug ise ¢ekme ve basing bolgelerindeki gerilme
alanlarinin birbirine esit olmasidir. Bu esitligin saglanmasi denge kosulu i¢in dnemlidir.

g, normal gerilmeleri en bilyiik degerlerini yayili yiikiin temas yiizeyinde (y = h)
alirken yayili yiikiin siddetine esit olup yayili yiikten uzaklastik¢a (derine inildikge)
azalarak alttaki tabakanm alt yiizeyinde (y = 0) sifir degerini almaktadir. iki elastik tabaka
arasindaki temas yiizeylerinin alt ve iist noktalarinda gerilmeler ayni degerleri almakta,

dolayisiyla da sinir sartlarinin saglandigi goriilmektedir. g, normal gerilme degerleri her

zaman basing olarak etkisini gostemekte, yiik genisligi artikca artmaktadir. Ceyrek diizlem

agiklik mesafesinin artmasi veya lstteki tabakanimn ytiksekliginin artmasi durumlarinda o,
normal gerilme degerleri azalmaktadir. Ustteki tabakanin rijitliginin alttaki tabakaya gore
azalmasi veya geyrek diizlemin rijitliginin alttaki tabakaya gore artmasi durumlarinda o,
normal gerilmesi artmaktadir.

Kayma gerilmeleri T, (x,0), T,y (X, hy) ve T, (x, h) temas yiizeyleri boyunca sifir
olmakta ve dolayisiyla da problemin taniminda verilen sinir sartlari saglanmaktadir.
Simetri nedeniyle y simetri ekseni boyunca kayma gerilmeleri olusmamaktadir. Bu nedenle
Ty kayma gerilmesi y simetri eksenine yakin bir yerde (x=0.05) incelenmistir. Alt
tabakadaki kayma gerilmesi degerleri iist tabakadakilerden daha biiyilk olmakta ve
maksimum degerini tabakalarin ortasina yakin yerde almaktadir. Yiik genisligi artikca
kayma gerilmeleri iist tabakada azalmakta, alt tabakada ise artmaktadir. Ceyrek diizlem
aciklik mesafesi arttikga kayma gerilmeleri de artmaktadir. Ustteki tabakanin rijitliginin alt
tabakaya oranla azalmasi durumunda elde edilen kayma gerilmeleri, iisteki tabakada
azaldig1 halde alttaki tabakada artmaktadir. Ceyrek diizlemin rijitliginin alttaki tabakaya
oranla artmast durumunda ise elde edilen kayma gerilmeleri azalmaktadir.

Sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analizden elde edilen temas uzunluklari, temas
gerilmeleri ve normal gerilmeler teorik sonuglarla olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir.
Sonlu elemanlar yontemi ile elden edilen normal gerilmeler ve temas gerilmeleri problemin
taniminda verilen smir sartlarini saglamaktadir. Sonlu elemanlar yontemi ile yapilan

¢oziimden elde edilen temas uzunluklar ile teorik ¢éziimden elde edilen temas uzunluklari
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arasindaki hata oranmin en biiyiik degerinin %]1.61 oldugu ve temas uzunluklarinin
ortalama % 0.76 gibi bir hata orani ile birbirlerine yaklastig1 goriilmektedir.
Oneriler:
S6z konusu problem asagidaki durumlar i¢in de incelenebilir.
e Problem sinir elemanlar yontemi ve bagka sonlu elemanlar yontemine dayanan
paket programlari ile ¢oziilebilir.
e Tabakalarin fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden ve anizotropik olmasi
halinde ¢6ziim yapilabilir.
e Problemin simetrik olmamasi, siirtinmenin ve kiitle kuvvetlerinin dikkate alinmasi

hali gibi degisik sekillerde ¢oziim yapilabilir.
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