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OZET

Bu calismanin amaci, p-yontemine dayali ve Karma Fonksiyon Yontemi ile
zenginlestirilmis, stirekli veya siireksiz her c¢esit dogrusal olmayan yiiklemenin dikkate
aliabildigi, elastostatik ve elastodinamik analizlerin igerildigi ticboyutlu problemlerde
uygulanabilen, her ii¢ cksende dogrusal yerdegistirmelerin serbestlik derecesi olarak
tanimlandig1, egrisel kenar ve/veya yiizeyli olabilen dortgen prizma seklindeki bir eleman
icin sonlu elemanlar programinin gelistirilmesidir. Bu amag¢ dogrultusunda farkli
enterpolasyonlara sahip; Lagrange eleman, Lagrange polinomu tabanli hiyerarsik eleman,
Legendre polinomu tabanli hiyerarsik eleman, Lagrange polinomu tabanli serendipity
eleman, serendipity seklinde hiyerarsik Lagrange eleman, Serendipity seklinde hiyerarsik
Legendre eleman ve kiitle serbestlik dereceleri indirgenmis Lagrange elemanlar dikkate
almmistir. Son {li¢ sonlu elaman tipi, bu tez kapsaminda serbestlik derecesi sayisini
azaltmak icin gelistirilmistir.

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde sonlu elemanlar yontemi
ve yuksek dereceli sonlu elemanlar yontemi konusunda literatiirde yapilan calismalar
verildikten sonra olusturan enterpolasyon fonksiyonlarinin cesitleri ve genel yapilar
verilmektedir. Yerdegistirme alaninda tanimlanan enterpolasyon fonksiyonlari ile grafiksel
inceleme yapildiktan sonra Karma Fonksiyon Yontemi konusunda literatiir arastirmasi ve
genel yapisi belirtilmekte ve boliim sonunda ¢aligmanin amag¢ ve kapsami sunulmaktadir.
Ikinci béliimde p-yontemine gore eleman kiitle ve rijtlik matrisi ile yayili yiik vektoriiniin
kurulumu, mevcut agda polinom derecesi artimiyla serbestlik derecesi numarlandirmast,
dairesel kenar ve/veya yizeylerin Karma Fonksiyon Yontemi ile temsili, dogrusal olmayan
yiikleme durumu sunulmaktadir. Ugiincii bdliimde mekanik ornekler lizerinde statik analiz
kapsaminda hem programin dogrulanmasi hem de genel izlenimlerin kazanimi yapildiktan
sonra 17 Agustos 1999 depreminde yikilan bir sanayi bacasi iizerinde TS 498’e gore
diizgiin yayil1 ve TS 498 ve prEN 1991-1-4’e gOre dogrusal olmayan yayili riizgar
yiklemeleri altinda statik analiz ve ayrica dinamik analiz yapilmaktadir. Dordunci
boliimde ise bu calismadan c¢ikarilan sonuclar sunulmakta ve bunlara bagli olarak bazi
Oneriler verilmektedir. Bu bolimi kaynaklar listesi ve ekler izlemektedir.

Sonug olarak gelistirilen programin statik ve dinamik analizde guvenilir sonuglar
verdigi, caligmada sunulan sonlu eleman tiplerinin genel olarak etkin bir sekilde
kullanilabilirligi gorulmiistir.

Anahtar Kelimeler: p-yontemi, sonlu elemanlar, karma fonksiyon yontemi, dogrusal
olmayan yayili yiikleme, elastostatik analiz, elastodinamik analiz,
Lagrange eleman, hiyerarsik Lagrange eleman, hiyerarsik Legendre
eleman, serendipity eleman, serendipity hiyerarsik Lagrange eleman,
serendipity hiyerarsik Legendre eleman, kitle serbestlik dereceleri
indirgenmis Lagrange eleman

Vi



SUMMARY

Elastostatic and Elastodynamic Analysis of Structureswith p-Version Finite
Elements

The purpose of this study is to develop p-version finite element program (pFEM)
augmented by blending function method with which application of continuous or
discontinuous nonlinear load, elastostatic and elastodynamic analysis, exactly
representation of curved edge and/or surface boundary are performed with degree of
freedoms (DOFs) through translations in orthogonal three direction. For this purpose,
Lagrange, Lagrange polynomial based hierarchic, Legendre polynomial based hierarchic,
Lagrange polynomial based serendipity, serendipity formed hierarchic Lagrange,
serendipity formed hierarchic Legendre, body DOFs reduced Lagrange finite element that
have different interpolation property are taken into consideration. The last three finite
elements are introduced to reduce the number of DOFs in the concept of this thesis.

This study consists of four chapters. In the first chapter, after a brief literature review
about finite element method and high order finite element method types, general forms of
the constructed interpolation functions are given. After graphical examination of
displacement field is conducted, literature review about blending function and its general
form is prescribed, and then the purpose and scope of this study are presented. In the
second chapter, construction of mass, stiffness and load matrices according to pFEM,
numbering of DOFs in the existing mesh occurred because of increasing polynomial
degree, representation of circle-curved edge and/or surface within blending function
method, nonlinear loading is presented. In the third chapter, after verification of the
developed program on mechanical examples at the elastostatic analysis and getting general
impression, elastostatic and elastodynamic analysis are performed in industrial chimney
collapsed on August 17, 1999 under uniformly distributed load according to TS 498 and
under nonlinear distributed load according to TS 498 and prEN 1991-1-4. In the fourth
chapter, the conclusions drawn from the results are presented and recommendations are
made. This chapter is followed by a list of references.

It is concluded that the developed p-version finite element program gives reliable
result and the given types of finite element in this study can be effectively used.

Key Words: p-method, finite elements, blending function method, nonlinear distributed
loading, elastostatic analysis, elastodynamic analysis, Lagrange element,
hierarchic Lagrange element, hierarchic Legendre element, serendipity
element, serendipity hierarchic Lagrange element, serendipity hierarchic
Legendre element, body DOFs reduced Lagrange element
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Yapilar insanlik tarihi ile paralel bicimde gelisimlerini siirdiirmiislerdir. Yapilarin
davraniglari, siire¢ igerisinde kullanim amaglari, biiyiikliikleri ve ingaa malzemeleri
cesitlendikge analiz ve tasarimda belirleyici olmuslardir.

Etkin yap1 davranisinin bulunmasi, analizde dogru temsil modelinin kurulmasi ile
miimkiin olmaktadir. Modelleme esnasinda yapilan kabuller analizden sonra gegilen yap1
tasariminda ilgili kabullerin uygulanmasin1 zorunlu kilmaktadir. Bu durumda model
davranisi, gercek yapi davranisina, yapilan kabuller dlgiisiinde uzak kalmaktadir. Ote
yandan, yap1 analiz ve tasarim siirecinin birbirine bdylesine bir bagla bagl kalmasindan
baska bir yol da yoktur.

Analiz siireci, fiziksel problemlerden matematik modellere gegiste problemin tanimi
ve kapsamimna gore daha gercek¢i modelleme istegi nedeniyle modellemedeki
tanimlamalarin artmasi veya irdelenenlere gére problem hacminin genislemesi sebebiyle
giic bir hal almaktadir. Ozellikle, analitik yontemlerin kullamlmasi imkansiz hale
gelmektedir. Bu noktada kesin ¢oziime miihendislik agisindan kabul edilebilir sinirlarda
yaklagik ¢oziimlerin sunulabildigi yontemler Sayisal analiz yontemleri olarak adlandirilir.
Miihendislik alaninda uygulanan Sonlu Farklar Yontemi, Sinir Elemanlar1 Yontemi, Sonlu
Elemanlar Yontemi (SEY), Sonlu Hacim Yontemi, vb. bir ¢ok sayisal analiz yontemi
mevcuttur. Bunlar i¢ersinde problemin kapsamina bagli olarak en ¢ok tercih edilenlerinden
bir tanesi SEY dir.

Son kirk yili askin zamandir fiziksel sistemlerin matematiksel modellenmesinde
SEY’nin kullanimi1 oldukca genis kabul gormistiir. SEY, akigkanlar mekanigi, yapisal
mekanik, elektromagnetik, 1s1 (termal) ve kimya mekaniginin arastirilmasi gibi bir ¢ok
mithendislik alaninda uygulama alani bulmustur. SEY’nde problem ortaminin pargalara
boliinmesi, parcalar lizerinde biitiinde kurulan denklemlerin kurulup biitiiniin pargalardan

olusturularak elde edilmesi yolu izlenmektedir.



1.2. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu Elemanlar Yontemi siirekli ortamlar mekanigi ve yapisal analiz igin sayisal bir
¢Oziimleme siirecidir (Cook vd., 1989). SEY geregi, ortam, siireklilik yerine daha basit
olan goreceli olarak kiiclik pargalar halinde dikkate alinir. Biitiindeki kosullar basit
parcalar lizerinde olusturulur ve sonrasinda basit parcalardan biitiiniin temsiline ulasilir.

SEY en genel kapsamda ¢ok yonlii problemlerin (1s1 iletimi, sivi akiglari vb.) bir
arada dikkate alinabilecegi enerji boyutunda yazilmaktadir. Enerji denklemleri Rayleigh-
Ritz yontemi, agirlikli kalint1 yontemleri (Galerkin Yontemi vb.) ile olusturulabildigi gibi
Virtiiel Is Prensibi (VIP) gibi yontemler ile de olusturulabilmektedir. Enerji boyutunda ana
deklem kurulurken herhangi bir malzemeye uygulanabilir ve programlamaya daha uygun
olmas1 nedeniyle (Kuhl ve Meschke, 2004) ViP’nin kullanilmas: tercih edilmektedir.

Diferensiyel denklemlerin sinir sartlarimi saglatilarak ¢oziilmesi, ilgili problem igin,
mutlak ¢6zlime ulastirmaktadir. Ancak karmasik diferensiyel ifadelerin ¢oziimii, bazen
mimkiin olmamakla birlikte bazende asir1 zaman gereksiniminden dolay1 tercih
edilmemektedir. Bu gibi durumlarda ilgili diferensiyel denklemi tam temsil eden
fonksiyoneller kullanilmaktadir. Fonksiyoneller, integral ifadeler oldugundan yapisal
analizde de enerji ifadelerine denk gelmektedir. Integral ifadeler, tiim sartlari ilgili
diferensiyel ifadesinde oldugu gibi ortamin her noktasinda karsilamak yerine ortalama
olarak karsilamaktadir. Diger bir deyisle integral ifadelerle problem diferensiyel ifadesinde
oldugu gibi mesnet sartlari tam olarak saglatilirken denge denklemleri ve statik sartlar
ortalama olarak saglatilmaktadir. Boylelikle problem sinir sartlart altinda bir diferensiyel
denklemin kesin ¢0ziimiinii aramak yerine, sinir sartlarini saglayan ancak yaklagik
¢Ozlimlerin sunulabilecegi bir hale getirilebilmektedir. Cilinkii burada énemli olan integral
ifadelerin ilgili sinir sartlarin1 saglamasi olup integralin ici yaklasik ¢oziimler iiretebilecek
sekilde bir nebze keyfilestirilmektedir. Bu anlamda diferensiyel ifadeler giiglii bagintilar,
integral ifadeler ise zayif bagintilar olarak adlandirilmaktadir. VIP’de bu tanimlamadan

hareketle zayif baginti olarak nitelendirilmektedir (Hughes, 2000; Zienkiewicz, 1989).



1.2.1. Virtiiel Is Prensibi

Yapisal agidan bir siirekli ortamin virtiiel isi; diferensiyel bir bagint1 olan denge
denkleminin ve statik kosullarin, tasarlanan keyfi bir fonksiyon ile carpilmasi ile bu
carpimlarin ilgili siirekli ortamda integralinin alinmasi seklinde belirlenmektedir. Burada

tasarlanan keyfi fonksiyonun keyfi bir yerdegistirme oldugu ve

a. geometrik sinir (mesnet sartlarini) kosullarimi sagladigi,
b. sonsuz kiigiik oldugu,
c. tlirevlenebilir oldugu ve gradiyentinin simetrik kisminin sekil fonksiyonunu

verdigi,
kabul edilmektedir. Denge denklemi ve statik sartlarin ifadesi sirasiyla,

0,0 = pii —dive —pg (1.1)
0,0=c-n—t (1.2)

denklemleri ile verilmektedir. Burada, p, birim kiitleyi; o, Cauchy gerilme tensoriinii; g,
kiitle kuvvetini doguran yergekimi ivmesini; ii, ivmeyi; n,yiizey normalini; t, etki
ylizeyindeki dis kuvveti gostermektedir. Denklem (1.1) ve (1.2)’nin ayr1 ayr1 keyfi
yerdegistirme fonksiyonu olan ou ile skalar carpimlarinin, sirasiyla, siirekli ortamda ve o

ortamin ylizeyinde integralleri alinarak toplanmasiyla

[du-(pii—pg)dV - [u-divedV + [ du-(on—t")dA=0,0 (1.3)
Q

Q I'c

seklinde virtiiel i3 denkleminin ilk hali elde edilir. Burada, €, siirekli ortami; I'_, ortamin

statik sinir ylizeyini gostermektedir. Denklem (1.3), diverjans ile ilgili olan ifade tizerinde

carpim kurali ve gauss teoremi uygulandiktan ve gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

Q

jau-(pﬁ—pg)d\/+javu:cdv-jau-t*dAzo,o (1.4)
Q

I'c

seklinde yeniden elde edilir. Keyfi yerdegistirme fonksiyonunun gradientinin gerilme

tensorii ile tensorel olarak skalar c¢arpimi incelenecek olursa yer degistirmenin



gradiyentinin simetrik ve ters simetrik kisimlara ayrilabilecegi ve ters simetrik kismin
gerilme tensoriiniin simetrik olmasi nedeni ile dikkate alimmamasinin bu c¢arpim igin
alinmas1 durumu ile ayni ifadeyi verecegi farkedilmektedir. Ayrica yerdegistirme

fonksiyonunun gradiyentinin simetrik kisminin
sym 1 T
E=V¥ u+EV u-Vu (1.5)

seklinde verilen Green Lagrange sekildegistirme tensoriiniin dogrusal kismi oldugu

goriilmektedir. Burada, V™"u :%(Vu+VTu) dir. Yukaridaki denklemde Vu,

yerdegistirmenin gradiyenti ve V™"u, gradiyentin simetrik kismini gostermektedir.

Yukarida ifade edilen basitlestirmelerden sonra virtiiel is denklemi

[du-iipdV + [82:0dV = [ du-t'dA+[du-gpdV (1.6)
Q Q T'c Q

seklini almaktadir. Burada, 8¢, gradiyentin simetrik kismina denk olmaktadir. Denklem

(1.6),

OW,, = J.Su -updV
Q

SW,, = 8W,, +5W

int

W, = [d&:0dV (1.7)
Q

W, = [ dut'dA+[du-gpdV
Q

I'c

seklinde kisimlara ayrilarak adlandirilabilir. Burada, 8Wgyn, i¢ kuvvetlerin virtiiel isini;
OWini, i¢sel virtliel isi; OWey, dis kuvvetlerin yaptigr virtliel isi gostermektedir. Statik
durumda dinamik kisim dikkate alinmayacaktir. Ayrica kiitle kuvvetleri de ihmal

edilecektir. Boylelikle virtiiel 13 denklemi

js.e:cdv: jau-t*dA (1.8)
Q T'c



seklini almaktadir. Bu denklemde sekildegistirme ve gerilme tensorleri vektor olarak

yazildiginda tensorel skalar carpim skalar carpima dontiserek, igsel virtiiel is

W, = [8e-0dV (1.9)
Q
seklinde yazilabilmektedir.

1.2.2. Elastostatik Problemde Hacim Eleman Tanimlamasi

Stirekli ortam ayriklastirilarak elemanlar bazinda incelenmektedir. Elemanlar
problemin tanimina gore bir boyutlu (¢ubuk), iki boyutlu (diizlem) veya ii¢c boyutlu
(hacim) elemanlar olarak siniflandirilabilir. Cubuk ve diizlem elmanlar tanimlar1 geregi,
sinir kosullarinda ve uygunluk bagintilarinda ek kabuller yapilmasini gerektirirken, hacim
elemanlar i¢in ek kabullerin yapilmasi gerekmemektedir. Bu baglamda hacim elemanlarin

geometrik tanimi i¢in
X=[X, X, X| (1.10)

seklinde ortogonal 1iic koordinat ekseni kullanilmaktadir. Hacimsel gerilme ve

sekildegistirme durumlar1 bagimsiz alt1 bilesen ile ifade edilmekte ve

T
G:[Gn Gy, O3 G Op 613]
(1.11)

T
8:[811 €, &3 28, 2y, 2813]

Seklinde verilmektedir. Gerilme ve sekildegistirme arasindaki iligkiyi modellerken
malzemenin dogrusal, elastik ve izotrop oldugu kabul edilmektedir. Buna gore malzeme

modeli matris formunda



o=Cg,
I-v v ]
oy ] I-v ey |
O I-v €2
SECH E 1-2v €33 (1.12)
o, | (1+v)1-2v) 2 2 2¢,, '
O3 2 2g,,
O3 1-2v | 28
L 2

olarak dikkate alinmaktadir. Siirekli ortamin sekildegistirmis durumunu ifade etmek icin
koordinat eksenleri boyunca bilesenleri olan bir yerdegistirme hacimsel elemanin

koordinatlarina bagl olarak
U(X,,X,,X;)=UX) = [U1 (X, X,,X;) Uy(X,X,,X,) U3(X1,X2,X3)]T (1.13)

seklinde yazilmaktadir. Sekildegistirme matrisi, yerdegistirme ve sekildegistirme

arasindaki iliski Green Lagrange sekildegistirme tensoriinlin matris seklinde yazilmasiyla

P
X,
e 110 =2 o
11 8X2
&
S:VSymu, N 0 0 ¢ t
1 ce=Du,| * |= X, u, (1.14)
V¥ = —(Vu + VTu) 28, 0 0 0
2 26 oX, 0X, Us
23
o 0
2813 0 "~ A~
oX, 0X,
9, 9
| 0X, X, |

seklinde ifade edilmektedir. Burada, D, diferensiyel operator olarak adlandirilmaktadir.

Yukarida belirtilen tiim tanimlamalar Denklem (1.9)’da yerine yazilirsa i¢sel virtiiel is



W, = [du-D'CDudV (1.15)
Q
seklinde yeniden yazilabilir.

1.2.3. Sonlu Elemanlar Yonteminde Ayriklastirma

Goriildiigii gibi virtiiel is denklemi integrallerden olusmaktadir. Integral siirlarinin
parcalanabilmesi, integralin stirekli ortamin biitiiniinde yazilabildigi gibi parcalara ayrilmis
ortamlarda da yazilabilmesine olanak tamimaktadir. integral smirlari, ayrik parcalar yani
elemanlar {izerinde yazilmaktadir. Boylelikle stirekli ortamin biitiinii  iizerinde
diistinmektense eleman bazinda islemler yapilabilmektedir. Bu noktadan hareketle biitiin
tizerinde taniml koordinat, yerdegistirme, sekildegistirme ve gerilme fonksiyonlar1 eleman
tizerinde tanimli olabilmektedir. Ayrica tanimlanan bu ifadelerin gerg¢ek fonksiyonlar
bilinmemektedir. Coziime ulasabilmek i¢in gergek fonksiyonlar yerine bagka fonksiyonlar
kabul edilmektedir. Bu fonksiyonlar elemanin geometrisine bagli ve enterpolasyon 6zelligi
olan sekil fonksiyonlaridir. Sekil fonksiyonlar1 fiziksel ortamdaki eleman {izerinde
yazilabildigi gibi dogal koordinatlardaki eleman {izerinde de yazilabilmektedir. Siireci daha
sade hale getirmek amaciyla ikinci tanimlama kullanilmaktadir.

Eleman iizerinde tanimli integral sinirlar siirekli ortami1 olusturan elemanlarin farkl
konumlarindan ve geometrilerinden Otiirii degismektedir. Bu noktada bir basitlestirme
yapilarak her elemanin ayni geometriye sahip elemanlar {izerine bolge doniisiimleri ile
eslemesi yapilir. Boylelikle her eleman i¢in integral sinirlart ayni (-1, 1) olmaktadir ve yeni
koordinat sistemi, dogal koordinatlar olarak adlandirilmaktadir.

Yukaridaki agiklamalarin 1s18inda igsel virtiiel is denklemi dogal koordinatlardaki

eleman tizerinde yazildiginda

Wy, = I j j«%ue B ©CBEu"

-1-1-1

J(8)|dg,dE,dE, (1.16)



denklemine doniismektedir. Burada, B, diferensiyel operatdor olan D operatorii igindeki
fiziksel koordinatlarin dogal koordinatlar cinsinden agilmasiyla ve bolge doniisiimlerinin
uygulanmasiyla olusan operator olarak adlandirilmaktadir. 8u® ve u°, elemanin
geometrisini temsil eden noktalardaki yerdegistirme degerlerinden olusan vektorlerdir.
Denklem (1.16), bu vektorlerin integral degiskenlerinden bagimsiz olmalarindan dolay1

integral disina ¢ikarilmasi ile

11

SWy, =du-[ [ jBT(é)CB(§)|J(§)| de d&,de,u® = du’ -ku' (1.17)

int
-1-1-1

denklemine doniismektedir. Burada integral ifade eleman rijitlik matrisi, k°, olarak

adlandirilmaktadir.

1.2.4. Sekil Fonksiyonlarimin Se¢imi

Sekil fonksiyonlari, yerdegistirme, sekildegistirme, koordinat ve gerilme gibi
degerlere ait gercek fakat bilinemeyen fonksiyonlarin yerine kullanilan fonksiyonlar
olmalar1 nedeni ile SEY ’nde bagka bir kabuldiir. Bu fonksiyonlar elde edilecek ¢éziimleri
etkilemektedir. Sekil fonksiyonlarinin saglamasi gereken sartlar sdyle siralanabilir:

1. Siirekli olmalidirlar.

2. Rijit cisim hareketinde sekildegistirmenin katkis1 olmayabilir.

3. En azindan sabit sekildegistirme olusturabilmelidirler.
Yukarida siralanan ilk madde sekil fonksiyonlarinin tagimas: gerektigi gereklilik sartidir.
Yani olmazsa olmazidir. Bu sart saglanmaz ise bir noktada ayni serbeslik yoniinde iki
farkli yerdegistirmenin olusacagi anlami ¢ikmaktadir ki bu istenmeyen bir durumdur. Bu
sart ayn1 zamanda da diigiim noktalarindaki kuvvet ve momentlerin dengede olmasi
durumuna karsilik gelmektedir (Cook vd., 1989).

Ikinci maddede, yerdegistirmelerin yaklasik olarak temsilinde sekil fonksiyonlari
kullanilirken rijit cisim hareketinin ¢6ziim igerisinde barindirilmasinin gerek sart oldugu ve
rijit  cisim  hareketinin  sekildegistirmeden  kaynaklanmamasmin i¢sel  enerji
olusturmayacagi ifade edilmektedir (Kuhl ve Meschke, 2004).

Ucgiincii sart ise birincil bilinmeyenlerin yerdegistirmeler oldugu ancak baz



sekildegistirme ve gerilme gibi onlara bagl ikincil bilinmeyenlerde de arzu edilen
¢Ozlimlerin elde edilebilmesi i¢in saglanmasi gereken bir durumdur. Bu sart saglanmazsa
bulunan  yerdegistirmeler icin  sekildegistirmeler, test fonksiyonu kaynakli
sekildegistirmeler ve de bunlardan dolay1 virtiiel isin sifir olmasi durumu séz konusu

olmamaktadir (Kuhl ve Meschke, 2004).

1.3. Yerdegistirmeye Dayal Sonlu Eleman Formiil Yapisinda
Yerdegistirmelerin Temsilinin Irdelenmesi

SEY bashg altinda da belirtildigi lizere Geleneksel SEY nin birincil sonuglarinin
yerdegistirme olacagi ve sekildegistirme ile gerilme gibi ikincil sonuglarin
yerdegistirmelerin tiirevleri ile elde edilecegi diisiiniilmekedir. Bdylelikle elde edilen
sonuglarin daha dogru olabilmesi icin kullanilabilecek tek yol, sonlu elemanlar aginin
siklastirilmasi olarak goriilmektedir. Ifade edildigi gibi geleneksel olarak kullanilan sonlu
elemanlar yonteminde birincil sonuglar yerdegistirmeler olup genelde, birinci dereceden
polinomlardan elde edilen sekil fonksiyonlarinin ilgili sonlu elemanlar agindaki ayrik
noktalarin ve onlara ait tekil yerdegistirme degerlerinin bir araya getirilmesi yoluyla temsil
edilmektedirler. Boylelikle gercek ¢oziimii tek bir fonksiyon olan yerdegistirmeler sonlu
eleman noktalar1 ile bir nevi ayriklastirilmaktadir. Yerdegistirmelerin temsilinde
yerdegistirmelerin  tiirevleri olan sekildegistirme ve gerilmeler sabitlerle ifade
edilebilmektedir. Bu da ilgili agdaki elemanlarin ortak noktalarinda stireksizlikler
yaratmaktadir. Siireksizliklerin istenen seviyede kalmasi ancak sonlu elemanlar aginin
siklagtirllmas1 ve elde edilen sekildegistirme ve gerilme gibi ikincil sonuglardaki
yakinsama derecesine baglidir. Bu anlamda sonlu elemanlar yonteminin sayisal bir analiz
yontemi olmasi neticesinde farkli sikliklarda ag kullanilmasi ve elde edilen sonuglarin
yakinsaklig1 gerekli bir kosuldur.

Yerdegistirmeye dayali sonlu elemanlarda; birincil sonuglarin ikincil sonuglarin
oldugunca dogru olabilmesini saglatacak nitelikte olmasiin genel yolu yerdegistirmelerin
birinci derecede polinomlar ile temsil edilmesidir. Ikinci bir yol ise temsilde kullanilan
polinomun derecesini artirmaktir. Birinci yol literatiirde “h-yontemi” olarak atfedilirken
ikinci yol “p-ydntemi” olarak atfedilmektedir. Ugiincii bir yol olarak ise iki yontemin bir

arada kullanilmasi gosterilmektedir ve “hp-yOntemi” olarak bilinmektedir.
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1.4. Yiiksek Mertebeli Sonlu Elemanlar Yontemi Konusunda Literatiirde
Yapilan Baz1 Calismalar

Yiiksek mertebeli sonlu elemanlar konusunda, literatiirde sayica yeterince yayin
bulunmaktadir. p-yontemi ve hp-yontemin; plaklar, kabuklar, levhalar, hacim elemanlar
gibi sonlu eleman ¢esitleri i¢in literatlirde iiretilmis 0rnekleri mevcuttur. Ancak ¢cogunun
kullanim ag¢isindan polinom dereceleri belli dereceye kadar sinirlandirilmistir. Malzeme ile
geometrik bakimdan dogrusal olmayan analiz, dinamik analiz ve burukulma analizi
alanlarinda bu yontmlerin uygulamalar1 literatiirde mevcuttur. Ancak p-yontemi ile
burkulma ve dinamik analizde, genelde, plak ve kabuk elemanlarda belli polinom
dereceleri i¢in literatlir olusmustur. Ayirca, p- ve hp- yontemleri i¢in sonlu elemanlar ile
ylriitiilen sayisal analiz siirecinin kabul edilebilir sayisal modelin elde edilmesi noktasina
kadar eristirilmesi anlaminda ¢esitli hata ol¢iitleri (error norms) literatiirde verilmektedir.
Cozliimleyiciler olarak da p-yontemi ile etkin g¢alisan ¢oziimleyiciler yine literatiirde
mevcuttur. Tim literatiir 15181nda p-yonteme dayali gelistirilen ¢ogunlukla hacim sonlu
elemanlara ait ve p-yontemin gelisim siirecini de literatiirden aktaracak sekilde
orneklendirmeler yapilacaktir.

Miihendisler tarafindan 1950’lerde gelistirilen SEY ilk otuz yil h-yonteme dayali
olarak diisiiniilmiistiir. Oyleki, enterpolasyonda birinci veya ikinci dereceden olan diisiik
dereceli polinomlar ile kesin ¢oziime yakin yaklasik ¢ozlimler elde etmek i¢in ag yapilari
siklagtirllmistir. 1981 yilinda Babuska vd. (1981) tarafindan p-ydnteminin terorik tabani
kurularak ortaya atilmis ve ag yapisi sabitlendikten sonra sadece polinom derecesini
artirarak yaklasik ¢6ziimdeki hata payim azaltmaya calismislardir. Aymi yil BabuSka ve
Dorr (1981) p- ve h- yontemlerini bir araya getirmeyi denemisler ve hp-yontemi ortaya
koymuslardir. hp-yonteminde hata payini azaltmak icin hem ag siklagtirmasi hem de
polinom derecesi artimi yapilmaktadir. Nerede polinom derecesinin artirilacagi, hangi
sonlu elemanlarda siklagtirma yapilacagi bir hata tahmin etme (error estimator) algoritmast
ile yapilmistir. Serbestlik derecesi sayist bakimindan h-yontemi ve p-yontemi tek baglarina
polinom cinsinden bir yakinsama oranina sahip iken hp-ydnteminin eksponansiyel bir
yakinsama oranina sahip oldugu goriilmiistiir (Hermann, 1994).

Babuska ve Suri (1987) ¢alismalarinda, diizgiin ag ilizerinde p-yontemin yakinsama
hizinin h-yonteme gore iki kat daha hizli oldugunu sdylemektedirler. Calismalarinda iki

boyutlu ortamda homojen ve homojen olmayan smirlara sahip ortamlarda tekilligin
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(singularity) icerildigi ve igerilmedigi durumlarda p-yontemin optimum yakinsaklik
derecesini arastirmislardir.

Deuflhard vd. (1988) iki boyutlu dogrusal ikinci derece eliptik problemler ic¢in
uyarlanabilir sonlu eleman programi olusturmuslardir. Programda ayrica paralel
hesaplamada yapilabilmektedir.

Hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin p-yontemi iizerine uygulamalar1 Rabinson (1986)
ve Babuska vd. (1989) tarafindan ¢alismalarinda yapilmastir.

Szabd (1990) p-yontemin yakinsama hizinda tekilliklerin (singularities) oldugu
durumlarda da h-yontemine gore yiiksek olduguna igaret etmistir.

Szabd, B.A., ve Babuska (1991) hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin kurulumunu
dortgen ve licgen elemanlar i¢in gdstermis olup hiyerarsik kismi Legendre polinomu
yardimziyla tiretmislerdir.

Gupta vd. (1991) delikli plak problemini p-yontemi ve h-yontemi ile analiz
etmislerdir. Her iki yontem ile elde ettikleri ¢oziimler birbirine yakin dogrulukta olup
kabaca ayn1 zaman diliminde elde edilmislerdir. p-yonteminde sekizinci polinom
derecesinden onuncu polinom derecesine kadar olan ¢oziimler bir birine olduk¢a yakin
cikmiglardir. Ayrica, h-yonteminde de sekiz noktali sonlu elemanlar kullanildiginda 30
eleman ile 42 eleman dikkate alinmasiyla elde edilen sonuglar bir birine yakin ¢ikmustir.
Ancak p-yonteminde polinom derecesi sekiz ile on arasinda ¢6ziim zamani %200 artarken,
h-yonteminde 30 elemanli ile 42 elemanli arasindaki ¢6ziim zamani %40 artmistir. Bunun
nedeni olarak da p-yonteminde her iki elemandaki kenarlardan birinin egrisel olmasi,
bundan dolayi rijitlik matrisinin kapali formda degerlendirilemedigi ve rijitlik matrisinde
¢ok zaman harcandig1 belirtilmektedir.

Carnevali vd. (1993) diizgiin dort yiizlii (terahedron) elemanlar i¢in yeni bir tip
hiyerarsik fonksiyon grubu ve p-yonteminde kullanilan hizli bir ¢éziimleyici sunmuslardir.

Zumbusch (1993), uyarlanabilir sayisal bir yontem olan hp-yontemine dayali sonlu
elemanlar yonteminde, sekil fonksiyonlarinin simetrik, hiyerarsik ve yonsiizlesme (simple
coupling) gibi 6zelliklere sahip olmasinin kurgulanacak sistem matrislerinin durum sayisi
icin onemli oldugunu belirtmistir. Bunun iizerine, standart polinom vektor uzayinda
yukarida ifade edilen oOzelliklerin ayn1 anda olmadigim1 gostermis ve bu uzayin
genisletilmesi igin yeni gesit polinom tabanli sekil fonksiyonlar1 iiretmistir. Literatiirde
genisce yer alan sekil fonksiyonlari ile karsilastirma yapmistir.

Babuska ve Suri (1994) calismalarinda, p- ve hp- yonteminin karakteristiklerinden,
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ve h-yontemine gore olan farkliliklarindan bahsetmislerdir. Ornegin h-yénteminde goriilen
kilitleme etkisinin (locking effect) p- ve hp-yontemlerinde goriilmedigini diger taraftan p-
yonteminde tekillikten kaynaklanan ¢6ziimdeki kirliligin (pollution) hp-yonteminde
goriilmedigini ifade etmektedirler. Buradaki kirlilik, gerilme ve sekildegistirme
diyagramlarinda elemanlar arasindaki deger farkliliklarini isaret etmektedir (Szabd ve
Actis, 2005). Buradaki tekillik, yiikten veya keskin geometrik degisimlerden
kaynaklaniyorsa A tipi kirlilik (A-pollution) olarak adlandirilirken elemanlarin kenar
ve/veya ylizeylerinin yok edilerek sekillerinin degistirilmesinden kaynaklaniyorsa B tipi
kirlilik (B-pollution) olarak ifade edilmektedir.

Issa vd. (1994) gelistirdikleri bir yakinsama sekliyle beraber olusturduklari hp-
yontem ile dinamik analiz ger¢eklestirmislerdir.

Dey (1997), ii¢ boyutlu karmasik geometrili problem tanim alaninda ¢alisan hp-
yontemine dayali, geometride bilgisayar destekli (CAD) bilgi aligveris etkilesiminin ve
Karma Fonksiyon Yontemi (Blending Function Method) ile geometrinin tam temsiliyetinin
yapilabildigi, ¢6ziim alaninda otamatik ag yapisinin kurulabildigi bir sonlu eleman analiz
programi gelistirmistir. Programda CAD ortaminda olusturulan geometrilerdeki ¢izim
hatalar1 da ag yapisi kullanilirken dikkate alinmaktadir. Dey vd. (1997) sonlu elemanlarin
optimal yakinsama oraninda geometrideki agisal igerilmenin (rotational blend) Gnemini
orneklendirmislerdir.

Chilton ve Suri (1997), h-yontemine ve p-yontemine dayali cesitli sonlu eleman
yapilart ile elastik problemlerin analizinde gilivenilir (robust) eleman tasarimi iizerine
calisma yapmuslardir. Amaclar1 hemen hemen sikistirllamayan mazlemelerde hem h-
yontemine hem de p-yontemine dayali kilitlenme etkisinin goriilmedigi, yani, hem
yerdegistirme hem de gerilmede optimum yakinsamanin saglanabildigi bir eleman
olusturmak olmustur. Geleneksel sikistirtlamayan malzemeye yakin bir malzeme i¢in sonlu
elemanlarda gerilme alaninda p-yontemi ile dahi kilitlenme etkisi goziikmektedir. Bundan
dolay1 yazarlar karma formiil yapisimi tavsiye etmislerdir. Calismada birka¢ karma sonlu
eleman yontemi test edilmis olup, hem h-yontemi hem de p-ydntemi i¢in optimum sonlu
eleman yontemi sunulmustur. Orneklemeler, diizlem sekil degistirme problemi iizerinde
yapilmustir.

Promwungkwa (1998) polinom derecesinin sekize kadar dikkate alindig iki boyutlu
ve li¢ boyutlu elastostatik sonlu elemanlar i¢in her dogrultuda farkli polinom dereceleri ile

(non-uniform p-analysis) bir siklagtirma (p-refinement) yontemi ortaya koymustur. Ayrica
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bir gerilme hata tahmini (stress error estimate) sekli sunmustur. Ortaya koydugu
siklagtirma yontemi ve gerilme hata tahmin etme sekli ile hem hesap zamani hem de
serbestlik derecesi sayisinda kazanim saglandigini ifade etmistir.

Bertoti ve Szabd (1998) sabit ag yapisinda optimum polinom derecesi dagilimini
bulmaya c¢alismiglardir. Bu amagla p-yontemi ve hp-yontemi i¢in yerdegistirmeye baglt
tasarlanmig bir hata tahmini algoritmasi kullanmislardir.

Park ve Kapania (1998) calismalarinda sonlu elemanlarda sekil fonksiyonlarinin
temel alinarak olusturuldugu dort farkli ortogonal polinomu, ikinci mertebe tiirev denklem-
lerinden olusan baslangic deger problemlerinin ¢6zliimiinde karsilastirmiglardir. Bu
polinomlar; Legendre, Chebyshev, Hermite ve integrali alinmis (integrated) Legendre’dir.
Calismada polinom derecesi artirilarak sistem matrisinin durum sayisi ve harcanan zaman
miktarlar1 degerlendirilmistir. Integrali alinmis Legendre polinomu, en iyi durum sayisini
veren polinom olurken Hermite polinomu en kétii oldugu; Integrali alinmis Legendre
polinomu en ¢ok zaman tiiketen olurken Chebyshev polinomunun en az zaman tiiketen
polinom oldugu gosterilmistir.

Liu (1998) tezinde iki ve ii¢c boyutlu gerilme analizi i¢in p-yontemine dayali tek
olarak yerdegistirmeye dayali olmayan karma (hybrid/mixed) formiil yapisina sahip bir
sonlu elman programi gelistirmistir. Karma formiil yapisina dayali olmayan sonlu
elemanlarda cogunlukla Hu-Washizu prensibi kullanildigin1i ve bu prensipte gerilme,
sekildegistirme ve yerdegistirmenin bagimiz bilinmeyenler oldugu belirtmistir.
Yerdegistirme alani, p-yontemi icin hiyerarsik tipte sekil fonksiyonlart ile enterpole
edilirken gerilme ve sekildegistirme alanlar1 normallestirilmis Legendre polinomu ile
enterpole edilmektedir. Coziimlerde ii¢ boyutlu problemlerde, sadece yerdegistirmeye
dayali p-yontemine gore karma formiil yapisindaki p-yontemin daha az hesap zamam
harcadig1 ifade edilmektedir. Ayrica calismada egrisel sinirlarin eslenmesinde Karma
Fonksiyon Yontemi yardimiyla Lagrange tabanli hiyerarsik sekil fonksiyonlari ile
geometrik esleme gelistirilmistir. Bir boyutlu alanda polinom derecesi ikiye kadar olan
Lagrange tabanli (A novel Lagrange Approach) hiyerarsik sekil fonksiyonlar1 kurgulanmis
ve bunlarla iki ve ii¢ boyutlu sekil fonksiyonlari da olusturulmustur.

Gabbert ve Weinberg (1999), p-yoneminin, kontak veya catlak gibi h-yonteminin
mutlaka kullanilarak tekillik etkisinin giderilmesi gerektigi durumlarda da kullanilabilmesi
i¢in yeni bir yontem tipi olan pNh-yontemini ortaya koymuslardir. Bu eleman tipinde bir

agda p-yontemine gore sonlu elemanlar kullanildiginda o agin belli bir kisminda inceltme
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gerekiyorsa; o kisimin p-yontemine dayali sonlu elemanlar ile olan komsuluklarina pNh
eleman koyularak, inceltilecek kisimda h-yontemine dayali sonlu elemanlarla siklagtirma
yapilabilmektedir. pNh-yonteminin, hem iki boyutlu hem de iic boyutlu elastik
problemlerdeki uygulamalar1 ¢aligmada yapilmakta olup, ger¢cek miihendislik
problemlerinde, mutlaka yerel ag siklastirmasinin ihtiya¢ duyuldugu durumlarda biiyiik
katki saglayacagi vurgulanmaktadir.

Hoffman ve Busby (2000) calismalarinda, sonlu elemanlar yontemi ile kurulan
modellerin dogrulugunun belirlenmesinin 6nemli oldugunu belirtmislerdir. Dogrusal
elastik problemler i¢in modelin dogruluguna, elde edilen ¢oziimiin yakinsak olup olmadigi
ile karar verilebildigini, bunun i¢in genelde, sistemin sekildegistirme enerjisine bagl hata
Olciitlerinin (error norm) kullanildigini ifade etmislerdir. Ancak tekil yiiklemeler ve biiyiik
gerilme egilimlerinin oldugu problemlerde sekildegistirme enerjisine bagli hata dlgiitlerinin
etkili olmadigin1 vurgulamiglardir. Bundan dolay1 ¢alismalarinda, eleman seviyesinde L,
tipinde bir soncul hata Olgiitiiniin (posteriori L, error norm), p-yontemine dayali sonlu
elemanlarla kurulan modelin dogrulugunu tanzim etme siirecindeki etkinligini
incelemiglerdir. Bu hata 6l¢iit ¢esitinin sekil degistirme enerjisine dayali 6nciil hata 6l¢iitii
(priori error measure) ile karsilastirmasi ti¢ boyutlu alanda modellenen iki 6rnek tizerinde
yapilmustir. Onciil hata 6lgiitiiniin; birinci sebep olarak, problemin yerdegistirme sinir
kosullarin1 icermemesi, ikinci olarak, tekil yliklemelerin ve biiylik gerilme egilimlerinin
oldugu bolgelerde sadece sekil degistirme enerjisinin etkisiz olmasi, tek bagina kulanimin
yetersiz kilmaktadir. Caligsmada iki hata 6l¢iitiinlin beraber kullanilmasinin faydali oldugu;
onciil hata 6l¢iitiin gelecek ¢6ziim i¢in bilgi almada, soncul hata dl¢iitiiniin mevcut ¢6zim
hakkinda bilgi almada kullanilmas1 gerektigi; iki 6l¢iitiin sundugu sonuclarda uyumsuzluk
olmasi halinde soncul hata 6lgiitiine giivenilerek islem yapilmasi gerektigi belirtilmistir.

Duarte vd. (2000) calismalarinda, genellestirilmis sonlu elemanlar yontemini
Ozetlemisler ve ii¢ boytlu karmasik mekanik problemlerde geleneksel sonlu elemanlar
yontemi {izerine olan artilarin1 gostermislerdir. Genellestirilmis sonlu elemanlar
yonteminin p-yontemine dayali sonlu elemanlardan farkinin, eleman seviyesinde yapilan
enterpolasyonlarinin  sistem seviyesinde enterpolasyon Ozelligini saglayacak sekle
getirilmeleri olarak ifade etmislerdir. Elastik problem tizerinde her iki yonteme gore rijitlik
matrislerinin yapist ve basarimlar1 ¢alismada karsilastirilmistir. Diizgiin dort yiizliilerle
olusturulan ag yapisinda ortotropik polinom derecesi artirma teknigi de ayrica verilmistir.

Strouboulis vd. (2001) geleneksel sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilmesi pratik olarak
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imkansiz olan karmasik bir problem alani {izerinde genellestirilmis sonlu elemanlar
yontemiyle pilot bir uygulama yapmiglardir.

Diister (2001), ince ve kalin cidarli malzemece dogrusal olmayan yapilar i¢in {i¢
boyutlu sonlu eleman formiil yapisi sunmustur. Malzeme modelleri olarak, sekil degistirme
teorisini (deformation theory) ve akis teorisini (flow theory) dikkate almistir. Caligsmada ii¢
boyutlu sonlu elemanlarda yerdegistirme alanindaki her {i¢ eksende farkli polinom
derecelerinin  kullanilabilecegi izotrop olmayan (anisotropic) sekil fonksiyonu
olusturalabilmektedir. Es olmayan sekil fonksiyonu yapist ile {i¢ boyutlu plak ve kabuk
benzeri eleman kurgulanabilmektedir. Ornekler iizerinde p-yontemi ve h-ydntemi
karsilastirilmaktadir. Diister vd. (2001) ¢alismalarinda ayrintili olarak p-yontemine dayali
sonlu eleman programu ile bilgisayar destekli tasarim (CAD) programinin nasil bir bilgi
alig veriginde blundugunu gostermis ve ii¢ boyutlu ile iki boyutlu elemanlarla sayisal
ornekler lizerinde statik analiz yapmuistir.

Rank vd. (2001) p-yonteminin her agidan h-yontemine olan artilarinin altin1 ¢izmek
icin dogrusal olan ve olmayan analizler ile paralel olarak statik analiz ger¢eklestirmislerdir.

Ainsworth ve Coyle (2002) hiyerarsik tabanli diizgiin dort yiizlii sonlu eleman
kurgulamislardir. Diizglin olmayan ag yapisinda elemanlar arasinda siirekliligi saglamak
amaciyla bir yaklagim belirtmiglerdir.

Sert (2003), sikistirilamayan Navier-Stokes ve 1s1 iletimi denklem c¢oziimleri igin
klasik Galerkin yontemine dayali siirekli formiil yapisindan hareketle siirekli olmayan
formiil yapisinda Spektral Eleman algoritmasi gelistirmistir. h- ve p-yontem tipinde stirekli
olmayan formiil yapisindaki elemanlarin ortak ¢alismalar1 i¢in Smirlandirilmis Yaklagim
yontemini (Constrained Approximation Method, CAM) ve Karma Eleman yo&ntemini
(Mortar Element Method, MEM) kullanmistir. Bu ¢alismanin odak noktasi olarak h- ve p-
tipinde elemanlar i¢in siirekli olmayan yiizeylerde nasil iglem yapildiginin anlatiimasi
vurgulanmustir. Calismada, Spektral Eleman yontemi ile p-yonteme dayali sonlu eleman
yonteminin farki da belirtilmistir. p-yontemine dayali sonlu elemanlarda esit aralikli
ayriklagtirma tizerine kurulmus hiyerarsik sekil fonksiyonlar1 kullanilirken Spektral
Eleman yonteminde Gauss-Lobatto integral noktalarinda kurgulanan Lagrange polinomu
tabanl sekil fonksiyonlar1 kullanilmaktadir.

Houmat (2004), es yarigapl ve tek egrilikli dairesel yiizeylere sahip hiyerarsik sonlu

elemanlarin serbest titresim analizini gergeklestirmistir. Yerdegistirme alaninda belli bir
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derecedeki degistirilmis Legendre polinomu tabanli hiyerarsik sekil fonksiyonlari ile
enterpolasyon yapilmaistir.

Szabo ve Actis (2005), ayriklastirma ve modellemedeki basitlestirme hatalar1 icin
kontrol etme mekanizmasi sayesinde uyarlanabilir sekilde geri doniik besleme yapmayz,
modelin dogrulanmasi ve gecerlilik kazanmasi siirecini tartigmiglardir. Bu siiregte sonlu
elemanlar uzayinin ardisik kurgulanmasini saglayan hiyerarsik yapinin algoritmasi verilmis
ve Ornekler sunulmustur.

Rank vd. (2005), ince cidarl yapilar1 p-yontemine dayali sonlu elemanlar yontemi ile
analiz etmislerdir. Hiyerarsik tipte bir kabuk eleman ile bir dogrultuda sekli inceltilmis
kabuk benzeri bir hacim eleman gelistirmiglerdir. Egrisel geometrili ince cidarli yapilar
tizerinde gelistirdikleri elemanlar1 irdelemisler ve her iki sonlu eleman tipinin kullanislt
olduklarin1 gostermislerdir.

Rank vd. (2006), p-yontemine dayali sonlu elemanlar ile otomotiv sanayisinde ¢ok
kullanilan bir iiretim sekli olan metale sekil verdirme isleminin analizini gergeklestirmistir.
Bu islemi ii¢ boyutlu izotrop olmayan sonlu elemanlar ile geometrik dogrusal olmayan
analiz ile gergeklestirmislerdir.

Rachowicz vd. (2006), tam otomatik uyarlanabilir hp dayali ag inceltme stratejisinin
tic boyutlu uygulamasini yapmislardir. Bu stratejinin ana temas1 sabit serbestlik derecesi
diizeniyle enterpolasyon hatasini en aza indirgemekten ge¢mektedir. Once kaba bir ag
tizerinde h-yontemine gore diizglin bir ag inceltmesi ve p-yontemine gore de uygun bir
polinom derecesine kadar artim yapilarak iyi bir ag kurulmaktadir. Sonra, calismada
dikkate alinan coziimleyicide, iyi ve kaba agdan faydalanilarak kurulan hata tahmin
yapisiyla kaba ag, iyi olan aga esdeger olana kadar islem silsilesi devam ettirilmektedir.
Elde edilen nihai ag yapisi en uygun ag yapisi olarak elde edilmis olmaktadir.

Tews ve Rachowicz (2009), kiris ve ince cidarli yapilar1 otamatik uyarlanabilir hp-
yontemine dayali ti¢ boyutlu sonlu elemanlar ile ¢c6zmeyi denemislerdir. Kullanilan sonlu
elemanlar yontemi, agdaki serbestlik derecesi sayisimi degistirmeden enterpolasyondaki
hatay1 en aza indirgemek i¢in spektral polinom derecesini ve diizglin olmayan ag yapisin
(h-yontem) ayarlama silsilesinden olugmaktadir. Calismada enerji tabanli ve amag
Ongoriilii uyarlanabilir hp-yontemi de incelenmis olup bir ¢ok miihendislige ait 6rnek
tizerinde uygulamalar yapilmistir.

Szabd ve Actis (2009) modellemenin adimlarinin neler oldugu ile p-yonteminin

sonlu elemanlar ile modellemedeki 6nemi ve rolii lizerine bir ¢alisma yapmistir. Caligmada



17

hiyerarsik 06zellikteki p-yontemin, kullanici miidehalesi olmadan analiz kapsaminda
istenilen analiz argiimanlarinin (en biiyiik gerilme, en biiyiik yerdegistirme, vb.) serbestlik
derecesinden biiylik oranda bagimsiz sekilde elde edilmesini miimkiin kildig:1 ifade

edilmistir.

1.5. Yiiksek Mertebeli Sonlu Elemanlar Yontemi ve Yerdegistirmenin
Enterpolasyonu

Yerdegistirmelerin bilinmeyen oldugu sonlu elemanlar yonteminin kullanildigr bir
stirecte, elde edilen sonucglarin dogruluk paymin artimi (yakinsama derecesi); geleneksel
olarak, problem tanim alanindaki eleman sayisinin artirilmasiyla yoluyla gerceklestiril-
mektedir. izlenen bu ydntem beraberinde hesap yiikiiniin artmasinin yani sira problem
tanim alaninin her defasinda yeniden tanimlanmasma (ag siklastirilmasi), dolayisiyla,
analiz 6ncesi hazirlik siirecinin uzamasina neden olmaktadir.

Kullanilan sonlu elemanlar yontemiyle elde edilen sonuglarin dogruluk payinin
artimi, sadece yukarida ifade edilen ve h-yontemi olarak adlandirilan yontemin yani sira
farkli yaklasimlara dayali yontemlerle de yapilmaktadir. Bu yontemlerden biri, problem
tanim alaninin yeniden tanimlanmasina ihtiya¢ duymayan; onun yerine, temsilde eleman
tabanli enterpolasyon yapmak amaciyla kullanilan sekil fonksiyonlarinin polinom
derecelerinin artirilmasini prensibinin kullanildig1 “p-yontemi”dir. Bu yontem geregi, elde
edilecek ¢oziimiin dogruluk payimnin artimi, sadece baslangigta tanimlanan problem tanim
alanindaki (sonlu elemanlar agindaki) elemanlara ait sekil fonksiyonlarinin polinom
derecesinin yiikseltilmesi ile iligkilidir. Dolayisiyla problem tanim alanin yeniden
tanimlanmasina ihtiya¢ yoktur.

Bazi problemlerin karakteristigine bagli olarak h-yontemini veya p-yontemini
kullanmak, istenen hassasiyette sonu¢ vermeyebilir. Bu durumda bir diger yontem olarak
her iki yontemin bir araya geldigi hp-yontem kullanilabilmektedir. Bu yontem de ise
baslangigtaki problem tanim alaninda bir dereceye kadar polinom derecesi
yiikseltilmektedir. Eger memnun edici sonu¢ alinmaz ise problem tanim alani1 yeniden
tanimlanarak tekrar polinom derecesi yiikseltme yoluna gidilerek ¢6ziim aranmaktadir.

Polinom derecesinin yiikseltilmesine (p-yontemi) dayali sonlu elemanlar yontemleri
“yiiksek mertebeli sonlu elemanlar yontem”leri olarak da adlandirilmaktadir. Bu yontemler

de kendi aralarinda kullanilan polinomlarin 6zelliklerine ve bu polinomlarin kullanim
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sekillerine gore cesitlendirilmektedir. Bu polinomlara 6rnek olarak Lagrange polinomu
verilebilir. Bu polinom yapis1 geregi, ilgili polinom derecesine kadar Pascal liggeninde tiim
terimleri icermektedir ve bundan Otiirli kararli (stabil) ¢Oziimler sunan sonlu eleman
kurulmasini saglamaktadir. Diger taraftan Pascal tiggenindeki terimlerden belli bir kismi
kullanilarak da polinomlar iretilebilir. Buna ornek olarak da serendipity yaklasim
verilebilir. Bu yaklasimda Lagrange polinomunun yliksek dereceli terimleri atilmaktadir.

Yiiksek mertebeli sonlu elemanlar yontemlerinde yinelendigi gibi, ¢6ziimiin
dogruluk paymin artirilmast polinom derecesinin artirilmasini gerektirmektedir. Bu
anlamda her polinom derecesinin artirilmasinda sekil fonksiyonlarinin yeniden kurulmasi
gerekmektedir. Bu durum polinomlarin hiyerarsik sekilde diizenlenmesi durumunda soz
konusu olmamaktadir. Hiyerarsik diizen, polinom derecesi artirildikca her zaman bir
onceki kurulumu muhafaza eder sekilde sekil fonksiyonlarini kurmay1 saglamaktadir.

Problemde ag yapisinin veya polinom derecesinin mertebesinin sistem diizeyinde
veya eleman diizeyinde hata tahmin calismalar1 yapilarak kontrol mekanizmalarinin
oldugu, ag siklastirmasi veya polinom derecesi arttiminda kullanici miidehalesinin olmadig1
sonlu elmanlar yontemleri, “uyarlanabilir sonlu elemanlar yontem”leri olarak
adlandirilmaktadir.

Yukaridaki bilgiler 1s181inda elde edilen sonucun dogruluk payinin artirilmasinda
bircok yontemin kullanildigi ve bu yontemlerin bu esnada bir kademe hesap yiikiinii

azalttig1 goriilmektedir.

1.5.1. Yiiksek Mertebeli Sonlu Elemanlar Yonteminde (p-Yontemi)
Enterpolasyon Fonksiyonlar:

p-yontemi, problem tanim alaninda elemanlar {izerinden yapilan enterpolasyon
isleminde daha etkili bir enterpolasyon fonksiyonu kurulumunun polinom derecesinin
artirllmasi1 ile yapildigt bir yakinsatma yontemi olarak tanimlanabilir. Kullanilan
polinomlara (Lagrange, serendipity, vb.) ve polinomlarin kullanilma sekillerine (hiyerarsik
diizenleme) gore ¢esitlenebilir. p-yontemine gore yakinsamanin saglatilmaya calisilacagi
diizlem ve hacim sonlu elemanlar1 i¢in Lagrange, serendipity tabanli sekil fonksiyonlar ile
Lagrange ve Legendre polinomlarina dayali hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin kurulumu

ilgili alt bagliklarda anlatilmaktadir.
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1.5.1.1. Lagrange Polinomu Tabanh Sekil Fonksiyonlarinin Kurulumu

Sekil fonksiyonlarmin {iretiminde ¢esitli polinomlar (Zienkiewicz, 1989; Bathe,
1996) kullanilmaktadir. Bunlardan birisi de Lagrange polinomudur. Lagrange polinomu
belli bilinen degerlere gore enterplosyon 0Ozelligini de barindiracak sekilde iic boyutlu

elemanlar i¢in

p+l1 Ni & 3 p+1 p+1 p+l
N'(¢) = ! (&1,8,,85) ]k:[ il ];[ éz 1:[ é3
[€,E,,8;]1€(-LD) (1.18)

seklinde yeniden diizenlenerek sekil fonksiyonuna doniistiiriiliir. iki boyutlu elemanlar i¢in

sekil fonksiyonu Denklem (1.18)’de {igiincii eksene ait ifadeler kaldirilarak

p+1 p+1

N'(§,&,) = H él lj &2 ,[€,E,]e(=11) (1.19)

k;tl m#i

seklinde elde edilir. Benzer sekilde bir boyutlu elemanlar i¢cin de sekil fonksiyonu

Denklem (1.18)’de hem ii¢lincli hem de ikinci eksene ait ifadeler kaldirilarak

p+1

N'(§)) =

, [§]e(=L1) (1.20)

k¢1

seklinde elde edilir. Burada, p, polinomun derecesini; &, dogal koordinatlardaki eksenlere
gore koordinatlar1 gostermektedir. Lagrange tabanli sekil fonksiyonlari ile enterpolasyon

fonksiyonu

F(E)=Y " Nff (1.21)

seklinde tanmimlanmaktadir. Burada, F, enterpolasyon fonksiyonu; f°, problem tanim
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alaninda tanimlanacak enterpolasyon icin gerekli noktalardaki degerlerdir. Programda
dikkate alinan sekil fonksiyonu Lagrange yaklasimina gore iiretilmis p+1’inci dereceden
bir polinomdur. Bu enterplasyon fonksiyonu, geometri ve yerdegistirme tanim alaninin
enterpolasyonunda kullanilabilir. Oyle ki; ilgili fonksiyonun, yerdegistirme tanim alaninin
enterpolasyonunda kullanilirken yakinsama sartlarinin saglandigina dikkat edilebilir.
Ciinkii ilgili fonksiyon hem rijit 6telenmeye karsilik gelen sabitler igerirken hem de
sekildegistirmenin de yerdegistirme dogurabilmesi i¢in en azindan gereken dogrusal
terimleri igermektedir. Boylelikle enterpolsayon alaninindaki her noktaya ait tek deger elde
edilebilir. Ayrica yerdegistirmenin enterpolasyonunda nokta degerlerinin sadece noktasal
yerdegistirme degerleri oldugu diisiiniiliirse, ilgili enterpolasyon fonksiyonu gegerli oldugu
tanim alanina komsu diger alanlarla olan smurlarinda C° siireklilik (elemanlar arasi

uyumluluk) sartini saglayabilecegi dngoriilebilir.

1.5.1.2. Serendipity Yaklasimi ile Lagrange Polinomu Tabanh Sekil Fonksiyonu
Kurulumu

Lagrange polinomu yapis1 geregi, ilgili polinom derecesine kadar Pascal iiggenindeki
tiim terimleri Sekil 1.1°de gorildiigii gibi icermektedir. Bu terimler arasinda ilgili polinom
derecesine gore Pascal liggeninde bazi terimler ihmal edilerek polinomlar tiretilebilir. Buna
ornek olarak serendipity yaklasimi verilebilir. Bu yaklasimda Lagrange polinomunun
yuksek dereceli terimleri kullanilmamaktadir.

Serendipity yaklasimina gore istenilen polinom derecesi i¢in (bkz. Sekil 1.1) ilgili
polinom terimleri segilir ve her bir polinom terimine de bir bilinmeyen katsay1 atanarak
toplam1 aliir. Elde edilen polinomun katsayilarini bulmak i¢in enterpolasyon isleminin
gerseklestirilecegi her noktanin konum bilgisinden hareketle katsayilarin bilinmeyen
oldugu bir denklem takimi kurulur. Daha sonra bu denklem takimi her bir sekil fonksiyonu
icin ¢oOziilerek her noktanin kendisine ait sekil fonksiyonu kurulur. Bu enterpolasyon
fonksiyonu da yukarida dile getirilen yakinsama sartini saglayabilecek durumda

oldugundan kendisi ile kurulacak sonlu eleman C° siireklilik sartin1 yerine getirebilir.
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Sekil 1.1. iki boyutlu bir problem tanim alan1 i¢in Lagrange polinomu ve serendipity
yaklasimi ile {iretilen polinoma ait polinom terimlerinin Pascal iicgeninde
gosterimi

Tez kapsaminda dikkate alinan serendipity yaklagiminda; orta noktalarin iiretimi,
istenilen polinom derecesine gore iretilebilecek sekilde genel bir algoritma
kurulamadigindan yapilmamaktadir. Yani polinom derecesi arttikga sadece kenar
noktalarda iiretim olmaktadir. Orta nokta iretilmemesi elde edilecek coziimler igin
yakinsama acisindan bir yavaslamaya neden olabilmektedir. Ancak diger sekil
fonksiyonlart ile iiretilen sonlu eleman modellerine gore serbestlik sayisinin polinom
derecesine gore artim hizi diisiikk oldugundan bu yaklasim kullanilabilir olarak kabul
edilebilir. Sekil 1.2°de Lagrange tabanli polinom ve serendipity yaklasimina gore elde
edilen sekil fonksiyonlarinin iiretildigi elemanlarin nokta diizeni, bir, iki ve ii¢ boyutlu

elemanlar i¢in gosterilmektdir.
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Lagrange polinomu Serendipity yaklagimina
tabanli sonlu eleman gore sonlu eleman
i+1 +1 1 i+1 +1
Bir boyutlu o-o-o 1. ° Hp o—o—o—o—o—o—op
& £
Iki boyutlu T T
1 i+l ptl 1 i1 p+tl
. ptl
Ug boyutlu

k+1

1
i1 ptl

Sekil 1.2. Lagrange polinomu ve serendipity yaklasimina gore bir, iki ve ii¢ boyutlu
sonlu elemanlar i¢in nokta diizeni gosterimi

1.5.1.3. Hiyerarsik Diizende Sekil Fonksiyonu Kurulumu

Polinom derecesi artirilarak yakinsama saglanmasi amacglandiginda her polinom
derecesi artiminda yeni kurulacak sekil fonksiyonlar1 kurulurken mevcut olan sekil
fonksiyonlar1 degistirilmek zorunda kalinmaktadir. Ancak hiyerarsik diizende sekil
fonksiyonlar1 kuruldugunda, polinom derecesi artirildik¢a her zaman bir 6nceki kurulum
muhafaza edileceginden sadece yeni sekil fonksiyonlarinin kurulumu yapilacaktir. Tez
kapsaminda iki tiir hiyerarsik diizene sahip sekil fonksiyonu (hiyerarsik sekil fonksiyonu)
tiretilecektir. Birincisi Lagrange polinomu; ikincisi ise Legendre polinomu tabanh
olacaktir.

Hiyerarsik sekil fonksiyonlari, enterpolasyon ozelligini tam olarak saglayacak

bigimde taban olarak ifade edilen sekil fonksiyonlari {izerine kurulmaktadir. Oyle ki, iki
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boyutlu alanda taban sekil fonksiyonlar1 dort kdse noktali bir dortgen tanim alanina ait
Lagrange polinomu tabanli sekil fonksiyonlar1 olabilir. Taban sekil fonksiyonlar1 nokta
degerler iizerinden tam enterpolasyon oOzelligini saglayacak sekilde kurulmustur. Bu
fonksiyonlar {izerine kurulacak olan hiyerarsik diizendeki sekil fonksiyonlari, nokta
degerler yerine kenar degerlerin tanim alam1 {izerine enterpolasyonunu yapan
fonksiyonlardir. Kenar degerlerden kasit, kenarlarin egriligini artiracak yiiksek mertebeli
tiirev bilgileridir. Ayrica polinom derecesinin dort ve dordiin iistiinde olmasi1 durumunda
polinom biitlinliigiinii tamamlamak amaciyla yiizey degerler de tanimlanir. Yiizey degerler
de kenar degerlere benzer olarak yiizeyin egrilik yetenegini artiracak yliksek mertebeli
tiirev bilgileridir.

Genel olarak hiyerarsik diizen, her iki boyutta -1’den +1°e kadar olan bir tanim alani
tizerinde dort kose noktadan olusan iki boyutlu bir dortgen enterpolasyon alani igin

Denklem (1.22) ve Sekil 1.3 yardimiyla asagida ifade edilmektedir.

1 i11 23 4
(p=D=N"=_(1+&5 )(1+8&,),| i |=|1 2 1 2
k| |11 2 2]
j 1 2 3 4]

N Y k| |1 221 , g =(-1),t=1,2,
(p=2)=N, _2(1+§mgm)¢i(§n), I P J{2<i<pt, & E el (1.22)
n| [1 21 2

int_ 2Si§p—2
9= =060 2

Burada, N" | taban sekil fonksiyonlarina ait dért kdse noktanin sekil fonksiyonlarini; NiEj ,

kenarlarin yiiksek mertebeli tlirev bilgilerine karsilik gelen sekil fonksiyonlaring; N‘;}“,

ylizeylerin yliksek mertebeli tiirev bilgilerine karsilik gelen sekil fonksiyonlarini; ¢,

yiiksek mertebeli tiirev bilgilerine karsilik gelen bir boyutlu fonksiyonu ifade etmektedir.
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Sekil 1.3. Iki boyutlu hiyerarsik diizende dortgen
enterpolasyon alani

iki boyutlu alanda hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin dzetle nasil elde edilecegi bu sekilde
Ozetlenebilir. Bu noktadan sonra iki boyutlu tanim alaninda hiyerarsik sekil fonksiyonlarini
kurmak i¢in bir boyutlu tanim alaninda hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin kurulmasi ve
yukaridaki esitlik ile iki boyutlu uzaydaki temsile gecilmesi gerekmektedir. Iki boyutluya
benzer olarak ii¢ boyutlu uzayda da hiyerarsik diizen 6rneklenebilir. Bu durum her {i¢
boyutta -1’den +1’e kadar olan bir tanim alan1 tlizerinde sekiz kdse noktasindan olusan ti¢
boyutlu bir dortgen prizma enterpolasyon hacmi i¢in Sekil 1.4 ve Denklem (1.23)
yardimiyla agagida ifade edilmektedir.

Sekil 1.4. Ug boyutlu hiyerarsik diizende dortgen prizma
enterpolasyon hacmi
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Burada, N, taban sekil fonksiyonlarina ait dért kdse noktanin sekil fonksiyonlarini; N,

kenarlarmn yiiksek mertebeli tiirev bilgilerine karsilik gelen sekil fonksiyonlarini; N

yilizeylerin yiliksek mertebeli tiirev bilgilerine karsilik gelen sekil fonksiyonlarini; N‘lj‘li ,
hacimin yiiksek mertebeli tiirev bilgilerine karsilik gelen sekil fonksiyonlarni; ¢, yliksek

mertebeli tiirev bilgilerine karsilik gelen bir boyutlu sekil fonksiyonunu ifade etmektedir.
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a) Lagrange Polinomu Tabanli Hiyerarsik Diizende Sekil Fonksiyonu Kurulumu
Lagrange polinomu kullanilarak hiyerarsik diizende sekil fonksiyonlarinin
tiretiminde Karma Fonksiyon (Blending Function) Yontemi ve Taylor serisi agilimindan

faydalanilmaktadir. Bu durumda

O e R e RO M T G ER ET:E S ()

seklinde Lagrange polinomu tabanli hiyerarsik agilima sahip bir enterpolasyon fonksiyonu

elde edilmektedir. Burada, hiyerarsik kisim

N, (&)= F = N‘(_l.?i ~No(l) } Ee(-11),i=23,... (1.25)
1

seklinde ifade edilmektedir. Denklem (1.24)’deki enterpolasyon fonksiyonu bir boyutlu
tanim alaninda birinci dereceden Lagrange polinomuna dayali taban sekil fonksiyonlari
lizerine hiyerarsik kismin eklendigi bir fonksiyon gibi goriinmektedir. Oyle ki, bir boyutlu
hiyerarsik sekil fonksiyonunu ifade eden Denklem (1.25), Denklem (1.22)’deki

¢ fonksiyonu olarak alinarak iki ve {i¢ boyutlu tanim alanlarinda Lagrange polinomu

tabanli hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin elde edilmesinde kullanilmaktadir.

b) Legendre Polinomu Tabanli Hiyerarsik Diizende Sekil Fonksiyonu Kurulumu
Legendre polinomu Legendre diferansiyel denkleminin ¢oziimii olup ortogonallik
Ozeligine sahiptir. Ortogonallik o6zelligi de hiyerarsik ac¢ilima olanak vermekte olup
hiyerarsinin olmasi ortagonallik 6zelliginin olacagini veya ortagonallik 6zelliginin olmasi
hiyerarsikligin olacagini garanti etmemektedir. Mevcut taban sekil fonksiyonlarini
degistirmeden Legendre polinomunun dogrudan sekil fonksiyonu olarak kullanilmasi
miimkiin olamamaktadir. Bundan dolay1 enterpolasyon sartlar1 saglatilacak sekilde

Legendre polinomundan uygun hiyerarsik sekil fonksiyonu
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2i—1¢ 1 .
¢, (&) = 1/T_flLil(X)dx = ﬁ(h(i) -L,(9), Ee(-1,D),i=2,3,...  (1.26)

seklinde elde edilmektedir. Burada, Legendre polinomu

L.(&) = %j—&(& 1y, (1.27)

ile tliretilmektedir. Denklem (1.26)’da verilen bir boyutlu tanim alanindaki hiyerarsik
kistmi  Denklem (1.24)’deki enterpolasyon fonksiyonunun hiyerarsik kismi yerine
kullanilabilir.

Legendre polinomunda bulunan ortogonallik 6zelligi, sadece hiyerarsik diizenlemeye
olanak saglaylp kazanim saglamamakta; ayrica, matrislerin icerisindeki terimlerin
dagilimindaki pay1 daraltip sifir yapmaktadir. Yani neredeyse tiim terimleri sifirdan farkl
olan bir matris; kdsegen matris haline getirilmektedir. Bu durum rijitlik matrisi ve sekil
fonksiyonlar1 arasindaki iligki diisiiniilerek de yorumlanabilir. Sekil fonksiyonlari, eleman
rijitlik matrislerini dolayisiyla sistem rijitlik matrislerini sekillendiren temel &gelerden
biridir. Oyle ki; her bir sekil fonksiyonu rijitlik matrisindeki bir serbestligin katkisim
ortaya koydugundan, 6zde onlarin birebir carpimlari rijitlik matrisini olusturmaktadir.
Dolayisiyla rijitlik matrisinin sifirdan farkli terimlerinin dagilimi sekil fonksiyonlarinin
ortogonallik 6zelligine baglidir. Eger sekil fonksiyonlart ortogonal olursa rijitlik matrisi
kdsegen olacaktir.

Ortogonallik 6zelliginin matrisleri diyagonallestirmesinin en biiyiik faydasi, daha
sonra o matrislerle yapilacak olan matris islemlerde gériilmektedir. Ornegin, rijitlik matrisi
kurulduktan sonra bilinmeyenlerin bulunmasi i¢in yiik vektorl ile tersinin carpilmasi
gerekmektedir. Matris tersini alma isleminin saglhkli ve tekillik olusturulmadan
yapilabilmesi, matrisin homojenligi, yani, tekil ¢6ziim verebilme yetenegi ile ilgilidir.
Ortogonal Ozellige sahip sekil fonksiyonlar1 ile olduk¢a diyagonal bir eleman rijitlik
matrisi, dolayisiyla, sistem rijitlik matrisi elde edilebileceginden daha sonra bilinmeyenler
elde edilirken tekillik ile karsilasma olasiligi o denli az olacaktir. Bu anlatim 1s181inda
ortogonallik 6zelliginin sagladig: yararlar bir boyutlu bir 6rnek tizerinde gosterilecektir.

Bir matrisin durumu o matrisi olusturan degerlerin matematiksel olarak islem gérme

giiciinii gosterir. Bu baglamda durum sayisi, k, o matrisin en biiylik 6zdegerinin, A en

max ?
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kiigiik 6zdegerine, A ., bolimi ile belirlenmektedir. Durum sayisi en iyi durumda “1”e

esit olurken matrise bagl olarak daha biiyiik degerler de alabilmektedir. Rijitlik matrisinin
durum sayisi, sekil fonksiyonlarina dayali kurulan rijitlik matrisinin terim diizenine ait
bagsarima dair bir 6l¢iit olarak diisiiniilebilir.

Her noktasinda dogrultusu boyunca serbestligi olan ve yine dogrultusu boyunca

diizgiin yayili yiikke maruz kalan bir c¢ubugun tanimi (Dister, 2001) Sekil 1.5’de

gosterilmektedir.
U, u,
. -—
f(x) ° °
1 }_> g 1
R L L
u, u, u; u, Uy U, U, Ug U
— ™ X EA e e e e e

L [ 4 L L L L L L L L ]

A
Y

EA=L=1, f(x)=-Sin(8x)

Sekil 1.5. Bir p-elaman ve sekiz h-eleman ile ayriklastirilmig bir elastik ¢ubuk

Bu problemin kesin ¢oziimii
U,on(X) = —Lsin(Sx) + l(:os(8)x (1.28)
kesin 64 8 :

seklindedir (Diister, 2001). Sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziiliirken yerdegistirme tanim

alani

Uge(8) =N, (©)uf + N, (&)us + 277 Ny a (1.29)
bagintisi ile ayriklastirilirken geometrik tanim alani

x=Q(8) = N,(Ox, +N,(9)x, (1.30)

bagintisi ile ayriklastirilsin. Burada; x,=0, x,=L dir. Buna gdre eleman rijitlik matrisi,
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p-elemanlarin kullanilmasi ve sistemin tek elemana sahip olmasindan otiirli sistem rijitlik

matrisi olarak

(1 =10 0 0 0 0 0 O]
-1 1. 0000000
0 02000000
1 0 0 0200000
Ke=£IEAM%dé= 0 0 0020000 (1.31)
L g dg
0 0 0002000
0 0 0000200
0 0 0000020
0 0 00000 0 2]
seklinde elde edilmektedir. Dis yiik vektorii ise
Ll
Y= [ N@F(x(©)dg
2 (1.32)

= [—0,1095 —-0,0336 —0,0269 —0,0714 0,0811 0,0433 —0,0230 —-0,0073 0, 0026]T

olarak bulunmaktadir. Sinir kosullarida, U(0) = U (0) =u, =0 seklindedir (bkz. Sekil

1.5). Bu kosullar altinda sekize kadar her polinom derecesi i¢in elde edilen sayisal ¢6ziim
ile kesin ¢6ziim Sekil 1.6°da verilmektedir. Ayrica polinom derecesinin artiritlmasinin yani
sira geleneksel sekilde elemanlara boliinmesiyle (h-yontemi) de elde edilen ¢6ziim Sekil
1.7°de sunulmaktadir.

Sekil 1.6’da problemin sadece bir eleman ile modellendigi durumda serbestlik
derecesi sayisinin sadece polinom derecesinin artirilmasi ile arttig1 (p-yontemi) ve polinom
derecesi sekiz oldugunda ¢ubuk boyunca sayisal olarak elde edilen yerdegistirmenin kesin
¢ozilime tam olarak yakinsadig1 goriilmektedir. h-yontemi ile beraber ayni sayida serbestlik
sayisinin kullanilmasina ragmen kesin ¢6ziime yakinsama hizi Sekil 1.6’da p-ydnteminin
kullanildigr duruma gore ¢cok daha yavas olmaktadir (bkz. Sekil 1.6 ve Sekil 1.7). Kesin
¢Ozlime yakinsama, p-yonteminde sekiz serbestlik derecesi ile elde edilirken h-yonteminde

seksenbir serbestlik derecesi (seksen eleman) kullanildiginda ancak elde edilebilmektedir.
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Kesin ¢oziim — Yaklasgik ¢6ziim
" 7\
-0.005) ) [ \\\
TN/
b) p=2
\ o oo o
\\\ 0.01| -0.01| -001
\ 1N\ . -
ooq S ocd oo
e) p=5 f) p=6 g) p=7 h) p=8

Sekil 1.6. Polinom derecesi birden sekize kadar, p-eleman ile yapilan modelleme sonucu
elde edilen yerdegisirmenin ¢ubuk boyunca degisimi

Kesin ¢0zim — Yaklasik ¢6ziim
“1 N\ N\
0005} \\ y / \\ 0,005} \\ /
oot \ / \\\ ool \ //
\ -0.015¢ /

=\ LT\
-0.025¢ \\\ 0.025¢

a) h=1/1 b) h=1/2

0 0z 04 06 08 1

1) h=1/80

Sekil 1.7. Birden sekize kadar ve 80, h-eleman ile yapilan modelleme sonucu elde edilen
yerdegisirmenin ¢ubuk boyunca degisimi
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Her iki yontemin bir arada kullanilabildigi hp-yonteminde ise hem eleman sayis1 hem de

polinom derecesi artirilabilmektedir. Bu durum Sekil 1.8’de sunulmaktadir.

Kesin ¢oziim Yaklasik ¢6zim
a) h=1/2, p=7, b) h=1/3, p=6, c) h=1/4, p=4, d) h=1/8, p=3,
S.D.S=15 S.D.S =19 S.D.S=17 S.D.S.=25
S.D.S.: ’“‘“
Serbestlik Derecesi o

-0025f

-00af

d) h=1/20, p=2,
S.D.S.=41

Sekil 1.8. Farkli sayida h-eleman ve farkli polinom derecesinde p-eleman ile yapilan
modelleme sonucu elde edilen yerdegisirmenin ¢ubuk boyunca degisimi

Bu sekilde uygun polinom derecesi ve eleman sayisi ciftlerini bulmak igin
gerceklestirilen analiz serilerinin kesin ¢6ziim ile tamamen eslestigi ilk andaki sonuglar
verilmektedir. Buna gore elde edilen ¢oziimiin kalitesi degismeyecek sekilde eleman sayisi
artirildikea ihtiya¢ duyulan polinom derecesi azalmakta ve bunun terside dogru olmaktadir.
O iligki, her ne kadar dogrusala yakin goziikse de “dogrusaldir” demek serbestlik derecesi
sayist acisindan miimkiin degildir. Esdeger sonucu daha sik eleman ag1 ve daha diisiik
polinom derecesi ile bulma yolu (yani h-yonteme yaklastik¢a) gittikce ivmelenen bir
sekilde serbestlik derecesi sayisini artirmaktadir. Ayrica uygulanacak farkli yiik durumlari
bu iliskinin yapisimi etkileyecektir. Diger taraftan bes modelden hangisinin daha ideal
oldugu sorulursa iki elemanli ve polinom derecesi yedi olan model, serbestlik derecesi
sayist en az oldugundan, cevap olacaktir. Kullanilan her {i¢ yontem i¢in elde edilen rijitlik

matrislerinin kararlilik yoniinden durumlart Sekil 1.9°da verilmektedir.
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100000
—— h-ydntem

10000 —&— p-yontem

[}% 1000 | 4 hp-yontem i
g 100 - |
A 10 T  SRREEEEEE SRRt
1 :
1 10 100

Serbestlik Derecesi Sayisi

Sekil 1.9. Rijitlik matrislerinin kararlilik durumlari

Sekil 1.9°dan goriildiigii gibi p-yonteminin kullanilmast durumunda serbestlik
derecesi ne kadar artarilirsa artirilsin durum sayisi sabit kalmaktadir. h-yonteminde ise
durum sayisi artis hiz1 serbestlik derecesi sayisinin artmastyla artmaktadir. hp-yonteminde
yakinsamanin gozlenmesi, hem eleman sayisinin (h parametresi) hem de polinom
derecesinin (p parametresi) kademeli olarak artirildigi bir siirectir. Bu siirecte yakinsa-
manin saglandiginin gosterilmesi iki parametrenin de degisken olmasi nedeni ile zor
olmaktadir. Dolayistyla yakinsamanin tek parametre ile gdzlenmesi, her bir eleman sayisi
icin polinom derecesinin artirilmasi ile veya her bir polinom derecesi i¢in eleman sayisinin
artirllmasi ile gergeklestirilebilir. Her iki yol ile de yakinsama siireci elde edilebileceginden
olas1 olan ve yakinsama sonucu bulunan ¢éziimlerden sadece bes tanesi bu yontem igin
noktasal olarak verilmektedir. Sunulan sonuglar yakinsama siirecini tamamlamis ve kesin
¢Oziim ile tamamen Ortiismektedir. Her ne kadar yakinsama siireci bes ¢dziim igin birer
egri ile de sunulmadiysa, elde edilen yakinsamis sonuglara bakilarak durum sayisinin
serbestlik sayisi ile de§isiminin, kullanilan eleman sayisina veya polinom derecesine gore
h-yontemi ve p-yontemi ile elde edilen egriler arasinda kaldig1 goriilmektedir.

Denklem (1.31)’deki rijitlik matrisine ve p-yontemine (bkz. Sekil 1.9) ait durum
sayist egrisine bakildiginda rijitlik matrisinin durumunu gosteren durum sayisinin polinom
derecesi bir icin bir oldugu ve diger polinom dereceleri icin iki oldugu goriilebilir. Polinom
derecesi ne kadar artarsa artsin matrisin durumunun degismedigi dolayist ile her zaman
sabit bir durum sayis1 ile kararli sonuglar alinabilecegi goriilmektedir. Ote yandan durum
sayist, serbestlik derecesinin artmasi ile sekildegistirme ve yerdegistirme arasindaki
bagintinin degismesinden dolay1r polinom derecesi arttikca sabit kalmayabilir. Ancak
durum sayisinin artma hizi, ortogonal olmayan sekil fonksiyonlarinin kullanimina gore ¢ok

az olmaktadir. Dikkate alinan ili¢ yontemin de cubuk boyunca yerdegistirme egrisinin
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incelenmesinin yani sira normal gerilme dagilimina gore de irdelemesi yapilabilir. h-
yontemi, p-yontemi ve hp-yontemi sonucu elde edilen ¢ubuk boyunca normal gerilme

degisim diyagramlar: sirasiyla Sekil 1.10, Sekil 1.11 ve Sekil 1.12°de verilmektedir.

. a
o o o.
o 0 0 0
,oms\ ,M¥ o008 008
-001 -001 77 -001 -001
-0018| \ -0015| -0015| -0015|
h 0 02 0.4 06 08 1 o 02 06 08 1 h o 02 04 06 08 1 h 08 1

a) p=1 b) p=2 ¢) p=3 d) p=4

0015 0015
o o
o o o
o o o o
0005, 0005 0005, 0005
001 001 001 001
0015, 0015 0015, 0015,
o 02 - b b 08 1

e) p=5 f) p=6 g) p=7 h) p=8

Sekil 1.10. Polinom derecesi birden sekize kadar, p-eleman ile yapilan modelleme sonucu
elde edilen normal gerilmenin ¢ubuk boyunca degisimi

Sekil 1.10°dan goriildiigi gibi gerilme diyagramlar1 uygulanan kuvvet negatif degerli
oldugundan negatif bolgede salinmakta ve polinom derecesi besten itibaren yakinsama
saglanmaktadir. Ayrica yakinsama saglanan gerilme grafikleri de salinim yapmaktadir.

Sekil 1.11°den gorlindiigii gibi gerilme diyagramlarinda birden fazla eleman
kullanildig1 i¢in kiriklhiliklarin ve stireksizliklerin olustugu goriilmekle birlikte gerilme
degerleri yerdegistirme fonksiyonunun tiirevi seklinde tanimlandigindan pozitif degerlerde
goriilmektedir.

Sekil 1.12°den goriildiigii gibi eleman sayist arttikga Sekil 1.10°da goriilen salinim
azalmaktadir. Bu sekilde Sekil 1.11°den farkli olarak her elemandaki gerilme degisimi
dogrusal olmamakta, onun yerine polinom derecesi kadar egri olmaktadir. Ancak eleman

sayist artirildikca elemanlardaki egrisel degisim dogrusallagmaktadir.
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i) h=1/80

omz m:/ s \ omz \

°°°5\ = . - - -
a) h=1/1 b) h=1/2 ¢) h=1/3 d) h=1/4

0.008| \\\ 005 \\ 005, \\/_,_ﬁ 0.005, \\\/

o o o o o -

AN N\ A\ \
¢) h=1/5 f) h=1/6 o) h=1/7 h) h=1/8

Sekil 1.11. Birden sekize kadar ve 80 h-eleman ile yapilan modelleme sonucu elde edilen
normal gerilmenin ¢ubuk boyunca degisimi

1 oots|
1 001
1 oo \/\ 0,005, \
0 1 9 o
o | o - \
-0015| 1 -oots -0015|
o 1 0 >

W

a) h=1/2, p=7

b) h=1/3, p=6 c) h=1/4, p=4

M-

e) h=1/20, p=2

&

d) h=1/8, p=3

Sekil 1.12. Farkl1 sayida h-eleman ve p-eleman ile yapilan modelleme sonucu elde edilen
normal gerilmenin ¢ubuk boyunca degisimi
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1.6. Yiiksek Dereceli Polinomlarla Yerdegistirmelerin Temsilinin irdelenmesi

Yerdegistirmeler, gercek c¢oziimle elde edilecek egrilikleri bilinmediginden daha
sonradan bulunacak degerler {izerinden degisik fonksiyonlar yardimiyla oranlama
yapilmaktadir. Oranlamada kullanilacak fonksiyonlarin egrilikleri, elde edilen yerdegis-
tirme fonksiyonu ve bundan tiiretilecek olan gerilme fonksiyonu agisindan 6nemli
olmaktadir. Ornegin, bir problemde {izerinde kurulan agda konumu belli olan noktalarda
kabul edilebilir yerdegistirme degerini veren iki farkli tiirden enterpolasyon fonksiyonu, o
noktalarda farkl tiirev bilgilerine sahip olabileceginden onlarin disindaki noktalarda ayni
yerdegistirme degerlerini vermeyebilirler. Ayrica farkli tiirev bilgileri, onlarin tiirevlerine
ait tiirev fonksiyonlariminda farkli olabilecegi anlaminda gelir. Yani belli noktalarda ayni
degerleri veren yerdegistirme fonksiyonlarinin tiirevleri olan gerilme fonksiyonlar1 farkli
olabilir.

Yukarida belirtildigi gibi enterpolasyon fonksiyonlarinin egriliklerinin ne denli
onemli oldugu anlasilmaktadir. Bu sebeble bir boyutlu ve iki boyutlu alanda p-yontemine
gore olusturulan elemanlarin sekil fonksiyonlar1 i¢in egrilikleri grafiksel olarak sunulacak

ve incelenecektir.

1.6.1. Bir Boyutlu Alanda Lagrange ve Hiyerarsik Yaklasimlara Gore Sekil
Fonksiyonlarinin irdelenmesi

Bir boyutlu alanda sekil fonksiyonlar1 incelenirken fonksiyonlarin egrilikleri
hakkinda bilgi edinilmeye calisilacaktir. Bunun icin, Lagrange polinomuna gore birinci
dereceden sekizinci dereceye kadar tiim derece artimlarindan kaynaklanan noktalardaki
sekil fonksiyonlar1 Sekil 1.13°de gosterilmektedir. Ayrica Lagrange polinomu ve Karma
Fonksiyon Yontemi dikkate alinarak iki farkli tipte hiyerarsik sekil fonksiyonu tiretilmistir.
Bunlardan birincisi iki noktaya dayal1 olarak gelistirilirken digeri {ic noktaya dayali olarak
gelistirilmistir. Her iki tipteki hiyerarsik sekil fonksiyonu da polinom derecesi ikiden

sekize kadar degistirilmek tizere sirasiyla Sekil 1.14 ve Sekil 1.15°de gosterilmektedir.
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Sekil 1.13. Lagrange polinomuna gore polinom derecesi 1. dereceden 8. dereceye
kadar olan bir boyutlu elemanin sekil fonksiyonlari

0 T T T 0.1

02 0 /\/
0.4
‘ ‘ ‘ o1 ‘ ‘ ‘
-1 -05 (o] 0.5 1 -1 -05 0o 0.5 1
a) p=2 i b) p=3

(<3<}
® R
)m

-1 05 o 05 1 5 05 ) 05 1

o c) p=4 o d) p=5

0 ‘ ‘ ‘ 2 ‘ : :

1 0/'\/
2 ‘ ‘ ‘ > ‘ ‘ ‘

21 -05 0 05 1 21 05 0 05 1
ox10° e) p=6 f) p=7
ok
-4 . . .

1 -05 0 0.5 1

g) p=8

Sekil 1.14. Bir boyutlu ve birinci dereceden bir elemanin Lagrange yaklasimina
gore agilmis 8. dereceden hiyerarsik sekil fonksiyonlart
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Sekil 1.15. Bir boyutlu ve ikinci dereceden bir elemanin Lagrange yaklasimina gore
acilmis 8. dereceden hiyerarsik sekil fonksiyonlari

Sekil 1.13’den goriildiigii gibi Lagrange polinomuna gore iretilen sekil
fonksiyonlarinda polinom derecesi artirildikca sekil fonksiyonlarmin egriliklerindeki
dalgalanmalar artmakta dolayisiyla sekil fonksiyonlarinin egrilikleri daha sert gecisler
igermektedir.

Sekil 1.14 ve Sekil 1.15° den gorildiigii gibi hiyerarsik tipte olan sekil
fonksiyonlarimin polinom derecesinin artmast durumunda sekil fonksiyonlarinin
egriliklerindeki dalgalanma degismemekte sadece egriliklerin mertebeleri degerce
degismektedir. Hiyerarsik tipte olan sekil fonksiyonlar1 ve Lagrange polinomuna gore elde
edilenlerle kiyaslandiginda hiyerarsik tipte olanlarin egriliklerinin polinom derecesi artsa
da daha yumusak gecisler icerdigi goriinmektedir. Ayrica sunulan ii¢ farkli tip sekil
fonksiyonunun birinci tiirevlerine iliskin grafikler Sekil 1.16, Sekil 1.17 ve Sekil 1.18’de

sunulmaktadir.
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Sekil 1.16. Lagrange polinomuna gdre polinom derecesi 1. dereceden 8. dereceye
kadar olan bir boyutlu elemanin sekil fonksiyonlarimin tiirevleri

1 0.5 : . .
o o \//
Y 05 0 05 1 08y 05 o 05 1
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o /—/—/ o \7 7/
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- - \ /
0 0 _
e
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2x104 €) pf6 f) p=7
(0] ,/7
2 -

05 1

0
g) p=8

Sekil 1.17. Bir boyutlu ve birinci dereceden bir elemanin Lagrange yaklagimina
gore acilmig 8. dereceden hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin tiirevleri
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Sekil 1.18. Bir boyutlu ve ikinci dereceden bir elemanin Lagrange yaklasimina gore
acilmis 8. dereceden hiyerarsik sekil fonksiyonlarinin tiirevleri

Sekil 1.16, Sekil 1.17 ve Sekil. 1.18° den gorildiigii gibi tiirevlenmemis sekil
fonksiyonlar1 hakkinda Lagrange polinomuna gore hiyerarsik yaklasima gore yapilan
cikarimlarin tlirev alaninda da gecerli oldugu goriilmektedir. Hatta Sekil 1.16°da Lagrange
poliomuna gore elde edilen sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinin polinom derecesi arttikca ug

kisimlarda biiyiik si¢rayislar da yaptigi goriilmektedir.

1.6.2. iki Boyutlu Alanda Lagrange, Serendipity ve Hiyerarsik Yaklasimina
Gore Sekil Fonksiyonlarinin irdelenmesi

Bir boyutlu alanda 6rnek olarak incelenen sekil fonksiyonlarinin egrilikleri hakkinda
genel bilgiler edinildikten sonra iki boyutlu alanda sekil fonksiyonlarinin kendilerinin ve
her hangi bir eksene gore tiirevlerinin grafiksel goriiniimii asagidaki sekillerde
sunulacaktir. Bir dortgen eleman igin {iretilen sekil fonksiyonlari, birinci dereceden
polinom i¢in Sekil 1.19°da; polinom derecesi iki i¢in serendipity yaklagimina gore Sekil

1.20°de, Lagrange yaklasimina gore de Sekil 1.21°de sunulmaktadir.
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Sekil 1.19. 4 diigiim noktal1 dértgen elemanin sekil fonksiyonlari

\
i
/ / /

N/

Sekil 1.20. 8 diigiim noktal1 (serendipity tipinde) dértgen elemanin sekil fonksiyonlari
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Sekil 1.21. Lagrange polinomuna gore 2. dereceden bir dortgen elemanin sekil
fonksiyonlar1

Sekil 1.19’dan goriildiigi gibi Lagrange polinomuna gore dort noktali dortgen
eleman icin tiiretilen sekil fonksiyonlarinin enterpolasyon oOzelligini sagladiklar1 ve
dogrusal olduklart gériinmektedir.

Sekil 1.20° den goriildiigli gibi polinom derecesi 2 i¢in serendipity formunda iiretilen
sekil fonksiyonlarin, enterpolasyon 6zelligini saglayarak nokta konumuna bagl olarak
koselerde ve kenar boyunca ylizeysel dalgalanma yaptiklar: gériinmektedir.

Sekil 1.21° den goriildiigii gibi polinom derecesi 2 i¢in Lagrange polinomuna gore
iretilen sekil fonksiyonlarinin serendipity formuna gore iiretilenlere ¢ok benzedikleri,
sadece bir fazla olarak orta nokta i¢inde sekil fonksiyonu diyagrami oldugu goriinmektedir.
Bu sekil fonksiyonlar1 da enterpolasyon 6zelligini saglamaktadirlar.

Dort noktalt dortgen elemanin polinom derecesi dorde kadar olan Lagrange
polinomu ve Karma Fonksiyon Yontemi ile hiyerarsik diizende kurulan sekil fonksiyonlari
Sekil 1.22°de sunulmaktadir.

Sekil 1.22°den goriildiigii gibi dort kdse noktasna ait sekil fonksiyonlarinin
enterpolasyon oOzelligini sagladigi, hiyerarsik kisim olan kenar ve ylizey sekil
fonksiyonlarmin enterpolasyon 6zelligini saglamadiklar1 goriinmektedir. Ayrica kenar ve
ylizey sekil fonksiyonlari, her hangi bir nokta tanimlamasina ve onun konum bilgisine
ihtiya¢ duymadan, sadece kenar ve yiizeylerin ortasindaki egrilikleri tanimlayan tiirev
bilgilerinin enterpolasyonunu yapan ayri ayr sekil fonksiyonlar1 olmaktadirlar. Boylece
kose, kenar ve ylizey sekil fonksiyonlariin farkli mertebelerde nicelikleri oranladiklar
anlagilmaktadir. Hiyeragik kisma karsilik gelen sekil fonksiyonlar1 polinom derecesi ikiden

itibaren baglayanlar olmaktadirlar.
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A Grubu ( Kdse sekil fonksiyonlari)
B Grubu ( Kenar sekil fonksiyonlar1)
C Grubu ( Yiizey sekil fonksiyonlari)

Sekil 1.22. 4 diigiim noktal1 dortgen elemanin 4. dereceden Lagrange yaklasimina gore
acilmis hiyerarsik sekil fonksiyonlari

Yukarida tiretilen sekil fonksiyonlarmin tiirevlerinin diyagramlari ise sirasiyla ikinci
derece Lagrange polinomuna gore iiretilenler i¢in Sekil 1.23’de; birinci derece Lagrange
polinomuna gore {iretilen sekil fonksiyonlari ilizerine Lagrange ve Karma Fonksiyon

Yontemine gore hiyerarsik kismi agilanlar igin Sekil 1.24°de verilmektedir.

Sekil 1.23. Lagrange polinomuna gore 2. dereceden bir dortgen elemanin sekil
fonksiyonlariin tiirevleri
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Sekil 1.24. 4 diiglim noktal1 dortgen elemanin 4. dereceden Lagrange yaklasimina
gore acilmis hiyerarsik sekil fonksiyonlarimin tiirevleri

Sekil 1.23°den goriildiigii gibi ikinci derece Lagrange polinomuna gore liretilen
dortgen elemana ait sekil fonksiyonlarmin tiirevleri sekil fonksiyonlarinin simetrik
goriiniimlerinin aksine asimetriktirler.

Sekil 1.24°den goriildiigi gibi kose noktalarina ait dogrusal sekildegistirmelerin
tirevlerinin yatay diizlem ¢iktigi, hiyerarsik kisma karsilik gelen tiirevlerin bazilarinin
simetrik veya antisimetrik, bazilarinin da asimetriktir. Hiyerarsik kisma karsi gelen sekil
fonksiyonlar1 zaten kenar veya yiizeylerin egriliklerinin tiirevlerini oranlayan sekil
fonksiyonlar1 olduklarindan onlarin tiirevleri de tiirevin tiirevi olacagindan ¢ok fazla yorum
getirilebilecek diyagramlar olamamaktadirlar.

Ormek olarak iiretilen sekil fonksiyonlarina bakildiginda, sekil fonksiyonlarmin
kendilerinin ve tlirevlerinin farkli egriliklere sahip oldugu goriilmektedir. Lagrange
polinomuna gore Tlretilen sekil fonksiyonlarmin nokta konumuna bagli olarak bir
dalgalanma egiliminde olduklar1 goriinmektedir. Ancak Lagrange polinomu tabanh
hiyerarsik sekil fonksiyonlarinda kenar ve ylizey egrilikleri, noktalarla degil de kenar
ve/veya yiizeyin polinom derecesine bagli olarak artan egrilik derecesini veren tiirev
bilgileriyle elde edildikleri, dolayisiyla, egriligin tiirev bilgisininde kontrol
edilebilmesinden dolay1 dalgalanma etksinin oldukc¢a azaltilabilecegi anlasilmaktadir.
Ayrica yerdegistirme alaninda yukarida Orneklenen sekil fonksiyonlari ile elde edilen

enterpolasyon fonksiyonlari, gerilme ve sekildegistirmelerin, yerdegistirmelerin tiirevi ile
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elde edilmesi nedeniyle birinci derece polinom ile iiretilen sekil fonksiyonlarindan

kaynaklanacak siireksizliklerden kaginilabilecegi goriinmektedir.

1.7. p-Yontemine Gore Geometrik Alanda Siirekli Ortamin Ayriklastiriimasi

Sonlu elemanlar yonteminde, siirekli ortam sonlu elemanlara pargalanmaktadir.
Ayriklastirma yapilirken genelde tiim ayriklastirilacak fonksiyonlar i¢in ayni enterpolasyon
fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu tarza, izoparametrik (isoparametric) kullanim denir.
Bunun geregi olarak sonlu elemanlar yontemi ile sonuglarin dogruluk derecesi artirilmak
istendiginde ilgili her fonksiyon aymi Olgiide kiigiik parcaciklara ayrilmak zorunda
kalmaktadir. Bu fonksiyonlar i¢inde geometriyi tanimlayan hari¢ geri kalanlarin tiimii
bilinmeyenleri tanimlayan fonksiyonlardir.

Yakinsayan sonug¢ elde etmek igin kiiglik parcalara ayirmak (h-yontem) yerine
enterpolasyon fonksiyonunun polinom derecesi de artirilabilmektedir (p-yontem). Bu
durumda model kurulurken yapilan ilk ayriklastirmada elde edilen sonlu elemanlarda
enterpolasyon fonksiyonunun polinom derecesi artirilmaktadir. Ancak geometrik agidan
kurulan enterpolasyon Onceki ayriklastirmadan elde edilen veriler lizerine kondugundan
yeni veri girisi saglanamamakta ve bundan dolay1 bir onceki ayriklastirmada elde edilen
geometrik temsil gergegine yaklastrilamamaktadir. Enterpolasyonda polinom derecesini
artirmak ile her ne kadar bilinmeyenleri tanimlayan fonksiyonlar1 daha iyi temsil eden
yaklagik fonksiyonlar elde edilmis olsa da geometrik temsildeki hata oraninin
kiiciiltilememesinden dolay1 yakinsayan sonug elde etmek ¢ok zorlasmaktadir.

Geometrik temsilde olusan hatalar, dogrusal olmayan sinirlara sahip ortamlarda
meydana gelmektedir. Dolayis1 ile h-yonteminde dogrusal olmayan sinirlarda ortam daha
da sik ayriklagtirilarak gergegine benzetilmeye calisilmakta ve dogruluk derecesi
artirilmaktadir. Ancak p-yonteminde daha sik ayriklastirma uygulanamadigindan
geometrik temsilde hata payi kiiciiltiilememekte ve bundan dolay1 dogruluk derecesi yeteri
Olciide artirillamamaktadir.

Bilinmeyenler ile  geometriyi  tanimlayan  fonksiyonlarm  enterpolasyon
fonksiyonlarmin farkli secilebilir olmasi onlarin siniflandirilmalarina neden olmaktadir.
Ornegin geometriyi temsil etmek igin segilen enterpolasyon fonksiyonu bilinmeyenleri

temsil edenden daha yiiksek dereceden olursa “lstparametrik (superparametric)”;
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bilinmeyenleri temsil eden enterpolasyon fonksiyonu geometriyi temsil edenden daha
ylksek dereceden olursa da “altparametrik (subparametric)” geometrik temsil olmaktadir.
Bu smiflandirmanin sagladig: serbestlik geregi geometrik temsilde dogrusal olmayan sinir
temsil etmek i¢in istendigi kadar veri kullanma ve kullanilacak temsil egrisinin egrilik
derecesini ayarlayabilme miimkiin olmaktadir. Ancak bu imkan geometrik temsilde ek veri
girilmesini veya yapilacak ayriklastirmanin bu durumu gézetmesini gerektirmektedir. Buna
ragmen yine de temsilde hata payimnin sifirlanmama durumunun olmasi, geometrik temsilde
egrilige sahip enterplasyon fonksiyonlarinin kullanilmasinin da p-yonteminin etkinligini
istenen Olclide artirmadigini géstermektedir.

p-yontemi kullanildiginda dogrusal olmayan sinirlara sahip ortamlarda elde edilecek
sonuclarin  yakinsamasini garanti etmek i¢in geometrik temsilin tam yapilmasi
gerekmektedir. Bunun i¢in “Karma Fonksiyon (Blending Function) Yontemi”
kullanilmaktadir. Bu yontem geometriyi tanimlayan fonksiyonlarin enterpolasyonunda tam
temsilin saglanmasini ve bdylece p-yontemin az sayida sonlu elemanlar ile yakinsayan
sonu¢ elde etmesini miimkiin kilmaktadir. Bu konu ile literatiir arastirmasi alt baslikta

verilmektedir.

1.7.1. Karma Fonksiyon Yontemi Konusunda Literatiirde Yapilan Bazi
Calhismalar

Karma Fonksiyon Yontemi, ilk defa Coons tarafindan ylizeylerin enterpolasyonu-nun
bilgisayar destekli tasariminda kullanilmasi amaciyla 1963 yilinda ortaya atilmistir
(Gordon, 1971). Gordon (1971), Karma Fonksiyon Yonteminin iki ve {ii¢ eksenli
fonksiyonlarin temsilinde, bu yontemin kullanimi i¢in temel bagintilar sunmaktadir.
Gordon ve Hall (1973a), iki eksenli egrisel koordinat sisteminde Karma Fonksiyon
Yontemi ile enterpolasyonun sonlu elemanlarda kullanilan ag olusturmaya nasil uyarlana-
cagmi gostermektedirler. Gordon ve Hall (1973b), sonlu elemanlar yontemi igin iki
boyutlu ortamda kare bir yiizeyin, Karma Fonksiyon Yontemi ile nasil egrisel sinirli bir
diizlemsel ylizeye eslendigini sunmaktadirlar. Watkins (1974), Karma Fonksiyon Yontemi
ile enterpolasyonun sonlu elemanlar yonteminde uygulamasi iizerine detayli bir ¢calisma
yapmustir. Cavendish ve Wixom (1975) kabuk ve diizlemler i¢in sonlu eleman ag

iiretiminde Karma Fonksiyon Yontemini kullanmiglardir.
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Marshall ve Mitchell (1978), Ritz-Galerkin yontemine gore kurulan bir sonlu
elemanda dikdortgen elemanin goemetrik eslemesinde Karma Fonksiyon Yontemi ile
gercek smir geometrisini dikkate almigtir. Test problemi {izerinde geometrinin
eslenmesinden kaynaklanan hata diizeyinde, genelde benimsenen diger esleme
yontemlerine gore onemli 6l¢iide azalma oldugunu ifade etmistir.

Cavendish ve Hall (1984) bilgisayar destekli tasarimda (CAD) geometrik olarak
karmasik sistemlerin; kiip, silindir ve kiire gibi basit sekillerle ve bunlarin farkh
birlesimleri ile olusturulabilinmesinin sistem analizi ve tasariminin bir arada
kullanilmasinda 6nemli bir adim oldugunu ifade etmislerdir. Sonlu elemanlarda kullanict
kontrollii olan ag yapist kurma islemi bilgisayar destekli geometrik tasarim yardimiyla
yapilmasinin sonlu elemanlarin analiz yetenegini oldukga gelistirecegini belirtmislerdir. Bu
amagcla, sonlu elemanlarin ag kurma ve yerel ag siklastimasi yiikiinii olduk¢a azlatacak
olan Igerilmis sonlu elemani (transitional blended finite element) yeni bir ¢esitini ortaya
koymuslardir. Calismada elde edilen tecriibelerin bu sonlu elemanlarin kullanilmasiyla
sayisal hatanin oldukca azaltildigin1 gostermektedir.

Alfeld (1985), Karma Fonksiyon Yontemini kullanarak keyfi boyuttaki (bir, iki veya
tic boyutlu) bir ortamda, keyfi derecede egrilige sahip bir yiizeyin enterpolasyonunu
yapabilen bir algoritma sunmustur.

Kiralyfalvi ve Szabd (1997), p-yontemine dayali sonlu elemanlar yodnteminde
esdeger bolge eslemesi tlizerinde durmuslardir. Calismalarinda, p-yontemi geregi,
kullanilan ag yapisinin degistirilememesinden elemanlarin geometrilerinin serbestlik
derecesi sayisindan bagimsiz olarak sabit kalmakta oldugunu isaret etmislerdir.
Dolayisiyla, problem tanim alanini sinirlayan egriler ve yiizeylerin temsiliyetlerindeki hata
paymin dnemli derecede giderilmesinin biiylik 6nem tasidigini ifade etmislerdir. Ayrica
stirekli egrilerin ve yiizeylerin ya Karma Fonksiyon Y 6ntemi ile dogrudan temsilinin ya da
yeterli dogruluktaki bir ayriklastirma hatasi ile ag yapisi ve polinom derecesi ile temsilinin
yapilmasi gerekliligi vurgulanmistir. Bu anlatimlarin 1s18inda ¢alismalarinda, egrilerin ve
ylizeylerin temsili i¢in parcali polinomlar1 kullanan bir temsil yaklagimi sunmuglardir. Bu
yaklasimda, elemanlar arasi siirekliligin en iyi sekilde saglanmasi amaciyla 6zel tanzim
noktalar1 (collocation points) belirlenmistir.

Liu (1998), p-yontemine dayali sonlu elemanlarda Karma Fonksiyon Y o6nteminin,
dort ve sekiz noktali dortgen elemanlarin eslenmelerinde ve sekiz noktali dortgen prizma

elemanlarin eslenmesinde nasil kurgulanacagimi gostererek mekanik ornekler iizerinde
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uygulamalarini yapmistir. Diister (2001) hem mekanik hem de daha karmasik problemler
i¢in, p-yontemine dayali sonlu elemanlarda Karma Fonksiyon Yonteminin, dért noktali
dortgen elemanin ve sekiz noktali dortgen prizma elemanin eslenmesi iizerine
uygulamalarini yapmustir.

M kipelto (2005), iki boyutlu ortamda tam geometrik temsil i¢in bir yaklasim
sunmustur. Bu yaklasimin ana igerigini, diizgiin olmayan oransal B-spline (non-uniform
rational B-spline (NURBS)) egrileri olusturmaktadir. Bu egriler yardimiyla problemin
geometrisi belirlenmektedir. Oyleki, elemanlarin diiz kenarlar1 agisal Bezier egrileri ile
temsil edilirken egri olan kenarlar1 Karma Fonksiyon Yontemi ile gercek geometriden
aynen alinmaktadir. Ayrica, bu yaklasim ile beraber iki boyutlu alanin geometrik
eslenmesi, p-yonteme dayali sonlu elemanlar yontemi igerisinde yerine koyularak
calismada sekil optimizasyonu yapilmaktadir. Calismada birde p-yontemin h-yontem
tizerine art1 bir 6zelligi olarak, ag yapisinda ¢ok fazla ¢arpilmalarin oldugu durumlarda, p-
yonteminde ag geometrisi sabit kaldigindan bu carpilmalara daha az duyarli olundugu da

vurgulanmaktadir.

1.7.2. Karma Fonksiyon (Blending Function) Yontemi

Karma Fonksiyon (Blending Function) Yontemi, geometrik temsilde kullanilacak
enterpolasyon fonksiyonunda gercek geometride bulunan dogrusal olmayan sinirin aynen
enterpolasyonun o sinira komsu olan kisminda benimsenmesine, igerilmesine olanak
saglamaktadir.

Siirekli ortam {iizerinde kurulan SEY’ne ait integral denklemleri, ayriklagtirilmadan
sonra siirekli ortamin geometrisinden dolay1 farkli integral sinirlara sahip sonlu elemanlar
tizerinde kurulacak integral denklemlere pargalanmaktadir. Tiim sonlu elemanlar i¢in ayn1
integral smirlarin1 kullanmak icin bolge doniisiimleri kullanilmaktadir. integral smirlar:
genelde [-1, 1] olarak se¢ilmektedir. Enterpolasyon fonksiyonlar1 da bu simirlar iginde
enterpolasyon yapacak seklide kurulmaktadirlar. Dogrusal olmayan sinirlar ise sekil
bakimindan aynen alinmakta yalnizca sinirlari [-1, 1] olarak degistirilmektedir.

Bu baglamda, iki ve ii¢ boyutlu siirekli ortamlar i¢in Karma Fonksiyon Yontemi ile

geometrik enterpolasyon fonksiyonu asagida ayri basliklar altinda kurulmaktadir.
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1.7.2.1. iki Boyutlu Ortamda Karma Fonksiyon Yontemi

Dort kenar1 dogrusal olmayan egri ile sinirlanmig dortgen elemana ait dort noktal

enterpolasyon fonksiyonu kurulumu dogal koordinatlarda Sekil 1.25°de verilmektedir.

)
)

(a) (b) (c)

(d) (e) (H

Sekil 1.25. Dort kenar1 dogrusal olmayan sonlu elemanin Karma Fonksiyon
Yontemi ile geometrik enterpolasyon fonksiyonunun kurulumu

Sekil 1.25 (a)’da olusturulacak olan enterpolasyon fonksiyonunun kurulum adimlar
Sekil 1.25 (b), (¢), (d), (e) ve (f) ile verilmektedir. Burada dogrusal olmayan kenarlarin
fonksiyonlar1 diger dogrultuda ayr1 ayri enterpole edilmektedir. Sekil 1.25 (f)’de ise her bir
dogrusal kenarin enterpolasyonu esnasinda kdse noktalarinin enterpolasyonu bir kez daha
yapildigindan ek kdse noktalar1 enterpolasyonlari ¢ikartilmak tizere yeniden kurulmaktadir.
Sekil 1.25 (a), Sekil 1.25 (f) disindaki sekillerin toplamindan Sekil 1.25 (f)’nin ¢ikarilmasi
ile elde edilmektedir. Sekil 1.25°de grafiksel anlatimi yapilan Karma Fonksiyon

Yonteminin bagintilar1 asagida verilmektedir.
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Dogrusal olmayan kenarlara ait geometrik fonksiyon dogal koorinatlara indirgenerek

her iki koordinat ekseninde de

X IY)
{ 1H<pl<al : )} & eyel 1]

X,] [9:.(8.8,) (1.33)

seklinde ifade edilebilir. ¢,,1=1,2 fonksiyonu en genel durumda dort kenar fonksiyonunda

dogrusal olmadigi ve dortgen elemanin dogal koordinatlarda yeniden tanimlandig:
geometri fonksiyonudur. Bu fonksiyon Karma Fonksiyon Yontemi ile dortgen elemanin
enterpolasyon fonksiyonuna katilacaktir. Bu sekilde enterpolasyon fonksiyonunun

kurulumu ii¢ adimda yapilir. {lk nce dértgen elemanin dort noktali enterpolasyonu igin

1 2
NY = (1eglg (gt ) i ]=[1 2 1 2|5 SOOI
4 K 11 2 2 [§1,&,1e(=L1) (1.34)

seklinde tanimlanan gekil fonksiyonlar1 kurulur. Dogrusal olmayan kenarlarin

enterpolasyonunda kullanilacak olan bir boyutlu (1B) sekil fonksiyonlari
NP =1/2(1-€), NI’ =1/2(1+¢§), F,e[—l,l] (1.35)

seklinde tanimlanarak ikinci olarak dogrusal olmayan kenarlara ait enterpolasyon

fonksiyonlar1

i1 [1 2 3 4]
i 2 1 2 1| Iy
X =N"(Mo,(a.p).la|=|& & & § ,(t’t_:(l 2) ,m=12 (1.36)
B : & & & ’
vl & & & &

seklinde tanimlanir. Ugiincii olarak kose noktalarinda kenar enterpolasyonlar: yapildiktan

sonra ek olarak olusan koselerin enterpolasyon fonksiyonlari
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i 1 2 3 4
X =NPEINSE) 9, (DD, G =1 2 1 2|,m=12
k] |11 22 (1.37)
seklinde kurulduktan sonra
X X
X, = X,
En(') . . . lem(k)
a || X » |m(k)ilk defaigleniyorsa = V()
Zj:l i ikl X,
2 . .
aksi taktirde 0
n= [ . ] ,dogrusal olmayan kenar numaralarin listesi
a = dogrusal olmayan kenar say1s1 (1.38)

n.)] [1 2 3 4
m) |=[1 2 3 4
m?2)| [2 3 4 1

seklinde geometrik enterpolasyon fonksiyonu elde edilir. Burada X' dogrusal olmayan

kenarlardaki koordinatlarin enterpolasyon fonksiyonunu, X' ise kdse noktalarinimn

enterpolasyon fonksiyonunu gostermektedir. Kenarlar, kesistikleri noktalarda ortak kose
noktalarina sahip olduklarindan birden fazla dogrusal olmayan kenar olmasi durumunda
Denklem (1.38)’de dogrusal olmayan kenarlara ait enterpolasyon fonksiyonlar1 eklenirken
ortak kose noktalarina ait ek enterpolasyonlart yok etmek amaciyla sadece bir kenar i¢in
cikartma yapilir, bir kose noktasi icin birden fazla ¢ikartma yapilmaz. Iki boyutlu
fonksiyon ig¢erilme yonteminin uygulamasina 6rnek olarak bir kenar1 dogrusal olmayan bir
dortgen eleman (Szab6 ve Babuska, 1991) Sekil 1.26’daki gibi tanimlanmis olsun.

Sekil 1.26’dan goriildiigii gibi dortgen eleman her iki eksen dogrultusunda bolgesel
doniisiim ile birlikte [-1, 1] araliginda dort nokta yardimu ile enterpole edilmektedir. Bu
enterpolasyonda dogrusal olmayan kenar, bolgesel doniisiimde de ayni kalarak
enterpolasyon fonksiyonuna asagidaki gibi katilmaktadir. Bu arada dogrusal olmayan
kenarlar, [-1, 1] araliginin sinir degerleri i¢in kdse noktalarinin koordinatlarina sahip

olmaktadirlar. Bu anlatima ait denklemler agagida verilmektedir.
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Sekil 1.26. Bir kenar1 dogrusal olmayan sonlu elamanin geometrik enterpolasyon
fonksiyonunun kurulumu

X::az = NiB (&1 )y, (&12 > gz) )
X3 =NPEINP(E) e, (-L-D, X2 =N>EIN(E) o, ( L1,
X2 =NPEINY (6o, (-1, D, X =NP2EINY(E),( 1, D),

Xin :(Pm(_la_l): szn :(pm( 15_1)’ an :(pm(_la 1): an :(Pm( 1: 1):
m=12, (1.39)

X AX XXX
X, X, X, X, X,
1.7.2.2. Uc Boyutlu Ortamda Karma Fonksiyon Yontemi

iki boyutlu duruma benzer olarak ii¢ boyutlu durum igin denklemler elde edilecektir.
Dogrusal olmayan kenarlara ait geometrik fonksiyon, dogal koordinatlara indirgenerek her

ti¢ koordinat ekseninde de

X, ?,(§;,8,,85)
X, |=] 9:(6,8,.65) :(‘21?‘22:&3)6[_151]
X;] [9:(6,,5,.585) (1.40)

seklinde ifade edilebilir. ¢,,i=1,...,3 fonksiyonu en genel durumda on iki kenar ve alt1

ylizey fonksiyonunun da dogrusal olmadigi ve hacim elemanin dogal koordinatlarda

yeniden tanimlandig1 geometri fonksiyonudur. Karma Fonksiyon Ydntemi ile bu fonksiyon
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hacim elemaninin enterpolasyon fonksiyonuna katilacaktir. Bu sekilde enterpolasyon
fonksiyonunun kurulumu bes adimda yapilir. ilk 6nce hacim elemanin sekiz noktali

enterpolasyonu i¢in

1 j m
N =2 (148 )(1+ 858 )(1+£7%,).
1 1 23 4 5 6 7 8
i 1 2211 2 21 t=(=-D"t=12
I &=0DLt=12, (1.41)
kp[t 12211 2 20[E.8.8]e(-LD
m 11112 2 2 2

seklinde tanimlanan gekil fonksiyonlar1 kurulur. Dogrusal olmayan kenarlarin

enterpolasyonunda kullanilacak olan bir boyutlu ve iki boyutlu (2B) enterpolasyon

fonksiyonlar1
NI =1/2(1-8), NI® =1/2(1+8), E€[-1,1] )
2B 1
N; _z(”i]&m)(”@ﬁin)’
(i1 1 23 4567 8 910 11 12]
it 22112211 2 21
J gl =(-1),t=1,2, (1.43)
kj=|1 111222211 2 2| ’
ml 1212121211 1 1 1|Bs&IsELD
n| |3333333322 2 2]

seklinde tanimlanarak ikinci olarak dogrusal olmayan kenarlara ait enterpolasyon

fonksiyonlar1

X5 =N ¢, (a.B,7),

il (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ol |68 6 88 85888y gt
B &12 &2 ‘i; E.'z &.alz E.'z E.é {32 12 ]2 Ej ;’ 54y
4 m=1,2

& & & & & & & & & & & &

(1.44)
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seklinde tanimlanir. Dordiincii olarak dogrusal olmayan ylizeylere ait enterpolasyon

fonksiyonlar1

Xi =NE) e, (a,B,7),

i 1 2 3 4 5 6
I 1 2 1 1

& & & & & &&= m=12 (1.45)
S 12 < } & t=12

& & & & & &

& & & & & &

= ™ QR > —.

seklinde tanimlanir. Besinci olarak, kose noktalarinda kenar enterpolasyonlar1 yapildiktan

sonra ek olarak olusan kose enterpolasyonlari

X =NPEINSEINS(E) 0, (CD (=D (=DM,

i1l 2345678
fljt2z2r 220

112211 22 7 (1.46)
nl (11112222

seklinde kurulduktan sonra Denklem (1.47)’de geometrik enterpolasyon fonksiyonu elde
edilir. Burada X:j dogrusal olmayan ylizeylerdeki koordinatlarin enterpolasyon fonksiyo-

nunu gostermektedir. Yiizeyler, kesistikleri kenarlarda ortak kenara sahip olduklarindan
birden fazla dogrusal olmayan yilizey olmasi durumunda Denklem (1.47)’de dogrusal
olmayan yiizeylere ait enterpolasyon fonksiyonlari eklenirken ortak kenarlara ait ek
enterpolasyonlart yok etmek amaciyla sadece bir yiizey icin ¢ikartma yapilir, bir kenar igin
birden fazla gikartma yapilmaz. Ug¢ boyutlu Karma Fonksiyon Yoénteminin uygulamasina
ornek olarak tim ylizeyleri ve kenarlari dogrusal olmayan bir hacim eleman Sekil

1.27°deki gibi tanimlanmis olsun.
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i F
RGN R 1 3
X, = X, k=1 X500

X Endi)
n(k)ilk defa isleniyorsa = 1
X;‘in(j) —

aksi taktirde 0

2
j=1

Vin(k)
m(k)ilk defaisleniyorsa = {XIX“’ © l

2.
k=1

aksi taktirde 0
s= [] ,dogrusal olmayan yiizey numaralarinin listesi

b = dogrusal olmayan yiizey say1s1

[s¢.)] [1 2 3 4 5 6
n(.)| |1 2 3 416
n(.)|={2 1 2 3 4 5
n.)| |3 56 7 8 8
In.)| [4 6 7 8 5 7]

n= [ . ] ,komsu ylizeylerin ortak olan dogrusal olmayan
kenar numaralarinin listesi
a = komsu yiizeylerin ortak olan dogrusal olmayan

kenar numaralarinin sayist

n(...) 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12
ml) =1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 4
m(2) 23 416 7855 6 7 8

(1.47)
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F,(§,,E,)
8 7
- -~ 3
s A AT ™~
5 1 / T
— 2
y/
1 E(§,&;)

Sekil 1.27. Dogal koordinatlarda hacim sonlu eleman ile tiim yiizeyleri ve
kenarlar1 dogrusal olmayan sonlu elmanin geometrik enterpolasyon
fonksiyonunun kurulumu

Sekil 1.27°de hacim eleman her {i¢ eksen dogrultusunda bolgesel doniisiim ile
birlikte [-1, 1] araliginda sekiz nokta yardimi ile enterpole edilmektedir. Bu enterpolas-
yonda dogrusal olmayan kenarlar ve ylizeyler bolgesel donilisimde de ayni kalarak
entrpolasyon fonksiyonuna asagidaki gibi katilmaktadir. Bu arada dogrusal olmayan
kenarlar, [-1, 1] araliginin simir degerleri i¢in kdse noktalarinin koordinatlarina; dogrusal
olmayan yiizeyler, sinir kenarlar1 i¢in kenar fonksiyonlarina, siir koseleri icin ise kose
noktalarinin koordinatlarina sahip olmaktadirlar. Bu anlatima ait denklemler asagida

verilmektedir.
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XA = NG 0, (6,608, X2 = NP (E,) 0, (8,608,
X5 =NP(ED 9, (E].6,.8), X1 =NP(E) e, (E,.85.8),
X5 = NBE ) o (ELE,,8), X =NPE)e. (5,.5,.82),
Xy =N, (€.8).8), X2 =N’g,(&.8,.8),
X2 =N, (E.6.8), Xt =N, (E.5,.8),
X =N 0,(8,,6,8), X[ =N 0, (E].8,.8),
X7 =N, (6.6.6)),  XF=N;"0,(E,8,.8),
X =N, (E,8,8), X =N, (E,8,8),
X =N 0, (ELELE). X0 =Ny 0, (8LELE)),
X3 = NP EINP (GNP ()0, (-1,~1,-1D),

X2 =NP(EINPEONP () g, ( 1,-1,-D),
X2 =NPEINY GNP (ED @, (1, 1,-D),
X3 = NP EINY (E)NP(E) 0, (-1 1,-D), (1.48)
X3 =NP(EINPEINT (€)@, (-1, 1),

X0 =N (€N (6N (€)@, ( L—1, 1),
X =NPEINF(EINS(ED o, (1 1, D),
X2 = NP (EONY (E)NY (&)@, (-1, 1, 1),
X, =0, (-L-1-1), X} =¢,( 1,-1,-1),

X, =0,( L L=1),X] =¢, (-1, 1,-D),
X5 =0,(-1L-1, 1,X} =¢,( 1,-1, 1),
X, =0, 1 1 D.X; =0, 1,1,
m=1,2,

X, s v | X 6 | Xk 12 XlEj s | X"
= N™ O+ - -
IR bR R [N B e ol

1.8. Coziimleyiciler

Coziimleyiciler sonlu eleman programlarinin basarimini  dogrudan etkileyen
unsurlardir. Genel olarak iterasyona dayali olan ve olmayan ¢oziimleyiciler olarak ikiye
ayrilmaktadirlar. iterasyona dayali ¢dziimleyiciye PCG ydntemi (Preconditioned conjugate
gradient method), iterasona dayali olmayan ¢dzlimleyiciye ise Gauss yoketme yOntemi

ornek olarak verilebilir.
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Sonlu elemanlar yonteminin yapist geregi problemin tamami icin olusturulan
denklem takimimin katsayillar matrisinde sifir olmayan terimlerin matris igindeki
dagilimlari, daginikligi (Sparseness), serbestlik derecesi sayisi arttikca artmaktadir.
Dagmikligin artmast da iterasyona dayali olmayan c¢oziimleyicilerin ¢oziimleme
zamanlarmi artirmaktadir. Dagmikligin bu olumsuz etkisini azaltmak icin yeniden
adresleme (reordering) algoritmalar1 kullanilarak islem hacmi azaltilmaktadir. Ote yandan,
iterasyona dayali ¢ozlimleyiciler, katsayilar matrisinin dagmiklig ile ¢éziimleme zamanini
iliskilendirmeyen bir yapiya sahiptirler. Bundan dolay1 serbestlik derecesi sayisinin ¢ok
fazla oldugu durumlarda iterasyona dayali olmayan ¢oziimleyicilere gore daha az zamanda
¢dziimleme yapmaktadirlar. Iterasyona dayali ¢dziimleyicilerin etkinlikleri, katsayilar
matrisinin homojenligi, yani, tekil ¢oziim verebilme yetenegi (durum-condition) ile
ilgilidir. Durum sayis1 ne kadar kiiclik ise iterasyona dayali ¢oziimleyi o denli hizli
coziimleme yapmaktadir. Genelde katsayilar matrisinin durum sayisini kii¢iiltmek igin 6n
homejenlestirme islemleri (precondition) yapilir. p-yontemde ortagonal 6zellige sahip sekil
fonksiyonlar1 ile enterpolasyon yapilmasi, katsayilar matrisinin durum sayisinin kiiciik
olmasin1 yani homojenliginin iyi olmasini saglamaktadir. Dolayisiyla, p-yontemde PCG
cozlimleyiciler en iyi nitelikte olan bir ¢oziimleyicidir. Ancak yeterli hafiza yok ise PCG
ve Gauss yoketme gibi yontemler yerine ¢ok serbestlikli sistemlerin ¢oziimiinde, katsayilar
matrisinde sifir olmayan terimlerin matris i¢indeki dagilimlarindan etkilenmeyen
Onceleyen ¢oziimleyicisi (Frontal Solver) tercih edilmektedir (Irons, 1970; Irons ve

Ahmad , 1980).

1.8.1. Sonlu Elemanlar Yonteminde Coziimleyiciler

Coziimleyicilerin kalitesi bilinmeyenleri ne kadar az zamanda bulduklan ile dogru
orantilidir. Bu yolda onlarin kalitesini etkileyen en biiylikk etmenlerin basinda
bilinmeyenlerin katsayilar matrisinin depolanma sekli gelmektedir. Etkin depolama sekli
¢Oziimleyicinin islem hacminde kazanim saglatmakta ve dolayli olarak ¢6ziim zamanini
azaltmaktadir. Bunun yam sira ihtiya¢ duyulan depolama alanim kiigiiltmekte ve bdylece
daha biiyiik problemlerin hizli bigcimde ¢o6ziilebilmelerine olanak tanimaktadir. Depolama

seklinin genelde nasil yapildig1 ve bazi ¢esitleri asagida verilmektedir.
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Stirekli ortamlar, SEY ile sonlu parcalara boliiniir. Her bir parca tek bir ortammis
gibi lzerlerinde, serbestliklerin bilinmeyen ve o serbestliklere karsi gelen rijitliklerin
katsayr oldugu denklem sistemleri kurulur. Bu pargalar lizerinde denklem sistemleri
kurulurken komsu olduklar1 sinirlardaki bilinmeyenlerin ayni olmasi saglanir. Parcalar yani
elemanlar tiizerinde kurulan denklem sistemlerinin ana ortami temsil etmeleri igin
birlestirilir ve o ortamin ana denklem sistemi olusturulur. Birlestirme yontemi kurulacak
olan ¢oziimleyicilerin yiikiinii (islem sayisim1 ve ¢oziimleme zamanini) belirlemektedir.
Genelde birlestirme yontemi olarak sistemin tlimiinde tanimli olan bilinmeyenler siralanir
daha sonra yine sira ile her dikkate alinan denklem sistemindeki bilinmeyenler bu sirali
bilinmeyenlerle eslestirilerek katsayilari toplanir. Bu aslinda ortak smirlara sahip olan
elemanlarin ortak bilinmeyenlere sahip olmasindan dolay:1 bu bilinmeyenlerin katsayilari-
nin toplanmasini ve ortak olmayan bilinmeyenlerinde kendi katsayilart ile ana denklem
sisteminde yer almalarini saglamaktadir. Bu sekilde kurulan ana denklem sisteminin
katsayilar matrisinde sifirdan farkli olan katsayillarin matris icinde bir yerde
yogunlagmasindan ziyade matris i¢cinde daginik olmasi o matrisin katsayilarinin ekonomik
olmayan bir sekilde depolandiginin gostergesidir. Dagimikligin (Sparseness) sebebi ise
diigiim noktas1 numaralandirmasidir. Eger ¢ok iyi bir numaralandirma yapilirsa sifirdan
fakli olan katsayilar, katsayilar matrisinin kdsegeni etrafinda belli bir bant genisliginde
yogunlasir. Bu bant iginde yine sifir olan katsayilar olabilir ama diiglim noktasi
numaralandirmasinin kalitesine gore sayilari azalir. Sadece bu bant icindeki alanin
depolanacagi sekilde bir birlestirme yontemi segilirse, depolamada, dncesine gore kazanim
saglanmaktadir. Ancak ekonomik depolama agisindan bu yontemden daha iyi yontemler de
mevcuttur. Bu yontemlerin kalitesi, en az sifir katsay1r depolama kapasitelerine gore

derecelendirilir.

1.8.2. Onceleyen Coziimleyici (Frontal Solver)

Depolama sekli veya birlestirme sekli olarak dnerilen bir diger yontem ise Onceleyen
(Frontal) yéntemidir. Onceleyen c¢odziimleyisi Irons (1970) tarafindan gelistirilmistir.
Onceleyen yoéntem yukaridaki alt bashkta ifade edilmeye calisilan birlestirme
yontemlerinden biraz farklidir. Bu yontemde ana denklem sistemindeki tiim denklemlerin

kurulmasi beklenmeden denklemler kurulmaya baslanir ve ilgili denklem tamamlandiktan
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sonra o ana kadar kurulmus olan denklem sisteminden cikartilir ve bir yerde depolanir.
Boylelikle tamamlanan denklemlerde sifir katsayili higbir terimin olusmasina izin
verilmez. Cikartma islemi ile aslinda o bilinmeyen sanki hi¢ olmamis gibi onun sagladig:
rijitlik ve o bilinmeyen yoniinde sifirdan farkl rijitlige sahip olan diger bilinmeyenlerin
sagladig rijitlikler ana denklem sisteminden yok edilir. Ciinkii o bilinmeyene ait denklem
de o bilinmeyen yoniinde bu rijitlikler tam olarak kuruldugundan diger denklemlerden bu
tam denklem ¢ikartilmasi, o bilinmeyenin diger denklemlerdeki katkis1 yok etmis olur. Bu
sekilde bilinmeyen sayisi kadar denklem kurulmakta ancak bu kurulan denklemler ters sira
ile c¢ozilldiklerinde her denklemde bir bilinmeyen bulunmaktadir. Dolayisiyla “n”
bilinmeyenli “n” denklem yerine bu depolama sekli ile her defasinda “1”bilinmeyenli “n”
denklem c¢oziilmiis olunur. Yani ¢oziimlemede, Gauss yoketmenin iist veya alt iicgen
kurma kismi degil de (forward reduction), bilinmeyenlerin bulundugu geri besleme
(backsubstitution) kismi kullanilmaktadir.

Ana denklem sistemi olusturulurken ¢agrilan her bir eleman belli sayida bilinmeyen
ve o bilinmeyenlere ait denklemler ile gelmektedir. Bu bilinmeyenlere ait denklemlerin
tam olup olmadigi o serbestligin baska bir elemanda da bilinmeyen olup olmadig ile
ilgilidir. Eger ilgili serbestlik bagka bir elemanda da bilinmeyen ise o elemanda da bir
denkleme sahiptir. Dolayisiyla bir serbestlik ka¢ elemanin komsulugunda ise o sayida
denkleme sahiptir. Iste o serbestlife ait tam olan denklem o denklemlerin toplamidir.
Toplama islemi esnasinda ayni1 olan bilinmeyenlerin katsayilari toplanir; olmayanlar ise
kendi katsayilar1 ile tam olan denklemde yerlerini aynen alir. Bu anlatimda dolayli olarak
tam denklem adlandirmasinin tanimi agiklanmis olmaktadir. Tam denklem, ilgili
serbestlikle iliskili olan tiim serbestliklerin oldugu denklemdir. O zaman bir serbestlik i¢in
tam denklemin kurulma ani, onun oldugu tiim elemanlarin ¢agrildigi andir. Bu da
elemanlarin numaralandirilmasi ile ilgilidir. Dolayis1 ile bulunacak serbestliklerin yani
bilinmeyenlerin  sirasi, tamamlanma sirasinin  tersi  olup dogrudan eleman
numaralandirmast ile ilgilidir.

Ana denklem sistemi tam kurulmadan tam denklemler elde edilmesi Onceleyen
yontemin diiglim numaralandirmasina bagli bir birlestirme yontemi olmamasindan ileri
gelmektedir. Diiglim numaralandirmasia bagl birlestirme sekli ile sifir degerli
katsayilarin olugsmamasini saglamak ¢ok zordur. Ancak Onceleyen ydntemde bunlar hig
olusmaz. Onceleyen yonteme gore birlestirme seklinin (denklem kurma seklinin)

belirleyicisi, diigiim numaralandirmasi degil eleman numaralandirmasidir.
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Yukarida frontal ¢6ziimleyicinin 6nemi, kullanilmasinin sagladigi yararlar
anlatilmaktadir.  Gelistirilen bilgisayar programimnda bu ¢oziimleme yoOntemi de

kullanilmaktadir.

1.9. Dinamik Analiz

1.9.1. Serbest Titresim Analizi

Serbest titresime maruz soniimsiiz bir sistemin genel hareket denklemi;

Mii+Ku=0 (1.49)
ifadesiyle verilmektedir. Denklem (1.49)’da

u=U sin ot (1.50)

ifadesi gerekli tiirevler alinarak yerine yazilirsa,
[K-o’M]U=0 (1.51)

bagintist elde edilmektedir. Bilindigi gibi bu bagint1 bir 6zdeger analizi denklemidir. Daha
sonra belirlenecek olan kiitle matrisi kosegen olmadigindan bu problem genellestirilmis bir
O0zdeger problemi olmaktadir. Goriildiigii gibi bu ifadenin ¢6ziimiinden elde edilen

O0zdegerler acisal frekansin karesine karsilik gelmektedir. Periyot, acisal frekans ile

arasindaki T :E bagintidan; agisal frekans, dogal frekans ile arasindaki = 2nf
®

bagintisindan belirlenebilmektedir.
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1.9.2. Zorlanmis Titresim Analizi

Dinamik yiik olan deprem etkisindeki ii¢ boyutlu siirekli ortamin hareket denklemi

Mii + Cit + Ku = —Mii (1.52)

g

seklindedir. Burada ,K, C ve M sirastyla rijitlik, sontiim ve kiitle matrislerini; u, u ve u de

sirastyla iic eksenel dogrultudaki yerdegistirme, hiz ve ivmeyi; i, de depremden

g
kaynaklanan yer ivmesini gostermektedir. Bu denklemin zamana gore integrasyonunda
sayisal ¢oziim yontemlerinden biri olan Newmark-f yontemi kullanilmakta olup, bu

yontem, asagida verilmektedir.

1.10. Newmark-f Yontemi

Newmark-f yontemi, tepkilerin belirlenmesinde, tepki parametreleri olan
yerdegistirme, hiz ve ivmeyi, verilen bir zamanda ve bu zamandan bir énceki zamandaki
kendi degerleri ile iliskilendirerek ¢ozen ifadeler kullanmaktadir. Bu tiir bir ifadeye ait

genel denklem, A;, B, C, sabitleri ve R hata payim gostermek iizere (Ayvaz, 1992)

n n+l n+l
u, = z Au, + Z B, + z C,ii, +R (1.53)
l=n—k l=n—k l=n—k

seklinde verilmektedir. Genel hiz denklemi

u,, =au, +a,u +au (1.54)

n+l

seklinde verilmektedir (Humar, 1990). u yerine 1, t ve t* zaman degiskenleri konularak
yapilan ¢oziimlemede Denklem (1.54)’deki ii¢ bilinmeyen olan a;, a,, ve a3 sabitleri, At

zaman artimi, y bir say1y1 gostermek tlizere (Ayvaz, 1992)

a;=1, a;=(1-y) At, az=y At (1.55)
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seklinde hesaplanmaktadir. Denklem (1.55)’in, Denklem (1.54)’de yerine yazilmasiyla hiz
denklemi (Ayvaz, 1992)

u,, =u, +(I-y)Ati, +yAti,,, (1.56)

seklini almaktadir. Bu yontemle yerdegistirme ifadesi de b;, by, by ve by sabitler olmak

luzere

u_ , =bu +bu +bui +b,u (1.57)

n+l

seklinde verilmektedir (Humar, 1990). Hiz ifadesindeki sabitlerin belirlenmesindeki yol

izlenirse bu sabitler, B bir say1y1 gostermek tlizere (Ayvaz, 1992)
1
bi=1, by=At, bs= (5 - B) A, b=P At (1.58)

seklinde bulunur. Denklem (1.58)’in Denklem (1.57)’de yerine yazilmasiyla yerdegistirme
denklemi

u, =u +Ati, +G— Bj Ai +BALC (1.59)

seklinde yeniden diizenlenir. Denklem (1.59)’da, ii_,, yalmz birakilirsa

n+l

i, = 12 u, —u —Ata - l—B At (1.60)
BAt 2

Denklemi elde edilir. Denklem (1.60), Denklem (1.56)’da yerine yazildiginda Denklem
(1.56),

" =&[un+1 —un]+(l—%jﬁn +{(1—y)At—ﬁ(%—BjAt2}ﬁn (1.61)
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seklinde olur. Denklem (1.60) ve Denklem (1.61), Denklem (1.52)’nin n+1 zamanindaki

durumu olan

Mii, , +Ci,, +Ku, , =-M(ii,) _ (1.62)
denkleminde yerine yazildiginda (Ayvaz, 1992)
RN -M (i, ) -+
BAY v _(1_1}1 .
At n n
u, = c&+ c|” P + (1.63)
(1—y)At—L(1—BjAt2 i,
K BAt\ 2
- un+Atun+(l—BjAt2ﬁn
B 2

denklemi elde edilmektedir.

Zaman alaninda analiz yapip yerdegistirmeyi belirleyebilmek i¢in denklem (1.60),
(1.61) ve (1.63) her zaman adimu i¢in ¢oziiliir. Bu ¢aligmada soniim dikkate alinmamastir,
bu nedenle denklemlerdeki soniim terimleri kullanilmamaktadir. Belirtilen bu {i¢

denklemin ¢6ziimii i¢in y ve B sabitlerinin bilinmesi gerekmektedir. Coziimde ortalama

ivme yontemi kullanildiginda y :%Ve B :i, dogrusal ivme yontemi kullanildiginda ise

Y =§ ve 3 =g olarak verilmektedir. Ortalama ivme yonteminde ¢dziimlemede sonuca

ulagabilmek amaciyla At i¢in herhangi bir sart bulunmamaktadir. Ancak dogrusal ivme

yonteminde ise ¢ozlimlemede sonuca ulagabilmek i¢in At’nin (Ayvaz, 1992)

At A3

3
?<? (1.64)

kosulunu saglamasi gerekmektedir. Burada T, dikkate alinacak sistem modlarina ait en

kiiciik periyottur. Cok serbestlik dereceli sistemlerde en kiiclik periyodun ¢ok kiigiik
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degerler almasi olas1 oldugundan zaman adiminin Denklem (1.64)’e gore yeteri kiigiikliikte
olmast gerekmektedir. Bu durum ¢ok fazla hesap adimi doguracaktir. Bu nedenle bu
calismada cok serbestlik dereceli bir sistemin dinamik analizi gerceklestirileceginden

coziimlemede kosulsuz olan ortalama ivme yontemi kullanilacaktir.

1.11. Calismanin Amac¢ ve Kapsami

Son otuz yilda, daha az serbestlik derecesiyle nasil daha dogru matematik model
bulunabilirin cevabini elde etmek i¢in ¢alismalar yapilmistir. Bu calismalar siiresince,
sonlu elemanlar yonteminde alisila gelmis ag siklastirmasinin yapildigi h-yonteminin yani
sira p- ve hp- yontemleri gelistirilmistir. Ayrica, sonlu elemanlar yonteminin p-yonteme
dayali olarak gelisimi; karmasik geometrilerde p-yonteminin etkinliginin siirdiiriilebil-
mesine olanak veren Karma Fonksiyon Yonteminin, geometrik temsildeki hata payimni
oldukca diisiirmesi veya tamamen yok etmesiyle pekismistir. Sonlu elemanlar
yontemindeki bu gelismeler, bu ¢alismay1 amacina yonlendirmistir. Oyle ki, bu ¢alismada,
p-yontemine dayali ve Karma Fonksiyon Yontemi ile zenginlestirilmis, siirekli veya
siireksiz her c¢esit dogrusal olmayan yiiklemenin dikkate alinabildigi, elastostatik ve
elastodinamik analizlerin igerildigi tigboyutlu problemlerde uygulanabilen, her {i¢ eksende
dogrusal yerdegistirmelerin serbestlik derecesi olarak tanimlandigi, egrisel kenar ve/veya
ylizeyli olabilen dortgen prizma seklindeki bir eleman i¢in sonlu elemanlar programinin
gelistirilmesi amaglanmistir. Bu amag¢ dogrultusunda gelistirilen program igin asagida
maddelenen kapsam olusturulmustur.

1. a) Literatiirde o6rnekleri bulunan Lagrange eleman, Lagrange polinomu tabanh
hiyerarsik eleman ve Legendre polinomu tabanli hiyerarsik eleman b) literatiirde
lic boyutlu elemanlar i¢in ¢ogunlukla polinom derecesi iki olmasi durumunda
O0rnegi bulunan Lagrange polinomu tabanli serendipity eleman, c) bu ¢alisma
kapsaminda sunulan serendipity seklinde hiyerarsik Lagrange eleman,
serendipity seklinde hiyerarsik Legendre eleman ve Kiitle serbestlik dereceleri
indirgenmis Lagrange elemanlar dikkate alinacaktir. Grup b)’de bulunan
serendipity eleman literatiirde p-yonteminde yiiksek polinom dereceleri igin

ornegi cok azdir.
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. Dortgen prizma sekline sahip yukaridaki sonlu eleman tipleri; nokta, kenar

ve/veya yiizey indirgenmesi ile iiggen prizma veya piramit gibi sekle sahip
elemanlara indirgenebilmesi saglanmaya calisilacaktir.
. Gelistirilen programda, polinom derecesinin artirilmasinda her hangi bir sinir

bulunmamasina ¢aligilacaktir.

. Egrisel kenarli ve/veya ylizeyli geometriye sahip sistemlerin matematik

modellerinde geometrik agidan tam temsilinin yapilabilmesi amaciyla Karma
Fonksiyon Yontemi kullanilarak kurgulanan elemanlarin ilgili geometrik sekli
kazanmas1 saglanacaktir. Boylelikle, kartezyen eksen takimina higbir doniisiim
yapmadan, yani, kutupsal veya polar koordinat eksen takimlarina ihtiyag
duymadan, dogrudan kartezyen eksen takiminda modelleme yapilabilecektir. Tek
yonlii dairesel kenar ve/veya yiizeylerin temsilinin saglanmasi, 6rnek durum
olarak dikkate alinacaktir.

Gelistirilen programda statik yiikleme, {ic boyutlu sonlu elemanlarin
ylizeylerinin normali dogrultusunda diizgiin yayili ve dogrusal olmayan yayil
olarak uygulanacak ve ayrica kose noktalarina serbestlikler dogrultusunda tekil
yiikleme olarak yapilmasinin saglanmasina ¢alisilacaktir.

Gelistirilen programda p-yontemine dayali sonlu elemanlar ile serbest ve

zorlanmus titresim analizlerini igeren dinamik analiz yapilacaktir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu calisma kapsaminda p-yontemine gore yerdegistirmeye dayali denklem
takimlarinin olusturuldugu doértgen prizma seklindeki ii¢ boyutlu sonlu elemanlarla birlikte
bir sonlu elemanlar programi gelistirilmistir. Dortgen prizma seklindeki ii¢ boyutlu sonlu
elemanlar, bir birine dik {i¢ eksen dogrultusunda eksenel yerdegistirme serbestliklerine
sahiptir. Gelistirilen programda dortgen prizma sekline sahip birkac tip sonlu eleman
kurgulanmis olup bu elemanlar, nokta, kenar ve/veya ylizey indirgenmesi ile liggen pirizma
veya piramit gibi sekle sahip elemanlara indirgenebilmektedirler.

Gelistirilen programda, polinom derecesinin artirilmasinda her hangi bir smir
bulunmamaktadir. Bu durum eleman i¢in denklem takiminin tamamem fonksiyonlar
tizerinden kurulmasi ile saglanmakta olup belli polinom dereceleri i¢in elde edilmis hazir
durumlar kullanilmamaktadir. Hazir kurgulanmis ifadelerde deger yerine koyarak denklem
takimi olusturma, yiliksek polinom dereceleri i¢in zaman agisindan verimli olmamaktadir.
Ayrica p-yontemini igeren ticari programlarda, genelde, polinom dereceleri
sinirlandirilmaktadir. Ancak bu sinirlandirma yapilirken, en genel halde, egrisel geometrili
problemlerde polinom derecesini artirmaktansa geometrik temsilden gelen hatay1 azaltmak
icin ag siklagtimasi yapilmasimin daha etkili sonuglara ulastiracagi gibi sebeplerin
diistiniilmesi olduk¢a muhtemeldir.

p-yOntemine gore istenilen polinom derecesi i¢in eleman rijitlik matrisinin nasil
kuruldugu 2.1 nolu alt baglik altinda gdsterilmektedir.

p-yonteminde, temel ag olarak kullanilabilecek bir ag yapisi iizerinde, polinom
derecesinin artirilmast esnasinda ilgili sekil fonksiyonu yapisina gore sonlu eleman
tizerinde konum bilgisine bagli olarak veya olmayarak serbestlik derecelerinin
tanimlanmas saglanmalidir. Oyleki, her polinom derecesi artirilmasi esnasinda serbestlik
derecesi olusturma islemi, serbestlik derecelerinin temel ag yapisina bagli olarak komsu
elemanlar arasinda kose, kenar veya ylizey komsulugunda ortak numaralara sahip
kalmalarmin saglatilmasini gerektirmektedir. Bu sekilde, p-yontemi i¢in ag {izerinde
serbestlik derecesi tanimlama algoritmasi, 2.2 nolu alt baslikta verilmektedir.

Kurgulanan sonlu elemanlar farkli tipte sekil fonksiyonlarmin olusturulmasi ile
meydana getirilmektedir. Bunlar, Lagrange eleman, Lagrange polinomu tabanli Lagrange

eleman; Lagrange polinomu tabanli hiyerarsik eleman; Legendre polinomu tabanl
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hiyerarsik eleman; Lagrange polinomu tabanli serendipity eleman; serendipity seklinde
hiyerarsik Lagrange eleman; serendipity seklinde hiyerarsik Legendre eleman; Kiitle
serbestlik dereceleri indirgenmis Lagrange eleman olarak siralanabilir. Son ii¢ yaklagim, bu
tez kapsaminda sunulan elemanlardir. Serendipity seklindeki hiyerarsik elemanlarin
hiyerarsik elemanlardan farki, yiizey ve kiitle serbestlik derecelerinin olmamasidir. Ayrica
Lagrange elemanin sistem matrisindeki matris boyutunu kii¢iiltmek amaciyla kiitle
serbestlik derecelerinin aglarda hicbir komsulugu olmayacagindan ilk c¢oziimlemede
dikkate alinmamalar1 ile elde edilen Kiitle serbestlik dereceleri indirgenmis Lagrange
eleman tanimlanmaktadir. Bu ii¢ eleman serbestlik derecesi sayisinin nasil azaltilabilir
sorusunun cevabi olarak olusturulmustur. Ayrica Lagrange polinomu tabanli serendipity
elemanin literatiirde yliksek polinom dereceleri i¢in uygulamasi yerine genelde polinom
derecesinin iki oldugu durumdaki uygulamalar1 vardir. Bu tez kapsaminda dikkate alinan
tiim sekil fonksiyonlariin nasil iiretildigi 1.5.1 nolu alt baslikta ve onun alt basliklarinda
verilmektedir.

Egrisel kenarli ve/veya ylizeyli geometriye sahip sistemlerin matematik modellerinde
geometrik olarak tam temsilinin yapilabilmesi amaciyla Karma Fonksiyon Yontemi
kullanilarak kurgulanan elemanlarin ilgili geometrik sekli kazanmasi saglanmaktadir.
Boylelikle, kartezyen eksen takimina hi¢bir donilisiim yapmadan, yani, kutupsal veya polar
koordinat eksen takimlarina ihtiyag duymadan, dogrudan kartezyen eksen takiminda
modelleme yapilabilmektedir. Bu ¢alisma kapsaminda dairesel kenar ve/veya ylizeylerin
temsilinin saglanmasi, 6rnek durum olarak dikkate alinmistir. Gelistirilen programda, genel
olarak, herhangibi bir egrisellik durumunun kullanilabilmesi amaciyla diizenleme
yapilmistir. Ancak egrisel kenar ve/veya yiizeyler iizerinde koordinat bilgisinin yani sira
tiirev bilgilerinin de saglanmasi amaciyla ek geometrik bilgilerin elde edilebilecegi araci
bir CAD (Computer Aided Design) programa ihtiyag duyuldugundan en genel durum
orneklendirilememektedir. Bu ¢alisma kapsaminda dikkate aliman ve 1.7.2 alt basliginda
verilen Karma Fonksiyon Yonteminin {i¢ boyutlu elemanlardaki geometrik temsilde nasil
tiretildigi 1.7.2.2 alt bashig1 altinda gosterilmektedir. Ornek durum olarak dairesel tek yonlii
ylizeylerin geometrik enterpolasyonunun nasil yapildigi 2.3 alt bagliginda verilmektedir.

Gelistirilen programda statik yiikleme, {ic boyutlu sonlu elemanlarin yiizeylerinin
normali dogrultusunda diizgiin yayili ve dogrusal olmayan yayili olarak uygulanabilmekte
ve ayrica kose noktalarma serbestlikler dogrultusunda tekil yiikleme olarak

yapilabilmektedir. Diizgiin yayili yike ve dogrusal olmayan yayili yiike ait yiik
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vektorlerinin nasil elde edilecegi, 2.5 alt basligr altinda gosterilmektedir. Karma Fonksiyon
Yontemi sayesinde egrisel yiizeylerde de yayili ylikleme yapilabilmektedir.

Yayili yiiklemeler bir¢ok fiziki problemde diizgiin olmayip miihendislik acisindan
diizgiin yayili hale getirilmektedirler. Bunun i¢in ya dogrudan kabul yapilmakta veya ag
yapist siklastirilarak yilikiin farkli degerlerde diizgiin yayili yiik olarak uygulanabilmesi
saglanmaktadir. Gelistirilen programda yardimci bir program yardimiyla dogrusal
olmayan, hatta, slirekli olmayan yiizeye yayili yiikler, esdeger kabul edilebilecek diizeyde
yiiksek dereceden polinomlarla yeniden tanimlanabilmekte ve ister egrisel ister diizlemsel
yiizeylere yiiklenebilmektedir. Bu yiikleme seklinin nasil tanimlandig1 2.6 alt basliginda
verilmektedir.

Birgok durumda ag yapisinin siklastirilmasinda {i¢ temel neden bulunmaktadir.
Bunlar, yiliklemenin ve/veya geometrinin daha ger¢ek¢i tanimlanabilmesi, bir de
yerdegistirmenin dogruluk derecesinin (yakinsama derecesinin) kabul edilebilir oranda
olabilmesi seklinde siralanabilir. Dogrusal olmayan yiliklemenin yapilabilmesi ve egrisel
geometrinin tam olarak bir defada tanimlanabilmesi, bu anlamda, ag siklastirmasinin
yapilmasini zorunluluk halinden ¢ikarmaktadir.

p-yontemi ile ticari programlarda genelde statik analiz yapilmakta, dinamik analiz
yapilmamaktadir. Bunun sebebi olarak polinom derecesi artirildikca kiitlenin sonlu eleman
icerisinde sekil fonksiyonlarindan dolay1 diizgiin olarak dagitilamamasi ve bundan dolay1
statik analizde kabul edilebilir sonuglar alinabilmesine ragmen atalet kuvvetlerinden dolay1
dinamik analizde istenilen sonuglarin alinamamasi gosterilebilir. Bununla beraber
literatiirde O0rnek durum olarak, plaklarin yiiksek, ancak, belli derecede polinomlarla
yapilmig dinamik analizleri gosterilebilir (Ozdemir, 2007). 2.4 alt baslig: altinda eleman

kiitle matrislerinin nasil elde edildigi gosterilmektedir.

2.1. p-Yontemine Gore Eleman Rijitlik Matrisinin Kurulumu

Denklem (1.17)’de bulunan, K®, eleman rijitlik matrisi

111

k* = [ [ [ B"©)CB(©)I(©)|de dz, de, 2.1)

=1-1-1
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bagintist ile belirtilmektedir. Denklem (1.14)’deki tiirevlerin, fiziksel (gercek geometrik)
koordinatlara gore degil de dogal koordinatlara gore tlirevinin alinmasi gerekmektedir. Bu
doniisiim, agsagidaki gibi yapilmaktadir.

Dogal koordinatlara gore kismi tiirevin zincir kurali ile fiziksel koordinatlar

cinsinden elde edilmesi

o 09X, 8 . d
X E x O -

seklinde olmaktadir. Burada J(§), dogal koordinatlara gore tiirevleme ile fiziksel

koordinatlara gore tlirevleme arasinda doniisiimii saglayan Jacobi matrisi olup bu matris

0X, X, 0X,
g, 0g  OE
o X X X (2.3)
g, &, OE,
oX, o0X, 0X,
| 08 05 0% |

bagintisiyla verilmektedir. Fiziksel koordinatlara gore kismi tiirevin, zincir kural ile, dogal

koordinatlar cinsinden elde edilmesi

0 _ 00 (2.4)
oX; 0§ 0X,
seklinde olmaktadir. Denklem (2.2) ayn1 zamanda
0 dyey O
—=J"¢)— 2.5
X © o (2.5)

seklinde yazilabileceginden Denklem (2.4) ve Denklem (2.5)’in esitlenmesiyle, dogal
ag;

koordinatlarin fiziksel koordinatlara gore tiirevinin, o fiziksel koordinatlarin dogal
j



koordinatlara gore tiirevi,

aa1| 1©)|-
a‘;’2| 1©)|-
aa3| )©)|-
aﬁl Sbel-
‘3‘;°2| )©)-
a% el
aal hel-
aa2| )©) -
8‘t’3| )©)-

—, cinsinden
0X, 0X, B 0X, 0X,
0t, 0&, O&, 0

8X2 0X, aX X,
g, 0&; 55..1 G
0X, 0X, B 0X, 0X,
oE, 0t, o0& ok,’
8X1 0X, N 0X, 0X,
o0&, 0&, 0&, 0%’
0X, 0X, B 0X, 0X,
o€, 08, 0 o8,
8X1 0X, N 0X, 0X,
0t 0E, 0& 0,
0X, 0X, B 0X, 0X,
0E, 0ty OE, O&,~
6X1 X, N 0X, 0X,
0t o0&, 0O o€,
0X, 0X, B 0X, 0X,
o€, 08, 0& 0K,
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(2.6)

seklinde elde edilmektedir. Buna gore, Denklem (1.14)’deki D operatoriinde, Denklem

(2.6)’daki esitlikler yerine konuldugunda, Denklem (1.16)’da tanimlanan B operatorii

asagida Denklem (2.7)’deki gibi elde edilmektedir. Bu operatorde, N(&), sekil fonksiyonu

yerine dikkate alinan eleman tipine gore karsilig1 yazildiginda, ilgili sonlu eleman tipi i¢in

kurgulama yapilmis olmaktadir. Ornegin, Lagrange tipi sonlu eleman igin N(&)yerine

Lagrange polinomuna gore olusturulan sekil fonksiyonlar1 konulmaktadir.

Herhangi bir sonlu eleman tipinde polinom derecesi artirildik¢a sekil fonksiyonu

sayis1 da ona gore artacaktir. Buna gore Denklem (2.7)’deki B operatoriine bakildiginda

artan sekil fonksiyonu sayisinca operatoriin boyutunun biiyiiyecegi, dolayisiyla, Denklem

(2.1)’deki eleman rijitlik matrisinin boyutunun da o denli biiyiiyecegi goriilmektedir.
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(2.7)

n = sekil fonksiyonu sayisi

2.2. Mevcut Bir Agda Sonlu Elemanin Serbestlik Derecelerinin p-Yontemine
Gore Artirllmas1 ve Numaralandirilmasi

p-yonteminde sonlu elemanlarin polinom derecelerinin artirilabilmesine goére yeni
serbestlik derecelerinin mevcut ag yapisinda yerini almasiin saglanmasi, h-yonteminde
mevcut ag yapisinin yakinsama diizeyini artirmak i¢in ag yapisinin daha fazla elemana
boliinmesi ile benzer bir islem olarak goriilebilir. Bu nedenle, bu 6zellik, p-yontemi tabanlh
bir sonlu elemanlar programinda vazge¢ilmez olmaktadir.

Mevcut bir ag yapisinda calisirken ag yapisinin mevcut sonlu elemanlarinin
komsuluklari, her sonlu elemanin yapisindaki yeni olusturulacak serbestlik derecelerinin
bu komsuluk durumlarini dikkate alarak numaralandirmasmm gerektirmektedir. iki sonlu
elemanin komsuluk durumlar1 kose-kdseye, kenar-kenara, ylizey-ylizeye komsuluklar
seklinde siralanabilir. Ancak birde mevcut ag yapisina bagli olarak sonlu elemanlarin
kurgulandiklar1 kose, kenar veya yiizey sayisinin degistigi bir bi¢imdeki geometrik bir
pozisyonda kalmalarmin zorunlu hale gelebileceginin de diisliniilmesi gerekmektedir. Bu
durumda sadece elemanlar arast komsuluk degil, eleman igindeki kose, kenar veya
ylizeylerin iist iste diismeleri veya yok olmalari durumlarinin da dikkate alinmast
manasina gelmektedir. Oyleki, sonlu elemanin kurgulanmasinda temel alinan geometri

yani sira, yer almasi gerektigi geometrik duruma gore, drnek olarak piramit, liggen prizma,
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diizgiin dort yiizlii gibi sekilleri almasi hangi kdse, kenar veya ylizeylerin iist {iste binecegi
veya yok olmasi gerekeceginin bir¢ok olast durumu ortaya cikaracagi goriilmektedir.
Ayrica olusturulacak serbestlik derecelerinin hangi eleman tipinde olacagi -6rnegin,
Lagrange veya hiyerarsik eleman- dikkate almmmalidir. Ciinkii eleman tipine gore
olusturulacak serbestlik derecelerinin eleman konumuna gore kenar ve/veya ylizey
iizerindeki tanmimlanma yénleri 6nemli olmaktadir. Ornegin, hiyerarsik elemanlarda
serbestlik dereceleri kose, kenar, ylizey ve kiitle olmak iizere dort farkli yapida oldugundan
ve koselere ait serbestlik dereceleri hari¢ diger serbestlik dereceleri konum bilgisine bagh
olmadigindan eleman iizerinde bu serbestlik derelerinin komsuluklar1 ile ortak adreste
bulugmalarinin saglanmasi ancak tanimlanma yonleri ile olmaktadir. Gelistirilen program
icin tiim bu durumlar1 igeren bir algoritma Sekil 2.1°de verilmektedir.

Sekil 2.1’den goriilebildigi gibi kurgulanan sonlu elemanlarin ag yapisina bagh
olarak indirgenmis kenar ve/veya yiizeyli durumlar olan {iggen prizma, pramit veya diizgiin
dortylizlii gibi sekillere sokulmalar1 durumunda dortgen prizma i¢in kurulan, Ornegin
hiyerarsik tipteki, sekil fonksiyonlarinin kullanimi miimkiin olmamaktadir. Ciinki
hiyerarsik tipteki sekil fonksiyonlar1 kose, kenar, yiizey ve hacim gibi farkli tiirden
fonksiyonlar1 icermektedir. Bundan oOtiiri Ornegin kenarin koselere indirgenmesi
durumunda farkli tiirden fonksiyonlarin adreslerine ayni serbestlik derecesinin verilmesi
farkl1 mertebelerin bir araya getirilmesine neden olacagindan dogru olmamaktadir. Bu
durumda, hiyerarsik tip i¢in yeni geometrik sekle uygun sekil fonksiyonu kurulumu
yapilmalidir. Gelistirilen programda hazirlanan algoritmaya (bkz. Sekil 2.1) gore hiyerarsik
tip disindaki Lagrange, serendipity tipindeki sonlu eleman kurulumlar1 i¢in dortgen prizma
seklindeki hacim elemanlarin kenar veya ylizeylerinin indirgenmesi durumlar1 dikkate

alinabilmektedir.
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Ilgili sonlu eleman tipine gore serbestlik
derecesinin iiretim sekline karar verilmesi
v
Mevcut agda kenar ve ylizey yonlerinin
belirlenmesi

v

Mevcut agda ilgili sonlu elemanin, kag adet {ist
iiste gelen kdse ile, yok olmamis kenar ve ylizeye
sahip oldugunun belirlenmesi

v
Birinci sonlu elemanda {istiiste diisen ve
diismeyen kdoselere ait serbestlik derecelerinin
yeni numaralariin verilmesi

v

Her sonlu eleman i¢in |

Ilgili sonlu elemanda yok olan kenarlardan dolayi
iistiiste diisen koselerin serbestlik derecelerine yeni
numaralarin verilmesi

v

Ilgili sonlu eleman igin yok olan kenarlardaki
serbeslik derecelerine, ilgili kenarlardaki kose
serbeslik derecelerine ait yeni numaralarin
kopyalanmasi

v

flgili sonlu eleman igin kendinden énce
numaralandirilan elemanlar iizerinde bulunan
komsu kenarlar iizerindeki yeni numaralarin
kenar serbestlik derecelerine kopyalanmasi,
komsu olmayan kenarlara ait serbestlik
derecelerine yeni numarlarinin verilmesi
v
Ilgili sonlu eleman i¢in yok olan yiizeylerin
koselerinin yeni numarasinin yiizey
serbestliklerine kopyalanmasi

v

Ilgili sonlu eleman igin komsu olmayan kenarlarina
indirgenerek yok edilen ylizeyin yiizey serbestlik
derecelerine, indirgendikleri kenar serbestlik
derecelerinin yeni numaralarinin verilmesi
v

Yok olmayan yiizeylere ait ve eleman i¢inde
bulunan kiitle serbestlik derecelerine yeni
numaralarin verilmesi

Sekil 2.1. Mevcut agda polinom derecesinin artirilmasi durumunda dogacak
serbestlik derecelerine yeni numara verilmesine ait algoritma
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2.3. Karma Fonksiyon Yontemi ile Dairesel Kenar ve/veya Yiizeylerin Temsili

Gelistirilen programda dairesel kenar ve yiizeylere ait egrisel geometrinin Karma
Fonksiyon Yontemi ile geometrinin enterpolasyonuna katilmasi Sekil 2.2 ve Sekil 2.3’de
verilen algoritmalar ile saglanmaktadir. Sekil 2.2°de, genel bilgilerde ayrintili olarak

verilen Karma Fonksiyon Yonteminin 6zet anlatimi algoritma halinde verilmektedir.

Dortgen prizma eleman i¢in Lagrange tabanh
sekil fonksiyonuna ait enterpolasyon fonksiyonu
kurulumu

v

Egrisel yiizeylere ait ortak kenarlarin kdselerinin
enterpolasyonlarinin bir kereligine ¢ikartilmasi

A 4

Egrisel ylizeye ait ortak kenarlarin
enterpolasyonun bir kereligine ¢ikartilmasi

y

Egrisel ylizeyin enterpolasyonun eklenmesi

Sekil 2.2. Karma Fonksiyon Y 6ntemi algoritmasi

Sekil 2.3’de ti¢ boyuth bir dairesel egriligin iki boyutlu bir egrilik haline getirildigi
bir yerel eksen takiminda enterpolasyonunun tanimlanip tekrar koordinat doniigiimii
uygulayarak ii¢ boyutlu daireselligin tanimlandig1 eksen takimina ¢evrilmesi, algoritma ile

gosterilmektedir. Sekil 2.4’de de bu anlatim grafiksel olarak gosterilmektedir.
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Daire par¢asinin merkezinden, baslama ve
bitimine yonlii iki vektoriin eksenel koordinatlar
yardimi ile belirlenmesi

Y
Belirlenen iki voktoriin diizlemine dik ve o
diizlemde vektorel ¢carpim yardimiyla birbirine
dik yerel eksen takiminin belirlenmesi

y

Daire pargasinin baslama, bitim noktalar ile
merkezine ait koordinatlarin belirlenen yerel
eksen takimina doniistiiriilmesi

\ 4

Yerel eksen takimina gore daire parcasinin hangi
yerel eksen diizleminde oldugunun bulunmasi ve
bu diizlemde enterpolasyon fonksiyonun daire
parcgasinin fonksiyonu olarak alinmasi

y

Yerel eksen takimina gore bulunan enterpolasyon
fonksiyonunun, problemin fiziksel eksen
takimina doniistiiriilmesi

Sekil 2.3. Dairesel egrilige ait enterpolasyon fonksiyonun kurulumu

Sekil 2.4 (a)’da, li¢ boyutlu ¢(x,y,z) fonksiyonu ile gosterilen dairesel bir egriligin,
baslangi¢ ve bitis noktalarin1 O; gibi bir egrisellik merkezine gore isaretleyen r,, ve I,
vektorleri ile tanimlanan (aj,a,a3) yerel eksen takimima gore olusturulan ¢(a,,a,,a,)

enterpolasyon fonksiyonu, Sekil 2.4 (b)’de ise Sekil 2.4 (a)’da tanimlanan dort farkl
dairesel egrisellikten olusan dort kenar ve bunlarin oldugu iki yiizeyin bulundugu bir sonlu
elmanin sekli gosterilmektedir. Bu sonlu elemanin dairesel tek yonlii bir egrilige sahip bir

stirekli ortamda, 6rnegin bir sanayi bacasinda tanimli oldugu diisiinebilir.
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Sekil 2.4. a) Dairesel egriligin yerel eksen takiminin olusturulmasi ve bu eksen takiminda
enterpolasyon fonksiyonun kurulmasi, b) Silindirik bir sonlu elemanin
goriiniisii ve dairesel egrisellige sahip kenar ve yiizeylerinin tanimlanmasi

2.4. p-Yontemine Gore Eleman Kiitle Matrisinin Kurulumu

Denklem (1.7)’de i¢ kuvvetlerin isi olan §Wgy, nin

3W,,, = [du-iipdV (2.8)
Q

seklinde oldugu goriinmektedir. Burada 1.2.3 alt bashg altinda belirtildigi gibi
ayriklagtirma yapildiginda, dogal koordinatlardaki igsel virtiiel is denklemi eleman

uzerinde

Wy, =du’- [ [ [ NT(©NEE,dE,de,u = du’ -m‘u’ 2.9)

-1-1-1

bagintisiyla elde edilmektedir. Buna gore eleman kiitle matrisi
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111

m = [ [ [ N"@©N(@)dg,de, d, (2.10)

-1-1-1

bagintisiyla belirtilmektedir. Burada

N'@E 0 0
NE=| 0 N(@¢E 0 |,i=Ln
0 0 N'(§)

n = sekil fonksiyonu sayisi

2.11)

seklinde olup polinom derecesi sayisi arttikca sekil fonksiyonu sayisi artacak ve kiitle

matrisinin boyutu da ona gore biiyliyecektir.

2.5. p-Yontemine Gore Eleman Yayih Yiik Vektoriiniin Kurulumu

Denklem (1.7)’de dis kuvvetlerin yaptigi is olan 6Wy nin, kiitle kuvvetini doguran
yer¢ekiminin yaptigi isin ve etki ylizeyindeki dis kuvvetlerin yaptigi igin toplami seklinde
oldugu goriilmektedir. Burada sadece etki yilizeyindeki kuvvetler diisiiniilecektir. Buna

gore Denklem (1.7)

3W,, = [ dut'dA (2.12)
T'c

seklini alacaktir. Dis kuvvetlerin etki yiizeyi, dortgen prizma elemanda alt1 farkli yilizeyden
biri, birkac¢i veya tamamu olacaktir. Oyleki, Denklem (2.12)’deki integral, ilgili eleman
yiizeyi sinirlart igerisinde, yiizey normali dogrultusundaki t  yayili yiikii altinda aliacaktir.
Buna gore dortgen elemanin her yiizeyinde yiikleme yapilabilecegi diisiiniilerek yiizeylerin
normali bulunmali ve bu normal dogrultusunda yiizey sinirlari igerisinde degisken veya
diizgiin yayil1 yilikiin uygulanabilecegi diistintilmelidir.

Dortgen prizmanin yiizeylerinin normalleri 1ilgili ylizeydeki tanjant degisim
vektorlerinin vektorel c¢arpimi ile bulunabilir. Tanjant degisim vektorleri, fiziksel

koordinatlar ve dogal koordinatlar arasindaki degisim iligskisinden elde edilir. Fiziksel
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koordinatlar

X=[X,(,5,,8) X,(§,55,,65) Xa(gpazaaa)f (2.13)

seklinde dogal koordinatlarin birer fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Oyleki dogal
koordinatlarda dortgen prizma elemanin bir yiizeyindeki bir nokta isaretlenmis olsun.
Ornek olarak ilgili yiizey, &=1 yiizeyi olsun. Bu yiizeydeki isaretlenmis noktadan, drnegin,
&1 ekseninin pozitif yoniinde df; kadar hareket edildiginde fiziksel koordinatlarda o
yiizeydeki o noktadan

dX,, dg, = [ax‘ggfz’” de, aXz(;};; S2:D g, 5X3(§gl &)

dg,] (2.14)
bagintisiyla belirtilen kadar bir sapma olur. Benzer sekilde, ilgili noktadan &, ekseninin
pozitif yoniinde d&, kadar hareket edildiginde fiziksel koordinatlarda o yilizeydeki o

noktadan

a)(1 (al > iz > 1) d};z aXz (al 4 iz > 1) daz 8X3 (‘21 > az 2 1)

Do =5 3 3

dz, ] (2.15)

bagmtisiyla belirtilen kadar bir sapma olur. ilk noktadan sapma yapilarak varilan iki
noktaya, bu konum sapma vektorleri dogrultusunda varilmakta olup bu iki sapma vektorii
de fiziksel koordinatlarda ilgili yiizeyde olup o yiizeyin tanjant vektorii olmaktadirlar. Bu

ylizeyin normal vektorii de, bu tanjant vektorlerinin

I | [ox, 0%, oX, oX, |
i j k 0, 08, 0&, Ok,
Mo gy Bage Kge || X XK |
o, o, o, o8, 0§, 0%, O, 516
Koy Koy g | | XK XX (2.16)
e, T oog, oog, | |0 o, 0&, 0% |
_ M
[ —
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seklindeki vektorel carpiminin normallestirilmis halidir. Buradan hareketle, dogal

koordinatlarda ilgili ylizeydeki alan dAg=d&;d&, olurken fiziksel koordinatlardaki ise

dA= HMH olur. t’, yiizey normalinde etki eden bir vektdr oldugundan,

=t (2.17)
t
denklemi ile t" = ﬁ”t*u olur. Buna gore
con=ale]Jw] =
t'dA =|t'|M (2.18)

0X, 0X, X, X, |
0g, 08, &, O,
0X, 0X, X, 9X,
g, ¢ 0 0C,
0X, 09X, 09X, 9X,
| 08, 08, 0%, 0% |

t'dA= t

dg,ds,

olmaktadir. Denklem (2.18), Denklem (2.12)’de yerine yazilip 1.2.3 alt bashigi altinda
belirtildigi gibi ayriklastirma yapildiginda, dortgen prizma elemanin &;=1 yiizeyindeki dis

kuvvetlerin yaptig1 is

0X, 0X, X, X, |
g, 08, 0, O,
11

oX, 0X, X, 8X
. IJ-NT (E;) 1 3 1 3
5 g, 0F, 0%, 0%,
0X, X, X, 0X,
| 0§ 5, O&, 0% |

SWE, = du

t*

de, de, =du -t (2.19)

olmaktadir. Buna gore &;=1 yiizeyindeki dis kuvvet, yani, yiik vektorii
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0X, 0X, X, X, |
ag, o, 05, 0%

¢ j jNT © ZXI 0X, X, X,
b & 05 0 OE,

0X, 0X, X, X,
| 05, 08, 0§, 0 |

t*

dg,dg, (2.20)

bagmtisiyla elde edilmektedir. Burada N' (), Denklem (2.11)’in transpozesi olup sonlu

elemandaki yerdegistirmeyi enterpole eden sekil fonksiyonlaridir. Denklem (2.20)’de ||t*

2

dis yiikiin degeri olup diizgiin yayil yiikte dogrudan uygulanacak olan yiikiin degerine esit
olan bir sabittir. Ote yandan, yiizeyde dogrusal olmayan bir fonksiyon yiiklemesi
oldugunda o yiizeydeki dogal kooridinatlara baglh bir yiizey fonksiyonu olmaktadir. Bu
fonksiyon, yiizeyde belli noktalardaki yiik degerlerini enterpole eden bir enterpolasyon

fonksiyou haline doniistiiriilerek

0X, 0X, X, X, |
ac, o5, 05, 0%
¢ j JI-NT © ZXI 0X; X, oX,
i g, 0§ 0 OE,
0X, 0X, X, X,
| 08 08, 0§, dg |

(Nyﬁzey(alﬂaz)'tyﬁzey)dgd&z (2.21)

seklinde yiizeyde fonksiyon yliklemesi igin yiik vektorii elde edilmektedir. Burada Nyjyey,
yiizeyde tanimlanan enterpolasyona ait sekil fonksiyonlarini; tyiey, bu sekil
fonksiyonlarinin tanimlandigi noktalardaki yiizeydeki yiik degerlerini ifade etmektedir.

Yiizeyde dogrusal olmayan yiikleme alt baglikta da ayrica anlatilmaktadir.

2.6. Dogrusal Olmayan Yayih Yiik Durumu

Dogrusal olmayan yayili yiikler birka¢ sekilde olusturulabilir. Birinci olarak,
yiiklenmenin dogrudan bir ylizeye, ylizey fonksiyonu olarak etkitilmesi ile yapilabilir. Bu
durumda, yiizey yiik fonksiyonuna ait polinom bilinir ve Sekil 2.5’de verilen algoritmaya

gore ylizeye ait yiik vektorii olusturulabilir.
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Bir yiizey fonksiyonu ile tanimlanan yayili bir
yiiklemeye ait siirekli veya siireksiz fonksiyon
tizerinde belli araliklarla yiik degeri okumasi
yapilmasi

A

Yapilan yiik degeri okumalarina gore esdeger
kabul edilebilen yiik degerleri verebilecek uygun
polinom derecesinde bir ylizey polinomunun
katsayilarinin belirlenmesi

4

Lagrange polinomuna gore katsayilart belli olan
polinomun sekil fonksiyonu ile
enterpolasyonunda, polinom derecesine gore belli
pozisyondaki noktalar iizerindeki yiik
degerlerinin, Vandermonde matrisinin ¢dziimii ile
bulunmas1

A 4

Enterpolasyonun yapilacagi ylizey noktalarinda,
yayil ylik degerlerinin bulundugu yiikleme i¢in
yiik vektoriiniin kurulmasi

Sekil 2.5. Yiizeye yayili fonksiyon yiiklemesine ait ylik vektoriinii
olusturulmasina ait algoritma

Bir c¢ok yoOnetmelikte verilen, tek boyutlu bir fonksiyon aracilifiyla yiizey

yiiklemesinin olusturulmasina ait algoritma Sekil 2.6’da verilmektedir.
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Yiizeyin bir kenarinda tanimlanan bir boyutlu
dogrusal olmayan siirekli veya siireksiz
fonksiyon tizerinde belli araliklarla yiik degeri
okumasi yapilmasi

y

Yapilan yiik degeri okumalarina gore esdeger
kabul edilebilen yiik degerleri verebilecek uygun
polinom derecesinde bir boyutlu polinomun
katsayilarinin belirlenmesi

A 4

Lagrange polinomuna gore katsayilar1 belli olan
bir boyutlu polinomun sekil fonksiyonu ile
enterpolasyonunda polinom derecesine gore belli
pozisyondaki noktalar tizerindeki ytik
degerlerinin Vandermonde matrisinin ¢oziimii ile
bulunmasi

A

Yiizeyin bir kenarindaki noktalarinda bir boyutlu
enterpolasyon icin elde edilen yiik degerlerinin
ylizeyin bu kenara komsu olmayan kenarlarin
kismi dogrultusundaki noktalar i¢in dogrusal
enterpolasyon yapilarak bulunmasi

A 4

Enterpolasyonun yapilacag yilizey noktalarinin
tiimiinde yayili ylik degerlerinin bulundugu
ylikleme i¢in yiik vektoriiniin kurulmasi

Sekil 2.6. Yiizeyenin bir dogrultusunda tanimlanan bir boyutlu yayil
fonksiyon yiiklemesinden kaynaklanan yiizeye yayil
fonksiyon yiiklemesinin olusturulmasi ve ona ait yiik
vektoriiniin olusturulmasina ait algoritma

Eger yiizeyin kenarlarinin tiimiinde veya birkaginda farkli yiikleme fonksiyonlari
taniml ise yukaridaki algoritma yiizeyin ilgili o kenarlar1 i¢in ayr1 ayri yilizeyin tiimii i¢in
enterpole edilir ve toplanir. Bu durum, yiizeyin komsu olmayan kenarlarinda birer ylikleme

foksiyonu olmast durumu i¢in diizlemsel ylizeylere sahip dortgen prizmanin bir yiizeyinde
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orneklendirilerek Sekil 2.7°de verilmektedir.

Yikleme
ylizeyine ait
ylizey normali

Sekil 2.7. Bir yiizeyinin komsu olmayan iki kenarindaki farkli bir boyutlu yiiklemelere
maruz dortgen prizma eleman

Sekil 2.7°den goriildiigi gibi fi(x) ve f2(x), komsu olmayan kenarlardaki bir boyutlu
bir yiikleme fonksiyonlarin1 géstermektedir. Bu fonksiyonlarin siirekli bir polinom oldugu
diistintildiiginde onlarin uygun polinom derecesinde enterpolasyonu yapildiginda elde
edilecek @1(x) ve @,(x) enterpolasyon fonksiyonlar1 oldukga asillarina yakin olacaktir. Bu

durumda bir kenar iizerinde bulunan yilikleme degerlerini veren ¢;(x) ve @2(x) bir boyutlu
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enterpolasyon fonksiyonlar1 ayr1 ayr1 kendilerine komsu olmayan kenarlarin kismi
dogrultusundaki noktalarda yiikleme degerleri elde edilecek sekilde dogrusal olarak bir kez
daha enterpole edilmektedirler (bkz. Sekil 2.7 (b) ve (c)). Daha sonra yiizey lizerindeki
toplam yiikdegerlerini elde etmek icin ylizey iizerinde tanimlanan her noktadaki yiik
degerleri toplanip Sekil 2.7 (a)’daki nihai yiik degerleri elde edilmektedir. Burada dikkat
edilmesi gereken bir husus; @1(X) ve @2(x) enterpolasyon fonksiyonlarmin polinom
dereceleri, bu iki fonksiyonunda aynm yiizey iizerinde ylikleme olusturacagindan ayni
olmasi zorunlulugudur. Hatta bu fonksiyonlarin kismi diger dogrultuda dogrusal
enterpolasyonun yapildigi nokta sayist da ilgili polinom derecesi ile uyumlu olmalidir.
Ornegin fi(x) fonksiyonu {iciincii derece, f>(x) fonksiyonuda besinci derece olsun. Buna
gore bu iki fonksiyonun enterpolasyon fonksiyonlari en az besinci derece olmalidir. Bu
fonksiyonlarin olduklar1 kenarlar iizerinde alti adet nokta oldugu anlagilmakta olup
Lagrange tabanli sekil fonksiyonu ile enterpole edileceklerdir. Bundan dolayi, bu
enterpolasyon fonksiyonlarinin kismi diger dogrultusunda enterpolasyonu da alti nokta
lizerine yapilacak demektir. Nihai olarak, yiikleme yapilacak yiizey iizerinde otuzalti
noktada yiik degeri elde edilecektir. Bu noktalarda her bir yiikleme kenarinin ylizey

enterpolasyonundan gelen yiik degerleri toplanmaktadir.



3. BULGULAR VE IRDELEME

Asagida, bu calismada p-yontemine dayali gelistirilen iic boyutlu sonlu elemanlar
programinin statik, serbest titresim ve zorlanmus titresim ile ilgili yapilan uygulamalardan
elde edilen bilgiler ilgili bagliklar altinda sunulmakta ve irdelenmektedir. Ayrica p-yontemi
ile h-yontemi ve birgcok ag yapisinda p-yontemi ile ¢alisma yapilacagindan hp-yontemiyle
karsilagtirma yapilacaktir. ANSYS (2008) programu ile de p-yontemine ve h-yontemine ait

elde edilen bilgiler sunularak karsilastirmalar yapilmak-tadir.

3.1. Statik Analiz

Gelistirilen sonlu elemanlar programinda Oncelikle ¢alisma kapsaminda kurgulanan
sonlu elemanlarin giivenirliligi test edilmektedir. Giivenilirlik, iki kisimdan olugsmaktadir.
Birincisi eleman igindeki siirekliligin saglanip saglanilmadiginin kontroliidiirki eleman
icinde st liste cakisan, atlamalar yapan, deger sunulamayan acikliklarin bulundugu
durumlarin yani siireksizliklerin olmasi istenmez. Ikincisi ise elemanlar arasindaki
stirekliliktir. Burda da ag yapisinda elemanlar arasinda ortak olan noktalardaki serbestlik
derecelerinin ayni olmasi beklenmektedir. Bu durum ag yapisinda ortak noktaya sahip
elemanlarin o nokta i¢in ortak adrese sahip olmasi ile ¢éziimlenmektedir. Bu gereklilik tek
basina yeterli olmamaktadir. Ayrica yerdegistirme fonksiyonu tam olmalidir. Yerdegis-
tirme fonksiyonunun tam olmasi, sabit bir yakinsama hizinin varolmasini garanti
etmektedir (Desai ve Kundu, 2001). Tam olmaktan kasit, yerdegistirme fonksiyonunun rijit
harekete ve sabit sekildegistirmeye izin vermesidir (Desai ve Kundu, 2001). Yerdegistirme
fonksiyonunda sabit terimin olmasi rijit hareketin olmasina imkan vermektedir. Ayrica, bu
calismada kurgulanan sonlu elemanlarda serbestlik derecelerinin sadece eksenel
Otelenmeler olmasi ve sekildegistirmelerin de bunlarin birinci mertebe tiirevleri ile iliskili
olmasi, yerdegistirme foksiyonunun en az birinci dereceden degisken icermesini
gerektirmektedir. Dolayistyla, bu calismada, birinci dereceden degiskene kadar polinom
terimlerini igeren (C° continuous element) bir yerdegistirme fonksiyonu tam olma sartini
saglamig olacaktir. Diger taraftan yiiksek bir yakinsama hiz orani isteniyorsa daha yiiksek

dereceden degiskenlerin oldugu bir yerdegistirme fonksiyonu secilmelidir. Buraya kadar
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anlatilan sartlarin kolayca test edilebilecegi bir 6rnek, diizgiin olmayan geometrili bir ag
yapisinda elemanlarin en az bir ortak nokta paylasacak sekilde eleman komsulugunun
oldugu, her bir gerilme durumunu yalin olarak ortaya ¢ikaracak yiiklemeler altinda sabit
gerilmelerin elde edilecegi problemler grubu olarak tanimlanabilir. Ancak bu caligma
kapsaminda bagka bir programla da sonuglar karsilastirilacagindan tiim gerilme
durumlarini yalin olarak dikate alan bir grup ylikleme durumu diisiiniilmeyecektir.

[lk iki 6rnekte yukarida belirtilen giivenirlik sartlarinin icerilip igerilmedigini gérmek
amaciyla giivenirlik testi yapilacaktir. Birinci 6rnek konsol eleman ucunda sabit gerilme
doguracak diizgiin yayili eksenel bir yiikleme ile yine kiris ucunda egilme etkisi doguracak
dogrusal bir yiikleme altinda dikkate almacaktir. ikinci 6rnek i¢ cephesinden diizgiin yayili
yiik ile yiiklenen ceyrek tiip olacaktir. Bolgesel doniisiim agisindan ikinci drnekte tahrif
edilmis bir ag yapis1 da ayrica kullanilacak, hatta, bir elemanda bir yiizey tamamen bir
kenara indirgenecektir.

Yukarida dikkate alinan mekanik Ornekler disinda yapisal bir uygulama olarak
kartezyen koordinatlarda tanimlanan dairesel ylizeyli degisken kalinlikli bir sanayi bacast
hem diizgiin yayil yiik altinda hem de iki farkli dogrusal olmayan yayili yiik altinda ayri
ayr1 incelenecektir.

Dikkate alinan ornekler ayrica ANSYS sonlu elemanlar programi ile ag yapisi ve
sonlu eleman yontemi agisindan dogrudan veya dolayl olarak karsilagtirilacaktir. ANSY'S

programinda polinom derecesi sekize kadar yiikseltilebilmektedir.

3.1.1. Konsol Eleman (Eleman i¢i ve Elemanlar Arasi Siireklilik Testi)

Elastostatik bir konsol eleman problemi, dortgen prizma seklindeki elemanlarla
oldukca seyrek bir ag ile ayriklastirilmaktadir. Konsol elemanin ucunda iki farkli yiikleme
durumu diistiniilmektedir. Birinci durum, kiris boyunca diizgliin ¢ekme gerilmesi
dogurmasi beklenen diizgiin yayil yiiklemedir. Tkinci durum ise moment olusturan egrisel
ylikleme durumudur. Problemin geometrik O6zellikleri malzeme ozellikleri ve yiikleme
durumu birimsiz olup Sekil 3.1°de verilmektedir. Her bir yiikleme durumuna bagli olarak
polinom derecesi 10’a kadar yiikseltilen bu ¢alisma kapsaminda kurgulanan alti farkl
sonlu eleman tipi ve ANSYS programi dikkate alinacaktir. Diizgiin yayili yiikleme ig¢in

Sekil 3.1°de gosterilen 35 noktasina ait yatay yerdegistirme degerleri Sekil 3.2°de ve
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normal gerilme degerleri Sekil 3.3°de verilmektedir.

5 K/br 5 K/br

/
/
_v
N
D
NS >
NG
N 1,0 br
N /
a E=1 K/br?

2.4 br | ] -
K: Kuvvet, br: Birim SKhr  -5Khbr y=0,25

Sekil 3.1. Konsol elemanin sonlu eleman modeli ile geometri ve malzeme 6zellikleri

Sekil 3.2°den goriildiigii gibi, diizgiin yayil yiik altinda elde edilen konsol elemanin
normal ekseni dogrultusundaki yerdegistirme degerleri genel olarak ayni deger iizerine
yakinsamaktadirlar. Bununla beraber ANSYS, hiyerarsik Lagrange ve hiyerarsik Legendre
elamanlarina ait degerler cakisarak yiiksek polinom dereceleri igin Lagrange elemanin
degerlerine yakinlasmaktadir. Serendipity, serendipity hiyerarsik Lagrange ve serendipity
hiyerarsik Legendre elemanlarina ait degerler ise yine ¢akisarak yiiksek polinom dereceleri
i¢cin yakinsama gostermektedir.

Sekil 3.3’den goriildiigii gibi, diizglin yayili yiik altinda elde edilen normal gerilme
degerleri, polinom derecesinin artirilmasi ile uygulanan yayili ylik degeri olan 5 K/br
degeri iizerinde oldukca diisiik genlikli bir dalgalanma ile yakinsamaktadir. Ancak
kurgulanan elemanlarin yakinsama davranisi ile ANSYS degerlerinin yakinsama davranisi
farkli olmaktadir. Kurgulanan elemanlarin degerleri polinom derecesi arttik¢a azalarak
yakinsarken ANSY'S degerleri artarak yakinsamaktadir.

Moment olusturan dogrusal yayili yiikleme i¢in 35 noktasina ait yatay yerdegistirme

degerleri Sekil 3.4’de ve normal gerilme degerleri Sekil 3.5’de verilmektedir.
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Polinom derecesi

Sekil 3.2. Diizgiin yay1li ylik etkisindeki konsol elemanin 35 nolu noktasinin

yerdegistirmeleri
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Polinom derecesi

Sekil 3.3. Diizgiin yay1l1 yiik etkisindeki konsol elemanin 35 nolu noktasinin normal
gerilmeleri



&9

20.00

16.00 —

12.00 —

. ——&—— Lagrange

——— Serendipity

8.00 — -+ Hiyerarsik (Lagr)

i ——<—— Hiyerarsik (Leg)

——— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
4.00 — —4—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)
——o—— ANSYS

Yerdegistirme (br)

0.00 ‘ I I i

Polinom derecesi

Sekil 3.4. Moment olusturan dogrusal yayil: yiik etkisindeki konsol elemanin 35 nolu
noktasinin yerdegistirmeleri
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Polinom derecesi

Sekil 3.5. Moment olusturan dogrusal yayili ylik etkisindeki konsol elemanin 35 nolu
noktasinin normal gerilmeleri
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Sekil 3.4’den goriildiigii gibi, moment olusturan dogrusal yayili ylik altinda konsol
elemanin normal ekseni dogrultusundaki Lagrange, Hiyerasik Lagrange ve hiyerarsik
Legendre elemanlarina ait yerdegistirme degerleri polinom derecesiyle siirekli artmakta,
ancak artim hiz1 yliksek polinom dereceleri i¢in diismektedir. Serendipity, serendipity
hiyerarsik Lagrange ve serendipity hiyerarsik Legendre elemanlarina ait degerler ise
yaklagik 12 br degerinin iizerinde yakinsamaktadir. Ayrica ANSYS programindan elde
edilen degerlerin de bu eleman degerleri ile oldukg¢a benzer oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.5’den goriildiigii gibi, moment olusturan dogrusal yayili yiik altinda Lagrange
elemanma ait normal gerilme degerleri 5 K/br® degeri etrafinda diizgiin bir salimm
yaparken hiyerarsik Lagrange ve hiyerarsik Legendre elemanlarina ait degerler diizgiin
olmayan bir saliim yapmaktadir. Diger taraftan serendipity, serendipity hiyerasik
Lagrange ve serendipity hiyerarsik Legendre elemanlarma ait degerler ANSYS
programindan elde edilen degerler ile olduk¢a benzer bir davrams ile 5 K/br* degerine
yakinsamaktadir.

Kurgulanan sonlu eleman tipleri ve ANSY'S programu i¢in serbestlik derecesi sayilari

Sekil 3.6’da verilmektedir.
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é 148 Hiyerarsik (Leg)
% —+—— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)

——=—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)
el
5 55 ——s— ANSYS
N S
20 | | | | |

1 3 5 7 9

Polinom derecesi

Sekil 3.6. Kurgulanan alt1 farkli sonlu eleman tipine ve ANSY'S programina ait
serbestlik derecesi sayilari
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Sekil 3.6’dan goriildiigii gibi, serbestlik derecesi sayisi, sabit bir polinom derecesi
icin en fazla Lagrange elemanda olusmaktadir. Daha sonra sirasi ile hiyerarsik Lagrange,
hiyerarsik Legendre ve ANSYS programinda olusmaktadir. En az ise serendipity,
serendipity hiyerarsik Lagrange ve serendipity hiyerarsik Legendre elemanlarinda
olugmaktadir. Serbestlik sayisinin polinom derecesi ile artim hiz1 yiiksek hizdan diisiik hiza
dogru yine ayni sirada olugsmaktadir. Lagrange elemanin serbestlik derecesi acisindan
kullanim maliyeti, yliksek polinom dereceleri i¢in oldukca fazla olmaktadir.

Konsol eleman oOrneginde dikkate alinan yiikleme durumlari ve elde edilen
yerdegistirme ve normal gerilme degerleri 1s18inda kurgulanan elemanlarin giivenilir
sonuglar verdigi goriilmektedir. Bu test ile birlikte, polinom derecesi artirildik¢a yeni
serbestlik derecelerinin olugmasi ile, problemdeki mevcut ag {izerinde komsu olan
elemanlarin siirekliliginin, komsu yiizeylerde, kenarlarda ve kose noktalarinda devam
ettigi, yani, elemanlar arasi siirekliligin bozulmadig1 anlasgilmaktadir. Ayrica moment etkisi
yaratan dogrusal yayili yiike kars1 ¢cok az elemanli bir agda kayma kilitlenmesinin (Cook,
1989) polinom derecesi artirilmasi ile ortadan kayboldugu goriilmektedir. Normalde bu

etki dogrusal enterpolasyon fonksiyonuna sahip sonlu elemanlarda goriilmektedir.

3.1.2. Ceyrek Tiip (Kartezyen Koordinatlarda Egrisel Yiizeyde Diizgiin
Yayil1 Yiikleme)

Radyal dogrultuda diizgiin yayili yilke maruz bir tiip 6rnegi, yiikleme ve geometrik
simetriden dolay1 c¢eyrek tiip olarak dikkate alinacaktir. Simetriye uygun olarak sinir
kosullart Sekil 3.7°de gosterildigi gibi diizenlenmektedir. Ornek iki farkli ag ile
ayriklastirilmaktadir. Ikinci ag diizeninde bir dértgen prizma elemanm bir yiizeyi yok

edilmistir.
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a) Ug dortgen
prizma elemanl ag

t=100 N/mm?

R=0,05 mm tssrsrss, \
Elastisite modiilii: 210000 N/mmz,ll"-
poisson orani: 0,3

b) Bir dortgen prizma _
elemant tahrif edilmis ag ‘\\\ e

Sekil 3.7. Ceyrek tiipiin a) li¢ dortgen prizma elemanli, b) bir doértgen prizma elemant
tahrif edilmis sonlu eleman ag1

Sekil 3.7°de gosterilen her iki ag yapisinda da yiliklemenin yapildig: tiipiin i¢ ¢epheri
ve yiiklemenin olmadigir dis ¢epheri gercek geometrisine uygun olacak sekilde Karma
Fonksiyon Yontemi ile dikkate alinmaktadir. Boylelikle, modellerde, gercek geometrinin
temsiliyetinden kaynaklanan hatalar1 azaltmak amaciyla eleman artirilmasina gerek
duyulmamakta ve kutupsal koordinatlar kullanilmadan da radyal yiikleme
yapilabilmektedir. Birinci agda polinom derecesi ona kadar yiikseltilen alt1 farkli
kurulumdaki sekil fonksiyonuna, ikinci agda ise ii¢ farkli kurulumdaki sekil fonksiyonuna
sahip sonlu eleman tipleri dikkate alinmaktadir. Radyal ve ¢evresel gerilme degerleri ile
radyal dogrultudaki yerdegistirme degerleri ve serbestlik derecesi sayilari, Sekil 3.7°de
gosterilen 1 noktasi igin sirasi ile, birinci ag (bkz. Sekil 3.7 (a)) icin Sekil 3.8, Sekil 3.9,
Sekil 3.10 ve Sekil 3.11°de; ikinci ag (bkz. Sekil 3.7 (b)) igin Sekil 3.11, Sekil 3.12, Sekil
3.13 ve Sekil 3.14’de verilmektedir. Problemin analitik ¢oziimii de ayrica gerilme

diyagramlarinda karsilagtirma amaciyla sunulmaktadir.
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Polinom derecesi

Sekil 3.8. I¢ ¢epherinden radyal dogrultuda diizgiin yayil1 yiik etkisindeki ceyrek tiipiin

birinci ag i¢in 1 noktasinin yerdegistirmeleri
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—5% ¥
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Polinom derecesi

Sekil 3.9. I¢ ¢epherinden radyal dogrultuda diizgiin yayili yiik etkisindeki ¢eyrek
tiiplin birinci ag i¢in 1 noktasinin radyal gerilmeleri



Cevresel gerilme (N/mm?)

0.00

-20.00
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-120.00
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——&—— Lagrange

—>—— Serendipity

—+— Hiyerarsik (Lagr)

—< Hiyerarsik (Leg)

—+—— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
——=—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)
—o—— Analitik

Polinom derecesi

Sekil 3.10. i¢ ¢epherinden radyal dogrultuda diizgiin yayil yiik etkisindeki ceyrek
tiipiin birinci ag i¢in 1 noktasinin ¢evresel gerilmeleri

Serbestlik derecesi sayis1 (Dogal log.)
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Polinom derecesi

Sekil 3.11. Ceyrek tiipiin birinci ag i¢in farkli sonlu eleman tiplerine gore serbestlik
derecesi sayilari
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Sekil 3.8’den goriildiigii gibi, radyal yiikleme altinda elde edilen mesnet bolgesindeki
radyal yerdegistirme degerleri dikkate alinan her eleman i¢in {ist iiste 6rtiismekte ve hemen
yakinsama gostermektedir.

Sekil 3.9’daki radyal gerilme ve Sekil 3.10°daki ¢evresel gerilme degerleri polinom
derecesi 5 itibariyle genel olarak yakinsamaktadirlar. Serendipity, serendipity hiyerarsik
Lagrange ve serendipity hiyerarsik Legendre elemanlar analitik degerden az hissedilir bir
derece kiiclik degerler sunmaktadir.

Sekil 3.11°den goriildiigi gibi, serbestlik derecesi sayisi polinom derecesi ile yine en
fazla Lagrange elemanda olurken en az serendipity, serendipity hiyerarsik Lagrange ve
serendipity hiyerarsik Legendre elemanlarinda olmaktadir. Bir dnceki problemde edinilen

izlenim burada da aynen gerceklenmektedir.

4.80E-005
K %X—X% X X
—~  4.70E-005 —
g =| =i 8 & e & =]
g |
Q
E .
S 4.60E-005
% b —&—— Lagrange
> 4.50E-005 / —x—— Serendipity N .
—+ Lagrange (Kiitle S.D. indirgenmis)
b |
4.40E-005 \ \ \ \
1 3 5 7 9

Polinom derecesi

Sekil 3.12. i¢ ¢epherinden radyal dogrultuda diizgiin yayih yiik etkisindeki geyrek
tiiplin ikinci ag i¢in 1 noktasinin yerdegistirme diyagrami



Radyal gerilme (N/mm?)
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Polinom derecesi

Sekil 3.13. i¢ ¢epherinden radyal dogrultuda diizgiin yayili yiik etkisindeki ceyrek
tiipilin ikinci ag i¢in 1 noktasinin radyal gerilmeleri

Cevresel gerilme (N/mm?)
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Polinom derecesi

Sekil 3.14. I¢ gepherinden radyal dogrultuda diizgiin yay1li yiik etkisindeki ceyrek
tiipiin ikinci ag icin 1 noktasinin ¢evresel gerilmeleri
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Polinom derecesi

Sekil 3.15. Ceyrek tiipiin ikinci ag icin farkli sonlu eleman tiplerine gore serbestlik
derecesi sayilari

Sekil 3.12°den goriildiigii gibi, ikinci ag icin radyal yerdegistirme degerleri genel
itibariyle uyum i¢inde olup birinci agdan elde edilen degerlerle de ortlismektedir.

Sekil 3.13’den goriildiigii gibi, ikinci aga ait radyal gerilme degerleri genel olarak
yakinsamaktadir. Birinci agda oldugu gibi serendipity elemani daha diisikk degerler
vermektedir.

Sekil 3.14’den goriildiigii gibi, ikinci aga ait cevresel gerilme degerleri analitik
degerle polinom derecesi 6’dan itibaren tam olarak uyusmakla beraber serendipity elemana
ait degerler yaklasik %10 farkli olmaktadir.

Sekil 3.15°den goriildiigii gibi, dnceki problemlerde elde edilen izlenimler gegerli
olmakla birlikte, bu problemde ilk defa kullanilan kiitle serbestlik dereceleri indirgenmis
Lagrange elamanin Lagrange elemana gore bir miktar daha az serbestlik derecesi
kullanilmaktadir. Kiitle noktalarinin eleman i¢inde olmasindan dolayr komsulugu olan
elemanlarda bir ortakligi yoktur. Dolayisi ile indirgenmeleri durumunda ilgili agdaki
stireklilik ~ bozulmayacagindan indirgenmemesi durumundakilerle ayn1  sonuglar
bulunacaktir. ikinci ag i¢in elde edilen diyagramlara bakildiginda zaten Lagrange elemanla
kiitle serbestlik dereceleri indirgenmis Lagrange elemanin ayni degerleri verdigi

goriilebilmektedir.
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Dikkate alinan bu problemde egri yiizey veya kenarlara sahip ortamlarin tam bir
geometrik tanimlama ile temsil edilebildigi ve elde edilen ¢oziimler de geometrik hatadan
arindirildigindan aglarda, bu anlamda, eleman artimina gitmenin bir zorunluluk olmadigi
goriilmektedir. Ayrica bu egri yilizeylerde egriligin normali dogrultusunda yiikleme
yapilabilmekte ve bunun vasitasiyla da gergek yiikleme durumunu yansitmak i¢in eleman
arttimina gerek kalmamakta ve kutupsal koordinatlarin kullanimi1 gerekliligi de ortadan
kalkmaktadir.

Birinci agda kullanilan bazi eleman c¢esitleri ikinci agda kullanilmamistir. Bunlar
hiyerarsik tabanli olan elemanlardir. Bu elemanlarda ii¢ farkli tiirden sekil fonksiyonu
kurgusunun olmasi onlarin tahrif edilmis dortgen prizma eleman olarak kullanilmalarina
engel olmaktadir. Bu anlamda, az serbestlik dereceli eleman olarak sadece serendipity
elemanin kalmasi indirgenmis serbestlik dereceli elemanlarin kullanilmasi durumunu
ortaya koymustur. Indirgeme durumu bu problemde sadece kiitle serbestlik dereceleri
seviyesinde yapildiysa da daha da ileri gidilerek yiizey serbestlik dereceleri seviyesinde de
yapilabilir. Ancak bu durumda agdaki eleman komsuluklarinda serbestlik derecelerinde
stireksizlikler {iretilmis olur ki bu elemanlar indirgenen komsuluklarda siireksiz

(incompatible or non-conform) elemanlar olarak diisiiniilebilir.

3.1.3. Kartezyen Koordinatlarda ve Egrisel Yiizeyde Diizgiin Yayil1 Yiik
Etkisindeki Sanayi Bacasi

17 Agustos 1999 yilinda meydana gelen Kocaeli depremi sirasinda yikilan Tiprasg
bacalarindan biri, 6rnek olarak dikkate alinmaktadir. Bacanin yiiksekligi 115m olup;
yarigapt yiiksekligi boyunca dogrusal azalan dairesel halka seklinde bir yatay kesite aittir
ve Sekil 3.16°da verilmektedir. Elastisite Modiilii 3,0.10" N/m?, poisson oran1 0,2 dir. TS
498’e gore belirlenen diizgilin yayili riizgar yiliklemesi dikkate alinacaktir (bkz. Ek Sekil
1.6). Yiikleme ve geometri simetrik oldugundan bacanin matematiksel modeli Sekil
3.16°da goriildiigii gibi bacanin yaris1 lizerinde kurulmaktadir. Diizgiin yayili yiikleme
altinda bacanin simetrik kisminin sonuglarinin hem ANSYS programindan elde edilen
sonuglarla karsilastirmasi yapilacak hem de kurgulanan sonlu elemanlar i¢in yakinsamanin
saglandig1 ag yapisina karar verilecektir. Elde edilecek olan bu ag yapisi bir sonraki 6rnek
olan; n. dereceden dogrusal olmayan yayili yiiklemeye 6rnek bir yayili yiikleme altindaki

sanayi bacasinin simetrik kisminin yakinsamis ag yapisini belirlemede temel ag yapisi
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olacaktir.

115m

H=

Sonugclarin
sunuldugu noktalar

(b)

Sekil 3.16. Sanayi Bacasinin a) ger¢ek ( Danis ve Gorgiin, 2005), b) fiziksel ve c)
simetrik kisminin yiikseklik boyunca bes, yatay kesit boyunca alt1 ve
kalinlik boyunca bir parcaya boliindiigli matematiksel modeli

3.1.3.1. ANSYS Programu ile Diizgiin Yayih Yiik Etkisindeki Sanayi Bacasinin
Statik Analizi

Bu calismada gelistirilen sonlu elemanlar programi ile ANSYS programi farkli ag
yapilari ile ¢6ziime ulastigindan her biri igin ayr bir siire¢ dikkate alinmistir. Bu nedenle,
once, On bir ¢aligmayla belirlenen ve Tablo 3.1°de verilen sekiz farkli ag yapist igin
ANSYS programi ile irdeleme yapilacaktir.

Tablo 3.1°den goriildiigii gibi, ag yapilari, hem yatay kesitte hem de diiseyde
mimkiin oldugunca minimum eleman sayist olusturulacak sekilde belirlenmeye
calisilmigtir. Yatay kesit boyunca her ag tiirlinde 40 elemana boliimlemenin, geometrik
temsilin miimkiin oldugunca en iyi ve en asgari sonlu eleman sayisina ihtiya¢ doguracak
sekilde yeterli oldugu yapilan 6n ¢aligmalarda goriilmiistiir. Yatay kesit boyuncaki eleman
sayisinin belli bir esik degerinden az olmasinin, yiikseklik boyunca eleman sayis1 artirilsa
bile, gerilme degerlerindeki yakinsama hizinda dogru degere ulagilamayacak diizeyde

yavaglamaya neden oldugu goriilmiistiir.
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Tablo 3.1. Diizgiin yay1h yiik etkisindeki sanayi bacasinin yar1 simetrik kisminda
ANSYS programinda dikkate alinan farkli ag yapilar

Eleman sayis1

Yat Polinom Maksimu
Agtiri Y yikseklik  Kalinlik Agdaki :
kesit boyunca  boyunca toplam derecesi S.D.S
boyunca yu Y P T
1 20 5 1 100 1-8 32290
2 20 10 1 200 1-8 64580
3 20 20 1 400 1-8 129160
4 20 40 1 800 1-8 258320
5 20 60 1 1200 1-8 387480
6 20 100 1 2000 1-8 645800
7 20 200 1 4000 1-7 918000
8 20 400 1 8000 1-5 822800

Tablo 3.1°deki ag tiirlerinde kalinlik boyunca bir eleman kullanilmasinin nedeni,
kullanilan sonlu eleman tipinin kalinlik boyuncaki degisimi bir eleman ile temsil
edilebilecegidir.

Tablo 3.1°de verilen sekiz farkli ag tiiriiniin her birinin kendisine karsilik gelen
polinom derecesine kadar artim yapilarak elde edilen von Mises, maksimum asal ve
minimum asal gerilme degerleri ile radyal dogrultudaki yerdegistirme degerleri, Sekil
3.16°da gosterilen 52 nolu nokta icin sunulacaktir. Ilk {i¢ ag tiirii i¢in sonuglar, Sekil 3.17,

Sekil 3.18, Sekil 3.19 ve Sekil 3.20°de verilmektedir.
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Polinom derecesi

Sekil 3.17. 11k ii¢ ag igin sanayi bacasmin 52 nolu noktasinin ANSYS programindan
elde edilen yerdegistirmeleri
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Polinom derecesi

Sekil 3.18. Ilk ii¢ ag igin sanayi bacasimin 52 nolu noktasinin ANSYS programindan
elde edilen maksimum asal gerilmeleri



Min. asal gerilme (N/m?)

500000.00
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0.00

-500000.00

-1000000.00
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-2000000.00

\ \
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Polinom derecesi

Sekil 3.19. Ik ii¢ ag i¢in sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin ANSYS programindan
elde edilen minimum asal gerilmeleri

von Mises gerilmesi (N/m?)

1600000.00

1200000.00 —

800000.00 —

400000.00 —

0.00

Polinom derecesi

Sekil 3.20. Ilk ii¢ ag igin sanayi bacasmin 52 nolu noktasinin ANSYS programindan
elde edilen von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.17°den goriildiigii gibi, yerdegistirme degerleri ag yapisinin inceltilmesi
ve/veya polinom derecesinin artirilmasi ile yakinsamaktadir. Sekil 3.18, Sekil 3.19 ve Sekil
3.20’den goriildiigii gibi ag inceltilmesi ile polinom derecesi altidan sonra elde edilen
degerler birbiriyle ¢akigsmaktadir. Gerilme sonuglarinin yakinsamasinda, dikkate alian bu
lic ag yapisina bakildiginda, ag inceltmesinin polinom derecesi artirilmasina gore
yakinsama hizinda daha etkin oldugu goriilmektedir. Bu durum, sonraki ag yapilarinda
elde edilen sonuglara bakildiginda anlasilabilecegi gibi, bir esik ag siklastirmasindan sonra
sonuclarda yakinsama hizinin polinom derecesi artirilmasi ile arttig1 goriilmektedir.

Sekil 3.17°de gosterilen ilk iic aga ait yerdegistirme degerleri, serbestlik derecesi

sayisina bagl olarak Sekil 3.21°de verilmektedir.

0.10

Yerdegistirme (m)
o
S
N
|

0.02 T T T T T LI B
1000 10000 100000 1000000

Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.21. ilk ii¢ ag icin sanayi bacasinin serbestlik derecesi sayilarina gére 52 nolu
noktasinin ANSYS programindan elde edilen yerdegistirmeleri

Sekil 3.21°den goriildiigi gibi, yakinsamis oldugu goriilen yaklasik 0.086 m
yerdegistirme degeri, ag yapist ve polinom derecesi degistirilerek bir ¢ok kez elde
edilebilmektedir. Bu deger ilk olarak 2. A§ yapisinda polinom derecesi ii¢ iken elde
edilmektedir. Boylelikle daha az serbestlik derecesi veren bir ag yapisi ve polinom derecesi
ile istenilen sonuca ulasilabilmekte oldugu anlasilmaktadir. Sekil 3.20°de gosterilen ilk ii¢

aga ait von Mises gerilmeleri serbestlik derecesi sayisina gore Sekil 3.22°de verilmektedir.



104

10000000.00 —

£ ]

% _

e 1000000.00 —

= i

7 :

£ i

7 100000.00 -

p= i

g _ + X\+X—<i><—+—l-
> i

10000.00 ‘ ‘ ‘

40000 80000 120000 160000
Serbestlik derecesi sayisi

Sekil 3.22. Ik ii¢ ag igin sanayi bacasmin serbestlik derecesi sayilaria gore 52 nolu
noktasinin ANSY'S programindan elde edilen von Mises gerilmeleri

Sekil 3.22’den goriildigii gibi, elde edilen sonuglarin sadece yaklasik olarak 3. Ag -
p=6 ve 2. Ag - p=8 durumunda ortiismesi nedeniyle, yerdegistirmede gézlemlenen durum,
burada s6z konusu olmamaktadir. Sekil 3.22°den yine goriildiigii gibi, 2. Ag - p=2 ve 1. Ag
-p=3,3. Ag - p=3 ve 1. Ag - p=6, 2. A§ - p=6 ve 1. Ag - p=8 durumlarina karsilik gelen
serbestlik derecesi sayilari kendi iclerinde ayni olurken, farkli von Mises gerilmesi
degerlerine sahip olmaktadirlar. Serbestlik derecesi sayisinin ayni olmasina ragmen elde
edilen sonuglarin ayni olmamasi yakinsama hizin1 gostermektedir. Yakinsama hizina, hem
ag yapisinin ve hem de polinom derecesinin etki ettigine isaret edilmektedir. 3. Ag - p=6
ve 2. Ag - p=8 durumunda serbestlik derecesi sayilari bir birine yakin sayilabilir oldugu
diisiiniiliirse von Mises gerilmesinin olduk¢a ortiistiigii goriilmektedir. Ortiismenin
saglandig1 her iki durum yakinsamanin saglanabilecegi ag yapisi ve polinom derecesine
ornek olusturmaktadir.

Ik ii¢ ag yapisinda yapilan irdelemelerde esik ag yapisi olarak 3. Ag yapisindan
baslanmas1 gerektigi anlagilmaktadir. Bundan dolay1r 3. Ag’dan 8. Ag’a kadar olan ag
yapilarinda yakinsama durumlar1 bundan sonra irdelenecektir. Bu son alt1 ag yapisi igin
yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi

sonugclari, sirasiyla, Sekil 3.23, Sekil 3.24, Sekil 3.25 ve Sekil 3.26°de verilmektedir.
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0.09

0.09

[N ‘NHC!\
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0.08 —

0.08 —

——— 3.Ag
—o— 4.Ag

0.08 — — 4+ 5.A§

s 6.Af

Yerdegistirme (m)

—— 7. A8
0.08 ] m 8. Ag

0.08 ‘ ‘ ‘
1 3 5 7

Polinom derecesi

Sekil 3.23. Son alt1 ag i¢in sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin ANSY'S programindan
elde edilen yerdegistirmeleri
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\ \
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Polinom derecesi

Sekil 3.24. Son alt1 ag i¢in sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin ANSYS programindan
elde edilen maksimum asal gerilmeleri
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10000.00

0.00 —

-10000.00

——+—— 3.Ag
-20000.00 < 4.A§
———— 5.A§

—a— 6.Ag

Min. asal gerilme (N/m?)

—a— 7. Ag
—a8— B8.Ag

-30000.00

-40000.00

\ \
1 3 5 7

Polinom derecesi

Sekil 3.25. Son alt1 ag i¢in sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin ANSYS programindan
elde edilen minimum asal gerilmeleri

44000.00

40000.00 —

von Mises gerilmesi (N/m?)

36000.00 —
L g F— - ﬁ/‘//: /:/ s
32000.00 — P .
B *¥
28000.00 I ‘ |
1 3 5 7

Polinom derecesi

Sekil 3.26. Son alt1 ag i¢in sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin ANSY'S programindan
elde edilen von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.23’den gorildiigi gibi, polinom derecesi iki degerinden sonra her ag yapisi
i¢cin yakinsama elde edilmektedir.

Sekil 3.24, Sekil 3.25 ve Sekil 3.26°den goriildiigii gibi, tiim ag yapilarinda, sirasiyla,
maksimum asal gerilmede poliom derecesi dort; minimum asal gerilmede polinom derecesi
alti; von Mises gerilmesinde ise 5. Ag’dan itibaren polinom derecesi 3 degerinden sonra
yakinsama saglanmaktadir. Dikkate almman sekiz ag yapisi i¢in kullanilan serbestlik

derecesi sayilar1 Sekil 3.27°de verilmektedir.

1202604
s
S 442413
=
et}
] 162755
é» 59874
8 22026
(D]
5
o)
v 8103
Z
= 2981
Q
N
1 3 5 7

Polinom derecesi

Sekil 3.27. ANSYS programi i¢in sanayi bacasinin yarisinin serbestlik derecesi
sayilar1

Sekil 3.27°den goriildigi gibi, serbestlik dereceleri sayilart her ne kadar azalan bir
ivme ile artis sergiliyor gibi goziikse de diisey eksen dogal logaritmik oldugundan artan bir
ivme ile artis bulunmaktadir. Bu baglamda en biiyiik serbestlik derecesi sayist 918000
olmaktadir. Sadece ag iyilestirmesi (h-yontemi) ve sadece polinom derecesi artirilarak (p-
yontemi) elde edilen veriler Tablo 3.2’de sunulmakta olup elde edilen yerdegistirme

sonuglart Sekil 3.28’de ve gerilme sonuglar1 Sekil 3.29°da verilmektedir.
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Tablo 3.2. Diizgiin yayih yiik etkisindeki sanayi bacasinda ANSYS programi i¢in hp-
yontemine gore ag yapilari, polinom derecesi ve serbestlik derecesi
sayilari

hp-yontem hp-ydntem hp-yontem hp-yéntem
(1. durum) (2. durum) (3. durum) (4. durum)
h pSDS. h pSDS. h pSDS. h p SDS. h p SDS.

3.Ag 4 25440 3. Ag 4 25440 5. Ag 4 76320 3. Ag 8 129160 4. Ag 8 258320
4.Ag 3 291204. A5 3 29120 6. Ag 3 72800 4. Ag 6 125720 5. Ag 7 275400
5.A8 3 43680 5. A5 5123420 8. A5 3 291200
6. A 3 72800 6. Ag 4 127200

7. Ag 3 145600

8. Ag 3 291200

hp-yontem

0.10
| AL APR—ACTRA-A
0.08 —
% ] p-yontemi (1.Ag) [
e p-yontemi (2.A§)
% 0.06 — p-yontemi (3.Ag)
380 p-yontemi (4.A8)
‘qé i p-yontemi (5.Ag)
;‘_f p-yontemi (6.Ag)
0.04 — p-yontemi (7.Ag)
p-yontemi (8.Ag)
i - h-yontemi
.
'S
0.02 1T \‘ T T TT \‘ T T TT \‘ T T TTT
1000 10000 100000 1000000

Serbestlik derecesi sayist (Log.)

Sekil 3.28. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin p- ve h- yontemine gére ANSYS
programindan elde edilen yerdegistirmeleri
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—8— p-yontemi (1.Ag) [
1000000.00 ——%—— p-yontemi (2.Ag)
~+  p-yontemi (3.Ag)
p-yontemi (4.A§)
——— p-yontemi (5.Ag)
———— p-yontemi (6.Ag)
—4&—— p-yontemi (7.Ag)
—&— p-yontemi (8.Ag)
—©— h-yontemi

100000.00

)

von Mises gerilmesi (Log.) (N/m?)

1000 10000 100000 1000000

Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.29. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin p- ve h- yontemine gore ANSYS
programindan elde edilen von Mises gerilmeleri

Sekil 3.28’de h-yontemi ile p-yontemi arasinda yakinsama hizi karsilastirildiginda
aynt serbestlik derecesinde p-yontemi ile elde edilen sonuglarin h-yontemi ile elde
edilenlere gore daha kesin yakinsama yaptig1r goriinmektedir. Ayrica serbestlik derecesi
sayist disilintildiigiinde p-yonteminin, h-yontemine gore daha erken yakinsadigi goriilmek-
tedir.

Sekil 3.29°dan goriildiigli gibi, erken yakinsamanin saglandigi von Mises gerilmesi
h-yéntemine gore yaklasik 39000 N/m?* olurken, p-yonteminde ise yaklasik 33000 N/m?
olmaktadir. Dikkate alinan ag yapilarinda en fazla ulasilan yaklasik 49000 serbestlik
derecesi sayisiyla h-yonteminin, p-yontemine gore yaklasik %15 daha kot bir gerilme
sonucu verdigi goriilmektedir. Yerdegistirme sonuglarinda her iki ydntemde aym
yakinsamis degere yaklasilabilirken gerilme sonuclarinda ayni serbestlik derecesinde dahi
h-yonteminde daha kotii sonug elde edilmektedir.

h-yontemi ve hp-yontemi elde edilen yerdegistirme ile maksimum asal, minimum
asal ve von Mises gerilmesi diyagramlar1 sirastyla Sekil 3.30, Sekil 3.31, Sekil 3.32 ve
Sekil 3.33’de verilmektedir. hp-yontemi adina en az serbestlik derecesi sayisiyla elde
edilen yakinsamig sonuglarin elde edildigi ag yapilari ve polinom dereceleri, serbestlik
dereceleri sayilarina gore gruplandirilmis ve gruplandirilmanus sekilde Tablo 3.2°de
verilmektedir. Bu tabloda olusturulan gruplar Sekil 3.30, Sekil 3.31, Sekil 3.32 ve Sekil
3.33’de “hp-yontemi (i. durum) (i=1, ..., 4) olarak adlandirilmaktadir.
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0.10
| aA A e 0

g ]
"oh 7 ——=—— hp-yontemi (1. dur.)
3 | ——%—— hp-yontemi (2. dur.)
e —+—— hp-yontemi (3. dur.)
g i ¢ hp-yontemi (4. dur.)
3?0 —+—— hp-yontemi
’% —=2—— h-yontemi
=

1000 10000 100000
Serbestlik derecesi sayisi (Log.)

Sekil 3.30. Sanayi bacasiin 52 nolu noktasinin h- ve hp- yontemine gére ANSY'S
programindan elde edilen yerdegistirmeleri

100000.00 —
] —=—— hp-yontemi (1. dur.)
E . —*—— hp-yontemi (2. dur.)
2 7 —+— hp-yontemi (3. dur.)
= 7 ~© hp-yontemi (4. dur.)
%D b S hp-yonteml B9
2 ——— h-yontemi
q) -
£
5
2]
Tg 10000.00 —
< ]
T TT ‘ T T TTT ‘ T T TTT ‘
1000 10000 100000

Serbestlik derecesi sayisi (Log.)

ekil 3.31. Sanay1 bacasinin 52 nolu noktasinin h- ve hp- yontemine gore
kil 3.31. Sanayi b 52 nolu nok h- ve hp- yo ine gore ANSYS
programindan elde edilen maksimum asal gerilmeleri
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0.00

P
7 | —&—— hp-yontemi (1. dur.) W

-10000.00 — | *  hp-yontemi (2. dur.)
—+ hp-yontemi (3. dur.)
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Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.32. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin h- ve hp- yontemine gore ANSY'S
programindan elde edilen minimum asal gerilmeleri

p
——&—— hp-yontemi (1. dur.)

———— hp-yontemi (2. dur.)
~+  hp-yontemi (3. dur.)
~ < hp-yontemi (4. dur.)
g ——— hp-yoOntemi

100000.00 —

h-yontemi

von Mises gerilmesi (Log.) (N/m?)

1000 10000 100000
Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.33. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin h- ve hp- yontemine gore ANSY'S
programindan elde edilen von Mises gerilmeleri
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Tablo 3.2°de hem ag siklastirmasinin hem de polinom derecesinin artirilmasi
durumuna gore elde edilen yakinsamis sonuglarin birkag farkli ag yapisi polinom derecesi
durumu ile elde edilebildigi gosterilmektedir. Sekil 3.30°dan Sekil 3.33’e¢ kadar olan
yerdegistirme ve gerilme diyagramlarma bakildiginda; yakinsama durumu agisindan hp-
yontemi sonuglarinin h-yontemi ile elde edilenlere gore daha iyi oldugu goriilmektedir.
Ayrica hp-yonteminde yerdegistirme, maksimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi
degerleri i¢in ilk kez yakinsamis sonuca ulasilmis serbestlik derecesi sayis1 Tablo 3.2°de de
gortilebildigi gibi 25440°dir.

3.1.3.2. Gelistirilen Program ile Diizgiin Yayih Yiik Etkisindeki Sanayi
Bacasimin Statik Analizi

ANSYS programi yardimiyla dikkate almman yiikleme altinda yakinsamis
yerdegistirme ve gerilme degerleri, en az serbestlik derecesi ile belirtilmeye ¢alisilmistir.
Bu ¢alismada gelistirilen sonlu elemanlar programinda, elemanlarin gercek geometrik
durumu dikkate alinabildiginden ANSYS sonuglari ile dogrudan bir karsilastirma yerine
dolayl bir karsilastirma yoluna gidilmektedir. Bu amagla, kurgulanan sonlu elemanlar i¢in
iki asamal1 ag siklastirmasi yapilacaktir. Birinci asamada yar1 simetrik sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ihtiya¢ duyulan en az eleman sayisi1 belirlenmeye calisilacaktir.
Oyleki, geometrinin tam olarak Karma Fonksiyon Yontemi ile tanimlanmasina ragmen
yerdegistirme ve gerilme alaninda ihtiya¢ duyulan eleman sayisinin belirlenmesi amaciyla
yatay kesitte ag siklastirmasi yapilacaktir. Ornek durum olarak yatay kesit boyunca
sirastyla iki, dort ve alt1 eleman dikkate alinirken yiikseklik boyunca bes eleman ve kalinlik
boyunca bir eleman dikkate alinacaktir. Bu duruma karsilik gelen ag yapilar1 Tablo 3.3’de
verilmekte olup elde edilen yerdegistirme ve gerilme degerleri Sekil 3.34, Sekil 3.35 ve
Sekil 3.36°da verilmektedir. Ikinci asamada sanayi bacasmin simetrik kisminin yiikseklik
boyunca ihtiya¢ duyulan en az eleman sayis1 belirlenmeye calisilacaktir. Bu duruma ait ag
siklastirma durumu ise birinci asamadan sonra belirlenecektir.

Tablo 3.3. Sanayi bacasinin yar1 simetrik kisminda, gelistirilen program igin, yatay
kesit boyunca ¢esitlendirilen ag yapilari

Eleman sayist

i Maksimu
Agtird YAy o yaieric Kahnbk  Agdaki o olnom
kesit derecesi
boyunca boyunca  boyunca toplam S.D.S.
9 2 5 1 10 1-10 33550
10 4 5 1 20 1-8 34920

11 6 5 1 30 1-8 52200




Yerdegistirme (m) Yerdegistirme (m)

Yerdegistirme (m)
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0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

——&—— Lagrange

—=—— Serendipity

—+— Hiyerarsik (Lagr)

< Hiyerarsik (Leg)

—=—— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
—=—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)

0.00

Polinom derecesi
a) Kesit boyunca iki par¢a olmasi durumu (9. Ag)

0.10

0.08 —

0.06 —

0.04 —

0.02

Lagrange

—x—— Serendipity

—+— Hiyerarsik (Lagr)

<+ Hiyerarsik (Leg)

——— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
—=—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)

0.00

Polinom derecesi

b) Kesit boyunca dort eleman olmasi durumu (10. Ag)

0.10

0.08 —

0.06 —

0.04 —

0.02

——&—— Lagrange
— > Serendipity

~+  Hiyerarsik (Lagr)

—<—— Hiyerarsik (Leg)

——— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
—=—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)

0.00

Polinom derecesi

c¢) Kesit boyunca alt1 eleman olmasi durumu (11. Ag)

Sekil 3.34. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin gelistirilen program
yardimiyla belirlenen yerdegistirmesi
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1000000.00 —
] ——a— Lagrange
o ] —x— Sérendipfty
.g K.\ ——— Eizerarsiziez))
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< o) 7
g5 |
< i
= |
10000.00 I B B N B
1 3 5 7 9
Polinom derecesi
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1000000.00
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“é —*— Serendipity
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E)I) § —<— Hiyerarsik (Leg)
— & —+— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
% ?D 100000.00 é —+— Serendipity Hiyerarsik (Leg) ]
5 < ] :
B ) A
< u
= j
10000.00 R
1 3 5 7
Polinom derecesi
b) Kesit boyunca dort eleman olmasi durumu (10. Ag)
1000000.00
3 ——8— Lagrange
g ] —%— Serendipity
= c’\g b —— Hiyerarsik (Lagr)
a:)'o = b ~ 9 Hiyerarsik (Leg)
'c—‘{g é 100000.00 — —— Serend?p%tyH?yerars?k (Lagr)
) B —— Serendipity Hiyerarsik (Leg)
) ] X '
22 ] N
= ]
10000.00 ‘ | |

Polinom derecesi
c) Kesit boyunca alt1 eleman olmast durumu (11. Ag)

Sekil 3.35. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin gelistirilen program
yardimiyla belirlenen maksimum asal gerilmesi



von Mises gerilmesi von Mises gerilmesi

von Mises gerilmesi

Sekil 3.36. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin gelistirilen program

(Log.) (N/m?)

(Log.) (N/m?)

(Log.) (N/m?)

100000.00

10000.00
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—=— Lagrange
—x— Serendipity
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—¢— Hiyerarsik (Leg)
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——— Serendipity Hiyerarsik (Leg)

Polinom derecesi

a) Kesit boyunca iki eleman olmasi durumu (9. Ag)

100000.00

10000.00

—a— Lagrange
——— Serendipity

—+— Hiyerarsik (Lagr)

— o Hiyerarsik (Leg)

—+— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
——— Serendipity Hiyerarsik (Leg)

Polinom derecesi

b) Kesit boyunca dort eleman olmasi durumu (10. Ag)

100000.00

10000.00

—8— Lagrange

—*— Serendipity

—+— Hiyerarsik (Lagr)

—¢— Hiyerarsik (Leg)

—+— Serendipity Hiyerarsik (Lagr)
—— Serendipity Hiyerarsik (Leg)

Polinom derecesi

c¢) Kesit boyunca alt1 eleman olmasi durumu (11. Ag)

yardimiyla belirlenen von Mises gerilmesi
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Sekil 3.34’den goriildiigli gibi, yerdegistirme degerleri yatay kesit boyunca iki
eleman bulunurken polinom derecesinin dort; dort eleman bulunurken polinom derecesinin
lic; alt1 eleman bulunurken polinom derecesinin iki olmasindan itibaren yakinsamaktadir.
Yerdegistirme bakimindan yatay kesit boyunca eleman sayisinin artmasi sadece yakinsama
hizin1 artirmakta olup her ii¢ ag durumunda da yakinsanan deger ayni olmaktadir.

Sekil 3.35’den goriildiigii gibi, maksimum asal gerilme yatay kesit boyunca iki
eleman bulunurken yaklasik 38000 N/m?; dért veya alt1 eleman bulunurken yaklasik 31000
N/m* degerine yakinsamaktadir. Yatay kesit boyunca eleman sayisi dort ve alti iken
yakinsanan gerilme degerinin hemen hemen degismedigi ve bu degerin en son belirlenen
yatay kesitteki eleman sayisinca Sekil 3.31°deki ANSYS programi sonucu ile
karsilastirildiginda oldukca ortiisme oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.36’dan goriildiigii gibi, von Mises gerilmesi yatay kesit boyunca iki eleman
bulunurken yaklasik 33000 N/m?; dort veya alti eleman bulunurken yaklasik 29000 N/m*
degerine yakinsamaktadir. Yatay kesit boyunca eleman sayis1 dort ve alt1 iken yakinsanan
gerilme degerinin hemen hemen degismedigi goriilmektedir. Elde edilen yakinsamis
gerilme degerinin en son belirlenen yatay kesitteki eleman sayisinca Sekil 3.32°deki
ANSYS sonucu ile karsilastirildiginda yaklasik %10 civarinda fark oldugu goriilmektedir.
Sadece yatay kesitte ag siklastirmasinin yapildigir bu durumda % 10’luk farkin yataydaki
ag boliimlenme sayisi icin kabul edilebilir oldugu diisiiniilmektedir. Hem maksimum asal
gerilme diyagraminda hem de von Mises gerilmesi diyagraminda yatay kesit boyunca
eleman sayis1 arttikga kurgulanan sonlu elemanlarin sonuglarin bir birine yakinsamaktadir.

Yapilan karsilastirmalar 1s181nda yatay kesit boyunca dort elemanin yeterli oldugu ve
alt1 elemanin oldukga iyi sonuglar verecegi anlasilmaktadir. Oyleki, yatay kesit boyunca iki
elemanin yani doksan derecelik yay parcasi ile geometrinin belirlendigi elemanlar yerine
kirkbes derecelik (dort eleman) veya daha az derecelik yay pargasina sahip geometrinin
oldugu elemanlarin gerilme agisindan mertebece uygun yakinsamis sonuglar vermektedir.

Yatay kesit boyunca yakinsama durumu belirlendikten sonra yiikseklik boyunca olan
durumun belirlenmesi amaciyla, yatay kesit boyunca eleman sayist altt; kalinlik boyunca
bir; yiikseklik boyunca eleman sayisi sirast ile bes, on ve yirmi olarak dikkate alinacaktir.
Bu duruma karsilik gelen ag yapilar1 Tablo 3.4’de verilmekte olup bu ag yapilari ile elde
edilen yerdegistirme, maksimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi degerleri ANSYS
programi yardimiyla hp-yontemine gore elde edilen sonuglar ile birlikte sirasiyla Sekil

3.37, Sekil 3.38 ve Sekil 3.39°da verilmektedir.
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Tablo 3.4. Diizgiin yayil yiik etkisindeki sanayi bacasinin yar1 simetrik kisminda
gelistirilen program i¢in yiikseklik boyunca ¢esitlendirilen ag yapilar

Eleman sayist

o L _ee P 1' M k 1
Agtiri YAy - yungic Kalnhk  Agdaki oo Maxsimu
kesit derecesi m S.D.S.
boyunca boyunca toplam
boyunca
11 6 5 1 30 1-8 52200
12 6 10 1 60 1-8 104400

13 6 20 1 120 1-8 208800
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b) Yiikseklik boyunca on eleman olmasi durumu (12. Ag)
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[P}

E —

.= —+&—— Lagrange

‘é-. 006 ] —>—— Serendipity

)g | —+— Hiyerarsik (Lagr)
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0.02 T SRR RN
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c¢) Yiikseklik boyunca yirmi eleman olmasi durumu (13. Ag)

Sekil 3.37. Sanayi bacasiin 52 nolu noktasinin gelistirilen program
y g prog
yardimiyla belirlenen yerdegistirmesi
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Sekil 3.38. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin gelistirilen program
yardimuiyla belirlenen maksimum asal gerilmesi
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Sekil 3.39. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin gelistirilen program
yardimiyla belirlenen von Mises gerilmesi
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Sekil 3.37°den goriildiigii gibi, yiikseklik boyunca eleman sayisit degisen her {i¢c ag
yapist i¢in elde edilen yerdegistirme degerleri ANSYS programu ile elde edilen degerlere
yakinsamaktadir.

Sekil 3.38’den goriildiigii gibi, maksimum asal gerilme sonuclar1 genel itibariyle
ANSYS programu ile elde edilen degerlere yakinsamaktadir. Yiikseklik boyunca eleman
sayist on ve yirmi alindiginda kurgulanan sonlu elemanlarla elde edilen sonuglar biiytik
oranda Ortligmektedir. ANSYS programi ile elde edilen sonuglara, Once, Lagrange,
hiyerarsik Lagrange ve hiyerarsik Legendre elemanlar1 sonra serendipity, serendipity
hiyerarsik Lagrange ve serendipity hiyerarsik Legendre elemanlart ile elde edilen sonuglar
yakinsama gostermektedir. Bu yakinsama sirasi, birinci test 6rneginde diizgiin yayili yiik
etkisinde de gdzlemlenmistir.

Sekil 3.39’dan goriildigli gibi, von Mises gerilme sonuglart maksimum asal
gerilmeye gore yakinsama esnasinda daha fazla dalgalanmaktadir. Ozellikle, Lagrange
elemani i¢in ti¢lincii polinom derecesine kadar yiikseklik boyunca eleman sayisi artikga
dalgalanma artmaktadir. Maksimum asal gerilmede oldugu gibi yiikseklik boyunca on ve
yirmi eleman kullanildiginda ANSYS programi yardimiyla belirlen sonuglarla oldukca
ortiisme gozlemlenmektedir.

12. ve 13. ag yapilarinda p-yontemi ile elde edilen sonuglarin yakinsama hizlari
olduk¢a yakin olmaktadir. Oyleki, bu ag yapilarindan 12.’nin yeterli oldugu, 13. niin ise
oldukca iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

Kurgulanan sonlu elemanlar ve ANSYS programinin sonuglarinin yakinsadiklari
degerlere en az hangi serbestlik derecesi sayisi ile ulastiklar1 karsilastirilacaktir. Bu
anlamda, hem ag iyilestirmesi hem de polinom derecesinin artirilmasi (hp-yontemi)
yoluyla elde edilen ¢esitler Tablo 3.5’de verilmektedir. Tablo 3.5’de goriilecegi gibi
208800 serbestlik derecesi sayisina kadar da ¢oOziim yapilabilinmektedir. Farkli ag
yapilarinda p-yontem ile elde edilen sonuglar arasindan en az serbestlik derecesi ile
edinilenlere ait yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von
Mises gerilmesi sonuglart ANSY'S programi yardimiyla belirlen sonuglar ile karsilagtirmali

olarak sirasiyla Sekil 3.40, Sekil 3.41, Sekil 3.42 ve Sekil 3.43’de verilmektedir.
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Tablo 3.5. Diizgiin yayili ytiklii yar1 simetrik sanayi bacasinda gelistirilen program i¢in
hp-yontemine gore ag yapisi, polinom derecesi ve serbestlik derecesi sayilari

Yontem ve ¢esitin adi Ag . Pohnom Sonlu eleman tipi S.D.S.
cesiti  derecesi
hp-yontemi (1. durum) 13 6,7,8 hiyerarsik (Leg.) 19180, 27960, 39280
hp-yontemi (2. durum) 13 6,7,8  hiyerarsik (Lagr.) 19180, 27960, 39280
hp-yontemi (3. durum) 13 6,7,8 Lagrange 91560, 142240, 208800
hp-yontemi (4. durum) 12 8 Lagrange 104400
hp-yontemi (5. durum) 12 8 hiyerarsik (Lagr.) 19640
hp-yontemi (6. durum) 12 8 hiyerarsik (Leg.) 19640
hp-yontemi (7. durum) 11 8 Lagrange 52200
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| e *O—+ o % © g
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%‘3 0.04 ——a—— hp-yéntemi (5. dur.)
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Sekil 3.40. Sanayi bacasimin 52 nolu noktasinin hp-yontemine gore gelistirilen
program yardimiyla belirlenen yerdegistirmesi
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Sekil 3.41. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin hp-yontemine gore gelistirilen
program yardimiyla belirlenen maksimum asal gerilmesi

-1000.00
= -2000.00 —
% _
o -3000.00 —
(@)
d _
ié -4000.00 —
= ]
)]
= -5000.00 —
s i
g
S -6000.00
-7000.00 —

10000

—>—— hp-yontemi (1. dur.)
—+—— hp-yontemi (2. dur.)
—<—— hp-yontemi (3. dur.)
——— hp-yontemi (4. dur.)
—=—— hp-yontemi (5. dur.)
hp-yontemi (6. dur.)
—+—— hp-yontemi (7. dur.)
—o—— ANSYS (hp-yon.)

100000

Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.42. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin hp-yontemine gore gelistirilen
program yardimiyla belirlenen minimum asal gerilmesi
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Sekil 3.43. Sanayi bacasinin 52 nolu noktasinin hp-ydntemine gore gelistirilen
program yardimiyla belirlenen von Mises gerilmesi

Sekil 3.40’den goriildigi gibi, yerdegistirme degeri hp-yontemi 1., 2., 5., ve 6.
durumlarinda 19640 serbestlik derecesi sayis1 ile ANSYS programi degeriyle
cakigsmaktadir.

Sekil 3.41°den goriildiigii gibi, yine 19640 serbestlik derecesi sayist ile maksimum
asal gerilme degeri yakinsamaktadir.

Sekil 3.42°den gorildiigii gibi, minimum asal gerilme degeri genel anlamda ANSY'S
programindan elde edilen deger ile uyumlu olmakta ve ondan daha erken yakinsamaktadir.

Sekil 3.43’den goriildiigii gibi, von Mises gerilmesi ise yine 19640 serbestlik
derecesi sayisinda yaklasik 32500 N/m® degerine ulasilirken ANSYS programidan elde
edilen deger yaklasik 31500 N/m” civarinda olup %3’liik fark minimum asal gerilme ve
diger gerilme bileseni olan yiikseklik boyuncaki gerilmeden kaynaklanmaktadir.

Karma Fonksiyon Yontemi ile geometrinin tam olarak tanimlanabilmesinin de
yardimiyla, ANSYS programinin 25440 serbestlik derecesi sayisiyla vardigi sonuglara
olduk¢a yakin sonuglar, kurgulanan sonlu eleman tipleri ile 19640 serbestlik derecesi
sayistyla %23 tasaruf saglayarak elde edilebilmektedir. 19640 serbestlik derecesi sayist;

yiikseklik boyunca eleman sayisinin yeterli oldugu 12. ag yapisi ile elde edilmektedir.
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Diizgiin yayili yik etkisinde ANSYS programi ile yapilan karsilastirmalardan
kurgulanan sonlu eleman tipleri i¢in yatay kesit boyunca dort, yiikseklik boyunca on
elemanin; hem yerdegistirme hem de gerilme alaninda yakinsayan sonug {iiretebilecek
asgari ag yapisini olusturdugu anlasilmaktadir. Ayrica diizglin yayili yiik etkisindeki bu
karsilagtirma ile birlikte bir sonraki 6rnek kapsaminda dikkate alinacak olan dogrusal

olmayan yiik etkisindeki ag yapisi1 hakkinda da 6n bilgi alinmis olunmaktadir.

3.1.4. Kartezyen Koordinatlarda ve Egrisel Yiizeyde Dogrusal Olmayan
Yayih Yiik Etkisindeki Sanayi Bacas1

Yukarida diizgilin yayili yiik etkisinde dikkate alinan sanayi bacasi, burada hem TS
498 hem de prEN 1991-1-4’e gore belirlenen dogrusal olmayan riizgar yiikleri etkisi
altinda dikkate alinacaktir. Bu yliklemelerin nasil belirlendigi Ek 1°de verilmektedir. Her
iki standarda gore de belirlenen riizgar yiikii de simetrik oldugundan bir onceki baslikta
oldugu gibi matematiksel model sanayi bacasinin yarisi {izerinde kurulmaktadir. Burada
hem dogrusal olmayan yiiklemeler i¢in yakinsamanin saglandig1 ag belirlenecek, hem de
her iki standarda gore elde edilecek sonuglar karsilastirilacaktir. Bir onceki Ornekte
yakinsayan sonuca en az serbestlik derecesi sayist ile ulasilabilen sonlu elemalardan biri
olan Lagrange tabanl hiyerarsik sonlu eleman tipi burada tek tip olarak dikkate alinacaktir.
Yatay kesitteki ag calismasi icin, Tablo 3.6’da verilen 14., 15., 16. ve 17. ag yapilar
kullanilacaktir. ilk olarak prEN 1991-1-4 sonra TS 498’¢ gére sonuglar sunulacaktir.
Ornek yiikleme durumu olarak prEN 1991-1-4’e gore belirlenen riizgar yiiklemesi, burada

kullanilmayacak ancak gosterimi kolay olan 9. ag yapisi i¢in Sekil 3.44’de verilmektedir.

Tablo 3.6. Sanayi bacasinin yarisi i¢in kurgulanan Lagrange tabanl hiyerarsik sonlu
eleman i¢in yatay kesit boyunca ¢esitlendirilen ag yapilar

Eleman sayis1

Agtiri  YaRY vy onic  Kalmhk  Apdaki oo Vaksimu
kesit derecesi m S.D.S.
b boyunca  Boyunca toplam
oyunca
14 8 5 1 40 1-10 23565
15 10 5 1 50 1-10 29385
16 12 5 1 60 1-10 35205
17 14 5 1 70 1-10 41025
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Simetri
diizlemi

2 indis
numaral
yiiklerin

etkidigi yiizey

Sekil 3.44. prEN 1991-1-4’e gore belirlenen riizgar yiikiinlin sanayi bacasinin yari
simetrik kisminda bulunan eleman yiizeylerinde gosterilimi
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Sekil 3.44’de goriildigii gibi, prEN 1991-1-4’e gére sanayi bacasi yiizeyinde elde
edilen yiikleme yiizeye yayili olup egriligi iki pargali olarak, tek dogrultuda standartin

sundugu egrilige esdeger poliom tabanli sekizinci ve altinci dereceden egriliklere sahip

olacaktir (Ek Sekil 1.4).

3.1.4.1. Gelistirilen Program ile prEN 1991-1-4’e Gore Elde Edilen Dogrusal
Olmayan Yayih Yiik Etkisindeki Sanayi Bacasinin Statik Analizi

prEN 1991-1-4’¢ gore yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu elde edilen
yatay kesitteki yerdegistirme ve gerilme sonuglar1 115 m kotundaki yatay kesit boyunca
yar1 simetrik sanayi bacasinin y-kordinatlariyla Sekil 3.45, Sekil 3.46, Sekil 3.47 ve Sekil
3.48’de yiikseklik boyunca y-koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki bulgular ise Sekil

3.49, Sekil 3.50, Sekil 3.51 ve Sekil 3.52°de verilmektedir.
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Yerdegistirme (m)

Sekil 3.45. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesitine

ait yerdegistirmeler



128

4.00
| 14. Ag
8 15. Ag
3.00 ¢ 16.Ag
= &ﬁ\& —o— 17.A
= ] @
g
5 2.00
1)
@]
'M 1
>
1.00
0.00 ‘ < ‘ ‘
-100000 0 100000 200000 300000 400000

Maks. asal gerilme (N/m?)

Sekil 3.46. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay
kesitine ait maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.47. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay
kesitine ait minimum asal gerilmeler
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Sekil 3.48. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay
kesitine ait von Mises gerilmeleri

Sekil 3.45°den goriildiigii gibi, yatay kesit boyunca eleman sayis1 artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki y-ekseni dogrultusundaki yerdegistirme, ilk ii¢ agda bir
birine gore azalirken; 17. agdaki deger, y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktada 15. agdaki
degere yaklasik % 6 yakinlikta ve yine yaklasik 0,021 m degerini vermektedir.

Sekil 3.46°dan goriildiigii gibi, yatay kesit boyunca eleman sayisi artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki maksimum asal gerilme, yerdegistirmede oldugu gibi ilk
ic agda bir birine gore azalmaktadir. Maksimum asal gerilmenin en biiyiik oldugu ve y-
koordinatinin 0,0 m oldugu noktada 17. agdaki deger, 15. agdaki degere yaklasik % 2
yakinlikta olmaktadir. Maksimum asal gerilme, tiim aglarda y-koordinatinin 3,3 m oldugu
basing yliklemesinin en biiylik oldugu noktada, sifira ¢cok yakin deger alirken ¢ekme
yiiklemesinin oldugu yere, yani, y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktaya dogru, yakinsamis
deger olan yaklastk 190000 N/m? (0,19 MPa) ¢ekme degerini almaktadir.

Sekil 3.47°den goriildiigii gibi, yatay kesit boyunca eleman sayis1 artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki minimum asal gerilme degeri, ilk {ic agda bir birine gore
artmaktadir. Minimum asal gerilmenin en biiyiik oldugu ve y-koordinatinin 3,3 m oldugu

noktada, 17. agdaki deger 15. agdaki degere yaklasik % 4 yakinliktadir. Minimum asal
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gerilme, tiim aglarda basing yliklemesinin en biiyiik degerini aldig1 y-koordinatinin 3,3 m
oldugu noktada, yaklasik 250000 N/m” (0,25 MPa) basing degerini alirken ¢ekmenin
oldugu yere, yani, y- koordinatinin yaklasik 2,6 m oldugu noktadan itibaren yaklasik sifir
degerini almaktadir.

Sekil 3.48’den goriildiigii gibi, von Mises gerilmesi degeri, yerdegistirme ve
maksimum asal gerilme gozlemlenen yakinsama davranisini sergilemektedir. von Mises
gerilmesi y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktada, minimum asal gerilme degerine esit
olurken 0,0 m oldugu noktada, maksimum asal gerilme degerine esit olmaktadir.
Yerdegistirme, maksimum asal gerilme ve minimum asal gerilmelerde oldugu gibi 15. ag,

yakinsamig sonuglar1 veren minimum ag olarak gézlenmektedir.
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Sekil 3.49. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki yerdegistirmeler
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Sekil 3.50. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

Yiikseklik (m)

yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.51. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki minimum asal gerilmeler
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Sekil 3.52. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yatay kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki von Mises gerilmeleri

Sekil 3.49’dan goriildiigi gibi, ylikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu
noktalarda verilen yerdegistirme yatay kesitteki yakinsama davraniginin aynisin
sergilemektedir. En biiylik yerdegistirmenin goriildiigii 115 m kotunda 15. agdaki degerin
17. agdaki degere yaklasik % 5 yakinlikta oldugu ve yaklasgik 0,022 m oldugu
goriilmektedir.

Sekil 3.50°den goriildiigli gibi, ylikseklik boyunca belirlenen maksimum asal gerilme
yatay kesitteki yakinsama davraniginin aynisini sergilemektedir. En biiylik maksimum asal
gerilmenin olustugu 0,0 m kotunda, 15. agdaki degerin, 17. agdaki degere yaklasik % 5
yakinlikta oldugu ve degerinin yaklasik 10° N/m* (1,0 MPa) oldugu goriilmektedir.
Yiikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktalarda belirlenen maksimum asal
gerilmenin, c¢ekme etkisinin etkin gOriildiigi baca tabanimma dogru arttigt da
farkedilmektedir.

Sekil 3.51°den goriildiigii gibi, yiikseklik boyunca belirlenen minimum asal gerilme
yatay kesitteki yakinsama davranisinin aynisini sergilemektedir. En biiyilk minimum asal
gerilmenin 0,0 m kotunda oldugu, ayrica, 15. agdaki degerin, 17. agdaki degere yaklasik %
4 yakinlikta oldugu ve degerinin yaklasik 250000 N/m* (0,25 MPa) oldugu goriilmektedir.
Yiikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktalarda verilen minimum asal gerilme

degerinin, baca ortasindan 115 m kotuna dogru yiiklemeden kaynaklanan basing etkisinden
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dolayr ve 0,0 m kotuna dogru mesnetlenmeden kaynaklanan ¢ekme etkisinden dolayi
arttig1 da farkedilmektedir.

Sekil 3.52°den gorildiigii gibi, yiikseklik boyunca belirlenen von Mises gerilmesi
yatay kesitteki yakinsama davranigsinin aynisini sergilemektedir. En biiylikk von Mises
gerilmesinin olustugu 0,0 m kotunda, 15. agdaki degerin 17. agdaki degere yaklasik % 5
yakinlikta oldugu ve yaklasik 730000 N/m? (0,73 MPa) oldugu goriilmektedir. Yiikseklik
boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktalarda belirlenen von Mises gerilmesi
degerinin, maksimum asal ve minimum asal gerilmenin bileskesi olarak mesnetlenme
bolgesine dogru ¢ekme etkisinin her iki dogrultuda etkinlesmesinden Otiirii arttigi da
farkedilmektedir.

Yatay kesitte ag siklagtirmasi, hem 115 m kotundaki yatay kesitteki sonuglarla hem
de y-koordinatinin 3,3 m oldugu ytikseklikteki sonuglarla degerlendirildiginde, 15. ag’in
(yatay kesitte 5 elemanin) yeterli olacagi belirlenmektedir. Dikkate alinan yerdegistirme ve
gerilme degerleri farkli aglar i¢in, bir birlerine gore en kaba sekilde % 6 civarinda bir fark
gostermektedir. Sadece yatay kesit boyunca ag siklastirmasi ile elde edilen bu farkin
istenen diizeyde az bir fark oldugu diisiiniildiigiinden daha fazla ag siklastirilmasina gerek
duyulmamigtir. Yatay kesitte ag siklastirmasi ile elde edilen bulgulardan goézlemlenen
yakinsama davranisi, alisila gelmis sekilde siirekli artan veya azalan bir bigimde
olmamaktadir. Zira yatay kesitteki eleman sayisina bagl olarak ag inceltmesi esnasinda
azalma egiliminde iken artma, artma agiliminde iken azalma olabilmektedir. Bunun nedeni
olarak yiiklemenin dogrusal olmamas1 gosterilebilir.

Tablo 3.7°de verilen veriler kullanilarak yiikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu
prEN 1991-1-4’e gore elde edilen yatay kesitteki yerdegistirme ve gerilme sonuglari, 115
m kotundaki yatay kesit boyunca Sekil 3.53, Sekil 3.54, Sekil 3.55 ve Sekil 3.56’da;
yukseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktalardaki yerdegistirme ve gerilme
sonugclari, Sekil 3.57, Sekil 3.58, Sekil 3.59 ve Sekil 3.60’da verilmektedir.

Tablo 3.7. Sanayi bacasinin yarisi i¢in kurgulanan Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu
eleman icin yiikseklik boyunca ¢esitlendirilen ag yapilar

Eleman syis1

Agtiri  Ya@y  yucerik Kahnhk Agdaki

Polinom Maksimu

kesit b b tonl derecesi m S.D.S.
boyunca oyunca oyunca oplam
15 10 5 1 50 1-10 29385
18 10 10 1 100 1-10 58770

19 10 20 1 200 1-10 117540
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Sekil 3.53. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
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yiikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesitine
ait yerdegistirmeler
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Sekil 3.54. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesitine
ait maksimum asal gerilmeler



4.00

0.00

135

Y koordinati (m)
N
S
=
|

-300000 -200000 -100000 0 100000

Min. asal gerilme (N/m?)

Sekil 3.55. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
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Sekil 3.56. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

yiikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesitine
ait von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.57. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yiikseklik boyunca ag siklagtirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki yerdegistirmeler
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Sekil 3.58. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yiikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.59. prEN 1991-1-4’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

Yiikseklik (m)

yiikseklik boyunca ag siklagtirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki minimum asal gerilmeler
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Sekil 3.60. prEN 1991-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalardaki von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.53’den goriildiigii gibi, ylikseklik boyunca eleman sayis1 artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki y-ekseni dogrultusundaki yerdegistirme artmaktadir. 19.
agdaki deger, y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktada 18. agdaki degere yaklasik % 5
yakinlikta ve yine yaklagik 0,0238 m’dir.

Sekil 3.54°den goriildiigli gibi yiikseklik boyunca eleman sayisi artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki maksimum asal gerilme tek yonlii artan veya azalan bir
egilim gostermemektedir. y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktaya dogru once artan sonra
azalan; y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktaya dogru ise Once azalan sonra artan bir
davranis gozlenmektedir. Maksimum asal gerilmenin en biiyiik oldugu noktada 19. agdaki
deger, 15. agdaki degere yaklasik % 4 yakinlikta olmaktadir. Maksimum asal gerilme, tim
aglarda y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktada sifira ¢ok yakin deger alirken y-
koordinatinin 0,0 m oldugu noktaya dogru yaklasik 196000 N/m* (0,196 MPa) degerini
almaktadir.

Sekil 3.55’den goriildiigii gibi, ylikseklik boyunca eleman sayis1 artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki minimum asal gerilme, {i¢ agda bir birine olduk¢a yakin
olmaktadir. Ancak genel egilim maksimum asal gerilme davranisindaki egilimin tam
tersidir. Minimum asal gerilmenin en biiylik oldugu noktada (y=3,3 m) 19. agdaki deger,
15. agdaki degere yaklasik % 8 yakinlikta olup 18. agdaki degere % 4 yakinliktadir.
Minimum asal gerilme, tiim aglarda y-koordinatinin 3,3 m oldugu basing yiliklemesinin en
biiylik oldugu noktada, yakinsamis deger olan yaklasik 245000 N/m? (0,245 MPa) basing
degerini alirken c¢ekmenin en biiyliik oldugu yere yani y-koordinatinin 0,0 m oldugu
noktaya dogru sifira ¢ok yakin deger almaktadir.

Sekil 3.56’dan goriildiigli gibi, von Mises gerilmesi Once azalan sonra artan bir
davranig sergilemektedir. von Mises gerilmesi, y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktada
minimum asal gerilme degerine esit olurken 0,0 m oldugu noktada, maksimum asal
gerilme degerine esit olmaktadir.

Yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von Mises
gerilmeleri incelendiginde yakinsama davraniginin tek tip olmadig1 goriilmektedir. Ancak
verilen degerler, bir birlerine en kaba sekilde % 8 oraninda yakinsamis durumdadirlar.

Sekil 3.57’den goriildiigli gibi, yilikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu
noktalarda belirlenen yerdegistirmelerde, yatay kesitteki yakinsama davranisinin aynisini

sergilemektedir. En biiyiik yerdegistirmenin goriildiigii 115 m kotunda, 19. agdaki degerin
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18. agdaki degere yaklasik % 5 yakinlikta oldugu ve yaklasik 0,024 m oldugu
goriilmektedir.

Sekil 3.58’den goriildiigii gibi, yiikseklik boyunca belirlenen maksimum asal
gerilmeler, yatay kesitteki yakinsama davranigindan farkli bir davranis sergilemektedir. En
biiyilk maksimum asal gerilmenin olustugu 0,0 m kotunda, 19. agdaki degerin 18. agdaki
degere yaklasik % 7 yakinlikta oldugu ve degerinin yaklasik 1,18x10° N/m? (1,18 MPa)
oldugu goriilmektedir.

Sekil 3.59’dan goriildiigii gibi, yilikseklik boyunca belirlenen minimum asal gerilme,
yatay kesitteki yakinsama davramigindan farkli ve daha karmagik bir davranis
sergilemektedir. En biiyiik minimum asal gerilmenin, 115 m kotunda ve 0,0 m kotunda, 19.
agdaki degerin 18. agdaki degere yaklasik % 4 yakinlikta oldugu ve degerinin yaklagik
250000 N/m? (0,25 MPa) oldugu gériilmektedir.

Sekil 3.60’dan gorildiigii gibi, ylikseklik boyunca verilen von Mises gerilmesi yatay
kesitteki yakinsama davranisindan farkli bir davranis sergilemektedir. En biiyiik von Mises
gerilmesinin olustugu 0,0 m kotunda, 19. agdaki degerin 18. agdaki degere yaklasik % 5
yakinlikta oldugu ve degerinin yaklagik 850000 N/m? (0,85 MPa) oldugu goriilmektedir.

3.1.4.2. Gelistirilen Program ile TS 498’e Gore Elde Edilen Dogrusal Olmayan
Yayih Yiik Etkisindeki Sanayi Bacasimin Statik Analizi

TS 498’e¢ gore sanayi bacasi ylizeyinde elde edilen yilikleme yiizeye yayili olup
egrilikleri, tek dogrultuda kosiniis egriligine esdeger poliom tabanli {igiincii dereceden bir
egrilige sahip olacaktir (Ek Sekil 1.4). Tablo 3.6’da verilen degerler kullanildiginda yatay
kesit boyunca eleman sayisinin artirtlmast sonucu 115 m kotundaki yatay kesit boyunca
elde edilen yatay kesitteki yerdegistirme ve gerilme degerleri Sekil 3.61, Sekil 3.62, Sekil
3.63 ve Sekil 3.64’de, yiikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktalardaki
bulgular ise Sekil 3.65, Sekil 3.66, Sekil 3.67 ve Sekil 3.68’de verilmektedir.
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Sekil 3.61. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesite ait

yerdegistirmeler
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Sekil 3.62. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
kesit boyunca ag siklastirmas: sonucu 115 m kotundaki yatay kesite ait

maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.63. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesite ait
minimum asal gerilmeler

4.00

Y koordinati (m)

N\
0.00 | % | | |

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000

von Mises gerilmesi (N/m?)

Sekil 3.64. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesite ait von

Mises gerilmeleri
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Sekil 3.65. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-koordinatinin
3.3 m oldugu noktalara ait yerdegistirmeler
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Sekil 3.66. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-koordinatinin
3.3 m oldugu noktalara ait maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.67. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay
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kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-koordinatinin
3.3 m oldugu noktalara ait minimum asal gerilmeler
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Sekil 3.68. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin yatay

kesit boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-koordinatinin
3.3 m oldugu noktalara ait von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.61°den goriildiigii gibi, yatay kesit boyunca eleman sayis1 artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki y-ekseni dogrultusundaki yerdegistirme, 14., 15. ve 16.
aglarda bir birine gore azalirken; 17. agdaki deger, y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktada
15. agdaki degere ile ayn1 olup yaklasik 0,067 m’dir.

Sekil 3.62°den goriildiigii gibi, yatay kesit boyunca eleman sayisi artirildik¢a, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki maksimum asal gerilme, yerdegistirme de oldugu gibi, 14.,
15. ve 16. aglarda bir birine gore azalmaktadir. Maksimum asal gerilmenin en biiyiik
oldugu noktada (y= 0,0 m) 17. agdaki deger, 15. agdaki degere yaklasik % 4 yakinlikta
olmaktadir. Maksimum asal gerilme, tiim aglarda y-koordinatinin 3,3 m oldugu basing
yliklemesinin en biiyiik oldugu noktada sifira ¢ok yakin deger alirken yiliklemenin olmadigi
yere yani y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktaya dogru yakinsamis deger olan yaklasik
110000 N/m? (0,11 MPa) ¢cekme degerini almaktadir.

Sekil 3.63’den goriildiigii gibi, yatay kesit boyunca eleman sayisi artirildik¢a, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki minimum asal gerilme degeri, 14., 15. ve 16. aglarda bir
birine gore artmaktadir. Minimum asal gerilmenin en biiyilik oldugu noktada (y= 3,3 m) 17.
agdaki deger, 15. agdaki degere yaklasik % 5 yakinliktadir. Minimum asal gerilme, tiim
aglarda y-koordinatinin 3,3 m oldugu basing yiikklemesinin en biiylik oldugu noktada
yaklagik 190000 N/m? (0,19 MPa) basing degerini alirken yiiklemenin olmadig1 yere yani y
koordinatinin yaklasik 2,6 m oldugu noktadan itibaren 0,0 m oldugu noktaya dogru sifira
cok yakin deger almaktadir.

Sekil 3.64’den goriildiigii gibi, von Mises gerilmesi degeri, yerdegistirme ve
maksimum asal gerilme diyagramlarinda gozlemlenen yakinsama davranigini
sergilemektedir. von Mises gerilmesi y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktada minimum asal
gerilme degerine esit olurken 0,0 m oldugu noktada maksimum asal gerilme degerine esit
olmaktadir.

TS 498’ gore etkittirilen yiiklemede ¢ekme etkisi olmamasina ragmen elde edilen
sonuclarin yakinsama davranisi ile prEN1991 1-1-4’e gore etkittirilen yiiklemeden elde
edilen sonuglarin yakinsama davranisinin ayni oldugu goriinmektedir. Ayrica TS 498’
gore elde edilen yerdegistirme, digerine gore elde edilen yerdegistirmenin yaklasik ii¢ kat
olurken; maksimum asal gerilme, yaklasik % 40 minimum asal gerilme ise yaklasik % 20
daha az olmaktadir.

Sekil 3.65’den goriildiigli gibi, yilikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu

noktalarda belirlenen yerdegistirmeler yatay kesitteki yakinsama davraniginin aynisini
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sergilemektedir. En biiylik yerdegistirmenin goriildiigii 115 m kotunda 15. agdaki deger,
17. agdaki degerle ayni1 olup yaklasik 0,067 m’dir.

Sekil 3.66’dan goriildiigi gibi, yiikseklik boyunca verilen maksimum asal gerilmenin
her bir agdaki degisimi bir birine olduk¢a yakin olmaktadir. En biiylik maksimum asal
gerilmenin olustugu 0,0 m kotunda 15. agdaki deger, 17. agdaki degerle ayn1 olup yaklasik
2,95x10° N/m?* (2,95 MPa) dir.

Sekil 3.67°den goriildiigii gibi, yiikseklik boyunca belirlenen minimum asal gerilme
yatay kesitteki yakinsama davraniginin aynisini sergilemektedir. En biiyilk minimum asal
gerilmenin olustugu 115 m kotunda ve 0,0 m kotunda 15. agdaki deger, 17. agdaki deger
ile ayn1 olup yaklasik 690000 N/m? (0,69 MPa) dir.

Sekil 3.68’den goriildiigii gibi, yilikseklik boyunca belirlenen von Mises gerilmesi
yatay kesitteki yakinsama davraniginin aynisini sergilemektedir. En biiylik von Mises
gerilmesinin olustugu 0.0 m kotunda 15. agdaki deger, 17. agdaki deger ile ayni olup
yaklagik 2190000 N/m?* (2,19 MPa) dir.

TS 498°e gore elde edilen yerdegistirme ve gerilme sonuglart prEN1991 1-1-4’e gore
elde edilenlere gore yaklasik ii¢ kat daha biiyiik olmaktadir.

Belirlenen yerdegistirme ve gerilmeler farkli aglar kullanilarak bir birlerine gore
yatay kesitte en kaba sekilde % 5 civarinda bir fark gosterirken yiikseklik boyunca ayni
olmaktadir. Yatay kesitte eleman sayisinin artirilmasi ile elde edilen bulgulardan
gozlemlenen yakinsama davranisi, prEN 1991 1-1-4’e gore belirlenen yiik etkisindeki
davranig ile aymi olup alisila gelmis sekilde siirekli artan veya azalan bir bigimde
olmamaktadir.

Tablo 3.7°de verilenler kullanilarak yiikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu TS
498’ gore elde edilen yatay kesitteki yerdegistirme ve gerilme sonuglari, 115 m kotundaki
yatay kesit boyunca Sekil 3.69, Sekil 3.70, Sekil 3.71 ve Sekil 3.72’de; yiikseklik boyunca
y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktalardaki yerdegistirme ve gerilme sonuglar1 ise Sekil

3.73, Sekil 3.74, Sekil 3.75 ve Sekil 3.76’da verilmektedir.



Y koordinat1 (m)

146

4.00
| X
X +

3.00 5

X 4
2.00 % |
1.00 — T 1
0.00 & I I I l I ‘*

0.0668  0.0672  0.0676 0.068 0.0684

Yerdegistirme (m)

0.0688

0.0692

Sekil 3.69. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay
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ekil 3.70. e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
Sekil 3.70. TS 498’¢ gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki yib
ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay

kesitine ait maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.71. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yukseklik boyunca ag siklagtirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay kesitine
ait minimum asal gerilmeler
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Sekil 3.72. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu 115 m kotundaki yatay
kesitine ait von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.73. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
yiikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalara ait yerdegistirmeler
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Sekil 3.74. TS 498’e gore dogrusal olmayan ytik etkisindeki sanayi bacasinin
ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalara ait maksimum asal gerilmeler
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Sekil 3.75. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

Yiikseklik (m)
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yukseklik boyunca ag siklagtirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalara ait minimum asal gerilmeler
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Sekil 3.76. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin

ylikseklik boyunca ag siklastirmasi sonucu yiikseklik boyunca y-
koordinatinin 3.3 m oldugu noktalara ait von Mises gerilmeleri
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Sekil 3.69’dan goriildiigii gibi, ylikseklik boyunca eleman sayisi artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki y-ekseni dogrultusundaki yerdegistirme artmaktadir. 19.
agdaki deger, y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktada 18. agdaki degere yaklasik % 0,7
yakinlikta ve yine yaklagik 0,0683 m’dir.

Sekil 3.70’den goriildiigii gibi, yiikseklik boyunca eleman sayist artirildik¢a, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki maksimum asal gerilme tek yonlii artan veya azalan bir
egilim gostermemektedir. y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktaya dogru once artan sonra
azalan; y-koordinatinin 0,0 m oldugu noktaya dogru ise Once azalan sonra artan bir
davranis sergilemektedir. Maksimum asal gerilmenin en biiyiik oldugu ve y-koordinatinin
0,0 m oldugu noktada 19. agdaki deger, 15. agdaki degere yaklasik % 7 yaklasirken 18.
agdaki degere yaklasik % 25 yaklasmaktadir. Maksimum asal gerilme, tiim aglarda y-
koordinatinin 3,3 m oldugu noktada sifira ¢cok yakin deger alirken y-koordinatinin 0,0 m
oldugu noktaya dogru 15. agda yaklasik 109000 N/m* (0,109 MPa) dir.

Sekil 3.71°den goriildiigii gibi, ylikseklik boyunca eleman sayis1 artirildikga, 115 m
kotunda bulunan yatay kesitteki minimum asal gerilme, y-koordinatinin 0,0 m ile 2,7 m
oldugu noktalar arasinda, ii¢ ag i¢in bir birine gore oldukca yakin degerler almaktadir.
Minimum asal gerilmenin en biiyiikk oldugu noktada (y= 3,3 m) 19. agdaki deger, 15.
agdaki degere yaklasik % 20 yakinlikta olup 18. agdaki degere % 10 yakinliktadir.
Minimum asal gerilme, tiim aglarda y-koordinatinin 3,3 m oldugu basing yiliklemesinin en
biiylik oldugu noktada 15. aga ait gerilme yaklasik 192000 N/m? (0,192 MPa) olurken y-
koordinatinin 0.0 m oldugu noktaya dogru sifira ¢cok yakin deger almaktadir.

Sekil 3.72°den goriildiigii gibi, von Mises gerilmesi, 6nce azalan sonra artan bir
davranis sergilemektedir. von Mises gerilmesi, y-koordinatinin 3,3 m oldugu noktada
minimum asal gerilme degerine esit olurken 0,0 m oldugu noktada maksimum asal gerilme
degerine esit olmaktadir.

prEn 1991 1-1-4’e gore belirlenen yiiklemenin TS 498’e gore belirlenene gore daha
yiiksek dereceden bir egri ile temsil edilmesine ragmen prEN 1991 1-1-4’e gore belirlenen
yiik etkisinde yukarida ifade edilen durum ile karsilasiimamustir. Oyleki yiiksek dereceden
bir yiik etkisinde yakinsama saglanirken diisiik dereceden bir yiik etkisinde ayni agin yine
yankinsama saglatmasi gerektigi diisiiniiliir.

Sekil 3.73’den goriildiigi gibi, yilikseklik boyunca y-koordinatinin 3,3 m oldugu
noktalarda belirlenen yerdegistirmeler, yatay kesitteki yakinsama davranigsinin aynisini

sergilemektedir. En biiylik yerdegistirmenin goriildiigii 115 m kotunda, 19. agdaki deger
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18. agdaki deger ile ayni1 olup yaklasik 0,068 m’dir.

Sekil 3.74’den gorildigi gibi, yiikseklik boyunca belirlenen maksimum asal
gerilmeler genel olarak bir birine olduk¢a yakin olmaktadir. En biiyiilk maksimum asal
gerilmenin olustugu 0,0 m kotunda 19. agdaki deger, 18. agdaki degere yaklasik % 7
yakinlikta olup yaklasik 3,1x10° N/m? (3,1 MPa) dir.

Sekil 3.75’den goriildiigii gibi, yiikseklik boyunca belirlenen minimum asal gerilme
yatay kesitteki yakinsama davramigindan farkli ve daha karmasik bir davranis
sergilemektedir. En biiyiik minimum asal gerilmenin oldugu 115 m ve 0,0 m kotlarinda 19.
agdaki deger, 18. agdaki degere yaklasik % 4 yakinlikta olup yaklasik 700000 N/m?* (0,70
MPa) dir.

Sekil 3.76’dan goriildigi gibi, yiikseklik boyunca belirlenen von Mises gerilmesi,
yatay kesitteki yakinsama davranisindan farkli bir davranis sergilemektedir. En biiyilik von
Mises gerilmesinin olustugu 0,0 m kotunda 19. agdaki deger, 18. agdaki degere yaklasik %
2 yakinlikta olup yaklasik 2300000 N/m® (2,3 MPa) dir.

Sanayi bacasinda TS 498’e gore en biiyilik yerdegistirme, yaklasik 0,068 m ve en
biiyiik von Mises gerilmesi, yaklasik 2300000 N/m? (2,3 MPa) dir.

Sanayi bacasimin TS 498’e gore diizgiin yayil yiik etkiside 115 m kotunda ve y-
koordinatinin 3,3 m oldugu noktada yanal yerdegistirme yaklasik 0,082 m, von Mises
gerilmesi 32500 N/m’ iken dogrusal olmayan yilk etkisinde 115 m kotunda ve y-
koordinatinin 3,3 m oldugu noktada yanal yerdegistirme yaklasik 0,068 m, von Mises
gerilmesi yaklagik 192000 N/m’ olmaktadir. Bu durum TS 498’¢ belirlenen rizgar
yukiiniin, silindirik sanayi bacalar1 i¢in verilen dogrusal olmayan yiik yerine hesaplari
basitlestirmek amaciyla yiikiin diizgiin yayili yiik olarak uygulanmasi; yerdegistirme ve
ozellikle gerilme sonuclarini olduk¢a degistirmektedir.

Tablo 3.8’de hp-yOntemi adi altinda tiir adlar1 ve 6zellikleri sunulmaktadir. Lagrange
tabanli hiyerarsik sonlu elemana ait bulgularin yakinsadiklari degerlere en az hangi
serbestlik derecesi ile yakinsadiklarini karsilagtirmak amaciyla hem ag iyilestirmesi hem de
polinom derecesinin artirilmasi (hp-yontemi) yoluyla belirlenen bulgular arasindan en az
serbestlik derecesi ile belirlenenlere ait yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum
asal gerilme ve von Mises gerilmesi degerleri prEN 1991 1-1-4’e gore sirasiyla Sekil 3.77,
Sekil 3.78, Sekil 3.79 ve Sekil 3.80°de; TS 498°¢ gore belirlenenler ise sirastyla Sekil 3.81,
Sekil 3.82, Sekil 3.83 ve Sekil 3.84’de verilmektedir.
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Tablo 3.8. Sanayi bacasinin yarisinda kurgulanan Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman
icin prEN 1991 1-1-4 ve TS 498’¢ gore tanimlanan dogrusal olmayan yiik etkisi
icin hp-yontemine gore ag yapisi, polinom derecesi ve serbestlik derecesi

sayilar
Tiir ad1 Yiikleme gesiti Ag . Pohnom Sonlu. . S.D.S.
cesiti  derecesi eleman tipi
hp-yontemi hiyerarsik
(1 durum) PTEN19911-1-4 15 9,10 (Lagr) 22135,29385
hp-y6ntemi hiyerarsik 15830, 23100, 32480,
2. durum) PTEN 1991 1-1-4 18 6-10 (Lagr.) 44270, 58770
hp-yontemi hiyerarsik 12840, 20740, 31660, 46200,
(3. durum) PTENIOT 114194100 q 00 64960, 88540, 117540
hp-yontemi hiyerarsik
(4. durum) TS 498 15 9,10 (Lagr.) 22135,29385
hp-yontemi TS 498 18 7-10  Myerarsik o o5060 35480, 44270, 58770
(5. durum) (Lagr.)
hp-yontemi hiyerarsik 20740, 31660, 46200, 64960,
(6. durum) TS 498 1 5100 e 88540, 117540
0.026
E 0024 —
:
% | + + o+ o+ o+
B0
(]
e
>°j 0.022 — i _
——— hp-yontemi (1. dur.)
——+—— hp-yontemi (2. dur.)
7 X—X hp-yontemi (3. dur.)
0.020 — \
10000 100000

Serbestlik derecesi sayisi (Log.)

Sekil 3.77. prEN 1991 1-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
52 nolu noktasinin hp-yontemine gore belirlenen yerdegistirmeleri
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§ il
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Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.78. prEN 1991 1-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi
bacasinin 55 nolu noktasinin hp-yontemine gore belirlenen
maksimum asal gerilmeleri

260000.00
~ N A=
Z  250000.00 p S
b
3 i
=
2 240000.00 —
E ~ x hp-yontemi (1. dur.)
< | p-yontemi (1. dur.
K= 230000.00 —+—— hp-yOntemi (2. dur.)
> 1 X hp-y6ntemi (3. dur.)
220000.00 ]
10000 100000

Serbestlik derecesi sayisi (Log.)

Sekil 3.79. prEN 1991 1-1-4’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi
bacasinin 55 nolu noktasinin hp-yontemine gore belirlenen
mininimum asal gerilmeleri




154

1000000.00
~ T + H—F +
N@ | + «—X
é i
?b i
Q
= i
3
g |
5
an
§ 8 —>—— hp-yontemi (1. dur.)
E ——+— hp-yontemi (2. dur.)
8 hp-yontemi (3. dur.)
> =
100000.00 —
10000 100000
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Sekil 3.80. prEN 1991 1-1-4’e gore dogrusal olmayan ytik etkisindeki sanayi
bacasinin 55 nolu noktasinin hp-yontemine gore belirlenen von Mises

gerilmeleri
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E 00684 e
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% 0.0680 —
’)go |
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0.0668 i
10000 100000

Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.81. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin
52 nolu noktasinin hp-ydntemine gore belirlenen yerdegistirmeleri
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Sekil 3.82. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin 55 nolu
noktasinin hp-yontemine gore belirlenen maksimum asal gerilmeleri
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eb
& |
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2 680000.00
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Serbestlik derecesi sayis1 (Log.)

Sekil 3.83. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin 55 nolu
noktasinin hp-yontemine gore belirlenen minimum asal gerilmeleri
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Sekil 3.84. TS 498’e gore dogrusal olmayan yiik etkisindeki sanayi bacasinin 55 nolu
noktasinin hp-yontemine gore belirlenen von Mises gerilmeleri

Sekil 3.77°den goriildiigii gibi, 3. duruma ait yerdegistirme egrisi, en az 12840
serbestlik derecesi sayisi ile yakinsanan deger olan 0,024 m degerini vermektedir.

Sekil 3.78’den goriildiigii gibi, 3. duruma ait maksimum asal gerilme egrisi, en az
31660 serbestlik derecesi sayisi ile yakinsanan deger olan yaklasik 1180000 N/m* (1,18
MPa) degerini vermektedir.

Sekil 3.79°dan goriildiigi gibi, tiim durumlara ait egrilerde, tam anlamiyla, bir degeri
isaret eden yakinsama davranisi géziikkmese de yakinsanan deger olabilecegi diisiiniilen
yaklagik 250000 N/m” (0,25 MPa) degerine en az 20740 serbestlik derecesi sayisi ile
ulagilmaktadir.

Sekil 3.80’den goriildiigli gibi, von Mises gerilmesi egrisi, en az 31660 serbestlik
derecesi sayist ile yakinsanan deger olan yaklasik 850000 N/m” (0,85 MPa) degerini
vermektedir.

prEN 1991 1-1-4’e gore belirlenen yiik etkisinde hp-yontemi ile elde edilen bulgular
incelendiginde genel itibariyle 3. duruma ait egride en az 31660 serbestlik derecesi sayisi
ile tiim yerdegistirme ve gerilme sonuglari elde edilebilmektedir.

Sekil 3.81°den goriildiigii gibi, 6. duruma ait yerdegistirme egrisi, en az 20740
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serbestlik derecesi sayisi ile yakinsanan deger olan 0,068 m degerini vermektedir.

Sekil 3.82°den goriildiigii gibi, 6. duruma ait maksimum asal gerilme egrisi, en az
20740 serbestlik derecesi sayisi ile yakinsanan deger olan yaklasik 3100000 N/m? (3,1
MPa) degerini vermektedir.

Sekil 3.83’den goriildiigii gibi, tiim durumlara ait egrilerde, tam anlamiyla, bir degeri
isaret eden yakinsama davranisi géziikkmese de yakinsanan deger olabilecegi diisiiniilen
yaklagik 700000 N/m* (0,7 MPa) degerine en az 20740 serbestlik derecesi sayisi ile
ulagilmaktadir.

Sekil 3.84’den goriildiigii gibi, 6. duruma ait egri, en az 31660 serbestlik derecesi
say1st ile yakinsanan deger olan yaklasik 2300000 N/m? (2,3 MPa) degerini vermektedir.

TS 498’e gore belirlenen yiik etkisinde hp-yontemi ile elde edilen bulgular
incelendiginde genel itibariyle 6. duruma ait egride en az 31660 serbestlik derecesi sayisi

ile tiim yerdegistirme ve gerilme sonuclari elde edilebilmektedir.

3.2. Dinamik Analiz

Sanayi bacasinin davraniginin tam olarak dikkate alinabilmesi i¢in hem serbest
titresim hem de zorlanmis titresim analizlerinde bacanin tamami modellenecektir.
Kurgulanan sonlu elemanlardan biri olan ve dogrusal olmayan yiiklemede de kullanilan
Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman bu analizlerde de kullanilacaktir. Diger
kurgulanan sonlu elemanlarda kullanilabilir olup bu tez kapsaminda sadece bir sonlu
eleman i¢in sonuglar sunulacaktir. Lagrange tabanli sonlu eleman i¢in sunulacak bulgularin
yaninda ANSYS programi ile de sonucglar karsilastirmali olarak sunulacaktir. Ancak
ANSYS programi h-yontemi disinda bagka bir yontem olan p-yontemi ile serbest titresim
ve zorlanmig titresim analizlerine izin vermemektedir. Bunun sebebi olarak p-yontemi
altindaki elemanlarda kiitle matrislerinin, sekil fonksiyonlarindan 6tiirii diizgiin olmayan
bir dagilima sahip olmalar1 gosterilebilir. Diger taraftan, h-yontemi altinda ikinci
dereceden polinom derecesine gore sekil fonksiyonlar1 olusturulmus elemanlar mevcuttur.
Bu elemanlar, kenar orta noktalar1 egrisel ylizeylerin lizerine taginarak geometrik temsilde
ag yapilarmin geometriden kaynaklanan hata oranlarmi azaltmak amaciyla
kullanilabilmektedir. Bu elemanlarla serbest tiresim ve zorlanmis titresim analizlerine izin

verilmektedir. Bu durumda ANSYS programi ile bu calismada elde edilecek sonuglari
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dogrulamak ve karsilastirmak amaciyla sadece h-yontemi altinda dogrusal sekil
fonksiyonlu eleman kullanilacaktir. Bdylece yatay kesit boyunca geometrinin temsili i¢in
h-yonteminde ikinci derece polinoma sahip sekil fonksiyonlu elmanin kullanilmast
durumundan bir miktar daha fazla eleman kullanilmis olacaktir. Ancak eleman sayisinin
artisindan kaynaklanan serbestlik derecesi sayist artimi, polinom derecesi ikiden fazla
artirllmasina izin verilemedigi icin farkli ag kullannmi ve polinom derecesinin
artiralabildigi durumlarda belirlenecek serbestlik dereceleri sayilarina goére Onemli

sayllmamaktadir.

3.2.1. Kartezyen Koordinatlarda ve Egrisel Yiizeyli Sanayi Bacasinin
Serbest Titresim Analizi

Bu amagla kurgulanan sonlu eleman ve ANSYS programi i¢in ayr1 ayri ag yapilari
hazirlanmistir. Kurgulanan sonlu eleman agi Tablo 3.9 ile Tablo 3.10°da, ANSYS
programi i¢in ise Tablo 3.11°de verilmektedir. Bu tablolarda verilen degerlerin
kullanilmasiyla elde edilen periyot degerleri yakinsamig degerler olup Tablo 3.12°de

verilmektedir.

Tablo 3.9.  Sanayi bacasinda kurgulanan Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman
icin yatay kesit boyunca ¢esitlendirilen ag yapilari

Eleman sayis1

S Poli
Agtiri Y2@Y  yuiorik  Kahnhk  Agdaki O™ S.DS.

kesit b b ton] derecesi
boyunca oyunca oyunca oplam
20 8 5 1 40 3 1440
21 12 5 1 60 3 2160

22 16 5 1 80 3 2880
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Tablo 3.10. Sanayi bacasinda kurgulanan Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman
icin ylikseklik boyunca ¢esitlendirilen ag yapilari

Eleman sayist

Ag tiri  Yaty Yikseklik  Kalinlik Agdaki omom  S.DS.

kesit b b ton] derecesi
boyunca oyunca oyunca oplam
21 12 5 1 60 3 6120
23 12 10 1 120 3 4332
24 12 20 1 240 3 8640

Tablo 3.11.  Sanayi bacasinda ANSY'S programu i¢in ¢esitlendirilen ag yapilari

Eleman sayis1

o gee se P 1 M k 1
Agtiri  YaRY ik Kalmhk  Agdaki ooom YVaksimu
kesit b b tonl derecesi m S.D.S.
bOyunca oyunca oyunca oplam
29 40 400 1 16000 1 96000

Tablo 3.12.  Periyot degerleri

Periyot ANSYS Bu ¢alisma
o (29.Ag) (20. Ap) (21. Ag) (22. Ag) (23. Ag) (24. Ag)
(sn) (sn) (sn) (sn) (sn) (sn)

1 1.4998 1.4926 1.4932 1.4934 1.4743 1.4958
2 1.4998 1.4926 1.4932 1.4934 1.4062 1.4958
3 0.3459 0.3438 0.3441 0.3441 0.3381 0.3450
4 0.3459 0.3438 0.3441 0.3441 0.3249 0.3450
5 0.1452 0.1440 0.1442 0.1443 0.1428 0.1449
6 0.1452 0.1440 0.1442 0.1443 0.1387 0.1449
7 0.1417 0.1412 0.1413 0.1413 0.1376 0.1413
8 0.1054 0.1090 0.1149 0.1159 0.1152 0.1155
9 0.0843 0.1090 0.1149 0.1159 0.1150 0.1155
10  0.0843 0.1068 0.1133 0.1145 0.1143 0.1145
11 0.0825 0.1068 0.1133 0.1145 0.1141 0.1145
12 0.0825 0.1053 0.1053 0.1061 0.1088 0.1103
13 0.0785 0.0948 0.1034 0.1061 0.1082 0.1103
14  0.0784 0.0948 0.1034 0.1053 0.1031 0.1054
15 0.0735 0.0813 0.0871 0.0914 0.0969 0.1006
16  0.0735 0.0813 0.0871 0.0914 0.0957 0.1006
17  0.0694 0.0758 0.0816 0.0817 0.0820 0.0867
18  0.0694 0.0758 0.0816 0.0817 0.0815 0.0867
19  0.0665 0.0639 0.0725 0.0774 0.0795 0.0823

20 0.0665 0.0603 0.0725 0.0774 0.0766 0.0823
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Tablo 3.12°den goriildiigi gibi, bu calismada kurgulanan sonlu eleman igin elde
edilen periyot degerleri, ANSYS programindan elde edilen periyot degerleri ile yedinci
periyot degerine kadar ortligmekte, bu degerden sonra farkliliklar arz etmektedir. ANSYS
programinin sonuglari, h-yontemi ile, bu ¢alismada elde edilen sonuglar p-yontemi ile elde
edildigi i¢in bu farkin kiitle matrisinin kurulumunda kullanilan Lagrange tabanli hiyerarsik
sonlu elemanin sekil fonksiyonlarindan kaynaklanabilecegi diisiiniilebilir. Ayrica her ne
kadar yiikseklik boyunca yapilan eleman sayisindaki artirimda ilk yedi periyot degeri i¢in
yakinsanan sonugclar elde edilse de diger periyotlar i¢in yiikseklik boyunca daha sik aglarin
denenmesi gerektigi de diisiiniilebilir. incelenen sanayi bacasi problemi igin ilk yedi
periyodun yakinsanan degerde bulunmasi, serbest titresim analizi i¢in yeterli oldugundan
kullanilan ag ve polinom derecelerinin de yakinsanan deger irdelemesi agisindan yeterli

oldugu diisiiniilmektedir.

3.2.2. Kartezyen Koordinatlarda ve Egrisel Yiizeyli Sanayi Bacasinin
Zorlanmis Titresim Analizi

Sanayi bacasinin 17 Agustos 1999 depreminde maruz kaldigi ivme kaydinin YPT330
yatay bileseni altinda soniimsiiz zorlanmig titresim analizi gergeklestirilecektir. Sanayi
bacasimin soniimlii durumu ile soniimsliz durumu karsilastirildiginda zemin etkilesimi
diisiiniilmediginden sonuglarin bir birine yakin c¢iktig1 goriilmiis ve bundan dolay:
sontimsiiz durum igin zorlanmig titresim analizi gerceklestirilmistir. Statik analizinde
oldugu gibi zorlanmig titresim analizinde de yakinsanan ag1 bulma g¢alismasi yapilacaktir.
Ayrica yakinsamis sonu¢ verecek zaman adimi i¢inde analiz silsilesi yapilacaktir. Bu
anlamda Once ag sonra zaman adimi ¢alisilacaktir. Ag calismasi yapilirken zaman adim
0,01 sn olarak alinacaktir. YPT330 bileseni 0,005 zaman adimu ile verilen 35 sn’lik biiyiik
bir kayit olup Sekil 3.85’de gosterilmektedir.
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Sekil 3.85. Yarimca yatay deprem ivme kaydi (YPT330 bileseni)

Sekil 3.85’den goriildiigii gibi, ilk 5 sn’deki ivme degerleri 0,001 g mertebesinde
oldugu, depremin ilk piklerinin 5. sn ve 10. sn arasinda oldugu hatta en biiylik pikin
yaklagik 9,9. sn’de oldugu gozlenmektedir. Tiim deprem kaydinin 7000 zaman adimindan
olustugu ve ag calismasi ile zaman adimi ¢alismalar1 da diisiiniildiigiinde siirecin olduk¢a
¢cok zaman alacag diisliniildiigiinden deprem kaydinin 5. sn ve 10. sn’leri arasindaki
veriler i¢in ag ve zaman adimi ¢aligmalar1 yapilacak ve daha sonra tiim deprem kaydi i¢in
bulunan ag yapisi ve zaman adiminin gecerliligi irdelenecektir. Bu siireler arasindaki

deprem ivme kaydi detayli olarak Sekil 3.86°da verilmektedir.
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Sekil 3.86. 5. sn ile 10. sn’ler arasinda Yarimca yatay deprem ivme kayd1

Verilen deprem kaydinin bu kismi i¢in bulunan uygun ag ve zaman adim ile tiim
deprem kaydi altinda zorlanmuis titresim analizi gerceklestirilecektir. Her ne kadar 5. ve 10.
sn'ler arasindaki deprem verileri i¢in yapilan yakinsama ¢aligmalarinin tiim deprem verisi
icin ne kadar gecerli olacagi bir problem olarak diisiiniilebilirse de yukarida belirtildigi gibi

oldukca ¢ok deprem verisi ile de ¢alismanin ne kadar zor oldugu agiktir.

3.2.2.1. ANSYS Programu ile Sanayi Bacasinin Zorlanmis Titresim Analizi

ANSYS programi i¢in h-yontemine gore ayr1 bir ag§ ve zaman adimi ¢aligsmasi

yapilacaktir. Bu anlamda ANSY'S programi i¢in aglar Tablo 3.13’de verilmektedir.
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Tablo 3.13.  Sanayi bacasinda ANSYS programi i¢in ¢esitlendirilen ag yapilari

Eleman sayisi

Agtiri Yoty ook Kalnhk  Agdaki L onnom Meékls;;nsmm
kesit derecesi 3.
boyunca boyunca boyunca toplam

25 40 40 1 1600 1 9600

26 40 60 1 2400 1 14400

27 40 100 1 4000 1 24000

28 40 200 1 8000 1 48000

29 40 400 1 16000 1 96000

30 40 800 1 32000 1 192000

Ag calismasi1 yapilirken sanayi bacasinin tepe noktasindaki yatay yerdegistirme ve
temeldeki maksimum asal, minimum asal ve von Mises gerilmelerine bakilacaktir. ANSYS
programi i¢in dikkate alinan aglar i¢in yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum
asal gerilme ve von Mises gerilmesi sirasiyla Sekil 3.87, Sekil 3.88, Sekil 3.89 ve Sekil
3.90’da verilmektedir.
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Sekil 3.87. ANSYS programiyla h-yontem i¢in yapilan zorlanmus titresim analizi
sonucu elde edilen yerdegistirmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.88. ANSYS programiyla h-yontem igin yapilan zorlanmisg titresim analizi
sonucu elde edilen maksimum asal gerilmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.89. ANSYS programiyla h-yontem i¢in yapilan zorlanmus titresim analizi
sonucu elde edilen minimum asal gerilmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.90. ANSYS programiyla h-yontem i¢in yapilan zorlanmus titresim analizi
sonucu elde edilen von Mises gerilmesinin zamanla degisimi

Sekil 3.87’den goriildiigii gibi, dikkate aliman her bir ag icin yerdegistirmenin
zamanla degisim egrisi aynit olmaktadir. En biiyiik yerdegistirme degeri yaklasik 0,11
m/g’dir. Sekil 3.88, Sekil 3.89 ve Sekil 3.90°den gorildiigii gibi, maksimum asal,
minimum asal ve von Mises gerilme degerleri 29. ve 30. agda tamamen oOrtiismektedir.
Buna gére minimum ag olarak 29. ag isaret edilmektedir. Yakinsamanin daha net
goriilebilmesi i¢in 30., 29. ve 28. aglar icin elde edilen sonuglar Sekil 3.91, Sekil 3.92,
Sekil 3.93 ve Sekil 3.94’de tekrar verilmektedir.
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Sekil 3.91. ANSYS programiyla h-yontem igin yapilan zorlanmisg titresim analizi
sonucu elde edilen yerdegistirmenin zamanla degisimi

Maks. asal gerilme (N/m?) / g
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Sekil 3.92. ANSYS programiyla h-yontem i¢in yapilan zorlanmis titresim analizi
sonucu elde edilen maksimum asal gerilmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.93. ANSYS programiyla h-yontem i¢in yapilan zorlanmus titresim analizi
sonucu elde edilen minimum asal gerilmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.94. ANSYS programiyla h-yontem i¢in yapilan zorlanmis titresim analizi
sonucu elde edilen von Mises gerilmesinin zamanla degisimi
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3.2.2.2. Gelistirilen Program ile Sanayi Bacasinin Zorlanmis Titresim Analizi

Kurgulanan sonlu eleman i¢in ag siklastirmasi yatay kesit boyunca Tablo 3.14’de
ylkseklik boyunca Tablo 3.15°de verilmektedir. Bulgularin sunuldugu sekillerin anlasilir
olabilmesi amaciyla her ag i¢in farkli polinom dereceleri i¢in tiim bulgular yerine
yerdegistirme sonuglar1 verilecektir. Ayrica her agin en iyi sonug¢ veren polinom derecesi
icin yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi
sonuglart karsilastirmali olarak verilecektir. Sunulan sekillerde ANSYS programi ig¢in
yakinsamig sonucun belirlendigi 29. aga ait sonuclarda ayrica karsilastirma amacgli olarak

verilmektedir.

Tablo 3.14. Sanayi bacasinda kurgulanan Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman
icin yatay kesit boyunca gesitlendirilen ag yapilari

Eleman sayisi

Agtiri YaRY -y oorlik  Kalnhk  Agdaki

Polinom  Maksimum

kesit b b ton] derecesi S.D.S.
boyunca oyunca oyunca oplam

20 8 5 1 40 1-5 4080

21 12 5 1 60 1-5 6120

22 16 5 1 80 1-5 8160

Tablo 3.15. Sanayi bacasinda kurgulanan Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman
icin ylikseklik boyunca c¢esitlendirilen ag yapilari

Eleman sayisi

A tiirii Eﬁty Yikseklik Kalmlik  Agdaki

Polinom  Maksimum
derecesi S.D.S.

boyunca boyunca boyunca toplam
21 12 5 1 60 1-5 6120
23 12 10 1 120 1-5 12273
24 12 20 1 240 1-5 24480

Yatay kesit boyunca eleman sayisinin artirilmasi durumunda farkli aglar icin elde

edilen yerdegistirme Sekil 3.95, Sekil 3.96 ve Sekil 3.97°de verilmektedir.
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Sekil 3.95. Kurgulanan sonlu elemanda yatay kesit boyunca siklastirmanin yapildigi
20. aga ve ANSYS programinin 29. agina ait yerdegistirmenin zamanla

degisimi
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Sekil 3.96. Kurgulanan sonlu elemanda yatay kesit boyunca siklagtirmanin yapildigi
21. aga ve ANSYS programinin 29. agina ait yerdegistirmenin zamanla
degisimi
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Sekil 3.97. Kurgulanan sonlu elemanda yatay kesit boyunca siklagtirmanin yapildigi
22. aga ve ANSYS programinin 29. agina ait yerdegistirmenin zamanla
degisimi

Sekil 3.95, Sekil 3.96 ve Sekil 3.97°den goriildiigli gibi, kurgulanan sonlu eleman
icin yatay kesit boyunca siklastirmanin yapildigi tiim aglarda verilen yerdegistirme
egrilerinde polinom derecesi dort oldugunda ANSYS programindan elde edilen
yerdegistirme egrisi ile ayn1 egrinin elde edilmekte; polinom derecesi iki oldugunda ise pik
degerlerde bir miktar azalma ile benzer davranis elde edilmektedir. Ayrica yatay kesit
boyunca ag siklastirmasinda yerdegistirme agisindan her agin hemen hemen aym
yakinsama derecesinde sonug¢ verdigi goriinmektedir. Yerdegistirme egrilerinde polinom
derecesinin monoton artmasina ragmen, sadece polinom derecesinin ¢ift olmas1 durumunda
yakinsama davranis1 gosteren egriliklerin elde edildigi goriinmektedir. Dinamik analizlerde
yiiksek dereceden elemanlarin kiitle matrislerinden kaynaklanabilecek ve analizin siirecini
aksi yonde etkileyen bu gibi durumlarin varligina isaret edilmektedir (Cook vd., 1989).

Yatay kesit boyunca siklastirma ile elde edilen aglarda polinom derecesi dort olmast
durumu i¢in yakinsanan sonucun bulundugu yerdegistirme, maksimum asal gerilme,
minimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi sonuglar1 karsilagtirmali olarak sirasiyla

Sekil 3.98, Sekil 3.99, Sekil 3.100 ve Sekil 3.101°de verilmektedir.
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Sekil 3.98. Kurgulanan sonlu elemani i¢in yatay kesit boyunca siklastirmanin
yapildigi aglara ve ANSYS programi i¢in 29. aga ait yerdegistirmenin
zamanla degisimi
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ekil 3.99. Kurgulanan sonlu elemani igin yatay kesit boyunca siklagtirmanin
Sekil 3.99. Kurgul luel i¢in yatay kesit boyu kl
yapildigi aglara ve ANSYS programi i¢in 29. aga ait maksimum asal
gerilmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.100. Kurgulanan sonlu elemani i¢in yatay kesit boyunca siklastirmanin
yapildig1 aglara ve ANSY'S programi icin 29. aga ait minimum asal
gerilmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.101. Kurgulanan sonlu eleman i¢in yatay kesit boyunca siklastirmanin
g yatay yu
yapildigi aglara ve ANSY'S programi i¢in 29. aga ait von Mises
gerilmesinin zamanla degisimi
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Sekil 3.98’den goriildiigii gibi, kurgulanan sonlu eleman igin her agda polinom
derecesinin dort oldugu durumda ANSYS programi ile ayni yerdegistirme egrisi elde
edilmektedir. Elde edilen en biiyiik yerdegistirme yaklasik 0,11 m/g civarindadir.

Sekil 3.99, Sekil 3.100 ve Sekil 3.101°den goriildiigii gibi, 21. aga ve 22. aga ait
gerilme egrileri yakinsama egiliminde, ancak, bu iki ag tam yakinsamamaktadir. Ayrica
yakinsama davranisinin; maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von mises
gerilmesinde ag siklastik¢a azalma egiliminde oldugu goriinmektedir. Buna gore sirasiyla
21. ve 22. aga ait en biiyiik maksimum asal gerilmeler yaklastk 2900000 N/m*/g (2,9
MPa/g) ve 2200000 N/m*/g (2,2 MPa/g); en biiyiik minimum asal gerilmeler yaklagik
2300000 N/m*/g (2,3 MPa/g) ve 1400000 N/m?/g (1,4 MPa/g); en biiyiik von Mises
gerilmeleri yaklasik 2200000 N/m%*g (2,2 MPa/g), 2200000 N/m%*/g (2,2 MPa/g)
olmaktadir. En biiylik gerilme ve yerdegistirme degerleri genelde (minimum asal gerilme
hari¢) yaklasik 9,8. sn’de, yani, en biiyiilk ivme degerinin oldugu noktada olusmaktadir.
Gerilme sonuglar1 agisindan ANSYS sonuglari ile bir yakinlik goériinmemektedir. Zaten
ANSYS programi i¢in verilen sonuglarin h-yontemine gore verildigi hatirlanirsa gerilme
sonuglarinin mertebece p-yontemi sonuglarina gore iraksak kalmasi beklenen bir durum
olmaktadir.

Gerilme diyagramlarinda piklerin goriindiigli anlardaki degerlerin bir birine gore
wraksakligr en fazla yaklagik, minimum asal gerilme hari¢, % 25 olup yerdegistirme
sonuglarinin da diisiiniildiigli en genel durumda 21. agin dikkate alinan aglar i¢inde kabul
edilebilir minimum bir ag olmaktadir. Yiikseklik boyunca eleman sayisinin artirilmasina
karsilik gelen yerdegistirmeler farkli aglar i¢in Sekil 3.102, Sekil 3.103 ve Sekil 3.104’de

verilmektedir.
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Sekil 3.102. Kurgulanan sonlu elemanda yiikseklik boyunca siklagtirmanin yapildigi
21. aga ve ANSYS programinin 29. agina ait yerdegistirmenin zamanla

degisimi
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Sekil 3.103. Kurgulanan sonlu elemanda yiikseklik boyunca siklastirmanin yapildigi
23. aga ve ANSYS programinin 29. agina ait yerdegistirmenin zamanla
degisimi
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Sekil 3.104. Kurgulanan sonlu elemanda yiikseklik boyunca siklastirmanin yapildigi
24. aga ve ANSYS programinin 29. agina ait yerdegistirmenin zamanla
degisimi

Sekil 3.102, Sekil 3.103 ve Sekil 3.104’den goriildiigli gibi, kurgulanan sonlu eleman
icin yiikseklik boyunca eleman sayisinin artirildigi tiim aglar icin belirlenen yerdegistirme
egrilerinde polinom derecesi dort oldugunda, ANSYS programindan elde edilen
yakinsanan yerdegistirme egrisi ile aymi egrinin elde edilmekte; polinom derecesi iki
oldugunda ise pik degerlerde bir miktar azalma ile beraber yine benzer davranis elde
edilmektedir.

Yiikseklik boyunca eleman sayisinin artirilmasi ile elde edilen aglarda polinom
derecesi dort olmast durumu ig¢in yakinsamis sonucun bulundugu yerdegistirme,
maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi sonuglari
karsilagtirmali olarak sirasiyla Sekil 3.105, Sekil 3.106, Sekil 3.107 ve Sekil 3.108°de

verilmektedir.
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Sekil 3.105. Kurgulanan sonlu eleman i¢in yiikseklik boyunca siklagtirmanin yapildigi
aglara ve ANSYS programi i¢in 29. aga ait yerdegistirmenin zamanla

degisimi
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Sekil 3.106. Kurgulanan sonlu eleman igin yiikseklik boyunca siklagtirmanin yapildigi
aglara ve ANSYS programi icin 29. aga ait maksimum asal gerilmenin
zamanla degisimi
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Sekil 3.107. Kurgulanan sonlu eleman i¢in yiikseklik boyunca siklagtirmanin yapildigi
aglara ve ANSYS programi i¢in 29. aga ait minimum asal gerilmenin
zamanla degisimi
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Sekil 3.108. Kurgulanan sonlu eleman igin yiikseklik boyunca siklastirmanin
yapildig1 aglara ve ANSYS programi i¢in 29. aga ait von Mises
gerilmesinin zamanla degisimi
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Sekil 3.105’den goriildiigli gibi, kurgulanan sonlu eleman icin her agda polinom
derecesinin dort oldugu durumda ANSYS programi ile ayn1 yerdegistirme egrisi elde
edilmektedir. Elde edilen en biiyiik yerdegistirme yaklasik 0,11 m/g civarindadir.

Sekil 3.106, Sekil 3.107 ve Sekil 3.108’den goriildiigii gibi, genel olarak polinom
derecesinin dort olmasi durumunda yiikseklik boyunca eleman sayisinin artirildig
aglardaki gerilme egrileri ¢ok benzer davranislar sergilemektedirler. Ancak yakinsama
davranis1 acisindan maksimum asal gerilme ve von mises gerilmesinde ag siklastik¢a bir
azalip bir artan davranis gorliniirken minimum asal gerilmede tiim egri boyunca net bir
yakinsama davranisi goriinmemektedir. 21. ve 24. aga ait gerilme egrilerinin pik degerleri
23. aga ait egriye gore birbirlerine daha yakin gériinmektedir. Buna gore sirastyla 21. ve
24. aga ait en biiyiik maksimum asal gerilmeler yaklasik 3000000 N/m?*/g (3,0 MPa/g) ve
3500000 N/m%*/g (3,5 MPa/g); en bilyiik minimum asal gerilmeler yaklasik 2300000
N/m?%/g (2,3 MPa/g) ve 2700000 N/m?*/g (2,7 MPa/g); en biiyiikk von Mises gerilmeleri
yaklagik 2200000 N/mz/g (2,2 MPa/g) ve 2500000 N/mz/g (2,5 MPa/g) olmaktadir. Ayrica
en bliyiikk gerilme ve yerdegistirme degerleri genelde (minimum asal gerilme haric)
yaklasik 9,8. sn'de, yani, en biiylik ivme degerinin oldugu noktada olugsmaktadir. ANSYS
programiyla belirlenen bulgularin h-yontemine gore elde edildigi hatirlanirsa gerilmelerin
mertebece p-yontemine gore raksak kalmasi beklenen bir durum olmaktadir.

Gerilme egrilerinde piklerin goriindiigli anlardaki degerlerin bir birine gore
wraksaklig1 en fazla yaklasik % 15 olup yerdegistirme sonuglarinin da diisiiniildiigii en
genel durumda 21. agin dikkate alinan aglar icinde kabul edilebilir minimum bir ag
olmaktadir. Yerdegistirme agisindan hem yatay kesit hem de yiikseklik boyunca yapilan
siklagtirmalarda dikkate alinan tiim aglarin kullanilabilecegi; gerilme agisindan ise ayr1 ayri
olarak yatay kesit ve ylikseklik boyunca siklastirmalarda 21. agin her ne kadar tam
yakinsamanin saglandigr ag olmasa da yerdegistirme sonuclart da disiiniildiigiinde
calisilan aglar igerisinde en i1yi ag olarak kullanilabilecegi sonucuna varilmaktadir. Ayrica
polinom derecesinin dort olmast durumunda dikkate alinan aglarda iyi sonug
alinabildiginin alt1 ¢izilmelidir.

Ag siklagtirmasi yapildiktan sonra zaman adiminda siklastirma gerceklestirilecektir.
Bunun i¢in polinom derecesinin dort oldugu durumda 21. ag iizerinde zaman adiminin
0,005 oldugu durum i¢in zorlanmis titresim analizi yapilacaktir. Zaman adiminin 0,01 ve
0,005 oldugu durumlar i¢in yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme
ve von Mises gerilmesi degerlerinin zamanla degisimi sirasiyla Sekil 3.109, Sekil 3.110,

Sekil 3.111 ve Sekil 3.112°de verilmektedir.
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Sekil 3.109. Kurgulanan sonlu eleman i¢in yerdegistirmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.110. Kurgulanan sonlu eleman i¢in maksimum asal gerilmenin zamanla
degisimi
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Sekil 3.111. Kurgulanan sonlu eleman i¢in minimum asal gerilmenin zamanla

degisimi
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Sekil 3.112. Kurgulanan sonlu eleman i¢in von Mises gerilmesinin zamanla degisimi
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Sekil 3.109, Sekil 3.110, Sekil 3.111 ve Sekil 3.112’den gorildiigi gibi,
yerdegistirme ve gerilme egrileri her iki zaman adimi i¢in de biiyiik Ol¢iide tist iiste
ortiismektedir. Bundan dolayi, zaman artiminin 0,01 olarak alinmasi yeterli olmaktadir.

Sanayi bacasinin, YPT330 bileseninin 5.sn ve 10.sn’leri arasindaki deprem kaydi
verileriyle yapilan zorlanmis titresim analizinde ag ve zaman sikliklari sirasiyla 21. Ag ve
0,01sn olarak elde edilmistir. 21. ag yapisinin ve 0,01sn zaman artiminin tim deprem
kayd1 i¢in gecerliligi olup olmayacagi yerdegistirme, maksimum asal gerilme, minimum
asal gerilme ve von Mises gerilmesi degerlerinin zamanla degisimi sirastyla Sekil 3.113,

Sekil 3.114, Sekil 3.115 ve Sekil 3.116°da verilmektedir.
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Sekil 3.113. Kurgulanan sonlu eleman i¢in yerdegistirmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.114. Kurgulanan sonlu eleman i¢in maksimum asal gerilmenin zamanla

degisimi
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Sekil 3.115. Kurgulanan sonlu eleman i¢in minimum asal gerilmenin zamanla
degisimi
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Sekil 3.116. Kurgulanan sonlu eleman i¢in von Mises gerilmesinin zamanla degisimi

Sekil 3.113, Sekil 3.114, Sekil 3.115 ve Sekil 3.116’den goriildiigii gibi, 5.-10.sn’ler
icin yapilan ag ve zaman siklastirmasina dair elde edilen egriler ile bu zaman ve ag yapisi
ile 35 sn i¢in elde edilen egrilerin, 5. ve 10. sn’ler arasindaki kismi ortiismektedir.
Uyumlulugun daha iyi gozlemlenmesi i¢in 5. ve 10. sn’ler arasindaki yerdegistirme,
maksimum asal gerilme, minimum asal gerilme ve von Mises gerilmesi degerlerinin
zamanla degisimi sirastyla Sekil 3.117, Sekil 3.118, Sekil 3.119 ve Sekil 3.120°de

verilmektedir.
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Sekil 3.117. Kurgulanan sonlu eleman i¢in yerdegistirmenin zamanla degisimi
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Sekil 3.118. Kurgulanan sonlu eleman i¢in maksimum asal gerilmenin zamanla
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Sekil 3.119. Kurgulanan sonlu eleman i¢in minimum asal gerilmenin zamanla

degisimi
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Sekil 3.120. Kurgulanan sonlu eleman i¢in von Mises gerilmesinin zamanla degisimi
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Sekil 3.113, Sekil 3.114, Sekil 3.115, Sekil 3.116, Sekil 3.117, Sekil 3.118, Sekil
3.119 ve Sekil 3.120°den goriildiigi gibi, 5. ve 10. sn’ler arasindaki deprem kayit verileri
icin yapilan zaman ve ag calismasi 35sn icin de gegerli olmaktadir. Sekil 3.113, Sekil
3.114, Sekil 3.115 ve Sekil 3.116’den goriildiigii gibi, yaklagik 10. sn’den itibaren gerilme
degerlerinin sanayi bacasimin 6n goriilen gerilme degerlerini agmakta ve bacanin {ist
kotundaki yerdegistirme c¢ok biiyiik degerler almaktadir. Bu nedenle bacanin yikilma
stirecine girdigi dislintilebilmektedir. Nitekim 17 Agustosta 1999 depreminde bu sanayi
bacasmnin yikilmigs oldugu bilinmektedir. Sekil 3.121°de yikilan bu sanayi bacasinin

resimleri verilmektedir.

Sekil 3.121. 17 Agustos 1999 Kocaeli depreminde yikilan sanayi
bacasina ait fotograflar (Huang ve Gould, 2007 )



4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmanin amaci, p-yOntemine dayali ve Karma Fonksiyon Yontemi ile
zenginlestirilmis, slirekli veya siireksiz her c¢esit dogrusal olmayan yiliklemenin dikkate
alinabildigi, elastostatik ve elastodinamik analizlerin igerildigi Ugboyutlu problemlerde
uygulanabilen, her ¢ eksende dogrusal yerdegistirmelerin serbestlik derecesi olarak
tanimlandig1, egrisel kenar ve/veya yiizeyli olabilen dortgen prizma seklindeki bir eleman
icin sonlu elemanlar programinin gelistirilmesidir. Bu ama¢ dogrultusunda gelistirilen
bilgisayar programinin ozellikleri ile bu program yardimiyla elde edilen bulgulardan
cikarilan sonuglar ve getirilen Oneriler agagida verilmektedir.

1. a) Literatiirde Ornekleri bulunan Lagrange eleman, Lagrange polinomu tabanli
hiyerarsik eleman ve Legendre polinomu tabanli hiyerarsik eleman b) literatirde
tic boyutlu elemanlar i¢in ¢ogunlukla polinom derecesi iki olmasi durumunda
ornegi bulunan Lagrange polinomu tabanli serendipity eleman, c¢) bu calisma
kapsaminda sunulan serendipity seklinde hiyerarsik Lagrange eleman,
serendipity seklinde hiyerarsik Legendre eleman ve Kiitle serbestlik dereceleri
indirgenmis Lagrange elemanlar dikkate alinmistir. Grup b)’de bulunan
serendipity eleman literatlirde p-yonteminde yiksek polinom dereceleri igin
Ornegi ¢ok azdir.

2. Dortgen prizma sekline sahip yukaridaki sonlu eleman tipleri; nokta, kenar
ve/veya ylzey indirgenmesi ile Uc¢gen prizma veya piramit gibi sekle sahip
elemanlara indirgenebilmektedirler.

3. Gelistirilen programda, polinom derecesinin artirilmasinda her hangibi bir sinir
bulunmamaktadir.

4. Egrisel kenarli ve/veya ylizeyli geometriye sahip sistemlerin matematik
modellerinde geometrik agidan tam temsilinin yapilabilmesi amaciyla Karma
Fonksiyon Yontemi kullanilarak kurgulanan elemanlarin ilgili geometrik sekli
kazanmas1 saglanmaktadir. Boylelikle, kartezyen eksen takimina higbir doniisiim
yapmadan, yani, kutupsal veya polar koordinat eksen takimlarina ihtiyag
duymadan, dogrudan kartezyen eksen takiminda modelleme yapilabilmektedir.
Tek yonlu dairesel kenar ve/veya yiizeylerin temsilinin saglanmasi, 6rnek durum

olarak dikkate alinmstir.
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Gelistirilen programda statik yiikkleme, {i¢c boyutlu sonlu elemanlarin
yiizeylerinin normali dogrultusunda diizglin yayili ve dogrusal olmayan yayili
olarak uygulanabilmekte ve ayrica kose noktalarina serbestlikler dogrultusunda
tekil yiikleme olarak yapilabilmektedir. Karma Fonksiyon Yontemi sayesinde
egrisel ylizeylerde de yayili yiikleme yapilabilmektedir.

Gelistirilen programda p-yontemine dayali sonlu elemanlar ile serbest ve
zorlanmis titresim analizlerini iceren dinamik analiz yapilmaktadir.

Konsol eleman orneginde dikkate alinan yiikleme durumlar1 ve elde edilen
yerdegistirme ve normal gerilme degerleri 1s1¢inda kurgulanan elemanlar
glvenilir sonuclar vermektedir. Ayrica moment etkisi yaratan dogrusal yayili
yuke karsi ¢ok az elemanli bir agda kayma kilitlenmesi polinom derecesinin
artirilmast ile yok olmaktadir.

Ceyrek tiip Orneginde egri yiizey veya kenarlara sahip ortamlarin tam bir
geometrik tanimlama ile temsil edilebildigi ve elde edilen ¢oziimler de geometrik
hatadan arindirildigindan aglarda, bu anlamda, eleman artimina gitme bir
zorunluluk olmamaktadir. Ayrica bu egri yiizeylerde egriligin normali
dogrultusunda yiikleme yapilabilmekte ve bunun vasitasiyla da gergek yiikleme
durumunu yansitmak igin eleman artimina gerek kalmamakta ve kutupsal
koordinatlarin kullaniminin gerekliligi de ortadan kalkmaktadir.

Serbestlik derecesi sayisi, polinom derecesi ile en fazla Lagrange elemanda
olmaktadir. Daha sonra sirasi ile indirgenmis Lagrange, hiyerarsik Lagrange,
hiyerarsik Legendre ve ANSYS’ programinda olmaktadir. En az ise serendipity,
serendipity  hiyerarsik Lagrange ve serendipity hiyerarsik Legendre
elemanlarinda olmaktadir. Serbestlik sayisinin polinom derecesi ile artim hizi
yiiksek hizdan diislik hiza dogru yine ayn1 sirada olmaktadir. Lagrange elemanin
serbestlik derecesi agisindan kullanim maliyeti, yuksek polinom dereceleri igin
oldukga fazla olmaktadir.

Bu calismada kurgulanan tiim elemanlarin genelde iyi sonuglar verdigi ancak
serbestlik derecesi sayisi da diisiiniildiigiinde en etkin olanlar1 serendipity
seklinde olan ii¢ eleman olmaktadir. Tahrifli eleman igeren aglarda serendipity
eleman sonuglart bir miktar hatali olmaktadir.

Sanayi bacasi 6rneginde TS 498’e gore alinan diizgiin yayil yiik altinda Karma

Fonksiyon Yontemi ile geometrinin tam olarak tanimlanabilmesinin de
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yardimiyla, ANSYS programinin 25440 serbestlik derecesi sayisinda vardigi
sonuclara, bu ¢alismada kurgulanan sonlu eleman tipleri ile ANSYS programinin
sonuglarma oldukca yakin sonuglarin 19640 serbestlik derecesi sayisi ile ANSY'S
programina gore %23 tasarruf ile ulasilabilmektedir.

Sanayi bacasi iizerinde diizgiin yayili yiilk durumunda dikkate alinan tiim sonlu
eleman tipleri iyi sonuglar vermekte, 0zellikle, Lagrange, hiyerarsik Lagrange ve
hiyerarsik Legendre elemanlari iyi olmaktadir. Ayrica tiim eleman tipleri esik bir
ag yapisindan daha kaba aglarda dalgalanma yapmaktadir. Lagrange eleman
ozellikle diigiik polinom derecelerinde dalgalanmaya daha yatkin olmaktadir.
Sanayi bacasi lizerinde diizgiin yayili yiilk durumunda hiyerarsik Lagrange,
hiyerarsik Legendre ve Lagrange elemanlarin serbestlik derecesi sayilar1 dikkate
alindiginda en etkin eleman tipleri olmaktadir.

Sanayi bacasi iizerinde Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman ile hem TS 498
hem de prEN 1991-1-4’e gore uygulanan yiikleme altinda en az 31660 serbestlik
derecesi sayisi ile tiim yerdegistirme ve gerilme sonuglari elde edilebilmektedir.
TS 498’ e gore belirlenen riizgar yiikiiniin, silindirik sanayi bacalari i¢in verilen
dogrusal olmayan yiik yerine hesaplar basitlestirmek amaciyla yiikiin dizgin
yayili yiik olarak uygulanmasi; yerdegistirme ve Ozellikle gerilme sonuglarin
oldukca degistirmektedir.

TS 498 ve prEN 1991-1-4’c¢ gore belirlenen dogrusal olmayan riizgar yiiki
altinda yerdegistirme ve gerilme acisindan TS 498, prEN 1991-1-4’e gore
yaklasik ti¢ kat daha biiyilik sonuglar vermektedir.

Sanayi bacasinin Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman ile yapilan serbest
titresim analizinde periyot degerlerinin, ANSYS programinda h-yontemi altinda
elde edilenler ile yedinci periyot degerine kadar ortiismekte, bu degerden sonra
farkliliklar gozikmektedir.

Sanayi bacasinin Lagrange tabanli hiyerarsik sonlu eleman ile yapilan zorlanmig
tiresim analizinde polinom derecesinin dort olmasi durumunda tatmin edici
sonugclar elde edilmekte, polinom derecesinin iki olmasi durumunda ise davranig
tam olarak elde edilememektedir.

Karma Fonksiyon Yontemi ile sanayi bacasi iizerinde egri yilizey veya kenarlarin
tam bir geometrik tanimlama ile temsil edilmesi hem statik analizde hem de

serbest titresim ve zorlanmus titresim analizinde Orneklendirilmistir.
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p-yontemi ile elde edilen sonuglarin daha etkin olabilmesi igin h-yontem ile
birlestirilmesi faydali olacaktir. Ayrica hem p-yontemi de hem de h-yonteminde
uyarlanabilirlik 6zelliginin katilabilmesi i¢in hata tahmin algoritmalari i¢erilmeli
ve ag siklastirmada ve polinom derecesi artirmada kullanici miidehalesi
azaltilabilir. Gelistirilen programa uygun bir ag {ireticisi uyarlanabilir. BOylelikle
kendi basina nihai matematik modeli verebilecek bir sonlu eleman programi
olusturulabilir. Bu gelisimle ilgili literatiirde az da olsa ¢alisma mevcuttur, ancak,
hi¢ birinde mutlak basarinin elde edilmesinin mimkin olmadig: goriillmektedir.
Farkl1 enterpolasyon fonksiyonlar ile yeni sonlu eleman tipleri olusturulmasinda
fayda vardir.

Bircok ag iireticisinde tahrifli elemanlarin oldugu ag iretimi yapildigindan
hiyerarsik sonlu elemanlarin tahrifli elemanlarin oldugu aglarda kullanilabilir
olmalarinin saglanmasi faydali olacaktir.

Polinom derecesinin her eksen yoniinde ayn1 derecede artirilmadigi bir algoritma
belirlenmeli ve bu artima hata tahmini tarafindan karar verilmelidir. Bununla
ilgili literatiirde 6rnekler mevcut olmakla beraber belli bir enterpolasyon sekli
icin sinirhidir.

Problemin geometrisine ait tanim alanin bilgisayar destekli bir tasarim programi
ile tanimlanabilmesi ve gerekli verilerin analiz programina aktarilabildigi bir
algoritma kurulabilir. Literatiirde bu durum birkag¢ bilgisayar destekli tasarim
programi i¢in Orneklenmistir. Ancak kullanilan tasarim programlarinin
yeteneklerinin nedenli oldugu acik degildir. Ayrica dikkate alinacak
enterpolasyon fonksiyonuna gore tasarim programindan istenilecek ihtiyaclar

degisebilmektedir.
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6. EKLER

Ek 1. TS 498 ve prEN 1991-1-4’ e Gore Ruzgar Yukl Hesabi

Riizgar yiiklemesi durumu hem pr EN 1991-1-4 (Eurocode, 2002)’a gére hem de TS
498 (1997)’e gore belirlenecektir. Riizgar yiliklemesi riizgar hizina dogrudan bagl oldugu
icin Sekil 6.1°de verilen Tiirkiye Riizgar Haritasi’dan sanayi bacasinin bulundugu yerdeki
rliizgar hiz1 belirlenmektedir.

_______

TURKIYE

e A sl s RUZGAR ATLASI
p ¢ 808 8 B
i i ! 1. Rizgar petansiyel, rizgarin gleind temsil tmekled, Rizgar (irbinf halihazirdald potansiyelin
Pk o B o 20k 30 mind olanabi Pyl esaplamalar Gz sohesind 1 A ik
Wl | kv’ | Wyl | AkDed | TowBarl! standart basing ve 15 °C sicakifa kargiik gelen 1,23 g/ hava yogunlujuna gore yapimighr,
oW s w e wla w e W 2 Yerlesim alanlan, ormanlar ve rlizgar kinctlarn yogun oldugu tanm alanlan (plriziiiok sinii 3)

3, Az sayda rizgar kincinin oldufu agtk arazier (plrildick sinh 1). g bolgelerde
; e “”;y"“'”%ﬂmlmuﬂn#u bﬁmm[ﬁw M s
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5. Kiyilardan en az 10 km uzaklistaki agik denizler (pirdzidlok sinif 0).
- ed5 040 [45-85 10-20 |50-60 1500 |85-70 MD-dD | 7045 £0-TOD 6. B0tin siniflarda % 50 ye varan bir iz arhgt gbrdimeladir ve bu sonug 400 m ylksekiginde
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Ek Sekil 1.1. Tiirkiye Riizgar Haritas1 (URL-1).

Ek Sekil 1.1°e gore sanayi bacasinin oldugu yer sar1 tonla isaretlenmis olup burdaki
50 m yiiksekligindeki riizgar hizi 7 m/sn olarak goriilmektedir. Hem pr EN 1991-1-4’¢
gore hem de TS 498’e¢ gore yiikklemede oOnemli bir diger husus sanayi bacasinin
yiiksekligidir. Bacanin nihai yiiksekliginin dogrudan dikkate alinmasi yerine ag yapisina
bagli olarak yiikseklik boyunca her ag boliimlenmesine gore riizgar yiikii belirlenecektir.
Hem pr EN 1991-1-4’in hem de TS 498’in yatay kesitteki yiikleme degerlerine 6rnek ola-
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Ek 1’in devami

rak yliklemelerin kendileri ve polinom tabanli esdegerleri sanayi bacasmnin en {ist
kotundaki yatay kesitteki ylkleme durumu Ek Sekil 1.2°de; ag yapisina baglh olarak
yiikseklik boyunca degisen yatay kesitteki yiikleme durumu Ek Sekil 1.3°de verilmektedir.
Ayrica dairesel kesitli sanayi bacasi i¢in yiiklemenin kendisi ve polinom tabanli esdegeri
yatay kesit lizerinde her iki ylikleme durumuna gore sekli Ek Sekil 1.4’de verilmektedir.

1500 , 5 ,
1000

500

. I :
o . S . X
500 A RERRTRE ;é‘i’ .......... R SRAEREEEE L

~1000 b

Fozgar Yok (M/mem)

-1500 115 m'de 1.bolge 1

115 m'de 2.bolge
v TE498 i
: 115 m'de 1.bdlge

—25DDD : :

50 100 150 200
A1 (Derece)

-2000 ;E?aﬂﬁ“

Ek Sekil 1.2. pr EN 1991-1-4 ve TS 498’¢ gore sanayi bacasinin 115 m kotunda
yatay kesitindeki simetrik kisminda elde edilen yiikleme ve onlarin
entrepolasyon yapilan esdegerleri

Ek Sekil 1.2°den goriildiigii gibi yiliklemeler, simetri dolayisiyla sifirdan yiiz seksen
dereceye kadar tanimlanmaktadir. Yiiklemelerin ve sanayi bacasinin simetrik olmasi
nedeniyle baca problemi yar1 simetrik olarak dikkate alinmaktadir. Hem TS 498 hem de pr
EN 1991-1-4’de verilen yiiklemelerin egriliklerinin farkli olmasi ve hatta siireksizlik
icermeleri onlarin dogrudan dikkate alinmalari yerine polinom tabanli esdegerlerinin
dikkate alinmalarin1 neden olmaktadir.
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Ek Sekil 1.3. pr EN 1991-1-4 ve TS 498’¢ gore sanayi bacasinin yiikseklik boyunca 5

eleman kullanildiginda agin her elemanin bulundugu kotta yatay
kesitindeki simetrik kisminda elde edilen yiikleme ve onlarin
entrepolasyon yapilan esdegerleri

Ek Sekil 1.3’den goriildiigii gibi yiikseklik boyunca bes eleman mevcuttur. TS 498’¢
gore yiiklemede hi¢ ¢ekme etkisi bulunmamakta ve basing etkiside Eurocode’a gore
yiikseklige bagl olarak yaklasik %50 ile %100 arasinda degisen bir oran ile daha fazla
olmaktadir. Eurocode’da ¢ekme etkisinin etki alam1 basing etkisinin etki alanina gore
yaklagik bes kat fazladir. Bundan dolay iki standart bir birine gore oldukca farklilik arz
etmektedir. Eurocode’a gore elde edilen yiliklemenin temsilindeki benzesmeyen kiiciik bir
bolge yataydaki eleman sayisi arttikca kiigiilmektedir. Bu durum Ek Sekil 1.5°de yatay
kesitte alt1 eleman olmas1 durumu icin 6rneklenmektedir. Ancak bu kii¢iik bolge yiikleme

PR

durumunun temsilinde ag yapisina gore olduk¢a az degistiginden yiikseklik boyunca
degisim dikkate alindiginda ihmal edilebilmektedir.



199

Ek 1’in devami

180° 0° 180°

g1
N

N

180° 0° f\ 180"

(b) (d)

Ek Sekil 1.4. a) pr EN 1991-1-4’¢, b) pr EN 1991-1-4 de simetrik kisma, ¢) TS 498’e, d)
TS 498°de simetrik kisma kars1 gelen dairesel kesitteki ylikleme sekilleri

Ek Sekil 1.4°den goriildiigii gibi TS 498°de verilen yiikleme durumu sinusodial olup
ilk doksan derecelik kisim (1. bolge) icin {igiincii derece bir polinom ile oldukega iyi bir
yaklagiklik ile analizlerde de kullanilacak sekil de temsil edilmektedir. ikinci doksan
derecelik kisimda (2. bolge) ylikleme TS 498°de belirtilmemektedir. Eurocode’a gore
verilen yiikleme durumu tek parcali bir egri olmayip ayrica formuda tek bir egrilik
durumunu icermemektedir. Bundan dolay1 TS 498°de oldugu gibi doksan dereceye karsilik
gelen tek bir polinom ile temsil edilmesinde tam bir yaklasiklik olmadigi goriinse bile
dikkate alinan temsil iki par¢ali ayrik iki egrinin temsilinde olduk¢a kabul edilebilir oldugu
ifade edilebilir. Eurocode’da ilk doksan dereceye karsilik gelen kisim sekizinci dereceden
bir polinom ile temsil edilirken ikinci doksan derecelik kisim altinc1 dereceden bir polinom
ile temsil edilmektedir.

TS 498’e gore riizgar yiikiiniin dogrudan uygulanmasi yerine basitlestirme yapilarak
diizgiin yayili yiikk olarak uygulanmasi, ag yapisindan bagimsiz olmak ve kolaylik
saglamak amaciyla tercih edilebilmektedir. Bu durum bu ¢alismada dikkate alinan sanayi
bacas1 i¢in dikkate alinmakta ve diizgiin yayil1 yiikiin degeri Ek Sekil 1.6°da verilmektedir.
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Ek Sekil 1.5. pr EN 1991-1-4 ve TS 498’¢ gore sanayi bacasinin yiikseklik
boyunca 5 eleman kullanildiginda agin her elemanin kottunda yatay
kesitindeki simetrik kisminda alt1 eleman olmas1 sonucundaki
yukleme ve onlarin entrepolasyon yapilan esdegerleri

- = =02m
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Ek Sekil 1.6. TS 498’e gore belirlenen diizgiin yayili riizgar yiikiiniin sanayi
bacasinin yar1 simetrik kisminda bulunan eleman yiizeylerinde
gosterilimi
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