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OZET

Bu caligmada simetrik yiiklii, rijit pangla elastik yarim diizlem iizerine bastirilan
yapisik cift tabakaya ait degme problemi ve ayni problemin alt tabakasinda catlak olmasi
hali Elastisite Teorisi ve Integral doniisiim teknigi kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Birinci boliimde, degme problemleri ve c¢atlak problemleri ile ilgili literatiirdeki
calismalar sunulmus, Elastisite teorisinin temel denklemlerine Fourier integral doniistimii
uygulanip, ¢atlak ihtiva etmesi ve etmemesi durumlarinda diizlem halde tabaka ve yarim
diizlemin gerilme ve yer degistirme ifadeleri elde edilmistir.

Ikinci boliimde, bu tezde ele alman problemlerin tanimi yapilmis ve incelenmistir. {1k
olarak catlaksiz degme durumu incelenmis, sinir kosullari saglatilarak problem pang
altindaki ve alt tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki degme gerilmelerinin
bilinmeyen oldugu iki tekil integral denkleme indirgenmistir. Bu integral denklem
sisteminin Gauss-Chebyshev formiilasyonu ile ¢éziimii sonucu degme gerilmeleri elde
edilmis, bunlara bagli olarak da normal gerilmeler belirlenmistir. Ikinci olarak ise ayni
problemin alt tabakasinda i¢ ve kenar c¢atlak olmasi durumu incelenmis ve ¢atlaga ait
gerilme siddet faktorleri hesaplanmistir.

Ucgiincii béliimde probleme iliskin sayisal uygulamalar yapilmustir. Farkli yiik,
malzeme ve geometrik verilere gore degme uzunluklari, degme gerilmeleri, gerilme ve yer
degistirme bilesenleri ile gerilme siddet faktorleri sayisal olarak elde edilmis, sonuglar
tablolar ve grafiklerle gosterilmistir.

Dordiincii boliimde bu ¢aligmadan elde edilen sonuglar literatiirdeki degme ve c¢atlak
problemleri ile karsilastirilmistir.

Besinci boliimde sonuglar yazilmis, altinci boliimde ise 6neriler verilmistir.

Anahtar kelimeler : Tabaka , Elastik Yarim Diizlem, Integral Déniisiim Teknigi,
Degme Mekanigi, Kirilma Mekanigi, Gerime Siddet faktorii
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SUMMARY

Contact and Crack Problems at The Bonded Double Layers resting on
An Elastic Half Plane

In this paper, the symmetric contact problem of two bonded layers resting on an
elastic half plane with a rigid punch and the same problem in the case of having a vertical
crack at the bottom layer are solved with using the Theory of Elasticity and the Integral
Transformation technique.

In the first chapter, the literature studies on contact and crack problems are presented.
By utilizing the Fourier Integral Transformation techniques to fundamental equations of
theory of elasticity, general equations of stresses and displacements of layers and elastic
half plane are obtained for both uncracked and cracked situation.

In the second chapter, the considered problems are introduced and investigated.
Firstly, the case of contact without a crack is investigated. The problem is reduced two
singular integral equations where the contact stressses are the unknown functions under the
punch and between the bottom layer and an elastic half plane after the boundary conditions
are satisfied. Solving this integral equations by Gauss-Chebyshev integration formulation,
the contact stresses are obtained. Depending on the contact stresses, the normal stresses are
determined. Secondly, the same problem is investigated for having the internal or edge
crack and the stresses intensity factors belonging to crack are calculated.

In the third chapter, numerical implementations are performed. The contact lenghts,
stress and dispacement components and the stress intensity factors are obtained according
to different parameters of load, material and geometry. The Results are presented in tables
and graphics.

In the fourth chapter the results of this study is compared with related contact and
crack problems in litherature.

In the fifth chapter the conclusions are written. The recommendations are given in the

sixth chapter.

Key Words : Layers, Elastic Half Plane, Integral Transform Tecnique,
Contact Stresses, Internal Crack , Edge Crack, Stress Intensity Factor
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:Elastik tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki yar1 degme uzunlugu

:Hacim degistirme orani

:Elastisite modiilii

:Rijjit blok profilini tanimlayan fonksiyon

:F(x) fonksiyonun tiirevi

:Kayma modiilii

:Ust tabakanin yiiksekligi

.Alt tabakanin yiiksekligi

:Tabakalarin toplam yiiksekligi

:Catlagin ¢ ucundaki gerilme siddet faktorii

:Catlagin d ucundaki gerilme siddet faktorii

:Tabakalarin kayma modiilleri oran

:Elastik yarim diizlem ile alt tabakanin kayma modiilleri orani
:Gauss-Chebyshev integrasyonunda alinan nokta say1si
:Rijit bloga uygulanan tekil kuvvet

:Rijit blok altindaki degme gerilmesi

:Alt tabaka ile yarim diizlemin birbirine degdigi yiizeydeki degme gerilmesi
:Dairesel pangin yarigap1

:Catlak haline ait ters Fourier doniisiim fonksiyonlari

:x dogrultusundaki yer degistirme bileseni

'y dogrultusundaki yer degistirme bileseni

:z dogrultusundaki yer degistirme bileseni

:Kartezyen koordinatlar

X, Y, Z, eksenleri dogrultusundaki kiitle kuvveti bilesenleri
:Catlaksiz hale ait Fourier doniisiim degiskeni

:x,y,Zz dogrultularindaki birim uzamalar

:Catlaksiz hale ait ters Fourier doniisiim fonksiyonlari
:Catlakli hale ait Fourier doniisiim degiskeni

:Elastik sabit

:Kayma sekil degistirme bilesenleri
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A :Lame sabiti
\Y% :Poisson orani
Ox, Oy, O :Sirasiyla x,y,z dogrultularindaki normal gerilme bilesenleri

(s*x, 6y, 6, :Alttabakada catlak olmas1 durumunda sirasiyla x,y,z dogrultularindaki
normal gerilme bilesenleri

Go :Catlaksiz tabakada simetri ekseni lizerinde y=0 noktasindaki normal
gerilme
Txy Txz Tyz :Sirasiyla x, y, z dogrultularindaki kayma gerilmesi bilesenleri

r*xy t*xz r*yz :Alt tabakada catlak olmas1 durumunda sirastyla x, y, z dogrultularindaki
kayma gerilmesi bilesenleri

Not: Bu tabloda verilmeyen bazi semboller metin igerisinde kullanildiklar yerlerde
tanimlanmustir.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Insaat miihendisliginde miihendisin amaci, farkli malzeme ve metotlar kullanarak,
belirli yiikler altinda kullanim sartlarin1 temin eden, emniyetli ve ekonomik yap1
elemanlarim1  iretebilmektir. ~ Miihendislik  yapilarindaki ~ yapt  elemanlarinin
boyutlandirilmasinda gerekli olan gerilme, yer ve sekil degistirme degerlerinin
belirlenmesinde ise Elastisite Teorisini temel alan hesaplamalar kullanilmaktadir.

Giliniimiizde bilgi, beceri, bilim ve teknoloji bakimindan ileri gidilmesi ile malzeme
ozellikleri, bilgisayar programlari ve hesap yontemlerinin gelisimi saglanmis boylece
karisik ve uzun ifadeler igeren elastisite problemlerinin ¢oziimleri ile ilgili ¢caligmalar
bir¢ok alanda gelisme ve hiz kazanmistir.

Bu calismada; rijit bir pang vasitasiyla tekil yiik uygulanan elastik yarim diizleme
oturmus farkli ylikseklik ve elastik sabitlere sahip yapisik iki tabakanin degme problemi ve

ayn1 problemin alt tabakasinda ¢atlak olmas1 hali incelenmistir.

1.2. Degme Problemleri

Iki cisim arasinda bir noktada, bir uzunluk yada yiizey boyunca olabilecegi gibi
bunun tamamini da igerebilen degme durumu ile ilgili ¢alismalar 1882 yilinda yazdigi “On
the contact of elastic solids” adl1 yayini ile Heinrich Hertz tarafindan baslatilmistir (Keer
1972, Johnson,1985). Siirtlinmesiz yiizeyler ve tam elastik cisimleri ¢aligmalarinda konu
edinen Hertz, iki elastik cismin birbirine degmesi durumunda degme bdlgesinin eliptik
oldugunu kabul etmis, sekil degistirme ve degme gerilmelerini incelemis, buldugu
sonugclar1 rijit diizleme oturan farkli geometrilere sahip problemlere uygulamistir. Yirminci
yiiz yilin baglarinda ise Kolosoff tarafindan kompleks degiskenler yontemi uygulanmaya
baslanmig olup 1930’larda Muskhelishvili (1958) ve o6zellikle Sneddon’un Elastisite
Teorisi lizerinde integral doniisiim tekniklerinin kullanmasi ile daha da gelistirilebilmistir
(Gegit, 1986). 1950’ 1i yillarda degme mekanigindeki geligsmelerle birlikte elastik olmayan
cisimlerin birbirleriyle temasindan dogan gerilme ve yer degistirmeler incelenmistir

(Johnson, 1985). Hertz ile baslayan degme mekaniginin gelisimi Uffiland (1965) ve Galin



(1961)’ in calismalar1 ile hiz kazanmis, bilgisayar ve sayisal ¢oziim yontemlerindeki
gelismelerle bu alandaki ¢alismalar daha da yayginlasmistir.

Degme problemleri temeller, karayollari, demiryollari, hava alan1 pistleri, akaryakit
tanklari, silindirik bilyeler ve miller basta olmak iizere miihendisligin ¢esitli uygulama

alanlarinda incelenmis olup Elastisite Teorisinin kullanimi ile ¢6ziime kavusturulmustur.

1.2.1. Elastik veya Rijit Pancin Elastik Tabaka veya Yarim Diizlemle Degme
Durumunu inceleyen Calismalar

Degme problemlerinde yiik, elastik tabaka veya yarim diizleme dogrudan
uygulanabilecegi gibi rijit veya elastik bir cisim araciligl ile de uygulanabilir. Yiikiin
dogrudan uygulanmasi durumunda degme problemi ve dolayisi ile bilinmeyen degme
gerilmesi olusmayacaktir. Yiikiin elastik cisimle iletilmesi durumunda temas yiizeyinde
esit yer degistirme sarti kullanilacak ve ¢o6ziim i¢in degen cismin elastik analizi
yapilacaktir. Rijit bir cisim vasitast ile yiikiin uygulanmasi durumunda ise degme
bolgesinde diisey yer degistirmeler rijit cismin profili ile ayn1 olacaktir ( Bakioglu, 1977).

Dhaliwal ve Rau (1970, 1972), elastik yarim diizlemin serbest yiizeyine rijit bir pang
ile bastirildiginda gerilme ve yer degistirme dagilimini belirleyen Boussinesq problemini
cozmiislerdir. Keyfi bi¢cimli pan¢in etki derinligi ve panga uygulanmasi gereken toplam
yiik i¢in basit bir formiil ¢ikarilmigtir. Ayrica pangin altinda sekil degistiren ylizey i¢in de
ifadeler ¢ikarilmis sonuglar silindir, koni, kiire parabol ve elipsoid bi¢imli panglar i¢in ayri
ayr1 elde edilmistir.

Civelek (1978), rijit dikdortgen bir blok araciligiyla dis yiikiin uygulandig: elastik
tabakada siirtlinmesiz degme problemini incelemistir.

Bakirtag (1984), ortotropik ve homojen olmayan malzemeden olusan elastik yarim
diizlem iizerinde rijit bir pan¢ problemini incelemistir. Ortotropi eksenleri kartezyen
koordinat sisteminde olup, eksenlerden biri yarim diizlemin kenarma paralel ve digeri
diiseydir. Fourier doniisiim teknikleri kullanilarak karigik sinir deger problemleri sayisal
olarak ¢oziilebilen tekil integral denklemlere indirgenmistir.

Keer ve arkadaglar1 (1984), elastik ¢eyrek diizlem ile rijit blok arasindaki degme
problemini integral doniisiim tekniklerini kullanarak ¢6zmiislerdir .

Gegit ve Gokpmnar (1985), rijit dairesel bir mesnete oturan elastik bir tabakanin

degme problemini incelemiglerdir. Tabaka ile mesnet arasinda siirtinme olmadigr ve



degme yiizeyleri boyunca sadece basing gerilmelerinin aktarildigi varsayilmistir.
Tabakalarin {ist yiiziine iiniform bir basing uygulanmis, farkli blok sekilleri i¢in degme
ylizeyindeki gerilme yayilisi, degme uzunlugu ve normal gerilmeler hesaplanmustir.

Gegit (1986), elastik yar1 sonsuz dairesel silindir vasitasi ile bir elastik yarim
diizleme bastirilan tabaka icin eksenel simetrik degme problemini ¢ézmiistiir. Siirtiinme
olmadig1 ve ¢cekme gerilmelerinin degme yiizeyi boyunca aktarilmadigi kabul edilmistir.
Yer degistirme ve gerilmeler integral donilisiim teknikleri kullanilarak elde edilmistir.
Sayisal c¢oziimler yapilmis degisik malzeme Ozellikleri ve boyutlart igin degme
uzunluklari, degme gerilmesi dagilimlar1 bulunarak grafiklerle sunulmustur.

Nowell ve Hills (1988), sonsuz uzunluga sahip elastik tabakanin iki pang ile
bastirilmasi halinde siirtiinmeli ve siirtiinmesiz degme problemini incelemislerdir.

Pindera ve Lane (1993, 1993) rijit parobolik bir pangla bastirilan izotropik, ortotropik
ve monoklink tabakalarin olusturdugu ¢ok tabakali yarim diizlemlerde siirtiinmesiz degme
problemini incelemiglerdir. Her bir tabaka icin yerel rijitlik matrisi bulunmus daha sonra
degme ylizeyleri boyunca siireklilik kosullarinin uygulanmasi ile yerel rijitlik matrisleri
toplanarak genel rijitlik matrisleri elde edilmistir.

Binienda ve Pindera (1994), metal-matriks ve polimer-matriks kompozit yarim
diizlemlere, rijit parabolik bir pangla bastirildiginda gosterdikleri davranisin benzerliklerini
ve farkliliklarii aragtirmislardir. Degme bolgesinde normal gerilme dagilimi ve degme
uzunlugunun yiik ile degisimini incelemisler, ayrica malzeme Ozelliklerinin etkilerini
izotropik, ortotropik, monoklinik tabakalardan olusturulan yarim diizlemlerin siirtiinmesiz
degme problemleri icin gelistirilen bir metotla analiz etmislerdir. Sonuglar degme
uzunlugu boyunca homojen metal-matrix kompozit yarim diizlemin polimer- matrix
kompozit yarim diizlemden daha rijit oldugunu gostermistir.

Urquart ve Pindera (1994), rijit diiz bir pang ile bastirilan anizotrop tabakalara sahip
elastik yarim diizlemde siirtiinmesiz degme problemini incelemislerdir. Tabakalarin izotrop
olmasi hali i¢in de iist tabaka ve en alttaki yarim diizlemin elastisite modiilleri orani ve
pang ile tabaka arasindaki degme durumlari belirtilmistir.

Ozsahin ve Cakiroglu (1998), iki elastik blok yardimu ile yiiklenmis elastik tabakada
temas problemini Elastisite Teorisi ve integral donilistim teknigini kullanarak ¢ozmiislerdir.
Problem temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denklem takimina
indirgenmis ve sayisal ¢0ziim Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii yardimiyla

yapilmistir. Temas uzunluklari ve temas gerilmeleri i¢in elde edilen sonuglarin yiik



faktorii, malzeme sabitleri, blok yarigaplar1 gibi boyutsuz biiyiikliiklerle degisimleri
grafikler halinde sunulmustur.
Stevanivic ve digerleri (2001), elastik tabaka ve pang¢ arasinda degme durumunun

bilinmeyenlerinin ¢éziimii i¢in yaklasik bir mekanik model gelistirmislerdir.

1.2.2. Elastik Tabakanin Elastik Tabaka, Yarim Diizlem veya Rijit Temel ile
Degme Durumunu Inceleyen Calismalar

Weitsman (1969), elastik yarim diizlem ve plak arasinda degme bolgesinin uzunlugu
ile ilgili bilgi saglamak amaciyla sonsuz elastik plak ve yar1 sonsuz elastik diizlem
arasindaki stirekli degmeyi incelemistir. Yarim diizleme oturan plak agirliksiz kabul edilip,
sinirlama  olmaksizin elastik diizleme merkezi bir yiik ile bastirilmigtir. Sinirlama
olmadigindan ¢ekme gerilmeleri plak ve elastik mesnet arasinda ara yiizeylerde
aktarilmamustir.

Chen ve Engel (1972), elastik yarim diizlemle sinirlandirilmis ¢ok tabakali diizlemin
gerilme analizini farkli pang¢ profilleri ve tabaka kalinliklarinin farkli degerleri igin
incelemislerdir.

Keer ve Chantaramungkorn (1972), elastik diizlem ile elastik tabaka arasinda
stirtiinmesiz degme problemini incelemislerdir. Tabakanin belirli bir uzunlugu disinda tiim
ylizeyi tiniform yayili yiik ile yiiklenmis olup tabaka ile diizlem arasinda yayil yiikiin etki
etmedigi mesafeden daha kiiciik bir ayrilma bodlgesi meydana gelecegi kabul edilerek
problem Papkovich-Neuber potansiyelleri kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Gegit (1981), elastik yarim diizlem iizerine oturan sonsuz bir elastik tabaka icin
diizlem degme problemini incelemistir. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme
stirtlinmesizdir ve sadece basing gerilmelerinin aktarilmasina izin verilmistir. Eger P degeri
P<Pcr ise ara ylizey boyunca degme siireklidir. P>Pcr ise ayrilma vardir. Problem
oncelikle siirekli degme durumu igin ¢ozlilmiis ve Pcr elde edilmistir. Sonra siireksiz
degme problemi tekil integral denklem vasitasiyla formiile edilmistir. Basing ve ¢ekme
olmak {izere her iki yiikleme kosulu géz oniline alinip, Pcr icin sayisal sonuglar, degme
gerilme dagilimlar1 ve ayrilma bolgeleri degisik malzeme kombinasyonlari i¢in verilmistir.

Gegit ve Erdogan (1978), elastik bir tabakanin rijit bir diizlem {izerine oturdugu ve
eksenel simetrik yiik etkisinde oldugu siirtiinmesiz temas problemini inceleyerek ayrilma

bolgesinin biiyiikliigii ve temas gerilmesinin dagilimi ile ilgili sonuglar1 vermislerdir.



Erdogan ve Ratwani (1974), iki elastik ¢eyrek diizlemle mesnetlenen elastik tabaka
i¢cin siirtiinmesiz degme problemini ¢ozmiislerdir. Mesnetlerle tabaka arasinda degme
stirtiinmesiz olup degme alani boyunca sadece basing normal gerilmeleri aktarilabilmistir.
Elastik ceyrek diizlemlerle mesnetlenen kiris veya plak gibi iki boyutlu elastisite
problemlerinin ¢6zimii icin genel bir metot gelistirilmeye c¢alisilmistir. Tabaka-yarim
diizlem problemi olarak goriilebilen bu problem temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu
tekil integral denklerne indirgenmis ve integral denklemin sayisal ¢ozliimiinden degme
gerilmesi elde edilerek degisik geometriler icin degme basinci, degme alani, degme
gerilmeleri, dis yiikler ve malzeme 6zellikleri sunulmustur.

Adams ve Bogy (1977), farkli elastik 6zelliklere ve kalinliklara sahip yarim diizlem
ile yar1 sonsuz tabaka arasindaki degme problemini incelemislerdir. integral denklemler
cikarilmis ve sonuglar cesitli kalinlik oranlar i¢in verilmistir. Degme gerilmeleri
hesaplanarak grafiklerle sunulmustur.

Loboda ve Tauchert (1985), ortotropik sonsuz tabaka ile mesnetlenen, ucundan
simetrik yiiklii yarisonsuz ortotropik tabakanin gerilme durumunu incelemislerdir. Fourier
doniistimleri kullanilarak problem tekil integral denklemden olusan bir sisteme
indirgenmis, degme gerilmeleri i¢in farkli yiik ve malzeme oOzelliklerine bagli olarak
degisen sayisal sonuglar sunulmustur.

Gegit (1987), rijit temele oturan elastik bir tabakanin diizlem gerilme problemini
¢ozmiistiir. Sonlu kalinlikli rijit tabaka boyunca tabakanin iist yiizeyine ¢ekme kuvveti
uygulanmig, degme bolgesinde normal ve kayma gerilmeleri i¢in 2 tekil integral
denklemden olusan bir sistem alinmis, bu integral denklemler sayisal olarak ¢oziilmiis ve
gerilme dagilimlari ¢esitli geometriler i¢in hesaplanmustir.

Blaibel ve Gegit (1989), serbest kenarlari kisa u¢ boyunca moment etkisindeki
sonsuz tabaka ile siirli yar1 sonsuz tabakanin egilme problemini ele almiglardir. Sonsuz
tabaka alt bolgesinden rijit mesnetle sinirlandirilmis olup her iki malzeme de izotropiktir.
Problem integral doniisiim teknigi yardimi ile ¢oziilmiistiir.

Shield ve Bogy (1988), elastik yarim diizleme rijit pang ile bastirilan tabakanin
degme problemini incelemisleridir. Tek tabakanin oldugu durumda degme boélgelerinin
sayisl, elastik sabitler ve tabaka kalinligina bagh olarak bulunmustur.

Cakiroglu ve Erddl (1989), calismalarinda elastik zemine oturan malzeme sabitleri ve
kalinliklart farkli iki tabakanin birbiri istiine oturtulmasindan meydana gelen bilesik

tabaka problemini ¢ézmiiglerdir. Biitiin yiizeylerin siirtiinmesiz oldugu, elastik zemine ait



kiitle kuvvetinin olmadig1 kabul edilmistir. Ayrica tabakalar iistten diizgiin yayili yiik ve
tekil yiik ile kendi agirligi etkisi altinda bulunmakta olup gerilmeler, yer degistirmeler, ilk
ayrilma noktalar1 ve bu ilk ayrilmayr meydana getiren dis yiiklere ait niimerik sonuglar
elde edilmistir.

Dempsey ve digerleri (1990), Winkler temeline oturan elastik, homojen, izotropik
sonsuz uzunluga ve belirli bir derinlige sahip tabakanin degme problemini ele almiglardir.
Tabakanin iist kismindan rijit bir blokla tekil veya tiniform yayih yiik etki etmesi durumlari
incelenmis, kiris teorisi kullanilarak ¢ézlimler yapilmistir. Dempsey ve digerleri (1991),
diger bir ¢alismalarinda Winkler temeline oturan elastik tabakanin eksenel simetrik degme
problemini rijit pan¢in konik, parabolik, eliptik sekilli olmast durumlar1 igin
incelemislerdir.

Cakiroglu ve Cakiroglu (1991), yar1 sonsuz diizlem ve tabaka arasinda stirekli ve
stireksiz degme problemini ¢ézmiislerdir. Uygulanan yiik ilk ayrilmay1 saglamis, degme
ylizeyinde gerilme dagilimlar1 uzunlugun genislige oraninin farkli degerleri ve malzeme
ozellikleri i¢in grafiklerle ifade edilmigtir. Siireksiz degme durumu igin tekil integral
deklem elde edilmis ve Gauss-Chebyshev integral yontemiyle sayisal olarak ¢ozlilmiistiir.
Ayrilmanin oldugu degme problemleri siireksiz, ayrilmanin olmadigi degme problemleri
siirekli degme problemleri olarak adlandirilmaktadir. Ayrilmanin oldugu bu calismada
tabakaya simetrik yayili yiikk uygulanmis ve tabakanin elastik yarim diizlemden ilk
ayrilmasi, yiikleme, tabaka kalinlig1 ve elastik sabitler goz oniine alinarak incelenmistir.

Cakiroglu ve Erdol (1993,2001), iist ylizeyinden diizgiin yayili yiik etkiyen ve elastik
yar1 sonsuz diizleme oturan bilesik tabaka problemini Elastisite Teorisine gore
c¢ozmiislerdir. Tabakalar farkli malzeme ve farkli yiiksekliklere sahip olup kendi
agirliklarimin etkisindedir. Biitiin yiizeyler siirtiinmesiz kabul edilmis, gerilme ve yer
degistirme bilesenleri integral doniisiim teknigi kullanilarak elde edilmistir. Malzeme
Ozellikleri, tabakanin kalinliklar1 ve uygulanan yiikiin siddetinin ayrilma uzakligi ve degme
gerilmeleri iizerinde Onemli bir rol oynadigi bulunmustur. Yazarlar siireksiz degme
durumu ile ilgili ii¢ durum igin sinir kosullarin1 yazmislardir. Birinci durum; iki tabaka
arasinda degme siireksizdir ve alt tabaka ile yarim diizlem arasinda degme siireklidir.
Ikinci durum; iki tabaka arasinda degme siireklidir ve alt tabaka ile yarim diizlem arasinda
degme siireksizdir. Ugiincii durum ise iki tabaka arasinda ve alt tabaka ile yarim diizlem
arasinda degme siireksizdir. Sinir sartlar1 {i¢ durum icin yazilmasina ragmen uygun sayisal

sonuglar birinci ve liglincli durumlar i¢in saglanmistir. Birinci ve tiglincli durumlar igin iki



tabaka arasinda ayrilma olusmustur. D1s yiik ayrilma i¢in gerekli olan yiikten daha biiyiik
oldugu zaman iki tabaka arasinda ayrilma meydana gelmistir.

Aksogan ve digerleri (1996, 1997), iki elastik ¢eyrek diizlem {izerine oturan elastik
bir tabakanin iki boyutlu elastisite problemini sirasiyla integral doniisiim teknigi, sonlu
elemanlar ve sinir elemanlar yontemlerini kullanarak ¢6ziip sonuglari karsilastirmiglardir.
Tabakalarda kartezyen koordinatlar ¢eyrek diizlemde ise polar koordinatlar kullanilmistir.
Tabaka ile ¢eyrek diizlem arasinda degme siirtlinmesiz kabul edilip degme bolgesinde
yalniz normal basing gerilmeleri bulunmaktadir. Elastik tabakaya iistten simetrik tekil ytik,
simetrik iiniform yayili yliik ve simetrik olmayan iiniforrn yayili yiikk etki ettirilmesi
durumlarinda degme gerilmeleri incelenmis, ¢oziimde Fourier ve Mellin doniistimleri
kullanilmigtir. Her {i¢ durum i¢in de yakin sonuglar elde edilmistir.

Birinci ve digerleri (1997), elastik mesnete oturan, elastik sabitleri ve yiikseklikleri
farkli sonsuz uzunlukta iki tabaka arasindaki siirekli degme problemini Elastisite Teorisi ve
Fourier doniisiim teknigi yardimiyla incelemislerdir. Bilesik tabakanin {izerine uygulanan
dis yiiklerden dolayi, tabakalarin arasinda ayrilmanin bagladig: ilk nokta ile ilk ayrilma
yiikii bulunarak, ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma yiikiinden kii¢iik yiikler i¢in degme
yilizeyindeki gerilme dagilimlart elde edilmistir. Coziimde, kiitle kuvvetlerinin etkisi goz
Ontine alinmustir.

Birinci ve Erdol (1999), farkli elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip bilesik tabaka
ile degme bolgesi dairesel veya diiz olan birer rijit blok arasindaki siirtiinmesiz degme
problemini incelemislerdir. Degme bolgesi dairesel olan blogun degme basincina ilaveten
degme uzunlugu da bilinmeyen olup degme uzunlugu, degme basing dagilimi ve
tabakalarin elastik karakteristikleri degme bdlgesine uygulanan yilike baghidir. Bilesik
tabakaya rijit blok vasitasiyla 2P siddetinde yiik uygulanmig olup kiitle kuvvetleri etkisi
ihmal edilmistir. Degme gerilmelerine bagli gerilme ve sekil degistirmeler Fourier
dontisiim teknikleri kullanilarak belirlenmis, tekil integral denkleme indirgenen problem
Gauss-Chebyshev integrasyon formiilasyonu yardimiyla ¢6ziilmiis ve elde edilen sayisal
sonuclar1 grafiklerle ifade edilmistir.

Elsharkawy (1999), iki elastik tabaka ile kapli yarim diizlemin rijit egrisel bir pangla
bastirilmas1 durumunda farkli siirtiinme katsayilari i¢in gerilme dagilimlarini incelemistir.

Birinci ve digerleri (2000), iki noktadan mesnetlenmis olan elastik sabitleri ve
yiikseklikleri farkli iki tabakadan olusan ve rijit bir dikdortgen blok aracilig ile yiiklenen

bilesik tabakadaki siireksiz temas problemini incelemislerdir. Blokla bilesik tabaka



arasinda siirekli temas durumu olugmustur. Biitiin yiizeyler siirtlinmesiz kabul edilmis olup
siireksiz temas; bilesik tabakaya uygulanan dis yiikiin siddeti, tabakalarin yiikseklikleri,
malzeme 6zellikleri ve rijit blok genisligine bagli olarak incelenmistir.

Kahya ve digerleri (2001), dairesel, parabolik, ve dikdortgen olarak alinan farkl
pang profilleri icin rijit bir temele oturan elastik tabakanin degme problemini kiitle
kuvvetleri ve siirtlinmeyi ihmal ederek ¢ozmiislerdir. Bir bagka ¢alismada da dairesel rijit
pang araciligi ile yiik uygulanan, elastik yarim diizleme oturan tabakanin degme durumu
incelenmistir (Kahya ve digerleri2007).

Wozniak ve digerleri(2002), rijit bir kiire veya silindirle Winkler tipi temele
bastirilan elastik tabakanin eksenel simetrik degme problemini ¢ozmiislerdir.

Birinci ve digerleri (2002), elastik temele oturan farkli elastik sabitlere ve
yiiksekliklere sahip iki malzemeden yapilmig tabakali bir bilesik tabaka problemini
Elastisite Teorisine gore incelmiglerdir. Gerilme ve yer degistirme bilesenleri integral
dontisiim teknikleri kullanilarak elde edilmis, bilesik tabakanin herhangi bir noktasinda
gerilme ve yer degistirme degerleri arastirilarak grafikleri ¢izilmistir.

Ozsahin ve Cakiroglu(2003), rijit yarim daire seklinde iki mesnet {izerine oturan
degisik elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip iki elastik tabakaya ait temas problemini
Elastisite Teorisine gore ¢ozmiislerdir. Kiitle kuvvetlerinin etkisi ihmal edilmistir.
Tabakalar arasindaki siirtiinme dikkate alinirken bilesik tabaka ile mesnetler arasinda
stirtlinmenin olmadig1 dolayisi ile ara yiizey boyunca sadece basing gerilmesi aktariminin
olacagi kabul edilmistir. Bilesik tabaka {ist ylizeyinden sinirli bir bolgede basing
gerilmesinin etkisinde birakilmistir. Bilesik tabaka ile mesnetler arasindaki temas
bolgesinin biiyiikliigliniin rijit blogun profiline, bilesik tabakaya uygulanan yayili yiikiin
genigligine ve siddetine de bagli oldugu belirtilmistir.

Comez ve digerleri (2003, 2004), alt tarafindan rijit olarak mesnetlenmis yapisik
olmayan iki elastik tabakanin ve rijit pan¢in siirtiinmesiz degme problemini Elastisite
Teorisine gore ¢ozmiislerdir

El Borgi ve digerleri (2006), homojen yarim diizlem ile dereceli elastik tabaka
arasinda degme problemini incelemiglerdir. Dereceli tabaka izotropik. homojen bir ortam
olarak modellenmistir. Tabaka ile diizlem arasinda siirtiinme olmadig1 kabul edilmistir.
Bundan dolay1 sadece basing gerilmelerinin aktarimina izin verilmistir. Coziim igin
integral doniisiimleri kullanilmis. degme basinct ve degme uzunlugunun bilinmeyen

oldugu bir integral denkleme indirgenerek ¢oziim yapilmistir.



Kahya ve digerleri (2007), rijit bir pangla anizotrop elastik yarim diizleme bastirilan
anizotrop elastik tabakanin degme durumunu incelemislerdir. Problem degme uzunlugunun
ve degme gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme indirgeyerek
¢Oziimiinli yapmuglardir.

Ozsahin ve digerleri (2007), rijit iki diiz blok iizerine oturan degisik elastik sabitlere
ve yiiksekliklere sahip tabakalardan olusan sistemin siirtinmesiz temas problemini
Elastisite Teorisine gore ¢ozmiislerdir. Bilesik tabaka {ist ylizeyinden sinirli bir bolgede
yayilt basing yiikiiniin etkisinde birakilmis, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda
stirtinmenin bulunmadigi kabul edilirken, tabakalar arasindaki siirtiinme dikkate alinmistir.
Problem degme gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme indirgenmis,
sayisal olarak ¢oziilerek sonuglar1 grafiklerle sunulmustur.

Adibelli ve digerleri (2009) elastik yarim diizleme oturan ¢ift tabakada siirtiinmesiz
degme problemini arastirmiglardir. Malzeme sabitlerinin, yiikiin ve yaricapin farklh

degerleri i¢in degme yiizeyleri ve degme gerilmelerini grafiklerle ifade etmislerdir.

1.2.3. Degme Problemleri ile ilgili Yapilmis Diger Cahsmalar

Elastisite problemlerinin ¢oziimiinde uygulamada ve matematiksel ¢oziimlerdeki
zorluklar nedeni ile ortam genellikle homojen kabul edilir. Bununla birlikte bazi
problemlerde o6zellikle zemin mekanigi problemlerinde homojenlik kabulii ¢ok yeterli
degildir. Zemin ile ilgili yapilmis olan deneyler zeminin elastik 06zelliklerinin
koordinatlarla degistigini gostermistir. Zemin ortaminin rijitliginin derinlikle artmasi buna
bir drnektir. Zeminin homojen olmadig1 géz oniine alinirsa genel olarak Poisson orani sabit
ve elastisite modiiliiniin derinlikle {istel olarak degistigi varsayilir (Comez, 2004).

Bakirtas (1980), rijit pang ile bastirilan homojen olmayan yarim diizlemde degme
problemini incelemistir. Yar1 sonsuz diizlemde homojenligin derinlikle degistigini kabul
etmis, elde edilen karisik sinir deger problemini Fourier doniisiim teknigini kullanarak
sayisal olarak coziilebilecek tekil integral denkleme indirgemistir. Integral denklemin
¢cozlimii ile temas gerilmeleri elde edilmis, pang altindaki gerilme dagilimi ve Poisson
oraninin sonuglar iizerindeki etkisi incelenmistir.

Fabricant ve Sancar (1984), Homojen olmayan yarim diizlemde asimetrik degme

problemini incelemislerdir. Degme bolgesini dairesel kabul ederek, pang altindaki degme
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gerilmelerini ifade edip, degme bolgesi disindaki yer degistirmeler igin gerekli ifadeyi
degme bolgesi i¢indeki yer degistirme ifadelerinden tiiretmislerdir.

Sassi ve digerleri (1998), iki elastik tabaka arasindaki dogru degme ylizeyini,
degme basing dagilimini belirleyebilmek igin farkli geometriler géz Oniine alarak bir
bilgisayar programmi kullanmiglardir. Ug eksenli siirtinmesiz degmenin incelendigi
problemde analitik ve sayisal teknikler kullanilmig ve karsilagtirilmistir

Panah ve Fener (1998), siirtiinmesiz degme probleminin 3 eksenli gerilme analizi
icin sinir eleman metodunu kullanarak bir ¢6ziim sunmugslardir.

Solberg ve 1’apadopoulos (1998), siirtiinmesiz degme problemlerinin ¢éziimiini
sonlu elemanlar metodunu kullanarak gerceklestirmislerdir.

Jaflar (2002), rijit bir temele rijit bir pancla bastirilan elastik tabakanin eksenel
simetrik siirtiinmesiz degme problemini incelemistir. Temelle tabaka arasinda yapisma
oldugu ve olmadig1 durumlar igin inceleme yapilmistir. Ince tabakalarda degme basinglari
i¢cin asimptotik ¢oziimler elde edilmistir.

Moro ve digerleri (2002), siirtiinmesiz degme problemlerini sonlu elemanlar
metodu ile ¢dzmiislerdir. Iki gévde arasinda degmenin niteligini etkileyebilen faktérler;
yapinin rijit olup olmamasi, yliklemenin statik veya dinamik olmasi, degme ylizeylerinin
kompleks olup olmamasi, siirtiinmenin varligi ya da yoklugu gibi faktorler olup, degme
davranis1 genelde lineer degildir. Bu hesaplamalarin yapilmasi igin birkag sayisal metot
mevcut olup sonlu elemanlar metodu bunlardan biridir.

Porter ve Hills (2002), rijit pang ile elastik yarim diizleme bastirilan tabakanin
stirtlinmesiz degme problemini incelemislerdir. Pang ile tabaka, tabaka ile yarim diizlem
arasi slirtiinmesiz veya yapisik alinmustir.

Shull (2002), yumusak cisimlerde yapisma ve degmeyi incelemistir. Degme
davraniginin sistemin geometrisi, uygulanan ylikler, yapisma kuvvetleri ve malzeme
Ozellikleri ile belirlendigini ve malzemenin rijitliginin azalmasi ile degme davranisinm

belirlemede yapisma karakterinin etkisinin arttigini ifade etmistir
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1.3. Catlak Problemleri

Insanoglu yeryiiziinde yasamaya basladig1 andan itibaren gesitli malzemeleri kendisi
icin fayda saglayacak bicimde kullanmay1 bagarabilmis, bilgi, beceri ve meraki arttikca da
bu malzemelerin dayanim gibi temel mekanik 6zelliklerini dikkate alarak farkli formlarda
birlestirip daha kapsamli ve genis kullanim alanina hitap eden malzemeler elde etmislerdir.

Bir yap1 ya da yapr elemani yapilirken tasarim, malzeme se¢imi gibi agsamalarla
birlikte en 6nemli asama, boyutlandirmanin yapilmasi ve son seklin tayin edilmesidir.

Bu son seklin tayini i¢in ise malzemeyi karakterize eden bir parametre ile uygulanan
yiikler ve cismin geometrisini ifade eden kritik yiik faktorii karsilastirilir. Bunu yapabilmek
icin cismin mukavemetinin asilma sekillerini bilmek gerekir (Civelek, 1978).

Bunlar;

1. Malzemelerin mekanik davranisi

2. Das yiikiin karakteri (¢arpisma, periodik yiikleme, zaman bagliliklart)
3. Cismin geometrisi
4

. Cevre sartlar1 (sicaklik, rutubet orani, radyasyon,kimyasal ortam vs.)

Yukaridaki bu etkilerle akma, stinme, biiziilme, burkulma, yorulma, kirilma,
korozyon meydana gelmesiyle yapt mukavemetini kaybedebilir. Bunlardan gevrek veya
stinek olabilen kirilma gerilmeler altinda cismin iki veya daha ¢ok parcaya ayrilmasiyla
meydana gelir. Gevrek kirilmada catlak hizla ilerleyip kirilma aniden olustugundan bu tiir
kirilma, gatlaklarin daha yavas biiytlidiigii siinek kirilmaya gore daha tehlikelidir.

Malzemeler mikroskobik boyutlarda catlak igerirler ve bunlar malzeme kullanildikca
birbirleriyle birleserek goriilebilir hale gelirler. Bu durumun hangi kosullarda olacagini, ne
zaman ilerleyeceginin ve catlagin kritik boyutlara ulasacaginin bilinmesi gerekir. Leonardo
Da Vinci’nin ¢elik halatlar iizerinde yaptig1, halat uzunlugu arttikca i¢ kusurlarin da
artmasiyla mukavemetin diistiglinii gordiigli ¢aligmasi kirilma mekanigi ile ilgili ilk
calismadir. Ikinci diinya savasinda savas gemilerindeki hasarlar dolayisiyla 6nem kazanan
bu konuda 1920 de ideal gevrek bir cisim i¢in Griffit tarafindan bazi kriterler ortaya
konmustur. Cisimlerin kii¢lik catlaklar icerdigini ve bunlarin biiyiimesi i¢in yeni yiizeyler
yaratilmasi gerektigini, gereken enerjinin ise ¢atlagin biiyiimesi ile serbest kalan elastik

enerji tarafindan saglandigini séyleyen Griffit’ in teorisi cam gibi ideal gevrek cisme yakin
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malzemeler i¢in gergege yakin degerler vermistir. Bu teoriden yola ¢ikan Irwin sekil
degistirme enerjisinin serbest birakilma oranini ¢atlak ucundaki gerilme dagilimindan

faydalanarak hesaplayip gerilme siddeti faktorii cinsinden ifade etmistir. (Civelek, 1978)

1.3.1.Catlak Problemleri ile Tlgili Litartiir Taramasi

Erdogan, Biricikoglu (1973), bir yarim diizlemden digerine devam eden ¢atlak
problemini Cauchy tekil integral denklemlerini kullanarak ¢ozmiisler, gerilme siddet
faktorleri ve gatlak yiizey yer degistirmelerini bulmuslardir.

Krenk (1973, 1975), elastik tabakada egik catlak problemini ele almiglardir. Problem
tekil integral denkleme indirgenmis ve bu denklem ¢oziilerek gerilme siddet faktorleri
belirlenmigtir. Diger ¢alismasinda da elastik bir tabakada i¢ catlak problemini ele almus,
catlaksiz ve catlakli tabakalarin ¢6ziimiine iliskin bir metot sunmustur.

Iki simetrik catlak igeren sonsuz tabakada i¢c ve kenar catlak durumu Gupta ve
Erdogan, (1974) tarafindan incelenerek gerilme siddet faktorleri belirlenmistir. Diger bir
calismada ise Gupta (1974), iki elastik yarim diizlemle sinirlandirilmis tabakada g¢atlak
problemini incelemistir. Problem tekil integral denklem haline getirilmis ve sayisal olarak
coOziilerek malzeme 6zelliklerinin gerilme siddet faktorleri izerindeki etkisi belirlenmistir.

Ratwani ve Gupta (1974) her bir tabakasinda bir veya iki ¢atlagi bulunan ¢ok tabakali
kompozitin ¢atlak problemini incelemislerdir. Problem tekil integral denklemelere
indirgenerek ¢coziimlenmis ve gerilme siddet faktorleri belirlenmistir.

Erdol ve Erdogan (1976), catlak ihtiva eden, egilme etkisindeki tabaka icin gerilme
siddet faktorlerini belirlemislerdir.

Theocaris ve loakimidis (1980), diizlem izotropik catlak probleminin ¢6ziimii i¢in
kompleks potansiyel yaklagimini temel alan genel bir metot sunmuslardir. Problem ¢atlak
boyunca kompleks bir tekil integral denkleme indirgenip bu denklemin sayisal ¢6zliimii ile
gerilme siddet faktorii belirlenmistir.

Adams (1980), yiizeye paralel olan birbirinden fakli catlaklar igeren izotropik
homojen elastik bir tabakada c¢atlak problemini inceleyerek gerilme siddet faktorlerini
hesaplamistir.

Erdol (1984), kenarlarina dik i¢ ve kenar ¢atlak iceren bir tabaka problemini
inceleyerek tabakanin ¢atlaksiz haldeki ¢6zlimiinii ve bu ¢éziimden elde edilen gerilmelere

zit yonde ancak aynmi siddet ve dogrultuda yiiklenmesi halindeki ¢6ziimiiniin
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stiperpozisyonu ile ¢atlakli tabakanin ¢6ziimiinii yapmis ve gerilme siddet faktorlerini elde
etmistir.

Delale ve Erdogan (1983), homojen olmayan bir diizlemde y=0 da yerlesmis bir
catlak problemini ¢ozmiislerdir. Ortamin Poisson orani sabit varsayilirken Elastisite
modiliiniin ¢atlagin koordinatlarina bagli olarak iistel olarak degistigini gostermislerdir.
Yapilan ¢alisma sonucunda homojen olmayan ortamda catlak yilizey yer degistirmesi
homojen ortamdan daha kii¢iik ¢ikmustir.

Delale ve Erdogan (1988), yapisik homojen veya homojen olmayan iki yarim diizlem
arasindaki ara yiizey ¢atlagini incelemislerdir. Problem farkli parametreler i¢in arastirilmas,
gerilme siddet faktorleri belirlenmistir

Suo ve Huthinson (1990), ara yiizeyinde catlak bulunan iki izotropik elastik tabaka
problemini analitik olarak ¢dzmiiglerdir

Yuan, ve digerleri (1995) yarim diizlemde sicaktan ve biiziilmeden olusan makro
catlaklar1 incelemislerdir. Lineer elastik catlak davranisi incelenen problem tekil integral
denkleme indirgenerek sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Bulunan sayisal sonuglar 6rnegin cam
icin deneysel sonuglarla karsilastirilmis ve birbirine uygun olduklart gériilmiistir.

Birinci ve digerleri (1998), Birinci (1998), ¢aligmalarinda farkli yiikseklik ve elastik
Ozelliklere sahip, alt tabakasinda catlak bulunan iki tabakadan olusan bilesik tabaka
problemini inceleyerek i¢ ve kenar catlak durumlart i¢in gerilme siddet faktdrlerini
belirmislerdir.

Shbeeb and Binienda (1999) iki tabakali bir kompozitin ara ylizey catlagim
incelemislerdir. Cauchy cekirdekleri kullanilarak singiiler integral denklemler elde edilmis
bunlar ¢oziilerek her bir tabakada farkli kalinliklar ve gesitli degiskenlerin oranlari igin
¢Oziim yapilmig ve bazi sayisal 6rnekler sunulmustur.

Ueda ve Mukai (2002), tabakali elastik yar1 sonsuz ortamda catlak problemini
incelemislerdir. Yiizeye en yakin olan tabaka catlak icermektedir. Sonuclar tabakali
ortamin malzeme ve geometrik parametrelerinin bir fonksiyonu olarak farkli degerler alan
gerilme siddet faktorleri ile sunulmustur.

Veljkovic ve Nikolic (2003), yiik ve moment uygulanan ince iki tabakanin ara
ylizeyinde ¢atlak problemini lineer elastik catlak mekanigine gore inceleyerek gerilme
siddet faktoriinlii malzemenin geometri ve elastik sekillerine bagli olarak belirlemistir.

Matysiak ve Pauk (2003), Winkler temeline oturan ve ¢atlak igeren elastik tabakanin

gerilme analizini incelemislerdir. Plak-zemin etkilesimlerinde, kaya mekaniginde,
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jeofizikte ve daha bir ¢ok alanda arastirma ve uygulama alani1 bulan bu problem, Fourier
dontisiim teknigi ve Fredholm integral denklemleri kullanilarak ¢éziimlenmistir.

Birinci ve Cakiroglu (2003), sonsuz elastik diizlemde kismen kapanan bir c¢atlagi
incelemislerdir. Catlagin kapanan kisminin uzunlugu ve gerilme siddet faktorleri gibi
bilinmeyenlerin degerleri belirlenmistir.

Dong ve Cheung (2004), izotrop, anizotrop ve ortotrop ¢atlaklar igeren izotrop elastik
yarim diizlemi ii¢ farkli metot kullanarak incelemistir. Bunlar sirasiyla

1. Sinir Eleman metodu
2. Yer degistirmenin hakim oldugu integral denklem yaklasimi
3. Sekil degistirmenin hakim oldugu integral denklem yaklagimi olarak verilebilir.

Birinci ve digerleri (2006), elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkli iki tabakadan
olusan ve alt tabakasinda simetri eksenine gore diisey bir ¢atlagi bulunan bilesik tabakada
i¢ ve kenar ¢atlak problemini incelemislerdir. Cesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde edilen

sonuglar grafiklerle sunulmustur.

1.4. Calismanin Kapsam

Bu ¢alismada elastik yarim diizlem iizerine 2P yiikii ile ytklii rijit bir pang vasitasi ile
bastirilan yapisik iki tabakanin degme problemi ve aynmi problemde alt tabakada g¢atlak
olmasi durumu incelenmistir. Ust tabaka ile pang ve alt tabaka ile elastik yarim diizlem
arasindaki degme yiizeyleri siirtlinmesiz kabul edilmistir. Kiitle kuvvetleri ihmal edilmis
olup ¢6ziimde integral doniisiim tekniklerinden faydalanilmistir.

Calismanin amaci, s6z konusu degme probleminde rijit pang ile {ist tabaka arasinda
ve alt tabaka ile elastik yarim diizlem arasinda degme uzunluklarini, degme bdlgesinde
olusacak degme gerilmesi dagilimlarini, tabakalar ve yarim diizlemin herhangi bir
noktasinda normal ve kayma gerilmelerini elde etmek, i¢ ve kenar catlak olmasi
durumunda da gerilme siddet faktorlerini tayin etmektir.

Degme ve catlak problemlerinin ¢oziimii icin ilk olarak Elastisite Teorisinden denge
denklemleri, biinye denklemleri, yer degistirme ve sekil degistirme bagintilar1 yardimiyla
Navier denklemleri elde edilmistir. Denge denklemlerinin yer degistirmeler cinsinden
ifadesi olan kismi tiirevli Navier denklemlerine Fourier Integral doniisiim teknigi
uygulanarak gerilme ve yer degistirme ifadeleri bilinmeyen katsayilara bagl olarak ifade

edilmigtir. Sinir sartlarinin yazilmasi ve Fourier doniisiimlerinin uygulanmasiyla degme
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gerilmesi fonksiyonlar1 bunlara bagli olarak da gerilme ve yer degistirme ifadeleri
bulunmustur. Integral denklemlerin sayisal ¢dziimiinde Gauss-Chebyshev integrasyon
yontemi kullanilmistir. Denge ve uygunluk sartlar1 saglatilacak sekilde integral
denklemlerin sayisal ¢oziimleri yapilmis, degme uzunluklari, degme gerilmeleri, normal ve
kayma gerilmeleri, ¢atlak bulunmasi durumunda i¢ veya kenar ¢atlak olmasi hallerine gore

gerilme siddet faktorleri hesaplanarak sonuglar tablo ve sekillerle sunulmustur.

1.5. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Gerilme ve yer degistirme bilesenlerinin genel ifadeleri Elastisite Teorisinden
yararlanilarak elde edilecektir. Bunun i¢in oncelikle biinye denklemleri ve yer degistirme-
sekil degistirme bagintilar1 kullanilarak denge denklemleri, yer degistirmeler cinsinden
yazilacak ve Navier denklemleri elde edilecektir. Yer degistirme bilesenlerinin gerekli
tiirevleri Navier denklemlerinde yerine yazilarak elde edilecek adi diferansiyel denklem
takiminin ¢6ziimii sonucunda da yer degistirme bilesenlerinin genel ifadeleri bulunacaktir.
Bu ifadelerin biinye denklemlerinde yerine yazilmasi ile de gerilme bilesenlerinin genel

ifadeleri elde edilecektir.

1.5.1. U¢ Boyutlu Halde Elastisite Teorisinin Genel Denklemleri

Ug boyutlu halde u, v yer degistirme ve o,, o,, 7, gerilme ifadeleri bulunacaktir.

0
do, 07, 01, LX 20 (1)
ox oy 0z
or,, 0o, Ort,
r—2+—24Y=0 (2)
ox oy oz
0
Oty , 9% 09 L7 3)
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Burada X,Y,Z, ii¢ boyutlu halde kiitle kuvvetlerini ifade etmektedir. Yukaridaki
denklemleri yer degistirme cinsinden yazabilmek i¢in, sekil degistirme bilesenleri ile yer

degistirme bilesenleri arasindaki tiirev bagintilari;

_ou
= 4)
oV
_“r 5
g, Y @)
oW
&= % (6)

seklinde yazilir ve kayma sekil degistirme bilesenleri de asagidaki gibi ifade edilebilirler.

ou ov
Yy = A t— (7)
oy OX
ou ow
=—+— 8
Ve = T (8)
oV ow
Vo=t )
oz oy
Biinye denklemleri yer degistirme-sekil degistirme bagintilar1 yardimiyla gerilme
bilesenleri yer degistirmeler cinsinden,
axlee+266—u (10)
OX
0'y=/le+2Gﬂ (11)
oy
o, =/1e+26@ (12)
574
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ou ov
Ty =G7xy=G(5+&) (13)
Ty =nyz:G(Z—lzj+%(v) (14)
N ow
Ty, :Gj/yz :G(E'i_a_y) (15)

ifadeleri ile elde edilir. Bu ifadelerde gecen G kayma modiilii olup;

E
G= 16
2(1+v) (16)
esitligi ile gdsterilmistir. Burada E malzemenin elastisite modiiliidiir.
e ise hacim degistirme orani olup
e= a + ol + all 17)
ox oy oz
esitligi ile ifade edilir. (10-12) denklemlerinde gegen A ise Lam’e sabiti olup
P vE (18)

(Lrv)(1-2v)
esitligi ile ifade edilir. Bu ifade de v Poisson oranidir.

Yer degistirmeler cinsinden yazilan gerilme bilesenleri (1-3) denge denklemlerinde yerine

yazilirsa,

(2+G)§+szu+x =0 (19)
X
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oe )
(/1+G)5+GV v+Y =0 (20)

(1+G)%+GVZW+Z:O 1)

Ifadeleri ile belirtilen Navier denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde gecen V* Laplace

operatorii olup asagidaki gibi tanimlanur.

2 2 2
S 22)
ox- oy oz

1.5.2. Navier Denklemlerinin Iki Boyutlu Hale indirgenmesi

Elastik yarim diizleme rijit pang ile bastirilan yapisik ¢ift tabaka probleminde, z
boyutunun ihmal edilmesi ve iki boyutlu olmasi nedeniyle {i¢ boyutlu hale ait verilmis olan
Navier denklemleri iki boyutlu hale indirgenirse diizlem sekil degistirme halinde (23-24)

ile gosterilen denklemler elde edilirler.

(ﬂ,+G)?+GV2u+X -0 (23)
X

oe )
(i+G)a—y+GV v+Y =0 (24)

Diizlem gerilme halinde ise diizlem sekil degistirme haline ait ifadelerde v = Ll ve
v+

E= B+ 2%2 1) yazmakla Navier denklemleri;

E @+szu+X=0 (25)
2(1—v) ox
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E 2 Gviu+y =0 (26)
2(1-v) oy

halini alirlar. Hacim degistirme oran1 e ve Laplace operatdrii V* ise sirastyla;

e M ¥
ox oy (27)
2 2
-2 2 (28)
ox- oy

olarak verilebilir.

Incelenecek problemde kiitle kuvvetleri de ihmal edileceginden Navier
denklemlerinin son hali (29-32) denklemlerindeki degerleri ile ifade edilirler.

Diizlem sekil degistirme halinde

(Z+G)%+Gv2u:0 (29)
oe )
(/1+G)5+GV v=0 (30)

Diizlem gerilme halinde ise;

E @-ﬁ-szu:O 31)
2(1-v) ox

E @+GV2u:O (32)
2(1-v) oy

Diizlem gerilme ve diizlem sekil degistirme i¢in elde edilen bu iki diferansiyel
denklem sistemi sekil itibari ile birbirlerine benzediklerinden bir @ sabiti yardimiyla

asagidaki gibi yazilabilirler.
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o’u  o°u o’v

1+ 5+ =0 >
2 2 2
(1+w)a‘;+a‘;+wau =0 (34)
oy~ Ox oxoy
Diizlem sekil degistirme halinde @ = A+G ve dlizlem gerilme halinde ise @ = —2G (IIE )
—v

almir. Bu tezde yapilacak ¢ozlimler belirli bir sabitin degerini degistirmekle her iki hal i¢in

de gegerli olacaktir.

1.5.3. Gerilme ve Yer Degistirmelere Ait Genel ifadelerin Cikarilmasi
1.5.3.1. Catlak Bulunmayan Tabakada Gerilme ve Yer Degistirme ifadeleri

Kiitle kuvvetlerinin ihmal edilmesi ve problemin yiik, malzeme ve geometri olarak y

eksenine gore simetrik olmasi nedeniyle yatay ve diisey yer degistirmeler asagidaki

esitlikleri saglarlar.
U(X,Y) = —U(—X, y) (35)
V(X7Y) = V(_X9 y) (36)

u(x,y) ve v(x,y) yer degistirmeleri bilinmeyen fonksiyonlar ®(a,y) ve y(a ,y)’ nin

Fourier siniis ve Fourier kosiniis doniisiimleri olarak asagidaki gibi ifade edilebilirler.

u(x,y) = % [#(@, y)sin(ax)da (37)

V(X,y) = %Jw(a, y)cos(ax)de (38)

Bu yer degistirme ifadelerinin ters dontigiimleri alindiginda,



da,y) = Tu(x, y)sin(ax)dx

v(a,y)= Tv(x, y) cos(ax)dx

esitlikleri elde edilir.
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(39)

(40)

Bilinmeyen ®(a,y) ve y(a ,y) fonksiyonlarinin belirlenebilmesi i¢in (33) nolu

denklemsin (ax)dx, (34) nolu denklem ise cos(ax)dx ile carpilip (0,00) araliginda

integre edilirse bu denklemler (41) ve (42) de belirtilen sekilde ifade edilirler.

% o’u  du o*v
j (1+a@) X2+62+wa
0 y X0y

T{(Hw)(azu v, o
0 oxoy oy’ 6x

H sin(ax)dx =0

H cos(ax)dx =0

(41)

(42)

Yukaridaki denklemlerde gecen u ve v’nin x ve y’ ye gore tiirevleri (43-48) deki gibi elde

edilir.
T UOY) i)k = -, )
T azLXfy)Sin(ax)dx = dzﬂ_@
0 ay dy
T Msin(oex)olx __ vy

o, Oxoy dy

(43)

(44)

(45)
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jazv( .Y) cos(ax)dx = —a’y (X, y) (46)
. OX

T_@zu(x; y) cos(ax)dx = dy(@y) 2"1/(65’ y) (47)
0 Oy dy

]‘2 u( .Y) cos(ax)dx = a—d ¢(dc;, y) (48)

Kismi integrasyon uygulanarak elde edilen bu ifadelerde (49) nolu ifade ile verilen sinir

sartlarinin varligi kabul edilmistir.

_o
OX

_ov

=—| =0 49
OXlyeo (49)

U(0) = U(e0) = V(o) :Z_“

X=00 X=00

(43-48) nolu denklemlerde gecen ifadeler (41) ve (42) nolu denklemlerde yazilirsa;

d’dla.y) _ dy(@y)_,
dy? dy

~(l+@)a’g(a, y) + (50)

1+2)2 (y Y pruay)+(+ @)

dé(a.y) _,, 51)
dy

adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. ¢(e,y)’ 1 bulmak icin asagidaki islem
strast izlenir. (50) ifadesi y’ ye gore iki defa (51) ifadesi ise y’ ye gore bir defa tiiretilirse
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa dérdiincli mertebeden sabit katsayili, lineer homojen bir

diferansiyel denklem elde edilir.

d'ha.y) , .d¢(@y)

ay’ ay? — S tada,y)=0 (52)
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Sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in ¢(a, y) =e¥

olarak ifade edilir ve bu ¢oziimiin gerekli tiirevleri alinip (52) nolu denklemde yerine

yazilirsa karakteristik denklem;
st —2a’s’+a’ =0 (53)

olarak bulunur. Bu denklem ¢6ziildiigiinde denklemin kokleris, =S, =« ,S, =S, =—a

olarak bulunur. Adi diferansiyel denkleminin ¢éziimii ise;
#(a,y) = Ae™™ +Be*” +Ce™ + De™ (54)

olarak elde edilir. Bu ifadenin gerekli tiirevleri alinip (50) denkleminde yerine yazilmasi ve

gerekli islemlerin yapilmasi sonucunda da (e, y) bilinmeyen fonksiyonu,
-a K e a K a
v(a,y)=Ae ™ +B(—+y)e* —-Ce” +D(—-y)e” (55)
a a

seklinde yazilabilir. Bu ifadelerde gecen x, diizlem sekil degistirme halinde x=(3-4v) ,

diizlem gerilme halinde ise x =(3—v)/(1+v) degerine sahip olan malzeme sabiti, v ise

Poisson oramidir. Bu ifadelerdeki A, B, C, D katsayilar1 problemin smir sartlarindan

belirlenecek olan sabitlerdir.

(54) ve (55) nolu denklemlerin (37) ve( 38) nolu denklemlerde yerlerine yazilmasi ile

o0

u(x, y) = 2 j {[A+By]e +[C+Dy]e” }sin(ax)da (56)
T 0

V(X,y) = ET{[M B+ y)}e‘“y + {—c +DE- y)}e“y}cos(ax)da (57)
7Ty a a

denklemleri elde edilir.
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Bulunan u(x,y) ve v(x,y) ifadelerinin gerekli tiirevleri (58-60) alinip gerilme
ifadelerinde (61-64) yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa gerilme ifadeleri

katsayilar cinsinden (65-67) de oldugu gibi elde edilir.

% = %Ia{[m By]e ™ +[C+ Dy]e”} cos(ax)da (58)
% = %Ia {[B-a(A+By)le +[D+a(C+Dy)]e” | cos(ax)da (59)
% - %I{[m B(§+ y)}e‘” + {—c + D(g— y)}eay}sin(ax)da (60)
6"%’;’ Y) :% I{B—a(A+ B(§+ y))}e“y +

{—D +a(~C + D(g— y)(§+ y))}e“y}sin(ax)dx 61)
o, (X, y):(/1+ZG)auS;’ y)+,18"g‘y’ y) (62)
o, (X, y):(/1+2G)avg;’ y)ma“(@);’ y) (63)
£, (0 y) = G(a“(ayx’ D, 2, (64)

Gerilme bilesenleri;

oY) %I{[a(m By)-(%’f)B}eﬂy +
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{a(C 4+ Dy)+ (&TK)D}e“y}cos(ax)da (65)

o0

%ay(x, y) = %H{a(m By)+ (%”)B}e'“y +

{—a(C + Dy)+ (%H)D}e“y}cos(ax)da (66)

%%(X, y) =%I{—[a(A+ BY)+(KT_1)B}G'” +

[a(C 1+ Dy)- (KT_I)D}e‘”}sin(ax)da (67)

1.5.3.2 y Ekseni Uzerinde Simetrik Iki Catlagi Bulunan Sonsuz Diizlemin
Coziimii icin Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

y ekseni lizerinde x eksenine gore simetrik iki ¢atlagi bulunan sonsuz bir diizlem ele

alimirsa bunun yer degistirme bilesenleri,
()= (x,y) (68)
v (Xy)=V (x,y) (69)

olarak yazilabilirler. u*(x,y) ve V*(x,y) yer degistirmeleri bilinmeyen fonksiyonlar S(x,§)

ve T(x,§) 'nin Fourier siniis ve Fourier kosiniis doniisiimleri olarak asagidaki gibi ifade

edilebilirler.

500Y) =2 [S(uE)cos(Eyde (70)

V() =2 [T &)sin(Ey)de (71)
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Bunlarin ters Fourier doniisiimleri ise ;

S(x,8) == [ (x,y)cos(£y)dy (72)

T(0E) =2 [V (L y)sin(Eyey (73)

olarak yazilir. Bu ifadelerde & doniisiim degiskeni olup S(x,&) ve T(x,&) fonksiyonlarinin
bulunabilmesi igin (33) nolu denklem cos(¢y)dy, (34) nolu denklem sin(&y)dy ile

carpilip (0,+0) araliginda integre edilirse

R o'u’ ot oV

ﬂ(l+w) e + P +@ aX@y}cos(fy)dy=0 (74)
I oV oV ot .

!)[(l+w) oY + e +@ aXay}1n(§y)dy =0 (75)

esitlikleri elde edilmis olur. Bu ifadelerde u” =u*(x,y) vev :V*(X,y) oldugu bilinmektedir.
U (x,y) ve v (x,y) yer degistirme bilesenlerinin (74) ve (75) ifadelerinde kullanilacak

gerekli tlirevleri;

T u( y)cos(§Y)d§__[S(X <)l "
T %cos(éy)déz-ﬁzsmf) "
TOV(X,Y) -

l Sy CoSENIde= f T.2)] "

JEGD siney)dy =< T (x, &) "
O " dx
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T%Sm(fy)dybfzﬂx,f) (30)
TONUN(X,Y) . _ . d
!—axay Sin(£Y)dy =-¢ - [S(6.¢)] (81)

olarak yazilabilir. Bu tiirev ifadeleri (74) ve (75) denklemlerde yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa asagidaki adi diferansiyel denklem takimi bulunur.

1+ 3% 25y oy v ae LT (x,8)=0 (32)
dx dx
T Te PR R R ) 83)
dx dx

Bu diferansiyel denklemleri daha basit hale getirmek i¢in (82) ifadesi x’ e gore bir

defa (83) ifadesi x’ e gore iki defa tiiretilirse ve gerekli diizenlemeler yapilirsa T(x,&) * ye

gore dordiincli mertebeden sabit katsayili, lineer homojen bir diferansiyel denklem elde

edilir.

%[T(x,é)]%z%[T(x,é)]%“T(X,é)ZO (84)

Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii, daha dnce yapildigi gibi T (x, &) =e™ seklinde aranir ve

gerekli islemler yapilirsa;
n*—2£n" + &4 =0 (85)

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin karakteristik kokleri n =n,=¢& ve

n, =n, =—¢& olarak bulunmus olur. Diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise,

T(x,&)=(A +B/'x)e*+(C, + D, x)e”" (86)
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seklinde bulunabilir.

Gerilme ve yer degistirmelerin sonsuzda sifir olacaklari diisiiniiliirse, C, =D, =0 olur.

Bu durumda,

T(x.&)=(A +B/x)e ™ (87)

olur. T(x,§)’ nin gerekli tiirevleri (84) ifadesinde yerlerine yazilir ve ayn1 ifade x’e gore

integre edilirse S(X,<&) fonksiyonu da

(2+w)

S(X.¢)=[A+ B, +xBle ™ (88)

seklinde elde edilmis olur. Bulunan bu ¢6ziimler simetri nedeniyle x=0 ve y=0 eksenleri

tizerinde kayma gerilmesi bulunmamasi sartini (r:y(O, y)=0) saglamalidir. S(X,&) ve

T(X,¢&)ifadeleri yer degistirme ifadelerinde yerine konur ve y ekseni iizerinde kayma

gerilmesinin sifir olmasi sart1 yazilirsa, A = —% olarak elde edilmis olur. Bu ifade (87)
@
ve (88) denklemlerinde yerine yazilir ve @ = 2 oldugu diisiiniiliirse;
K'_
T(x&)= (= 4 exe (89)
&2
S(X,¢)= 6; ( +&x)e " (90)

ifadeleri elde edilmis olur. Bu ifadeler (70) ve (71) denklemlerinde yerlerine yazilir ve

B, = ¢(&) doniisiimii yapilirsa yer degistirme ifadeleri asagidaki gibi olur.

I(/ﬁ(é) K+1

u'(x,y) = ——+&x)e " cos(§y)ds C2))
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K—1

S e x)e  sin(&y)d& (92)

v*(ny)%j@(

Yer degistirme ifadelerinin gerekli tiirevleri alinip biinye denklemlerinde yerlerine yazilir

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa gerilme ifadeleri

S Glx)= —%Iﬂﬁ)(l +EX) cos(£y)dE 3)
oY) —%Imr:)(l—fx)ef* cos(Ey)de ©o4)
Loy =—2 [exp@e sin(y)dé )
2G V7 Ty,

seklinde bulunurlar.

1.5.3.3. Catlaksiz Tabaka ve Catlakh Sonsuz Diizlem Hallerinin Siiperpozisyonu

Catlakli tabakada gerilme ve yer degistirme ifadeleri, ¢atlaksiz tabaka icin ve y
ekseni iizerinde simetrik iki ¢atlagi bulunan sonsuz diizlem i¢in yazilmis olan yer

degistirme ve gerilme ifadelerinin siiperpozisyonu ile

U(X, y) =U(X, y)+U" (X, y) (96)
V(X Y) = V(X Y) +V (X, Y) 97)
o, (%,Y) =0, (X%, y) + o, (X, Y) (98)
o,(%,Y)=0,(X%Y)+0,(X,Y) (99)

7, (6 Y) =7, (%, Y) +7,, (X, Y) (100)
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olarak yazilabilir. Catlakli tabakadaki yer degistirme, normal ve kayma gerilme
bilesenlerinin acik ifadeleri asagidaki gibidir. Bu ifadeler x 'nin verilen degerlerine gore

hem diizlem gerilme ve hem de diizlem sekil degistirme halleri i¢in kullanilabilirler.

u'(x,y) =%T{[A* +By e +[C+ D*y]e“y}sin(ax)da +
0

j¢(§) K+1+§x)e  cos(Ey)déE (101)

V(X Y) =%T{[A" + B*(§+ y)}e‘“y +[—c* + D*(g— y)}e“y}sin(ax)davt

0

jm Kol et sin(Ey)dé (102)

1 200 i * * 3'K *
—o. (X,y)=— WA +B y)-(=—)B ¥ +
TRl nl{_( YH) }

a(C” +D*y)+(3% D' } e” } cos(ax)da -

-2 [ a1+ £ cos(y)ds (103)

0

%Gy (%, )—%}[{—[G(A* +B*y)+(KT+1)B* }e'“y +

-2 [ 1= cos(y)ds (104)

o0

21G Tae (Y= .([{— [a(A* +B*y)+(KT_1)B? }e"” +

|:0L(C +D’ )+( )D } “y}sin(ax)da

-2 [ sin(éy)dd (105)



2.YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde elastik yarim diizleme oturan rijit bir blok vasitasiyla 2P siddetinde tekil
bir yiikle simetrik yiiklenmis yapisik c¢ift tabaka problemi iki boyutlu Elastisite Teorisine
gore incelenmektedir. Ust tabakanin kalinligi h; olup degme yiizeyi 2a genisliginde olan
bir rijit blokla degme durumundadir. Alttaki tabakanin kalinlig1r h, olup toplam tabaka
yiikseklgi h dir. Problemde biitiin yiizeyler siirtlinmesiz kabul edilmekte ve tabakalar x
ekseni boyunca (-, +00) araliginda uzanmaktadir.

Problem catlak igermedigi ve catlak igerdigi durumlar i¢in incelenmis, Fourier
doniisiim tekniklerinin yazilan siir kosullarina uygulanmasiyla elde edilen integral
denklemler Gauss-Chebyshev integrasyon yontemi ile ¢oziilerek probleme ait
bilinmeyenler hesap edilmistir. Bu problemler ve ¢6ziim asamalari sirasiyla incelenmistir.

S6z konusu problem catlaksiz ve catlak icerdigi iki halin siiperpozisyonu seklinde
ifade edilirse catlaksiz durum i¢in ¢6ziim yapilacak, daha sora ¢atlak olmasi durumunda,
catlak ylizeyinin catlaksiz ¢oziimden elde edilen gerilmelere zit yonde ayni siddet ve ayn
dogrultuda yiiklenmesi halinde incelenecektir..Bu durumda dis yiikleme yoktur.. Bu iki hal
siiperpoze edilirse s6z konusu dis yiikleme altinda serbest catlak yilizeyi hasil olacaktir

(Sekil 1).
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Sekil 1. Catlakli ve ¢atlaksiz halin siiperpozisyonu
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2.1. Degme Problemi
2.1.1 Degme Probleminin Tanimi

Bu kisimda elastik yarim diizleme oturan, rijit pang ile bastirilmis agirliksiz ¢ift
tabakanin degme durumu incelenecektir. Tabakalar birbirlerine tam baglidir ve her bir
tabakanin ytiksekligi farkli olup sekil lizerinde h,ve h,olarak gosterilmistir. Ayrica st
tabakanin {ist ylizeyine rijit pang¢ vasitasiyla tekil yiikk uygulanmistir. Pang ile degdigi

tabaka arasinda ve alt tabaka ile yarim diizlem arasinda siirtiinme meydana gelmedigi

kabulii yapilmis ve tabakalarin kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.

——
2P

o i
el

Sekil 2. Rijit pang araciligiyla yiiklenen ve elastik yarim diizleme oturan
agirliksiz ¢ift tabaka

2.1.2 Kullanilacak Denklemler

Yiiksekligi h; malzeme sabitleri G; ve x; olan iistteki elastik tabaka 1 numara ile
yiiksekligi h, malzeme sabitleri1 G, ve k, olan alttaki tabaka 2 numara ile ve malzeme
sabitleri G; ve x, olan yarim diizlem 3 numara ile gosterilmistir. Iki elastik tabakanin

toplam yiiksekligi h olarak verilmistir.
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Daha onceden ¢ikartildig: lizere tabakalara ve yarim diizleme ait yer degistirme ve

gerilme ifadeleri asagidaki sekilde yazilabilir.

I Nolu tabaka i¢in
U (x,y)= ET{[A +Byle™ +[C, + Dly]e”’y} sin(aX)da (106)
s 0
V,(X, ) = ET{[A +B, (5t y)}e‘”‘y +[—c1 +D, (% y)} e”y}sin(ax)da (107)
Yy a a
%qo—xl(x’ y):%I{[a(A + B1 y)- (%) B1 :|e_ay +
{a(c1 +D,y)+ (3_—2’(1)D1}e“y}cos(ax)da (108)
5
26,06 Y) == [ @A +By+* g b
T 0
-a(C +D y)+( )D } ay}cos(ax)da (109)

£y (X.Y) —31{ a(A+By)+(& >B} e +
71'0 L

2G,
{a(C +D,y)- } }sin(ax)da (110)
II Nolu tabaka icin
U, (X, y) =3T{[AZ +B,yle +[C, + D,y]e”} sin(ax)d (111)
s 0
v, (%, Y) ET{AZ +B,(2+ y)}e"” +[-C2 +D,(%2- y)}e“y}sin(ax)da (112)
2 a a
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, } e } cos(ax)da

TR y)——j{[

{oc(C2 +D,y)+ 3-K

E%(wﬁ%j{ [a(AﬁB y)+(2 )B } e +

{ a(C,+D y)+( )D } “y}cos(ax)da

Txyz(X,Y)=%I{ [a(Az"'B Y)"'( )B} e +

1
2G,

[a(C +D,y)-

} e } sin(aX)da
Elastik yarim diizlem i¢in

Uy(X, y) = %T{[Q +Dyyle” }sin(ax)da

V,(X, Y) = %T{[q + DS(%- y)}eay}sin(ax)da

flec

T{[ a(C,+D y)+(

X =
2G3 x3( y)

h\lw

} }cos(ax)da

h\lt\)

o, (%Y) = )D } }cos(ax)da

2G

} B } sin(fax)da

2(132 x2(x y) __I{|:

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)
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2.1.3. Degme Probleminin Simir Sartlar

Rijit pang vasitasiyla yiik uygulanan ve elastik yarim diizleme oturan iki tabakanin
iist tabakasi ile pangin degme ylizeyinde olusacak diisey yer degistirmelerin rijit cismin
profiline esit olmasi ve de tabakalar arasinda yapisma olmasindan dolayi, tabakalar

arasinda yatay ve diisey yer degistirmelerin de esit olmasi géz Oniine alinarak, u(x,y) ve

V(X,y) yer degistirmeleri o, o,, 7, ise gerilmeleri gbstermek {lizere probleme ait simr

sartlar1 asagidaki gibi yazilabilir.

—p,(X) 0<xza
Jy](x,0)={ . asmﬁ} (121)
7, (X,0)=0 0<X<oo (122)
o, (X,—h)=0, (x,-h) 0<x<o (123)
7,y (% =h) =7,, (X,—h) 0<x<o (124)
u,(x=h)=u,(x-h) 0<x<o (125)
V,(X=h)=v,(x=h) 0<x<o (126)
ayz(x,—h):{_ pzo(x) bo j;j:)} (127)
7, (X,—h)=0 0<x<o (128)
7, (X,~h)=0 0<X<oo (129)

o, (Xx,-h)=0, (x,-h) 0<Xx<w (130)
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V,(X,0) = F(X) O<x<a
Vv, (X,—h) =v,(x,—h) 0<x<b

Probleme ait denge sartlar1 ise asagida belirtilmistir.

[ p.(0dx=2P

b
[ p,00dx =2P
b

(131)

(132)

(133)

(134)

Denge sartlarinda gegen p; (x); rijit pang ile iist tabaka arasindaki, p, (x); alt tabaka

ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmelerini ifade eden bilinmeyenlerdir. F(x) rijit

pangin profilini tantmlamaktadir. P rijit pang vasitasiyla tabakalara etki ettirilen tekil yiik

a ve b sirastyla; dairesel pancin {ist tabakayla degme yar1 uzunlugui ve alt tabakanin elastik

yarim diizlemle degme yar1 uzunlugu olup bulunmasi gereken bilinmeyenlerdir.

2.1.4. Katsayilarin Belirlenmesi

(121-130) smir sartlarinda, gerilme ve yer degistirme ifadelerinin (106-120) yerine

konulup ters Fourier dontigiimleri alinmasi sonucu katsayilara ait cebrik denklemler

asagidaki gibi elde edilebilirler.

1 1
2+ B,-aC, + "1; D,

K

p (@) =-aA -

0=-aA +1'TK‘B1 +aC, +1'TK‘D1

_aAe™ + B, (ah, -KIT”)e““l _aC,e™ + D, (ah, +K1T+1)e-““1

=m[-aAe™ +

(135)

(136)
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B,(ah a0 e 1D, (ah + K e (137)
-aAe™ N1 aCe N = ml-aAe™" +

““ 1 aC,e ™ + D, (-ah, - )e ] (138)
(AI + 'Blhl)eah1 + (Cl - Dlhl)e_ahI :(Az - Bzhl)eah1 + (Cz - Dzhz )e_ah]) (139)

(A +(-h)B)e™ +(-C, + (L +h)D)e ™ = (A, +(Z2-h)B,)e™ +
[04 a (04

(-C, +(==+h)D,)e™) (140)
(94

p,(a) =-aAe™ +B,(ah -’9—“)e“h -aC,e™ + D,(ah +K2—+l)e“h (141)
ah k ah -ah k _1 -ah

0=-aAe™ +B,(ah-—=— 5 )e +aC,e ™ +D,(-ah-—=— 5 ——)e (142)

0= aCe“h+D(ah- ; )e““ (143)

-aAe™ + Bz(ah - )e‘”“ -aCe™ +D (ah+ 5 )e " = n[-aC,e”™ +

K +1

D, (ah+=-—)e™"] (144)

Denklemlerde gegen p, () pang ile iist tabaka arasindaki degme gerilmesini p,(a)ise

tabakalar arasindaki degme gerilmesini ifade eder. Bunlar agagidaki gibi tanimlanabilir.

p ()= _2LG‘1‘Z p,(t,) cos(at,)dt, (145)
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1
2G,

b
p,(a)=— .[ P, () cos(at,)dt, (146)

(135-144) denklemleri ¢oziilerek A;, Bi, C;, Dj katsayilar1 elde edilmis ve asagidaki gibi

verilmistir. Burada i=1, 2 ve j=1,2,3 degerlerini alir.

A=A Dl(a)z%pz(a) (147)

A, = L+ x) {7 ™)k, +m) +e* M (<14 m)(-x, + x,m) -2 L1+ m)(1+x,m)
(1+4a’hd) + (x, +m)(x;m- &)} + (e (1+ 7™ ))(x, + m)(2ah, (-1+ m)(-2ah,
+(-1+x)) + (-5 (&M +x,) - 26M(x, - 1)+ €22 (1- 1)1+ &7 - 26,M°) +
8a’hh2(-1+m?) Qah, - (-1+«,)) + 4xm(1- k,) +8a’hh, - 2a(-1+ x)h, (1+x,)
(1+1,)M+ (5, +M)> +(M-1)>)(4a’h? - 2a(-1+ x)h) + 4a’h*h3((x, -1)

(k;m* -1) +4mx 1)} (148)

A, =(1+x,)m {e_ahl e (-, K, H2a(-1+m)(2ah;h,-h,-h, K, )he e ((-1+m)

(1+2a(h,+ h,x, (1+20h, )+, (k, -k, m)+e ™ " (1-x, Kk, +2a((1+k,m)h, +

h, (i, m)))+ e (&, + m)(-1-2arhk ) + (1- 2, )k, (km+1)} (149)
B, = Bllpl(a)ZBu P, (@) (150)

B, =&*" (e™" +1)(-(1+2ah)(-1+m)(x, + M) +e™*™ (-1+m)(x, - k;m) - e*H "
(, +m) (1+&,m) +e*" 2" ((-1+m) (1+x,m) (1+4a’h))+(ic,+m)
(kM=) )+e>" 2" (4¢’h] (-1+m?)(1+2ah,) + 2a(h,(1+ &, )(1 + &, )m) +

((k, +m)*+(m-1)*) (1+2ah,)) (151)

B, =-(1+x,)m{-e" ™ (1-2ah, )(-1+ m) + & ™ (i, + M) + & "™ (-1, + KM -

2ah (=1+m) (1+20h,))+e " ((1+x,m)(-1+2¢h, )+20h, (k,+m)}  (152)
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C = C“pl(a)+C12 pz(a)
=

. (153)

C,, = 1+ &) {(x, + M)+ -1+ m)(-x, + &,m)-e>*" (-1+m)(1+x,m)
(1+4a’h)) + (x, + M) (kM- &)} + (&M (1+e7*™))(x, +m)(-2ah, (-1+m)(2ah,
+-1+x)) + (1- %) (M + & ,) - 26, M(xc, — 1)+ 2" ((1- )1 + &5 - 26,m%) +
8a’hh (-1+m*) Qah +(-1+x,)) +4xcm(1-x,) +8a’hh, + 2a(-1+ & )h, (1+x,)
(1+ )M+ ((k, +m)* +(m-1)")(da’h’ +2a(-1+x)h) + 4a’h’h} (%, -1)

(;m* -1) +4mx,) (154)

Cp, = (1+1,)M{e™ ™™ (i, - &, + 2a(-1+ m)(-2ahh, - h - h,x) +€“" 3 (-14+m)
(-1+2a(h, + hi, (1-2ah,) + &, (-, + ;M) +e” "™ 1+ &, + 20((1+ &;M)h,

+ h(x, + M)+ €™ (x, + m)(1-2ah k) + (1+ 2ah, )k, (km - 1)} (155)

D = D11p1(a)+ D12 pz(a)
| =

. (156)

D,, =™ (e™" + 1)(-(1+2ah)(-1+m)(x, + m)) +e™*"™ (-1 + m)(-x, + k,M) + (K, + M)
1+xm) + e ((-1+m) (1+ KM)(-1-4a’h)) +(xc, + M) (kM +x,) )+
e M2 (4o’ (-1+m)* (1+2ach)) +2ah, (1+ &) (1+ &, )M+ ((x, +m)* +

(Mm-1)%) (-1+2ah)) (157)
D,, = (1+&,)m{-e™* ™ (1+ 2ah, )(-1+ m) - e "™ (i, + M)+ "™ (x, - m +
2ah (-1+m) (-1+2ah,)) +e " (1+ xm)(1+2ah,) + 2ah (x, + M)} (158)

A2 — AZI pl (a)ZAQZ pz(a)

(159)

A, =(1+x)(E"" 2ah (-1+ m)(-1+ &, - 2ah) + (-&, + &, )m) + >3
((-1+x1)M+ 2ah (-1+ &, +m(1-x,)) + €™ -1+ &5 +m - x,x,M +

2a(h (-1+x,)(-1+m)+ (h +h)(k -k, )m+4a’h,(-1+m)((-2ah, +1)(h, +h,) +
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(hk,)) + et (2a((h +h) Qa(h +h)(A+xm)-(-1+xx,m))+

(-1+x, +m(1-x,)) (4a’(h, +h)h -2ahx, + (1- &3+ (k, —x,)M) (160)

A, =e ™2 (16 h’h (-1+m)* -e*" -1+ &, )(-1+M)(-xm+ &, ) + (-1 +&,)
(, +m)(1+x,m) - 8a’h? (-1+m)(e**" "™ (-h -h,x, )(-1+m) +e”*" )+
(h +h)(xc, +m) @1+ ™) (k7 +xm’(1-x,) + &, (1+2(-1+x,)m) +
e M (k7 (-2- (-1+ &) M(x, -1)7 + (1+ &7 )M(1+ &,m) + 25, 7" (14 &7 )M +
(1-1,) +2K7 - ,(2+4(-1+x)M)) -2 (€™ (1+e7™) (-h, -h,x, )(-1+m)
(h+h) &, +myT+xm)  (+e*™ (h +h)(-x, +xm)-e>" (h +h)(-1+x,)
(1c,-Dm+ 25, -m>(1+&7) + (h +h,)(-x, +x,m) -2 (h +h,)(-1+&,)(x, -)m +
21, -m*(1+ 7)) + €M% (((h + h) i, 2+ 2(-1+ & )M+ (1+ &7)m*) +
h (-1+5,)(2-B+x,(-1+x,) + )M+ (1+ x7)m* )+ 4a’h, (>“"h,
(141, -1+ m)(x, +m)+e* M 2™h 1+ x,)(1+x,m)+ (€7°“=h, (-1+m)
(1+x,m) +2" 2™ (_(h +h,)(2-B+x,(-1+ &) +&,)M+h (2 + K, -4m+
Q+xH)M” - &, (1+2(-1+ k)M +m,)))) (161)

B. — B, p,(a)+B,,p,(«)
2 A

(162)

B, =(1+x,) {e‘““' P 1+ 2ah)(-14+ M)+ €7 (o - em - 2ah, (-1+m)(1 - 2ah, ) +

e (14 m) - e ™ (i, + m)(1+2ah)) + 2ah, (1+ x;m)} (163)

B,, =" (-1+m)(x, - &;m) +e>“"™ (e**™ +1)(1+ 2ah, )(-1+m)(1+x,m) (x, +m)
(1+x,m)-e>" 4’ (-1+m)(x, + M)+ (-1+ &, )M(1 - &, ) + 22"

Q2+4a’h (-1+m)’ +(1+2ah,) + 2(-1+ &, )m+(1+x7)m* +2a((h, + h,)(2 +

2(-1+x)M+(1+&7)M*-h (2-B+x,)(-1+x,) +&,)M

+(1+x7)m?)) (164)
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C,= Cyp(a)+Cppy (@) (165)
A

C,y =-(1+ 1) {€7 ™ (2ah (-1+ M)(-1+ K, + 2ah) + (&, - K, )m) + "
((1-x,5)M+ 2ah (-1+ &, +m(1-&,)) + € " (1- &7 -m+ &, x,m +
2a(h (-1+ ,)(-1+m) + (h + h))(x, - &, )M-4a*h, (-1+m)((2ech, + 1)(h, +h,) +
(h(1+x,) +h))+e>3™ 2a(h, +h,)(2a(h, +h)(1+x,m) -(-1+ x,x,m)) +
(-1+x, +m(1- &) (2ahk, - 4o’ (h + h)h -1+ x5 -m(x, - &, )} (166)
C,, =€ (16a*h’h (-1+m)* -e™™ (-1+ &, )(-1+ M)(-x;M + &, ) + M *"
(-1+x,) (x5, + M)(1+x,;m) - 8a’h? (-1+m)(e”*" 2" (-h,-h, i, )(-1+m)+e >
(h,+h,)(ic,+m) )+ (2™ (1+e*™) (-x7 + kM (1- ) + &, (1 + 2(- 1+ &,)m) +

&M (k7 (2 (-1+ &) Mk, -1)* + (1+&7)M(1 + x,m) + 2, €722 (1 + &7 )m’

+(1-x,) + 2K - K, (2+4(-1+k,)m))-2a(e”™ (1+e**™) (-h,-h, K, )(-1+m) +
e ™M (h +h,) (&, + m)(1+&m)+e*™ (h +h,)(-x, + &m)(-1+m)

+e7 M (h +h)(-1+x,) (K, -)M+ 2k, -m*(1+&7)) + €™ («(h + h))x,
Q+2(-1+x)M+ 1+ x)M*) + h (-1+5,)(2 -G+ K, (-1+5,) + &,)M+ (1+&])
m> ))+4a’h, (€70 ((-14%,) (-1+m)(x, + m)-e**" 2 (-1+m)(1 + x;m)-

(€, (1 ML+ M)+ 7N ((hy +1)(2- (B4 (14 1,) + 1M+

h(2+x; -4m+(2+x7)M* - &, (1+2(-1+ &, )M+m,)))) (167)
D, = D,, pl(a)ZDzz P, (@) (168)

D,, = (1+&,)(-€”™ ™ (-1+ 2ah, )(-1+m) + " (x, - kxm + 2ah, (-1 + m)(1+ 2ah)))

+e M (14 m) +e M (i, + m)(-14 2ah) + 2ah, (1+ M) (169)

D22 — e-4ah2 (_1 + m)(-K'2 + Klm) + e4ah| -4ah, (Kz + m)(l + Klm)+e—2ahl-2ah2
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(2+4a’h} (-1+m)* +(1+2ah,) + 2(-1+ & )m+(1+ &7 )m* +2a((h, + h,)
Q+2(-1+x)M+1+x)M*-h (2-B+x)(-1+x,) + &, )M+(1+x})

m? N+ g 2ah-4ah, 4052h12 -1+ m)(x, +m)+ (-1+x,)m(1-x,)- g2ah: (eAahl +1)

((1+2ah)(-1+m)(1+x,m) (170)

C,, = —L(—1+2a’h+K3)p2(05) (171)
2a

D, = p,(@) (172)

olarak tanimlanmislardir.
Ifadelerde gecen delta ise

A = (1, + m)(1+mac ) (€™ £ 1) + (-1+m)(-x, + i, )(e™*" +e*™) +g2"
(1+e* ™)1+ &7 -m+ m(i, +K, -k, K, -2Kk,m)-4a’h> (-1+m)(1+mx, )+
e (1+e7™) (x, (-2 +4a’h (-1+m) +m(1-k,))+m(-1+, +4a’h? (-1+m)+
m(1+1}))- 2e" 2" (1413 + 8a*h’h) (-1+m)* - m(1-x, -k, -k, x, )+ m* (1+k; )
+20° ((h,+h,)* 2+2(-1+k, )m+ (1+x7)m*) -2h, (h, +h,) (2-(3+k, (-1+i, )+, )m+

(141 )m?)+h? (3+K3-6m- 2mK, i, +(3+K; )m?*))))n (173)
esitligi ile verilmektedir.

2.1.5. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Pang ile iist tabaka arasindaki ve alt tabaka ile yarim diizlem arasindaki bilinmeyen
degme gerilme yayilisini elde edebilmek icin (131) ve (132) numarali siir sartindan
faydalanilacaktir. Katsayilar1 ve katsayilara bagli olan gerilme degerlerini bulmak i¢i bu

ifadelerde gecen p,ve p,degme gerilmeleri bulunmalidir. Bu gerilme degerleri (131) ve
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(132) ile verilen sinir sartlar1 kullanilarak elde edilerek iki integral denklemin ¢6ziimii ile

bulunabilir.

2.1.5.1 Birinci Integral Denklem

Birinci integral denklemin bulunmasi i¢in (131) numarali sinir sart1 kullanilacaktir.

Bu ifadenin birinci tiirevi alinirsa

v, (%,y) _ oF(X)

174
OX OX (174)
[fadesi elde edilir. Bu ifade gerekli katsayilar cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.
w - EJ.{[aAl +(k+ay)B e +[-C,+(x, -ay)D, Je™ Jsin(ax)da (175)
X T

0

Burada A; B; C;, D, katsayilarinda bulunan P,(a) ve P,(«) p,(t,) ve p,(t,) cinsinden

yazilip diizenlendiginde denklem,

8v(x y) 1

T t)dtM(xt)+ j (t,)dt,M, (x, t,) (176)

1 2

ile ifade edilir. Bu denklemde;

M, (xt) = T%{{%An +(x, +OKY)Blli|e_ay +

{% C, +(x,—ay)D, } e } sin(aX)cos(at,)da (177)

M2(X9tl) = T%{[%AIZ +(Kl +ay)Bl2:|e_05y +

[% C,+(x,—ay)D, } e } sin(ax)cos(at))da (178)
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olarak verilmektedir.

y— 0 limitine geg¢ildiginde (177) nolu denklemde yer alan M,(x, t;) integralinin
cekirdeginin yakinsamasi bozulmaktadir. o nin biiyilkk degerlerinde integrallerin
¢ekirdegini olusturan fonksiyon sifira yaklasmamaktadir. Cekirdegin i¢inde yakinsamay1

bozan terimler asagidaki gibi elde edilebilir.

J[l;’(l -ay} e sin(ax)cos(at,)da (179)
0

Yakinsamay1 bozan bu terim c¢ekirdegin igerisinden ¢ikarilip ayri1 olarak kapali
integrali alindiktan sonra limit islemine ge¢ilir ve degeri (176) denklemine eklenir ve bu

sekilde cekirdeklerin yakinsamasi saglanir. Bu islemden sonra (176) nolu ifade asagidaki

sekli alir.
a b
a"(xy) ! j )AM (1) —— j (t)dtM, (X, £,)+
0 0

I+x,

é lim,_, j p, (t,)dt, J{ - Oty:le_ay sin(ax)cos(at,)da (180)

(176) ifadesinden singiiler terim gikarildiginda yeni degeri M, asagidaki gibi yazilabilir.

Ml*(x7t1) = T(i{[%p‘n + (K, +a3/)811}e_ay +

[%C“ +(; _ay)Dn} } T{H—K-ay}e'“stin(ax)cos(atl)da (181)

integral doniisiim tablolar1 kullanilarak (179) ifadesinin kapali integrali asagidaki gibi

bulunur.
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1+K1|: t, +X i t - X } (182)
2 ('y)2 + (tl + Xl)2 (‘y)2 + (tl - Xl)2

(181) bagitisinda y — 0 limitine gecilip (180) bagintisinda yerine konur ve x yerine x;

yazilirsa (131) nolu sinir sart1 asagidaki sekli alir. Yeni durumda ¢ekirdekler K, (xy, t;) ve
K5 (x1, tp) olarak ifade edilirler.

a 1 1 b
I pl(tl)dt{ -—+2K1(xl,tl)}dt1 +2j p,(4L)K,(x t,)dt, = (183)
0 0

t+X t-X

1 1 1 1

OF (X)
X

Yukaridaki denklemde yeralan K, (x,t,) ve K,(X,t,) ¢ekirdekleri;

K, (X,t,) = 1: j i(Hkl) {-dah (-1+m)(x, +m) e*"[e**™ + 1]+ (1 + x,m)

K%
(1, +m) (1+e™*M M )b L1+ m)(-x, +mx, )™ -e*™) +((-1+m)
(1+ x,m)(4a’h; +1)+(k, - K;M)(k, +m)) (7" -g**h2")

+(dah (4a’hh, (-1+ m)* +(1+ x,)(1+ x,)M) + 4ah, ((, + M)’ +

(1-m)*)) (e ™) [1+x, ]} sin(aX, ) cos(at,)da (184)
K, (x,t )—LT& e MM (i) 1+ x,)m {e " (+1+x, +(-2a(h -h) +
2 1’2_1+K10G2A 1 2 2 1 2

4a’hh,) -m(1+x,) €™ (-1-«, -2a(-1+m) ((h -h,)+2ahh) +
m(1+x,)) ™ ((1+x,m)(-1+2ah,) +(x, +m) (-1+2ah,)) +e> ™)

((I+km)(1+2ah,) +(x, + m)(1+2ah)))} sin(aX,)cos(at,)da (185)

seklinde ifade edilirler. p;(t;) ve pa (t2) degme gerilme fonksiyonlarinin p;(t;)=pi(-t;) ve
p2(t2)=pa(-t2) seklinde ¢ift fonksiyon olduklar1 géz 6niinde tutulursa,

12 1
~ pl(tl){—+ Kl(xl,tl)}dtﬁ
T tl'Xl
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LG {0 Kt = f(x ash=a 186
;G_z_b pz(z)[ 2( 19 2)] 2 = ( 1) -b<t2<b ( )
seklinde elde edilir.

Integral denklemin say1sal ¢oziimii igin degisken déniisiimii ve boyutsuzlastirma yapilmis

ve asagidaki boyutsuz biiytikliikler tantmlanmigtir

ty=as;, t,=Dbsy, Xi=a Wi, X>=b w, (187)
_pi(s) _P,(sy)

S, )=—= S, )=——=~ 188

g(s) P/h, g(s,) P/h, (188)

Yukaridaki bu boyutsuz biiyiikliikler (186) nolu integral denklemde yerlerine yazilirsa

] 1 a . b | . f(s)
S| ——+—K ' (w,s) [ds, +— | gs,K, (w,s,)]ds, = —L 189
J;g l|:(SI_W1)+hl I(Wl 1):| 1+hlj[g ’ Z(Wl 2)] ’ P/hl ( )
[fadesi elde edilir. Denge sart1 ise;
a 1
—Ja(s)ds; =1 ~l<s <1 (190)
1 -1

olarak ifade edilebilir.

Yukaridaki denklemlerde g(s,) veg(s, ) sirasiyla pang ve temas ettigi tabaka

arasindaki ve iki tabaka arasindaki yiizeylerde meydana gelen boyutsuz degme

gerilmeleridir.
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2.1.5.2 ikinci Integral Denklem

Elastik yarim diizlem ve alttaki ikinci tabaka arasinda (132) nolu sinir sartinin

kullanilmastyla ikinci bir integral denklem asagidaki gibi elde edilebilir.

o0

;[VZ(X, Y)=Vi(X, Y)] == -EI{[OCA2 +(x, +ay)B,1e ™ +
X b

0
[-aC, +(k, -ay)D,1e“ "™} sin(ax)da
-EJ. [ - aC, + (K, -ay)D, e ™} sin(ax)da=0  (191)
r

0

seklini alir. Bu ifade de yer alan katsayilarinda bulunan p,(«) ve p,(a)

p,(t,) ve p,(t,) cinsinden yazilip diizenlendiginde

[ PO, )T+ [ PGV () + Y506, )], =0 (192)

halini alir. Burada

1)1 alh+
Y (X,,t) = JZ{ EAZI +(x, +ay)le}e 9 4
0 L
—%Czl +D,,(x, —ay)}e"‘(""”} sin(aX)cos(at,)da (193)
L1 -a(h+y)
\(z(xz,tz)zjZ S An+ (6 +ay)By, +
0 L
-%sz +D,, (k, -ay)} e'“('h'”} sin(ax)cos(at,)da (194)

Y, (X,,t) = Ii{{%cw +(x; -ay) D32}}e'“('h'y) sin(aX)cos(at,)da (195)
0
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olarak verilmistir.

y — —hlimitine ge¢ildiginde (193) ve (194) nolu denklemlerde yer alan Y, (X,,t,) ve
Y,(X,,t,) integrallerinin ¢ekirdeklerinin yakinsamasi bozulmaktadir. Yani o nimn biiylik

degerlerinde integrallerin c¢ekirdegini olusturan fonksiyon sifira yaklagsmamaktadir.

Cekirdeklerin i¢inde yakinsamay1 bozan bu singiiler terimler asagida gosterilmistir.

S ey 8

{1 +2K2 +a(h+ y)}e'“(h”) sin(ax) cos(at,)da (196)

[14—1(‘3
2n

Singtiler terimleri veren (196) ve (197) ifadeleri (192) denkleminde bulunan sirasiyla Y,

“ Y sin(ax)cos(at,)da (197)

S 8

Y;ifadelerinden ¢ikarilip diger taraftan kapali integralleri alinarak ayni denkleme eklenirse

a a
PAACS YRRV j 0, Jdt +——

1

b
j )Y, +Y, dt, -

2

1

7G,

lim, J'[l +2K2 +a(h+ y)}e'“(h”) sin(ax)cos(at,)da +

0

:; [1;: (hm} e“™ sin(ax)cos(at,)dar  (198)
T3 %

ifadesi elde edilir. Burada Y, (X,,t,) ve Y, (X,t,)swrastyla asagidaki gibi
tanimlanmislardir.

. HESIR! 1 e
Y, (X.1,)= I[X{ EA22+(1<2+05y)B22 e ") 4
0 L .

! 7 aChy) 1+ K, .
-ECZZ +D,,(x,-ay) |e + sin(ax)cos(at,)da (199)

1+ x

Y, (x,t,)= I{ { C,, +(x;-ay) D32} -ah-y) _—n3} sin(aX)cos(at,)da (200)
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Integral déniisiim tablolar1 kullamlarak (196) ve (197) ifadelerinin kapali integrali
asagidaki gibi verilmektedir.

11+x, i t, +X, i t,-X, 201)
2 2 [(h+y)+G+x%)" (h+y) +(t,-%)
1l+x, | t,+X, ) t,-X, 202)
2 2 [Ch-y)Y+ (%) (h-y) +(t-%)’

(199) ve (200) denklemlerinde y — —h limitine ge¢ilip (198) denkleminde yerine yazilirsa

ve gerekli ara igslemler yapilirsa 132 nolu siir sart1 asagidaki sekli alir.

v 06) v ] =2] PR (0t et +
X 0

jpz(tz)[2K4(xpt2)+{ L1 }]dtzzo (203)
0 tz X, tz'xz

Bu ifade de gegen K, (X,,t,) ve K,(X,,t,) degerleri sirastyla

1 n
An(l+x,)+1+x,

m {e """ (14 )1+ &,) (€™ (1+x,

K.t =1

+2a(-1+m) (h -h, +2ahh,)-m(1+x,)) +e*" (-1-x, + m(1+x,) +
20(=1+m) (h -h, -2ahh,)) +e*" ((x, + m)(1-2ah)

+(1+ x,m)(1-2ah,) )-e** ™ (1 + x,m)(1+ 2ah,) )}

+(x, + m)(1+ 2ah,) sin(ax) cos(at, )da (204)

K n 1
(— e—40:h|—4ozh2 1+ x 16a3h2h 1+ m2 e20:h|+20:h2 +
J;n(1+zc2)+1+zc3\A{ (1 1,) (16N, -1+ m*)( )

K,(X,,t) =

4a’h’ (-1+m)(x, + m)(-1+e**™)e*™ +-1+e* ), (1+(e*" +e*™)
(-1+m)+ £m+e” M%) (14 g m)) - m(x;, (-1+m)Ee*™ -e*™) +
-1+ g m)+(-1+ &, +m(1+&7))e” " (1-e*™) +

4™ (€*"h, (1+ &) (1+ 1, )m+h, (1+e**™)(-1+m) +(1+ x,m)
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&M (2+2m(-1+ &)+ m(1+&7)) }+
(1+x,))]sin(aX)cos(at,)da (205)
olarak verilmislerdir.

pi(t1) ve p2 (t2) degme gerilme fonksiyonlarinin pi(t;)=pi(-t;) ve pa(t2)=p2(-t2) seklinde ¢ift
fonksiyon olduklar1 goz oniinde tutulursa (209) integral denklemi (212) denklemi haline
gelir.

a b
1 B -a<t,<a
£ pl (tl)K3dt1 +_Jk.) pz (tz)[K4 +R]dt2 =0 {-b<t2<b (206)

Integral denklemin say1sal ¢6ziimii i¢in bu denklemde a=z/h, degisken doniisiimii yapilir

(187-188) ifadeleri kullanilirsa (206) denklemi asagidaki halini alir.

1 1
a . 1 b . . -1<s, <1
—1gs,K, (aw ,as,)ds, + | gs,[—+—K, (aw,,as,]ds, =0 ! 207
hlf[gl 3( 1 1) 1 J;g 2[32-W2 h1 4( 2 2] 2 {_1<32<1( )

Denge sarti ise,

1
D [g(s,)ds, =1 (208)
hl -1
sekline gelir.

g(s==x1)=0 oldugundan integral denkleminin indisi (-1) olacaktir (Erdogan ve digerleri,

1973).
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2.1.6. Integral Denklem Sisteminin Coziimii
Integral denklemin say1sal ¢oziimii asagidaki gibi aranabilir.
2(s)=G(sr)(1-s")'" (-1<sr<1) (209)
Burada G(syi) (-1<s:<1) kapal1 araliginda sinirlidir.
(-1) indis i¢in Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullanilirsa ve birinci ve

ikinci integral denklemler beraber g6z oniine alinirsa iki tane integral denklemden olusan

denklem takimi asagidaki gibi yazilabilir

1~ Wi 1

ZN:(I'SZH)|: 1 +hiK*1(W|,S|)}G(Sn)+
1 Sy

h_Z(l-SZI)K (WIJ’SZI)G(SZl)_ (/h )_f (W;) (210)

1 i=1 p]

+£KZ(W2j’SZi G(s,)=0 (211)
SuWy  hy

—Z(l K (W,5,)G(5,, Z(l-s \ {

Burada denge denklemleri de

—Z(l 51.)G(Sl.)—— 212)

1|1

23 (1565, 20 @13)

1 i=1

Bu ifadelerde;

in .
S =cos(—— =1,....N 214
ameos( ) (214)
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2j-1 .
wrj=cos{n( 2;&)} =1, N+l (215)

Integral denklem sistemi matris formunda yazilirsa

Ll | e, | e |
_|:KS3ij]nxn [KS41J]NXN _onxoN _[G(SZi)]NXI_zNXI [O]le 2Nxl1
) 1 a
KS,;=(1-s;) [ +—K (W8] (217)
Wy hy
b 2 %
KSZij:h_(l_SZi) K, (W;,85) (218)
1
a 2 *
KS}ij:h_(l_Sli) K3 (sz,Sli) (219)
1

+3Ki(w2,s2>] (220)

2i "W 1

KS,;=(1- S|

Burada bilinmeyenler G(s,;) ve G(s,) degerleridir. Bu bilinmeyenler var olan
denklemler yardimi ile bulunabilir.
Denklemlerde gegen tabaka yiikseklikleri, malzeme sabitleri, pang yaricapi, ve dis
tekil yiik sirastyla hy, hy x,, x,, &5, G|, G,, G5, R, P seklinde gosterilebilirler.
f'(w) ise pangin geometrik sekline baglidir ve asagidaki gibi ifade edilir.
N-+1 f(w)))

f*(wlj):TW (221)
1
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Yukarida bahsedilen integral denklemlerde gecen a ve b biiyiikliikkleri degme
uzunluklar1 olup yiik, malzeme 6zellikleri ve problemin geometrisine gore degisecektir. Bu
biiytlikliiklere baslangicta tahmini bir deger verilerek, bu degerlerin denge sartlarini
saglaylp saglamadiklarina bakilir. Saglatilana kadar iterasyona devam edilip, saglayan

degerler gergek gerilme yayiliglarini verirler.

2.2. Panc Profili

Dairesel pang durumunda pangin sekil fonksiyonu
F(xl)zé—[(Rz—xj)m —R} (222)

olmaktadir. Burada R dairesel pangin yarigapi, o ise bir sabit olup pangin altinda tabakada

meydana gelen en biiyiik yer degistirmedir.

oF(X)_ X
OX (R*—x)"?

fix,)= (223)

f(x,) pancin sekil fonksiyonun tiirevini ifade etmektedir.

2.3. Gerilmelerin Bulunmasi

Dairesel rijit pang vasitasi ile sisteme uygulanan 2P siddetindeki tekil yiik etkisinden

meydana gelecek olan o, ve o, gerilme bilesenleri gerilmenin maksimum olacagi y

simetri ekseni boyunca (x=0), 7, gerilmesi ise yine bu eksenin ¢ok yakininda

incelenmistir. Katsayilarinin degerleri gerilme ifadelerinde yerine konuldugunda, gerilme

¢ekirdeklerinde y — 0 ve y — —h i¢in yakinsamay1 bozan terimler meydana gelir.
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Yy — 0 durumunda singiiler terimler

Oys = —%J. P (t,)dt, I[l +ayle P [cosa(t, + X)+cosa(t, — X)|da (224)
0 0
1 a 0
o, (%y) = —;I P, (tl)dtlj[l —ayle “cosa(t, +X)+cosa(t, —x)da (225)
0 0

Tys (X Y) = A [R(t)dt, [[1-ayle ™ [cosa(t, +X) +cosa(t, —)]da  (226)
T 0 0
y — —h durumunda singiiler terimler

b o0
O, = 1 [P(t)dt, [[1+ayle ™ [cos at, +X) +cos a(t, - X)]dex (227)
7 0 0
1 7
0y (6 Y) == — [P.(t)dt, [[1-ayle ™ [cos a(t, +X) +cosa(t, - )lda (228)
0 0
15 7
T 0 Y) = —— j P,(t,)dt, j [1-ayle™“P[cosa(t, + X)+cosa(t, — X)|da (229)
0 0

Yukaridaki gibi ifade edilmis olan singiiler terimlerin kapali integralleri integral doniisiim

tablolar1 yardimu ile agagidaki gibi bulunur.

(230)
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1 1

y'k_2y3 2 2P T2 2 PP
[[y 4+ [ [V %7 ] ]

B DU . O )&
! [y2+(t1+x)2:| [yz_’_(tl_x)z}
y —-h
O, = ) (h + y)(tz + X)2 + (h + y)(tz — X)2
I G e (S I G R O R (TS
- (h+y)’ N (h+y)’
T [y ] [yt -07] |
— (h + y)z(tz +X) _ (h + y)z(tz —X)
Xy, K

[y + @+ ] [y +E—%*]

(231)

(232)

(233)

(234)

(235)

Singiiler terimlerin gerilme ifadelerinden ¢ikartilip yerlerine kapali terimlerinin

eklenmesiyle gerilme bilesenleri asagidaki gibi elde edilir.
0:1 (X: y) = O-xl (X: y) - O-xls (X9 y) + O-xlk (X9 y)
0;1 (X7 y) = O-yl (X7 y) - Gyls (X’ y) + O-ylk (X’ y)

T:yl (XJ y) = 7'-xyl (X, y) - z-xyls(x’ y) + z-xylk (X’ y)

(236)

(237)

(238)
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2.4. Catlak Problemi

2.4.1. Catlakh Yapisik Tabaka Probleminin Tanim

Bu kisimda elastik yarim diizlem {izerine oturan alt tabakasinda y simetri ekseni
izerinde diisey bir catlagi olan yapisik iki tabakanin i¢ ¢atlak problemi Elastisite teorisine

gore incelenmektedir.

Sekil 3. Elastik yarim diizlem iizerine oturan ve alt tabakasinda ¢atlak bulunan
cift tabaka

Catlak olan durumun ¢6zlimii i¢in catlak yiizeyine daha once catlaksiz ¢ozliimden
elde edilen gerilmelerle ayni siddet ve aymi dogrultuda gerilmelerin zit yonde
yiiklenmesinden meydana gelecek etkiler gdz Oniine alinmis ve c¢atlak uclarinda gerilme
siddet faktorleri incelenmistir. Catlak sirasiyla i¢ ve kanar catlak oldugu durumlar igin

incelenerek gerekli hesaplamalar yapilmis ve grafikler elde edilmistir.



58

2.4.2. Kullanilacak Denklemler

Catlakli ve catlaksiz tabakalar i¢in gerilme ve yer degistirme ifadeleri ayr1 ayri
yazilacaktir. Sadece 2. tabaka catlak ihtiva etmekte olup 1. tabaka ve elastik yarim
diizlemde catlak bulunmamaktadir.

I Nolu tabaka i¢in

u; (x,y) =%]2{[A1* +Bl*y]e_“y +[Cl* +D1*y] e“y}sin(ax)da (239)

0

0

vl*(x, y)= %J.{Al* + Bl*(%+ y)} e+ [_Cl* +D1*(%_y)} ew}sin(ax)da (240)

} “ } cos(ax)da (241)

l 2%
X,y)=— aA +B
2G1 \*l( y 7['([{|: (

[a(C +D/y

2% PR N
2G yl(xy _;I{ {0{(1‘1 +Bly)+( : )Bl:|e T+
0

{a(C +D; } “ }cos(ax)da (242)

1 _2w * * Kl_l * -ay
Tqrxyl(x,y)_;_([{{aul+Bly)+( : )Bl}e +

[a(c;‘ +Dy)- (KIT_I)DI* } e } sin(ax)da (243)
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II Nolu tabaka i¢in

o0

u, (x,y) = %J.{[Az + B;y] e+ [Cz + D;y} e‘”} sin(ax)da

0

£w¢5_ K, +1 £
7,! s (3 +Ex)e T cos(Ep)déE

0

Vi (x, ) = %j{Ag +B (% + y)} e+ {—c;‘ +D: (% - y)} e } sin(ax)da

0

j [OEL ces cose i

o2 ]| [oas mig R e

0

2G,

a(C, +D2y)+( ¥ D, } “y}cos(ax)da

-2 [HE1+ £ cos(p)ds

K, +1 e
B, ™ +
s

)D } “y}cos(ax)da

27 [ e e
3G, On 0 | {— (A B, y)H(

0

(1(C +D2y)+(

—%jgb@)(l—éx)efx cos(En)dé

o0

ﬁ T (Xy)= % _(‘). { [a(A +B2y)+(

)B }e 4+

[a(C +D2y)

} » } sin(ax)da

-2 [ xp@e * sin(éy)as

(244)

(245)

(246)

(247)

(248)
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IIT Nolu yarim diizlem i¢in

L o, (x,y)= 2 j {-a(C; +D]y)+ (3 5p; } e cos(ax)da (249)
2G, Ty 2
. = [ R . K+l |,
L%(x,y)zéj -a(C; + D, y)+ (= )DJe Y cos(ax)da (250)
2G, Ty L 2
—7 . (x )—ET_a(C* +Dy)-(5 _1)D* e” sin(ax)da (251)
2G, w3\ XY 73| 3 3V 5 3

Yukaridaki ifadelerde gecen ¢(&), Al.* , Bl.* , C; , D; , (1=1,2, j=1,2,3) bilinmeyen

fonksiyonlar1 ¢atlakli bilesik tabaka ve elastik yarim diizleme ait sinir sartlar1 saglatilarak

elde edilecektir.

2.4.3. Catlak Problemi Simir Sartlar:

u(x,y) ve v(x,y) yer degistirmeleri o, ,0,,7,, ise gerilmeleri gbstermek tzere

probleme ait sinir sartlar1 asagidaki gibi yazilabilir.

o, (x,h)=0 0<x<w (252)
7, (x,h)=0 0<x<oo (253)
o, (x,h)=0, (x,h,) 0<x<o (254)
r, (h)=1, (x,h) 0<x<ow (255)

u,(x,hy) =u,(x,h,) 0<x<o (256)
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v,(x,h,)=v,(x,h,) 0<x<ow (257)
o, (x,00=0 0<x<oo (258)
7,,(x,0)=0 0<x<o (259)
o,(x,0)=0 0<x<ow (260)
7, (x,0)=0 0<x<oo (261)
0,(0,9)=-0,,(0,) c<y<d (262)
u,(0,y)=0 y<ec, d<y (263)

seklinde yazilabilir. Yukarida yazilan o,(0,y) ifadesi 2 nolu tabakaya ait catlaksiz

¢oziimden elde edilen gerilme degerleri olup ¢ ve d sirastyla diisey ¢atlagin baslangic ve

bitis noktalarini gostermektedir. u, (0, y) =0 ifadesiyle belirtilen karisik sinir sart1 yerine;

0 ; 0<yZe, d<y<h
ou,(0,y) dy=0= yee y=h (264)
oy G(y) ; c<y<d
olarak yazilabilir. Burada u,(0, ) yer degistirme bilesenin tek degerli olmasi i¢in
d

. oy

olmalidir.
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2.4.4. Katsayllarinin Belirlenmesi

A; B;,C:,D; (=1, 2), (j=1,2,3) bilinmeyen katsayilarinin belirlenebilmesi icin
once 2 nolu tabakaya ait gerilme ve yer degistirme ifadelerinde gegen #(&)’ nin bulunmasi
gerekir. ¢(&)’ yi bulabilmek i¢in  0u,(0,y)/dy olusturulur ve bu ifade (262) ifadesine

uygulanirsa;

G(y)= —EJ. iSha (&)sin(Ey)dt c<y<d (266)
Ty 2

ifadesi elde edilir. Bu ifadede esitligin her iki tarafinin da ters Fourier doniisiimii alinirsa,

2
1+,

#(E) =— [Gsin(&nyar c<t<d (267)

olarak bulunmus olur.

#(&) ’nin belirlenmesinden sonra (239-251) denklemleri ile verilmis gerilme ve yer
degistirme ifadelerinin (252-261) denklemleri ile verilmis sinir sartlarinda yerlerine
yazilmasi ve ters Fourier doniistimlerinin alinmasiyla on bilinmeyenli on cebrik denklem

elde edilir. Bu cebrik denklem takimi asagida verilmistir.

1+x 1+x

—ad e —(ah+ > )Be™ ™" —aC| e —(ah— > YD, e“" =0 (268)
* _1 * * _1 *

—ade ™ —(ah+ Klz )VB'e ™ +aCle™ +(ah —K‘T)Dl e =0 (269)

—ad e —(ah + 5 B _ e e (ah, + K12+ Y prei+

maAe ™ +m(ah, +22 - I)B;e_”‘h2 +maCye™ +m(ah, — /c22+ l)D;e“h =

—m——HN, () (270)

K,
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K —1

€ _ % _ s K, _1 *
—ad'e ™ —(ah, + )Bje " +aCle™ +(ah, ————)Dje"" +
2

* _1 * * _1 *
maAle™ " +m(ah, +2—)Ble ™" —maC e —m(cth, - Kzz YDe" =
—m HN,(a) 271)
I+x,
A e " +B/ hze_“h2 +C e +D, hze“h2 -
Ay — B he ™" —C,e™" — D h,e™" = HN, () (272)
K,
Ae™ + (B n)Ble™ —Cle™ + (5L h)Dle™ -
a o
A* —ah, K2 * _—ah, * _ah, Kz * ahy, _
—A,e" —(—=+h,)B,e " + C,e""” —(—=—h,)D,e"" = - HN,(a) (273)
a o K,
* _oh 1+K2 * _oh * oh 1+K2 * oh 1
-ade " - B,e™ —aC,e” + D,e”" = HN () (274)
KZ
* _ah K2 _1 * _ah * ah K2 _1 * ah 1
—aAd,e " — B,e ™" +aC,e”” ————D,e"" = HN (o) (275)
2 2 K,
* 1 %
—aCle™ + %03 ¢ =0 (276)
* - 1 5
aCle — 5" ple™ =0 (277)

Yukaridaki denklem takiminin ¢oziimii ile 4, B[* ,C;,D; (1=1,2), =1, 2, 3) a ve t’'nin

fonksiyonu olarak bulunurlar. Bu katsayilar;
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A =8a’me " (=M (14 10, ) HN (=, + K,) = 2ahy (<14 1)(=1+m)) + HN,
(x,(1-2m) + &, = 2ah, (1+ x,)(—1+m)) — (HN, + HN,) (4a’h}
(14 m)|+e* " (1+ &, (k. K, + 2ah, (= 1+ K, + m— K;m))

(HN; — HN;) —=(HN, + HN()] +&**"**" [(x, — K,m) (HN, + HN,)
+(—K,k, + Kk m+ 2ah ik, (=1 +m))(HN1— HN2) + 2a’h, (—=1+m)
(HN, + HN,) + a((-x, + k,)HN, + (=x, — &, + 2x,;m) HN,)]+e**"
a+ Kz)[(—Kl +i, +m—im+ 2ah (-1+Kx,))HN, + (i, + &, +
m+ kim+2ah (1+ Kk, + 2,m))HN, + 40’ (b + hy) (h,(1+ x;m)+
h(x, +m))(HN, + HN,)+ 2ah,((-1+ x,)HN, + (1+ x,)HN,)
A+ xm)]+ ") [k,(1+ x;m) (HN, + HN,)— (k, +2ah,)
(«c, + m)(HN, — HN,) + 2a’h,(x, + m) (HN, + HN,) +a(HN,
(14 x500,) + (141 (1, +2m)) HN,)] +22) (1415 + 8l
(=1+m)+4a’h; (1 -k, —m+2x,m—r,m)— Lah, — k) (1+ K3 —
m+,m)—k,(—m+x,m))HN, + a(—((1+x,)(-1+x,) + 40{2}122
(=K, + 1)+ 8’} (—1+m)+2ah, (-2 + K, + kK, +2m))HN, +
(—1+x, + K, — ki, + 2ah, (2 + i, + Kk, —2m) + 4o’k (i, + i, —
2k,m) — dicm — 8a’ by (=1+m))HN,) +((1+ &)1+ x5) — 8’k
(—1+m)+4a’h; (1+x —m—i,m)+2ah,(1+ Kk, —m—2K,m+
Kk,(m—2x,m))HN,)]| - € (1+ &,)[(-1+ &, &, + 8’ hh,(h + hy)
(~1+m)+ 4a’h(h +h, + b)) (—1+m)+m—x'm— 2a(h(k, —K,)
-hy (=14 &, + m—mi))) HN, + (-1 - ki, — 8’ b h, (h, + h,)
(~1+m)+4a’h(h +h, — h)(—1+m)+m+xm—2a(h(x, +
K, —2im) — hy (=14 Kk, + m— k;m))) HN |+ €°“" [—x, (1—m)
(HN, + HN,) + x,(x, — k,;m)(HN, — HN,) + 40’ h (b + h,)(~=1+m)
(HN,— HN,)+ 2a’ (2h k,(=1+m)(HN, + HN,) — h,(HN, + HN,)

(k, —i;m)+ h (HN, (i, — &) + 2h, (HN, + HN, )i, (=1 + m) +
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HN,(—x, — i, + 2,m))) + a(1— ki, —m+ k;m)HN, + (=1 - KK, +
m+ i m)HN, + 2(h,(HN, — HN,)(x, — k;m) + h (i, (=1 + &,
(—1+m)) +K;m)HN, + (k,(1- ) — k,m(1- &,) HN))))]
+e*™ [-k, (1-kym)(HN, + HN,) + &, (x, + k,m)(HN, — HN,) +

4o’ (h + hy)(x, + m)(HN, — HN,) - 2’ (2h} (k, + m)(HN, + HN,)

-h,(HN, + HN,)(1+ xm)— h(HN,(1-xx,)—2h,(HN, + HN,)

(i, +m)+ HN,(1+ K, (x, +2m)))) + a(x, — k, —m+ Kk m)HN, +
(i, + i, + m+ k;m)HN, + 2(h,(HN, — HN,) )&, (1+ k,;m) + h ((x, —
Kk, — Kym+ K k,m)HN, + (K, + KK, + Kkm + K k,m)))) |+ e*“"
[(1605%}122(;,1 +h)(=1+m)+ (1+x)(~1-x; +m(1-x)(1-K,) -
8a’hy (B (1+ ic))m + h; (1+ xym) + hhy (1+ x5, + m(1 + &,))) —
20(h(1+ k)1 +5)+ h(1+ &5 +(1+x,+ k7)) m+ (1 - &, + K] )k, m))

-4a’ (B (1+ 1, —m+1m)+ hh, (1+ 1, —m+ 2im + ,m(1+ 2x,))
+I(1-m+x'm+x,(1+m+ K,m)HN, (-1—-x5 +x, (1+x5) +
16a* b1 (b + b)) (=1+m)+ m(1+ &)1 - k) -8’ h, (b’ (1+ Kk, )m +
B (1+ xm)+ by (1- x, + m(1+ ., +2x,))) — 4o () (1+ K3 —
m+w,m)+ hh(1+ x5 —m+r,m)— hy (1-m+xm— &, (=1+
m+x,m))) = 2a(=h,(1+x; +m(l+x,— k)= (=1+ &, +K&})

K,m) +h (=1- i3 +x,(1+ x5 —2m(1+K,)))) HN, —a(( 2a(h,(1+ &)
(-1+x,) +h (=2+x,(1+x, —2m)))— 16a b} (h + h, )(—1+m) +
(+x) (=&, + 2(=1+x,)m)+ 8a’h,(h} (1 + &,) + hh, (2 + K, + k)
+h (1+xm))— 4a’ (' (=1+ K, +2m) + hj (=K, + K, + m— K] m) —
hh, K, 1+x,)— 2(k, +m)))HN, +(1+x,)(1—x,)+

160 hhi (b +hy) (=1+m)+2(1+ &7 )ym+8a’ by (b} (1+ 1) + I 1, (2 +
K, (2m=1)+1,)+ k5 (1+xm))+ 4o’ (B} (=1 + K, +2m) + b

(=, + K, + m—i;m)— hh, (x,(1+x,) — 2(x, + m) + b (ic,(1+ x,m)
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+x, +m))+20(h, 2+ x, 1+ K, +2m))+ h(1-x, + K,

(—1+ &, +4m)) ]} (278)

B =-16a’me " {ezah'+3“h2 [((~1+2ah,)HN, + (1+ 2ah,) HN )(1+ K, )(~1+ m)] +
e’ ") [(=1+ m)(a(HN, + HN,) + k,(HN, — HN,))| - &** """
[(x, + m)(HN,-HN,) - a(HN, - HN,)) |+ €**"***" (HN — HN,)
(+1,)(K, + m)— " [(1+ &,) (4o’ b by (1+m) + Kk, — K;m)
(HN; — HN,) + 2ah (=14 m) (HN; + HN)| +¢*“" [ 2ah, (x, + m)
(a(HN, — HN,) - (HN, + HN,)) + (1+ x,m) ( k, (HN, — HN, ) +
a(HN, + HN,)] +&** ") [ (—1- k] + 2ah, (2ahy(~1+m) -
(1+x,)m) + m(1—x,)))(HN, + HN,) a(1-«, — 4a’h; (=1+m)
—2m) (HN, - HN,) + 20’ by (1+ K, )(HN; + HN,) | ¢ +[2ath,
(=1+m) (a(HN, - HN,)—-«,(HN, + HN,)+ (k, — k;m)

(HN, - HN,)— a (HN, + HN,)|+ " [(x, +1) Qa(h,(1+ x;m) +
hy(xc, +m)) (HN, + HN,)— (1+x;m) (HN; — HN,)|+

e*" [(=HN, + HN,) (-1-&; —x;m(1—&,) — 4a’°h, (h, (1 + ;m) +
h(1+ &,)m)) + (HN, + HN,) (8a’hh? (=1+m) —2a(h,x,(1+ x,)m
+h(1+ &7 — (1-K,)m))— (1=K, +2x;m+ da’hy (b (1+K,) + h,
(1+x,m)) a (HN, + HN,)+(=8a’hh; (=1 +m)—2a(h,(1+ &,) +

h(=1+ K, +2m)) +a (HN, - HN,)]} (279)

C, =-8a’me > h>" {—es"‘h2 (1+1,)[HN; (k, —i,) = 2ah,(HNy(-1+ i) —
HN,(1+ ) (=1+m) + HN, (i,(1-2m) + ,) + 4a’h’
(HNg — HN)(=1+m)++e°" [ (=K, + k;m) (HN, — HN,) +
(—k, 1, + 2ah i, (=14 m)(HN1+ HN2) + 20 h, (=1 + m))

(HN3-HN4)+ a((—«, +,)HN, + (k, + K, —2x,m) HN,)]+
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" (1+ &, [(—x x, + 2ahy (=1 + K, + m—x,m)) (HN + HN,)
+HN; — HN(1+2x,m)]- "> (1+ ) [~ + K, + m -
kim+2ah (=1+K,k,))HN, + (=K, — kK, — m— k' m)+2ah,
(1+xx, + 2x,m)+ 4o’ (A +hy) (hy(1+ xm)+h (x, + m))
HN+2a(=h,((-1+ &) HN; — (1+ &, )HNy) (1+ km)] + &*“"
[(—K2 —Kx,k,m) (HN, - HN,)+(km+ Kk, + 2h,a(x, +m))
(HN, + HN,)+ 2a’h, (x, + m)(HN, — HN,) + a((1 - xx,)
HN, + 2ah,(1+ &, (k, + m))HN, |- > " (1+ x,) [ (1 - &, &,
+8c’hy (b, + hy) (—=1+m)— da’h (b + hy + hyx, ) (=1 +m) —
m+ Klzm - 2a(h(x, —x,)— h(-1+ K, + m—mx,)))HN, +
(-1-xx, + 8’ hh, (b +h,) (=1+m)+ 4o’ h (b +h, — h,Kk))
(=1+m) +m+ Klzm + 2a(h(x, + Kk, —2K,m)+ h,(-1+x, +
m— Klm)))HNé] +ets [((1 +15 ) (= 1+, —2ah,)) +(x, 1)
m(2(x, —ah,)))HN, + 4a’h; (=1 +m)(HN, — HN,) +
(x,(1-2m)+ x,m)HN, +(x, — x,m)HN, + a((x, — x,)HN, -
(k, + Kk, = 2i;m)HN, )+ 8a’ b5 (=1 + m)(HN, + HN, +
a(HN, + HN,))+ HN,((1+ &)1+ &7) = 2ah, (-2(1+m)
+x,(1+ )+ (1-x)(1-x,) +2ah,2(1-m)+ k,(1+x,)+
4i,m)HN, |+ &> [(1— m)(ic,(1+ 2ah, (x, + 2a(h + 1))
(HN, — HN,) ++(x, — x;m)(—k, + 2a(h, + ) (HN, + HN,)+
—Zazhl (&, +(h +h)(=1+m))+a(l-m) (HN, + HN,))+
(—2052/c2 ((h, +hy)+xmaCa - k) +axk,) (HN, - HN,)) -
2K,mHN, | +e**" " [(HN, — HN, )((x, + m)4a’h (=h, + h,) —
14+ 2ahxk,)+(HN, + HN,) (1+xm)x,(x, —2ah,)—2ah,
(x, + x,;m)+ 20th1 2a(h +h,))(k, + m)+ k,x,)a(x, +m))

((HN, + HN,)+ 20> (1+ x;m)(x, + h i, )(HN, + HN,) + 4h, x,
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m+16a*hh) (h+h) (—1+m)+ (1+x)(-1-&, + m(1-x,)
(1-x,)— 8’ hy (B’ (1+ K, )m+ hy (1+ x;m) + hhy(1+ K, +
m(1+ 1)) = 2o (b (1+ k)1 + 55 )+ by (1+ &5 + (1 + &, + &) m+
(1—x, + &7 )icm)) — da” (' (1+ K5 — m+x,m) + hh,
(I+ 15 —m+ 2xm+k,m(1+2x) + 1 (I —m+ i m +
&, (1+m+x,m)HN2 + (1+ &2)(1 - ;) —16a* W12 (b, + h,)
(—=1+m)— m(1—&>)(1-x,) +8a>h (B2 (1+ K, )m +
1 (1+ km)+ hh(1- &, +m(1+ &, + 2K,))) + m + i,m) +
4o’ (B 1+ K, — hhy(1+ & —m+x,m)— hy (—1+m+xm—
K (~1+m+r,m)) = 2a(-h,(1+x; +m(l+x, —x7)— (-1+x
+i))i,m) +h (—1—1c; + i, (1+ &5 —2m(1+ K,)))) HN, +
a(=2a(h(1+ Kk )(~1+x,) +h, (-2 +x,(1+ &, —2m))) + 16a*
i (b +h) (=1+m)— (1+x)(1—K, + 2(=1+ &, )m) +
8’y (h (1+K,) + hhy (2 + K, + K, ) + IS (1+ K,m)) +
4 (B} (—1+ K, +2m) + b (=K, + i, + m — Kk m) — hh,K,
(1+x,) = 2(x, +m)))HN, +((-1+ &, ) (1 - ) +16a* hh
(h + ) (=1+m)+2(1+ &7 )ym+4a’” (B} (=1+ &, + 2m) + h;
(k, +1c, +m+ Kk m)+ hh (x,(1+ )+ 2(x, + m)) -8a’h,
(h (1+ 1)+ hh 2+ x,2m—1)+&,) +h (1+ Km)) -2
(h,2+x (1+x,+2m))+ h(1-x, + K,

(=1+ &, +4m)))))HN, ]} (280)

D] =-16a’me™*" {ezahl 3ak, |:((—1 +2ah,)HN, + (14 2ah, ) HN )(1+ &, ) (—1+ m) ]| +
&™) [(=14+ m)(a(HN, + HN,) + k,(HN, — HN,))| - &**""**")
[(x, + m)((HN, —HN,) - a(HN, — HN,)) |+ &*“"***" (HN; — HN,)

(+x,)(x, +m)— e [(1 +K,) ((4cx2hlh2 (=1+m) + k, —x;m)
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(HN; — HNy) + 2ah (=14 m) (HN; + HN,)| +¢**" [ 2ah, (i, + m)
(a(HN, — HN,)— (HN, + HN,))+ (1+x,m) (k, (HN, — HN,) +
a(HN, + HN,)] +&**" [ (<1- 1 + 2ah, (2ahy (~1+m) -
(1+x,)m)+ m(1 - x,))(HN, + HN,) a(1 - &, — 4a’h} (=1 +m)
—2m) (HN, - HN,) + 20 h,(1+ 1, )(HN, + HN,) | ¢*“" +[2ath,
(=1+m) (a(HN, - HN,)-«,(HN, + HN,)+ (x, — k,;m)

e [(k, +1) Qau(hy,(1+ xm) + h(x, +m)) (HN; + HN,) -
(1+xm) (HN; — HN,)|+e*" [(=HN, + HN,) (-1- &, —x;m
(1-x,)— 4’ hy(h,(1+ xk;m) + b (1+x,)m))+ (HN, + HN,)
Ba’hh; (—1+m) 2a(hx,(1+x,)m +h(1+ & — (1-x,)m)) —
(1-x, +2,m+ 4a’h,(h,(1+ )+ h, (1+x,m)) a (HN, + HN,)
+(=8a’ Ik} (—1+m) = 2a(h,(1+ &,) + h(~1+ K, +2m)) +

a (HN,-HN,)]} (281)

A = 8o 2 {(e“("l*hﬁ [8a*hh, (HN, + HN, ~&*" [ x,(HN, ~ HN,)] - 2h,
¢ [(=1+ m)(HN; + HN,)]) (=14 m)+ €’ [(~1+ x,) HN, —
(1+1,)HN (-1 + m)(k, —mx;)] - &7 [((-1+ &, ) HN —
(1+1,)HN (" [(x, + m)(1+ igm) + 2k, +(—1+ i )m(k, —1)
+ m(1+ Kf))] +& M (= (14 1,)((~1+ &) (1= &,) +
m(1+ 7)) HN, +((1+ 65) (1= &) + m(=1+x,) (1+ 5] ) HN, |
— &'y [(e4ah2 ~1)((x, (1-&,) — mi,(1—&,))HN, —k;m
(5, +1HN,)) +(*"" + )i, (1+ &) HN,|+e** ™2 [m(
~(1+&2) (14 mi,) HN, +(x,(~2+2k,) + (i, — 1)
m(+K))HN, | +e*"m x, (1-m)(HN, + HN,)~

Kk, (i, — &m) (HN, — HN,)| + "% m| (~1+ (15 —
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m(1-x,))) HN, - (1+ &, (i; + m(1+ x,)))HN, |

+e* " (1+€*") | (14 1)) (i, — ;m” Y HN, + (1, + Kem” )1+ K6,)
+2mic,(1- ;) HN, | — 5" [(2](‘22 (1+x&2)ym* (HN, + HN,) -
K, ((2+ 1+ &1)m*)(HN, — HN,) — 4(=1+ &, )mHN,) + o (-2
(1+e* ™ Yh, ((=1+ &, )HN, + (1+ &, ) HN (=1 + m)(1+ mx, ))

—e* ") [(=k, + k,)HN, +2h, (HN, - HN,)k,(~1+m)m+ HN,
(16, (-2 +m)+mx)) |+ * " [(1+ ;m)(2hyic,m(HN, + HN,)
-HN, + HN,) + i, (i, + m)(HN, + HN,)|+ " [ 2h, KK,
(=1+m) m(HN, + HN,) (1+ x; —m— k,k,m)HN, +

(—1+&3; +m— Kx,m)) HN, |- """ [(~1+ K,) HN; +
(1+x,)HN)(h(1+x) A+ x,)m+h, (2+ 2(-1+x,)m+
(+x)m*) [+ " [m((=1+1,5,) HN, = 21, (1+ mx,)

(HN, — HN,))+ HN3(m+ K,(2+mk))|+ &*“"**") [~(m
(1-x,) +,(4+ (=1+ &, )m)HN, + dmh, (x, + )i, HN, —

(—1+ &)1+ &,)HN, —2h,(-1+ &k, + m(1+ k) (HN, — HN,) | +
eI (14 k,) (21— K,) + (—K, +)m)HN, + (-2(1+ &;)
+m(—x, +1) (1— 1)) HN, +2m(h (1+ &) (=1+ ) HN, + (1 + &)
HN, + hy(x, (=1+x,+ m(1+x]))(HN, + HN,) - 4c’h,
(2" ph (~1+m)* (-1+K,)HN, + (1+x,)HN,) +
&) [(hy (14 x,)m (HN; — HN,) — h ((k,(=2+ m) —m)
HN, + (14 x,)HN, = 2h,(HN, — HN,) (=1+m))m))]+ >3
[(h,(1+ x)ic,m (HN, — HN,)+ h(—2h,(~1+ m)mx,

(HN, + HN,)+(1+x,) (-1+x, +m)HN, + (1+ x5 —
m(1-&,))HN,))| - 2a°h, (-1+m—1-K;m) ((e*" (1+€**")
(HN, + HN,)— e*" (1-¢e*") x, (HN, — HN,) +2 &**"*"*" j}

(HN,(-1+x,)-HN,(1+k,)) (=14+m) (x, + m) + &>om 2h,
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(1+e*") by (=14 m)(1+mx,) (HN; + HN ) +&** """ [h_(<2h,
(1+x,) m(HN, + HN,)+ (2 + (~1+&,)m) (HN, + HN,) +mh,
(~(+ &) (=14 &,)HN, — (1+ &,)HN, + 21, ( (,(=2+m) -m)
HN, —(1+ &,)mHN, )| - &*" " [ h, x,(2h,(1+ &,)m

(HN, — HN,) + 2+ (=14 &,)m) (HN, — HN,) +hm((1+ )
(HN, + HN, + i, (HN, — HN,))) +2h,(— (14 &, )(=1+ &, + m)
HN, + (14 &5 —m+mic,)HN,)) |+ 2&**"***" [ h h,(HN, + HN)
(+x,) (1+5,)m+h 2+ 2(=1+x)m (1+&2)m*)(HN, + HN,)
+ B (HN((x, +m?®) (1+1,) + (=, —m*)(=1+ &,) +

K,4m)HN;))]} (282)

B, =16a°e*" > {( =1+ m)(—8a h,he**"**" (HN, — HN,) — igm &**"*")
(HN, — HN,)+ e'“" (x, —x;m)(HN; — HN,)) + ¢*“" " x.m
(k, +m) (HN, — HN,)+ (1+x,m) ((=1+m) & (1+e**")
(HN,— HN,)— me**" (HN, — HN,)-e* """ (i, + m)
(HN,— HN,) )+ e*"*m(—x, + k,m) (HN, — HN,) — &*“"**")my
(=1+x, +m+x'm)(HN, — HN,) + & “"“"m(x, — ki, + m+
k'm) (HN, — HN,)+ "2 (2 4+ 2(=1+x)m+(1+ &} )m*)
(HN,— HN,)+ "7 (5,2 + (=14 x,)m) — m(=1+ &, +
m+mx;)) (HN, — HN,)+ (2*"*") (HN, + HN,) =2 &*"*"
(=1+m) (HN, + HN ,))-&**"*") (h,m (1+ x,)(HN, + HN,) +
h(=2h,(=1+m)m(HN, + HN,) + (x, + m)(HN, + HN,))) -
20 (=e*™ hy(=1+m) (HN, — HN,) = 2&*" ™ b* (=1+ m)’
(HN— HN,)+e** " h ((1+ &,) (HN;, — HN,) + 2h (=1 +m)m
(HN, — HN,)) +2&*"“ b2 (=1 + m)(x, + m) (HN, — HN,) +

e4ahl+6ah2 h2(1+mKl)(HN3 _HN4)+ 2eza(h1+3ah2)(}le(1+Kl)
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(HN, — HN,) - 2h, (xc, + m)(HN, — HN,)) + h,(=2h, (1+ x,)m
(HN,—-HN,)+ HN,2+(-1+x,)m)+ HN,(-1+m—mx,)))+
a(— " ((=1+m)e*™" + (1+mx,))(HN, + HN,) —e>*" 2(1+ m)
(A+mx,) (h - h2e4”‘h1 J(HN,+HN,)+ e*" (—(=1+m)e*™ +
(1+mx,)) (HN3+ HN4)+¢e*" 2h,x,(=1+m) m(HN, + HN,) +
(k, —mx,) (HN, + HN,)+e** ") 21 (1+ x,)m (HN, + HN,) +
(=2+m— mx,) (HN, + HN,))+ """ ((x, + m)

(HN, + HN,)+2h,m(1+ mx,) (HN, + HN,) — 2&>*"*"

(h (1 +x)A+x)m+ by (2 +2(=1+x)m+ (1+&7)m))

(HN, + HN,)— &>“"") (2, + m—mx, )(HN, + HN,) +

2m(h (1+x,) &, + hy(=1+ K, + m+ k' m))(HN, +HN2))} (283)

C) = —8gle 2h e {(ez"h‘+5“h2 [~8a*hh,(~HN, — HN,) , +¢*" [ (HN, ~ HN,)]
e [(=1+m)(HN = HN,)]) (=14 m)+ " [(<1+x,)
HN,+ (1+ 16, HN )((~1+ m)(x, —mx)]— "™ [((~1+ &)
HN; + (1+x,) HNy )" [(k, + m)(1+ xm) + 25, +(=1+x,)
m(ic, =)+ m(+ &) |+ &4 [m((1+10,)(~1+ 51— &)
+m(l+x)) HN,+((1+ ;)1 1) + m(=1+ &) (1+ 7)) HN, |-
¢’ m [ (" +1)((xc, (1= ;) = mic, (1= 1,)) HN, — r;m
(k, +DHN,)) + (*" —Dx,(1+ &) HN,]+&**" 7" [m( (1+ ;)
(i, = 1) m(1+ K ) HN, | +e*“" " m[xc, (1= m)(HN, — HN,) —
K, (16, = i5m) (HN, + HN,) |+ &> m| (=14 x,(x —m(1- ,)))
HN,+(1+ &, (1; + m(1+ K,))) HN, |+ °" (1+ &**")
[ =+ 1)), — 5m®) HN + (1, = im® (= 1+ &,) + 2mixc,

(1=K ) HN, |+ [ (21 (1+x7) m* (HN; — HN) +
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K, ((2+(1+&1)m*Y(HN, + HN, ) + 4(=1+ &,) +mHN;) +

a (2" (1+e*" ), ((—-1+x,) HN; — (1+x,) HN,)
(—1+m) (1+mk,)) —e'*"[(x, — k,)HN, —2h, (HN, + HN, )x,
(=1+m)m+ HN,(x, (-2+m)+mx, ))] + e [(l +x,m) (—2h,k,
m (HN, — HN,)+ HN, + HN,) + & , (x, + m)(~HN, + HN,)] +
e [(<2h, KKk, (<1+m) m(HN, - HN,)+(-1+ &, + m—
(1+x; —m—Kk,m)HN, — k,k,m)) HN,|-2&**" " [(-1+k,)
HN, — (1+,)HN ) (h, (1+ &) (1+&,)m+ hy(2+ 2(=1+ &, )m +
L+ a0 )m*) [+ " 7% [m((1 - #c,,) HN, + 2h, (1+ mic,)
(HN, — HN,))+ HN3(m+ &, (2 + mx;)) |+ &“"**) [~(m(1- k)
+r, (4+ (=1+x,)m) HN, + 4mh,(x, + 1)k, HN, +(-1+x,)
(14 x,)HN, + 2h, (14 &, + m(1+k})) (HN, + HN,)]

+e M [(1+k,) (-2 (1-&,) +(—K, +1)m) HN, +
(—2(0+&7)+ m(—x, +1) (1-K,)HN, +2m(~h, (1+ &)
((-1+&3) HN,-(1+x;)HN, — h,(x, (-1+ &, +
m(1+x7)) (HN1- HN2)+ 4a’h (2" b h, (=1 +m)?
((-1+x,) HNs— (1+&,)HN{) + " 7" [( =h,(1+ K;)m
(HN, + HN,) + I, ((x,(=2 +m) —m)HN, — ((1+ x,)HN, +
2h,(HN, + HN,) (=14 m))m))|+e*" > [(—h,(1+ &) K,m
(HN, — HN,)— h(2h,(=1+m)mx, (HN, — HN,) - (1 + &)

(—1+&, +m)HN, + (1+&; —m(1-&,))HN,))]| - 2’ h,

((~1+m+ 1+xm) (=€’ (1+&*™) (HN, - HN,) +
M 2 (<14 &, )HN, =2 (1+ 1,) HN, ) (=1+m) (i, + m) +
e 2k, (1+e*™) b (=1+m) (1+mx,)(HN; — HN,)— &**"*7*"

[hz (2h,(1+ &, )m(HN, — HN,)+ (2+ (-1+«,)m)(HN, — HN,) +
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mh, (1+ &)((=1+ &,)HN, (1+ i, )HN, = 21, ( (i, (=2 +m) -m)
HN, (1+ &,)mHN, )|+ &3 [ h, ik, (=2h, (1+ K )m

(HN, + HN,)+(2+ (=14 &,)m) (HN, + HN,) + hm((1+ x,)
(HN, + HN, + i,(HN, — HN,)) - 2y ( [ 2h, h,(HN; - HN,)
A+x,) 1+ m+h Q2+2(=1+x)m+ (1+x>)m*)

(HN, — HN,) +h} (=HN,((k, +m*) (1+ )+ ((x, —m®)

(1+K,) + K, 4m) HN;)) |} (284)

D; =16’ me” "> {—e>" [ (1+2ah,)HN; + (1= 2ath, ) HN,)(1+ 16, (=1 +m) ] +
e*" [(=1+m)(a(HN, — HN,) + &, (HN, + HN,))] -
e*“" [(x, +m) (a(—HN, + HN,) +(HN, + HN,))| +
" [(1+ &)k, +m)]| = € (14 k) [-2ah, (~1+m)
(HN, — HN,)+((4a’hh, (=1+m) + x, —x,;m) (HN + HN,)
+e* ") [ (<1 &5 +2ah, (2ath,(~1+m) — (1+ K,)m) +
m(l-x,)) (HN, + HN,) a(1- &, — 4a’h; (=1+m) —2m)
(HN, — HN;)+ 2ah,(1+ &,)(HN, + HN,)| +&** "™ [(-2ah,
(=1+m) (a(HN, + HN,) + k,(HN, — HN,) + (x, — x,m)
(HN, + HN,) —a(HN, - HN,)|+ &*"") [-Qah (k, + m)
(a(HN,+HN,)+ (HN, - HN,))+ (1+xm) (
K,(HN, + HN,) + a(HN, — HN,)] - """ [(1+ x, )k, + m)
(HN, + HN,) - 2a(hyx,(1+ &, )m + h, (%, +m))
(=HN; + HN) |+ &4 [ (14 1] + km(1— k) +
4o’ hy (hy(1+ x,;m) + b, (1+ &, )m))(HN, + HN, ) +
B’ h; (—1+m)-2a(hx,(1+x)m+h(1+x; —(1-kK,)m))
(=HN, + HN,)+(-1+x, = 2x;m-4a’h,(h (1 + x,) +

h(1+x,m)) a (HN, — HN,)+8a’hh; (—1+m)
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(h,(1+x,)+h (-1+x, +2m)) (285)

C;=0ve D;=0 (286)

Bu ifadelerde gecen ;

A=, Fm)(Lm, ) (o8- Lm0 e ) e ()
(14163 -m+ m(x, +K, -k, K, -2k, m)-4a’h3 (-1+m)(1+mi, )+ e (1+e ™" )(k,
(-2+40’h; (-1+m) +m(1-x,))+m(-1+K, +4a’h; (-1+m)+m(1+x}))-
2e7™72%: (1413 +8a*h T h3 (-1+m)” — m(1-k, -k, -k, )+m’ (1+ )+20” ((h, +h, )’

(2+2('1+K1)m+(1+‘<12 )mz) -2h,(h,+h,) (2-B+x, (-1+K,)tK, )m+(1+K12 )m2 )+

h? (3+k3-6m- 2mx, i, +(3+k; )m*))))n (287)
HN,(a) = J[a(hz +1)e " — (b, —1)e "G (1) dt (288)
HN,(a) = j [(1-a(h,—t)e ™" —(1—a(h, +1))e " ]G(r)dt (289)

K, +1 K, +1

HN, () = j[(— +h, +1)e T — (T +h, —t)e "= IG(t)dt (290)
HN,(a) = I[("ZZ_1 —h, +t)e " — (’(2—_1 —h, —t)e “"G(t)dt (291)
HN,(a)= :I.ate“’G(t)dt (292)
HN, (a)=0 (293)

olarak tanimlanmislardir.
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2.4.5. integral Denklemin Elde Edilmesi ve Boyutsuzlastirilmasi

Integral denklemi elde edebilmek icin (262) karisik smir sarti kullanilacaktir. Bu
siir sart1 agagidaki gibi ifade edilebilir.

1 200 * * 3_K *
—o, (0,y)=lim=|{| a(A,+B,y)- 2)B, e +
26,0 Hmn!{[( B }

{a(C +D2y)+( 2)D } “y}cos(ax)a’a-

o’ (0,y) (294)

H,

~tim 2 [ &)1+ Ex)e cos(Ey)dE = ——
x>0 71 0 2

Yukaridaki ifade de bulunan katsayilar A, B, C;, D, daha énce hesaplanmisti.

Yukaridaki denklemde ¢(&)’ nin yerine yazilmasi ve gerekli diizenlemelerin yapilmasi

sonucunda

—lisz¢(§)(l+§x)e"‘fxcos(fy)d‘f)= 2 | { 11 }G(r)dt (295)
x—)O;z-O y

r(l+x)° | t— t+y

olarak elde edilir.

Gerekli ara iglemlerin sonucunda

31(2

lim— J‘{[a(A +By)~( )B, } et [a(C +D;, }e“y}cos(ax)da
X—>0 Tc

-2
r(l+x)

| { [ .1, a)da}G(t)dt (296)

seklinde bulunmus olur. Burada;

K*(y,t,a)a’a — e { _8 e 2 +3aly) ( 2ah+5ah [_8a4h12h2 (e2ahz (HN, - HN,) -k,

(HNy+ HN,)+e" 2h, (<1+m)H Ny](~1+m)+ (~1+ ;)| &'
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(""" (~1+m)(x, —mx,) —(1+mx,) (k, +m) HN +e*"
[, =D(=1+ m) + 25, —m(1+ & 1) [+ [m((x, +1)
(-1+x) A=)+ I+ & DHN, +((1+x3) (1-x)+(~1+x,)
m((1+ 7)) HN, |- " m[((-«, (1—&,)+mx, (k, + m))HN, +
(e, (1- ) — (=, + DHN )|+ [ 1 —im’ (1- 15,) +
K (=14 2m(1= )] 1+ ")+ (<20 = (14 &7) w0’
(-i,)+ K, 2+4(-1+ & )m]— " 7 m[((-K, + &, — K;m
(1+x,)) HN, + (xK;m(1+K,)+(x, +1)i,) HN, | +&*" " m
[(1 +&7) (14 &, )mHN, + (1 + &7 )ym(-1+ &) + 2k, (-1 + &)
H N, ]+ m (=1-x;m)(HN, — HN,) + Kk, (K, + m)
(HN, + HN,) a(2e*" h, (-1 + &,) (=1+m) (1+xm)(1+e*™) -
e’ [(x, - k,)HN, —2h, (HN, + HN,)x,(~1+m)+ HN,(x,
(2+m)+ & ,m)]|+e™ " [(1+ &,m)(—2h,xk,m(HN, — HN,) -
(~1+ x5 — (x5, — k,)m)HN, + (1 + &5 + (x, + &, )m)HN, +
e [(-2h,k,k,(~1+m) m (HN, — HN,) +(1—m) (HN, + HN,)
+ (k3 — Kyk;m)(HNy — HN, )| +2** ") (<14 k,) (h(1+ ;)
(It 1) m+ hy(2+ 2(=1+ ) m+ (L+ 1 )m?) [+ et 7%
[m((1-x,x,) HN, + 2h,(1+mx;) (HN,+HN,))+ HN3(m+
K,(2+mK)) |+ &7 [—(m(1- k) + K, (4+ (-1 +&,) m) HN,
+4mh (x, + )i, AN, + (=1+x, )1+ x,)HN, + 2h, (-1 + K, +
m(1+k’)) (HN, + HN,)]|+&*" > [(1+ k,) (-2(1-x,)+
(=x, +)m) HN, + (-2(1+ &3) + hy(x, m(—x, +1) (1-x,)HN,
+2m(=h (1+x)(=1+ &2 )HN,- (-1 + &, + (1+ &) HN,-m
(1+x7)) (HN, — HN,)— 4a’h (2> """ b h, (=1+m)’

(—1+x,) HN,+ 7" [(— h,(1+ x,)m (HN; — HN,) +
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B (5, (=2 +m) — m)HN, + (—(1+ &, ) HN,, +2h, (=1+m)
(HN, - HN,))m))]+e*“"***" [ (=h,(1+ &, )x,m (HN, — HN,)—
h(2h, (-1+ m)mx, (HN, - HN,)-(1+k,) (-1+x, +m)HN, +
(+x; —m(1-K,)) HN,))]- 2> (h, (" [((~1+m)+ &**"
(1+ x,m))(—=HN, + HN,) + hx,e*" ((=1+m)e**™ + (1 + x,m))
(HN, + HN,)+2e°" (1+e*™ )iZ (=1 + m)(1+ mx, ) HN,+
2N [ (<14 K,) (~1+m) (i, +m)H N ]+ &7
[7, 2k, A+ &))m (HN, — HN,)+ (2 +(~1+&,)m) (HN, — HN,)
+mhy (1+ &,)((=1+ &,)HN, + (1 + x,) HN,)—=2h ( (x,
(=2+m)-m) HN, +(1+ ,)mHN, )|+ 2&**"**") [2h h,
(1+ )1+ &, )YmHN +h) (2 +2(=1+x)m+ (1+ k7 )m* ) HN, +
B ((ky +m®) (1-K,) + K,4m)HN, )| +2e*" " [ b, ,(=2h,
(1+x,)m (HN,+ HN,)+(2+ (-1+x,)m)(HN, + HN,)+ hm
((I+x,) (HN;(1+k,)+ HN,(-1+k,))-2h, (1+k,)HN,
(=1+x, +m)+ HN, (1+x; —m(1-x,)))))) +16a e >“H "
(14 m) (=e**"*>" [8a*h,h} (HN, + HN )| +&**" [( x;m
(HN, + HN,) ((=1+m)+e*" (x, +m) )] + gtehrsal [m
(1, —im) - (L+ kym) ((—1+m) €™ (1-e**" )H N, |- e*"
[¢"" " m(HN, + HN, )+ (x, + m)HN; )] +&"“" ") [ (=14 m)
(—k, + k;m) HN;| + " [( HN, + HN,)((-1+ &, + m
A+ )" —x,(1-x)— m (1+ & )]-&" " m[K, - KK, +
m+ 7 m] (HN, + HN,) = HN,(e**®**" [ " 2+ 2 (~1+x)m
+(1+&1)m’ - 5,2+ (=14 K))m) + m(=1+ &k, + m+mx;} )| - 4o’
h(e*"* 7% [(=1+m) (HNy - HN ))|+&** ") [2 hh, (=1+m)’
H Ny |+ ") [ hym (1+ x,)(HN, — HN,) + h(=2h,(~1+m)

m(HN, - HN,)— (x, +m) (—HN, + HN,))] - 2a* (—¢*“" <"
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[, (=1+m) (HN,+ HN,)|+e* " [2h} (~1+m)’ H Ny |-
e [ (= (1+ &,) (HN, + HN,) + 2h (-1+m)m

(HN, + HN, )| =" [2 b’ (=1+ m)(k, + m) HN;+e*"
h,(1+mx,) (HN, + HN ,)— & [(h m( (1+x,)

(HN, + HN ,) =2h,(x, + m) (HN, + HN,))+ h,(=2h, (1+x,)m
(HN, + HN,) + (2+(=1+&,)m) (HN, + HN,)))| + a(e’™"

[( ~1+m)—e* " (1+xm )] (HN,—HN,) —e*" [2 hy (=14 m)
(1+mx,)] (1+*™ Y HN; — HNy) + "7 [2 b (1+ &,)m
(HN1-HN2)+ (2+m(-1+ x,)) (HN3— HN4)]+ &

[(x, +m) (~HN3+HN4)+ 2h,m(1+mi,) (HN1— HN2)]|+
'3 [ 2k, (~1+m)m (HN, — HN,) + (i, — k;m)

(HN, - HN,)|-2&*""*" [(HN; — HN,) (h(1+ &) (1+ K,)m +
hy2+2(=1+ k)m+ 1+ )m* )|+ " [( 2k, + m—mx,)

(HN3— HN4) +2m(h(1+x,) &, + h, (~1+ &, + m(L+ 7))

(HN1-FHN2])) é _2K2 +a y)} +e ™ {_8052@*2“”1 ek G

[ 8a* i’y (HN, + HN, ¢ (" | x,(HN, = HN,)] = 2h,(~1+m)
HN)(=1+m)+ " (=1 + &, ) HN, ((=1+ m)(x, — mx,) - &**"
(, + m)(1+ &,m) + & (1, 2 + (= 1+ k))m(x, = 1)+ m(1+ 7)) +
M (= 1+ 16,)((—1+ &)1 —&,) + m(1+ 7)) HN, +
((1+x3) A-x)+m(-1+x,)(1+ Kf))HN1]+ e5“h2m[(e4“h2 +1)
(0, —im®) (5, =)+ 2c,;m(1—x,))HN, |- (14 &7 )ym’
(1-k,) + 2k, (k, =) —4mic,(-1+ x) — "™ [(1+€*")

(k, —K;m) (HN, + HN,) + K,k,(1—m) (HN, — HN, )] - &> **")
[m (= + &)+ Kx,)mHN, + (14 &,)HN,) + &,(-2 (1- &)

H N, +e"" [m(x,(1-m) —k, (x, — K;m))(HN, — HN ,)]|+
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e 1 e e (1, + m)(HN, — HN,) )] 2ae™” 1+e*")

hy (=14 &,) (=1+m)(1+mx,)H Ny | —e* ") [(—x, + k)

HN, +2h, (HN, — HN,)x,(=1+m)m + HN,(x, (-2 +m)+
mi,))|+e*" % [(1+ x;m)(2h,x,m(HN, + HN,)— HN, +

HN,) &,(k, +m) (HN, + HN ,)]+e*" [2h, xx,(~1+m)
m(HN, + HN,) (1+ &5 —m—k,x,m)HN; + (=1+ K5 +m—
Kic,m)] -2 (<1410, (h(1+ ) L+, )m+ hy(2+2
(=1+x,) m+(1+ &7 )ym*VHN |+ €*" [m((~1+ x,) HN, —

2h, (14 mK,)(HN, — HN,))+ (m + k,(2+ mx,)) HN3]+ &>* ")
[-(m(1— &)+ &, (4+ (=14 x)m)HN, + 4mh, (x, +1)x, HN, —
(—1+x,)(1+&,)HN, = 2h, (-1 + &, + m(1+ k) (FIN, — HN,) | +
e [—(1+ K,) (2(1-K,) + (—K, +Dm)HN, + (-2(1+ K3 ) +
m(—x; +1) (1=, ) HN, +2m(h (1+ &, )((=1+ &5 )HN, + (1 + &3
HN, + hy(i, (-1+ i+ m(1+&)) (HN, + HN ,)|- 4a’h,
(" [2hh, (-1+m)* (=14 K,)H Ny |+

[-(1+x,) (-2(1—&,) + (—&, + Dm)HN, + (2(1+ 1 ) +

m(—x, +1) (1— 1)) HN, +2m(h, (1+ x)((=1+ & )HN, + (1 + &3 )
HN, + hy(k, (-1+ &+ m(1+&)) (HN, + HN ,)|- 4a’h,
(" [2hh, (=14 m)* (=14 x,)H Ny |+ ") [( b,
(1+x,)m (HN, — HN,)— h ((x,(=2+m)—m)HN, + (1+ &)
HN, - 2h,(HN, — HN,) (~=1+m))m))]+e**"**") [(h,(1+k,)
x,m (HN, — HN,)+ h(=2h,(-1+m)mx, (HN,+ HN,)+(1+«,)
(-1+x, +m)HN, + (1+&; — m (1-k,)) HN,))|- 2a’h,
(~1+m—1—xm) (" (1+e* ™) HN, + HN,) - ™" (1—e*™)

K, (HN, — HN,) +2*" 7" [ 1” (=14 K,) (~1+m)
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(k, +m)H Ny |+ & [2(1+€*") hy (=14 m)(1+ mx,)HN+
e [h (<2h (14 k)m(HN, + HN,) +(2+(=1+x,)m) +
(HN, + HN,) +mh (=(1+ &)((=1+ x,) HN, —(1+ &, ) HN, + 2h,
((x,(=2+m)-m) HN, —=(1+ k,)mHN, ))|-&**"*** [, k,
(2h,(1+ &,)m (HN, — HN,)+ (2 + (=14 &,)m)(HN, — HN,) +
hm((1+x,)(HN, + HN, +x, (HN, — HN,)) +2h,(— ((1+&,)
(14 &, +m)HN, + (1+ &; — m+mi,)HN,)) |+ 2> 3"

[(h hy (1K) A+ &) m+ 1 (2+2 (=1+&)m+ (1+ &7 )m*))
HN; + I (1, = m®) (<14 K,) + K,4m)HN; ))]) +16°

e M (=14 m)(—e*" " [8a*h,h} (HN, — HN, )] -

e " [k m+e'™ (k, —xm) H Ny|+e* " [k, m (x, +m)
(HN, — HN,)|+ (1+ xm) (" [(1+€*") (=1+m) H N |-
me*™ [HN, — HN, |- """ [(k, +m) H Ns]+(e*" [m

(—k, +&m)| = " [m (=14 Kk + m+i7m) |+ 22"

[m (k, — Kk, + m+ x'm)) (HN, — HN 2)]+ g3k, [(2+
2(-1+x)m+ (1+&7)m*) H N |+ " 7% [ (2+
(—1+x,)m)— m(—=1+x, + m+mx;)) HN; |+ 2a* (—e**" [,
(=1+m) (HNy— HN,)|-2¢*"**" | b (~1+m)’ H N]+
") [h (14 x,) (HN, — HN,) + 2h (=14 m)m

(HN, - HN, )] +2*"" 7" [’ (=1+m) (k, +m) HN;]+ e*" "
[h, 1+mK) (HN; —HN )]+ 2> ") [ m(1+ k)

(HN, — HN,) —(2h, (x, + m) —2h,h, (1+&,)m ) (HN, — HN, ) +
(2+(-1+x)m) (HN,-HN,)]|+a(- " [(-1+m) "™ +
(1+mx;)) (HN; + HN, )] - & 2[(= 1+ m)(1+ m&;,)h, (1 +e&*")

H N+ &*" [-(=1+m)e*™" +(1+ mx,)) (HN, + HN, )|+
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+eﬁahz [2h2 K, (_1+m) }’n(]{]\/v1 +HN2)+ (Kz _mKl)
(Y, N+ 2L Y, 1V,

(—2+m(1-x,)) (HN, + HN,)|+ """ [(k, + m)

(HN, + HN,) +2h,m(1+ mk,) (HN, + HN, )| - 2> 3"

[A 1+ &)1+ &)m+ by Q+2(-1+K)m+ (1+&7) m*))
(HN5+HN6)]— """ [~ 2k, + m—mx,)(HN3+ HN4) +
2m(h(1+ k) K, + hy(—1+ &, +m+ i'm))(HN1+ HN2)]))

-3+k,

—

+ay>} (297)

ile ifade edilmistir. Boylece integral denklem,

*

2 a0 * 2 d 1 1 B _1
) D * (y’t’“)d“}G(t)dt el L A y}G(”‘” 3,7 P

olarak tanimlanabilir.

Bu ifadede;

K" (yut)=——+ [ (n.t.)da (299)
t+y

olarak tanimlanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (298) ifadesi agagidaki gibi olur.

a1 " I+x
——+K (y,0)]G()dt =— 2
L[t_y (NGOt ===

2

7o, (0,) c<y<d (300)
Uygunluk sart1 ise;

TG(t)dt =0 (301)
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olarak gosterilebilir. K™ (y,¢)integral denklemin cekirdegi olup 0<c<d<h, olmak iizere
c<(y,t)<d kapal1 araliginda sinirh ve siireklidir.

Catlak yiizeyindeki 0'; (0,y) normal gerilmeleri bilindiginden singiiler integral
denklem verilen uygunluk bagintis1 ile birlikte ¢oziilerek G(t) bilinmeyeni bulunabilir.

Bundan hareket etmek suretiyle de ¢atlak u¢larindaki gerilme siddet faktorleri ve ylizey yer

degistirmeleri hesaplanabilir.

2.4.6. integral Denklemin Sayisal Coziimii

Elastik yarim diizlem {izerine oturan alt tabakasinda y simetri ekseni iizerinde bir
catlagr bulunan iki tabakanin catlak problemi ic¢in yazilan integral denklemin sayisal

¢Oziimii i¢ ve kanar ¢atlak olmasi durumlarinda ayr1 ayr1 incelenmektedir.

2.4.6.1. i¢ Catlak Halinde integral Denklemin Sayisal Coziimii

I¢ catlak olmasi durumunda integral denklemin cekirdegi c<(y,t)<d kapal1 araliginda
sonlu kalmaktadir (0<c<d<h;). Bu durumda integral denklem belli sayisal yontemlerle
coziilebilir. (Erdogan ve Gupta, 1972, Krenk, 1973). Bu amagla integral denklemin integral

araligin1 normalize etmek i¢in z = ok, degisken doniisiimii ile boyutsuz biiytikliikler

god=Cp dxc ise  dt=9"Cas (302)

2 2

d—-c d+c
_ 303
y=—5n+— (303)

d—c d+c
G( 5 §+72 )4(;2

= 304

#(6) P/h 1+x, (304)

seklinde tanimlanirsa (298) denklemi;
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‘ 1 1 d—c

e d+c 2k
T G2

H01,8) 0(@)dé = Zhao, —1<q<1 (305)

1

—c
olarak elde edilir. Bu ifade de;

d—c = d—c +d+c d—c d+c

6=k (g 2 e 416 (306)
(&) =G4 ;C§+d;"’]1“f’; ”; (307)

olarak tanimlanmaktadir. Ayni degisken dontisiimlerinin kullanilmasi ile (301) yan sarti,
1
[o©ds=0 (308)
-1

seklini alir. Integral denklemin ¢oziimii —1< & <1 araliginda Holder siirekliligine haiz bir

fonksiyon olmak tizere
D(&)=g(&)1-&*)"" (309)

seklinde alinabilir. Burada g(&) fonksiyonu —1< ¢ <1 kapali araliginda sinirhidir. Uygun
Gauss Chebyshev integrasyon formiilii uygulanirsa (Erdogan vd., 1973).

n ,,LZ_I +H(77k,§,»)}g(§,-)=—%0x2(0,7zk), (k=1,....N-1) (310)

i=1 i Mk

P W)= G11)

cebirsel denklem takimina indirgenebilir. Burada ,
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2i—1 | .
_ , Wo=—, =1,...N 312
& cos[ N 7Z':| = @ ) (312)
n, =cos[%’1 (k=1,....N-1) (313)

olup denklem takimin ¢6ziimiinden g(&;) (i=1,...N) bilinmeyenleri bulunurlar.

2.3.6.2. Kenar Catlak Halinde integral Denklemin Sayisal Coziimii

I¢ catlak durumunda ¢atlagin baslangic noktasi ¢ bitim noktasi d ile gdsterilmekteydi.
Catlak kenara tagindiginda c=0 olmaktadir. Bu durumda ¢ekirdek singiiler kismi dolayisi
ile yakinsamamaktadir. Integral denklemin cekirdegi incelendiginde yakinsamay1 bozan

singiiler terim;

ST,

catla

(1) = j (“2at +2a*)e " da (314)
0

seklinde ifade edilebilir. Bu ifadenin kapali integrali ise ;

x -2 6 4
ST catlak (y9 t) = y y

= + —— . (315)
t+y (@+y) (t+y)

ile ifade edilebilir.

Yakinsamay1 bozan bu singiiler terim ¢ekirdekten ¢ikarilip kapali integrali alinarak

tekrar ¢ekirdege ilave edilirse yakinsama problemi ortadan kaldirilmis olur.

Integral denklemin cekirdegi;

sk

K7 (0,00 = K" (0:1) = ST, (1) + ST (9,) (316)

seklini alir.
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c=0 alinarak catlak kenara tasinir ve cekirdekteki yakinsama problemi yukarida

aciklanan sekilde ortadan kaldirilirsa, (300) nolu integral denklem asagidaki gibi yazilabilir

J{L+K***(y,t)]}G(t)a’t:—IJFK2 7o (0,) (0<y<d) (317)
L=y 4G

2

Kenar catlak probleminin ¢oziimii i¢in integral denklemde bilinmeyen olan ®(&) ve
cekirdegin singiiler kismi dahil &’ nin bir ¢ift fonksiyonu olarak -1<&<1 araligina

uzatilarak yaklagik bir ¢6ziim elde edilir. Bu i¢in asagidaki degisken doniisiimleri yapilirsa
t=E&d y=nd (318)

ise integral denklemi asagidaki gibi ifade edilir.

j{ 1 +T(n,§)]}®(é)d§=—ﬁﬂ0,:(0,77) 0<p<l (319)
oS- p

yukaridaki ifadede;

o d—C Jrd—i—c d—-c d+c

I(n,8)=dK ( S 1t S+ > ) (320)
seklinde verilirse ve
D) =g(5)1-&*)"" (321)

olarak yazilirsa. (320) denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.

W{ : +T(77k,é)}g(§,-)=—£ “0m,) (=1,..N) (322)
&= P

Burada



87

(323)
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©)
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2N +1°

n, = cos{zjl\(]jil} (k=1,....N) (324)

olarak verilmislerdir.

2.4.7. Catlak Uclarindaki Gerilme Siddet Faktorleri

Catlagin malzeme igerisinde ilerlemeye baslayip baslamadigini tesbit etmek icin
kullanilan kriterlerin en onemlisi gerilme siddet faktoriidiir. Bununla malzeme igindeki
catlagin ilerlemeye baslayacagi kritik yilikii bulmak miimkiin olmaktadir. Bu kisimda
gerilme siddet faktorleri, problemde i¢ veya kenar catlak olmasi durumlarina gore

verilmektedir.

2.4.7.1. i¢ Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

I¢ catlak durumunda catlak uglarindaki gerilme siddet faktorleri, ¢atlagin ¢ ve d ucu

i¢cin asagidaki limit degerlerle ifade edilebilir (Civelek, 1978, Gupta, Erdogan, 1976).

k(e)=lim\2(c—y) o (0,y)= 1im—14+”2 L2 —0)G(») (325)
y—oc y—oc Kz

k(d) =lim\2(y—d) o (0,y)=lim 11”2 J2d = »)G(») (326)
y—d 2 y—d K,

Bu tanimlara gore c¢atlak uglarindaki gerilme siddet faktorlerinin g(¢,) ’lerin

(i=1,...,N) uc¢ noktalarindaki g(-1)ve g(1) degerleri ile orantili oldugu diisiiniiliirse
k(c)ve k(d)’ yi veren ifadeler



d—-c P
O
k(d) = —g(1) d;g

olarak bulunurlar. U¢ noktalarindaki g(—1)ve g(1) degerleri de

2N -1

ﬁ: Sll’1|: AN

1
g)=— ,
N= 0 i 2j-1
4N
[2n-1
14N
g-h="

2.4.7.2. Kenar Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

NZ : [2,‘-1
S
N

88

{()
d

g(éNH—j)
|

(327)

(328)

(329)

(330)

seklinde hesaplanabilirler (Krenk, 1973). Burada N Gauss-Chebyshev integrasyonunda

aliacak nokta sayisin1 géstermekte olup , i¢ catlak olmasi durumunda N=20 alinmastir.

Elastik yarim diizlem iizerine oturan yapisik iki tabakadan olusan sistemde alt

faktorii g(1) ile orantili olup

k(d) = -g(IWd hf

tabakada c=0 durumu ile ortaya ¢ikan kenar g¢atlakta gerilme siddet faktorii daha 6nce ic

catlak durumu i¢in yazilan (327) ifadesi ile verilebilir. Catlagin d ucundaki gerilme siddet

(331)
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seklinde tanimlanabilir. Catlak ucundaki gerilme siddet faktoriiniin belirlenebilmesi igin

bilinmesi gerekli olan g(1) degeri g(¢,) (=1,...,N) degerlerine bagli olarak asagidaki gibi

ifade edilebilir (Krenk, 1973).

2 2j-1 1.[ N
glh)= ;cot[4N+ 5 ﬂ}sm [—2N+1 (2 1)4 g(&) (332)

Kenar ¢atlak durumunda i¢ ¢atlak durumu i¢in alinan N=20 nokta sayisina gore
yakinsama iyi olmamaktadir. Bunun i¢in N nokta sayisini arttirmak gerekmektedir. Nokta
sayisinin arttirilmasinda yakinsama daha iyi olmakta ancak en iyi yakinsama ii¢ nokta
extrapolasyonu kullanilarak elde edilmektedir ( Krenk, 1973, Erdol ve Erdogan 1976).

Ug nokta extrapolasyonunda, catlagin d ucundaki gerilme siddet faktorii 1/N ¢ in

fonksiyonu olarak diistiniiliirse;
k(d)= A(i)2 +B(ij+C (333)
N N

seklinde yazilabilir. Bu ifade de N — oo olmas1 durumunda

k(d)=C (334)

N—w©

olarak elde edilir. Nokta sayis1 N=18, 24, 36 olarak ii¢ deger alinir ve k(d) (334) ifadesinde
yerine yazilirsa ii¢ bilinmeyenli ii¢c denklem elde edilir. Bu denklem takiminin ¢6ziimii

sonucunda,
C =6k,  —8k,, +3k, (335)

bulunur. Bu ifade (335) denkleminde yerine yazilirsa ¢atlagin d ucundaki gerilme siddet

faktorii li¢ nokta extrapolasyonu yardimi ile asagidaki gibi gosterilir.

k,(d) = 6k, —8k,, + 3k, (336)



3. BULGULAR

3.1. Giris

Elastik yarim diizleme oturan, rijit bir pangla bastirilan tabakalardaki degme
probleminde tabakalarin ve elastik yarim diizlemin malzeme o6zellikleri, pang yaricapi,
simetrik yiik degeri ve tabaka yiikseklikleri orani ile ilgili olan boyutsuz biiyiikliiklerin
farkli degerleri icin degme gerilmeleri, degme yiizeyleri, y simetri ekseninde ortaya cikan,
normal gerilmeler ile bu eksen dogrultusunda kayma gerilmeleri ve alt tabakada i¢ veya

kenar catlak olmasi durumunda gerilme siddet faktorleri hesaplanmustir.

3.2. Degme Yiizeyleri ve Degme Gerilmeleri

Rijit pang vasitasiyla simetrik yilik uygulanan ve elastik yarim diizleme bastirilan
yapisik iki tabakanin degme durumlari incelenerek degme yiizeyleri ile bu ylizeylerde
ortaya ¢ikan degme gerilmeleri hesaplanmig olup tablo ve grafiklerle sunulmustur.

Yiik ve yaricap degerlerine gore degme uzunlugu degisimi Tablo 1, Sekil (4-7)’ de
verilmektedir. Tablodan goriilebilecegi gibi yaricapin sabit tutulmasi durumunda yiik
degerinin artmasi ile pangin list tabakaya degme yiizeyi a, alt tabakanin yarim diizlemle
degme ylizeyi b den kiigiik degerler almaktadir. Yiikiin sabit alinip yarigapin degisiminin
incelendigi durumda da yarigapin artmasi ile yine a degme yiizeyi b degme ylizeyinden
kiigiik ¢ikmaktadir. Yiikiin artmasiyla degme yiizeylerinin degerlerindeki artma yaricapin
en biiyiik oldugu durumda daha biiylik miktarda ortaya ¢ikmaktadir. Ayrica alt tabaka ile
elastik yarim diizlemin degme yiizeyi yiikiin ve yarigapin incelenen her durumu i¢in pangin
degme yiizeyinden biiyiik olmaktadir.

Malzeme sabitleri «,, x,,x; ayni degerleri aldiginda tabakalar ve elastik yarim
diizlemin poisson oranlar1 da ayni degerleri alacak dolayisiyla m=G,/G, ve n=G,/G,

kayma modiilii oranlarinin degigimi yalnizca elastisite modiillerinin degisimi ile olacaktir.
Alt tabaka ile iist tabakanin kayma modiilleri orant m ve elastik yarim diizlemle alt
tabakanin kayma modiilleri oran1 n degerlerinin artmasiyla degme yiizeyleri kiigiilmekte
olup hesaplanan degerler sayisal ve grafik olarak Tablo 2 ve Sekil (8-11) ile ifade

edilmektedirler.
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Degme gerilmelerinin dagilimimi gosteren grafikler Sekil (12-21) incelendiginde
degme yiizeyleri ile degme gerilmelerinin ters orantili oldugu agikca goriilmektedir.
Degme ylizeyleri arttikca yiik daha genis alana yayilmakta bdylece degme gerilmeleri
azalmaktadir. Tersi durumda gecerlidir. Yani degme yiizeyleri azaldik¢a degme gerilmeleri
artmaktadir.

Degme gerilmeleri en biliyiik degerlerini x=0 simetri ekseni iizerinde almakta ve
buradan uzaklastik¢a azalarak panc¢in altinda degmenin sona erdigi x=-a, x=a ve alt tabaka
ile elastik yarim diizlem arasindaki degmenin sona erdigi x=-b, x=b degerlerinde sifir
olmaktadir. Pan¢ yaricapinin artmasi ile degme yiizeyleri de biiylimekte ve buna baglh
olarak degme gerilmeleri azalmaktadir. (Sekil 12-13). Yiikiin artmasi ile degme ylizeyleri
artmakta ve degme gerilmeleri azalmaktadir.(Sekil 14-15)

Degme gerilmeleri tabakalar ve yarim diizlemin kayma modiilleri oranlarina baglh
olarak incelendiginde kayma modiilleri orani arttiginda degme gerilmelerinin azaldig,
azaldiginda ise degme gerilmelerinin arttig1 Sekil (16-19)’da goézlenmistir

Degme gerilmelerinin tabaka ylikseklikleri ile degisimi incelendiginde alt tabakanin
yiiksekliginin iist tabakaya olan yiiksekligine orani arttik¢a degme gerilmelerinin azaldigi
goriilmiistiir. Yiiksekliklerin orani arttik¢a 6zellikle alt tabakada degme yiizeyleri
artmaktadir. (Sekil 20-21)



Tablo1.Dairesel pang yarigapina bagli olarak ytikiin degisimine gore degme uzunluklari

R/h;=100 R/h;=250 R/h;=500 R/h;=750 R/h;=1000
Gi/(p/hy)
a/h1 b/h1 a/h1 b/h1 a/h1 b/h1 a/h1 b/h1 a/h1 b/h1
100 0.9096 | 3.420 1.3834 | 3.5380 1.90 3.750 2.2892 3.968 2.6130 | 4.1980
250 0.5941 3.370 0.9097 ] 3.3890 1.250 3411 1.5035 3.5846 1.7122 | 3.8990
500 0.4272 | 3.230 0.6598 | 3.3330 0.910 3.313 1.09553 3.4418 1.2493 | 3.4990
750 0.3511 3.226 0.5451 3.1330 0.7544 3.328 0.90975 3.3888 1.0382 | 3.4000
1000 0.305227 | 3.206 0.4754 |3.3029 0.6598 3.300 0.79775 3.3607 0.90979 | 3.3887

Tablo2 Tabakalarin kayma modiilleri oranina bagli olarak tabaka ile yarim diizlemin kayma modiilii oraninin degisiminegore degme
yiizeyleri (h,/h,=2,G,/G,=2,G,/G,=2)

m=G,/G,
n=G,/G, 0.1 0.5 1 2 4
a’h; | b/ ah; | b/ a/h; | b/ a/h; | b/ a/h; | b/

0.1 17.8775 [22.6662 |7.1110 11.9507 [4.6514 [9.5227 |3.0345 [7.9757 [2.1946 |7.0970
0.5 7.9683 104095 [3.6175 |6.3998 |2.6639 |5.5434 [2.1165 |4.9975 1.8346 | 4.6298

1 59502 [7.7716 | 3.008 5.1444 23576 | 4.6043 1.9776 | 4.2556 1.7718 | 4.0331

2 47756 | 6.1569 [2.6756 | 43446 | 2.1921 3.9798 1.8998 [ 3.7623 1.7352 | 3.6369
41496 |5.2470 25027 |3.8761 2.1045 [ 3.6074 1.8575 | 3.4614 1.7149 | 3.3953
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Sekil 4. Pang ile iist tabaka arasindaki degme yiizeyinin yiik degerine
bagli olarak yarigap ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, «,=x,=Kk,=2)
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Sekil 5. Alt tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme yiizeyinin yiik degerine
bagli olarak yarigap ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, k,=x,=k,=2)
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Sekil 6. Pancgin yarigapina bagli olarak, pang ile iist tabaka arsindaki
degme yiizeyinin yik ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, x,=k,=k,=2)
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Sekil 7. Pancin yaricapina bagl olarak, alt tabaka ile yarim diizlem
arasindaki degme ylizeyinin yik ile degisimi( h,/h, =2 m=2, n=2,

K, =K, =K;=2)
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Sekil 8. Tabakalarin kayma modiilleri oranlarina bagl olarak pan¢ degme
ylizeyinin yarim diizlem-alt tabaka kayma modiilii oranlar1 ile degisimi
(h,/h, =2 ,x,=x,=K,=2, R/h;=500, G/(P/ h;)=100)

25.00 —
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15.00
b/h,

10.00
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— S
n=G, /G,

Sekil 9. Tabakalarin kayma modiilleri oranlarina bagli olarak yarim diizlem ve
alt tabaka arasindaki degme yiizeyinin yarim diizlem ve alt tabakanin
kayma modiilii oranlar ile degisimi (h,/h, =2 ,x,=x,=x;=2,
R/h=500, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 10. Yarim diizlem ile alt tabakanin kayma modiilii oranlarina bagl olarak
pan¢ degme ylizeyinin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi
(h,/h, =2 x,=x,=K,=2, R/h;=500, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 11. Yarim diizlem ile alt tabakanin kayma modiilii oranlarina bagli olarak
degme ylizeyinin tabakalarin kayma modiilii oranlari ile degisimi
(x,=K,=Kk;=2 R/h;=500, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 12. Cesitli yaricap degerleri i¢in y=0 da degme gerilmesi yayilist
(h,/h, =2 m=2, n=2, x,=x,=x;=2, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 13. Cesitli yaricap degerleri i¢in y=-h da degme gerilmesi yayilisi
(h,/h, =2 m=2, n=2, x,=x,=Kk,=2, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 14. Cesitli yiik degerleri i¢cin y=0 da degme gerilmesi yayilist
(h,/h, =2 m=2, n=2, x,=x,=Kk,=2, R/h;=500)
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Sekil 15. Cesitli yiik degerleri icin y=-h da degme gerilmesi yayilisi
(h,/h, =2 m=2,n=2, x,=x,=Kk,=2, R/h;=500)
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Sekil 16. Tabakalarin kayma modiilii oranlarina bagl olarak y=0 da
degme gerilmesi yayilisi (h,/h, =2 n=2, «,=«,=x,=2, R/h;=500,
G/(P/ h;)=100)
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Sekil 17. Tabakalarin kayma modiilii oranlarina bagl olarak y=-h da
Degme gerilmesi yayilist (h,/h, =2 n=2, «,=x,=Kk,=2,
R/h=500, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 18. Yarim diizlem ile alt tabakanin kayma modiilii oranlarina bagli
olarak y=0 da degme gerilmesi yayilis1 (h,/h, =2 m=2,

P ()
Ph,

K,=K,=k,=2 , R/h;=500, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 19. Alt tabaka ile elastik yarim diizlemin kayma modiilii oranlarina
bagli olaraky=-h da degme gerilmesi yayilis1 (h,/h, =2
m=2, K,=K,=Kk,=2, R/h;=500, G/(P/ h;)=100)
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Sekil 20. Tabakalarin yiikseklikleri oranlarina bagl olarak y=0 da degme
Gerilmesi yayilis1 (m=2, n=2, «,=k,=x,=2, R/h;=500,
G/(P/ h;)=100)

0.60 — @
PEREEEN
, N
, \
/ \
0.40 —
P, (x;)
P/h,
0.20 —
0.00 T ‘ ‘ ‘ T ‘
-4.00 -2.00 0.00 2.00 4.00

b/h,

Sekil 21. Tabakalarin yiikseklikleri oranlarina bagli olarak y=-h da degme
gerilmesi yayilis1 (m=2, n=2, «,=x,=k,=2, R/h;=500,
G/(P/ h;)=100)
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3.3. Gerilmelerin incelenmesi

G, , 0, normal gerilme bilesenleri y simetri ekseni boyunca z,, kayma gerilmesi ise

y simetri ekseninde sifir oldugundan, simetri eksenine yakin x=0.5 kesiti boyunca

incelenmistir.

3.3.1. oy Normal Gerilmeleri

o, normal gerilmesinin yiik, pang yarigap: ve tabakalar ile elastik yarim diizlemin kayma

modiilleri orani i¢in y simetri ekseni boyunca dagilimi elde edilmis ve grafik olarak
sunulmustur. Yiikiin pang ile uygulandig: sistemde ilk olarak normal gerilmenin ytik ile
degisimi incelenmis olup Sekil 22’de verilmistir. Burada birinci tabakanin tamaminda
basing gerilmeleri olugmakta ikinci tabakanin {ist kisminda kiigiik bir bolgede basing
gerilmeleri olusmakla birlikte degeri azalarak bir y degerinde gerilme sifir olmakta ve
isaret degistirerek yarim diizleme kadar ¢ekme gerilmesi olarak artmaktadir. Yarim
diizlemde ise yiikk degisiminin biitiin degerleri i¢in yalnizca basing gerilmeleri olusmakta
ve birbirlerine yakin degerler almaktadirlar. Sekilden goriilecegi gibi yiikiin artmasi
durumunda boyutsuz yiik degisimi ifadesinin degeri azalmakta buna bagli olarak da

boyutsuz 6, normal gerilme degeri azalmaktadir.

Normal gerilmenin yarigap ile degisimi incelendiginde iist tabaka ve elastik yarim
diizlemde basing, alt tabakanin iist bolgesinde basing, altta daha biiylik bir bolgesinde ise
cekme gerilmeleri olugsmakta ve yarigapin artmasi ile bu gerilmelerinin azaldig:r Sekil 23’
de goriilmektedir.

Tabakalarin ve elastik yarim diizlem ile alt tabakanin kayma modiilleri oranlarina

bagli olarak ¢, normal gerilme degerlerinin degisimi incelenmistir. Ust tabakada panga

yakin bolgede ve de elastik yarim diizlemin alt bolgelerinde her ii¢ m degeri iginde gerilme
cok yakin degerler almis m degeri kiiciildiik¢e ilk tabakada basing gerilmeleri olusmustur.
Ikinci tabakada kiiciik bir bolgede basing gerilmeleri olusmus onun disinda kalan
kisimlarda ¢ekme gerilmeleri artmistir. Cekme bolgesinde bir degerde iic egri de kesistigi

goriilmiistiir. Yarim diizlemde ise tamamen basing gerilmeleri hakimdir.
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Sekil 22. Dairesel pan¢ durumunda o, /(P /h,) normal gerilmesinin yiik

ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, «,=x,=x,=2, R/h;=500)
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Sekil 23. Dairesel pang durumunda o, /(P/h,) normal gerilmesinin
yarigap ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, «,=k,=1,=2,
G/(P/h;)=100)
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Sekil 24. Dairesel pang durumunda o, /(P /h;) normal gerilmesinin tabakalarin
kayma modiilleri orani ile degisimi (h,/h, =2 n=2, «,=«x,=K,=2,
R/h1=500, G/(P/h;)=100)
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Sekil 25 Dairesel pang durumunda o, /(P /h;) normal gerilmesinin alt tabaka ile
yarim diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi (h,/h, =2 m=2,
K,=K,=K,=2, G/(P/h;)=100, R/h;=500)
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3.3.2. 6y, Normal Gerilmeleri

y simetri ekseni boyunca gerilmelerin yayilisi Sekil (26- 29)’da gorilmektedir. o,

normal gerilmeleri en biiylik degerlerini pan¢in degme ylizeyinde (y=0) almakta ve
pangtan uzaklastikca azalmaktadir.

Yikiin degisimine gore o, gerilmelerinin degisimi ise Sekil 26° da goriilmektedir.
Yiikiin degeri arttik¢a boyutsuz gerilmelerin degeri artmaktadir. Pang yarigapi arttikea o,

gerilmeleri azalmaktadir. Yaricap azaldiginda ise gerilmeler artmaktadir. Elastisite
teorisinden tekil yiik altinda diisey normal gerilmelerin sonsuza gittigi bilinmektedir.
Burada da yarigapin azalmasi ile pangin degme ylizeyi azalmakta bunun sonucunda tekil
yiik haline yaklagsmaktadir. y simetri ekseni boyunca gerilmeler incelendiginde yaricapin

ve ytikiin artmast ile, o, normal gerilme degerlerinin arttigi gériilmektedir.
m=G,/ G, ve n=G3/ G, kayma modiilleri oranlarina gore o, gerilmesinin degisimi

Sekil (28-29)’da incelenmistir. Kayma modiilleri orani arttikga gerilme degerlerinin
azaldig1 goriilmektedir. n ve m grafikleri karsilastirildiginda 6zellikle en iist tabakada her
iki durum arasinda gerilme degerleri arasindaki fark biiylikken elastik yarim diizlemin
ifade edildigi grafigin en alt bolgesinde gerilme degerlerinin birbirine oldukg¢a yakin
degerler aldig1 goriilmektedir.

Degme gerilmeleri y=0 noktasinda en biiyiik degerlerini alip, giderek azalarak sifira

yaklagmaktadir.
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Sekil 26. Dairesel pang durumunda o, /(P/h,) normal gerilmesinin ytik ile

degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, «,=k,=1;=2, R/h;=500)
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Sekil 27. Dairesel pang durumunda o, /(P/h;) normal gerilmesinin
yarigap ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, «,=x,=x,=2,
G/(P/h;)=100)
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Sekil 28. Dairesel pang durumunda o, /(P /h) normal gerilmesinin

Tabakalarin kayma modiilleri oran: ile degisimi (h,/h, =2
m=2, n=2, K,=k,=Kk,=2, R/h;=500, G/(P/h;)=100)
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Sekil 29. Dairesel pang durumunda o, /(P /h) normal gerilmesinin alt

tabaka ile yarim diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi
(h,/h, =2 m=2, n=2, x,=x,=k,=2,R/h;=500, G/(P/h;)=100)
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3.3.3 1,y Kayma Gerilmeleri

Elastik yarim diizlem ve tabakalarin simetri kesitinde kayma gerilmeleri sifirdir.
Kayma gerilmelerinin degisimi x=0.5 degeri i¢in incelenmistir. Yiikiin artmasi durumunda,
pang vasitastyla yiikiin uygulandig: iist tabakadan alt tabakaya dogru kayma gerilmeleri
yiikiin arti1 ile artmakta, yarim diizleme kadar olan alt tabaka boyunca kayma gerilmeleri
ylukiin artis1 ile azalmakta, yarim diizleme gecildiginde ise belirli bir degere kadar artarak
sabit kalmaktadir. Ust ve alt tabakanin degme yiizeyinde gerilme maksimum degerini
almaktadir (Sekil 30). Yarim diizlemde ise kayma gerilmelerinde yiikiin artmasi ile
meydana gelen artig en ist tabakaya gore daha az olmaktadir. Yarigcapin artmast
durumunda ise kayma gerilmeleri azalmaktadir (Sekil 31).

Kayma gerilmeleri iist, alt tabaka ve elastik yarim diizlemin kayma modiilleri
oranlarinin degisimlerine gore de incelenmis ve Sekil (32-33)’de verilmistir. Bu
sekillerden goriildiigii lizere {ist tabaka ile alt tabakanin kayma modiilleri oranlari arttik¢a
kayma gerilmeleri {ist tabaka ve yarim diizlem i¢in artmakta alt tabaka i¢inse azalmaktadir.
Alt tabaka ile yarim diizlemin kayma modiilleri orani ise kayma gerilmeleri ile ters orantilt

olarak degismektedir. Kayma modiilleri orani arttikca kayma gerilmeleri azalmaktadir.
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Sekil 30. Dairesel pang durumunda 1, /(P/h,) kayma gerilmesinin yik

ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, x,=x,=K,=2, R/h;=500)
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Sekil 31. Dairesel pang durumunda t /(P/h,) kayma gerilmesinin

yaricap ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, «,=x,=x,=2,

R/h;=500)

0.12
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Sekil 32. Dairesel pang durumunda t  /(P/h;) kayma gerilmesinin

tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi (h,/h, =2,
m=2, n=2, k,=k,=Kk,=2, R/h1=500, G/(P/h;)=100)
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Sekil 33. Dairesel pang durumunda t, /(P/h,) kayma gerilmesinin alt

tabaka ile yarim diizlemin kayma modiilleri orani ile degisimi
(h,/h, =2 m=2, n=2, R/h;=500, x,=x,=K,=2, G/(P/h;)=100)
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3.4. Catlak Uclarindaki Gerilme Siddet Faktorleri

Gerilme siddet faktorii; catlak wuglarma yaklastikca artan  gerilmelerin
hesaplanabilmesi i¢in gerekli bir biiyliklik olup catlagin ilerleme durumu ve tehlikesi
hakkinda bilgi vermektedir.

Elastik yarim diizleme oturan ve alt tabakasinda diisey bir ¢atlagi bulunan yapisik iki
tabakadan olusan problemde gerilme siddet faktorleri i¢ ve kenar ¢atlak durumlarina gore

incelenmis ilgili sonuclar grafiklerle sunulmustur.

3.4.1. i¢ Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

Alt tabakasinda diisey bir ¢atlak bulunan ve elastik yarim diizleme oturan yapisik iki
tabaka icin yazilan, gerilmeyi ifade eden integral denklemin singiileriteyi ifade etmek igin
yazilan integral denklem ile birlikte ¢oziilmesi ile cesitli boyutsuz biiyiikliikler icin

g(&)degerleri elde edilmis ve ¢g(&)’ nin ug noktalarindaki g(—1), g(1) degerlerine baglh
k(c) k(d)

veE
d-cP jd-cP
2 h 2 h

I¢ catlak olmasi halinde gerilme siddet faktorleri ile ilgili grafikler Sekil (34-38)° de

olarak da boyutsuz biiytikliikleri hesaplanmustir.

verilmektedir.
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Sekil 34 I¢ ¢atlagin ¢ ve d uclarindaki gerilme siddet faktorlerinin
d/hyile degisimi (h,/h, =2 m=0.5, n=0.5, c/h; =0.05

K,=K,=K;=2, R/h;=500).
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Sekil 35. I¢ catlagin ¢ ve d uglarindaki gerilme siddet faktdrlerinin c/h,
ile degisimi (h,/h, =2 m=0.5, n=0.5, ¢/h; =0.05,
K,=K,=k,=2, R/h;=500).
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Sekil 36. Cesitli c/h; oranlar1 i¢in i¢ ¢atlagin d ucundaki gerilme siddet
faktorlerinin d/h; ile degisimi (h,/h, =2 m=0.5, n=0.5,

K, =K, =K;=2, R/h;=500)
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Sekil 37. Cesitli c¢/h; oranlari icin i¢ ¢atlagin ¢ ucundaki gerilme siddet
faktorlerinin d/h; ile degisimi (h,/h, =2 m=0.5, n=0.5,

K, =K, =K;=2, R/h;=500)
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Sekil 38. Yarim diizlem ile alt tabakanin kayma modiilii oranlarina bagl
olarak i¢ ¢atlagin c ve d ug¢larindaki gerilme siddet faktorlerinin d/h;
ile degisimi. (h,/h, =2 m=0.5, ¢/h; =0.05 «,=x,=x,=2, R/h;=500).

Elastik tabakada i¢ catlak olmasi durumunda once ¢ degeri sabit tutulup d degeri

arttirilarak, daha sonrada d degeri sabit tutulup ¢ degeri arttirilarak gerilme siddet
faktorlerinin degisim incelenmistir (Sekil 34-35).
Grafiklerden goriilebilecegi gibi i¢ ¢atlagin d ucundaki gerilme siddet faktori k(d)
degerleri ¢ ucundaki gerilme siddet faktorii k(c) degerlerine gore daha hizli azalmaktadir.
Catlak uclarindaki gerilme siddet faktorleri ox(0,y) normal gerilmelerine bagli olarak
degismektedir. Bu gerilme degerlerini arttiran nedenler catlak uclarindaki gerilme siddet
faktorlerini de arttirmaktadir.

Catlagin cok kii¢iik olmasi durumunda c ve d uglarindaki gerilme siddet faktorleri

birbirine esit olup catlagin bulundugu noktadaki o, normal gerilme degeri ile /(d —C)/2°

nin ¢arpimina esit olmaktadir. k(c)=k(d)= O':l (0,0<y<h)*\/(d-c)/2

Catlagin ¢ ucunun kenara yaklasmasi durumunda ise ¢atlak boyunun biiyiimesi ile her
iki ucta gerilme siddet faktorii artmaktadir. Catlak ucunun k(c) ve k(d) gerilme siddet
faktorlerinin c/h ve d/h ile degisimi Sekil (34-35) de verilmistir.
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Alttaki tabakanin kayma modiilii G, ‘ nin tistteki tabakanin kayma modiilii G;” e gore

artmastyla tabakalarin kayma modiilii oran1 m= G, /G; artip her iki ugta gerilme siddet

faktorleri artmis ve li¢ farkli m degeri igin Tablo 3 de verilmistir.

Tablo 3. Tabakalarin kayma modiilii oranlarinin farkli degerleri icin i¢ ¢atlak durumunda ¢

ve d uglarindaki gerilme siddet faktorlerinin d/h ile degisimi (Rh=500,
Gph=100, ch;=0.05, n=0.5).

m=0.5 m=1 m=2
k(d) k(c) k(d) k(c) k(d) k(c)
d/h Pf/d-c| P ld=c| P [d=c| P |[d=c | P [d=c | P |d-c
BV 2 [ pV 2 [V 2 [ pV 2 BV 2 [y 2
0.0501 | 0.519214 0.519281 0.676849 0.676992 0.767046 0.767177
0.1 0.463705 0.505803 0.459199 0.615607 0.667644 0.740339
0.2 0.367132 0.483481 0.387687 0.589389 0.518823 0.698483
0.3 0.304573 0.464467 0.349433 0.569904 0.440908 0.667557
0.4 0.268168 0.448961 0.325101 0.554846 0.399768 0.644922
0.5 0.246301 0.436463 0.304834 0.542289 0.371459 0.627302
0.6 0.23074 0.426092 0.284498 0.530976 0.345900 0.612245
0.7 0.217192 0.417074 0.264532 0.520245 0.320134 0.598384
0.8 0.203894 0.408739 0.243629 0.509772 0.293782 0.585124
0.9 0.190337 0.400851 0.222528 0.499444 0.267060 0.572182
1 0.176551 0.393199 0.201534 0.489248 0.240404 0.559495
1.1 0.162778 0.385715 0.180941 0.479181 0.213866 0.547070
1.2 0.149391 0.378388 0.161134 0.46937 0.187596 0.534872
1.3 0.13694 0.371256 0.142727 0.459717 0.161706 0.523027
1.4 0.126392 0.364394 0.127079 0.450445 0.136426 0.511407
1.5 0.119779 0.357947 0.120460 0.441695 0.122373 0.500039

3.4.2. Kenar Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

Alt tabakasinda ¢atlak bulunan ve elastik yarim diizlem iizerine oturan ¢ift tabakada

kenar catlak durumu incelendiginde, kenar catlak durumunda yakinsama i¢ catlaktaki

kadar iyi olmamaktadir. Bu durumda N nokta sayisinin arttirtlmasi yoluna gidilebilir ancak

hesaplamalarda ii¢ nokta extrapolasyonunun daha iyi sonug sagladigi goézlenmistir. Tablo 4

de kenar ¢atlak halinde N nokta sayilar1 18, 24 ve 36 alinarak ii¢ nokta extrarpolasyonu

icin gerilme siddet faktoriinlin catlak uzunlugu ile degisimi verilmektedir. catlagin d
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ucundaki gerilme siddet faktorii catlak boyunun c¢ok kiigiik olmasi halinde 1.1211 limit

degerini almaktadir.

Tablo 4. Gauss-Chebyshev integrasyonunda kullanilan ¢esitli N nokta sayilar1 ve {i¢ nokta
extrapolasyonu i¢in kenar ¢atlagin d ucundaki gerilme siddet faktoriiniin d/h; ile

degisimi
k(d)
d/h o,Nd
Ug Nokta Extr.
N=18 N=24 N=36 N — o0
0.0001 1.051350 1.068420 1.085740 1.121130
0.05 1.064600 1.061210 1.073380 1.144400
0.1 1.038960 1.042920 1.028450 0.944220
0.2 0.940775 0.937688 0.927023 0.930000
0.3 0.873526 0.874693 0.883985 0.926944
0.4 0.836413 0.847536 0.873383 0.969249
0.5 0.821821 0.842628 0.878744 0.996903
0.6 0.824210 0.852724 0.895553 1.024156
0.7 0.840398 0.875052 0.923478 1.061646
0.8 0.869351 0.909494 0.963844 1.115165
0.9 0.911835 0.957720 1.019200 1.188945
1 0.970329 1.023900 1.093640 1.281627
1.1 1.049380 1.111220 1.193730 1.420760
1.2 1.156630 1.231380 1.330320 1.600770
1.3 1.305100 1.399600 1.522360 1.852660
1.4 1.518330 1.645820 1.806010 2.224490
1.5 1.843120 2.032630 2.259210 2.823580
1.6 2.387130 2.716330 3.086170 3.947770

Kenar catlak durumunda tabakalarin ve alt tabaka ile elastik yarim diizlemin kayma
modiilii oranlarina gére kenar ¢atlagin d ucundaki gerilme siddet faktorlerine ait grafikler

Sekil (39-40)’da verilmektedir.
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Sekil 39. Tabakalarin kayma modiilleri oranlarina bagli olarak kenar
catlagin d ucundaki gerilme siddet faktoriiniin ¢atlak
uzunlugu ile degisimi (h,/h, =2 m=2, n=2, R/h;=500,

K, =K, =K;=2, G/(P/h;)=100)
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Sekil 40 Alt tabaka ile elastik yarim diizlemin kayma modiilleri oranlarina
bagl olarak kenar ¢atlagin d ucundaki ,gerilme siddet faktoriiniin
catlak uzunlugu ile degisimi(h,/h, =2 m=2, n=2, R/h;=500

K,=K,=k,=2, G/(P/h;)=100)



4. TARTISMALAR

Elastik yarim diizleme oturan yapisik cift tabakali degme probleminde h,=0 ve
uygulanan tekil yiik 2P yerine P olarak alindiginda bu ¢alisma Comez (2009) tarafindan
incelenen siirtiinmeli ayrilmali degme problemindeki stirtiinme katsayist n=0 olmasi
halinde verilmis sonugclarla {ist iiste dismektedir.

Bu tezdeki degme probleminde farkli yarigap degerlerine gore bulunan degme
uzunluk degerleri ile Comez (2009) tarafindan bulunan degerler Tablo 5 de
karsilastirilmistir. Benzer bir karsilastirmada tabakalarin kayma modiilleri orant m=1 ve
h,=0 alindiginda alt tabaka ile elastik yarim diizlemin kayma modiilleri oraninin

degisimine gore degme uzunluklart i¢in yapilmistir (Tablo 6).

Tablo 5. Yarigap degisimine gére degme uzunluklarinin literatiirle
karsilagtirilmas1 (G/(P/hy)-125, m=1, n=2, x,=k,=K,=2)

Bu tezde hesap edilen degme Comez (2009)
R/h; uzunluklari
a/h1 b/h1 a/h1 b/h1
100 0.620872 1.264009 0.620872 1.264009
250 0.97448254 1.4654589 0.974469 1.462890
500 1.3548646 1.7408524 1.355004 1.737548

Tablo 6. Kayma modiilii oranlarinin degisimine gére degme uzunluklarinin

literatiirle karsilastirilmasi (G/(P/h)=125, m=1, n=2, «,=k,=x,;=2)

Bu tezde hesap edilen degme Comez (2009)
n uzunluklari
a/h1 b/h1 a/h1 b/h]
0.5 0.832467 1.802684 0.832467 1.801684
1 0.742544 1.501531 0.742544 1.500531
2 0.693773 1.299064 0.693733 1.299064

Yukaridaki tablolardan da goriilebilecegi gibi yarigapin artmasiyla hem pangin
degme uzunlugu hem de tabaka ile elastik yarim diizlemin degme uzunlugu artmaktadir.
Kayma modiilii oranlar1 incelendiginde ise degme uzunluklarinin azaldig: goriilmektedir.

Yine iki ¢aligmanin degme gerilmeleri Sekil (41- 42)’de karsilagtirilmastir.
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Sekil 41. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin kayma modiilleri
orant ile degisimi (R/h; =250, G/(P/h;)-250, m=1, x,=k,=K,=2).
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Sekil 42. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin kayma
modiilleri orani ile degisimi (R/h; =250, G/(P/h;)-250, m=1,
K, =K, =K, =2).
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Bu grafiklerde (1), (2) ve(3) ile verilen egriler bu teze dairesel, kare ve art1 isaretli
veriler ise Comez (2010)’e ait olmaktadir. Grafikler incelendiginde her iki ¢alisma icin
bulunan degme gerilme degerlerinin birbiri lizerine diistligii goriilmektedir.

Ayni problemin alt tabakasinda i¢ ¢atlak olmasi durumuna ait c¢atlak uclarindaki
gerilme siddet faktorleri incelendiginde d ucundaki gerilme siddet faktoriindeki azalma c
ucundakinden daha hizli olmakta bu da literatiirle uyum saglamaktadir (Birinci, 1998,
Matysiak, 2003).

Kenar catlak durumu incelendiginde ise catlagin c¢ok kiiciik olmasi halinde

literatlire (Erdol, 1982, Birinci, 1998,) uygun 1.1211 degerini almaktadir.



5. SONUCLAR

Rijit bir pangla elastik yarim diizleme bastirilan yapisik iki elastik tabakanin degme
problemi ve alt tabakasinda g¢atlak olmasi haline ait problemin ¢ozlimiiniin yapildig1 bu
calismada, dairesel pan¢ durumunda degme yiizeyleri, degme gerilmeleri, tabakalarda
olusan oy, Gy, T4y gerilmeleri ve alt tabakada ¢atlagin bulunmas: durumunda da i¢ ve kenar
catlak olmas1 durumlari igin gerilme siddet faktorleri aragtirilmigtr.

Dairesel pan¢ durumunda, pang yaricap1 ve yiik arttikca, pan¢in degme yiizeyi ve alt
tabakanin elastik yarim diizleme degme yiizeyi biiytimektedir. Alt tabaka ile elastik yarim
diizlemin degme ylizeyi pancin iist tabakaya degme yiizeyinden her zaman biiyiik
olmaktadir. Degme yiizeyleri arttikga gerilme daha biiylik alana yayilacagindan degme
gerilmeleri azalmaktadir.

Elastik sabitler birbirlerine esit degerler aldiginda Poisson oranlar1 ayni olacak
bdylece iist tabakanin alt tabakaya kayma modiilleri oran1 m ve elastik yarim diizlemin alt
tabakanin kayma modiilleri oran1 n’in degisimi yalnizca Elastisite modiillerinin degisimi
ile olacaktir. Kayma modiilleri oranlarinin artmasiyla degme yiizeyleri kiiciilecek ve
degme gerilmeleri artacaktir.

o, ve 6, normal gerilmelerinin yiik, pang yarigap: ve kayma modiilii oranlari i¢in

grafikleri elde edilmistir. Yiik veya yaricapin artmasi ile normal gerilmeler artmaktadir.
Ust tabaka ile pan¢in kayma modiilleri oranlart m ve elastik yarim diizlemle alt tabakanin
kayma modiilleri orani n’in artmasiyla normal gerilmeler artmaktadir.

o, gerilmeleri y=0 da en biyik degerlerini alip, giderek azalarak sifira

yaklagmaktadirlar.

Elastik yarim diizlem ve tabakalarin simetri kesitinde kayma gerilmeleri sifirdir.
Kayma gerilmelerinin degisimi x=0.5 degeri i¢in incelenmistir. Yiikiin artmasi durumunda,
pang vasitasiyla yiikiin uygulandig iist tabakadan alt tabakaya dogru artmakta, yarim
diizleme kadar olan alt tabaka boyunca kayma gerilmeleri yiikiin artis1 ile azalmakta, yarim
diizleme gecildiginde ise belirli bir degere kadar artarak sabit kalmaktadir.

Yarigapin artmasi durumunda yiikiin uygulandig1 en iist tabakadan alt tabakaya dogru
kayma gerilmeleri yarigapin artis1 ile azalmaktadir. Ust tabakanin alt tabakamin kayma
modiiliine oran1 arttikga kayma gerilmeleri {ist tabaka ve yarim diizlem i¢in artmakta alt

tabaka icinse azalmaktadir.
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Elastik yarim diizleme oturan yapisik iki tabakanin alt tabakasinda i¢ catlak olmasi
durumunda, problemde d ucundaki gerilme siddet faktérii k(d)’ nin ¢ ucundaki gerilme

siddet faktorii k(c) den daha hizli azaldigi goriilmektedir. Catlagin ¢ok kiigiik olmasi
durumunda ¢ ve d uglarindaki gerilme siddet faktorleri birbirine esit olup catlagin

bulundugu noktadaki o, normal gerilme degeri ile ./(d—C)/2’ nin carpimina esit
olmaktadir. k(C):k(d):O':; (0,0<y<h)*,/(d-c)/2. Gerilme siddet faktdrleri alttaki

tabakanin iistteki tabakanin kayma modiiliine oran1 m arttik¢a artmastir.

Alt tabakada kenar catlak olmasi durumunda problemin yakinsamasi i¢ ¢atlak
durumuna gore zorlagsmaktadir. Bu durumda yakinsamay1 daha iyi saglayabilmek icin ii¢
nokta extrapolasyonu kullanilmistir. Bu extrapolasyon icin N=18, 24, 36 olmak iizere ii¢
farkli nokta sayis1 alinmistir. Catlagin d ucundaki gerilme siddet faktorii kayma modiilleri
oranlarina bagl olarak incelenmistir. Alt tabaka ile iist tabakanin kayma modiilii orant m
Elastik yarim diizlemin kayma modiiliiniin alt tabakanin kayma modiiliine orani n degeri

arttikca da gerilme siddet faktorii azalmistir.



6. ONERILER

1.) Bu problem tabakalarin agirliklar1 géz dniine alinarak ¢oziilebilir.

2) Malzeme, boyut ve yiikler pratikte uygulanabilecek sekilde segcilip bunlarin sayisal

degerleri i¢in gerilme ve degme uzunluklari1 bulunabilir.

3) Ayni problem sonlu eleman programlarindan biriyle niimerik olarak da ¢oziilebilir
4) Catlak y eksenine dik olarak alinabilir.

5) Catlak alt tabaka ile elastik yarim diizlemin ara yliziinde alinabilir.
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