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OZET

Bu calismada rijit dairesel bir pang ile bastirilan elastik bir tabaka ve yarim diizlemin
birbirine tam yapisik ve ayrilmali degme problemleri degme yiizeylerindeki siirtiinme
etkileri dikkate alinarak elastisite teorisine gore ¢oziilmiistiir. Diisey ve yatay tekil ytikleri
ileten rijit pang, h yiiksekligindeki homojen ve izotrop tabakanin {ist ylizeyinden etki
ettirilmistir. Coziimlerde agirlik etkileri ihmal edilmistir.

Birinci boliimde degme problemleri lizerine glinlimiize kadar yapilmis olan bazi
calismalardan bahsedilmis, literatiir 6zeti verilmistir. Problemin ¢6ziimiinde kullanilacak
gerilme ve yer degistirme ifadeleri, elastisitenin temel denklemleri ile integral doniisiim
tekniklerinden yararlanilarak ¢ikarilmistir.

Ikinci boliimde ilk olarak tabaka ve yarim diizlemin birbirine tam yapisik oldugu
stirekli degme problemi ele alinarak sinir sartlar1 belirlenmistir. Gerilme ve yer degistirme
ifadeleri sinir sartlarina uygulanarak pang¢in altindaki degme gerilmesinin bilinmeyen
oldugu ikinci tiir bir tekil integral denklem elde edilmistir. Tekil integral denklemin sayisal
¢Oziimii Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu ve Jacobi Polinomlar1 yontemi ile ayri
ayr1 yapilmistir. Daha sonra tabakanin yarim diizleme yapisik olmadan oturdugu ayrilmali
degme problemi ele almmistir. Sinir sartlar1 uygulanarak pancin altindaki degme
gerilmesinin yani sira tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin de
bilinmeyen oldugu, iki tane integral denklemden olusan bir integral denklem sistemi elde
edilmistir. Integral denklem sisteminin sayisal ¢oziimiinii gergeklestirmek iizere Gauss-
Jacobi integrasyon formiilasyonu kullanilmistir.

Ucgiincii boliimde pang yaricapini, tekil yiik degerini, malzeme &zelliklerini ifade
eden boyutsuz biiyiikliklerin ve siirtiinme katsayisinin degisik degerleri i¢in degme
bolgelerinde olusan degme uzunluklar1 ve degme gerilmesi dagilimlar sekil ve tablolar
halinde verilmistir. Bulgularin dogrulugu ve gegerliligi literatiirde var olan ¢aligmalarla
karsilagtirilarak gosterilmistir. Ayn1 zamanda y ekseni boyunca tabaka ve yarim diizlemde
olusacak olan oy, oy normal gerilmeleri ile 1y, kayma gerilmesi dagilimlar1 da

incelenmistir. Dordiincii son boliimde ¢alismada ortaya ¢ikan sonuglar sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Siirtiinmeli Degme, Ayrilmali Degme, Siirekli Degme, Integral
Doniisiim Teknikleri, Elastisite Teorisi, Rijit Pang, Siirtlinme.



SUMMARY

Frictional Contact Problem for an Elastic Layer and a Half Plane Indented by a
Rigid Cylindrical Punch

In this study, the frictional contact problem for an elastic layer and a half plane
indented by a rigid cylindrical stamp is considered according to the theory of elasticity.
The rigid stamp subjected to concentrated vertical and tangential forces is applied to the
top surface of isotropic and homogeneous layer with the height of h.

In the first chapter, some studies on the contact problems investigated until now are
mentioned and the summary of literature is given. General equations of stresses and
displacements which are required for the solution of the problem are obtained by using the
theory of elasticity and the integral transform techniques.

In the second chapter, firstly, the contact problem of the layer bonded to the half
plane is examined and its boundary conditions are determined. Applying the expressions of
stresses and displacements to the boundary conditions, a singular integral equation is
obtained, where the contact pressure under the stamp is unknown. The solution of the
integral equation is obtained using both with the Gauss-Jacobi integration formula and the
Jacobi polynomials. Secondly, the receding contact problem of the layer lying on the half
plane is considered. With the boundary conditions of the problem an integral equation
system which consists of two integral equations is obtained, where the contact pressure
between the layer and the half plane is also unknown, besides the contact pressure under
the stamp. To carry out the solution of the system of integral equation Gauss-Jacobi
integration formula is performed.

In the third chapter, the numerical results for the contact widths and the contact
pressures which are obtained for different values of various dimensionless quantities such
as material properties, concentrated loads and radius of stamp are given in graphical forms
and tables, each of the bonded contact and the receding contact problems. The accuracy
and the validity of the results has been verified with existing solutions. Furthermore, oy, oy
and T,y stress components for the layer and the half plane are determined along the y axis.

The conclusions obtained from the study are mentioned in the last chapter.

Key Words: Frictional Contact, Receding Contact, Continuous Contact, Integral
Transform Techniques, Theory of Elasticity, Rigid Stamp, Friction.
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1. GENEL BIiLGILER

Cogu yapilarin ve mekanik sistemlerin elemanlari birbirleri ile degme halindedir. Bu
degmenin karakteri, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine iletis sekilleri, degme halindeki
cisimlerde meydana gelen sekil degistirmeler, degme uzunluklar1 ve degme bolgesindeki
degme gerilmesi dagilimi yapinin davranisinda 6nemli rol oynamaktadir. Yol ve havaalani
ist yapilari, demiryollar1, temeller, tahil silolari, akaryakit tanklari, silindirik miller ve
bilyeler degmenin séz konusu oldugu miihendislik uygulamalarindan bazilaridir. Tasit
carpismalarinin simiilasyonu, insan eklemlerinin davranist gibi konular da degme

probleminin uygulama sahasina girmektedir.

1.1. Literatiir Arastirmasi

Degme mekanigi konusunun, Heinrich Hertz tarafindan 1882 yilinda yazilan “On the
contact of elastic solids” adli makaleyle basladig1 soylenebilir (Johnson, 1985). Hertz
degme halindeki iki elastik cismin dengesini, degme bdlgesinin eliptik oldugunu kabul
ederek incelemis, degme gerilmesi ve sekil degistirmeler i¢in formiilasyon gelistirmistir.
Bu sonuglar rijit diizleme oturan silindir veya kiire gibi problemlere uygulanmis ve bu tip
problemler Hertz degme problemi olarak adlandirilmistir.

Degme problemleri iizerine yapilan ¢aligmalar, kompleks degiskenler yonteminin
Muskhelishvili tarafindan gelistirilmesi (Muskhelishvili, 1953) ve 6zellikle Sneddon’un
integral doniisiim tekniklerini elastisite teorisinde kullanmasiyla (Sneddon, 1951) artmaya
baslamistir. Degme problemi ile ilgili calismalarin 1950’11 yillara kadar olan literatiirii ve
¢oziim yontemleri Galin’in eserinde belirtilmistir (Galin, 1961). integral Doniisiim
Tekniklerinin bu probleme uygulanma yontemleri ise Uffliand’in eserinde verilmistir
(Uftliand, 1965).

Degme mekanigi, ¢ok sayida arastirmacinin yaptig1 degisik ¢caligmalar ve bilgisayar
teknolojisinin sundugu yeni imkanlar sayesinde, cisimlerin davranisinin ger¢ege daha
uygun modellerle ifade edilebilir olmasi yoniinde gelisme kaydetmistir. Bu konuda
yapilmis olan bazi ¢alismalar ¢6ziim yoOntemlerine ve siirtiinmenin dikkate almnip

alimmamasina gore siniflandirilarak asagida 6zetlenmistir



1.1.1. Elastisite Teorisi ve Integral Doniisiim Teknikleri ile Incelenen
Siirtilnmesiz Degme Problemleri

Uygulamada rastlanabilecek degme problemlerinin analitik ¢6ziimiinii, baz1
kabullerle basitlestirdikten sonra, elastisite teorisi ve integral donlisim teknikleri
yardimiyla yapmak miimkiindiir. Integral doniisiim teknikleri, denge denklemlerinin yer
degistirmeler cinsinden ifadeleri olan Navier denklemlerine uygulanarak, diferansiyel
denklemlerdeki degisken sayis1 azaltilmakta ve ¢oziim kolaylastiriimaktadir.

Cisimler birbirlerine yapisik olmadan degme halindeyken, degme bdlgesi ve bu
degme bolgesinde meydana gelen degme gerilmesi bilinmeyendir. Degme bolgesinde
cisimler arasinda aktarilan normal gerilme yalnizca basing olmakta ve ¢ekme gerilmeleri
bir cisimden digerine iletilmemektedir. Basing gerilmeleri etkisini kaybettiginde iki cisim
arasinda ayrilma meydana gelir ve agirlik etkileri ihmal edildiginde bu ayrilma sonsuz
kalir. Yiik etki ettirildikten sonraki degme bolgesi, yliklemeden dnceki degme bolgesinin
icinde ve sonlu bir bdlgede kalan, agirlik etkilerinin ihmal edildigi bu tip problemler
ayrilmali degme (receding contact) olarak adlandirilir. Bu konuda yapilan baz1 ¢aligmalar
asagida verilmistir:

Weitsman (1969), elastik yarim diizlem ve {izerine tekil yiik ile bastirilan plak i¢in
degme problemini incelemistir. Plak teorisi ile plagin ve elastik diizlemin rijitlikleri oram
icin degme uzunluklart bulunmustur. Pu ve Hussain (1970) bulunan ¢6ziimde, elastik
diizlemin rijitliginin sonsuza gétiiriilmesi durumunda (rijit mesnet), degme uzunlugunun
sifir oldugunu ve bunun fiziksel olarak miimkiin olamayacagini belirtmislerdir. Bu
problemin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in varyasyonel yontem kullanarak bir onceki
calismadan farkli sonuglar elde etmislerdir.

Keer vd. (1972) yayih yiik ile elastik yarim diizlem iizerine bastirilan, sonsuz
uzunluklu elastik tabakada degme problemini ele almislardir. Gerilme ve yer degistirmeler
Papkovich-Neuber potansiyelleri cinsinden yazilmig, integral donilisim teknikleri
kullanilarak, diizlem gerilme problemi ve donel simetrik problem olarak c¢oziimler
bulunmustur. Tabakaya tekil yiik etki etmesi 6zel halinde, daha 6nce yaklasik ¢oziimlerle
yapilmis Weitsman (1969), Pu ve Hussain (1970) ¢alismalarindan bulunan sonuglardan
biraz farkli sonucglar elde edilmistir. Weitsman (1969)’ da bulunan sonuglarin, bu

calismada bulunan kesin sonuca daha yakin oldugu sadece alt tabakanin {ist tabakaya gore



rijitliginin fazla oldugu durumlarda Weitsman (1969)’in ¢oziimiiniin Pu ve Hussain
(1970)’deki ¢ozlime gore buradaki kesin ¢oziimden uzaklastigr goriilmiistiir.

Borgi ve Keer (2006), Keer vd. (1972) tarafindan yapilan caligmayi tabakanin
fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden olmasi halinde ele almislardir. Homojen
olmayan elastik tabakanin kayma modiiliiniin derinligi boyunca iistel olarak degistigi kabul
edilmistir. Problem integral doniisiim teknikleri ile bir tekil integral denkleme
doniistiirilerek  tabakanin malzeme 6zelliklerinin  degme uzunluklari ve degme
gerilmelerine etkisi incelenmistir.

Keer ve Chantaramungkorn (1972), elastik yarim diizlem iizerine yayil yiik ile
bastirilan elastik tabakanin siirtinmesiz degme problemini incelemislerdir. Yayili yiik
tabaka tlizerine bir bolge harig etki ettirilmis ve tabaka ile diizlem arasinda yayili yiikiin etki
etmedigi mesafeden daha kiigiikk bir ayrilma bolgesi meydana gelecegi kabul edilerek
problem Papkovich-Neuber potansiyelleri kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Degisik profillerdeki pang ile bastirilan ve elastik yarim diizleme oturan tabakanin
sirtinmesiz diizlemsel degme problemi Ratwani ve Erdogan (1973) tarafindan
incelenmistir. Integral doniisiim teknikleri kullanlarak pang ile tabaka arasinda ve tabaka
ile diizlem arasindaki degme uzunluklari ve gerilme dagilimmin bilinmeyen oldugu
integral denklem sistemi elde edilmistir. Tekil yiikiin elastik tabakaya dogrudan ya da
egrisel veya dikdortgensel bir pang ile etki ettirilmesi durumlar icin integral denklem
sistemi ¢Oziilmiis, tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme uzunluklari ve degme
gerilmesi dagiliglart bulunmustur.  Civelek ve Erdogan (1974) ayni problemi donel
simetrik olarak ele alarak incelemistir. Kahya vd., (2007) ise tabakanin anizotrop olmasi
halinde rijit dairesel bir pangla bastirilan ve elastik yarim diizleme oturan tabaka
problemini ¢dzmiislerdir. Anizotrop tabakanin degisik malzeme o6zellikleri i¢in pangin
altinda ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme uzunluklar1 ve degme gerilmesi
dagilimlar1 elde edilmistir.

Gegit (1986), yart sonsuz silindir ile elastik yarim diizleme bastirilan tabakanin
degme problemini incelemistir. Integral déniisiim teknigi kullanilarak her ii¢ eleman icin
yer degistirme ve gerilmeler Bessel fonksiyonlari cinsinden elde edilmistir. Olusan integral
denklemler sayisal olarak ¢oziilerek elemanlarin degisik malzeme 6zellikleri ve boyutlar
icin yar1 sonsuz silindir ile tabaka arasindaki degme gerilmesi dagilimi, tabaka ile diizlem

arasindaki degme gerilmesi dagilimlar1 ve degme uzunluklari bulunmustur.



Comez (2003), Comez vd. (2003; 2004), alt tarafindan rijit mesnetli, birbirine yapisik
olmayan iki elastik tabakanin ve tekil yiikle bu tabakalar1 bastiran rijit, dairesel veya
parabolik pan¢in degme problemini incelemislerdir. Tabakalar arasindaki ve pang ile
tabaka arasindaki degme uzunluklar1 ve bu iki degme bolgesindeki degme gerilmesi
dagilimi degisik malzeme 6zellikleri ve geometrileri ile ylik degerleri i¢in elde edilmistir.

Erdogan ve Ratwani (1974), iki elastik ¢eyrek diizlem {lizerine yiik ile bastirilan
elastik tabakanin siirtiinmesiz degme problemini ele almiglardir. Fourier ve Melin
doniistimleri kullanilmis, ¢eyrek diizlemle tabakanin degdigi kenarlardaki gerilmelerde
meydana gelen tekillikler ve dereceleri bulunarak integral denklem ¢oziilmiis, tekil yiik,
diizgiin yayili yiik ve bir fonksiyonla degisen yayili yiik durumlart i¢in degme gerilmesi
dagilimlari elde edilmistir.

Keer vd. (1984), elastik ¢eyrek diizlem ve bu diizlemin iizerine bastirilan rijit blogun
stirtiinmesiz degme problemini incelemiglerdir. Problemin sayisal ¢ozlimii i¢in tahmini bir
degme bolgesi tayin edilmis ve degme bolgesi dikdortgensel bolgelere ayrilarak her bir
bolgedeki gerilmenin sabit oldugu diisiintilmiistiir. Bu sekilde integral denklem lineer
denklem sistemine doniistiiriilerek iterasyonlar sonucunda gercek degme bolgesi ve degme
bolgesindeki gerilme dagilimi elde edilmistir. Boyutlar1 bilinen dairesel kesitli rijit bir
blogun tekil yiikle bastirilmast durumunda verilen malzeme 6zellikleri ve yiik degeri icin
degme bolgeleri ve degme gerilmesi dagilimi Poisson oraninin degisik degerleri i¢in elde
edilmistir.

Aksogan vd. (1996; 1997), iki elastik ¢eyrek diizlem iizerine oturan elastik tabakanin
simetrik ve simetrik olmayan degme problemini incelemislerdir. Integral déniisiim
teknikleri ile yapilan ¢oziimde tabaka icin Fourier, ¢eyrek diizlem i¢in Mellin doniisiimii
kullanilmistir. Paket programlar yardimiyla Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM) ve Sinir
Elemanlar Yontemi (SEM) ile de ¢oziimler yapilmistir. Elastik tabakaya {istten simetrik
tekil yiik, simetrik diizgiin yayili yik ve simetrik olmayan diizgiin yayili yiik etki
ettirilmesi durumunda degme gerilmelerinin yayilist incelenmis ve her ii¢c yontemde de
birbirine ¢ok yakin sonuglar ortaya ¢ikmaistir.

Fiziksel olarak lokal yiiklii elastik tabaka probleminde degme bdlgesinin sonlu
kalmasi yalmizca agirlik etkilerinin ithmal edilmesiyle miimkiindiir. Sonsuz uzunluklu
diisey elastik tabakada yerel olarak etki ettirilen ¢ekme veya basing kuvvetlerinin etkisi
yikleme bolgesinden uzaklarda kaybolur ve agirliktan dolayr meydana gelen kiitle

kuvvetleri ne kadar az olursa olsun tabaka ile zemin arasindaki temas devam eder (Civelek



vd., 1978). Agirhigin dikkate alindig1 bu tip problemlerde dis yiik kritik bir degeri astiginda
tabakalar arasinda veya tabaka ile zemin arasinda sonlu bir ayrilma meydana gelir ve
problem “siireksiz degme problemi” olarak adlandirilir. Dig yiikk bu degerden kiiciikse
ayrilma s6z konusu olmaz ve bu problem “siirekli degme problemi” olarak adlandirilir.
Siirekli ve stireksiz degme problemi ile ilgili yapilan ¢aligmalar asagida verilmistir.

Civelek ve Erdogan (1975), rijit yarim diizlem iizerine oturan ve tekil yiik ile
kaldirilmaya c¢alisilan tabakada siirekli ve siireksiz degme problemini incelemislerdir.
Problemde agirlik géz Oniine alinirken siirtiinme kuvveti dikkate alinmamistir. Siireksiz
degme halinde incelenen problem icin ayrilma uzunlugu ve degme gerilmelerinin
tabakanin elastik 6zelliklerinden bagimsiz oldugu goriilmiistiir.

Civelek ve digerleri (1978), rijit dikdortgen bir blokla rijit yarim diizlem iizerine
bastirilan elastik sonsuz uzunluklu tabakada siirekli ve siireksiz degme problemini ele
almiglardir. Agirlik etkisi géz oniline alinmis siirtinme kuvvetleri ihmal edilmistir. Siirekli
ve siireksiz degme durumlarinda, farkli yiik genislikleri i¢in degme gerilmesi yayilis1 ilk
ayrilma ytikleri ve siireksizlik olan bolgede diisey yer degistirmeler bulunmustur.

Gegit ve Erdogan, 1978 tarafindan yapilan ¢alismada, birbirlerinden belli aralikli iki
tekil yiikle kaldirilan veya rijit diizleme bastirilan elastik tabakada siirekli ve siireksiz donel
simetrik degme problemi ¢oziilerek degme gerilmesi dagilimi ile ayrilmay1 baslatan kritik
yiik degerleri bulunmustur. Tabakanin tekil yiiklerle kaldirilmasi halinde Plak Teorisine
gore de ¢ozlim yapilmis, bulunan sonuglarin elastisite teorisinden bulunan sonuglara ¢ok
yakin olmadig1 ve tabakanin fiziksel davranisini yansitmadigi goriilmiistiir.

Gegit (1980), elastik tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki siirekli ve siireksiz
degme problemini incelemistir. Elastik tabaka iist tarafindan siirekli diizglin yayil yiik ile
yiiklenmis ve bu yiike ilaveten tabakay1 kaldirmaya calisan veya tabakay1 bastiran tekil yiik
etki ettirilmesi durumlari i¢in ayr1 ayr1 ¢oziimler yapilarak ilk ayrilmayi baglatan kritik yiik
ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesi yayilis1 elde edilmistir.

Cakiroglu ve Cakiroglu (1991), elastik yarim diizlem ve iizerine etki ettirilmis yayil
yik ile bastirilan elastik tabaka arasindaki siirekli ve siireksiz degme problemini
incelemislerdir. Etki ettirilen yilikiin diizgiin yayili veya bir fonksiyona bagli olmasi
durumlarinda, degisik malzeme O6zellikleri ve tabaka kalinlig1 i¢in ilk ayrilma uzaklig1 ve
degme bolgesindeki gerilme yayilis1 elde edilmistir.

Ozsahin (2000), rijit iki diiz blok {izerine oturan, sonlu bir bélgede etki ettirilen yay1li

yiik ile bastirilan iki elastik tabakali bilesik tabakada stirekli ve siireksiz degme problemini



ele almustir. Siirekli degmede iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi ve
bulunmamas1 hallerinde ilk ayrilmay1r meydana getiren kritik yiik bulunmustur. Stireksiz
degme probleminde siirtiinme dikkate alinmamis, ayrilmanin iki elastik tabaka arasinda
veya bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda meydana gelmesi durumlari i¢in problem
¢Ozlilmiistiir.

Cakiroglu vd. (2001), elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan iki elastik tabakanin,
stirtlinmesiz, siirekli ve siireksiz degme problemini incelemiglerdir. Siirekli degme
probleminde ilk ayrilmayr meydana getiren kritik yiikk bulunmustur. Siireksiz degme
problemi, ayrilmanin yalnizca iki tabaka arasinda, alt tabaka ile yar1 sonsuz diizlem
arasinda veya ayni anda hem tabakalar arasinda hem de alt tabaka ile yar1 sonsuz diizlem
arasinda meydana gelmesi durumlarinda ayr1 ayr1 incelenmistir.

Birinci ve Erddl (2001), tekil yiikii bastirdigi tabakalara ileten dikddrtgen blok ile
basit mesnetlere oturan bilesik tabakalar arasindaki siirekli ve siireksiz degme problemini
ele almiglardir. Siirekli degme halinde bilesik tabakalar arasinda ilk ayrilmayi baglatan
kritik yiik ve ilk ayrilma uzakligi bulunmustur. Siireksiz degme, siireksizligin rijit blok ile
iistteki tabaka arasinda veya bilesik tabakalar arasinda olmasi durumlar i¢in ayri ayri
incelenmistir. Degisik malzeme sabitleri tabaka kalinliklar1 ve mesnet araligi i¢in degme
gerilmesi yayilist ve diisey yer degistirmeler elde edilmistir.

Kahya (2003), rijit, diiz bir temel {izerine yapistirilmis, iist tarafindan sonlu yayil
yiikle bastirilan iki ortotrop, elastik ve sonsuz uzunluklu tabakadan meydana gelen bilesik
tabakada siirekli ve silireksiz degme problemini incelemistir. Tabakalar arasinda ilk
ayrilmay1 baglatan kritik ytik degeri, ilk ayrilma uzaklig, kritik yiikiin asilmasi durumunda
tabakalar arasinda meydana gelen ayrilma bolgesinin biiytikliigii, acilma miktar1 ve her iki
problem i¢in tabakalarin ara yiizeyindeki degme gerilmesi yayilis1 elde edilmistir.

Ke ve Wang (2006) fonksiyonel derecelendirilmis elastik bir tabaka ile kapli elastik
yarim diizlemin siirekli degme problemini transfer matris yontemi ve integral doniisiim
teknikleri ile incelemistir. Yiikii ileten pang¢in profilinin dikdortgen, daire ve iliggen olmast
halinde problem ¢ozlilmiistiir.

Rijit diiz blokla elastik tabaka arasindaki tam yapisik degme problemleri Gegit (1987;
1990) tarafindan incelenmistir. Gegit (1987), iist tarafindan tekil yiikiin iletildigi rijit bir
blok tarafindan kaldirilmaya c¢alisilan ve alt tarafindan rijit zemine tam bagli, elastik
sonsuz uzunluklu tabakanin degme problemini ele almigtir. Tabaka ile rijit blok birbirlerine

degme bolgesinde tam bagli kabul edilmis, integral doniisiim teknikleri kullanilarak,



degme bolgesindeki normal ve kayma gerilmelerinin bilinmeyen oldugu 1. tiir integral
denklem sistemi elde edilmistir. Integral denklem sistemin sayisal ¢oziimii yapilarak
degme uzunlugu, tabaka kalinligi orami i¢in degme bolgesindeki normal ve kayma
gerilmesi dagilimi ile gerilme siddet faktorleri elde edilmistir. Ayni sisteme rijit dikdortgen
blok vasitasiyla tekil moment etki etmesi halinde problem benzer sekilde ¢oziilmiistiir
(Gegit , 1990).

Pang ile bastirilan yar1 sonsuz diizlem problemi, “Pang¢ Problemi” veya “Boussinesq
Problemi” olarak adlandirilir. Dhaliwal (1970), problemi pangin yalnizca dairesel profilde
olmasi durumunda incelemistir. Karigik siir deger problemi ikinci tip Fredholm integral
denklemine indirgenmis, kuvvet serileriyle ve sayisal yontemlerle integral denklem
¢Oziilmistiir. Rijit pangin silindirik, konik, kiiresel parabolik ve eliptik olmasi durumlari
icin ¢dzlim genisletilmis; her bir pang profili icin pangin elastik tabakada meydana
getirecegi ¢Okmeyi saglayabilecek kuvvetin degeri, bu ¢Okmenin miktari, serbest
ylizeydeki yer degistirmenin degisimi ve degme gerilmesini veren ifadeler elde edilmistir
(Dhaliwal ve Rau, 1970). Elde edilen ifadelerden faydalanarak, sayisal ¢oziimler
grafiklerle verilmistir (Rau ve Dhaliwal, 1972).

Gegit ve Gokpinar (1985) tarafindan, sonlu diizgiin yayil yiik ile egrisel rijit bir
mesnede bastirilan elastik tabakanin degme problemi incelenmistir. Tabakanin agirlig1 ve
stirtiinme etkisi ihmal edilmis, parabolik ve dairesel mesnet profilleri ve degisik malzeme
ozellikleri i¢cin degme uzunlugu ve normal gerilme degerleri bulunmustur.

Kahya ve digerleri (2001), rijit yarim diizlem {iizerine oturan elastik tabakanin
stirtlinmesiz degme problemini incelemislerdir. Agirligi ihmal edilen tabaka iist tarafindan
egrisel (dairesel, parabolik) veya dikdortgen rijit blok vasitasiyla simetrik tekil yiikle
yiiklenmis ve her {i¢ pang profili i¢in problem ¢oziilerek degme uzunluklar1 ve gerilmeler
elde edilmistir.

Homojen olmayan elastik diizleme bastirilan pang problemleri ise Bakirtag (1980),
Bakirtas (1984), Fabrikant ve Sancar (1984) tarafindan incelenmistir. Bakirtas (1980), rijit
pang ile bastirilan, homojenligi derinligi ile degisen elastik yarim diizlemde degme
problemini ele almistir. Elastisite modiilii derinligiyle birlikte iistel olarak artan elastik
yarim diizlemin; rijit parabolik ve dikdortgen panglar vasitasiyla tekil yiikk veya tekil
moment ile yliklenmesi durumlari i¢in ¢oziimler yapilmistir. Homojenligin degisimini
belirleyen katsayinin ve Poisson oraninin degisik degerleri icin pang altindaki gerilme ve

moment dagilis1 ile dikdortgen blok durumunda gerilme yogunlugu faktoriiniin degisimi



bulunmustur. Aym1 problem homojen olmayan ortotrop 6zellikteki zemin halinde, rijit
dikdortgen blok vasitasiyla tekil yiikle bastirilmis yari sonsuz diizlem i¢in ¢oziilmiistiir.
Zeminin izotrop 0zellikte olmast durumu incelenen problemin 6zel hali olarak ¢ikarilmistir
(Bakartag, 1984).

Fabrikant ve Sancar (1984), homojenligi derinligiyle degisen elastik yarim diizlem
probleminin kesin ¢0zimiinii donel simetrik problem olarak arastirmislardir. Pang
problemi verilen ¢oziim yontemiyle ele alinmis ve pang altindaki degme gerilmesini veren
ifadeler elde edilmistir.

Elastik mesnede oturan tabakalarla ilgili ilk caligmalar Winkler tarafindan
yapilmistir. Winkler, tabakanin {izerine oturdugu elastik mesnetten veya zeminden gérmiis
oldugu reaksiyonun, meydana gelen ¢okmelerle orantili oldugunu ileri siirmiistiir. Winkler
Hipotezi olarak bilinen bu goriis; ¢ok elestirilmis olmasina ragmen, pek ¢ok miihendislik
problemine yeterli derecede yaklasik ¢ozliim getirdigi i¢in halen kullanilmaktadir (Birinci,
1994).

Dempsey vd. (1990), Winkler temeline oturan sonsuz uzunluktaki elastik tabakanin
degisik yiiklemeler altindaki degme problemini ele almiglardir. Tabakaya iist kismindan
tekil yiik veya diizglin yayil yiik etki etmesi, tekil yiikiin egrisel bir blok veya dikdortgen
blok araciligiyla tabakaya iletilmesi durumlari, elastisite teorisi ve kirig teorisine gore ayri
ayr1 ¢ozilmiis ve sonuclar karsilastirilmistir. Tabakanin karakteristik uzunlugunun
yiiksekligine orani (bagil rijitlik oran1) sekiz veya daha biiyilik degerlerde oldugunda her iki
¢Ozlimiin birbirine yakin sonuglar verdigi gorilmistiir.

Elastik zemine oturan elastik tabakanin degme problemi Dempsey vd., 1991
tarafindan ele alinmistir. Agirligi ihmal edilen tabakaya diizgiin yayil yiik veya konik,
parabolik, eliptik panclar vasitasiyla tekil yiik etki ettirilmistir. Problem tabaka yiiksekligi
sonsuz biiyiik alinarak, pangla bastirilan elastik yarim diizlem ve elastik zeminin rijitlik
katsayis1 sonsuz biliyiikk alinarak rijit yarim diizleme oturan tabaka problemine
dontistiirtilerek 6zel ¢oziimler elde edilmistir. Konik ve eliptik pang profilleri i¢in tabaka
teorisinden bulunan ¢oziimler, ince plak teorisi ile bulunan ¢oziimlerle karsilastirilmis,
panc¢in degme uzunlugu ve tabakanin karakteristik uzunlugunun ytiksekligine orani biiyiik
degerler aldikca iki ¢6zlimiin birbirine yakin sonuglar verdigi goriilmiistiir.

Elastik zemine oturan, malzeme 6zellikleri ve yiikseklikleri farkli birbirine tam baglh
iki tabakadan olusan bilesik tabakada siirekli degme problemi incelenmistir (Birinci vd.,

1997). Ust tarafindan simetrik yayil yiik etki ettirilen bilesik tabakamn agirhigi dikkate



alinarak problem ¢0zlilmiis, tabakalar arasinda ayrilmanin bagladigir ilk nokta ile ilk
ayrilma yiikleri bulunarak, ilk ayrilma yikii ve ilk ayrilma yiikiinden kii¢iik yiikler i¢in
degme yiizeyindeki gerilme dagilimlar1 elde edilmistir. Birinci vd. (2002) ayni problemi
bilesik tabakanin agirligini ihmal ederek incelemislerdir.

Wozniak vd., (2002), silindirik bosluklu a uzunlugundaki kismi Winkler tipi
malzeme ile doldurulmus rijit yarim diizlem iizerine oturan tabakanin degme problemini
incelemiglerdir. Tabakanin {ist tarafindan yayili yiikle yiiklenmesi, egrisel veya
dikdortgensel blok vasitasiyla yiiklenmesi durumlarinda gerilme ve yer degistirmeler elde
edilmis, a > 0 (rijit yarim diizlem), a — o (Winkler temeli) 6zel durumlari i¢in de
¢Oziimlere ulasilmistir.

Tabakali ortamlar son yillarda yiiksek teknolojik uygulamalarda genis kullanima
sahiptir. Bilim ve miihendislikte ozellikle hava ve uzay araglar yapilarinda tabakali
ortamlarla ilgili degme problemleri biiylik ilgi gérmektedir. Yiizey malzemesinin ana
yapidan farkli olmasi gereken durumlarda da tabakali ortamlara ihtiyag vardir (Bai, 2002).

Bufler (1971), cok tabakal1 elastik, izotrop ortamlardaki gerilme ve yer degistirmeler
icin kartezyen koordinatlarda matris analizine ve integral doniisiim tekniklerine dayanan
bir yontem gelistirmistir. Transfer matris yontemi ve esneklik matrisi yontemleri ile
tabakalarin birbirlerine tamamen yapisik olduklart veya birbirlerine bagli olmadiklar
durumlarda ¢6zlim yapilmstir.

Chen ve Engel (1972), elastik yarim diizleme rijit pangla bastirilan bir veya iki
tabakadan olugan tabakali ortamin degme problemini incelemistir. Rijit pan¢in, parabolik
ve dikdortgen olmasi durumlari i¢in problem yaklasik bir yontemle ¢oziilmiis, pang altinda
degme gerilmesi dagilimi ve ¢okmeler elde edilmistir. Ayn1 zamanda problemin darbe
yiikii etkisi altinda ¢6zlimii sayisal olarak ve deneysel yontemle yapilmis degme siiresinin
her iki yontemle de birbirine yakin degerde bulundugu goriilmiistiir.

Shield ve Bogy (1989), dikdortgensel rijit diiz bir pangla bastirilan ¢ok tabakali
elastik yarim diizlemin degme problemini ele almislardir. Biitiin tabakalarin birbirlerine
tam baglh olduklari, en altta elastik yarim diizleme oturduklar1 ve izotrop olduklar1 kabul
edilmig, pangin altindaki tabakanin elastisite modiilii ve yiiksekligine gore panc ile
altindaki tabaka arasinda ii¢ ayr1 degme bolgesi olusabilecegini ilk olarak gdstermislerdir.
Her bir degme bdlgesi durumu i¢in degme uzunluklari ve degme gerilmesi yayiliglarin
veren formiiller transfer matris yontemi de kullanilarak ¢ikartilmis, sayisal sonuglar

verilmistir.
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Choi ve Thangjitham (1991), yiizeysel yiiklerle bastirilan tabakalandirilmis anizotrop
elastik yarim diizlemde olusacak gerilme dagilimlarini diizlemsel elastisite ¢ercevesinde
incelemistir. Coziim i¢in rijitlik matrisi ve integral doniisiim teknigi beraberce kullanilarak
monoklinik, ortotropik ve enine izotrop malzeme i¢in normal gerilmeler ve kayma
gerilmesi dagilimlari elde edilmistir.

Pindera ve Lane (1993a; 1993b), degisik say1 ve siralanisa sahip izotrop, ortotrop
veya monoklinik tabakalardan olusan ¢ok tabakali yarim diizlemde siirtiinmesiz degme
problemini incelenmislerdir. Arastirmacilar lokal/global rijitlik matrisi yaklagimindan yola
cikarak bir yontem gelistirmisler integral denklemi singiiler ve regular kisimlara ayirdiktan
sonra sayisal kollokasyon teknigi ile ¢6zmiislerdir. (1993b)’de bulunan sayisal sonuglar
verilmistir.

Urquart ve Pindera (1994) tarafindan, dikdortgen pang ile bastirilan ve anizotropik
tabakalardan olusan ¢ok katmanli elastik yarim diizlemde degme problemi incelenmistir.
Problemin ¢6ziimiinii, Shield ve Bogy (1989)’ dan farkli olarak, tabakalarin anizotrop
olmas1 halini de igeren genel bir formiilasyonla lokal-global rijitlik matrisi yonteminden de
yararlanarak ¢ikarmislar, elastik yarim diizleme oturan izotrop tabaka halinde iist tabaka ve
en alttaki elastik yarim diizlemin elastisite modiilleri oran1 ve pan¢ uzunlugu i¢in, pang ile
tabaka arasinda olusabilecek degme durumlarini veren bolgeler ve diger bulgular
verilmistir.

Rijit parabolik bir pangla bastirilan metal-matris ve polimer-matris kompozit yarim
diizlemlerin degme problemi incelenmistir (Binienda ve Pindera, 1994). Homojen,
izotropik veya anizotropik oOzellikte olan yarim diizlem, izotropik, ortotropik veya
monoklinik 6zellikte olan tabakalarla kaplanmis ¢6zliim i¢in lokal/global rijitlik matris
formiilasyonu kullanilarak problem tekil integral denkleme doniistiiriilmiistiir. Integral
denklemin sayisal ¢oziimii yapilmis, degisik malzemeler i¢in pan¢in degme uzunluklari
degme gerilmesi dagilimi elde edilmistir.

Birinci ve Erdol (1999), basit mesnetler iizerine oturan agirliksiz iki tabakadan olusan
bilesik tabakanin siirtiinmesiz degme problemini incelemislerdir. Bilesik tabaka dairesel
veya dikdortgen blok araciligryla mesnetlere bastirilmig, her iki blok profili i¢in problem
¢Oziilmiis degme uzunluklari, degme gerilmeleri elde edilmistir.

Yar1 sonsuz tabakalarin u¢ problemi (end problem) Saint-Venant’in yaptigi

caligsmasiyla birlikte bilim adamlar1 ve miithendislerin dikkatini ¢ekmistir. Bu problemlerde
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yar1 sonsuz tabakanin yanal yiizlerinde gerilme olmaz, sonlu u¢ ise gerilme ve yer
degistirmelerin uygun kombinasyonu ile belirlenir (Bogy, 1975).

Benthem ve Minderhoud (1972), sonlu ucu rijit zemine yayili yiik ile bastirilan yar1
sonsuz silindirin donel simetrik problemine 6zdeger teknigini basariyla uygulamislardir.
Gerilmelerdeki tekillikler belirlenmistir. Sayisal bir 6rnekle degme bolgesindeki normal ve
kayma gerilmelerinin dagilimi elde edilmistir.

Boggy (1975), sonsuzdaki ucundan degisik tip yiiklerle yiiklenen yar1 sonsuz serit
problemini, sonsuz uzunluklu serite ve elastik yarim diizleme ait ¢oziimlerin
siiperpozisyonunu alarak incelemistir. Seritin sonlu kenarindan rijit bagli olmasi halinde
sonsuz uctan tekil kuvvetle ¢ekilmesi ve egilmesi problemi ¢oziilmiistiir. Ayn1 zamanda
seritin yapisik olmadigi rijit zemine tekil kuvvetle bastirilmasi problemi de incelenmis
normal ve kayma gerilmesi dagilimi bulunmustur.

Sonsuz uclarindan etki ettirilen tekil yiik ile kisa kenarlar1 boyunca birbirlerine
bastirilan, genislikleri birbirinden farkli yar1 sonsuz iki elastik tabaka arasindaki degme
problemi Adams ve Boggy (1977) tarafindan ele alinmistir. Tabakalarin birbirine bagl
olmasi1 veya ara ylizeylerinde siirtlinmenin olmamast durumlar i¢in ayri1 ayr1 ¢dziimler
yapilmis ve degme bolgesindeki gerilme yayilist bulunmustur.

Agarwal (1978), sonlu uglariyla birbirlerine birlestirilmis ve bu uglardan uzakta etki
ettirilen yayili yiik ile ¢ekilmeye calisan yar1 sonsuz silindirlerin dénel simetrik degme
problemini ele almuslardir. Integral doniisiim teknikleri ile sonsuz uzunluklu silindir ve
yarim diizlem ¢oziimlerinin siiperpozisyonundan yararlanilarak problem lineer denklem
takimima indirgenerek ¢oziilmiistiir. Degisik malzeme oOzellikleri ic¢in silindirlerin ara
yiizlerindeki normal ve kayma gerilmesi dagilimlar1 elde edilmistir.

Lobodo ve Tauchert (1985), alttan tam bagli, sonsuz uzunluklu ortotropik tabakaya
sonlu ucuyla oturan yar1 sonsuz ortotropik tabakanin, yapisik ve yapisik olmayan degme
problemini incelemislerdir. Degme bdlgesinden sonlu bir mesafede yar1 sonsuz tabakayi
boyuna veya enine ¢ekmeye calisan simetrik tekil kuvvetler etkisinde ara yiizdeki normal
ve kayma gerilmelerinin dagilimi elde edilmistir.

Gegit (1986) tarafindan yar1 sonsuz silindir ve {izerine bastirildigr yarim diizlem
arasindaki siirtlinmesiz de§me problemi incelenmistir. Problemin ¢6ziimiinde
siiperpozisyon ilkesinden faydalanilmis, degisik malzeme o6zellikleri i¢in degme

gerilmeleri ve ara yiizeydeki yer degistirmeler belirlenmistir.
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Blaibel ve Gegit (1989), sonsuz uzunluklu elastik tabakaya oturan, yar1 sonsuz elastik
tabakanin egilme problemini ele almislardir. Egilme momenti uygulanan yari sonsuz
tabaka alttaki sonsuz tabakaya kisa kenariyla baglanmis ve sonsuz uzunluklu tabakanin
alttan tam olarak bagli oldugu diislinlilerek problem siiperpozisyon ilkesi ve integral
dontisiim teknigi yardimiyla ¢oziilmustiir.

Egrisel bir pang ile kenarlarindan basit veya ankastre mesnetlere bastirilan dairesel
plagin degme problemi Keer ve Miller (1983) tarafindan incelenmistir. Pang¢in plaga temas
uzunlugu bilinen olarak alinmis, elastik sonsuz tabakanin elastisite teorisi ¢ozimii ile
mesnet tepkilerini karsilayabilmek i¢in basit egilme etkisindeki plagin Plak Teorisine gore
¢Ozlimiiniin sliperpozisyonu alinarak yaklasik bir ¢6ziim gelistirilmistir. Bulunan degme
gerilmesi degerleri Hertz Teorisi ve Plak Teorisi ile karsilagtirilmis ve yontemlerden elde

edilen sonuglar arasinda ¢ok yakin degerler elde edilmedigi gorilmiistiir.

1.1.2. Siirtiinmeli Degme Problemleri

Degme problemi ile ilgili yapilan ¢alismalarin ¢ogunda ¢oziimii kolaylastirmak igin
degme bolgelerinde meydana gelecek olan siirtlinmenin etkisi dikkate alinmamistir. Oysa
birbirleriyle degen ylizeylerde mutlaka bir siirtlinme s6z konusudur ve ger¢ege daha yakin
¢Ozlimler icin siirtinmenin etkisi dikkate alinmalidir. Degme problemlerinde siirtiinme
dikkate alinarak yapilan bazi ¢caligsmalara asagida yer verilmistir:

Conway (1971), iki sabit silindir arasinda bastirilan ve silindirler arasindan bir
kuvvetle yatay olarak g¢ekilen tabakanin siirtlinmeli degme problemini incelemislerdir.
Siirtiinmenin normal degme gerilmesine etkisi incelenmis ve bu etkinin ¢ok az miktarlarda
oldugu goriilmiistiir.

Spence (1975), dikdortgen veya egrisel profillerdeki donel simetrik pancgla bastirilan
elastik yarim diizlemin siirtinmeli degmesinin, Coulomb’un siirtlinme kanununa gore
karisik sinir deger problemi olarak formiilasyonunu yapmustir.

Boduroglu ve Delale (1977; 1980), elastik yarim diizlem ile iizerine serbestge oturan
elastik tabakanin stirtlinmeli degme problemini ele almislardir. Sonsuz uzunluktaki tabaka
iist tarafindan iizerinden bir fonksiyona baglh yiik ile yiiklenmis, tabaka ile elastik yarim
diizlem ve yiik ile tabaka arasindaki siirtlinmeler dikkate alinirken, kiitle kuvvetleri ihmal

edilmistir. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme bdlgesi ve bu bolgedeki degme
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gerilmesi yayilisi elde edilmis, siirtlinme dikkate alindiginda degme bolgesinin genisledigi
ve ayrilmanin zorlasacagi gosterilmistir.

Comninou vd. (1980), yar1 sonsuz diizlemle ayn1 malzeme 6zelliklerine sahip elastik
sonsuz tabakanin siirtlinmeli degme problemini incelemislerdir. Diizglin yayili yiik ile
diizleme bastirilirken tekil yiikle de kaldirilan tabakanin, diizlemle yapisik kaldigi ve
kaydig1 bolgeler bulunarak siirtinmenin normal gerilme ve kayma gerilmelerine etkisi
incelenmistir.

King ve O’Sullivan (1987), rijit dairesel pangla bastirilan, tabakali elastik yarim
diizlemin siirtinmeli degme problemini ele almiglardir. Tek bir tabaka ve elastik yarim
diizlemin degme problemi diizlem sekil degistirme hali i¢in detayli olarak incelenmis ara
ylizdeki gerilme dagilimlar1 incelenmistir. Tabakanin membran yaklagik ¢oziimii de
bulunmus ve diger sonuclarla karsilastirilmistir.

Nowell ve Hills (1988), iki egrisel pangla bastirilan elastik tabakada siirtlinmeli ve
siirtinmesiz degme problemini ele almiglardir. Siirtinmeden dolayi olusan malzeme
dayanim kaybina, tabaka kalinhiginin etkisi Bentall ve Johnson (1968) tarafindan
gelistirilen hibrit yontemle incelenmistir. Hertz tarafindan bulunan ¢oziimle karsilagtirma
yapilmis ve tabaka yiiksekligiyle degme yarim uzunlugunun orani 5 den kii¢iik oldugunda
iki ¢oziim arasinda biiyiik farkliliklar olustugu gosterilmistir.

Jaffar (1991), rijit silindirik pangla elastik tabaka arasindaki tam kaymali degme
(sliding/ full slip) problemini ele almistir. Donmesi Onlenen pang vasitasiyla tabakaya
normal kuvvet ile siirtlinme katsayisina bagli yatay kuvvet etki ettirilmistir. Tabakanin
alttan rijit zemine tam bagh ve bagli olmadigi durumlar i¢in problem ¢oziilmiis degme
bolgesindeki gerilme dagilimlar elde edilmistir.

Elsharkawy (1999), degisik sayida ince elastik tabakalarla kaplanmis elastik yarim
diizlemde siirtiinmeli degme problemini ele almustir. iki elastik tabaka ile kapl elastik
yarim diizlemin rijit e8risel bir pangla bastirilmasi durumunda gerilme dagilislar1 ¢esitli
stirtiinme katsayis1 degerleri i¢in bulunmus, yiizey kaplamasinin degme gerilmesine etkisi
belirlenmistir. Ayrica rijit dikdortgen pangla rijit diizleme bastirilan tabaka durumunda,
tabaka ile diizlemin tam bagli veya bagli olmadig1 durumlar i¢in degme gerilmesi dagilist
stirtinme katsayisinin degisik degerleri i¢in bulunmustur.

Ma ve Korsunsky (2004; 2006), ince bir tabakayla kaplanmis elastik yarim diizleme,
elastik pancgla tekil kuvvet ve buna dik dogrultuda siirtinme kuvvetleri etki etmesi

durumunda olusan degme problemi i¢in genel bir ¢éziim yontemi Airy gerilme
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fonksiyonlar1 yardimiyla gelistirmiglerdir. Bu genel c¢oziimden pancin rijit olmasi,
kaplamanin ve siirtinmenin olmamasi gibi 6zel ¢oziimler elde edilmistir. Bir sayisal
ornekle degme gerilmesi dagilimi siirtiinme katsayisinin degisik degerleri icin elde
edilmistir.

Guler ve Erdogan (2004; 2007), fonksiyonel derecelendirilmis 6zellikteki tabaka ile
kapl olan elastik yarim diizlemin siirtlinmeli degme problemini incelemislerdir. Kayma
modiili derinligi boyunca iistel olarak degisen tabakaya, diisey ve yatay kuvvetler
dikdortgen ve egrisel profillerde olan degisik sekillerdeki panglarin araciligiyla etki
ettirilmistir. Problem integral doniisiim teknigi kullanilarak bir tekil integral denkleme
dontstiiriilerek gerilme dagilimlari elde edilmistir.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden olusan tabaka ile kapli elastik yarim
diizlemin siirtiinmeli degme problemi ile ilgili benzer bir calisma Ke ve Wang (2007)
tarafindan transfer matris yontemi ve integral doniisiim teknikleri beraber kullanilarak
yapilmistir. Kayma modiiliiniin derinlik boyunca degisiminde iistel degisim sinirlamasi
olmayan bu calismada elde edilen sonuglar Guler ve Erdogan (2004)’daki sonuglarla
ortiismiistiir.

Barik ve digerleri (2008), tekil yiik ile rijit yarim diizleme bastirilan fonksiyonel

derecelendirilmis 6zellikteki elastik panc¢in termo-elastik degme problemini ele almiglardir.

1.1.3. Sayisal Céziim Yontemleri ile Incelenen Degme Problemleri

Degme gerilmelerinin kesin sonuglarla bulunabilmesi, idealize edilmis sistemlerin
oldukca karmagik matematiksel analizlerinin yapilmasini gerektirir. Bu ¢dziimler,
problemin gercek geometrisinin ve ylikleme durumunun matematiksel modellemeye ne
kadar yakin olduguna bagli olarak az veya ¢ok basarili olarak bir ¢ok probleme
uygulanabilir. Cogu durumda kesin ¢oziimiin mimkiin oldugu uygun model sekli
bulunamaz ve degme gerilmelerini belirlemek icin sayisal yontemlere ihtiya¢ duyulur
(Chan ve Tuba, 1971). Bu ihtiyagtan dolay1 bir ¢ok arastirmaci tarafindan degme
problemlerinin Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM) ve Sinir Elemanlar Yontemi (BEM) gibi
yaklasik yontemlerle ¢oziimleri arastirilmigtir.

Chan ve Tuba (1971), elastik cisimlerin diizlem degme problemine sonlu elemanlar
yonteminden yola c¢ikarak bir ¢oziim yolu gelistirmislerdir. Elastik cisimler iicgen

elemanlar ile modellenerek, yontemin Hertz problemi ve ortasinda disk bulunan levha
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problemi i¢in degme gerilmesi dagilimlarinda kesin sonuglara yakin degerler verdigi
gosterilmistir.

Hung ve Saxce (1980) tarafindan, diizlem hal i¢in elastik cisimlerin siirtiinmesiz
degme problemi sekil degistirmelerin kiigiik oldugu disiiniilerek matematiksel
programlama teknigiyle incelenmistir. Hertz problemi ve piston ¢ubuk problemi belirtilen
formiilasyona gore sonlu elemanlar algoritmasiyla modellenmis, degme bolgelerindeki
gerilme dagilimlar1 elde edilmistir.

Sachdeva ve Ramarkrishnan (1981), elastik cisimlerin siirtiinmeli diizlem degme
problemini esneklik matrisi yontemi ile incelemisler, deneme-yanilma yontemiyle (trial-
error) degme bolgesinde yer degistiren veya degmeye devam eden noktalari
belirlemiglerdir. Diger aragtirmacilar tarafindan ¢o6ziimii yapilan bazi miihendislik
uygulamalar belirtilen yontemle ¢oziilerek dogrulugu ve uygulanabilirligi test edilmistir.

Chaudhary ve Bathe (1986), iki/li¢ boyutlu siirtlinmeli degme probleminin statik ve
dinamik analizini, Lagrange Carpanlari Yontemini kullanarak yapmislardir. Gelistirilen
yontem Hertz problemine ADINA sonlu elemanlar paket programi kullanilarak
uygulanmis ve analitik ¢6ziime yakin sonuclar elde edilmistir.

Chen ve Tsai (1986), siirtinmeli elasto-dinamik degme problemini Lagrange
Carpanlar1 Yontemi ve Matematiksel Programlama Y 6ntemini kullanarak incelemislerdir.
Ilk bahsedilen yéntemle sekil degistirmeden sonraki degme bolgesi belirlenmis, sonraki
yontemle de siirtiinmeden dolay1 degme bolgesinde olusan gerilme yayilisi elde edilmistir.
Coziim yonteminin dogrulugunu ve kullanilabilirligini gostermek {izere tekil yiikle
bastirilan iki plagin statik degme problemi ele alinmis ve Sachdeva ve Ramarkrishnan
(1981) tarafindan esneklik matrisi yontemiyle bulunan sonuca yakin degerler elde edildigi
goriilmiistiir. Ayrica incelen dinamik problemlerde de kesin ¢oziimlere uygun sonuglar
elde edilmistir.

Klarbring (1986) tarafindan ti¢ boyutlu siirtlinmeli degme problemi sonlu elemanlar
yontemine bagli dogrudan ¢6ziim yontemi olan matematiksel programlama teknigi ile
incelenmistir. Gelistirilen yontem elastik yarim diizleme bastirilan elastik kare pang
problemine uygulanmis, degme bdlgesinde bulunan normal gerilme ve kayma gerilmesi
dagilimlarinin daha 6nceki arastirmacilar tarafindan bulunmus ¢oziime yakin degerlerde

oldugu gosterilmistir.
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Heyliger ve Reddy (1987a; 1987b) tarafindan rijit ve dairesel cisimler ile herhangi bir sekil
ve malzeme 6zelligine sahip cisimlerin siirtlinmeli degme problemlerinin ¢éziimii i¢in iki
ayr1 algoritma hibrit yonteme dayali sonlu elemanlar modeli ile gelistirilmis ve sayisal
sonuclar verilmigtir.

Zhong ve Sun (1989), sirtiinmeli elastik degme problemini, matematiksel
programlama yontemlerinden parametrik kuadratik programlama yontemi ile
incelemislerdir. Hertz degme problemi, tekil yiikle bastirilan iki plagin degme problemi
verilen yontemin 1s1ginda DDS-W sonlu elemanlar koduyla modellenmis ve ydntemin
dogrulugu kontrol edilmistir.

Shyu ve digerleri (1989), degme halindeki ylizeylerde siirtiinmenin etkisinin g6z
Oniine alindig1 degme problemlerini hibrit yontem ile incelemislerdir. Elastik cisimler 4 ve
6 nodlu degme elemanlar1 ile modellenmis, yer degistirmeler ve gerilmeler igin
birbirlerinden bagimsiz sekil fonksiyonlari kullanilmigtir. Yontem dort ayri probleme
uygulanmis ve degme gerilmeleri, degme uzunluklar1 bulunmustur.

Garrido ve digerleri (1991), ayrilmali degme problemini, siirtiinmeyi dikkate alarak,
BEM ile incelemislerdir. Rijit zeminden ¢ekilen tabaka, elastik yarim diizleme bastirilan
tabaka gibi problemlere ¢6ziim yontemi uygulanarak degme uzunluklar1 ve gerilmeler elde
edilmistir.

Anderson ve Collins (1995), egrisel bir pangla bastirilan, tabaka ile kaplh elastik
yarim diizlemin siirtiinmeli degme problemini FEM ile incelemislerdir.

Bahattin (1997) tarafindan iki boyutlu degme problemleri, Lagrange tabanli bir
yaklasim ve Pascal iiggeni ile tiiretilen gecis elemanlar1 kullanilarak, FEM ile
incelenmistir. ANSYS programina uyarlanan, gegis elemanlan tiiretmekte kullanilan, iki
ayr1 yontemden Pascal {iggeninin daha az ¢6ziim zamani ile daha hassas dogrulukta
sonuglar verdigi gosterilmistir.

Garrido ve Lorenza (1998), elastik yarim diizleme oturan tabakanin siirtlinmesiz
ayrilmali degme probleminin biiyiik sekil degistirmeleri de igeren ¢oziimiinii BEM ile
incelemiglerdir. Sekil degistirmelerin kiigiik olmasi durumunda, analitik yontemlerle
ortlisen sonuglar elde edilmistir.

Hasebe ve Qian (1999), dairesel rijit pang ile bastirilan elastik yarim diizlemin
stirtiinmeli degme problemini BEM ile incelemislerdir.

Degme problemleri 6rneklerden 6grenmeye dayali bir yontem olan yapay sinir ag1

(YSA) yaklasimu ile de incelenmistir. Ozsahin ve digerleri (2004), geri yayim modeli ile
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iki elastik pangla bastirilan elastik tabakanin degme problemini incelemislerdir. Problem
ilk olarak elastisite teorisi ve integral doniisiim teknikleri ile ¢6zililmiis panglarla tabaka
arasindaki degme uzunluklar1 bulunmustur. Buradan elde edilen veriler secilen YSA’nin
egitilmesinde kullanilmis ve pangla tabaka arasindaki degme uzunluklart bu ydntemle
tahmin edilmeye calisilmistir. YSA ile bulunan sonuglarin elastisite teorisi ile bulunan
sonuglara yakin oldugu goriilmiistiir. Cakiroglu ve digerleri (2005), rijit bir pangla
bastirilan ve alttan tam bagh iki tabakanin degme problemini YSA yaklasimi ile
incelemiglerdir. Analitik yontemle elde edilen sonuglardan yararlanarak ag egitildikten
sonra degme bolgelerinde olugan YSA ile elde edilen en biiyiik degme gerilmesi degerleri,

analitik sonuglara yakin degerlerde, elde edilmistir.

1.2. Calismanin Amaci ve Kapsam

Bu ¢alismada rijit dairesel bir pang ile bastirilan homojen, izotrop, elastik bir tabaka
ve yarim diizlemin siirtiinmeli degme probleminin analitik ¢éziimii elastisite teorisi ve
integral doniisiim teknikleri kullanilarak incelenmistir.

Stirtinmeli degme problemi, elastik tabaka ve yarim diizlemin birbirlerine degme
sekillerine gore iki ayr1 problem olarak ele alinarak, problemlerin sinir sartlari
belirlenmistir. Incelenen ilk problemde elastik tabaka ve yarim diizlemin birbirine tam
yapisik oldugu herhangi bir sekilde ayrilmanin s6z konusu olmadigi siirekli degme durumu
incelenmistir. Ikinci olarak elastik tabaka ve yarim diizlemin birbirine yapisik olmadigi,
degmenin sonlu bir bolgede kaldigi, ayrilmali degme (receding contact) problemi ele
alinmistir. Her iki problemde de degme bolgelerinde meydana gelecek siirtiinmenin etkisi
dikkate alinmistir. Kiitle kuvvetleri ise ihmal edilmistir.

Calismanin amaci, rijit dairesel bir pangla bastirilan tabaka ve yarim diizlemin siirekli
ve ayrilmali degme probleminde degme uzunluklarini, degme bolgesinde olusacak degme
gerilmesi dagilimlarini, tabaka ve yarim diizlemin herhangi bir noktasinda normal gerilme
ve kayma gerilmesi degerlerini elde etmek ve siirtlinmenin bunlara etkisini bulmaktir.

Problemlerin ¢6ziimii i¢in ilk olarak elastisite teorisinden denge denklemleri, biinye
denklemleri, yer degistirme ve sekil degistirme bagmtilar1 yardimiyla Navier denklemleri
elde edilmistir. Yer degistirmeler arasindaki bagintiyi veren, kismi tirevli Navier
denklemlerine Fourier integral doniisiim teknigi uygulanarak gerilme ve yer degistirme

ifadeleri bilinmeyen sabitlere bagl olarak elde edilmistir. Incelenen her bir problem igin
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sinir sartlar1 yazilarak elde edilen lineer denklem takiminin ¢6ziimiinden, gerilme ve yer
degistirmeler degme bolgesinde olusacak degme gerilmesi fonksiyonlarma bagh
bulunmustur. Daha sonra integral denklemler i¢in yazilan sinir sartlari sayesinde ikinci tiir
tekil integral denklemler elde edilmistir. integral denklemlerin sayisal ¢ziimii i¢in Gauss-
Jacobi integrasyon formiilasyonu ve Jacobi polinomlart yontemi kullanilmistir. Probleme
ait denge ve uygunluk sartlar1 saglatilacak sekilde integral denklemlerin sayisal ¢oztimleri
bahsedilen yontemlerle gerceklestirilmis; siirtlinmeli ve siirtlinmesiz durumda, degme
uzunluklar1 ve degme gerilmesi dagilimlar1 elde edilmistir. Buradan tabaka ve yarim
diizlem i¢in normal gerilme ve kayma gerilmesi ifadelerine gecilerek, y ekseni boyunca
gerilme dagilimlar1 bulunmustur. Elde edilen sayisal veriler tablo ve sekiller halinde
sunulmus ve bulgular tizerinde irdeleme yapilmistir. Calismanin son boéliimiinde ise varilan

sonuclardan bahsedilmistir.

1. 3. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Dengede olan bir cisim igin, X, Yy, z dik koordinat takiminda, X, Y ve Z kiitle

kuvvetlerini, Gy, Gy, G, Txy, Txz, Ty gerilme bilesenlerini gostermek tizere, gerilmelerin

herhangi bir nokta civarindaki degisimlerine ait denge denklemleri asagidaki gibidir.

0
0oy 9%  O0Ta  yx _
ox oy 0z
ot oo, Ot
X —L+—2+Y =0 (1)
oX oy 0z
0
0Ty Ty 00 7y
0X oy 0z

Biinye denklemleri ile, E elastisite modiiliinii ve v Poisson orani gostermek iizere,
sekil degistirmeler gerilmeler cinsinden yazilabilir:

£, :é[ox —V(O'y + 0, )], Yy = rxy/G
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g, :%[cy—v(cx—i-cz)], Ve =T, !G
822%[ Z—v(cx+cy)], }/yzzryz/G

Sekil degistirme-yer degistirme bagintilar1 ise,

ou ov oW
& =—, &, =—, g, =—
oX Yoy 01
_ou_ ov _ou_ ow _ov ow
Py oy ox’ A P REPV Yn =, oy

2)

€)

seklinde yazilabilir. (2) no’lu biinye denklemleri ve (3) no’lu yer degistirme-sekil

degistirme bagintilar1 yardimiyla gerilmeleri yer degistirmeler cinsinden yazmak

mimkiindir:

o, =/1e+2Ga—u

OX

o, =/1e+2Gﬂ

oy

o, =ﬂve+26ﬂ

oy

S Tl

oy OoX

T =G(a—u+@)

X 07 OX

4)

)

(6)

(7)

(8)
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_g W
2-yz _6(62 + 6y) (9)

Yukaridaki esitliklerde gegen &, €, ve g, sirasiyla x, y, z dogrultularindaki sekil
degistirme bilesenlerini; u, v ve w ise sirasiyla x, y, z dogrultularindaki yer degistirme
bilesenlerini ifade etmektedir. ¢ hacim degistirme oranini, A Lamé sabitini, G ise kayma

modiiliinii gostermekte olup asagidaki gibi tanimlidirlar :

e= au + N + ow (10)
ox 0y o0z
__ (11)
1+v)1-2v)
G= E (12)
2(1+v)
Denklemlerde gegen kayma gerilmeleri arasimnda T,, =Ty, Ty, = Tyys Tyy = Tyx

esitlikleri oldugu bilinmektedir. (4)-(9) denklemlerinde gerekli tiirevler alinip (1) no’lu
denge denklemlerinde yerlerine yazilirsa Navier denklemleri olarak adlandirilan asagidaki

bagintilara ulagilir.

(k+G)§—e+GV2u+X:0 (13)
X
86 2
(h+G) =+ GV v+ Y =0 (14)
y
ae 2
(X+G)a—+GV w+Z7Z=0 (15)
Z

Bu denklemlerde gegen V2 Laplace operatérii olup asagidaki gibi tanimlanir:
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2 2 2
v=0 o 7 (16)
oXx~ oy~ oz
Kiitle kuvveti ihmal edildiginde, iki boyutlu halde Navier denklemleri:
2 2 2 2
(1+6)| 24 OV | 6|2, TU g (17)
OX~ OXxoy ox~ oy
2 2 2 2
(1+6)| TU OV, 6|9V, OV (18)
oxoy 0y ox~ oYy

Burada, iki tane bilinmeyen olan ve bulunmak istenen u(X,y) ve V(X,Yy) yer
degistirme bileseni fonksiyonlar1 i¢in, iki denklemden olusan bir kismi tiirevli diferansiyel
denklem takimi elde edilmistir. Problem bu kismi tiirevli diferansiyel denklem takiminin
¢Oziimiinden yani U(X,Y) ve V(X,Y) nin bulunmasindan ibarettir. U(X,y) ve V(X,y) yer
degistirme bilesenleri bulunduktan sonra gerilmeler bunlar cinsinden elde edilecektir.

Navier denklemlerinin, kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi olusturmasi
problemin ¢dzlimiinii zorlagtirmaktadir. Navier denklemlerini, adi diferansiyel denklem
takimina doniistiirmek ve ¢oziimii kolaylastirmak i¢in integral doniisiim tekniklerinden

yararlanilmaktadir. Ik olarak u(x,y) ve V(X,y) yer degistirmeleri bilinmeyen

fonksiyonlar (e, y) ve y(a,Y) nin lstel Fourier dontistimleri olarak agsagidaki gibi ifade

edilebilir.
U, y) == [ (@ y)e ™ da (19)
27,
1 T —iax
V(% y) == [y (a,y)e " da (20)
2 =,

Bu ifadelerin ters doniistimleri alindiginda;
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o0

O(a,y) = [u(x,y)e" dx 1)
w(@,y) = V() dx (22)

elde edilir. Bilinmeyen ®(e,Y) ve y(«a,Yy) fonksiyonlariin belirlenebilmesi icin (17) ve

18) denklemleri e'* ile ¢arpilip (—o0,0) araliginda integre edilirse:
rpilip

T{(me)@i‘j aaxavyJ G[Z;Lj ¥ Z;L;ﬂe‘“"dx=0 (23)
T(ﬂ+G)i¥u+aw +G Wv+aw e'™dx =0 (24)
M oxoy oy’ ox> oy’

elde edilir. Bu denklemlerde gecen U ve Vv ’nin gerekli tiirevleri (19) ve (20)’den alinir

62
—e'“de =—a’® (25)
ax
00 2 2
ja U giak gy — CZD (26)
S dy
© A2
ja—”e“”dx __ig 22 27)
2,0xoy dy
J.a \Y Iaxdx - _ ZW (28)
_wax
0 A2 2
OV giangy - 4V (29)
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o A2y .
[ OV giongy — IV (30)
“» OXOY dy

ve (23) ve (24) denklemlerinde yerlerine konursa:

d’d . d
— I -1 —2la—=0 31
(K+ )a +(K )dy2 la dy 31)
2
_(K—l)a2,//+(/c+1)((jjyl’g/—2iaci%)=0 (32)

adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. Burada x bir malzeme sabiti olup,
dizlem  sekil degistirme  halinde x=3-4v, dizlem gerilme halinde
k =(3—-v)/(1+v)olarak bilinmektedir. v Poisson oranini ifade etmektedir.

®(a, y) ’1 bulmak i¢in asagidaki islem adimlar1 izlenir:

i) 11k olarak (32) ifadesinin y’e gore bir defa tiirevi alinr.

3 2
“(e=1)e? W (1) Vj—ziad o (33)
dy dy dy

ii) (31) ifadesinden C(jj—w cekilir ve y’e gore tiirevleri alinir.
y

2
dy =—(K+_1)aCD+ (K‘.—l)d )
dy 2i 2ia  dy?

(34)

d’y __(K+1)a d2®+(K—1)d4(I) (35)
dy® 2i dy*  2ia dy?

iii) (34) ve (35), (33) ifadesinde yazilip diizenlendiginde
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d’®
dy?

d‘®

e +a'®=0 (36)
y

—2a?

¢ ’e gore dordiincii mertebeden, sabit katsayili, lineer homojen diferansiyel denklem elde

edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ® =e"™ olarak kabul edilir ve bu ¢6ziimiin

gerekli tiirevleri alinip (36)’da yazilirsa karakteristik denklem
w! —2a*w? +a* =0 (37)

olarak olusur. Bu denklemin kokleri w, =w, =a ve W; =W, =-a olarak bulunur.

Buradan (37) denkleminin ¢6ziimii A, B, C ve D bilinmeyen sabitler olmak {izere
D(a,y)=Ae* +Bye ™ +Ce” + Dye”’ (38)

olarak elde edilir. (38)’nin yardimiyla w(«,y) de bulunabilir. Bunun i¢in (31)’in y’e gore

bir defa tiirevi alinir. Buradan d 21/// dy? ifadesi cekilip, (32)’ de yazilir. Ayrica (38) ile

verilen ¢(«,Y) 'nin gerekli tiirevleri de alinip denklemde yerlerine konursa v («, Y)

w(a,y)= —iHA+[5+ ij} e {—c +[5— ij} e“y} (39)
(04 (04

seklinde elde edilir. ®(a,y) ve w(a,Y), (19) ve (20)’de yazildiginda u(X,y) ve V(X,Y)

yer degistirme ifadeleri asagidaki sekli alirlar:

u(x,y) = i T [(A+ By)e™ +(C + Dy)e“y] e '“*da (40)

V(X,Y) = —ii T HAJF[EJF ij}e—av J{—C +[§— ij}eay} e"9%d g (41)

0
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u(x,y) ve Vv(Xx,y) ifadelerinin gerekli tiirevleri alindiktan sonra (4), (5) ve (7) nolu

denklemlerdeki gerilme ifadelerinde yazilirsa diizlem hal i¢in gerilmeler:

oy __Lir, Ae“"y+('€—_3+ y)Be‘”‘y+Ce”’y+[y—’(—_1JDe"‘y e""da  (42)
2G 27 ¢ 2a 2o

X, 2 )
o,( y)zLj {Ae—ay (_1+yJBeay+Ceav (y—K—HjDe”’y}e"“"da (43)
27 9 2a

X, < - i
Txy( y) =_Lj'a|:Ae—ay _{_[K 1+ije—0!y _Cedy (y_K_ljDedy:| —Iaxda (44)
2G 27 J 2a 2a

seklinde bulunmus olur.



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Giris

Bu calismada rijit dairesel bir pancla bastirilan h yiiksekligindeki elastik tabaka ile
elastik yarim diizlemin siirekli ve ayrilmali degme problemi siirtiinmenin varliginda ele
almmustir. Rijit dairesel pang diiseyde P tekil yiikii ile bastirilirken, panca yatayda da,
stirtiinme katsayis1 7 ile degisen, 7P degerinde bir Q yiikii etki ettirilmistir. Tabaka x

ekseni boyunca (—oo, +00) araliginda uzanmaktadir. Problem diizlem hal igin

inceleneceginden z ekseni dogrultusundaki kalinlik birim alinacaktir. Coziimde agirlik

etkisi ithmal edilirken degme bolgelerinde siirtiinmenin etkisi dikkate alinmistir.

2.2. Kullanilacak Denklemler

Stirekli ve ayrilmali degme probleminin ¢oziimiinde kullanilacak gerilme ve yer
degistirme ifadeleri tabaka ve elastik yarim diizlem i¢in (40)-(44) no’lu denklemlerden
yararlanilarak ¢ikartilabilir.

Tabakaya ait ifadelerde “1” alt indisi kullanilarak gerilme ve sekil degistirme

ifadeleri tabaka icin asagidaki gibi yazilabilir.

I = _ ia
u,(X,y) = [ [(A1 +B,y)e™ +(C, + Dly)e“y]e 'Yd o (45)

v, (X, Y) = —ii? HAI +[%+ y]Bl}e‘“" J{—cl +(%— ijl}eW} e ™da  (46)

TN Lifl ane +[ 521 ay B e +
2G, 2 - 2

aC,e® +(ay—KlT_3lee”‘y }e‘"’xda (47)
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O-yl(x>y) _ 1 IT
2G, 27

[aAle_“y +(K1—+l+ayj81e‘“y +
2

—00

K +1

aC,e” +(ay— lee"’y }ei"xda (48)

Txyl(XaY): 1 T
2G, 2r

[aA@“y +(K‘T_1+ otijle"’y -

—o0

K —1

aC,e? +[ay— ]Dle“y }e““‘da (49)

Elastik yarim diizlemde /x> +y? - iken (o,, Oy, Ty)— 0 olacagindan

gerilme ve yer degistirme ifadelerinde sifira gitmeyen terimler diiser. Elastik yarim
diizleme ait ifadeler i¢in “2” alt indisi kullanilmistir. Bu durumda gerilme ve yer

degistirmeler elastik yarim diizlem i¢in

Uy (X, y) = iz [(C2 + Dzy)e‘“‘y]e’i“"da (50)
V, (X, Y) = —iii [%{CZ +(%2|— ijzzle“y} e da (51)
a1 U= “

olarak yazilabilir.
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2.3. Siirekli Degme Problemi

Rijit dairesel bir pangla bastirilan elastik tabaka ile yarim diizlemin birbirine tam
yapisik oldugu stirekli degme problemi igin problemin geometrisi Sekil 1’ de verilmistir.
Pang ile tabaka (a,b) araliginda degme halindedir. Tabaka ile yarim diizlem birbirine tam

yapisik olup herhangi bir sekilde ayrilma meydana gelmemektedir. P tekil yiikiiniin ya da

G‘I”

pan¢ merkezinin y eksenine uzakligi kadardir. Pang ile tabaka arasinda olusan degme

bolgesinde siirtlinmenin etkisi dikkate alinmistir.

G )

@

Sekil 1. Siirekli degme probleminin geometrisi

2.3.1. Sinir Sartlar

Elastik tabaka ile yarim diizlem birbirine tam yapisik oldugunda degme yiizeyinde

tabaka ve yarim diizlem i¢in yer degistirmeler ile o, ve 7, gerilmeleri birbirine esit

olacaktir. Probleme ait sinir sartlar1 y =0 ve y =—h ’de asagidaki gibi yazilabilir:



&, (%,0) = {‘ p(x)

£y (x0) ={ P
oy (X—h) = 0o, (X,—h)
Tyl (X,—h) = Txy2 (X,—h)
u, (x,—h) =u, (x,—h)
v, (X,—h) = v, (x,—h)

ov,(x,0)

ox F(x)
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a<x<b
x<a, XD

a<x<b
Xx<a, Xx=b

—00 < X <00
—0< X<

— 0 < X<

—0< X<

a<x<bhb

Diisey ve yatay denge sartlar1 ise

b b
[ poodx =P, n[ p()dx =Q

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

olmaktadir. Yukaridaki sartlarda gegen p(X), rijit pang ile tabaka arasindaki degme

gerilmesini ifade eden bilinmeyen bir fonksiyondur. a ve b sirasiyla, rijit pang ile tabaka

arasindaki degmenin basladig1 ve bittigi noktanin y eksenine uzakligini belirtmektedir.

Pang rijit oldugu i¢in, pancin altinda tabakada meydana gelen v, (X,0) yer degistirmesi

pang profiline baglh olarak degisecektir. Bu siir sart1 her iki tarafin tlirevleri alinarak

(61)’deki gibi yazilabilir ve burada F(x) yikii ileten egrisel rijit pangin sekil

fonksiyonunun tiirevini ifade etmektedir.
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2.3.2. Katsayilarin Belirlenmesi

Probleme ait ilk alti sinir sarti (55-60) yazilarak gerilme ve yer degistirme

ifadelerindeki A,B,C;,D; (]j=12) katsayillan degme gerilmesine bagli olarak

bulunacaktir. Sinir sartlar1 gerilme ve yer degistirme ifadelerinde yazilarak Fourier {istel

doniigiimleri alindiginda katsayilar i¢in asagidaki denklem sistemi elde edilir.

ZGli[aAl +(K12+1j81 +aC, —(Klz”jol} = —p(a) (63)

_ 2(31{04A1 +(’('2_1j81 —aC, +(’(12_1le} = —np(a) (64)

1 1
{aAle"‘“ +(— oh+ 57 jBle"fh +aCe ™ +[— oh- K17 lee“”h}—
2 2

2 2
m&Cze_‘O“h + m[M—KZ *l +ﬁhJD2e“h =0 (65)
a a 2 a

-1 -1
{ozAle"‘h +(— ah +K1Tj81e“h —aCe™ +(ah + ’f12 JDle‘“h}+

m|az|C2e_““h - m(KZT_l+ |oz|th2e_0‘h =0 (66)

Ae® —Be® +Ce™™ + D,he " —C,e " + D,he " = 0 (67)

a a

Mcze*‘“‘h —M(ﬁ+ h]Dze“h =0 (68)

a al\|\a |

Denklemlerde gecen p(a) ve m asagidaki gibi tanimlidir.
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b .
p(ar) = J p(x)e'“*dx (69)
m— % (70)
1

Elde edilen bu alt1 denklem ¢oziiliirse katsayilar

A = 40!C151A1 p(a){ [i (, =)+ 7 (x, +D]T,, e7*" + 2[iT, — 7T, ] e‘z‘”h} (71)
B =— 2GIIA1 p(@)|i+m)Te*™ + (=T, +7T, )e "] (72)
C, = 4GllAla p(a){ 2[iT, =T, Je " —[(x, = Di+(x, +1)77]T8a} (73)

1 =%I“A)l[—(i ) Ty, +(iT, =T, )e ] (74)
C,=- 4GllAla (+x, ){ "D (iT, =T, )+ e " (T, + 4T, )} (75)
D, = ZGIIAI 1+ Kl){ "D (i, — T, )+ e "D (T, —nTlﬁ)} (76)

bilinmeyen degme gerilmesi p(«)’ a bagl olarak bulunur. Burada

A, =Ty, +2Te 72" —T e~

la

e (77)

T, = —(i; — 1)1, —1)+m—2K—mz+K1m2 +4a2h2(m—1)(’(—mz+1) (78)
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o

Tia = (i, + Dy +1) = (1, =Dk, ~1) =22~ 2iym
m

(24

T, = —2ah(x, —1)(m- 1)(1 + ﬁ) +(k, - 1)(K1m + %] — 2k, (k, — 1) +

m

4a2h2(m—1)(1+ﬂj
m
T, = —2ah(x, +1)(m—1)(1+ﬁj—(z<1 +1)(— K1m+&j+4a2h2(m—l)[l+&)
m m m
K
T, =2(m-1)(Z2 +2ah-1)
m
K
T, =2(m-D(E2 +1)2ah +1)
m

T, = 2ah(x, —1)m- 1)(1 + ﬂ} +(k, - 1)(Klm + ﬁj + 2k, (—k, +1) +
m m

4a2h2(m—1)(1+ﬁj
m

T, = 2ah(x, +1)(m—1)(1+’(—r;j+(/<1 +1)(K1m_%]+4azhz(m_1)(“%)

|a| K,
a m
T, = —M(K1 -D(x, + D)+ (x, +D(x, - 1) -2 h{—M(K1 —K,)+(x, -1+
o o
(%, —1)(1—z)}—4a2h2(l—l)(l+m)
m m a

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

87)



33

T, = —M(I{l + 1)k, + 1)+ (1, = D(x, —1)+4ﬁ+2ah{— (k, +16,) + 222 —
o m m
M(—£+2—K1 +K‘2)i|+40£2h2(—1+l)(1+M)
(94 m m a
T, =M(K1 -D(x, + 1)+ (x, +1)(x, —1)+20{h|:M(K1 —K,)+ (- +
o (04
(e —1)(1—3)}—4(1%20—1)(1—@)
m m a

o
T, = U(zc1 + 1), + 1) + (5, — D(x, —1)+4ﬁ+2ah{xl TP L
a m m

—M(—3+2+K1 —Kz)}+4a2h2(—1+l)(l+m)
a m m (04

T, = —M(K1 +1)—(—x, +1)+£+2ah(l—i)(l+M)
a m m a

o] 2 Lol
T, =— (ke -1+ =) + (x5, +1) + 2ah(1 - —)(1+ 2
(04 m m a

T, = —M(K'l 1)+ (e, +1D)=2 4 2ah(1 Ly - |0")
a m m

a
1

T :M(K IS +1)—2ah(1——)(l—M)
16 1 1
a m m a

olarak tanimlidirlar.

(88)

(89)

(90)

oD

(92)

(93)

(94)
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2.3.3. integral Denklemin Elde Edilmesi

Problem i¢in heniiz bir bilinmeyen olan degme gerilmesini p(«) elde edebilmek igin

(61) no’lu sinir sart1 kullanilacaktir. (46) denkleminden yararlanarak

My 1 T [[a A+(x, +ay)B e +[-aC +(x -« y)Dl]ew}e_mda (95)
oX 2z 2

elde edilir. ilk alti siir sartindan elde edilen A,B,,C,,D, Kkatsayilar1 (95)’de yazilip

gerekli diizenlemeler yapildiginda

aVI(X7 y) _ 1
OX 472G,

b
[ pydt M, (x.0) +7 M, (x,1)] (96)
elde edilir. Burada
M, (X0 = [ H (e, = DT,e ™ +2T,e 2" [e —2(k, + ay)[T,e " —T,e " e —

0

2T.e2 = (k, T, Je” +2(x, — ay)|[-T, + T,e 2 [e }sin a(t—x) da (97)

M, (X,t) = J.i[ [(K1 +DTe ™ _2T3e—2ah]e—ay ~2x, +ay)[-|-1e74ah +Tsefzah]e—ay _

0

T2 4 (i, + DT, Je +2(x, —ay)[T, +T,e 2" e }cos a(t-x) da (98)

A=T,+2T,e 2" —Te ™" (99)

T, =206, - 5ymy(i - ) (100)
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Ty :2(1+K1m)(1+%) (101)

olarak tanimlidirlar.

y — 0 limitine gecilirken, M, (X,t) ve M, (X,t) ifadelerinin ¢ekirdeklerindeki ST, ve

ST, fonksiyonlari, « ’'nin biiyiik degerleri i¢in sabit bir degere yakinsamaktadir.
ST, = Qay —x; —1)e” (102)
ST, = (2ay + x, —1)e? (103)
ST, ve ST, fonksiyonlari, g¢ekirdeklerin sifira yakinsamasii saglamak icin, kapali

integralleri alinmak tizere M,(X,t) ve M,(X,t) ifadelerinden ¢ikarilir. (96) ifadesi tekil

terimler i¢in diizenlendiginde

oV, (X, Y) 1 ° . .
= t)dt|M, (x,t M t
ox 47zGl£p() [ (D47 M, (X )]
1 % 1 "
ey j p(t)dt [lim,_, STI, |+ ey j p(t)dt[tim,, STI,] (104)

haline gelir. Burada M, () ile N, () sirasiyla M, (X,t) ile N,(x,t) integrallerinin

cekirdekleri ve STI, ile STI, cekirdeklerden disari alinan tekil terimler olmak tizere

M,"(x,t) = j M, — ST, ]sina(t — x)dt (105)
0

M, (X, 1) = [[M g — ST, Joos x(t - x)t (106)
0
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STl = T(Zay - K — l)e*“(*y) sina(t—X)da (107)
0

STl = 770]0(—2ay + K — l)e_“(_y) cosa(t—x)da (108)
0

olarak yazilabilir. ST, ve STI, ifadelerinin kapali integralleri integral doniisiim tablolar:

yardimiyla asagidaki gibi bulunur (Erdelyi vd., 1954).

2 2 2
STl =(tx)[4y +(K21+1)[y t(;_x) ]] (109)
> +-x?]
STl, =y 2y’ _(t_x)2]+(xl Sy (110)
[y2 +(t—x)2]2 Y2 +(t-x?

Sinir sartinin yazilacagi y =0 degeri i¢in STI, ’nin kapali integralinin degeri “0”
olmaktadir. Bu nedenle (104) no’lu denklemdeki STI, ’nin oldugu 3. terimde kapali

integral alinmadan 6nce Yy =0 yazilip diizenleme yapilir

1 b 1 b 0
— [ pydtflim, _, STI, |=—— [ p(t)dt 4 fd
4”61.!:p() [lmy—)O 2] 4”G1£p() 774([(& )cosa( )Yda
1
:n_4G1 (i, =Dp(x) (111)

Artik (60) no’lu sinir sart1 yazilir ve diizenlenirse:
(PO 4, 17
@p(x)+Z [-Z=ldt+= [k(x, D) ptydt = H(x) (112)
ryt=X Ty

seklinde ikinci tiir tekil bir integral denklem elde edilir. Burada
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w=p&=D (113)
K +1
K(x,1) = K, (%) + 7 K, (X,1) (114)

K, (X,t) = TE{— 2(1+xc;m)(1+ %) —2(x, —r;m)(1— %)e“‘““

+8ah(m—1)(’<—n§+1)e-2ﬂ+1 }sina(t—x)da (115)

K, (x,t) = . :]Ti {2(l+1<1m)(1+%)—2(1<2 —xlm)(l—%)e“‘“h -

1 0

4{(z<1m+ﬁ)+2z<1 =% +4a2h2(m—_1)(ﬂ+1)}e‘2"‘“ }—1 }cosa(t—x)da (116)
m K —1 K,—1""m
Ho0 =P E(x) (117)
K +1

olarak tanimlidir. Integral denklemin sayisal ¢dziimii igin boyutsuzlastirma ve

normalizasyon islemleri yapilir. Bunun i¢in ¢ =z/h ve

t=ﬂr+m, X=b_Tas+b+Ta (118)

degisken dontigiimleri yapilmis ve

_ P
O (119)

boyutsuz biiytikliigii tanimlanmistir. Boylelikle (112) no’lu integral denklem ve (62) no’lu
denge sart1 agagidaki gibi elde edilir:
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w¢(x)+1jmdr +ljk*(s, N@(rydr = H'(s) (120)
rlr—s = xd
—b_aj(/ﬁ(r)dr -1 (121)
2h 4
Burada
ks = C=3)k(s.n (122)
b 2h b

olarak tanimlidir.

2.3.4. Dairesel Pan¢ Durumu

Pang profili dairesel oldugunda, R pang yarigap: olmak iizere, pang profilinin tiirevi

olan F(X)’1 asagidaki gibi yazmak miimkiindiir.
X—I
F(X) = 123
) == (123)

(118)’deki doniisiim uygulandiginda

_ 1L j(b-a_  (+a) |
F(S)_R/h{ oh o an h} (124)

olarak elde edilir. (124), (117)’da yazildiginda, dairesel pang durumu i¢in

H' (s) = 4 G 1{(b—a)s+(b+a)_l} (125)
x, +1P/hR/h| 2h 2h  h

olarak elde edilir.
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2.3.5. integral Denklemin Sayisal Coziimii

Integral denklem ilk terimin varhgindan dolay: ikinci tiir bir integral denklemdir.
Integral denklemin sayisal ¢dziimii Jacobi polinomlartyla ¢dziim ve Gauss-Jacobi
integrasyon formiilasyonu olmak tizere iki ayr1 yontemle yapilmistir.

Degme gerilmeleri degmenin bittigi noktadan itibaren sifir oldugundan integral

denklemin indeksi “-1” dir. Her iki say1sal ¢6ziim yonteminde de problemin ¢éziimii

¢(r) = g(rw(r) (126)

olarak aranir. Burada

w(r)=(1-n“1+r)” (127)

P bt /AT N, (128)
21 w+ly

p=-L @7y, (129)
2 o+ly

0 <Re[a, f]<1 (130)

olarak tanimlidirlar. N, ve M, tam sabitler olup & ve f pozitif olacak sekilde “1, 0, -1”

degerlerinden birini alirlar.

2.3.5.1. integral Denklemin Jacobi Polinomlariyla Sayisal Coziimii

Integral denklemin Jacobi polinomlariyla sayisal ¢oziimii Erdogan vd., (1973)

tarafindan verilen ¢6ziim yontemiyle gerceklestirilecektir.
Bu ¢oziim yonteminde P.(*# Jacobi polinomunu, ¢, bilinmeyen sabitleri ifade

etmek {izere boyutsuz degme gerilmesi
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g(r)= c,p"” (131)
0
seklinde bir seriyle tanimlanir. Problemin ¢6ziimii (126)’den yararlanarak
p(r) =2 .- (1+r)’ (132)
0

olarak aranir ve ¢0ziim C, sabitlerinin bulunmasindan ibarettir. (132), (120) no’lu integral

denklemde yazilip gerekli diizenlemeler yapildiginda ““-1” indeks i¢in integral denklem

2
——0 " Pc_,+Yd,c,=H, k=0,1,..,M 133
sm(7za) k-1 ; kn™~n ( )

seklinde bir denklem sistemine doniisiir. Burada

ah) _ 27 Tk—a+DI(k-L+1)

( - (134)
2k—a-f+1 kiT(k—a-pB+1)
dy, = 1 } PE P (s)(1-s) “(1+5)7 }P;“ﬁ)(r)a— N*1+r)? k*(r,s)drds (135)
T 1 -1
H, = ij(‘“°‘ﬂ)(s)(l—s)‘“ (1+s)”H"(s)ds (136)

|
olarak tanimhidir. " Gamma fonksiyonunu simgelemektedir.

“-1” indeks i¢in ¢6zlim denge sartinin yani sira uygunluk sartin1 da saglamalidir.

Integral denkleme ait uygunluk sarti

j[H (s)——jk (r,)(r)dr1—2> () (137)

olarak yazilabilir (Erdogan vd., 1973).
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(133) yardimiyla M tane bilinmeyeni (c,,C,,...,C,,_,;) bulmak i¢cin M +1 tane

denklem elde edilmektedir. (133)’de k=0 igin yazilan denklemde c_, =0 alinir ve bu

denklem (137) no’lu uygunluk sartina denk gelmektedir:

M-1

dgnCy = Hy (138)

=3

Problemde bilinmeyenler M tane c, (c,,C,,....,C,, ,) degeri ile a,b degme
uzunluklar1 olmak iizere M +2 tanedir. (133)’den elde edilen M +1 denklem ve (121)
no’lu denge sartiyla birlikte toplam M +2 tane olan denklemlerin yardimiyla bu M + 2
tane bilinmeyeni bulmak miimkiindiir. Coéziim i¢in a ve b degme uzunluklarina bir
baglangic degeri verilerek, (133)’den elde edilen k =1,....,M denklemleri yardimiyla

Cy>Cys---,Cy_; sabitleri bulunur. Bulunan bu sabitler (138) no’lu uygunluk sart1 ve (121)

no’lu denge sartinda yazilarak denklemlerin saglanip saglanmadigina bakilir. Uygunluk
sarti ve denge sartt istenilen bir hassaslik derecesinde saglanana kadar bu islemler
tekrarlanir.

Denklemlerdeki ozellikle d,, sabitlerinin bulunmasi i¢in kapali ¢dziimii olmayan

integrallerin  hesaplanmas1  gerekmektedir. Bunun i¢in Gauss-Jacobi Kuadratik

formiillerinden yararlanilmistir:

_}1H<s>(l—s>“(l+s>ﬂds - WiHG) (139)
PO P(s)=0  (j=12,....,N) (140)
_}]H(r)(l—r)“(lﬂ)ﬂdr=%WﬁH(n) (141)
PP () =0 (i=12,...,N) (142)

W,”, W;" ilgili Jacobi polinomunun agirlik katsayilarini géstermektedir.
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N IN+a+p8+2 T(N+a+DI(N+S+1) 20k
W' =-— : (143)
(N+D!(N+a+pB-1) T(N+a+p+1) PP ()PP (1)
—a-f
W= IN—a-f+2 T(N-—a+DI(N-B+1) _ 2 _ (144)
(N+D!I(N-a-p-1)  T(N-a-g+1) PP (s)PLI P (s))

Bu formiilasyon sayesinde d,,, asagidaki sekilde bulunur:

b-a
dyn ! )[81 +15,] (145)
2h
1 N N
=22 WIW RS (5P (K (1)) (146)
izl =1
1 N N
8, =— 22 WiW R (s)R (K, (1 5)) (147)

i=l j=1

2.3.5.2. integral Denklemin Gauss-Jacobi Integrasyon Formiilasyonuyla Sayisal
Coziimii

Integral denklemin Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonuyla sayisal ¢oziimii
(Erdogan vd, 1973) ve (Krenk, 1975) tarafindan verilen ¢o6ziim yOntemiyle

gergeklestirilecektir. Burada integral denklemin ¢oziimii
#(r)=g(NA-n*1+r)” (148)
olarak aranir. (120) no’lu integral denklem, verilen ¢6ziim yontemiyle, ¢(r)

fonksiyonunun N noktadaki degerleri icin asagidaki gibi bir lineer denklem takimina

indirgenir.

ZWiNg(ri)L -

+k*(ri,sk)}=H*(sk) k=12,.....,N+1 (149)
S

k
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Denge sart1 ise

b-—alN
T_glwi”g(ri)=1/;z (150)

olur. Burada r; ve S, lar asagida tanimlandig gibi Jacobi polinomlarinin kokleri, W™ *ler

ise agirlik katsayilaridir.
PP (r)=0 i=12,....,N (151)
pCah (s Y= 0 k=12 N +1 (152)
A ) 32 eeenens

wh = L2N+a+BT(N+a+DI(N+p+1) 2(a*h)

1 ]
7 (N+I)! I'(N+a+p+1) P,ﬂ B) (ri)Pr\(H’lﬂ)ri

(153)

Bilinmeyenler N tane g(r;) degeriile a/h ve b/h degme uzunluklar1 olmak iizere
toplam N +2 tanedir. N +1 tane integral denklemden ve 1 tane denge sartindan elde
edilen toplam N +2 denklemle, N +2 tane bilinmeyeni bulmak miimkiindiir. (149)’da
N tane bilinmeyen ¢(r;) degeri i¢in N +1 tane denklem oldugu goriilmektedir. Bu
nedenle (149)’daki herhangi bir denklem  disar1 alinarak, denge sartiyla beraber

saglatilmaya calisilacaktir. Bu sayede “-1” indeks i¢in saglatilmast gereken (137) no’lu

uygunluk sart1 da saglanmis olmaktadir.
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2.3.6. Gerilmelerin Bulunmasi

A,B,,C,,D, ve C,,D, katsayilar1 ile p(Xx) degme gerilmesi dagilimi bulunduktan

sonra tabakada ve elastik yarim diizlemde istenilen bir noktada o

«» 0, normal gerilmeleri

ve T,, kayma gerilmesi degerlerini bulmak mimkiindir.
A,B,,C,,D, katsayilar1 (47)-(49)’da ve C,,D, katsayilar1 (52)-(54)’de yerlerine

konuldugunda, sirasiyla tabaka ve yarim diizleme ait gerilmeler elde edilir.

Tabakaya ait gerilme ifadelerinin ¢ekirdeklerinde y — 0 igin tekil terimler meydana

gelmektedir.

y — 0 icin tekil terimler

Cu(X Y = %j‘ p(t)dtT [— 2(ay +1)e” ]cos alt—x)da (154)
7Z' a 0

o (X% Y) gy = %T p(t)dtTn[— 2(ay +2)e” sina(t— x)da (155)
T a 0

(% Y = zii p(t)dtT [-20- ay)e? Jeos a(t - x)da (156)
T a 0
1 b ©

0 (XY, = EJ. p(t)dtjn[2ay e“y]sin alt—x)da (157)

T (6 ) g = Zii p(t)dtT [-2aye Jsina(t - x)da (158)
T a 0

b ©
7 (6 V) = ij p(t)dt[ [2(ay + De? cos a(t - x)dar (159)
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Belirlenen tekil terimlerin kapali integralleri integral doniisiim tablolar1 yardimiyla

bulunur.
b
G (%Yo == | p(t)d{ Ayt = } (160)
2my y? +(t-x)°
Gk s =5 p(t)dt{ — 4t )3} (161)
ly? +t=xf
18 4y?
MY =5 t)dt > 162
&, (X.Y) 2ﬂ!p() {[yu(t—xfl} (162)
0%V = | p(t)dt[ iy (L= )} (163)
ly? +t=xf
18 4y?(t—X)
WY =5 t)dt 5 164
7 (%, Y) 2ﬂ!p() {[y2+(t—x)2]} (164)
Txyl(x’y)ku: jp(t)dt|: — Ayt )zjl (165)
y? +t=x°f

Yakinsamay1 bozan tekil terimler gerilmelere ait esitliklerden c¢ikartildiginda gerilme
cekirdeklerinde yakinsama saglanmistir. Cikartilan tekil terimlerin ayni zamanda kapali
integrallerinin degerleri gerilme ifadelerine eklenmistir. Boylelikle boyutsuz gerilme

bilesenleri elastik tabakanin herhangi bir noktasinda:

7,4 (X,Y) _ g, (XY) | 00X Y)g " 0 (X% Y n
P/h P/h P/h P/h

{O'M(X, Y n (X y)ktZ} (166)

P/h P/h
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O_yl(xa y) _ O—yl(xﬂ y) _ O_yl(xa y)stl + O-yl(xa y)stz +
P/h P/h P/h P/h

O-yl(xa Y + O-yl(x’ Yiex (167)
P/h P/h
Z-><y1(Xa y) _ Txyl(xa y) _ Txyl(xa y)stl + z-xyl(Xa y)st2 +
P/h P/h P/h P/h
z-xyl(xa y)ktl + z-xyl (Xa y)kt2 (168)
P/h P/h

denklemleriyle bulunabilir. Elastik yarim diizleme ait gerilme ifadelerinde (o,,,0,, ve

Tyy2 ) tekil terimlere rastlanmamustir.

2.4. Ayrilmah Degme Problemi

Agirhigr ihmal edilen elastik tabaka elastik yarim diizleme yapisik olmadan
oturdugunda, tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme, gerilmenin sifir oldugu noktadan
itibaren sona erecek dolayisiyla degme sonlu bir bdlgede kalacaktir. incelenen bu ayrilmali
degme probleminin geometrisi Sekil 2’ de verilmistir.

Pang ile tabaka (a,b) araliginda tabaka ile yarim diizlem (c,d) araliginda degme
halindedir. Degme bolgelerinde siirtiinmenin etkisi dikkate alinmistir. Rijit dairesel panca

diiseyde P tekil yiikii yatayda ise 7,P degerinde bir Q yiikii etki etmektedir. Sonsuz

uzunluktaki elastik tabakanin yiiksekligi h olarak alinmis ve agirligi ihmal edilmistir.
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Ay

N Lo

Sekil 2. Ayrilmali degme probleminin geometrisi

2.4.1. Problemin Sinir Sartlan

Elastik yarim diizleme oturan ve dairesel rijit pang ile bastirilan tabakanin ayrilmali

ve slirtinmeli degme problemine ait sinir sartlart Yy =0 ve y=-h i¢in asagidaki gibi

yazilabilir:
o1 (%.0) = {_ 0 ) x;a_é,x <sz b} (169)
Ton (X0) = {_% P9 X < 12,< XX<2bb} (170)
oy (X—h)=0c,(X,~h) —00< X <00 (171)
Tyy1 (X,—h) = 7,, (X,—h) —0 < X< (172)

-p,(x -c<x<d
Gyz(x°_h):{ %2() X < —C, xzd} (173)
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M0 _ _a<x<b (175)
OX

0

&[Vl(x,—h) -V, (X,—h)]=0 —c<x<d (176)

Probleme ait diisey ve yatay denge sartlar1 ise sirasiyla

[pdt=P, [pdt=P (177a)
m I p,(Hdt=Q, m I p,()dt =Q (177b)

olmaktadir. Yukaridaki sartlarda gecen p,(X); rijit pang ile tabaka arasinda, p,(X) ise

tabaka ile elastik yarim diizlem arasinda olusan bilinmeyen degme gerilmesi
fonksiyonlaridir. a ve b rijit pang ile tabaka arasindaki, ¢ ve d ise tabaka ile elastik

yarim diizlem arasindaki degme uzunluklaridir. F(x) yiikii ileten egrisel rijit panc¢in sekil

fonksiyonunun tiirevini ifade etmektedir.

2.4.2. Katsayilarin Belirlenmesi

Probleme ait sinir sartlari, Fourier integral doniistimleri alinarak, gerilme ve yer

degistirme ifadelerinde yazildiginda asagidaki denklemler olusur:

2G, i[a A +("12+1j51 +aC, —[KlejD]} = p,(a) (178)
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_261[05 A +(KlT_l} B, —aC, +(K12_IJDJ =-7n, p,(a) (179)

HjBle"‘h +aCe™ J{—ah—’(l;lle e"‘h}—

[aAle“h —i—(—05h+K1

maC,e ™" + [U Ky 1 ahJD e " =0 (180)

[ozAle"’h +(—ah+ K _I]Ble"’h —aC,e™ +(ah+ ! _lle e‘““}+
m|a|C, e " —m[KzT_l+|a|hj D,e " =0 (181)
~2G, I[—aC e ‘“‘“+[| |(K2+1)+a’h]D e_“h}:—pz(a) (182)
{|a|C glen +( 2 —|a|h)D, e ““}:—772 D, () (183)

Denklemlerde gecen p,(a) ve p,(a) asagidaki gibi tanimlidir:

b

p, () = I p1(t1)emtl dt, (134)
d .

p,(a) = _[ P, (tz)ewt2 dt, (185)

Sinir sartlarinin yazilmasiyla elde edilen bu alt1 tane denklem yardimiyla, yine alti

tane olan A, B, C;, D; (j=1,2) Kkatsayilarmi bilinmeyen degme fonksiyonlarini

iceren P,(a) ve p,(a) cinsinden yazilabilir.
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A :;[(iTl +n, ) py(a@) + m(3T, +1,T,) pz(“)]

4aG, A,

B, = ! [(iTs+771T7)pl(“)+m(iT6+772Tg)p2(a)]

2G, A,
1 . )
C, :—[(|T9 +1n,T,)) Py () + m(ITIO +1,T),) pz(a)]
4aG, A,
1 . )
D, = [(|T13 +m, 1) p(@)+mQAT, +17,T)p, (a)]
2G, A,
C,=- ! i(~1+x, +2[e|h) + 772@(1+2|a|h+zc2) " p,(a)
4aG, a

D, :_L i Mﬂh e‘a‘h P, ()
2G,| «

Burada A, ve T katsayilar

A =-1-e*" +2(1+2a’h*)e?"

T, = (x, —1){e‘4“h + (-1-2ah+

2ahx, ye-n

T, =(x —1){(—1+

K

T, = (x, +1){—e4"‘h + (1-2ah+

+ (1-

4a*h?

e—2ah
K, —1 ) }

2ah

4a%h?

K

K, —l)e_a }
1 )eZah:|

(186)

(187)

(188)

(189)

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)



T, = (k + 1| 1+ 2205

K

T, =—e"" + (1+2ah)e™

T, =(1-2ah)e?" -

T, =e*" + (-1+2ah)e™"

T, =-(1+2ah)e™" + e

T, =@, —-D|1+(-1+2ah+

ye " 4 (=1+

K, —
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2ah
K, +

4a2h2)e_2ah
1

i

+ (1+—2ahl)e3”‘h}

Ty = (6, ~1)| - (14 22051 goat
i K, — K,
B 212

T, =(x, +1) 1—(1+2ah+4a hl )e‘“’“}
L Kl

T, = (K, +1) (—1+20‘—h’“1

K
T, =1+ (-1+2ah)e™"
T,=—-(1+2ah)e™ —e>
T,=1-(1+2ah)e™"

T, =(-1+2ah)e™ +e7

olarak tanimlidirlar.

K

ye +(1+—2“h)e3““}
1 +1

(196)

(197)

(198)

(199)

(200)

(201)

(202)

(203)

(204)

(205)

(206)

(207)

(208)
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2.5. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

A, B,, C;, D; (j=12) katsayilarinda degme gerilmesi fonksiyonlar1 p,(t,) ve

p,(t,) heniiz bilinmeyenlerdir. Degme gerilmesi fonksiyonlar1 bulundugunda bu

katsayilar dolayisiyla gerilme ve yer degistirme ifadeleri elde edilebilecektir. Degme
gerilmelerini bulmak i¢in (175) ve (176) no’lu sinir sartlar1 kullanilir. Bu sinir sartlarindan

iki tane integral denklem meydana gelmektedir.

2.5.1. 1. integral Denklem

(175) no’lu siir sarti kullanilarak ilk integral denklem elde edilecektir. (46)

denkleminden yararlanilarak

aVl(Xa y) — _L T

o e {[a A +(K1 +a y)Bl]e"O‘y Jr[—ocC1 +(K1 -a y)Dl]e“y}e"i“Xda (209)

elde edilir. 1lk alti smir sartindan elde edilen A,B,,C,,D, katsayilar1 (209)’da yazilip

gerekli diizenlemeler yapildiginda

ov, (X, 1 °
1éx y) :_47rGl Lpl(tl)[M“(xl,tl) +17, N“(xl,tl)} dt,
1 b
_ 47Z-G1 _'[1p2(t2)|: M12(X1,t2) +7, le(Xl,tz):| dt2 (210)

haline gelir. Burada:

0

Mll(xlatl):I

0

AL{ [T, -2k, +ay)T, Je™ +[T, - 2(x, —ay)T,] e“y}sina(tl —x,)da
1

o

Nll(xhtl):'[

0

Ai{ [T, +2(x, +ay)T, e +[-T,, +2(«, —ay)TlS]e"’y}cos a(t, —x,)da
1
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o

1 _ )
M, (x,t,) = JA_{ [_Tz —2(x, +ay)Tg ]e Y+ [TIO - 2(x, —ay)TM]eay}Slna(tz —-X)da
1

0

{ [T, +2(x, +ay)T, | +[-T,, +2(x, - ay)Tm]e“y}cos a(t, —x,)da

I>|H

le(xl’tz) :_f
0

1

(211), (212), (213), (214)

olarak tanimlhidirlar.
y = 0 limitine gegilirken, M, (X,,t,) ve N, (X,,t;) integrallerinin ¢ekirdeklerinin
yakinsamas: bozulmakta, o 'nin belli bir degerinden sonra cekirdekler sirastyla ST,, ve

ST,,’ den ibaret olmakta, bunlarda sabit bir degere yaklagsmaktadir. Yakinsamay1 bozan bu

terimler
ST, =(x, +1-2ay)e” (215)
ST, =(1—-k, +2ay)e” (216)

olarak tamimhdir. ST, ve ST,,, c¢ekirdeklerin sifira yakinsamasimi saglamak igin,
M, (X,,t,)) ve N, (X,t) ifadelerinin ¢ekirdeklerinden ¢ikarilir. Diger taraftan ¢ikarilan

terimlerin kapali integralleri alinarak (210)’a eklenir. Kapali integralleri alinmak {izere

disar1 alinan ifadeler

o0

ST, = (x5, +1-2ay)e ™ sina(t, - x,)da (217)

0
STI, =17, j (1-x, +2ay)e ™ cosa(t, - X,)da (218)
0

olarak tanimlidir. Tekil terimler ¢ikarildiktan sonra (210) ifadesi diizenlendiginde
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a VI(X7 y) - _
OX

1§ . .
G J.pl(tl)[Mll(Xlﬂtl)-'_?]l Nll(xlstl)]dtl
1 -a

(tz)[M (X)) + 17, N (X, t, )] dt

b

p, t,)[ lim (STl )] dt, (219)

(STI,,)+lim

y—0 y—0

haline gelir. Burada M, (o) ve N, (a) swasiyla M, (x.,t)) ve N, (X.,t)

integrallerinin ¢ekirdekleri olmak iizere M, (X,,t,) ve N/ (X.,t,)

M 1*1 (x,,t) = J-[M Heek (@) — ST} ]sina (t, —x)dt, (220)
0

Nl*l(xlatl) = J[ N e (@) — Sle]Cosa(tl —X,)dt, (221)
0

olarak tamimhdirlar. Integral déniisiim tablolar1 yardimiyla (217) ve (218)’in kapali

integralleri sirasiyla

STI,,, = (x, +1){t1_—xl}+ boX (222)
y +(t [y +(t, —x,)* ]
STI,, =| 2y v --x’] (-x)—— T (223)
Ty ran ] y>+(t —x,)’

olarak belirlenir. N, (X,,t;) integralinin c¢ekirdeginden sifirdan farkli bir deger
cikartilmasina karsilik (223) ifadesinin y =0 i¢in sifir oldugu goriilmektedir. Bundan
dolay1 (223) ifadesinin kapali integrali alinmadan y =0 i¢in diizenlemek gerekmektedir.
Boylelikle (219) ifadesindeki son terim agagidaki sekilde olmaktadir.

(tp)[tim, o (STI,,)]dt,= 433 (5, ~1)p,(X) (224)

1

4G
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(219) ifadesi y — 0 limiti i¢in diizenlenip (175) no’lu sinir sartina gegildiginde

1
t, — X

b 1 d
2 p1(X1)+%I p1(t1)|: +k11(X1>t1)}dt1 _;Iklz(xlatz)pz(tz)dtz = H(X)
-a 1 —C

seklinde ikinci tiir bir tekil integral denklem elde edilir. Burada

(Kl _1)

= _ 1:—1

: : K +1 ’
ki (X, t) =m (X, t) +7, 0 (%)

Kip (X,t) =M, (X,t,) +77, N, (X, L)

mHUNQ):j[j%(é“m—4ahe4m—d)—qﬁnaal—&)da
0

1

e 4 2h2
N, (X,,t,) = 21 II [L{e‘“"h +2[—1+a—je2"h +1}+1]cos0¢(t1 —x,)da
1

K +1 K —1

o0

muung)=j£{204+ahm4w+2a+ame%}muug—xgda
1

0

n,(x,t,) = J‘AL(—2ozhe3"‘h +2ahe™ )cosa (t, —x))da
01

Hx) =0 X
K, +1R

(225)

(226)

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

(233)
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olarak tammlanmistir. K, (X,,t;) ve K,(X,,t,) integrallerinin ¢ekirdekleri & =0 igin
sonsuza gitmektedir. Bu nedenle « =0 civarinda Kk, (x,,t,) ve K,,(x,,t,) seriye

acildiginda sirasiyla

Serik, (x,,t,) = j{“t hX) t - )3+6(t1_xl)—(t1—Xl)a+0(a2)]

h’ 5h
t 3 3(t, — x )
+771ﬂ— e T 2 4 0(a ):lda (234)

Serik,, (x,,t,) = j{ 6(; hf) i ;3’() 6(t25h_x')+0(a2)}

r 30 3(t,-x)" 1 )
+ - + -—+0(a?) |[d 235
772'([|: a2h2 2h2 10 ( ) ( )
olarak bulunur. Burada  a =0 civarinda seriye agilan ifadelerin ilk terimlerinin de
sonsuza gittigi ve integre edilemeyen tekillikler oldugu goriilmektedir. Ancak bu ilk

terimler, integral denklemin tiimii diisliniilerek, denge sartlar1 (177) ve asagida verilen

moment sarti
b b d
—mh [ pyt)d + [ p )t dt, - [ p, )t dt, =0 (236)

kullanildiginda birbirlerini gétiirmektedirler. Seriye agilan geri kalan kismin integral
denkleme etkisi ise ihmal edilebilecek mertebededir. Dolayisiyla m, (X,t,), m,,(X,.t,),
n,(x;,t,), n,(x,,t,) ifadelerini, & ¢ok kii¢iik bir deger olmak {iizere, (&,00) araliginda

integre etmek yeterlidir.
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2.5.2. IL integral Denklem

Ikinci integral denklem (176) no’lu smir sartindan yararlanilarak elde edilecektir.
Oncelikle smir sartinda gegen ov,(X,y)/ox ile ov,(X,y)/ox ifadeleri y—>—h igin
diizenlenmelidir. ov,(X,Yy)/0X birinci integral denklem yazilirken (210)’daki sekliyle elde
edilmigti. (210)’da  y — —h limitine gegildiginde (213) ve (214)’de tanimlanan

M, (X,,t,) ve N,,(X,,t,) integrallerinin c¢ekirdekleri sirasiyla  ST,, ve ST,,’ye

yakinsamaktadir.
ST,, =[x, —1-2a(y+h)]e*¥*" (237)
ST,, =[1-x, —2a(y+h)]e*™ (238)

(237) ve (238) swasiyla M,,(X,,t,) ve N,,(X,,t,) integrallerinin cekirdeklerinden
cikarilir. Ayn1 zamanda disar1 alinan tekil terimlerin kapali integralleri alinarak (210)

ifadesine eklenecektir. Kapali integralleri alinacak bu ifadeler

STI,, = j[—xl —1-2a(y+h)e“sina(t, - x,)da (239)

0

STI,, =7, _[[1 — K, = 2a(y +h)]e U™ cosa(t, — x,)da (240)
0

seklindedir. y — —h i¢in tekil terimler ¢ikarildiktan sonra (210) ifadesi diizenlendiginde

oV, (X, 1 &
1(gx y) :_47Z'Gl :[Ipl(tl)[M“(Xz,tl)+771 le(xz,tl)] dt,

1§ . .
_472_61 :[pz(tz)[M 2 (%, 1) + 7, le(xzatz)]dtz
1

d
[ pa(t[tim, o (STL,)+1im, | (STL,)]dt, (241)
4r G, *,
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haline gelir. Burada M, (@) ve N, (a) swasiyla M,(X,,t;)) ve N, (X,,t)

integrallerinin ¢ekirdekleri olmak tizere M 1*2 (X,,t,) ve N :; (X,,t))

M 1*2 (X,,t,) = J. [M 12cek STZI] sina (t, —X,)dt, (242)
0

N1*2 (X,,t) = _“N 12cek STzz] cosa (t, —x,)dt, (243)
0

olarak tanimlidir. Integral doniisiim tablolar1 yardimiyla (239) ve (240) ifadelerinin kapali

integralleri alindiginda

t, — X t,—X
STl =—(x; +1 22 : |t h)* — 2 244
“'+)Ly+h>+a2—&>}+ R SRS S
S-I-Ik12 — —2(y+h) [y2 _(tz_XZ)szI _(I_Kl) . (y+h) 5 (245)
[y + t, -x)’] Y =x)

elde edilir. (240) ifadesinin kapali integrali olan (245) ifadesi y — —h igin “0”
oldugundan (240) kapali integrali alinmadan y =0 icin diizenlenip (241) ifadesinde
yazilacaktir. Boylelikle (241) ifadesindeki son terim

1 ¢ . 1
4rG, J.sz (t2)[hmy—>—h(ST|22)] dt, = 7, 4_Gl(Kl -1p,(x) (246)

olmaktadir. (246) dikkate alinarak (241) ifadesi y — —h limiti igin diizenlenirse

4G, 0V, (x,—h K —1 1§
l l( ):772 l pz(xz)__.[pz(tz) -
K +1 oX K +1 T*,

+ K22(X2 ’t2) dt2

tz_xz

1b
—— [ pit)K;, 1) dt, (247)
ﬂ—a



59

elde edilir. Burada

Ky (X,,1) =M, (X, 1) +m7,N,, (X,,1) (248)

Ky (X5,t,) =My, (X,,1,) +17,N o, (X,,1,) (249)

M,, (X,,t,) = (x, +1)IAL[2 (1—ah)e™" —2(1+ah)e“”h} sina (t, - x,)da (250)
0 21

N,, (X,,t,) = (x, +1)J.AL(— 20he™ +2ahe™ )cosoz(t1 -X,)da (251)
01

M., (%,,1,) = (x, +1)ILL(— e 11+ 4o he‘zah)+l}sina(t2 —x,)de (252)
0 1

212
4o h1 )e‘““}l}cosoc(t2 —-x,)da  (253)

N, (X,,t,) = (x, —l)j{f{e‘m +1+2(-1+
0 1

K

olarak tanimlidirlar.

Integral denklemin yazilabilmesi igin gerekli olan ov,(X,y)/ox ifadesi ise (51)

sartindan yararlanarak

OV, (%, Y) :LT

x 2 DO"CZ e~ (x; ~|a|y) D, eay} ¢ da (254)

0

olarak elde edilir. (254) ifadesi y = —h ig¢in diizenlenirse

aVZ(X5 y) _ 1
OX 4z G,

d
[ 0,0 [Z,(%,1) + 7, 2, (x,,1) ] (255)

olmaktadir. Burada



60

Z,,(%,5) = [[- (e, + D+ 2a (y + )] e“ P sina t, - x,) da (256)
0

Z,,(X,,t,) = T[(K2 ~D-2a(y+h]e““™ cosa(t, - x,)da (257)

olmaktadir. (256) ve (257) ifadeleri sadece tekil terimlerden olusmaktadir. (256)’ nin

kapal1 integrali alindiginda

tz — X,
(y+h)2 +(t2 _Xz)z

tz_Xz
y+h)’ +(, _X2)2]2

L1 (%y,8,) = ~(x, +1){ }4(Y+h)2[ (258)
(

elde edilir. (257) ifadesi ise kapali integrali alinmadan y = —h i¢in diizenlenir. Boylelikle

(255) ifadesi

4G, v,(x,~h) K, —1 1 ¢ p,(t,)
= X,)—— | —222 gt 259
K, +1 OX 7 K, +1 P2(X.) 7r_J‘Ct2—X2 : (259)

olmaktadir. (247) ve (259) yardimiyla (176) no’lu sinir sartina gegildiginde asagidaki gibi

ikinci tiir bir tekil integral denklem elde edilir:

2 2

d
Y
@, pz(x)+;j[t

—C

1 b
+ kzz(xzatz )} P, (tz)dtz - ;I pl(tl) k21(xzat1)dt1 =0 (260)

Burada
(x, —1)—m(x, —1)
o, = , =-1 261
2 = K, +1+m(x, +1) V2 (261)
Ky (X,,t) =9 [M 2 (X)) + 1, N21(X2>t1)] (262)

Ky, (X,,15) :§0[M » (X%, 1)+, sz(xzatz)] (263)
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-m
= 264
4 m(x, +1)+x, +1 (264)

olarak tanimlidirlar. 1. integral denklemde oldugu gibi burada da k,,(X,,t;) ve K, (X,,t,)
integrallerinin ¢ekirdekleri & =0 igin sonsuza gitmektedir. @ =0 civarinda k,,(X,,t,) ve

K,, (X,,t,) seriye acildiginda sirasiyla

. tl 6t —x,) (t,—x%,)° 6t —X,) 5
Serik,, (X,,t,) = L2/ 21 2 L2240
21( 2 l) gﬁ( .([|: a2h3 h3 + Sh + (a ):l

t 3 3(t,-x,)" 1
+nlﬂ—a2h2+ 12h22 —E+O(a2)}daj (265)

Serikzz(Xz,t2)=§0( j[ 6(t X ) (t ;3)( ) 6(t25; X2)+(t2 _Xz)a+0((12)]

T 3 3(t, —X,)°
+772-0[[_a2h2+ 3 +5+O(a )}daj (266)

elde edilir. Seriye acilan ifadelerdeki o =0 i¢in sonsuza giden terimler diisey denge
sartlar1 (177) ve moment sart1 (236) ile beraber integral denklemin biitiinii diistiniildiigiinde
birbirlerini gotiirmektedirler. Geriye kalan terimler ise ihmal edilebilecek mertebededir.
Dolayistyla burada da M,, (X,,t,), M, (X;,t,), N, (X,,t,), Ny (X,,t,) ifadelerini integral

siirini (£,00) araliginda alarak integre etmek yeterlidir.

2.6. integral Denklemlerin Boyutsuzlastiriimasi

Integral denklemleri sayisal ¢dziime hazir hale getirebilmek icin  integral
denklemlerde bazi doniisiimlerin yapilmasi ve boyutsuz biiyiikliikler tanimlanmasi
gerekmektedir. Integral denklemlerde « =z/h degisken doniisimii yapilmis ve

normalizasyon i¢in asagidaki boyutsuz biiytikliikler tanimlanmastir.
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tlza;brl+b;a, xlza;bsl+b;a (267)
d+c d-c d+c d-c
t, = 5 r, + > 2= S, + 5 (268)
Ayni sekilde degme gerilmeleri de
pl (Sl) p2 (SZ)
S,) = , S,)=—""" 269
4 (s,) P/h $,(s,) P/h (269)

seklinde boyutsuzlastirilmistir. Degisken degisimleri ve boyutsuzlastirmalar sonucunda

(225) ve (260) no’lu birinci ve ikinci integral denklemler sirasiyla

1 1 . l¢ . .
a)1¢1(51) +£I¢1(r1)|: + kll(slarl):|dr1 __Ik12(515r2)¢2(r2)dr2 =H (51) (270)
T rh=s T
Vs ¢ 1 . 1¢, .
@, ¢2(32) +—J.¢2(I’2) —t kzz(szarz) drz __Ik21(329r1)¢1(r1) drl =0 (271)
T r,—5, Tz
olarak degisirler. Burada
. b+a . c+d
K11(31»r1)27k11(31»r1)= Klz(slsrz):Tklz(sl’rz) (272)
. b+a . c+d
Kzl(szsrl):Tkzl(szvrl)a Kzz(szarz):Tkzz(Szarz) (273)
H' (s,) = 4 G 1 (a+bsl+b—a) (274)

~k,+1P/hR/h" 2h 2h

olarak tanimhdirlar. (177) no’lu diisey denge sartlar1 ise
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c+d |

h j¢2(r2)dr2 =1 (275)

b+aj¢l<r>dr

olarak degisirler.

2.7. Integral Denklem Sisteminin Sayisal Coziimii

Integral denklemler ilk terimlerinin varhgindan dolay: ikinci tiir tekil integral
denklemdirler. Integral denklemin sayisal ¢oziimii Erdogan vd., (1973) ve Krenk, (1975)
tarafindan verilen Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu ile yapilacaktir.

Bu yontemde bilinmeyen boyutsuz degme gerilmelerinin ¢éziimii
¢j(rj):gj(rj)wj(rj) J =12 (276)

olarak aranir. Degme gerilmeleri degmenin bittigi noktalardan itibaren “0” oldugundan
integral denklemlerin indeksi “-1” dir. “-1” indeks i¢in sayisal ¢6ziim yontemiyle integral

denklemler, g;(r;) fonksiyonunun N noktadaki degerleri i¢in lineer denklem takimina

indirgenirler. (270) ve (271) no’lu integral denklemler sirastyla

z Wll g (rll) r +k11(slk5r1|):|+z W2| g (r2|) k12(81=r )_ H(Slk)

li — 21k i=1

k=12..N+1 (277)

+ k;z (S 1) |=0

N N
z WliN 91(r1i)k;1(32k>r1i)+z Wzli\l gz(rZi)|:
i=1 i=I

20 T P2k

k=12..N+1 (278)

seklinde degisir. Denge sartlari ise

XY W g,(r) -1 =0 @79
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d+c
o ZW gz(rz.)——=0 (280)

haline gelir. Burada
w,(r;)=(1-r) 1+r,)" (281)
6, (r)=09,(rHA-r) 1+r,)" (282)

olarak yazilabilir. «; ve f; ise asagidaki formiillerden bulunur:

w —iy.
g = | LTV (283)
o2z | o +iy o
. —iy.
B =——In| 0 m,, (284)
2zl | @) +1y,
0<Re[er,. f;]<1 (285)

(283) ve (284)’de gecen N,; ve M,; degerleri (285) sartini saglatacak sekilde

j

S, 1lgili Jacobi polinomunun kdokleri , Wj'i\l

"0","","—1" degerlerinden birini alirlar. I ve s,

ise agirlik katsayilar1 olmak tizere

P (r) =0 i=12,...,N (286)
Py (s,)=0 k=12, N +1 (287)
2N+a. +fB I'(N+a. + DI(N+ 8. +1 (@ +hp)
ij -1 114 A ( ,82 (@;.5) (288)
7 (N+D)! I(N+a;+p8,+] pl@if)  plaib

N (I'“ ) N+l rji
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formiillerinden bulunurlar. “-1” indeks i¢in integral denklemlerin ¢6zlimii uygunluk sartini

da saglamalidir. Uygunluk sart1 1. ve 2. integral denklem i¢in sirasiyla

J {wlqﬁl(sl)# [ dn} Bz (289)
| 7T oh =5 w, (S,)

1 ﬁl ,(r,) ds, _

_Jl {w2¢2(s2)+ - Jr S, drz}wz =" (290)

olarak yazilabilir.

Bilinmeyenler her bir integral denklem i¢in N tane g;(r;) degerleri ile a/h, b/h,

c/h ve d/h degme uzunluklar1 olmak iizere 2N + 4 tanedir. Her bir integral denklemden
elde edilen N +1 tane lineer denklem ve probleme ait 2 tane denge sartiyla beraber,
2N +4 bilinmeyen icin, yine 2N +4 tane denklem elde edilir. integral denklemlerden

elde edilen lineer denklemlerde N tane bilinmeyen g;(r;) degerleri i¢in N +1 tane

denklem oldugu goriilmektedir. (277) ve (278)’ deki lineer denklemlerin her birinden bir

denklem disar1 alinarak g;(r;) degerleri bulunacaktir. Diger taraftan disar1 alinan bu iki

denklem denge sartlariyla beraber saglatilmaya calisilarak a/h, b/h, c/h ve d/h

degerlerinin bulunmasinda kullanilacaktir. Bu sekilde (277) ve (278) ifadelerindeki tim
denklemler saglatildiginda (289) ve (290) no’lu uygunluk sartlarni da saglatilmis
olmaktadir.

Lineer denklem sisteminin ¢ézliimii i¢in degme uzunluklarma (a/h, b/h, c/h,

d/h) baslangigta rastgele degerler verilir. Lineer denklem sistemi ¢dziilerek g;(r;)

degerleri bulunur. Bu degerler ve degme uzunluklar1 denge sartlarinda ve lineer denklem
sisteminden disar1 alinan iki denklemde yazilarak sartlarin ve denklemlerin saglanip
saglanmadigina bakilir. Istenilen hassaslik saglanana kadar iterasyonlara devam edilir.
Iterasyon ~ Newton-Raphson yontemi cercevesinde  gerceklestirilmistir.  Gerekli

hesaplamalar igcin MATHEMATICA programi kullanilmistir.
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2.8. Gerilmelerin Bulunmasi

A, B,, C;, D; (j=12) katsayilari, degme gerilmeleri p,(X), p,(X) ve degme
uzunluklart (a/h, b/h, ¢c/h, d/h) bulunduktan sonra tabaka ve elastik yarim diizlemde

istenen herhangi bir noktada o,, o, normal gerilmeleri ile z,, kayma gerilmelerini

bulmak mumkinddr.

A, B, C,, D; katsayilan o,,0

5i»Oyi» Ty gerilmelerine ait (47)-(49) ifadelerinde

yazildiginda tabaka i¢in normal ve kayma gerilmeleri asagidaki gibi elde edilir:

1 b
06 Y) = — [ P E)[BX, (68 + G, (6.t

1 d
+ [P )[BX 5 (0t) +7,8X 1, (1)t (291)

1 b
7,106 Y) == [ PO)IBY, (1) +mGY, (1)t

1 d
~ [P )[BY L (0 t) + mGY (x )t (292)

1 b
T (6 Y) = = [ Py ETXY, O08) 4 13 TXY,, (1) e

1 d
- E I pz (tz )[TXYB (Xatz) + 772TXY14 (Xatz )]dtz (293)
Burada

GX,,(X,.t,) :in [T, +Qay+x, -3)T,Je +[T, + Qay -« +3)Tl3]e“y}cosa(tl ~-x)da
0 1

[T, +Qay+x, -3T, ™ +[T,, + Qay — &, +3)T, ¥ } sina(t, — X)da

71
GX,,(x,t)=[—
12 12+ '([Al
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GX 5 (X,t,) = in{ [T, + Qay + 5, 3T, ™™ +[T,, + Qay —k, + 3)T14]e"’y}cos a(t, - x)da
0 1

0

GX14(X19t2) =J.

>|>—~

{ [T, + Qay +x, 3T Je ™ +[T,, + Qay — &, +3)T, e? } sina(t, — x)da

1

(=4

o0

GY, (X,.t,) = in{[T1 +Qay+x, + DT Je™ +[T, + Qay -« —1)T13]e“y}cosa(tl ~-x)da

0 =1

>|,_

GY,, (x,,t) = | [ [T, +Qay +x, + DT, ™™ +[T,, + Qay — &, — 1)T15]e“y}sin a(t, - x)da
0

1

0

GY,(X,,t,) = j Ai[ [T, + Qay +x, + DT, ™ +[T,, + Qay —x, - DT, ]e"’y}cos a(t, - X)da
0 1

0

GY14(X15t2) = '[

0

Ai{ [T, + Qay + &, + DT o™ + [T, + Qay — &, — )T, e } sina(t, — X)da
1

—[T, +Qay+x, DT, Je™ +[T, + Qay —x, + 1)T13]e0‘y}ina(t1 —X)da

1
TXYII(Xl’tl)sz_
021

TXY,, (X,,t,) = in [T, + Qay +x, - DT, ™ —[T,, + Qay — x, + DT, ]e“y}cos a(t, - x)da
01

o0

TXY,, (X,,t,) = IAL{ —[T, +Qay+x, DT o™ +[T,, + Qay — &, + 1)T14]e"‘y}sin a(t, - X)da
1

0

TXY,, (X,,t,) = j {[T“ +Qay+ K, DT ™ —[T, + Qay —x, + 1)T16]e"y}cos a(t, —X)da
0

>|H

1

(294)-(305)

olarak tanimlidirlar. Elastik yarim diizleme ait normal gerilmeler ve kayma gerilmeleri ise



68
1 d
T (X Y) = s _[ P, (tz)[zel (X,1,) +17,GX 5 (X1, )]dtz
1 d
712 (6Y) = — [ P (L)Y (,8;) +7,8Y (6 1),

K
Tyy2 (X, y)= ; I p,(t, )[TXY21 (X,1,) +17,TXY,, (X1, )]dtz
olarak elde edilir. Burada

GXM(&,Q):Ih+1ﬂy+4ﬂk“”mNmsaaz—thx
Gxﬂu”g)zIp+¢uy+mk“”mmnaa2—mda
Gvﬂupg):zp4+a(y+mkﬂﬁmamaaz—xma
vaupg):Ikﬂy+mkﬂwmgnaa,—mda
Txngxpg)zzh(y+mk““mgnaaz—mda

TXYy (X,,t,) = J-[— 1-a(y+h) " cosa(t, — x)da
0

olarak tanimlanmustir.

(306)

(307)

(308)

(309)

(310)

(311)

(312)

(313)

(314)
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Tabaka ve yarim diizlemdeki gerilmeleri y —0 ve Yy — —h haricinde verilen
denklemlerle bulmak miimkiindiir. Ancak y—>0 ve y— —h durumlarinda gerilme

cekirdeklerinde tekil terimler meydana gelmektedir. integral denklemlerde oldugu gibi
olugan tekil terimler cekirdeklerden c¢ikarilarak kapali integralleri alindiktan sonra ait
olduklar1 ifadelere eklenecektir.

y = 0 durumunda tekil terimler

1 b ©
0, (X, Y) g = EI pl(tl)dt{ j[—2(1+ ay)le® cosa (t, — X)da
-a 0

+771T[—z(zmy)]ewsina(t1 ~x)da } (315)

0

0y (X Yo = _ij. pl(tl)dtl|: T[Z(]—ay)]e”’y cosa (t, —x)da

+771T(—2o¢y)e0’ysinoz(tl —X)da } (316)

0

17 T :
z-xyl(xa y)stO = _E I pl(tl)dtl|: _[_ (2ay)eay sma (tl - X)da
-a 0

+771J‘2(05y—i-1)e”’y cosa (t, —x)da } (317)

y — —h durumunda tekil terimler

[e]

1§ iy
TV =2~ pz(tz)dtz[ [-2[l-a (y+m)]e ™ cosar (t, - ) dar

0

+772]E—2[2—a(y4rh)]e‘“(y+h) sina (t, - X)da } (318)

0

0

1 ¢ o e
O (Y =~ | pz(tz)dt{ [2[l+a(y+m]e ™ cosa t, - v da
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+1, I—Za (y+he“UMsing (t, - x)da } (319)
0

['e]

d
Ry I— p2<t2>dt{ [-2a(y+ e sina (t, - ) da
27 7,

0

+ 772‘[2[1 —a (y+h)]e ™™ cosa (t, - x)da } (320)
0

(315)-(320) ifadelerinin kapali integralleri alindiktan sonra y —0 ve Yy — —h

limitine gecilip diizenlendiginde gerilme ifadeleri tekil noktalar i¢in asagidaki gibi bulunur.

2, dt
0,4 (%0) = 0, (%.0) = &, (X Y0 = Py () = 2 [ py ) (321)
7 7 t, —X
2n, dt
0,0 (%) = 0 () =0, (V) = P2 (0 =22 [ 3 (1) (322)
—C 2 2
2n, dt
0,0 (X—h) ==, (X) = T2 [ p, (t,) — (323)
Tz tz_ 2

y—>0 ve y—-h durumunda tabaka ve elastik yarim diizleme ait o, ve 7,

ifadeleri tekil terimler i¢in diizenlendiginde sinir sartlarina esit ¢iktiklari goriilmiistiir



3. BULGULAR

Bu boliimde siirekli degme ve ayrilmali degme probleminin ¢oziimlerinden elde

edilen bulgular tablo ve sekillerle verilmistir.

3.1. Siirekli Degme Problemine Ait Bulgular

Elastik yarim diizlem ile tabaka birbirine tam yapisik oldugunda pang ile tabaka
arasinda meydana gelen degme bolgesinde olusacak olan degme uzunluklari ile degme
gerilmesinin dagilimi, pang yarigapinin, yiik degerinin, tabaka ile yarim diizlemin malzeme
ozelliklerinin degisik degerleri icin siirtlinmeli ve siirtlinmesiz durumda incelenmistir.
Integral denklemin iki ayr1 yontemle ¢dziilmesiyle elde edilen degme uzunluklari ve

degme gerilmelerinin karsilagtirilmasi  da yapilmigtir. Ayrica y ekseni boyunca o, ,0,

normal gerilmeleri ile 7,, kayma gerilmesinin dagilimlari incelenmistir.

3.1.1. Degme Uzunluklar: ve Degme Gerilmeleri

Pang ile tabaka arasinda olusan degme uzunluklarinin siirtlinme katsayisi ile degisimi
incelendiginde siirtlinme katsayisi arttikca y ekseninin solunda kalan a uzunlugunun

azaldig, y ekseninin saginda kalan b uzunlugunun arttigi goriilmektedir (Sekil 3, Tablo1).

Pang ile tabaka arasindaki toplam degme uzunlugu (|a| +b) ise siirtiinme katsayisi arttikga

artmaktadir. Q yatay yiiki, siirtiinme katsayisina ve P diisey tekil ylikiine bagl olarak
degismektedir. Siirtiinme katsayis1 ve P tekil yiikii artttkga Q yatay yiikii artmakta
dolayisiyla tabakanin ylizeyine iletilen siirtiinme kuvveti de artmaktadir. Siirtiinme
katsayisinin degme uzunluklarina etkisi P tekil yiikiiniin etkisi gibi olacaktir ki bu ikisi
arttikca pang ile iletilen kuvvet de artmakta ve buna karsilik toplam degme uzunlugu
artmaktadir. Stirtiinmesiz durumda a ve b uzunluklar1 birbirine esit ¢ikmaktadir.

Integral denklemin sayisal ¢oziim yontemine gére degme uzunluklarinin degisimi
Tablo 2’de verilmistir. Kaplamasiz durumda (m=1) her iki yontemle bulunan degme
uzunluklar1 birbirine esit ¢ikmaktadir. Elastik tabaka ile yarim diizlemin malzeme

ozellikleri ayni1 olmadiginda (m=0.5) iki yontemle bulunan degme uzunluklar
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birbirlerinden az da olsa farklilasmaktadir. Jacobi polinomlar1 yontemi (JP) ile bulunan
degme uzunluklari, degme gerilmesini veren serinin kesildigi M degeri arttikca Gauss-
Jacobi integrasyon formiilasyonu (GJ) ile bulunan sonuca yaklagmaktadir. JP ile degme
uzunluklarin1 bulmak {izere yapilan bir iterasyon i¢in harcanan siire, GJ’e gore ¢ok daha
uzamakta ve M degeri arttik¢a bu siire olduk¢a artmaktadir.

Pang yarigapt R/h ve yiik degeri G, /(P/h) igin pang ile tabaka arasinda olusan
degme uzunlugunun degisimi Sekil 4 ve Tablo 3’ de verilmistir. Pang yarigap1 arttik¢a
degme uzunlugu siirtiinmeli ve siirtiinmesiz durumda artmaktadir. G, /(P/h) boyutsuz
biiytikliigiiniin degisimi yiikiin degisimini ifade etmektedir. Yiik degeri arttik¢a, G, /(P/h)
azalir, degme uzunlugu artmaktadir.

Elastik tabaka ile yarim diizlemin malzeme O6zellikleri ile degme uzunluklarinin

degisimi Sekil 5 ve Tablo 4’ de verilmistir. x, ve x, degerleri birbirine esit alindiginda,
G, /G, oranmin degisimi elastisite modilleri oraninin E,/E, degisimi olarak da
diisiiniilebilir. Toplam degme uzunlugu elastik yarim diizlemin elastisite modiilii
biyiidiikce siirtiinmeli ve siirtinmesiz durumun her ikisinde de azalmaktadir. Ozellikle
elastik yarim diizlemin elastisite modiilii tabakaninkinden kii¢clik oldugu durumlarda
G, /G, azaldikca degme uzunluklarinda degisim biiylktir. Elastik yarim diizlemin
elastisite modiilii tabakaninkinden biiyiik oldugunda ise degme uzunluklar1 G, /G, artsa da
cok fazla degismektedir. Tabaka ve yarim diizlemin Poisson oranlar1 birbirlerine esit olarak
artirilldiginda, x, ve x, azalirken, toplam degme uzunlugu artmaktadir. x, =x, =1

oldugunda stirtlinmenin degme uzunluguna etkisinin olmadig1 goriilmektedir.

Tablo 1. Degme uzunluklariin siirtiinme katsayisi ile degisimi
(G,/G, =2,R/h=100, G, /(P/h)=500, x, =2, k, =2)

n a )4 a/h b/h (ja|+b)/h
0.5 0.5 -0.305057 | 0.305057 0.610214

0.2 | 0.47881 0.52119 -0.294421 0.316231 0.610652
04 | 0.45781 0.54219 -0.284362 | 0.327890 0.612252
0.6 | 043717 | 0.56283 -0.274904 | 0.339983 0.614887
0.8 | 041705 | 0.58295 -0.266060 | 0.352446 0.618506
1 0.39758 | 0.60242 -0.257831 0.365217 0.623048
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24 I I | I I | I I | I I | I I |
29 | b/h L
o i B
5 i
= 2.0 —
s |
= il (lal+b)/2h L
:3 |
N _| L
s i
g 1.8 —| -
i) 7
() = L
A ] i
16 —
- |al/h |
14 T T T ‘ T T T ‘ T T 177 ‘ T T T ‘ T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3. Degme uzunluklarinin siirtiinme katsayisi ile degisimi

n

(G,/G, =0.5,R/h=500,G, /(P/h) =100, x, =2, x, =2)

Tablo 2. Degme uzunluklarinin siirtiinme katsayisi ve integral denklemin sayisal ¢6ziim

yontemi ile degisimi (G, /G, = 0.5, R/h =500, G, /(P/h)=100,x, =2, x, =2)

Gauss Jacobi Integrasyon
Formiilasyonu ile Degme

Jacobi Polinomlari ile Degme Uzunluklart N = 20

Uzunluklar1 (N = 20) M =2 M=3
n a/h b/h a’h b/h a’h b/h
(m(il) -1.5450968 | 1.5450968 | -1.5450968 | 1.5450968 | -1.5450968 | 1.5450968
0 -1.8697416 | 1.8697416 | -1.8755235 | 1.8755235 | -1.8697430 | 1.8697430
0.5 -1.6699842 | 2.0953119 | -1.6766395 | 2.100768 | -1.6699511 | 2.0953413
1 -1.4991706 | 2.3399578 | -1.5072606 | 2.3455309 | -1.4990714 | 2.3400259
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60 I ) B
() G, /(P/h)=100 A
1 (2) G /(P /h)=250 o = |
(3) G, /(P/h) =500 . I
40— —n=0 -

I e I

Toplam degme uzunluklari

0.0

0 200 400 600 800 1000
R/h

Sekil 4. Toplam degme uzunluklarinin yiik, pang yaricapi ve stirtiinme
katsayis1 ile degisimi (G, /G, =0.5,x, =2, x, =2)

Tablo 3. Degme uzunluklarinin pang yarigapi ve siirtiinme katsayisi ile degisimi

(G,/G,=05,G,/(P/h)=100,x, =2, x, =2)

n=0 n=0.5 n=1
R/h
la/h|=b/h a/h b/h a/h b/h

10 0.220898 | -0.194552 | 0.249738 | -0.171044 | 0.280445
100 0.751604 | -0.656863 | 0.856383 | -0.573922 | 0.968410
250 1.264310 | -1.118650 | 1.428210 | -0.994121 | 1.605200
500 1.869740 | -1.669980 | 2.095310 | -1.499170 | 2.339960
1000 2.740570 | -2.462130 | 3.053290 | -1.890760 | 3.392170




75

3.0 \\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\

:‘ )k =r,=1  ——n=0
‘ 2) x, =x,=2 -——n=1
\ (3) k=K, =3

g
o

Toplam degme uzunluklari
= N
(61 o
I O B | ‘ I S R ‘ I S R ‘ I S R

10 \\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
G, /(P/h)

Sekil 5. Toplam degme uzunluklarinin G, /G,, «,, k, ve siirtlinme katsayisi
ile degisimi (R/h =250,G, /(P/h) =250)

Tablo 4. Degme uzunluklarinin kayma modiilleri oran1 ve stirtiinme katsayisi ile degisimi
(R/h=250,G,/(P/h)=250,x, =2, k, =2)

n=0 n=0.5 n=1
G,/G,
la/h|=b/h a/h b/h a/h b/h
0.2 0.920439 | -0.788688 | 1.069370 | -0.677850 | 1.230098
0.5 0.751604 | -0.656863 | 0.856383 | -0.573922 | 0.968410
1 0.690988 | -0.621784 | 0.767895 | -0.561349 | 0.850566
2 0.658404 | -0.608036 | 0.715299 | -0.564933 | 0.777204
5 0.637372 | -0.602184 | 0.678354 | -0.573325 | 0.7238687
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Pang ile tabaka arasinda olusan degme gerilmesinin siirtlinme katsayisiyla degisimi
Sekil 6’ da goriilmektedir. Siirtlinmesiz halde degme gerilmesinin dagilimi simetriktir ve
degme gerilmesi en biiyiik degerini X =0 noktasinda almaktadir. Siirtinmenin varliginda
degme gerilmesi dagiliminin simetrisi bozulmaktadir. Siirtiinme katsayisi arttik¢a degme
gerilmesinin en bliyiik degeri aldig1 nokta X = 0’dan, panga etki ettirilen yatay kuvvetin
ters yoniine dogru kaymaktadir.

Integral denklemin farkli sayisal ¢oziim yontemleri, GJ ve JP, ile bulunan degme
gerilmelerinin karsilastirilmasi Sekil 7°de verilmistir. Her iki yontemle bulunan sonuglar
hemen hemen aynidir. JP ile degme gerilmesinin fonksiyonu elde edilebilmekte istenen
herhangi bir noktadaki gerilme degeri bulunabilmektedir. GJ ile ise degme gerilmesinin
sadece istenen N noktadaki degeri elde edilebilmektedir.

Pan¢in degme uzunlugunun kiigik oldugu, R/h=100, G, /(P/h)=500,
G, /G, =0.5 durumunda siirtiinme katsayist ile birlikte degme gerilmesinin en biiytlik
degeri azalmaktadir (Sekil 6). Diger taraftan degme uzunlugunun biiyiikk oldugu
R/h =500, G,/(P/h)=100, G,/G, =2 durumunda ise siirtinme katsayisi arttiginda
degme gerilmesinin en biiyiik degeri de ¢ok az bir miktar artmaktadir (Sekil 7).

Tabaka ve elastik yarim diizlemin malzeme o0zellikleri birbirine esit alindiginda

(x, =x,,m=1) problem rijit pan¢ ile bastirilmis elastik yarim diizlem problemine

doniismektedir. Sekil (7)’den elastik yarim diizlemin kendisinden daha biiylik bir elastisite
modiiliine sahip bir tabaka ile kaplandigi takdirde degme gerilmesinin de azalacagi
goriilmektedir.

Pan¢g yaricapt arttikga siirtiinmeli ve siirtiinmesiz durumda degme gerilmesi
azalmaktadir (Sekil 8). Pang¢ yaricapr kiiciildiikge tekil ylik durumuna yaklasildigindan
degme gerilmesi hizla artmaktadir. Pang yarigap: arttikca degme gerilmesinin en biiyiik
degeri saga kaymaktadir. Pang yaricap: kiicilildiikce stlirtiinmenin degme gerilmesinin en
biiyiik degerini daha fazla azalttig1 goriilmektedir.

Yiikiin degisiminin degme gerilmesine etkisi pan¢ yarigapinin degisimindeki gibi
olmaktadir (Sekil 9). Siirtinmeli ve siirtiinmesiz durumda yiik degeri arttikca, G, /(P /h)
azalir, degme gerilmesi azalmaktadir. Yiik degeri azaldik¢a pang tabakaya daha az
bastirilacagindan degme uzunlugu kiigiilmekte ve gerilme sivriligi olusmaktadir.

Elastik yarim diizlem ile tabakanin kayma modiilleri oram1 G, /G, ile degme

gerilmesinin degisimi Sekil 10°da goriilmektedir. Elastik yarim diizlem ve tabakanin x
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degerleri dolayisiyla Poisson oranlari birbirine esit alindiginda, G, /G, oraninin degisimi
elastisite modiilleri oraninin (E, /E,) degisimi olarak da degerlendirilebilir. Elastik yarim
diizlemin elastisite modiilii arttikca degme gerilmesi, siirtiinmeli ve siirtinmesiz durumun
her ikisinde de, artmaktadir. G,/G, oran1 “1” ve “5” oldugunda siirtiinmeyle birlikte
degme gerilmesinin en biiylik degeri azalirken, yarim diizlemin elastisite modiilii tabakaya
gore ¢ok kiiciik oldugunda (G, /G, =0.2) siirtiinmenin degme gerilmesinin en biiyiik
degerini artiran bir etki yaptig1 goriilmektedir.

Elastik yarim diizlem ve tabakanin Poisson oranlar1 birbirlerine esit olarak
artirildiginda, x, ve x, azalirken degme gerilmesi hem siirtiinmeli ve hem de siirtiinmesiz
durumda artmaktadir (Sekil 11). Daha once incelenen durumlarin hepsinde siirtinmeyle
birlikte degme gerilmesinin en biiylik degeri saga kayarken, x, = xk, =1 oldugunda degme

gerilmesinin en biiyiik degeri sola kaymaktadir.

2.20 Ll L1 Ll Ll
1.65 — —
X | n
POY g ] N
P/h : L
0.55 — —

0.00 L L A R B
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

x/h

Sekil 6. Pang ile tabaka arasinda olusan degme gerilmesinin siirtiinme katsayisiyla
degisimi (G, /G, =2, R/h=100, G, /(P/h) =500, x, =2, x, =2)
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Sekil 7. Degme gerilmesinin integral denklemin sayisal ¢oziim yontemi ve 7 ile
degisimi (G, /G, =0.5, R/h=500,G, /(P/h)=100,x, =2, x, =2)
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: I/‘ \\\ :
| / ‘\‘ \ L
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— 1 \ L
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| - "/ - |‘ T.\ ~ - B
| ,.//'/',' // “ \ ~\_\ '\. B
_ '/' ./. : r/ : “ .\ \ L
0.0 I i [ 1y [T r ‘\ [T
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

X/h

Sekil 8. Pang ile tabaka arasinda olugsan degme gerilmesinin pang yarigapt ve
n ile degisimi (G, /G, =2, G, /(P/h)=250, x, =2, x, =2)



79

20 I I N B | ‘ I I N B | ‘ I ) N | ‘ I ) N |
7 —G,/(P/h)=50 o Koyu n=0 =
4 ===G, /(P/h)=250 1 /\" Agik =1 ¢
1 —=G,(P/n)=1250 ! 4 -
1.5 — ii \ ! |
i TR i
i T L
i i -
POy T -
— 10— TP
P/h —| '}4"/// \\ll{\\ [
| A/ ‘_\‘} ) B
: ’I I/J/ | ‘\\ \ :
_ I’I /,;, | “ ‘\ \\ L
0.5 — ! /il R |
] ! \‘ -
] | ". i
00 I I I I I ‘ I !: I ! I ‘ I \. I : I ‘ I I I I I
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

x/h

Sekil 9. Pang ile tabaka arasinda olusan degme gerilmesinin yiik ve siirtiinme
katsayisi ile degisimi (G, /G, =2, R/h=250, x =2, x,=2)
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Sekil 10. Pang ile tabaka arasinda olusan degme gerilmesinin kayma modiilleri
orani ve 7 ile degisimi (R/h=250,G,/(P/h)=250,x, =2, k, =2)
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Sekil 11. Pang ile tabaka arasinda olusan degme gerilmesinin x,, x, ve siirtiinme
katsayisiyla degisimi (G, /G, =2, R/h=250, G,/(P/h)=250)
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3.1.2. Gerilmelerin incelenmesi

Elastik tabaka ile yarim diizlem birbirine tam yapisik oldugunda, siirtiinme
katsayisinin, yiik degerinin ve kayma modiilleri oranlarinin degisik degerleri icin y ekseni

boyunca (x=0), o,, o, normal gerilmeleri ile z,, kayma gerilmelerinin dagilimi

incelenmistir.

3.1.2.1. o, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

Siirtlinme katsayisiyla birlikte, tabaka ve yarim diizlemde, o, normal gerilmesinin y

ekseni boyunca degisimi Sekil 12°de goriilmektedir. Siirtlinme katsayisi arttikga gerilme
basing olarak artmaktadir. incelenen &rnekte tabaka ve yarim diizlem boyunca gerilme
basing olarak etkisini gostermektedir. Gerilme en biiyiik degerini pan¢in hemen altinda
almakta ve pangtan uzaklastikca azalarak etkisini kaybetmektedir.

Pang yaricap arttikca, stirtiinmeli ve siirtlinmesiz durumda, tabakada pangin hemen
altinda gerilme azalmakta, elastik yarim diizlemde ise bir miktar artmaktadir (Sekil 13).
Pan¢ yaricapinin kiiclik oldugu durumda gerilmenin hizla arttifi goriillmektedir. Pang
yarigapi biiyiidiikce gerilme dagilimi dogrusallagmaktadir.

Yiikiin o, normal gerilmesine etkisi pan¢ yarigapinda oldugu gibidir. Yiik degeri

arttikca, G,/(P/h) azalir, tabakada pangin hemen altinda gerilme azalmakta, yarim
diizlemde ise bir miktar artmaktadir (Sekil 14).

Elastik yarim diizlem ile tabakanin kayma modiilleri oram1 G, /G, ile gerilmenin
degisimi Sekil 15°de verilmistir. Tabakada gerilme, en biliyiik degerini aldigi pang ile
degdigi noktada, yarim diizlemin elastisite modiilii arttik¢a (G, /G, artar) azalmaktadir.
Elastik yarim diizlemde ise yarim diizlemin elastisite modiilii arttikca gerilme de basing
olarak artmaktadir. Elastik yarim diizlem kendisiyle esit ya da daha kiiciik elastisite
modiiliine sahip bir tabaka ile kaplandiginda tabaka ve elastik yarim diizlem boyunca
gerilme basing olarak etki etmektedir. Elastik yarim diizlemin elastisite modiilii
tabakaninkinden kiigiik oldugunda ise (G, /G, =0.2) tabakanin iist kisimlarinda basing alt

kisimlarinda ise ¢ekme gerilmeleri olusmaktadir. Elastisite modiilleri farkli oldugunda
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tabaka ile yarim diizlemin degme noktasinda gerilmede siireksizlik olugsmakta, tabaka ve
yarim diizlemde gerilmeler birbirinden farkli deger almaktadir. Tabaka ile yarim diizlem
ayn1 malzeme 6zelliklerine sahip oldugunda ise bu siireksizlik ortadan kalkmakta ve tabaka
ile yarim diizlemin degdigi noktada gerilmeler birbirine esit olmaktadir.

Elastik yarim diizlem ve tabakanin Poisson oranlari ile gerilmenin degisimi Sekil
16’da goriilmektedir. Siirtlinmesiz durumda elastik yarim diizlemin ve tabakanin Poisson

oranlar1 birbirine esit olarak artirnldiginda (x, ve x, azaldiginda) tabakada gerilme
artmakta, yarim diizlemde ise gerilme azalmaktadir. x, =x, =1 oldugunda yarim

diizlemde gerilme hemen hemen “0” olmaktadir.

0.0 [ \\ | \7 | \. L1 I | ‘ I I I |

-1.0

y/h

-3.0\\\\\‘\\\\\‘\\\\\‘\\\\\

0.72 -0.54 10.36 018 0.00
o,(0,y)/(P/h)

Sekil 12. o, (0, y) normal gerilmesinin siirtiinme katsayistyla degisimi
(G,/G, =0.5, R/h=500, G, /(P/h)=100, x, =2, x, =2)



y/h

Sekil 13. o, (0, y) normal gerilmesinin pang yarigapi ve siirtiinme katsayistyla
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degisimi (G, /G, =2, G, /(P/h)=250, x, =2, x, =2)
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Sekil 14. o,(0, y) normal gerilmesinin yiik ve siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=250, x, =2, k, =2)
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Sekil 15. o, (0, y) normal gerilmesinin kayma modiilleri orani ve siirtiinme
katsayistyla degisimi (R/h =250, G, /(P/h)=250, x, =2, x, =2)
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Sekil 16. o, (0, y) normal gerilmesinin x,, k, ve siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h =250, G, /(P/h)=250)
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3.1.2.2. o, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

o, disey normal gerilmesi, tabaka ve elastik yarim diizlemde, y ekseni boyunca

daima basing olarak etkisini gostermektedir. Siirtiinmesiz halde gerilme en biiyiik degerini
pan¢gin degme ylizeyinde almakta ve pangtan wuzaklasildik¢a azalarak etkisini
kaybetmektedir. Siirtinme katsayis1 arttikca gerilmenin en biiylik degeri azalmakta ve bu
degeri aldig1 nokta tabakanin orta kisimlarina dogru kaymaktadir. Tabaka ile yarim
diizlemin birbirlerine degdikleri noktada tabaka ve yarim diizlem i¢in gerilme degerleri

birbirine esit ¢ikarak (57) no’lu siir sarti saglanmaktadir. Ayrica y =0’da gerilmenin
degeri 0,(0,0), degme gerilmesinin X =0’daki p(0,0) degerinin eksi isaretlisine esit

¢ikarak (55) no’lu sinir sart1 da saglanmaktadir (Sekil 7, Sekil 17).

Pang yaricapr ve yiikk degeri arttik¢a gerilme azalmakta ve gerilme dagilimi
dogrusallagmaktadir. Pang yarigapt ve yiikiin kiiciik degerlerinde ise degme uzunlugu
azalacagindan gerilme panc¢in altinda hizla artmaktadir (Sekil 18, Sekil 19).

Elastik yarim diizlem ve tabakanin kayma modiilleri oran1 G, /G, ile gerilmenin
degisimi Sekil 20°de verilmistir. Elastik yarim diizlemin elastisite modiilii arttik¢a, G, /G,

artar, gerilme artmaktadir. Malzeme oOzellikleri farkli olsa dahi birbirlerine degdikleri
noktada elastik yarim diizlem ve tabakada gerilme degerlerinin esit oldugu goriilmektedir.
Elastik yarim diizlem ve tabakanin Poisson oranlari birbirine esit olarak artirildiginda

o, normal gerilmesinin, tabakanin ist yiizeyinde aldigi en biiyiik degeri de artmaktadir

(Sekil 21).
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Sekil 17. o,(0,y) normal gerilmesinin siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =0.5, R/h=500, G, /(P/h)=100, x, =2, x, =2)
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Sekil 18. o, (0, y) normal gerilmesinin pang yarigapi ve siirtinme katsayisiyla
degisimi (G, /G, =2, G, /(P/h)=250, x, =2, k, =2)
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Sekil 19. o, (0, y) normal gerilmesinin yiik ve siirtinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=250, x, =2, k,=2)

0.0

y/h ]

-3.0 \
-1.2 -0.8 -0.4 0.0
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Sekil 20. o, (0, y) normal gerilmesinin kayma modiilleri oram ve siirtiinme
katsayistyla degisimi (R/h =250, G, /(P/h)=250, x, =2, x, =2)
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Sekil 21. o, (0,y) normal gerilmesinin «,, x, ve stirtinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=250, G,/(P/h)=250)
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3.1.2.3. 7,, Kayma Gerilmelerinin Incelenmesi

Siirtiinmesiz halde y ekseni boyunca simetriden dolayr kayma gerilmesi “0”
olmaktadir. Siirtlinmenin varliginda gerilme en biiylik degerini pan¢in degdigi noktada
almakta ve yiikten uzaklastikca azalarak etkisini kaybetmektedir. Siirtinme katsayisi
arttikca gerilme de artmaktadir (Sekil 22). Tabaka ile yarim diizlemde birbirleri ile
degdikleri noktada gerilme degerleri esit ¢ikarak (58) no’lu sinir sartt saglanmaktadir.
Ayrica y =0’da kayma gerilmesi degeri 7,,(0,0), —7p(0,0) degerine esit ¢ikarak (56)
no’lu simir sart1 da saglanmaktadir.

Sekil (23) ve Sekil (24)’de swrasiyla pan¢ yarigapt ve yiik degerinin kayma
gerilmesine etkisi verilmistir. Pang yarigapt ve yiikk degerinin degisiminin kayma
gerilmesine etkisi ayni1 sekilde olmaktadir. Siirtlinmeli halde pang yarigapr ve yiik degeri
arttikca gerilme azalmaktadir.

Elastik yarim diizlem ve tabakanin kayma modiilleri oran1 G, /G, ile gerilmenin
degisimi Sekil (25)’de verilmistir. Elastik yarim diizlemin elastisite modiilii arttik¢a,
G, /G, artar, siirtinmeli halde gerilme de artmaktadir. Malzeme Ozellikleri farkl
oldugunda tabaka ile yarim diizlemin degdigi y =—h noktasinda gerilmeler birbirine esit
olmakla beraber gerilme fonksiyonunun egimi bu noktada tabaka ve yarim diizlem icin
farkli olmakta bir kirilma meydana gelmektedir.

Stirtinmeli halde tabaka ve elastik yarim diizlemin Poisson oranlar1 birbirine esit
olarak artirlldiginda, x, ve x, azalirken, gerilme artmaktadir. x, ve «, kiigiik oldugunda

gerilme etkisini daha ¢cabuk kaybetmektedir (Sekil 26).
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Sekil 22. 7, (0, y) normal gerilmesinin siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =0.5, R/h=500, G, /(P/h)=100, x, =2, xk, =2)
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Sekil 23. 7, (0, y) normal gerilmesinin pang yarigapi ve siirtinme katsayisiyla
degisimi (G, /G, =2, G, /(P/h)=250, x, =2, k, =2)
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Sekil 24. 7, (0, y) normal gerilmesinin yiik ve siirtlinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=250, x, =2, k, =2)
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Sekil 25. 7, (0, y) normal gerilmesinin kayma modilleri orani ve siirtiinme
katsayistyla degisimi (R/h =250, G, /(P/h)=250, x, =2, x, =2)
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Sekil 26. z,, (0, y)normal gerilmesinin «,, x, ve stirtlinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h =250, G, /(P/h)=250)
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3.2. Ayrilmali Degme Problemine Ait Bulgular

Ayrilmali degme probleminde Oncelikle siirtinme katsayisinin (7)) degme
uzunluklarina ve degme gerilmelerine etkisi incelenmistir. Diger taraftan sirasiyla pang
yarigapini, pang ile iletilen tekil yiikiin degerini, elastik yarim diizlem ile elastik tabakanin
kayma modiilleri oranin1 ve poisson oranlarini ifade eden boyutsuz biiytikliiklerin (R/h,
G,/(P/h),G,/G,, k, ve k,) degisik degerleri i¢in pang ile tabaka arasinda ve tabaka ile
yarim diizlem arasinda olusan degme uzunluklari ve bu degme bolgelerindeki degme
gerilmesi dagilimi siirtiinmeli ve siirtinmesiz durumda bulunmustur. Ayni zamanda y

simetri ekseni boyunca o,(0,y) ve o,(0,y) normal gerilmeleri ile 7, (0,y) kayma

gerilmesi dagilimlari elde edilmistir.
Ayrilmali degme probleminde tabakanin ya da sistemin yatay dogrultudaki
dengesinin saglanabilmesi i¢in pang ile tabaka ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki

stirtlinme katsayilar1 zorunlu olarak birbirine esit alinmustir (17, =77, =77).

3.2.1. Degme Uzunluklar: ve Degme Gerilmeleri

Rijit dairesel pang ile elastik tabaka ve elastik tabaka ile elastik yarim diizlem
arasindaki degme uzunluklarinin siirtlinme katsayisiyla degisimi Sekil 27, Sekil 28 ve
Tablo 5 ile verilmistir. Sirtiinmesiz halde a/h ile b/h ve c¢/h ile d/h birbirine esit
olmaktadir. Siirtiinme katsayisi arttikca b/h ve ¢/h artarken a/h ve d/h azalmaktadir.
Bununla beraber pang ile tabaka ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki toplam degme
uzunluklart (a+b) ile (c+d) siirtiinme katsayisi arttik¢a artis gostermektedir. Pang ile
tabaka arasindaki toplam degme uzunlugu tabaka ile yarim diizlem arasindaki toplam
degme uzunlugundan daha biiyiik degerler almaktadir.

Pang yaricapr ve tekil yiik degeri ile degme uzunluklarinin degisimi Sekil 29, Sekil
30 ve Tablo 6’da verilmistir. Tekil yiikiin degisimi G, /(P/h) boyutsuz biyiikligi ile
ifade edilmektedir: Yik arttikca bu boyutsuz biiyiikliikk azalmakta, yilik azaldiginda ise
artmaktadir. Pan¢ yarigapt ve yiik degeri arttifinda pang ile tabaka ve tabaka ile yarim
diizlem arasindaki degme uzunlugu siirtlinmeli ve siirtinmesiz durumda artmaktadir.
Stirtiinmenin degme uzunluklari tizerindeki etkisi pang yarigcapi ve yiik degeri arttik¢a daha

da belirginlegsmektedir. Yine siirtinmenin yarim diizlem ile tabaka arasindaki degme
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uzunluklar tizerindeki etkisi pangin altindaki degme uzunluguna gore ¢ok daha biiyiik
olmaktadir.

Elastik tabaka ve yarim diizlemin malzeme 6zelliklerinin degme uzunluklarina etkisi
Sekil 31, Sekil 32 ve Tablo 7°de verilmistir. Tabaka ve yarim diizlemin Poisson oranlari
birbirine esit alindiginda G, /G, boyutsuz biiylikliigii, elastik yarim diizlemin elastisite
modiiliiniin ( E, ), tabakanin elastisite modiiliine (E,;) orani olarak da diisiiniilebilir. Diger
taraftan «,,x, Poisson oranlarmma (v,,v,) bagl bir biyikliktir ve v,,v, arttikca
azalmakta, v,,v, azaldik¢a artmaktadir. Siirtinmesiz durumda elastik tabaka ve yarim
diizlemin poisson oranlar1 birbirine esit olarak arttiginda («,, x, azalir) ve yarim diizlemin
elastisite modiilii arttiginda (G, /G, azalir), pangin altinda ve tabaka ile yarim diizlem

arasindaki degme uzunlugu azalmaktadir. Siirtinmeli durumda degme uzunluklarinin

degisimi diizensiz oldugundan sekillerde verilmemistir.

Tablo 5. Degme uzunluklarinin siirtlinme katsayistyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=100, G, /(P/h)=500, x, =2,x, =2)

Stirttinme katsay1st, Pang ile tabaka arasindaki degme Tabaka ile yarim diizlem
( ﬂj =1- a; ) uzunluklari arasindaki degme uzunluklari
n o, a, a’h b/h | (@a+b)/h | c¢/h d/h | (c+d)/h
0 0.5 0.5 0.309858 | 0.309858 | 0.619717 1.154568 | 1.154568 | 2.309137

0.2 | 0.47881 | 0.50707 | 0.288920 | 0.332576 | 0.621496 | 1.614867 | 0.832302 | 2.447169

0.4 | 045781 | 0.51414 | 0.266485 | 0.360385 | 0.626869 | 2.240747 | 0.599402 | 2.840149

0.6 | 043717 | 0.5212 | 0.240776 | 0.395413 | 0.636189 | 2.984319 | 0.423780 | 3.408119

0.8 | 0.41705 | 0.52822 | 0.211435 | 0.438495 | 0.649930 | 3.775358 | 0.287731 | 4.063089

1 0.3976 | 0.53523 | 0.178563 | 0.489735 | 0.668298 | 4.575253 | 0.180487 | 4.755740
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Sekil 27. Pang ile tabaka arasindaki degme uzunluklarinin siirtiinme ile
degisimi (G,/G, =2, R/h=100, G, /(P/h)=500, x, =2,x, =2)
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Sekil 28. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme uzunluklarinin stirtiinme
ile degisimi (G, /G, =2, R/h =100, G, /(P/h)=500, x, =k, =2)
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Sekil 29. Pang ile tabaka arasindaki toplam degme uzunlugunun pang yarigapi, yiik
ve siirtiinme ile degisimi (G, /G, =2, x, =2,k, =2)
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Sekil 30. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki toplam degme uzunlugunun pang
yarigap, yik ve siirtiinme ile degisimi (G, /G, =2, x, =2, k, =2)



Tablo 6. Degme uzunluklarinin pang yaricapi ve siirtlinme katsayisi ile degisimi
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(G,/G, =2, G, /(P/N)=125, x,=2,x,=2)

n=0 n=1
R/h a/h=b/h | ¢c/h=d/h a’h b/h c/h d/h
10 0.195688 1.132103 | 0.124906 | 0.284223 | 4.733770 | 0.084869
100 0.620872 1.264009 | 0.330910 | 1.143220 | 4.419750 | 0.520272
250 0.974469 1.462890 | 0.539870 | 1.881560 | 4.338920 | 0.932634
500 1.355004 1.737548 | 0.779798 | 2.577890 | 4.297720 | 1.364845
1000 1.864268 | 2.162446 | 1.124443 | 3.409266 | 4.398721 | 1.941737
Tablo 7. Degme uzunluklarinin malzeme 6zellikleri (G, /G, , x,, x,) ile degisimi
(R/h =250, G, /(P/h)=250, x, =2,x, =2)
n=0 n=1
G, /G, a/’h=b/h | c/h=d/h a’h b/h c/h d/h
0.2 1.07462 2.39165 0.365833 | 2.029004 | 3.786020 | 1.835970
0.5 0.832467 1.801684 | 0.295048 | 1.604881 | 3.736234 | 1.125992
1 0.742544 1.500531 | 0.327968 | 1.416756 | 3.947031 | 0.802567
2 0.693733 1.299064 | 0.371185 | 1.302158 | 4.316464 | 0.606342
5 0.662497 1.152789 | 0.412455 | 1.220934 | 5.066340 | 0.471106
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Sekil 31. Pang ile tabaka arasindaki toplam degme uzunlugunun malzeme 6zellikleri
ile degisimi (R/h =250, G, /(P/h)=250, x, =2,x, =2)
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Sekil 32. Pang ile tabaka arasindaki toplam degme uzunlugunun malzeme 6zellikleri
ile degisimi (R/h =250, G, /(P/h)=250, x, =2,x, =2)
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Pang ile tabaka arasinda ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme bolgelerinde
olusan degme gerilmelerinin siirtiinme katsayistyla degisimi Sekil 33-36’da goriilmektedir.
Siirtlinmesiz halde degme gerilmelerinin dagilimi y eksenine gore simetriktir ve en biiyiik
degerleri X = 0 noktasinda olusmaktadir.

Stirtinmeli halde degme gerilmelerinin dagilimindaki simetri bozulmaktadir.
Siirtlinme katsayisinin degme gerilmelerine etkisi diger boyutsuz biiyiikliiklere bagiml
olarak degismektedir. Elastik yarim diizlemin elastisite modiilii tabakaya gore cok biiyiik

oldugu durumda (G, /G, =10); pang ile tabaka arasinda olusan degme gerilmesinin en

biiylk degeri  p,"™*(X)/(P/h) ve tabaka ile yarim diizlem arasinda olusan degme

max

gerilmesinin en biylik degeri p,™ (X)/(P/h) siirtiinme katsayisi arttikga belirgin bir
miktarda azalmaktadir (Sekil 33-34). Diger taraftan elastik yarim diizlemin elastisite
modiiliiniin tabakaya gore ¢ok kiigiik oldugu durumda (G, /G, =0.1); p;"™ (x)/(P/h)
sirtinme katsayis1 arttikca ¢ok az azalmakta, p,*(x)/(P/h) ise siirtinme katsayisi
arttikca artmaktadir (Sekil 35-36).

Pang yarigapt (R/h) arttikca, siirtiinmeli ve siirtiinmesiz durumda pangin altinda ve
tabaka ile yarim diizlem arasinda olusan degme gerilmelerinin degerleri azalmaktadir
(Sekil 37-38). Pang yarigapinin kiigciik degerlerinde (R/h=50) tekil yik durumuna
yaklasildigindan pang¢ altindaki degme gerilmesinin degeri olduk¢a artmaktadir. Pang
yarigapt arttikca pangin altinda ve tabaka ile yarim diizlem arasinda olusan degme
gerilmelerinin en biliylik degerleri saga dogru kaymaktadir. Pan¢ yarigapmin kiigiik
degerinde (R/h =50) siirtiinmenin degme gerilmelerinin en biiyiik degerlerine etkisi daha
fazla olmakta; siirtiinmeyle birlikte p;"™ (x)/(P/h) ve py*(X)/(P/h) ag¢ik bir sekilde
azalmaktadir. Pan¢ yaricapinin daha biiyiik oldugu durumda (R/h=1250) siirtiinmeli

durumdaki  p™ (x)/(P/h) ve p;**(X)/(P/h) degerlerinin siirtiinmesiz durumdaki

P (X)/(P/h) ve p,;**(X)/(P/h) degerlerine hemen hemen esit ¢iktig1 goriilmektedir.
Rijit pang ile iletilen tekil yiik degerinin degme gerilmelerine etkisi Sekil 39 ve Sekil
40 ile verilmistir. (274) no’lu denklemden goriildiigii iizere pang yaricapr ile tekil yiikiin
integral denklemlere dolayisiyla degme uzunluklart ve gerilmelere etkisi ayni sekilde
olmaktadir. Tekil yiik degeri arttikga, G,/(P/h) azalir, siirtinmeli ve siirtiinmesiz
durumda pang ile tabaka arasinda ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme

gerilmelerinin degerleri azalmaktadir. Yine degme gerilmelerinin en biiylik degerlerinin
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yuk ve siirtlinme katsayisiyla degisimi, pang yaricapinin degisiminde ifade edilen sekilde
olmaktadir.

Elastik yarim diizlemin kayma modiilii ile tabakanin kayma modiilii orani olan
G, /G, boyutsuz biiylikliigiiniin degme gerilmelerine etkisi Sekil 41-42°de goriilmektedir.
Yarim diizlemin elastisite modiilii arttikga (G, /G, artar), sirtiinmeli ve slirtiinmesiz
durumda, pang ile tabaka ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmeleri
artmaktadir. Siirtlinmesiz durumda X =0 noktasinda olusan degme gerilmelerinin en
bliyiik degerleri ise siirtlinmeli durumda yarim diizlemin elastisite modiilii azaldik¢a saga
dogru kaymaktadir. Elastik yarim diizlemin elastisite modiilii tabakanin elastisite modiiliine
gore kiiciik oldugunda (G, /G, =0.5), tabaka ile yarim diizlem arasinda olusan degme
gerilmesinin en biiylik degerinin siirtiinme ile birlikte arttig1 goriilmektedir.

Elastik tabakanin ve yarim diizlemin Poisson oranlar1 birbirine esit olarak arttiginda
(x, ve K, azalir), siirtinmeli ve siirtiinmesiz durumda, degme gerilmelerinin de arttig1
goriilmektedir (Sekil 43-44). Pang¢ altindaki degme gerilmesinin en biiylik degerinin
siirtiinmeyle birlikte olduk¢a azalmaktadir. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme
gerilmesinin en bilylik degeri ise Poisson oranlart kii¢iik oldugunda (x, =x, =3)

stirtiinme ile birlikte azalmakta diger durumlarda ise artmaktadir.
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Sekil 33. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin siirtiinme ile degisimi
(G,/G, =10, R/h=100, G, /(P/h)=500, x, =2, x, =2)
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Sekil 34. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin siirtiinme ile
degisimi (G, /G, =10, R/h =100, G, /(P/h)=500, x, =2, x, =2)
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Sekil 35. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin siirtiinme ile degisimi
(G,/G, =0.1, R/h =100, G, /(P/h)=500, x, =2, k, =2)
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Sekil 36. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin siirtiinme ile
degisimi (G, /G, =0.1, R/h =100, G, /(P/h)=500, x, =2, x, =2)



103

21 I I I O I I I O ‘ I I
| — R/h=50 |
i -——R/h=250 |
| —-—R/h=1250 |
1.4 —
i Koyu =0
p,(X) 1 Agik 77 =1
P/h - -
0.7 —
— \\ =
i A\ L
‘ N J\\~ N
| /’/ \\y\\ N - L
i / ' Y T
00 T ,'\ I ‘ l\ I \; I ‘ T T ‘ I i \\I T ‘ T T \\
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0

x/h

Sekil 37. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin pang yarigapt ve
siirtlinme ile degisimi (G, /G, =2, G, /(P/h) =250, x, =2, x, =2)
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Sekil 38. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin pang yarigapi ve
stirtinme ile degisimi (G, /G, =2, G, /(P/h) =250, x, =2, x, =2)
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Sekil 39. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin yiik ve siirtiinme ile
degisimi (G, /G, =2, R/h=250, x, =2, x, =2)
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Sekil 40. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin yiik ve siirtiinme
ile degisimi (G, /G, =2, R/h=250, x, =2, x, =2)
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Sekil 41. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin kayma modiilleri orani ve
stirtiinme ile degisimi (R/h =250, G, /(P/h) =250, x, =2, x, =2)
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Sekil 42. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin kayma modiilleri
oran1 ve siirtiinme ile degisimi (R/h=250,G, /(P/h)=250,x, =2, k, =2)
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Sekil 43. Pang ile tabaka arasindaki degme gerilmesinin «, k, ve siirtiinme ile
degisimi (G, /G, =0.5, R/h=250, G, /(P/h)=250)
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Sekil 44. Tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin x,, x, ve
stirtiinme ile degisimi (G, /G, =0.5, R/h =250, G, /(P/h)=250)
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3.2.2. Gerilmelerin incelenmesi

Stirtinme  katsayisinin, yiik degerinin ve kayma modiilleri oranlarinin degisik

degerleri igin y ekseni boyunca (x=0), o,, o, normal gerilmeleri ile z,, kayma

gerilmelerinin dagilimi incelenmistir. Esasinda stirtiinmesiz durumda degme gerilmeleri en
biiylik degerlerini X =0’da almasina ragmen siirtlinmeyle birlikte bu x degeri hem pang
altindaki gerilme icin ve hem de tabaka ile yarim diizlem arasindaki gerilme igin
degismektedir. Diger taraftan pan¢in altindaki degme gerilmesinin X =0’daki degeri
siirtiinmeyle birlikte azalmasina ragmen tabaka ile yarim diizlem arasinda olusan degme
gerilmesi i¢in bdyle bir genelleme yapmak miimkiin degildir. Dolayisiyla y ekseni boyunca
(x =0) gerilmelerin degisimi i¢in elde edilen bulgular daha ¢ok siirtiinmesiz hal ve tabaka

icin degerlendirilecektir.

3.2.2.1. o, Normal Gerilmelerinin Incelenmesi

0,(0,y) normal gerilmesi, slirtlinmesiz durumda tabakanin {ist kistmlarinda basing

alt kisimlarinda ise ¢cekme gerilmesi olarak etkisini gdstermektedir. Basing gerilmesi en
biiyiik degerini pang¢in altinda aldiktan sonra azalarak tabakanin yaklasik orta kisminda “0”
olmakta ve igaret degistirerek ¢cekme gerilmesine doniismektedir. Cekme gerilmesi ise
tabakanin alt kisimlarina dogru artarak en biiyiik degerini tabakanin yarim diizlem ile
degdigi noktada almaktadir. Elastik yarim diizlemde, yarim diizlemin tabaka ile degdigi
ylizeyde en biiyiikk degerini alan gerilme alt kisimlarima dogru azalarak -etkisini
yitirmektedir.

0,(0,y) mnormal gerilmesinin siirtiinme katsayisiyla degisimi Sekil 45°de
goriilmektedir. Pangin altindaki ¢ekme gerilmesi siirtiinmeyle beraber hizla artmaktadir.
Tabakada elastik yarim diizlem ile degdigi bolgede, siirtiinmesiz durumda ¢ekme olan
gerilme ise siirtlinmeyle beraber azalmakta ve siirtinmenin biiylik degerlerinde basing
gerilmesine doniiserek artmaktadir. 7 =1 icin tabakada sadece basing gerilmesi hakimdir.

Siirtlinmesiz halde yiik degeri arttikca, G, /(P/h) azalir, tabakada olusan gerilme

hem basing ve hem de ¢cekme bolgesinde azalmaktadir (Sekil 46). Tabakada pang ile

degdigi ylizeyde siirtiinmeli durumda olusan gerilme de yiik degeri arttik¢a azalmaktadir.
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G, /G, orani arttikga tabakanin iist kisminda basing gerilmesi siirtiinmesiz halde
azalirken siirtiinmeli halde artmaktadir. Tabakanin alt kisimlarinda olusan ¢ekme gerilmesi

stirtinmesiz halde G, /G, orani arttikca azalmaktadir. Elastik yarim diizlemde G, /G,

orani arttikca, silirtiinmesiz durumda , gerilme basing olarak artmaktadir (Sekil 47).
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Sekil 45. o,(0,y) normal gerilmesinin siirtiinme katsayistyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=500, G, /(P/h)=100, x, =2, k, =2)
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Sekil 46. o, (0, y) normal gerilmesinin yiik ve siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h =500, x, =2, xk, =2)
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Sekil 47. o, (0, y) normal gerilmesinin kayma modiilleri oran1 ve siirtiinme ile
degisimi (R/h =500, G,/(P/h)=100, x, =2, x, =2)
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3.2.2.2. o, Normal Gerilmelerinin Incelenmesi

o, normal gerilmesinin y ekseni boyunca (x=0) yayihsi Sekil 48-50°de
goriilmektedir. Gerilme tabaka ve elastik yarim diizlem boyunca hem siirtlinmeli hem de
stirtlinmesiz durumda daima basing olarak etkisini gostermektedir. Siirtiinmesiz durumda,
gerilme en biiylik degerini pan¢in altindaki degme ylizeyinde almakta pangtan uzaklastikca
azalarak etkisini kaybetmektedir. Tabaka ile yarim diizlemin degdigi ylizeyde, tabaka ve
elastik yarim diizlem i¢in gerilme degeri birbirine esit ¢ikarak (171) no’lu sir sartini
sagladig1 goriilmektedir.

Stirtinme katsayist arttikca tabakada gerilme azalmaktadir (Sekil 48). Elastik yarim
diizlemde ise siirtiinmenin gerilmeye etkisi tabakaya gore ¢ok az olmaktadir.

Yikin o, normal gerilmesine etkisi Sekil 49°da goriillmektedir. Yik degeri arttikga

stirtlinmesiz durumda gerilme tabaka ve yarim diizlemde azalmaktadir. Siirtlinmeli halde
de tabakada gerilme yiik degeri arttik¢a azalmaktadir.
Yarim diizlemin elastisite modiilii tabakaya gore arttikca siirtlinmeli ve siirtiinmesiz

durumda gerilme artmaktadir (Sekil 50).

OO I T | ‘ I 1 ’\ L1 I I I |
-1.0
y/h 1 u
2.0 — —
- \\\\. =
N
'30 T T7 ‘ T T ‘ T T7 ‘ T T ‘ > T T7
-0.45 -0.40 -0.35 -0.30 -0.25 -0.20
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Sekil 48. o, (0,y) normal gerilmesinin siirtiinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=500, G, /(P/h)=100, x, =2, x, =2)
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Sekil 49. o (0, y) normal gerilmesinin yiik ve siirtlinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=500, x, =2, xk, =2)
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o,(0,y)/(P/ h)
ekil 50. o, (0, y)normal gerilmesinin kayma modilleri oran1 ve siirtiinme
S y 0,y g y

katsayistyla degisimi (R/h =500, G, /(P/h)=100, x, =2, x, =2)
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3.2.2.3.7,, Kayma Gerilmelerinin Incelenmesi

7,, kayma gerilmesinin y ekseni boyunca (X=0) degisimi Sekil 51-53’de

verilmistir. Siirtlinmesiz halde simetriden dolay1 kayma gerilmeleri y ekseni boyunca “0”
olmaktadir. Gerilmeler tabaka ile yarim diizlemin degme yiizeyinde tabaka ile yarim
diizlemde ayn1 degerleri alarak (172) no’lu sinir sartin1 saglamaktadirlar.

Stirtinme kayma gerilmesini artiran bir etki yapmaktadir (Sekil 51). Siirtiinmeli
durumda kayma gerilmeleri en biiyiik degerlerini tabaka ile elastik yarim diizlemin degme
ylizeyinde almakta ve elastik yarim diizlem boyunca azalarak etkilerini kaybetmektedirler.

Yiikiin degeri arttikca siirtiinmeli durumda tabakada gerilme azalmaktadir (Sekil
52). Elastik yarim diizlemde de gerilmenin en biiyiik degerinin siirtiinmeli durumda yiik
arttikca azaldig1 goriilmektedir.

Kayma modiilleri oram1 G, /G,’in kayma gerilmelerine etkisi Sekil (53)° de

goriilmektedir. G, /G, arttikga tabakada kayma gerilmesi siirtiinmeli durumda artmaktadir.
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Sekil 51. 7, (X, y) kayma gerilmesinin siirtinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=500, G, /(P/h)=100, x, =2, k, =2)
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Sekil 52. 7, (X,y) kayma gerilmesinin yiik ve strtinme katsayisiyla degisimi
(G,/G, =2, R/h=500, x, =2, x, =2)
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Sekil 53. 7,, (X, y) kayma gerilmesinin kayma modiilleri orani ve siirtiinme

katsayistyla degisimi (R/h =500, G, /(P/h)=100, x, =2, x, =2)
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3.3. Bu Calismada Elde Edilen Bulgularin Literatiirdeki Calismalardan Elde
Edilen Bulgularla Karsilastirilmasi

Rijit dairesel bir pang ile bastirilan elastik yarim diizlemin siirtiinmeli degme
problemi Erdogan vd. (1973) tarafindan incelenmis ve pangin altindaki degme gerilmesi

fonksiyonu

4G, sin(za) (

b—t)*(a+t)” 324
xR )" (a+t) (324)

p(t) =

olarak bulunmustur. Boyutsuz biyikliikler icin degme gerilmesi fonksiyonu

diizenlendiginde

pt)y 4 G sin(ﬁa)(

= b/h—t/h)"(a/h+t/h)” (325)
P/h 1+« P/h R/h

A1) =

elde edilir. Degme gerilmesi fonksiyonu asagida sirasiyla verilen uygunluk ve denge

sartlarin1 saglamalidir (Erdogan vd., 1973):

b/h—a/h—(1-2a)a/h+b/h)=0 (326a)
b
j p(t)dt—P =0 (326b)

Ayn1 zamanda rijit dairesel pang ile elastik yarim diizlemin siirtiinmesiz degme problemi

i¢cin pang altindaki degme uzunlugunu Hertz formiili

a+b=2\/xl+1 R/h (327)

h 27 G,/(P/h)

ile de hesaplamak miimkiindiir.
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Stirekli degme probleminde tabaka ile yarim diizlemin malzeme 6zellikleri birbirine
esit olarak alindiginda rijit dairesel bir pang ile bastirilan elastik yarim diizlemin siirtiinmeli
degme problemi 6zel hali olusur. Bu 6zel hal i¢in elde edilen degme uzunluklari, Erdogan
vd., (1973)’deki (326 a,b) no’lu sartlara konuldugunda bu sartlar1 olduk¢a yiiksek bir
hassaslikta sagladigi goriilmiistiir (Tablo 8). Siirtiinmesiz halde elde edilen yar1 degme
uzunlugu ile Hertz formiili ile elde edilen yar1 degme uzunlugu birbirine esit ¢cikmaktadir

((a+b)/2h =0.690988).

Stirekli degme probleminde 6zel hal i¢in pang altinda olusan degme gerilmesi
(1973)
karsilastirildiginda elde edilen bulgularin iist iiste diistiigii goriilmektedir (Sekil 54).

dagilimi, Erdogan vd., ile verilen degme gerilmesi formili (325) ile

Tablo 8. Siirekli degme probleminin ¢oziimiinden elde edilen degme uzunluklarinin
Erdogan vd., (1973) ile karsilastirmasi
(G,/G, =1,R/h=250,G, /(P/h)=250,x, =2, x, =2)

Ayrilmal1 Degme Probleminden y g
Elde Edilen Degme Uzunluklari Erdogan vd., (1973’ deki Sartlar
Siirtiinme
a’h ’ ’
Katsays: la/h| b/h (326a) No’lu Sart | (326b) No’lu Sart
n=0 0.690988 0.690988 0.0 ~8.6x1077
n=0.5 0.621784 0.767895 1.5x107 1.3x10°°
n=1 0.561349 0.850566 3.3x107 ~8.5x1077
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Sekil 54. Siirekli degme probleminin ¢oziimiinden elde edilen degme gerilmesi
dagiliminin Erdogan vd., (1973) ile karsilastirmasi
(G,/G, =1,R/h=250,G, /(P/h)=250,x, =2, x, =2)

Ayrilmali degme probleminde, pang ile tabaka arasindaki degme uzunlugunun

tabakanin yiiksekligine orani, (a+b)/h, ¢ok kii¢iik oldugunda tabakay1 yarim diizlem gibi

diisiinmek miimkiin olabilecektir. Pan¢ yaricapt ve yiik ¢ok kiigiik segilerek bu duruma
yaklasilmis, degme uzunluklar1 ve degme gerilmeleri i¢in elde edilen sonuglar sirasiyla
Tablo 9 ve Sekil 55 ile verilmistir.

Stirtlinmesiz halde Hertz formiilii ile bulunan degme uzunlugu Erdogan vd., (1973)
ile bulunan degme uzunluguna esit ¢ikmaktadir. Bu calismadan elde edilen degme
uzunluklar1 ise Erdogan vd., (1973) ile bulunan degme uzunluklarina esit olmamakla
beraber oldukca yakin degerler almaktadir. Bu calismadan elde edilen toplam degme

uzunlugu daima daha biiyiik olmaktadir.
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Tablo 9. Ayrilmali degme probleminde bulunan degme uzunluklarinin Erdogan vd.,
(1973) ile bulunan degme uzunluklar ile karsilastiriimasi
(G,/G, =1, R/h=10, G, /(P/h)=1000, x, =2, x, =2)

Pang ile tabaka arasindaki degme uzunluklari
Stirtlinme
a+b)/h
katsayisi a’h b/h (@+h)
Bu calisma 0.0691747 0.0691747 0.138940
n=0
Erdogan vd.,1973 0.0690988 0.0690988 0.138198
Bu ¢aligma 0.0600614 0.0791139 0.139175
n=0.5
Erdogan vd.,1973 0.0621810 0.0767870 0.138968
Bu ¢aligma 0.0501571 0.0914926 0.141650
n=1
Erdogan vd.,1973 0.0561380 0.0850540 0.141192
loo | | | | | | | |

] 1) 7=0 -

2.5 — 2) =05 -

- 3 n=1 ¥

7 + Erdogan vd. (1973) i

OO I I I I ‘ I I I ‘ I I I I ‘ I I I I
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

Sekil 55. Ayrilmali degme probleminde bulunan degme uzunluklarinin Erdogan
vd., (1973) ile bulunan degme uzunluklari ile karsilagtirilmasi
(G,/G, =1, R/h=10, G, /(P/h)=1000, x, =2, x, =2)



4. SONUCLAR

Rijit dairesel bir pang ile bastirilan elastik bir tabaka ve yarim diizlemin birbirlerine
tam yapisik olduklar siirekli degme probleminin ve ikisi arasindaki degmenin sonlu bir
bolgede kaldig1 ayrilmali degme probleminin ¢oziimlerinden ortaya ¢ikan sonuglar asagida
verilmistir. i1k olarak siirekli degme problemine ait sonuglar verilmistir.

Stirtiinmesiz halde pang ile tabaka arasindaki degme uzunlugunun y ekseninin sag ve
sol tarafinda kalan kisimlar1 birbirine esit olurken, siirtiinme ile birlikte degme bolgesi
pang ile iletilen yatay yiikiin tersi yonde kaymakta ve degme uzunlugu artmaktadir.

Pang yarigap1 ve tekil yiik degeri arttikca siirtiinmeli ve siirtiinmesiz durumda degme
uzunlugu artmaktadir. Malzeme 06zelliklerini belirleyen sabitlerden, yarim diizlemin
elastisite modiilii biiylidiigiinde ve hem tabaka ve hem de yarim diizlemin Poisson oranlari
arttirildiginda degme uzunlugu azalmaktadir.

Stirtinmesiz durumda pangin altinda olusan degme gerilmesi simetrik bir dagilim
gostermekte ve en biiyiik degerini X =0 noktasinda almaktadir. Siirtiinmenin varliginda
degme gerilmesi dagiliminin simetrisi bozulmakta, gerilmenin en biiyiik degerini aldigi
nokta yatay kuvvetin tersi yonde kaymaktadir. Pan¢ ile tabaka arasindaki degme
uzunlugunun kiigiik oldugu durumlarda, degme gerilmesinin en biilylik degeri siirtiinme ile
birlikte bariz bir sekilde azalmaktadir. Degme uzunlugunun biiyiik oldugu durumlarda ise
stirttinme ile birlikte, degme gerilmesinin en biiyiik degeri ¢ok az bir miktarda artmaktadir.

o, normal gerilmesi, y ekseni boyunca, en biiylik degerini pangin altinda almaktadir
ve bu deger siirtiinme katsayisi arttifinda bilyimektedir. Genel olarak o, normal gerilmesi
tabaka ve yarim diizlemde basing olarak etkisini gostermektedir. Elastik yarim diizlemin
elastisite modiilii tabakaya gore oldukca kiigiik oldugunda (E,/E, =0.2) tabakanimn alt
kisimlarinda bir ¢cekme bdlgesi olugmaktadir. Malzeme 6zellikleri ayni oldugunda, tabaka
ile yarim diizlemin degdikleri noktadaki o, normal gerilme degerleri, beklenilen sekilde,
birbirine esit olmaktadir.

y ekseni boyunca tabaka ve yarim diizlemde, o, normal gerilmesi daima basing

olarak etkisini gdstermektedir. 7, kayma gerilmesi siirtinmesiz halde y ekseni boyunca

sifir olmaktadir. Siirtinmeli halde en biiylik degerini pan¢in altinda X =0 noktasinda

almakta ve siirtlinme katsayisi arttik¢a bu deger de artmaktadir.
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Ayrilmali degme problemine ait sonuglar asagida verilmistir.

Ayrilmali degme probleminde pang ile tabaka ve tabaka ile yarim diizlem arasindaki
degme uzunluklarinin her ikisi de siirtiinme ile birlikte artmaktadir. Siirtlinmenin tabaka ile
yarim diizlem arasindaki degme uzunluguna etkisi pancin altindaki degme uzunluguna
gore ¢ok daha fazla olmaktadir. Pan¢in degme bolgesi siirtinme ile birlikte, siirekli degme
probleminde oldugu gibi, pang ile iletilen yatay yiikiin tersi yonde kaymaktadir. Tabaka ile
yarim diizlem arasindaki degme bolgesi ise yatay yiik yoniinde kaymaktadir. Tabaka ile
yarim diizlem arasindaki degme uzunlugu pan¢in altindaki degme uzunlugundan daima
biiylik olmaktadir. Her iki degme bolgesinde olusan degme uzunluklari pang yarigap: ve
tekil yiik degeri ile artmakta, yarim diizlemin elastisite modiilii ve tabaka ile yarim
diizlemin Poisson oranlari arttik¢a azalmaktadir.

Siirtlinmenin degme gerilmesi tizerindeki etkisi malzeme 6zelliklerine gore farklilik
gostermektedir. Yarim diizlemin elastisite modiilii tabakaya gore ¢ok biiyiikk oldugunda
(E,/E, =10), pan¢in altindaki degme gerilmesinin en biiyiik degeri siirtiinme ile birlikte
acik bir sekilde azalmakta ve bu en biiylik degeri aldigi nokta yatay yiikiin tersi yonde

kaymaktadir. E,/E; =10 oldugunda tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme

gerilmesinin en bliylik degeri de siirtiinme katsayis1 arttiginda azalmakta ve bu en biiyiik
degeri aldig1 nokta yatay yiik yoniinde kaymaktadir. Yarim diizlemin elastisite modiilii
tabakaya gore c¢ok kiiglik oldugunda (E,/E, =0.1), pang ile tabaka arasindaki degme
gerilmesinin en biiylik degeri, siirtiinme katsayisi artsa dahi hemen hemen ayni1 kalmakta,
tabaka ile yarim diizlem arasindaki degme gerilmesinin en biiyiik degeri ise ¢ok az bir
miktar artmaktadir.

o, normal gerilmesi, y ekseni boyunca, tabakanin iist kisimlarinda basing alt

kisimlarinda ¢ekme, yarim diizlemde ise daima basing olarak etkisini gostermektedir.
Siirtlinme ile birlikte tabakanin {ist yiizeyinde basing olan gerilme degeri artmakta, alt
kisimlarindaki stirtlinmesiz halde ¢cekme olan gerilmeler de basinca doniismektedir. y

ekseni boyunca tabaka ve elastik yarim diizlemde o, normal gerilmesi daima basing

olarak etki etmekte pangtan uzaklastikca azalarak etkisini yitirmektedir. z,, kayma

Xy
gerilmesinin en biiylik degeri siirtiinme ile birlikte artmaktadir. Degdikleri noktada tabaka

ve yarim diizlemde olusan 7, kayma gerilmesi degerleri birbirine esit ¢ikmakla beraber

gerilme dagiliminda egimler farkli olmaktadir.
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Yapilan ¢6ziimlerin dogrulugunu test etmek i¢in, bu ¢alismanin 6zel halinden elde
edilen bulgular, literatiirde daha 6nceden yapilmis olan ¢alismalardaki (Hertz Problemi,
Erdogan vd.,1973) bulgular ile karsilastirilmis ve oldukca uyumlu sonuglar elde edilmistir.

Bu caligma:

1) Tabakanin agirligi hesaba katilarak tabaka ile yarim diizlem arasindaki siirekli ve
stireksiz degme problemi

i1) Tabakanin fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden olmasi hali

ii1) Siirtlinme katsayilarinin farkli olmasi ve hareketin géz oniine alinmast hali vb.

gibi degisik problemler igin gelistirilebilir.



5. KAYNAKLAR

Adams, G. G. ve Bogy, D. B., 1977. The Plane Symmetric Contact Problem for
Dissimilar Elastic Semi-Infinite Strips of Different Widths, ASME Journal of
Applied Mechanics, 44, 4, 604-610.

Agarwal, V.K., 1978. Axisymmetric Solution of the End-Problem for a Semi-Infinite
Elastic Circular Cylinder and its Application to Joined Dissimilar Cylinders
under Uniform Tension, International Journal of Engineering Science,16, 985-
998.

Aksogan, O., Akavcr S. ve Becker A.A., 1996. A Comparative Study of the Contact
Problem of an Elastic Layer Supported by two Elastic Quarter Planes, Journal
of Faculty of Engineering and Architecture of Cukurova University,11, 1, 25-
31.

Aksogan, O., Akavci S. ve Becker A.A., 1997. The Solution of the Nonsymmetrical
Contact Problem of an Elastic Layer Supported by two Elastic Quarter Planes
Using Three Different Methods, Journal of Faculty of Engineering and
Architecture of Cukurova University,12, 1-2, 1-14.

Anderson, I.A. ve Collins, L.F., 1995. Plane Strain Stres Distributions in Discrete and
Blended Coated Solids Under Normal and Sliding Contact, Wear, 185, 23-33.

Barik, S.P., Kanoria, M. ve Chaudhuri, P.K., 2008. Steady State Thermoelastic
Contact Problem in a Functionally Graded Material, International Journal of
Engineering_Science, 46, 775-789.

Bai, J., 2002. Contact Problems between a Rigid Punch and a Layered Elastic Solid,
Doktora Tezi, Michigan State University, Michigan.

Bakartas, 1., 1980. The Problem of a Rigid Punch on a Non-Homogeneous Elastic
Half Space, International Journal of Engineering Science, 18, 597-610.

Bakartas, 1., 1984. The Contact Problem of an Orthotropic non-Homogeneous Half
Space, International Journal of Engineering Science, 22, 4, 347-359.

Bentall, R. H. ve Johnson, K.L., 1968. An Elastic Strip in Plane Rolling Contact,
International Journal of Mechanical Science, 10, 637-663.

Benthem, J. P. ve Minderhoud, P., 1972. The Problem of the Solid Cylinder
Compressed between Rough Rigid Stamps, International Journal of Solids
and Structures, 8, 1027-1042.




122

Binienda, W. K., and Pindera, M.J., 1994. Frictionless Contact of Layered Metal-
Matrix and Polymer-Matrix Composite Half Planes, Composite Science and
Technology, 50, 119-128.

Birinci, A., 1994. Elastik Mesnete Oturan Cift Serit Problemi, Yiiksek Lisans Tezi,
KTU Fen Bilimleri Enstitiisii, Trabzon.

Birinci, A. ve Erdol R., 2001. Continuous and Discontinuous Contact Problem for a
Layered Composite Resting on Simple Supports, Structural Engineering and
Mechanics, 12, 1, 17-34.

Birinci, A., Cakiroglu, M. ve Erddl, R., 2002. Two Strips Problem Resting on an
Elastic Foundation, Mathematical & Computational Applications, 7, 3, 275-
286.

Birinci, A., Kahya V. ve Erddl, R., 1997. Elastik Mesnete Oturan Bilesik
Tabakalarda Siirekli Degme Problemi, TUMTMK, X. Ulusal Mekanik
Kongresi, Eyliil, Istanbul, Bildiriler Kitab1, 165-173.

Birinci, E. ve Erddl, R., 1999. Frictionless Contact between a Rigid Stamp and an
Elastic Layered Composite Resting on Simple Supports, Mathematical &
Computational Applications, 4, 3, 261-272.

Blaibel, A.F. ve Gegit, M.R., 1989. Bending of a Semi-Infinite Elastic Strip Bonded
to an Infinite Strip, International Journal of Engineering Science, 27, 7, 793-
807.

Boduroglu, H. ve Delale F., 1977. Elastik bir Yarim Diizlem Uzerine Serbestce
Oturan Elastik Bir Tabakamin Siirtiinmeli Degme Problemi, TUBITAK
Miihendislik Arastirma Grubu, Proje no.: 457, Aralik, Istanbul.

Boduroglu, H. ve Delale F., 1980. Elastik bir Tabakanin Siirtinmeli Degme
Problemi, DOGA: MAG/ CAG, 17-26.

Boggy, D. B., 1975. Solution of the End Problem for a Semi-Infinite Elastic Strip,
Journal of Applied Mathematics and Physics (ZAMP), 26, 749-769.

Bufler, H., 1971. Theory of Elasticity of a Multilayered Medium, Journal of
Elasticity, 1, 125-143.

Chan S. K. ve Tuba, I. S., 1971. A Finite Element Method for Contact Problems of
Solid Bodies-Part I. Theory and Validation, International Journal of Mechanical
Science, 13, 615-639.

Chaudhary, A. B. ve Bathe, K. J., 1986. A Solution Method for Static and Dynamic
Analysis of Three Dimensional Contact Problems with Friction, Computers and
Structures, 24, 6, 855-873.




123

Chen, W. H. ve Tsai, P.,, 1986. Finite Element Analysis of Elastodynamic
Sliding Contact Problems with Friction, Computers and Structures, 22, 6, 925-
938.

Chen, W. T. ve Engel, P. A., 1972. Impact and Contact Stress Analysis in

Multilayered Media, International Journal of Solids and Structures, 8, 1257-
1281.

Choi, H.J. ve Thangjitham, S., 1991. Stres Analysis of Multilayered Anisotropic
Elastic Media, ASME Journal of Applied Mechanics, 58,382-387.

Comninou, M., Schmueser, D. ve Dundurs, J., 1980. Frictional Slip between a Layer
and a Substrate caused by a Normal Load, International Journal of Engineering
Science, 18, 131-137.

Civelek, M.B. ve Erdogan, F., 1974. The Axisymmetric Double Contact Problem for
a Frictionless Elastic Layer, International Journal of Solids and Structures, 10,
639-659.

Civelek, M.B. ve Erdogan, F., 1975. The Frictionless Contact Problem for an Elastic
Layer Under Gravity, ASME Journal of Applied Mechanics, 42, 97, 136-140.

Civelek, M.B., Erdogan, F. ve Cakiroglu, A.O., 1978. Interface Separation for an

Elastic Layer Loaded by a Rigid Stamp, International Journal of Engineering
Science, 16, 669-679.

Comez, 1., Birinci, A. ve Erdol, R., 2004. Double Receding Contact Problem for a
Rigid Stamp and two Elastic Layers, European Journal of Mechanics, A/Solids,
23, 301-309.

Comninou, M., Schmueser, D. ve Dundurs, J., 1980. Frictional Slip Between a Layer
and a Substrate Caused by a Normal Load, International Journal of Engineering
Science, 18, 131-137.

Conway, H. D., 1971. The Effect of Friction on Normal Contact Stresses, ASME
Journal of Applied Mechanics, 38, 1094-1095.

Cakiroglu, A. O. ve Cakiroglu, F. L., 1991. Continuous and Discontinuous Contact
Problems for Strips on an Elastic Semi-Infinite Plane, International Journal of
Engineering Science, 29, 1, 99-111.

Cakiroglu, F.L., Cakiroglu, M. ve Erdol, R., 2001. Contact Problems for two Elastic
Layers Resting on Elastic Half-Plane, Journal of Engineering Mechanics, 127,
2, 113-118.

Coémez, 1., 2003. Rijit Bir Pang¢ ile Bastirilmis ve Tabanda Tam Olarak Bagh
Agiliksiz Cift Serit Problemi, Yiiksek Lisans Tezi, KTU Fen Bilimleri
Enstitiisti, Trabzon.



124

Comez, I., Birinci, A. ve Erdél, R., 2003. Rijit Bir Pan¢ Araciligiyla Bastirilmis ve
Alttan Tam Bagh Agirliksiz Cift Seritte Degme Problemi, TUMTMK, XIII.
Ulusal Mekanik Kongresi, Eyliil, Gaziantep, Bildiriler Kitab1, 321-332.

Dempsey, J.P., Zhao, Z.G., Minnetyan, L. ve Li, H., 1990. Plane Contact of an
Elastic Layer Supported by a Winkler Foundation, ASME Journal of Applied
Mechanics, 57, 974-980.

Dempsey, J. P., Zhao, Z.G ve Li,H., 1991. Axisymmetric Indentation of an Elastic
Layer Supported by a Winkler Foundation, International Journal of Solids and
Structures, 27, 73-87.

Dhaliwal, R. S. ve Rau,l., 1970. Axisymmetric Boussinesq Problem for a Thick
Elastic Layer under a Punch of Arbitrary Profile, International Journal of
Engineering Science, 8, 843-856.

Dhaliwal, R. S., 1970. Punch Problem for an Elastic Layer Overlying Elastic
Foundations, International Journal of Engineering Science, 8, 273-288.

Dhaliwal, R. S. ve Raul., 1972. Further Considerations on The Axisymmetric
Boussinesq Problem, International Journal of Engineering Science, 10, 659-663.

El-Borgi, S., Abdelmoula, R. ve Keer, L., 2006. A Receding Contact Plane Problem
Between a Functionally Graded Layer and a Homogeneous Substrate,
International Journal of Solids and Structures, 43, 3-4, 658-674.

Elsharkawy A. A., 1999. Effect of Friction on Subsurface Stresses in Sliding Line

Contact of Multilayered Elastic Layers, International Journal of Solids and
Structures, 36, 3903-3915.

Erdelyi, A., Magnus, W., Oberthettinger, F. ve Tricomi, F.G., 1954. Tables of
Integral Transforms, vol 1, Mc Graw-Hill, Inc., New York.

Erdogan, F., Gupta, G.D. ve Cook, T.S., 1973. Numerical Solution of Singular
Integral Equations, in Methods of Analysis and Solution of Crack Problems,
Noordhoff, Groningen.

Erdogan, F. ve Ratwani, M., 1974. The Contact Problem for an Elastic Layer
Supported by two Elastic Quarter Planes, ASME Journal of Aplied Mechanics,
41, 673-6717.

Fabrikant, V.I. ve Sankar, T.S., 1984. On Contact Problems in an inhomogeneous
Half-Space, International Journal of Solids and Structures, 20, 2, 159-166.

Galin, L.A., 1961. Contact Problems in the Theory of Elasticity, Ingilizce Ceviri:
Moss, H., North Carolina State College Translation Series, Raleigh, North
Carolina.



125

Garrido, J.A. ve Lorenzana, A., 1998. Receding Contact Problem Involving Large
Displacements using the BEM, Engineering Analysis with Boundary Elements,
21, 295-303.

Garrido, J.A., Foces, A. ve Paris, F., 1991. B.E.M. Applied to Receding Contact
Problems with Friction, International Journal for Mathematical and Computers
Modelling, 15, 143-153.

Gecit, M.R., 1986. Axisymmetric Contact Problem for a Semi-Infinite Cylinder and a
Half Space, International Journal of Engineering Science, 24, 8, 1245-1256.

Gegit, M.R. ve Erdogan, F., 1978. Frictionless Contact Problem for an Elastic Layer
Under Axisymmetric Loading, International Journal of Solids and Structures,
14, 771-785.

Gegit, M.R., 1980. A Tensionless Contact without Friction between an Elastic Layer
and an Elastic Foundation, International Journal of Solids and Structures, 16,
387-396.

Gegit, M.R. ve Gokpinar, S., 1985. Frictionless Contact between an Elastic Layer and
a Rigid Rounded Support, The Arabian Journal for Science and Engineering,
10, 3, 245-251.

Gegcit, M.R., 1986. The Axisymmetric Double Contact Problem for a Frictionless
Elastic Layer Indented by an Elastic Cylinder, International Journal of
Engineering Science, 24, 1571-1584.

Gegit, M.R., 1987. Bonded Contact Problem for an Elastic Layer Under Tension,
Arabian Journal for Science and Engineering, 12, 183-188.

Gegit, M.R., 1990. Antisymmetric Bonded Contact Problem for an Elastic Layer,
Arabian Journal for Science and Engineering, 15, 73-79.

Guler, M.A. ve Erdogan, F., 2004. Contact Mechanics of Graded Coatings,
International Journal of Solids and Structures, 41, 14, 3865-3889.

Guler, M.A. ve Erdogan, F., 2007. The Frictional Sliding Contact Problems of Rigid
Parabolic and Cylindrical Stamps on Graded Coatings, International Journal of
Mechanical Sciences, 49, 2, 161-182.

Hasebe, N. ve Qian, J., 1999. Fundamental Solution of a Circular Rigid Punch
Problem for a Half Plane, Engineering Analysis with Boundary Elements, 23,
841-846.

Heyliger, P.R. ve Reddy, J.N., 1987a. A Mixed Computational Algorithm for Plane
Elastic Contact Problems —I. Formulation, Computers and Structures, 26, 621-
634.




126

Heyliger, P.R. ve Reddy, J.N., 1987b. A Mixed Computational Algorithm for Plane
Elastic Contact Problems—II. Numerical Examples, Computers and
Structures, 26, 635-653.

Hung, D.N. ve Saxce, G. D., 1980. Frictionless Contact of Elastic Bodies by Finite
Element Method and Mathematical Programming Technique, Computers and
Structures, 11, 55-67.

Jaffar, M. J., 1991. Elastic Strips in Sliding Contact, Journal of Strain Analysis,
26,3,193-199.

Johnson, K. L., 1985. Contact Mechanics, Cambridge University Pres, Cambridge.

Kahya, V., 2003. iki Tabakali Elastik Ortamda Siirekli ve Siireksiz Degme
Problemlerinin Incelenmesi, Doktora Tezi, KTU Fen Bilimleri Enstitiisi,
Trabzon.

Kahya, V., Ozsahin, T.S., Birinci, A. ve Erdol, R., 2007. A Receding Contact
Problem for an Anisotropic Elastic Medium Consisting of a Layer and a Half
Plane, International Journal of Solids and Structures, 44, 5695-5710.

Kahya, V., Birinci, A. ve Erddl, R., 2001. Frictionless Contact Problem between an
Elastic Layer Bonded to a Rigid Support and a Rigid Stamp, Mathematical&
Computational Applications, 6, 1, 13-22.

Kanber, B., 1997. Finite Element Analysis of Contact Problems Using Transition
Elements, Yiiksek Lisans Tezi, Gaziantep Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
Gaziantep.

Ke, L.L. ve Wang Y.S., 2006. Two-dimensional Contact Mechanics of Functionally
Graded Materials with Arbitrary Spatial Variations of Material Properties,
International Journal of Solids and Structures, 43, 5779-5798.

Ke, L.L. ve Wang, Y.S., 2007. Two-dimensional sliding frictional contact of
functionally graded materials, European. Journal of Mechanics, A/Solid, 26,
171-188.

Keer, L. M. ve Miller, G. R., 1983. Contact Between an Elastically Supported
Circular Plate and Rigid Indenter, International Journal of Engineering
Science, 21, 681-690.

Keer, L.M., Dundurs, J. ve Tsai, K.C., 1972. Problems Involving a Receding Contact
Between a Layer and a Half Space, ASME Journal of Applied Mechanics, 39,
1115-1120.

Keer, L.M., Lee, J.C. ve Mura, T., 1984. A Contact Problem for the Elastic Quarter
Space, International Journal of Solids and Structures, 20, 5, 513-524.




127

Keer, L.M. ve Chantaramungkorn, K., 1972. Loss of Contact between an Elastic
Layer and Half-Space, Journal of Elasticity, 2, 3, 191-197.

King, R. B. ve O’Sullivan, T. C., 1987. Sliding Contact Stresses in a Two-
Dimensional Layered Elastic Half-Space, International Journal of Solids and
Structures, 23, 5, 581-597.

Klarbring, A., 1986. A Mathematical Programming Approach to Three-Dimensional
Contact Problems with Friction, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 58, 2, 175-200.

Krenk, S., 1975. On quadrature formulas for singular integral-equations of 1st and
2nd kind, Quarterly of Applied Mechanics, 33, 3, 225-232.

Loboda, V.V. ve Tauchert, T. R., 1985. The Elastic Contact Problem for Dissimilar
Orthotropic ~ Semi-Infinite and Infinite Strips, International Journal of
Engineering Science, 23, 12, 1337-1349.

Ratwani, M. ve Erdogan, F., 1973. On the Plane Contact Problem for a Frictionless
Elastic Layer, International Journal of Solids and Structures, 9, 921-936.

Ma, L. F. ve Korsunsky, A. M., 2004. Fundamental Formulation for Frictional
Contact Problems of Coated Systems, International Journal of Solids and
Structures, 41, 11-12, 2837-2854.

Ma, L. F. ve Korsunsky, A. M. ve Sun, K., 2006. Contact of Coated Systems under
Sliding Conditions, ASME Journal of Tribology, 128, 886-890.

Muskhelishvili, N.I., 1953. Some Basic Problems of Mathematical Theory of
Elasticity, Noordhoff, Groningen.

Nowell, D. ve Hills, D. A., 1988. Contact Problems Incorporating Elastic Layers,
International Journal of Solids and Structures, 24, 1,105-111.

Ozsahin, T. S., Birinci, A. ve Cakiroglu, A.O., 2004. Prediction of Contact Lengths
Between an Elastic Layer and two Elastic Circular Punches with Neural

Networks, Structural Engineering and Mechanics an International Journal, 18,
4, 441-459.

Ozsahin, T.S., 2000. Rijit iki Blok Uzerine Oturan Bilesik Tabakada Siirekli ve
Siireksiz Temas Problemi, Doktora Tezi, KTU Fen Bilimleri Enstitiisii,
Trabzon.

Pindera, M. J. ve Lane, M. S.,1993a. Frictionless Contact of Layered Half-Planes,
Part I: Analysis, ASME Journal of Applied Mechanics, 60, 633-639.

Pindera, M. J. ve Lane, M. S., 1993b. Frictionless Contact of Layered Half- Planes,
Part II: Numerical Results, ASME Journal of Applied Mechanics, 60, 640-645.




128

Pu, S.L. ve Hussain,M.A., 1970. Note on the Unbonded Contact between Plates and
an Elastic Half Space, ASME Journal of Applied Mechanics, 37, 859-861.

Rau, I. ve Dhaliwal, R.S., 1972. Further Considerations on the Axisymmetric
Boussinesq Problem, International Journal of Engineering Science , 10, 659-
663.

Sachdeva, T. D. ve Ramarkrishnan, C. V., 1981. A Finite Element Solution for the
Two-Dimensional Elastic Contact Problems with Friction, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 17, 1250-1271.

Shield, T.W. ve Bogy, D.B., 1988. Multiple Region Contact Solutions for a Flat
Indenter on a Layered Elastic Half Space: Plane Strain Case, Journal of Applied
Mechanics, Transactions of ASME, 56, 251-262.

Shyu, S.C., Chang, T.Y. ve Saleeb, A.F., 1989. Friction-Contact Analysis Using a
Mixed Finite Element Method, Computers and Structures, 32, 1, 223-242.

Sneddon I.N., 1951. Fourier Transforms, McGraw-Hill, New York.

Spence, D.A., 1975. The Hertz Contact Problem with Finite Friction, Journal of
Elasticity, 5, 297-319.

Ufliand, 1. S., 1965. Survey of Articles on the Application of Integral Transforms in
the Theory of Elasticity, North Carolina State College Translation Series,
Raleigh, North Carolina.

Urquhart, E.E. ve Pindera, M.J., 1994. Incipient Separation Between a Frictionless
Flat Punch and an Anisotropic Multilayered Half Plane, International Journal of
Solids and Structures, 31, 18, 2445-2461.

Weitsman, Y., 1969. On the Unbonded Contact Between Plates and an Elastic Half
Space, ASME Journal of Applied Mechanics, 36, 198-202.

Wozniak, M., Hummel, A. ve Pauk, V.J., 2002. Axisymmetric Contact Problems
for an Elastic Layer Resting on a Rigid Base with a Winkler Type Excavitation,
International Journal of Solids and Structures, 39, 4117-4131.

Zhong, W. X. ve Sun, S. M., 1989. A Parametric = Quadratic = Programming
Approach to Elastic Contact Problems with Friction, Computers and Structures,
32,37-43.




OZGECMIS

Isa COMEZ, 1978 yilinda Giresun’da dogdu. Ilkoégrenimini Giresun Kemaliye
Koyii [lkdgretim Okulu’nda, lise 6grenimini Giimiishane M.C. Anadolu Ogretmen
Lisesi’nde tamamladi. 1996 yilinda Ondokuz Mayis Universitesi Miihendislik Fakiiltesi
Insaat Miihendisligi Boliimiinii kazand1 ve 2000 yilinda lisansmi tamamladi. Aymi yil
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Insaat Anabilim dalinda yiiksek
lisans Ogrenimine basladi. Ekim 2002’ de K.T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii arastirma
gorevlisi kadrosuna atandi. Eyliil 2003’de K.T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Ingaat
Miihendisligi Anabilim dalinda doktora 6grenimine bagladi. Halen arastirma gorevliligi ile
birlikte lisansiistii calismalarina devam etmektedir. Yabanci dil olarak iyi derecede

Ingilizce bilmektedir.



	KAPAK
	iç kapak
	İçindekiler_00
	Genel_Bilgiler_1
	Yapilan_Calismalar_2
	Bulgular_3
	Sonuclar_4
	Kaynaklar_5
	Özgeçmiş



