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OZET

Bu ¢aligmada, sabit yiikseklikli, sonsuz uzun, ortotrop iki elastik seritten meydana
gelen bilesik tabakamin sirekli ve siireksiz degme problemleri incelenmistir. Ust
yiizeyinden rijit diiz bir blok vasttasiyla sikistirilan bilegik tabaka, alt yizeyinden rijit bir
diizleme yapistinlmigtir. Coziimde siirtiinme etkileri ihmal edilmis ve ara yiizeylerde
sadece basing gerilmelerine izin verildigi kabul edilmigtir. Bu nedenle, dig yiikiin belli bir
degeri agmas1 durumunda, agirlik etkilerinin de dikkate alinmasi neticesinde, tabakalar
arasinda sonlu bir bolgede ayrilma meydana gelebilir. Anizotropik elastisite teorisi ve
Fourier doéniigiim teknigi kullanilarak, siirekli deme problemi bir tekil integral denkleme;
siireksiz degme problemi de tekil integral denklem ¢iftine indirgenmis ve bunlar Gauss-
Chebyshev integrasyonu yardimiyla sayisal olarak ¢oziilmiglerdir. Cesitli malzeme
kombinasyonlan i¢in tabakalar arasinda ilk ayrilmay: baslatan yiik degeri (kritik yiik), ilk
ayrilma noktast, kritik yikten biyik yikler igin agilma bolgesinin baglangic ve bitig
noktalari, tabakalar arasindaki agilma miktan ve ayrica gerek stirekli gerekse siireksiz
degme problemleri igin rijit blok altindaki ve tabakalarin ara yiizeyindeki degme gerilmesi
yayiliglan sayisal olarak elde edilmigtir. Malzeme ortotropisinin sonuglar iizerindeki

etkileri irdelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ayrilma, Bilesik Tabaka, Degme Probl_emi, Fourier Déniigiimii,
Gauss-Chebyshev Integrasyon Metodu, Ik Ayrilma Noktasi, Ilk
Ayrilma Yiikii, Integral Denklem, Malzeme Ortotropisi.



SUMMARY

Continuous and Discontinuous Contact Problems for a Two-Layer Elastic Media

In this study, continuous and discontinuous contact problems for a two-layer elastic
media which consists of two orthotropic elastic infinite strips of constant heights are
considered. The layered media is subjected to a concentrated force through a rigid punch
on its top surface. Bottom surface of the media is bonded to a rigid plane. It is assumed that
friction is neglected and only compressive traction can be transmitted along the interfaces.
Therefore, for loads greater than a certain value, a separation may be occur along a certain
region at interface of the layers. In solution, weights of the layers are taken into account.
By using anisotropic elasticity theory and Fourier transformation technique, the continuous
contact problem is reduced to a singular integral equation and the discontinuous contact
problem is reduced to a coupled singular integral equation system. These are solved
numerically by using Gauss-Chebyshev integration quadrature. By taking various material
combinations, numerical results for the initial separation point, the critical load, the size of
the separation region, the separation amount for loads greater than critical load and the
contact stress distribution under the rigid punch and along interface of the layers for both
continuous and discontinuous contact problems are obtained. Effects of material orthotropy

on the results are investigated.

Keywords: Separation, Layered Media, Contact Problem, Fourier Transform, Gauss-
Chebyshev Integration Method, Initial Separation Point, Critical Load,
Integral Equation, Material Orthotropy.
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1. GENEL BIiLGILER

1. 1. Giris

Pratik 6neme sahip miihendislik yapilarinda genis uygulama alanlari bulmalan
nedeniyle, aragtirmacilar degme problemleri iizerinde 6nemle durmuglardir. Temeller,
karayollari, demiryollari, havaalan: pistleri, akaryakit tanklan, silindirik miller, kompozit
malzemeler, kiiresel veya silindirik bilyeler degme mekaniginin uygulama alanlarindan

bazilandir.

1. 2. Literatiir Ozeti

Degme mekanigi ile ilgili olarak yapilan aragtirmalarin, Hertz'in 1882 yilinda yazdig:
“On the contact of elastic solids” adh makalesi ile bagladif soylenebilir (Cakiroglu, 1979;
Johnson, 1985). Hertz teorisinde yapilan kabullere gore;

i. Cisimler tam elastiktir.

ii. Degme yiizeyleri siirekli fakat konform degildir.

iii. Sekil degistirmeler kiugtktiir.

iv. Her cisim elastik yarim diizlem olarak kabul edilebilir.
v. Yiizeyler sirtiinmesizdir.

Ne var ki, bu teoriyi esas alan c¢aligmalar, teknolojik Onemine ragmen,
miithendislikteki gelismelerin hiz kazandi 20. yiizyilin baglarina kadar teknik literatiirde
pek goriilmemigtir (Johnson, 1985). Muskhelishvili’nin (1953) Kompleks Degiskenler
Metodu ve Sneddon'un (1972) Integral Doniisiim Teknikleri tizerine yapmis oldugu
caligmalann elastisite teorisinde kullanilmasiyla, degme problemleri ile ilgili ¢aligmalara
katilim artmigtir. Hertz degme teorisi, Boussinesq tarafindan gelistirilmis ve pek ok
aragtirmaci tarafindan 6énemli mithendislik uygulamalarina 6zellegtirilmistir (Gegit, 1986a).
Bilgisayar teknolojisindeki ve sayisal ¢oziim metotlarindaki geligmelere paralel olarak
degme problemleri Uzerine ¢aligan bilim adamlarimn sayis1 artmistir. Elastisite teorisinde
degme problemlerinin ¢éziimii ile ilgili 1950'li yillara kadar yapilan arastirmalara ait teknik

literatiir ve ¢6ziim metotlari Galin (1961)'nin eserinde sunulmustur.



Degme problemlerinin ¢oziimiinde siirtiinme etkilerinin ihmal edilmesi ¢oziimii
olduk¢a kolaylastirmaktadir (Galin, 1961). Siirtiinmesiz degme problemleri iki ana grupta
toplanabilirler. Birinci gruptaki problemlerde, cisimler belli bir degme uzunlugu boyunca
birbirlerine yapigsmis olup, degme bolgesinde meydana gelen gerilmeler gekme veya basing
seklinde olabilmektedir. Boyle problemlerde, degme bolgesinin uzunlugu bilinmekte ve
gerilmeler genellikle degme bolgesinin u¢ noktalaninda tekillik igermektedir. Ikinci
gruptaki problemlerde ise, degme gerilmelerinin sadece basing seklinde oldugu kabul
edilmektedir. Bu tip problemlerde, degme bolgesinin uzunlugu onceden bilinmemekte ve
gerilmeler bu bélgenin u¢ noktalarinda sifir olmaktadir (Gladwell, 1976). Degme
bolgesinin uzunlugu, degen cisimlerin egrilik yarigaplarina nazaran genellikle daha kiigiik
oldugundan, cisimlerden bir tanesi elastik yar1 sonsuz ortam olarak kabul edilebilir (Galin,
1961). Boyle bir kabul de goziimleri oldukga kolaylagtirmaktadur.

Integral doniisiim teknikleri, elastisite problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan metotlar
arasinda onemli bir yer isgal etmektedir. Integral doniisimleri kullanilarak, bagimsiz
degiskenler iizerinde yapilan doniisimler sayesinde diferansiyel denklemlerin mertebesi
azaltiimakta ve boylece problemlerin ¢6ziimii kolaylagsmaktadir. Genel olarak, problemin
tipine gore, Ornegin; titresim problemleri i¢in Laplace, kartezyen koordinatlardaki
problemler icin Fourier, silindirik koordinatlardaki problemler igin Hankel ve kutupsal
koordinatlardaki problemler igin Mellin doniisimii kullanmak uygun olmaktadir. Integral
donigiimlerin degme problemlerinin ¢éziimiinde uygulanma metotlar: ise Ufliand (1965)'1n
eserinde verilmigtir

Coziimiinde integral doniigiimlerin kullanildigi, elastik veya rijit olabilen gesitli
geometrilerdeki bir blok (punch) ile sikigtinilan elastik ortamda meydana gelen stirekli
degme problemlerine ait baz1 ¢aligmalar agagida siralanmigtir.

Shibuya ve digerleri (1974), elastik yarim diizlem ile halka sekilli diiz rijit blok
arasinda meydana gelen donel simetrik elastik degme problemini incelemislerdir.
Aragtirmacilar, bu ii¢ pargali kangik simir deger probleminin ¢6zimii igin bir metot
onermiglerdir. Blogun i¢ ve dig kenarlan hari¢ defme bdlgesinin her yerinde gerilmenin
siirekli oldugu kabul edilmistir. Degme gerilmesi uygun serilere agilmak suretiyle, problem
lineer cebrik bir denklem sisteminin ¢Oziimiine indirgenmis ve yer degigtirme ve
gerilmelerle ilgili sayisal sonuglar siralanmigtir.

Gladwell (1976), siirtiinmesiz diizlem degme problemlerinde elde edilen integral

denklemin Chebyshev polinomlart kullanilarak yaklagik olarak ¢oziilebilecegi gostermistir.



Elastik yarim duzleme oturan kiris problemi, rijit silindirik bir blokla sikistirilan elastik
serit problemi ve rijit diizlemler arasinda sikigtirilan elastik silindir problemi olmak tizere
ii¢ tip problem igin elde edilen sayisal sonuglar sunulmustur. Aym aragtirmact bir diger
¢aligmasinda, rijit bir silindirin aym ozellikte iki elastik tabaka tarafindan sikigtirilmast ile
meydana gelen degme problemini incelemistir (Gladwell, 1977). Ug degme bélgesinin
ortaya ¢iktig1 bu problemin ¢oziimiinde, Chebyshev polinomlan kullanilmig ve tek adimh
yaklagik bir ¢6ziim metodu dnerilmistir.

Adams ve Boggy (1976), farkl: malzeme 6zelliklerine sahip elastik yan sonsuz gerit
ile elastik yarim dizlem arasindaki degme problemini ikinci tip bir integral denklem
takimina indirgeyerek ¢ozmiiglerdir. Yazarlar, elastik serit ile yanm diizlem arasinda
sirtiinme olmamas: (smooth contact) ve tam yapigma olmast (bonded contact) durumlarini
ayn ayn ele alarak, cesitli malzeme kombinasyonlan igin ara yiizeydeki normal ve kayma
gerilmelerine ait sayisal sonuglar grafik olarak sunmuglardir. Ayn: aragtirmacilar diger bir
¢alismalarinda, bu defa farkli genigliklere ve malzeme 6zelliklerine sahip iki elastik gerit
arasindaki siirtiinme olmamasi ve tam yapigma olmasi hallerini ele almiglardir (Adams ve
Boggy, 1977). Bu galismada da, ara yiizeydeki normal ve kayma gerilmelerine ait sayisal
sonuglar, gesitli malzeme kombinasyonlan ve serit genisligi oranlan i¢in elde edilmis ve
genislik oraninin birim veya sonsuz olmas: durumlarinda daha 6nceki galigmalardan elde
edilen sonuglarla kargilagtirma yapilmigtir.

Bakirtag (1980), homojenligi derinlik ile degigen elastik yanim dizlem uzerindeki
rijit blok problemini ele almigtir. Caligmada, Fourier integral dontisiim teknigi kullanilarak,
kanigik simr deger problemi bir tekil integral denkleme indirgenmis ve sayisal olarak
¢ozilmiigtiir. Blok altindaki gerilme dagilimi ve gerilme tekilligi iizerine yarn sonsuz
ortamin homojen olmamasinin etkileri aragtinlmigtir. Ayrica Poisson oramimn sonuglar
iizerindeki etkileri de irdelenmigtir.

Adams ve Zied (1984), elastik yarim diizlem tizerinde sabit hizla hareket eden elastik
yari sonsuz serit problemini ¢ozmiiglerdir. Yazarlar, diizlem elastisite teorisini kullanarak,
ara yiizeydeki degme gerilmesi dagilimimi degisik malzeme kombinasyonlari, kayma
hizlant ve siirtiinme katsayilart i¢in elde etmislerdir. Cahgymada, hem gerilme siddeti
faktoriiniin hem de gerilme tekilliginin kayma hizi ile iliskisi ortaya konulmustur.

Gegit ve Gokpinar (1985), rijit dairesel bir mesnet lizerine oturan elastik tabakanin
iist yiizeyinden sonlu genislikte yayili yiikle bastiriimasi sonucu olugan degme problemini

incelemiglerdir. Calismada, elastik tabaka ile mesnet ara yiizeyinde surtinme olmadig: ve



sadece basing gerilmelerinin olusabildigi kabul edilmigtir. Aragtirmacilar problemi, bir
tekil integral denkleme indirgeyerek sayisal ¢6ziim yapmislar; degme gerilmesi, eksenel
gerilme ve degme uzunlugu ile ilgili sayisal sonuglar sunmusglardir.

Gegit (1986b), yant sonsuz elastik bir silindirin elastik yannm diizlemle olan dénel
simetrik degme (axisymmetric contact) problemini incelemistir. Bu problemde de degme
yiizeyinde sirtinme olmadigi ve sadece normal basing gerilmelerinin olustugu kabul
edilmigtir. Problem integral doniigiim teknigi kullamlarak tekil integral denklem sistemine
indirgenmis ve sayisal olarak ¢ozilmistiir.

Sabin ve Kaloni (1989), elastik yanim diizlem iizerinde diisey ekseni etrafinda dénen
rijit bir cismin degme problemini sirtiinmeyi de hesaba katarak ikinci mertebe elastisite
teorisi ile ¢ozmiislerdir. Blok altindaki degme gerilmesi, yiizey yer degistirme sekli, batma
derinligi ve blogu dondiirmek icin gerekli momentle ilgili genel formiilasyon sunulmugtur.
Elde edilen sonuglar, klasik elastisite teorisinin sonuglan ile karsilagtirilarak; sikigtirilabilir
ve sikigtirilamaz malzemeler arasindaki fark aydinlatilmigtir.

Lan ve digerleri (1996), elastik bir tabakanin iki dairesel blok ile normal ve tegetsel
olarak sikistirilmasi problemlerini ele almiglardir. Problemlerin Fredholm integral
denklemler sistemine indirgenebilecegini ve bunlarin bazi 6zel haller igin iteratif olarak
cozilebilecegini gostermislerdir. Ikinci blogun ve tabaka yiiksekliginin bloklardaki toplam
yiik {izerindeki etkilerini aydinlatmak i¢in asimptotik ¢oziimler gergeklestirmiglerdir.

Rijit bir dizleme yapistinilmig elastik tabaka ile rijit bir blok arasindaki stirtiinmesiz
degme problemi de gesitli aragtirmacilar tarafindan incelenmistir (Kahya, 1997; Kahya ve
Erdol, 1997; Kahya, vd, 2001). Bu galigmalarda, blok profillerinin dikdértgen, dairesel ve
parabolik olmasi durumlarinda elde edilen integral denklemler ¢éziilerek; degme gerilmesi,
degme uzunlugu ve elastik tabakada meydana gelen gerilme ve yer degistirmelerle ilgili
sayisal sonuglar sunulmugtur.

Coziminde farkli metotlarnin kullamldig:, elastik veya rijit olabilen gesitli
geometrilerdeki bir blok ile sikigtirlan elastik ortamda meydana gelen sirekli degme
problemlerine ait bazi ¢aligmalar ise agagida siralanmistar.

Nowell ve Hills (1988) bir hibrid metot kullanarak, ince bir elastik serit ile simetrik
yerlestirilmis tekerlekler arasinda meydana gelen dizlemsel degme problemini ele
almiglardir. Aragtirmacilar, siirtiinmesiz ve siirtiinmeli degme problemleri igin yiizey
gerilmelerini elde etmisler; ayrica, yapigma ve kayma bolgelerinin detayl: bir analizini

yapmiglardir.



Degme problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan bir diger yontem de varyasyonel
esitsizliklerdir (Klarbring, vd 1991; Noor ve Tirmizi, 1991; Johansson, 1993).

Neumeister (1992), diizlem gerilme veya diizlem sekil degistirme durumunda, keyfi
sayida lineer elastik bilesenden olugan kompozit bir cisimde gerilme alanini tanimlamak
igin gerekli minimum elastik sabit sayisini aragtirmagtir.

Jin ve digerleri (1993), degme yiizeyinin tabaka yiiksekligine nazaran daha biyik
oldugu ve hareketli ylike maruz rijit mesnetli elastik tabakaya ait minimum ve ortalama
yiikseklik i¢in analitik formiller tiiretmislerdir.

Jaffar (1993), rijit mesnetli, sonlu yiikseklige sahip elastik bir tabakamin rijit
silindirik bir blok ile siirtinmesiz temasindan dolayt meydana gelen yiizey
deformasyonlartm Chebyshev serileri yardimiyla sayisal olarak hesaplamig, tabaka
yiiksekligi ve Poisson oraninin sonuglar tizerindeki etkilerini aragtirmigtir.

Zharii ve Ulitko (1995), mijit bir gerit ile yayilan Rayleigh dalgasina maruz elastik
serit arasindaki siirtiinmesiz degme problemini incelemiglerdir. Coziimde yer degistirmeler
bilinmeyen fonksiyonlarin Fourier serileri seklinde alinarak, problem ¢ift seri denklem
sistemine indirgenmistir. Kapali formda elde edilen ¢oziimlerden yola ¢ikilarak normal yer
degistirme ve gerilme dagilimlan ile yizey iizerindeki tegetsel hiz dagilimlan igin kesin
analitik ifadeler tiiretilmigtir. Zharii (1995), aym problemde degme yiizeyinde yapigma
olmasi durumunu ele almigtir. Bu galigmada ise, gerilmeler bilinmeyen fonksiyonlarin
Fourier serileri seklinde alinmustir. Problem bir tekil integral denkleme indirgenerek ¢oziim
yapilmgtir.

Karayollan, demiryollan, radye ve siirekli temel sistemleri, zemine oturan sivi
tanklart vs. gibi mithendislik yapilari tabakali elastik ortamlar geklinde modellenebilirler.
Bu modellerde, belli bir degerden daha biiyiik yiikler igin tabaka ile temel zemini arasinda
ayrilma meydana gelebilmektedir. Dig yiikiin giddeti, tabaka ytiksekligi ve malzeme
Ozellikleri, degme yiizeyindeki gerilme dagilim: tzerinde ve bu ylizeyde ilk ayrilma
noktasinin olugmasinda 6nemli rol oynamaktadir. Elastik zemine oturan kirig veya plak
sistemlerinde degme yiizeyinde aynilma olmasi, burada meydana gelen ¢ekme
gerilmelerinin kargilanamamasi sebebiyle istenmeyen bir durumdur. (Cakiroglu ve
Cakiroglu, 1991).

Tabakali ortamlarda siirekli ve siireksiz degme problemleri ile ilgili olarak yapilmig

caligmalardan bazilan asagida verilmigtir.



Dhaliwal (1970), elastik zemine oturan bir elastik tabakanin silindir kesitli bir blokla
bastiriimasi sonucu meydana gelen donel simetrik degme problemini ele almigtir. Elastik
tabaka-zemin arasinda yapigma oldufu varsayilarak, analitik ve sayisal sonuglar
sunulmugtur. Dhaliwal ve Rau (1970), bu problemi degisik blok profilleri igin
genellestirmiglerdir.

Keer ve digerleri (1972), elastik bir tabaka ile elastik yannm diizlem arasindaki
diizlem ve donel simetrik aynlmali degme (receding contact) problemlerini ayn ayr ele
almiglar ve diger ¢aligmalarla bir karsilagtirma yapmiglardir.

Erdogan ve Ratwani (1974), iki elastik c¢eyrek diizlem iizerine oturan elastik
tabakada siirtinmesiz degme problemini ele almiglardir. Caligmada, degme bélgesinin dig
yukin buyikliginden bagimsiz, fakat, yik genisligine bagli oldugu gosterilmigtir.
Problem genellestirilmig Cauchy gekirdekli bir tekil integral denkleme indirgenmis ve
cesitli sayisal sonuglar sunulmustur. Aksogan ve digerleri (1996), bu problemi sonlu
eleman ve sinir eleman yontemleriyle de ¢ozerek sonuglar arasinda bir kargilagtirma
yapmiglardir. Aksofan ve digerleri (1997), aym problemi bu kez simetrik olmayan
yiikleme hali i¢in ele almiglar ve li¢ degisik metotla (elastisite teorisi, sonlu eleman metodu
ve sinir eleman metodu) ¢oziim elde etmiglerdir.

Civelek ve Erdogan (1975), rijit bir dizleme oturan ve dofrusal yayih yiik etkisi
altindaki elastik tabakamin simetri ekseninden bir tekil yiikle kaldirilmas: problemini ele
almiglardir. Coéziimde tabakanin agirhg hesaba kat:lmistir. Once tabakann rijit diizlemden
ayrilmasina sebep olan en kiigikk yiik degeri belirlenmis ve ardindan siireksiz degme
problemi tekil integral denkleme indirgenerek, kritik yiikten biiyiik yikler i¢in meydana
gelen ayrilma bolgesi ve gerilme dagiligi sayisal olarak elde edilmigtir. Yazarlar, ayrilma
uzunlugunun ve gerilme dagiligimin malzemenin elastik sabitlerine bagli olmadigin
gostermiglerdir. Aym geometri igin elastik tabakamn rijit bir blokla sikigtirilmasi sonucu
rijit diizlemden ayilmasi problemi ise Civelek ve digerleri (1978) tarafindan incelenmistir.

Civelek ve Erdogan (1977), elastik yarim diizlem tizerine oturan elastik tabakamn
elastik bir blokla sikigtinlmasi ile meydana gelen donel simetrik degme problemini
¢ozmiglerdir. Agirhk etkisinin dikkate alinmadigi problemde, sirasiyla blok-tabaka ve
tabaka-yan diizlem ara yiizeylerinde olmak tizere iki tane sonlu degme bolgesi mevcuttur.
Ara yiizeylerde siirtiinme olmadigi ve sadece normal basing gerilmeleri olustugu; elastik
blogun egrilik yaricapinin ise blok-tabaka ara yiizeyinde meydana gelen degme bolgesine

nazaran ¢ok daha biytiik oldugu kabul edilmistir. Problem, tekil integral denkiem cinsinden



ifade edilerek ii¢ farkli blok profili i¢in kapsamli sayisal sonuglar sunulmustur. Aym
problemde blogun yari sonsuz elastik silindir olmasi durumu Gegit (1986a) tarafindan
incelenmistir.

Adams (1978), elastik yarim diizlem iizerine oturan bir elastik tabakanmin tizerinde
sabit hizla hareket eden tekil yiikk problemini ele almigtir. Yazar, problemin simetrik ve
simetrik olmayan iki problemin toplami geklinde dustiniilebilecegini gostererek, elde ettigi
bu yeni kanigik sinir deger problemlerini integral denklemlere indirgemis ve ¢dziim
yapmugtir.

Cakiroglu (1979), elastik yarim diizleme oturan elastik tabakanin rijit diiz bir blokla
bastiriimas1 ile meydana gelen sirekli ve siireksiz degme problemlerini incelemisgtir.
Coziimde afirlik etkileri hesaba katilmigtir. Blok altindaki defme gerilmesi, ilk ayrilma
uzaklif ve kritik aynlma yiikii, bu yikten biyik yikler i¢cin meydana gelen aynlma
bolgesinin uzunlufu ve acgilma miktan ile gerek stirekli gerekse siireksiz defgme
problemleri i¢in tabaka-yarim diizlem ara yiizeyindeki degme gerilmesi yayiligina ait
sayisal sonu¢lar sunulmugtur.

Schmueser ve digerleri (1980), tiniform yayilt yiik ile bastirilan ve elastik yarim
diizleme oturan bir elastik tabakanin tekil yiikle kaldinlmasi sonucu meydana gelen
ayrilma ve kayma problemini incelemiglerdir. Arastirmacilar, problemi bir integral
denklem sistemine indirgeyerek sayisal ¢6ziim yapmislardir.

Gegit ve Yapict (1986), rijit diiz bloklar iizerine oturan elastik tabaka problemini ele
almiglardir. Siirekli ve siireksiz degme problemleri ayri ayr incelenerek, degme gerilmesi,
eksenel gerilme ve ayrilma bolgesi ile ilgili sayisal sonuglar sunulmustur.

King (1987), tabakali, izotropik elastik yan sonsuz ortamin silindirik, dikdértgen ve
iiggen tabanl bloklarla bastirilmas: problemlerini ele almigtir. C6ziim igin yeni bir sayisal
metod teklif etmistir. Ik iki problem temel fonksiyon teknigi kullamlarak, digeri ise tekil
integral denklem kullanilarak ¢ozilmugtiir. Yuk-sehim iligkisi, gesitli malzeme
kombinasyonlar: ve blok geniglikleri igin sayisal olarak elde edilmistir.

Shield ve Boggy (1989a; b), yaptiklan ¢aligmalardan birincisinde tabakali elastik yari
sonsuz bir ortam ile donel simetrik blok arasindaki tek bolgeli degme probleminin
¢Oziimiinii transfer matrisi yaklasimi ile ¢ozmiglerdir. Yazarlar g¢aligmanin ikinci
boliimiinde ise aym metodu kullanarak, iki veya daha fazla degme bolgesi meydana getiren

halkali blok ve gatlak problemlerini incelemiglerdir.



Dempsey ve digerleri (1990), ust yiizeyinden rijit bir blokla sikigtirilan ve Winkler
zemini tizerine oturan sabit yiikseklikli, elastik, izotrop, homojen, sonsuz uzun tabakada
diizlem degme problemlerini incelemislerdir. Caligmada, ¢izgisel yiik, dogrusal yayih gerit
yuk, rijit silindir ve rijit gerit halleri dikkate alinmustir. Rijit silindir hali i¢in yiizeydeki
yiik-sehim egrisi kirig teorisi kullamilarak modellenmigtir. Yiklemenin donel simetrik
olmas: halinin incelendigi bir diger ¢aligmada ise rijit blogun konik, paraboloidal ve
elipsoidal olmasi halleri dikkate alinmgtir (Dempsey vd, 1991). Rijit diizleme oturan
tabaka problemi, Winkler zeminin 6zel bir hali olarak incelenmigtir. Tabaka yiiksekligi
sonsuza gotiirillerek yarn sonsuz diizlem problemine gegis yapilmig ve bu hale ait analitik
¢oziim elde edilmigtir. Aynica derinligi ¢ok az olan tabakalar igin ince plak teorisi
kullanilarak birtakim bagntilar tiretilmigtir.

Cakiroglu ve Cakiroglu, (1991), elastik yarim diizleme oturan bir elastik tabakanin
siirekli ve siireksiz degme problemlerini incelemiglerdir. Caligymada agrlik etkileri dikkate
alinmigtir. Aragtirmacilar, t¢ farkl yiikleme durumu igin ilk ayrilma noktas: ve ilk ayrilma
yiikiinii belirledikten sonra, ilk aynlma yiikiinden buyiik yiikler i¢in meydana gelen
siireksiz degme problemini integral denkleme indirgeyerek Gauss-Chebyshev integrasyon
metoduyla sayisal olarak ¢ozmiislerdir.

Birinci ve digerleri (1997), Winkler zemini iizerine oturan bilesik tabakada siirekli
degme problemini ele almiglardir. Yazarlar, yay rijitligi, yiik genigligi, tabaka ytiksekligi
ve malzemeye bagli olarak tabakalarin ara yiizeyinde ilk ayrilmay: baglatacak yiik ve ilk
ayrilma uzakligini elde etmisler; ilk ayrilma yiikiinden kiigiik ve esit yik degerleri i¢in ara
yiizeyde gerilme daZilimlanm sunmusglardir. Bu problemde tabakalar arasinda aynima
olmasi hali Birinci ve Erdél (2003) tarafindan incelenmigtir. Cakiroglu ve digerleri (2001)
ise, iki elastik tabakanin Winkler zemini yerine elastik yarim diizlem oturmas: durumunda
stirekli ve siireksiz degme problemlerini incelemislerdir.

Zhang ve Lin (1997), eliptik rijit bir blok ile bastirilan ve elastik zemin tzerine
oturan ince gerit probleminin ¢oziimii i¢in yeni bir metot geligtirmiglerdir. Seridi, blok ve
zemin ile olan temasina gore li¢ pargaya bolerek degme mekanigi ve biiyiik sehimli egilme
teorileri yardimiyla her parga igin analitik ¢éziimler tiretmislerdir. Daha sonra stireklilik
sartlarin1 dikkate alarak degme gerilmesinin hesab: igin iteratif ¢oziim yapan bir sayisal
algoritma gelistirmiglerdir. Bu metodun en 6nemli avantaji, daha az kabul yapilarak daha

etkili bir hesaplama yapilabilmesidir.



Farkli elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip iki elastik tabakadan olusan ve
mesnetler iizerine oturan bilegik tabakada siirekli ve siireksiz degme problemleri de
aragtirmacilar tarafindan incelenmigtir. Bu problemlerde bilesik tabaka cesitli ytikleme
sartlarina maruz brrakilmistir (Birinci ve Erdol, 1997; 2001; Ozsahin ve Cakiroglu, 1997;
Ozsahin vd, 1998; Birinci vd 1999; Ozsahin vd, 1999). Bu caligmalarda, malzeme
Ozellikleri, tabaka yiikseklikleri, mesnet agiklif1 vb. parametrelerin ilk ayrilma uzaklig ve
kritik aynlma yiikii, ayrilma bolgesinin buyikligi, agilma miktart ve degme gerilmesi
iizerindeki etkileri incelenmigtir.

Rijit temele oturan ve hareketli yiik etkisine maruz elastik tabakada stirekli degme
problemi Kahya ve Erdol (2001) tarafindan ele alinmigtir. Caligmada, ilk ayriima
uzakliginin, ilk ayrilma yiikii ve degme gerilmesinin yik iz ile degigimi irdelenmistir.

Anizotropik malzemeler modern teknolojide 6nemli kullanim alamna sahiptirler. Bu
nedenle, malzeme anizotropisinin yani malzemede gesitli dogrultularda elastik
ozelliklerdeki farkliliklarin dikkate alinmas: geregi ortaya ¢ikmigtir. Bilindigi gibi izotrop
bir cisim tiim dogrultularda aymi olan bagimsiz iki elastik sabiti ile tanimlidir. Anizotropik
bir cisimde ise bagimsiz elastik sabitlerin sayist artmaktadir. Dolayisiyla, anizotropik
ortamlarda gerilme ve yer degistirmelerin belirlenmesi ile ilgili problemlerin ¢oziiminde
bu birbirinden bagimsiz elastik sabitlerin elastisite teorisinin temel denklemlerinde dikkate
alinmasi gereklidir (Lekhnitskii, 1963). Malzeme anizotropisinin dikkate alindigi degme
problemlerine agagida siralanan ¢aligmalar ornek olarak verilebilir.

Fabrikant ve Sankar (1986), simetri ekseni boyunca herhangi bir noktadan tekil yiike
maruz enine izotropik (transversely isotropic) elastik yarim diizlem ile rijit dairesel blok
arasindaki etkilesim problemini incelemiglerdir. Rijit blok altindaki eksenel yer degistirme
ifadesi agik olarak elde edilmigtir.

Klintworth ve Stronge (1990), yiizeyinin kiigiik bir kismu {izerinde normal ve tegetsel
deplasmanlara maruz anizotropik yari sonsuz bir ortamda meydana gelen gerilme dagiligin
incelemislerdir. Normal ve tegetsel degme problemleri igin elde ettikleri temel ¢ozimleri
birlegtirerek genel degme problemi igin ¢oziim elde etmiglerdir. Strtiinmeyi de hesaba
katarak, keyfi lif yapisina sahip yan sonsuz ortamin diiz bir blok ile yapmis oldugu normal,
tegetsel ve donmeli degme problemleri igin sonuglar sunmuglardir.

Bjarnehed (1991), tek eksenli gerilmeye maruz ortotropik yar dizlemin serbest
kenarindan rijit diiz blok ile yiklenmesi problemini incelemistir. Problem, bilinmeyen

degme gerilmesi cinsinden ifade edilen tekil integral denkleme indirgenmistir. Degme



bolgesinde tam yapigma olmasi durumunda analitik ¢O6zim;, kismi kayma olmas:
durumunda ise sayisal ¢oziim yapilmigtir. Degme gerilmesi dagilimlarinin yam sira; diigey
yik, uygulanan sabit zemin gerilmesi, Coulomb siirtinme katsayist ve kayma bolgesinin
biyiikligii arasindaki iligkiler sayisal olarak sunulmustur.

Pindera ve Lane (1993a; b), herhangi bir sirada diizenlenmis keyfi sayida izotrop,
ortotrop veya monoklinik tabakalardan olugan ¢ok tabakali yan sonsuz ortamda
siirtiinmesiz degme problemlerinin ¢6ziimi ile ilgili bir metot sunmuglardir. Caligma iki
bolimden olugmaktadir. Birinci boélimde, Navier denklemleri Fourier doniigimleri
kullanilmak suretiyle ¢oziilmiig ve her bir elastik tabaka igin yerel rijitlik matrisleri elde
edilmigtir. Daha sonra bunlar, siireklilik sartlani kullamlarak sistem rijitlik matrisinde
toplanmiglardir. Ust yiizeydeki kangik stnir sartimn uygulanmastyla bir integral denklem
elde edilmis ve sayisal ¢Oziimin nasil yapilacag: gosterilmigtir. Caligmanin ikinci
boliimiinde ise tabakali kompozit yan sonsuz ortam igin sayisal sonuglar sunulmustur.
Degme kuvveti, degme gerilmesi ve degme uzunlugu tzerine lif dogrultusu, tabaka
kalinlid1 ve tabakalarin dizilig sirasimn etkileri incelenmistir.

Fan ve Keer (1994), yan sonsuz anizotropik elastik bir ortamda iki boyutlu degme
problemini ele almiglardir. Coziimde analitik fonksiyonlarin sirekliligi  yaklasimi
kullanilmigtir. Bu ¢alismada 6nerilen ¢oziim igleminin anahtar noktasi, bu islemin Hermit
matrisi igeren genel bir 6zdeger problemine bagimli olmasidir.

Kahya ve digerleri (1999), rijit bir diizleme yapistinnlmig ortotrop elastik tabaka ile
bir blok arasindaki diizlemsel degme problemini incelemislerdir. Caligmada surtinme ve
agirlik etkileri ihmal edilmiy, degme yiizeyinde sadece normal basing gerilmeleri olustugu
kabul edilmistir. Blok profilinin dairesel ve dikdértgen olmasi durumlan igin dis yiik,
degme gerilmesi ve degme uzunlugu iligkisi irdelenmigtir. Aynica elastik 6zelliklerin

etkileri de aragtinlmigtir.

1. 3. Cahymanin Kapsami ve Onemi

Miihendislik yapilarinin boyutlandiriimasinda en 6nemli adimlardan biri yapinin
belirli yiikler ve gevre sartlar altinda gorevini yerine getirmesi igin gerekli en son gekline
ve Olgiilerine karar vermek oldugundan, degme boélgesinde ortaya ¢ikan gerilmelerin

biyiikligiiniin ve dagiliminin belirlenmesi onemlidir. Elastik bir ortamin dikdértgen rijit



11

blokla bastirilmasi problemi zemin mekaniginde, ozellikle temellerin giivenli bir sekilde
boyutlandiriimasinda, 6nemli uygulamalara sahip bir problemdir.

Pratikte imalatlarin pek gogu ortotropik malzeme olarak kabul edilebilir. Omek
olarak, haddeli ve oluklu sag, sandvig plak imalatinda kullanilan dolgu malzemesi,
kontrplak, elyaf takviyeli kompozitler, betonarme, 1zgara kirisler, vb. sayilabilir.
Ortotropik malzemede birbirine dik ii¢ simetri ekseni mevcut olup, malzeme birbirinden
bagimsiz 9 elastik sabiti ile tammlanmaktadir. Aynca ortotropik malzemeler, tabakali
ortamlarda da karsimiza ¢ikmaktadirlar. Giivenlik ve ekonomi gereksinimlerini ¢ok iyi
derecede kargilamalan nedeniyle kompozitlerin bir yap1 elemam olarak kullanimlarinin
giderek yayginlagmasi neticesinde, kompozitleri kapsayan ve gesitli geometrilere sahip pek
¢ok problem ¢oziilmiistir (Anin, 1974). Miihendislikte kullanilan kompozit malzemelerin
bilyik c¢ofunlugu takviye edilerek oOzellikleri gelistirilmis malzemelerdir. Ingaat
mithendisliginde betonarme buna bir érnektir (Aran, 1990).

Literatiir 6zetinden de gorillecegi tizere, tabakali ortotropik ortamlarda siirekli ve
siireksiz degme problemlerine ait pek fazla ¢aligmaya rastlanmamaktadir. Ust yiizeyinden
rijit dikdortgen bir blok aracilifi ile sikigtirilan iki tabakali elastik ortamda stirekli ve
siireksiz degme problemlerinin incelendigi bu galigmada amag, malzeme ortotropisinin
degme gerilmesi, ilk ayrilma uzakhgi, kritik ayrilma yiiki, bu yikten bilyiik yiikler i¢in
ayrilma bolgesinin uzunlugu, agilma miktarnt ve tabakalarin ara yiizeyindeki gerilme
dagilimlan iizerine olan etkilerinin aragtirilmasidir. Tezin igerigi genel hatlanyla agagida
Ozetlenmigtir.

Birinci béliimde, 6nce konuyla ilgili literatiir 6zeti verilmis ve galigmanin 6neminden
bahsedilmigtir. Ardindan, anizotropik elastisite teorisinin temel denklemleri ve elastik
tabaka igin yer degistirme ve gerilme ifadeleri verilmigtir.

Ikinci boliimde, sirekli ve sitireksiz degme problemlerinin tanimi yapilmigtir.
Problemler integral denklemlere indirgenerek, bunlarin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir.

Ugiinci boliimde, blok genigligi, tabaka yiiksekligi, malzeme ozellikleri vb. gibi
parametrelere bagh olarak, blok altindaki degme gerilmesi yayiligi, tabakalar arasinda ilk
ayrilmayr baglatan kritik yiik degeri ve ilk ayrilma uzakh@, kritik yikan asilmasi
durumunda tabakalar arasinda meydana gelen ayrilma bolgesinin buylikligi, agilma
miktann ve her iki problem igin tabakalarin ara yiizeyindeki degme gerilmesi yayilis1 ile

ilgili sayisal bulgular sunulmus ve irdelenmisgtir.



Caligmadan ¢ikarilan sonuglar ile oneriler ise dordiincii bolimde sunulmugtur. Bu

bolimu, ekler, kaynaklar ve 6zgegmis takip etmektedir.

1. 4. Genel Denklemler

1. 4. 1. Anizotropik Elastisite Teorisi

Kartezyen koordinatlarda o, , 6,, ©,, 1y, T,,, T, gerilme bilesenlerini, f,, f ,

f, kiitle kuvvetlerini gostermek iizere, elastik bir ortam igin denge denklemleri agagidaki

gibi yazilabilir.

ot

6c"+ x,+61n+fx=0

x oy oz

o, Oo, Ot

ax"y+ ayy+ 6:+f’:0 (D
ot

atxz+ yz+602+fz=0

x oy oz

Sekil degistirme-yer degistirme bagintilar,

e =2 e, =& g =™
" ox ar" * " oz
@
p A w
" %z “ "%z ox ¥ T dy o

seklinde olup, u, v, w sirasiyla x, y, z eksenleri dogrultusundaki yer degistirme

bilesenlerini gostermektedir. Gerilme-gekil degistirme bagntilan ise matris formda,

fo}=Iclé} 3)
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seklinde ifade edilmektedir. Bu ifadede, {cs}:{cx 6, 0, T, T, txy}r gerilme

vektorini, fe}= {sx € €, Y Yy Yo }T ise gekil degistirme vektoriini
gostermektedir. Ifadede goriilen [C], elastik sabitler matrisi olup simetriktir. Ortotropik
malzemeler (x,,x,,x,) seklinde birbirine dik lg simetri eksenine sahiptir. Bu simetri

eksenlerinin, sistemin yiikleme hali i¢in segilen (x, y, z) koordinat eksenlerine paralel

olmasi durumunda [C] elastik sabitler matrisi,

[Cy, C; C3 0 0 0]
Cy, C, C, 0 0 0
ic]- C;, C, C, 0 0 0 @
o 0 0 C, 0 0
0O 0 0 0 C, 0
0 0 0 0 0 Cg4]

seklinde yazilir. Gorillecegi tlizere ortotrop bir malzeme 9 elastik sabit ile
tanimlanmaktadir. [C] matrisinin elemanlan Ek 1°de verilmistir.

Sekil degistirme-yer degistirme bagintilar: ve elastik sabitler matrisinin gerilme-gekil
degistirme bagintilarinda yerlerine yazilmasi ile ortotrop malzeme igin gerilme-yer

degistirme bagintilar agagidaki gibi elde edilirler.

o, =C“%+C,2%+CB% (5)
o, =CZngu—+Cn%+CB% (6)
c, =C3l—gu—x+c32%+c33% @)
T, :CM(%-F%] )
T, :C55(%+%) )
- :c{%{ﬂ (10)
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(5-10) ifadelerinin (1) denklemlerinde yazilmasi ve gerekli diizenlemelerin yapilmast

sonucu, denge denklemleri yer degistirmeler cinsinden agagidaki gibi elde edilirler.

d*u 0*u o’u o'v o’w
Cy ﬁ""cw 5}'—2+C55 ?"'(Clz +C66)'a‘x—6y‘+(cls +C55)5x—3;+fx =0

2 2 2 2 2
ey 1€ It Cu Tl Cu ) TE + CarC T+ =0 (1)
ox oy 0z Oxdy Oy0z

0*w o*w o*w
55 ax2 +C44 ayz +C33 aZZ +

C

o%v

d’u
C (C13 +Css)-@+(cz3 +C44)-a—y—a-z-+f =0

z

Diizlemde, problemler diizlem gekil degistirme ve diizlem gerilme olmak iizere iki

farkli durumda kargimiza ¢ikmaktadir.

1. 4. 1. 1. Diizlem Sekil Degistirme Hali

Yer degistirme bilesenleri u=u(x,y), v=v(x,y), w=0 seklinde tammli oldugundan
€,=Y,, =Y. =0 olarak elde edilir. Dolayistyla, gerilme-yer degistirme ifadeleri,

o, =C %+C12 % (12)
o, =C21%+szgy! (13)
c,=Cy % +C,, % (14)
T, =1, =0 (15)
Ty = C“(%+%) (16)

sekline ve denge denklemleri de,
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¢’u d’u d*v
CII §2~+C66—8?+(C12 +C66)_5x8y +fx =0
(7
o*v d*v 8’u
Ce Ex_z—+C22 —a7+(012 +C66)axay +fy =0

sekline indirgenirler.

1. 4. 1, 2. Diizlem Gerilme Hali

Bu durumda 6,=1,,=1,,=0 olmaktadir. €, #0 olduBundan, (7) ifadesinde 5, =0

yazilarak €, igin,

C,e, +Cy¢,

c,=C,¢8, +C32e:y +C,;e,=0 = g,=- C
33

(18)

elde edilir. Bu ifade, diger gerilme ifadelerinde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa diizlem gerilme halinde elastik katsayilar matrisinin elemanlari agagidaki gibi

elde edilir.

GG p e GG
’ C33 ’ ’ C33

i,j=12 (19)
[éj matrisinin elemanlann Ek 1°de verilmigtir. Elastik sabitlerin yerlerine yazilmasi ve

gerekli iglemlerin yapilmasi sonucu, diizlem gerilme halinde gerilme-yer degistirme
bagntilan,

A Ou A OV

Oy RIPIRE e oy (20)
A Ou A OV
~ [ou ov

Txy :C“(_ﬁ—y—-‘-‘a;] (22)
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seklinde ve denge denklemleri de,

2 2 . . 2
cna—‘,‘+c56§—‘2—‘+(c12 +Cy) ov +f,
o’ dy Bxdy

(23)
s O'v A 0°v A A | 0Wu
C66 -6F+C22 Ey—z'!'(clz +C66)agy—+fy =0
seklinde elde edilirler.
Diizlem gekil degistirme ve diizlem gerilme hallerinde C,, = C 6 = My, oldugundan,

gerilme-yer degistirme bagintilan,

ov
=B+ (B -D 2 24
0/ =B 2+ (B % (24)
_@. -5 X
o, /u, =B, 1)6,(+l32(3y (25)
ou oOv
Txy/u.xy —g-ﬁ-a (26)

seklinde ve denge denklemleri ise,

u62 f

3 —=0

B oo B6x6y+uxy

. 27)
o*v . 6 B3 fy ~0

ot 6y2 6x6y My

seklinde ortak bir formiilasyonla verilebilirler. Bu ifadelerde u, kayma moduliind

gostermektedir. B,, B, ve B, boyutsuz biytkliikleri diizlem gekil degistirme halinde,

(28)

seklinde ve diizlem gerilme halinde ise,
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(29)

seklinde tammlanmiglardir.

1. 4. 2. Ortotropik Elastik Bir Tabaka Icin Yer Degistirme ve Gerilme ifadeleri

1. 4. 2. 1. Agirhik Etkisinin Hesaba Katlmamas: Durumu: Homojen Coziimler

Kitle kuvvetlerinin ihmal edilmesi durumunda, (1) ifadeleriyle verilen denge
denklemlerinin ¢6ziimii i¢in yer degistirmeler ve gerilmeler bilinmeyen fonksiyonlarin

iistel Fourier dontigimleri seklinde agagidaki gibi tammlanabilirler. (Small ve Booker,
1980).

e vE}=[_fuexy),vix n)l ™

(30)
8. E9).8, 6.8, EN= [ . 3).0, (. y)it, (x, ) % dx
Bunlara ait ters déntigiimler ise,
oG, 00} = - [ UG 1),V e
@31)

b, (3.0, (%), 1, (x.3)}= 51; [ 6.€9).8,E )-8, € k™

seklinde tammlanmiglardir. Ifadelerde gorilen i= J-1 dir. (30) ifadesindeki birinci

doniisiimiin (27) denklemlerine uygulanmasi ile,

- B\&zU +U"~ Bs&v' =0
(32)
~EV+BEU+B,V" =0
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seklinde bir adi diferansiyel denklem takimi elde edilir. Burada (..") terimleri y’ ye gore
tirevleri, £ doniisim degiskenini géstermektedir. Bu ifadeler matris formda agagidaki gibi

yazilabilirler.
M, e} M, B} + M, B = 0 (33)
Bu ifadede,

= vy {l=u, vy fl=u vy

S P B A

seklinde tammhdir. (32) diferansiyel denklem takiminin ¢dziimi {r}= ™ seklinde

aranirsa,
a*+B,a’+B, =0 (35)
seklinde bir karakteristik denklem elde edilir. Burada,

_ B; "Blﬁz -1

B.= Bs _B—I (36)

B, B,

seklinde tamimlidirlar. (35) karakteristik denkleminin kokleri o ; = (e, +in,),
a,, =*+w, +ie,) formunda olup, koklere gore iki tip malzeme s6z konusudur. Birinci
durumda, bitiin kokler reel olup o, =+0,, a,, =+0,;, ®, =0, =0 seklinde; ikinci
durumda ise, kokler karmagik eslenik olup o, = H(a, +i®,), o,, =a;; = H0, -i0,)

seklindedir (Lekhnitskii, 1963; Arin, 1974). Bu ¢aliymada kullamlan malzemeler, biitiin
kokler reel olacak sekilde (1. Tip malzeme) segilmistir. Buna gore yer degistirme ifadeleri,

doniigtim alaninda asagidaki gibi yazilirlar.
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U= Ae™ +Be™® (37)
j=1
2
V=YR;(Ae -Be ") (38)
j=
Burada,
2
-
R, = _Bimo (39)
Bsaj

seklinde tanumlanmigtir. (37-38) ifadelerine ters doniigim uygulanirsa yer degistirme

ifadeleri agagidaki gibi elde edilirler.

_ 1 N o gy oY\ i
uh—a—’;f w(-l)jz;(Aje +B e ™ dE (40)
= L[" YR (A6 —B ¥ )id 4
v =5 [ 2R (A -B e )ed (41)
=

(24-26) ifadelerine (30) ifadesindeki ikinci donisimin uygulanmasiyla donigim

alaninda gerilmeler,
Sy =My [BEU+(B; -DV] (42)
S, =l [(B; ~DEU +B,V’ (43)
Sy =Hy[U —-EV] (44)

seklinde elde edilirler. (37-38) yer degistirme ifadelerinin bu ifadelerde yazilmasi ve

gerekli iglemlerin yapilmas: ile gerilmeler katsayilar cinsinden asagidaki gibi elde edilirler.

2
> LEA ™ +Be™™) (45)

3=l

SX

1]

S.V

2
IE

S MEA ™ +Be ™) (46)
!
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Sy =2 NEA™ ~Bie ™) (47
j=l
Bu ifadelerde,

Lj =uxy[Bl +(B, _l)ajRj]
M, =ley[(33 _l)+BzajRj] (48)
N;=pylo;-R;]

seklinde tanimlidirlar. (45-47) ifadelerine ters domiisiim uygulanirsa gerilme ifadeleri

asagidaki gibi elde edilirler.

1 2 o ~oEy i
cm=§;ﬁgzle(Aje 1 Be ¥ e dE (49)
3=
1 2 gty -afy \ it
O =5 [LERMIA " B e G0
J=!
1 . 2 oy —oy \_iEx
Tm=§;ﬁ(—l)&ZNj(Aje’ -Be 7 )eFdE D
i=l

Yer degistirme ve gerilme ifadelerinde gorilen A; ve B, katsayilan problemin simr

sartlarindan belirlenecek olan sabitlerdir.

1. 4. 2. 2. Agirhik Etkisinin Hesaba Katilmas: Durumu: Ozel Coziimler

Yiiksekligi h, birim agirhifn pg olan ve elastik veya rijit diiz bir yiizeye oturan
elastik tabaka igin 6zel ¢oziimler su sekilde elde edilirler. Yer degistirmelerin, u, = u,(x)
ve v, =v,(y) seklinde oldugu kabul edilirse (Civelek ve Erdogan, 1975), denge
denklemleri agagidaki hale indirgenirler.



21

B, 2 o
ox
(52)
v
p , P8
By—=—-+ =0
0" Wy
Bu ifadelerden integrasyonla yer degistirmeler,
u, =ax+b (53)
pg 2
v, =~—>—y" +cy+d 54
P Zuxy B 2
seklinde elde edilir. Bunlarin (24-26) ifadelerinde yerlerine konulmasiyla gerilmeler,
~ __bpsg
O /by =Ba+(B;-1) y+c (55)
lJ‘xyB2
— Pg
cyp/uxy—(63—l)a+ﬁ‘l - yte (56)
uxy B 2
Top [y =0 (57)

seklinde yazilirlar. Bu ifadelerdeki a, b, ¢, d sabitleri asagida verilen sinir sartlarindan

belirlenecektir.

h
_'; c,dy=0 (58)

0, (y)=-pg(h+y)

Bu sinir gartlar1 yazilirken koordinat eksenlerinin tabaka alt yuzeyine yerlestirildigi kabul
edilmigtir. (54) ifadesindeki d sabiti rijit otelenmeye karsilik gelen terim olup ihmal
edilebilir (Gegit, 1981; Birinci ve Erdol, 2003). Bilinmeyen diger ii¢ sabit ise (58) ile

verilen sinir sartlarinin kullanilmasiyla elde edilirler. Buna gore,
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_..([33__1)_@’ b=0, c:__BsPLh, d=0 (59)
2uB, 2u.,B,B,
seklindedir. Bu ifadelerde,
B, =(B;— 1’ -B,B., B =(B, -1)* -~ 23,8, (60)

seklinde tamimlanmigtir. Belirlenen sabitlerin yerlerine yazilmasiyla kiitle kuvvetlerine ait
ozel ¢oziimler agagidaki gibi elde edilirler.

up(x)=—%—pghx (61)
vp(y)=—2u"gB y( g h) (62)
cm<y)=—“337';:)"§(h+2y) (63)
o, (y)=—pglh+y) (64)
Typ =0 (65)

Boylece, elastik tabakada yer degistirme ve gerilme ifadeleri asagidaki gibi homojen

coziimler ile 6zel ¢oziimlerin toplami seklinde elde edilmis olur.

ury) =g+ DDA 4B R
v(X,y) = -—Zup gﬁ y( g 8 hj +—r ZR (A, e — B, e ¥ e dE
_ (BB - l)pg L 2 o gy 0By \ | iEx
6 (x,y) = T (h+2y) + - [ EY Li(Ae™ +Be™ ) de (66)

1 2 a; T i
Gy(x, y) = —pg(h + Y) +'2—nfm§zl Mj (Aje & +Bje Jéyk wadg
J=

] . 2 o -0 i
rw(x,y)zﬂﬁ(—,)gleJ(A,e & _Be e dE
=



2. YAPILAN CALISMALAR

2. 1. Giris

Bu galigmada, h, ve h, yikseklikli, sonsuz uzun, ortotrop, farkl: iki elastik seritten
meydana gelen bilesik tabakada siirekli ve stireksiz degme problemleri incelenmistir.
Bilesik tabaka, iist ylizeyinden 2a genisliginde rijit diiz bir blok vasitasiyla P yiikiine maruz
birakilmig, alt yizeyinden ise rijit diiz bir temel {zerine yapigtinlmigtir. Defme
yiizeylerinde siirtinme olmadifi ve sadece basing gerilmelerinin aktarilabildigi kabul
edilmektedir. Coziimlerde tabakalarin agirliklan dikkate alinmigtir.

2, 2, Siirekli Degme Problemi

2. 2. 1. Problemin Tanimi ve Simir Sartlar:

Problemin geometrisi Sekil 1° de verilmigtir. Gerek bilesik tabaka-rijit blok ara
yiizeyinde ve gerekse tabakalarin ara yiizeyinde ¢ekme gerilmesinin kargilanamadig1 kabul
edildiginden, dig yiikiin belli bir degeri asmasi durumunda tabakalarin ara yiizeyinde
ayrilma meydana gelebilir. Bu istenmeyen bir durum oldugundan, ayrilmay: meydana

getirecek en kiigiik yiikk degeri (kritik yiik) ile ayrilmanin ilk baslayacagi noktanin (ilk

ayrilma uzakligi) belirlenmesi pratik agidan 6nemlidir.
P

h

hy

JSSL S S S S S S SSSSSSSS

-Sekil 1. Siirekli degme probleminin geometrisi
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Problemin sinir sartlan agsagidaki gibi yazilirlar.

- p(x) -—a<x<a
o, (x,-h,) = 67)
0 —L<X<-q, Aa<X <0
T (X,~h)=0 -0 <X < (68)
T (x%,0)=0 -0 <X <®© (69)
¢, (x,0)=0,,(x,0) -0 <X <00 (70)
v,(x,0) = v, (x,0) —®0<X <® (71)
Ty2(X,0)=0 —®0<X<® (72)
u,(x,h,)=0 —W <X <® (73)
v,(x,h,)=0 -0 <X <0 (74)
M:o —a<x<a (75)
ox

Bu ifadelerde, p(x) blok altindaki bilinmeyen degme gerilmesini, a rijit blogun yan

genigligini gostermektedir.

2, 2, 2. Katsayilarin Elde Edilmesi

Yer degistirme ve gerilme ifadelerinde goriilen katsayilarin belirlenmesi igin (67-74)
simr sartlarina Gstel Fourier donigimi uygulamp, elde edilen yeni ifadelerde yer

degistirme ve gerilme bagintilarinin kullantimasiyla,

M, (A,e™™ + B e™™)+M,(A,e ™ +B,e™™)=P()

N,(A,e™*™ -B,e*™)+N,(A,e %™ -B,e*™)=0
N;(A,-B))+N,(A,-B,)=0

MI(AX +B1)+M2(A2 +B2)_M3(A3 +B3)_M4(A4 +B4) =0 (76)
R,(A,-B))+R,(A,-B,)-R;(A; -B;)-R,(A,-B,)=0

N,(A,e*¥ ~B,e ™)+ N,(A,e** -B,e ) =0

A,e™® +Be ¥ + A ™ +B,e ™ =0

R,(A,e*" -B,e ™™ )+R, (A,e™" -B,e™)=0



25

seklinde sekiz bilinmeyenli sekiz denklemden olusan bir cebrik denklem sistemi elde
edilir. Bu ifadelerde,

P(E)=- faﬁg—)e-*é‘dt (77)

seklinde tammlanmistir. Burada t, rijit blok altinda tanuml: yeni bir degigskendir. Bu cebrik

denklem sisteminin ¢ozilmesiyle katsayilar p(t) bilinmeyen degme gerilmesine bagh

olarak agagidaki gibi elde edilirler.

A =P@z B, =@§ j=1234 (78)
p’xy u’xy
Burada,
C C
A=A B -2i i=1234 (79)
] A J A

seklinde olup, A{,B{, ve A terimleri Ek 2’de boyutsuzlagtinlarak verilmistir. j=1,2

1

indisleri 1 nolu, j=3,4 indisleri 2 nolu tabakaya ait katsayilar1 gostermektedir.

2. 2. 3, integral Denklem

Bilesik tabakada herhangi bir noktadaki yer degistirme veya gerilme degerinin hesap
edilebilmesi i¢in 6ncelikle rijit blok altindaki bilinmeyen degme gerilmesinin belirlenmesi
gerekmektedir. Bilinmeyen degme gerilmesinin belirlenebilmesi i¢in gerekli integral
denklem (75) ifadesinden yararlanilarak elde edilir. Ayrica, rijit blogun dengesinden

yararlanilarak,

[ p(t)dt =P (80)

yazilabilir. (75) ifadesi agik olarak,
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aVl(x’ Y) - _

1 p(t) ¥ 1E(x~t
~ > f‘—xyj"; iV, (& y)e "V dedt (81)

seklinde yazilir. Bu ifadede,

Vi€ y)=R,(Ae*® ~Be™¥)+R,(A,e*¥ -B,e ™) (82)

seklindedir. (81) ifadesinde f ..d¢ formundaki integral, olugturulacak integral denklemin
cekirdedi adim almaktadir. Cekirdegin integrandi tek fonksiyon oldufundan bu integral,

aVI (X’Y) - l

ox ,t.[: %(‘QJ: V, (€, y)sin[£(x — t)dEdt ®3)

sekline indirgenebilir. Bu ifadede y ——h, limitine ge¢meden once c¢ekirdegin
yakinsamasini bozan terimlerin ayiklanarak, bunlann kapali integrallerinin ifadeye
eklenmesi ve daha sonra limit igleminin yapilmasi gerekmektedir. Yakinsamayi bozan

terim,
L =-[ (R B, e +R,B,,e 50" Jin[E(x - )lE (84)

seklinde elde edilir. Bu ifadede,

B, =—2 j=12 (85)

seklinde tammli olup, B, ve A, terimleri Ek 3’te boyutsuzlastirilarak verilmislerdir. (84)

integrali, integral tablolar yardimiyla (Erdélyi vd., 1954),

[ = _Rlﬁls (x _'at) o Rzﬁzs (x —2'() = (86)
[o, (y +h )] +(x - t)° [o,(y+h)]" +(x—t)°



seklinde elde edilir. Buna gore (83) ifadesi, (84) ve (86) ifadeleri yardimiyla,

lim G [ p(t){[ [ Vi y)sinfEx - O1E- L&, y)} +1, (x,y)}dt] ~0 @)

y—>—h;

seklinde yeniden yazilir ve limit iglemi gerceklestirilirse, gerekli diizenlemelerden sonra,
integral denklem asagidaki gibi elde edilir.

l_r p(t){—l— +K(x, t)]dt =0 —a<x<a (88)
T3 t—x
Burada,
V (E.h ’—h ) 9
K(x,t) = = L +1 - t)]d 89
xt=[" [RlBu o Jsm[&(x )de (89)
seklinde tanimlidir.

Integral denklemin sayisal ¢oziimiinii kolaylastirmak icin agagidaki boyutsuz

buyuklikler tanimlansin.

t=as, x=aw, g(8)= BE;)A (90)

Bu ifadelerde, g(s) boyutsuz degme gerilmesi olarak tammlanmaktadir. Bu boyutsuz
bityiikliklerin (88) ve (80) ifadelerinde yerlerine yazilmas: ve gerekli diizenlemelerin
yapilmast sonucu, integral denklem ve denge sart1 agagidaki gibi boyutsuzlagtinlmig olarak

yeniden yazilabilirler.

lfg(s)[ L +3'—K(w,s)st=0 ~1<w<l1 1)
et s—w h,

LY R o
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Burada,

V,(z,-1) .| a
K(w,s) = L +1 —(w-s)z|d 93
( ) J':)[RIBls +R2B2s }SIH[hI (w )Z] ‘ ( )
seklindedir. Ifadede z=Eh, olarak tanimlanmustir.
Blok kenarlarinda degme gerilmesi tekillige sahip oldugundan, g(+1) - «, integral
denklemin indisi (+1) olarak alinir (Erdogan ve Gupta, 1972; Erdogan, 1975). Buna gore
¢Oziim,

G(s)

g(s)= T

)

seklinde alinir ve uygun Chebyshev polinomlan kullanilirsa, gerekli iglemlerden sonra,
integral denklem ve denge sarti asagidaki cebrik denklem takimina donugtiriliirler
(Erdogan ve Gupta, 1972; Erdogan, 1975).

>, — +iK(wj,si)}G(si)=O j=L..,n-1 (95)
i=1 S, —wj hl
a ¢ 1
—ZCiG(Si) == (96)
h, ‘=T s
Bu ifadelerde,
C =C, =—" C =—— i=2..n-1
2n—-2 n-1

) ) o7
$; = COS| 1——lﬂ i=1..n W :cos[ 2)-1 11:) j=1..,n-1

n—1 2n-2

seklinde tamimlidirlar. n bilinmeyenli n denklemden olusan bu cebrik denklem sisteminin

¢ozilmesiyle blok altindaki degme gerilmesi yayilig1 boyutsuz olarak elde edilir.
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2. 2. 4. IIk Aynima Noktas: ve Kritik Yiikiin Belirlenmesi

Kritik yiik faktéri olarak adlandirlan A_ degeri i¢in ara yuzeydeki bir x
noktasinda degme gerilmesi degeri, ¢,,(x,0)=0,,(x,0)=0 olacaktir. Ara yizeydeki

gerilme ifadesi, (50) homojen ve (64) 6zel ¢ozimlerinin toplami seklindedir. Gerekli

diuizenlemeler yapilirsa,
1 e -
6, (x,0)=-p,gh, - = [ p®Of S, (.0 coslE(x - t)Hedt (98)
n a

seklinde yazilir. Bu ifadede ilk terim st tabakamin agirlifindan, ikinci terim ise dig yiikten
dolay1 gelen etkiyi temsil etmektedir. Burada,

S, E0=M,(A, +B))+M,(A, +B,) (99)

seklinde tamimhidir. Bu ifadedeki ﬁj,(j =1,2) terimleri Ek 2’de verilmiglerdir. (98)

ifadesindeki integralin gekirdegi diizgiin bir sekilde yakinsamakta olup herhangi bir tekil
terime sahip degildir. Daha o6nce (90) ifadeleriyle tammlanmis olan boyutsuz

buyiikliiklerin kullanilmasiyla ara yiizeydeki gerilme ifadesi,

o,hy 1 1p afog x_2a
—m— =T~ ;L S(S)II—I-J: $,1(z,0) CO{(E - h—lS)Z:|dZdS (100)

seklinde boyutsuz olarak elde edilir. Burada,

_ P
plghlz

A (101)

seklinde tammh olup yiik faktorii veya kisaca yiik olarak adlandinlir. (100) ifadesi, integral
denklemin ¢oziimiinde oldugu gibi Chebyshev polinomlar: kullanilarak,
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c..h

yuit 1 C a Q X a
R Sy,(z,O)cos[(E]——Es)z]dz (102)

sekline indirgenir. Bu ifadenin sifira esitlenmesiyle,

-1
= a oq X, a
Ay = {izz;ci(}(si)IIT j': S, (z,O)cos[(—E—-}:s)z}dz} (103)
seklinde kritik yiik A ve ilk ayrilma noktas: x_ elde edilir. Ilk ayrilma noktas: ve kritik
yiikiin belirlenmesinden sonra, A <A igin ara yiizeydeki degme gerilmesi yayilisi da

(100) ifadesi yardimiyla boyutsuz olarak kolayca elde edilir.

2, 3. Siireksiz Degme Problemi
2. 3. 1. Problemin Tanim: ve Sinir Sartlan

Bilesik tabakayr meydana getiren seritlerin ara yiizeyinde, dig yiikiin biyiikliginin
kritik yiik degerini agmast durumunda (A>A_) sonlu bir bolgede agilma meydana

gelmektedir. Bu durumda yukarida elde edilen ¢oziim gegersiz olmaktadir. Problemin

geometrisi Sekil 2’de goriilmektedir.

P
1 | 2a hy
—"N}A\ 5
2 b \ J X
- c » h,
y y

SSS S S S SSSSSSSSS

Sekil 2. Sireksiz degme probleminin geometrisi
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Problemin sinir sartlar1 agagidaki gibidir.

- p(x) —a<x<a

6, (x,-h))= (104)

0 —W<LX<—8, a<X<W
T (X,-h))=0 —0<X<® (105)
T, (%,0)=0 —®W<LX <D (106)
6, (x,0)=6,,(x,0) —0<X<® (107)
P X) -c<x<-b, b<x<c
—[vi(x,0) - v,(x,0)] = (108)
ox 0 —ow<Xx<-¢, —b<x<b, c<x<w®
T42(%,0)=0 —®<IX<® (109)
u,(x,h,)=0 —00 <X < (110)
v,(x,h,)=0 —0 <X <® (111)
Mxh) g _a<x<a (112)

ox

6,(x,0)=0,,(x,00=0 -c<x<-b, b<x<c (113)

Bu ifadelerde, b ve c sirasiyla ayrilma bolgesinin baglangi¢ ve bitis noktalarini, p(x) blok
altindaki bilinmeyen degme gerilmesini, ¢(x) tabakalar arasindaki agilma farkini ifade

eden bilinmeyen bir fonksiyonu gostermektedir.

2. 3. 2. Katsayilarin Elde Edilmesi

Katsayilarin elde edilebilmesi i¢in, daha once stirekli degme probleminde yapildigt
gibi (104-111) ile verilen sinir sartlarina Fourier doniisiimii uygulamp, yer degistirme ve
gerilme ifadelerinin bunlarda kullanilmasiyla, asagidaki sekiz bilinmeyenli sekiz

denklemden olugan denklem takimi elde edilir.
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M, (A e +B e )+M,(A,e ™ +B,e* )=P(§)

N,(Ae™*™ —B,e*™)+N, (A, -B,e™™)=0
N,(A,-B,)+N,(A,-B,)=0

M,(A, +B))+M,(A, +B,)-M,(A, +B,)-M, (A, +B,)=0 (114)
R,(A,~B)+R,(A, ~B,)-R;(A; -B,)-R, (A, -B,)=F({)

N,(A,e®* —B,e™®)+ N, (A, e*¥ —B,e™) =0

A,e™™ +B,e™ ™ + A ™ +B,e ™™ =0

R;(A,e*® —B,e™™™)+R (A " -B,e ™) =0
3 3 3 4 4 4

Bu ifadelerde,
PE)=-[ sp—(él—)e"‘gt‘dt, , F(¢)= J: %Ze“@’dtz (115)

seklinde tamimlidirlar. Bu ifadelerde t, ve t, swasiyla rijit blok altinda ve agilma
bolgesinde tanimli yeni degiskenlerdir. Siireksiz defme problemine ait bu denklem
takiminin ¢oziilmesiyle, katsayilar p(t,) ve ¢(t,) bilinmeyenleri cinsinden asagidaki gibi

elde edilirler.

J J
Xy Xy

A. =I;+§)Aj +FE)A,, B. =P?(,Q]§ J+FE)B, j=1234 (116)

Bu ifadelerde, A ; ve B ; daha once siirekli degme problemi igin elde edilen katsaytlardir.

7\1- ve l§j ek katsayilan ise,

. AP . BP ,
Aj =—Z"‘ Bj =T j=1,2,3,4 (117)

seklinde tanimhidirlar. A'j’ , B? terimleri Ek 2’de boyutsuzlasgtirilarak verilmislerdir.
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2. 3. 3. integral Denklem Cifti
Stireksiz degme durumunda p(x), ¢(x), b ve ¢ bilinmeyenlerdir. Bu bilinmeyenlerin
bulunmas: igin iki integral denklemin bir arada g¢oziilmesi gerekmektedir. Integral

denklemler, (112) ve (113) sinir sartlanindan elde edilecektir. Ayrica rijit blogun
dengesinden,

[ pct)at, =P (118)

ifadesi ve agtima bolgesinde tek degerlilik sart: olarak ta,

[ttt =0 (119)

ifadesi yazilabilir.

Birinci integral denklem igin (112) ifadesi,

v, (x,,Y) _ A p(tl)[" i{,I (&, y)e* ™ dEdt,

ox 2re y
| i (120)
1 o
i O IRACS Sl
seklinde agik olarak yazilir. Bu ifadede,
Vi€ y) =R, (Alea@y -Be™¥)+R, (Azeaﬁy ~-B,e™¥)
(121)

Vi€, y) =R, (A e -B,e™¥)+R, (A, —Be)

seklinde tammlidirlar. Cekirdeklerin integrandlanmin tek veya gift fonksiyon olma
Ozellikleri kullamlarak (120) ifadesi agagidaki gekle indirgenebilir.
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6V1§;1’y) - %‘ER(—T[—)E\?I (&,y)sin[&(x1 - t\)]d&dtl
| " (122)

1 -
+= Lot Vi )eosfeex, -1,)kieet,

Bu ifadede y-—-h, limitine gegmeden once ¢ekirdeklerde yakinsama kontroli

yapildiginda sadece birinci integrale ait gekirdekte yakinsamay1 bozan terim,
I, = [R,B,e 0" + R B, e 50" JsinfE (x, ~1,)}dE (123)

seklinde elde edilir. Bu ifadede gorillen B,(j=12) terimi sirekli degme probleminin

¢oziimii sirasinda tammlanmigti. Ikinci integrale ait g¢ekirdekte yakinsamay: bozan
herhangi bir terim yoktur ve gekirdek diizgiin bir sekilde yakinsamaktadir. (123) integrali,
integral tablolan yardimiyla (Erdélyi vd., 1954),

L=RB, ——h) g Guoh) gy
[o, (y +h))I +(x, - t,) [o, (y +h)F +(x, -t,)
seklinde elde edilir. Buna gore (122) ifadesi,
+[ [ .»tt, ){[f’" V& y)sinfE(x, ~t,)}de -, &, y)]+11k(xl,y)}d )
(125)

y—>—hy

. 1 ’ \ 7 -
+ lim [; [ ot [V, € yycoste(x, —tz)]dadtz) =0

seklinde yazilir ve limit iglemi yapilirsa birinci integral denklem agagidaki gibi elde edilir.

—r p(t, )[ +K, (x,,t, )}dtl
(126)

1 H4
+;J:¢(tz)uxsz(X1,t2)dt2 =0 —a<x,<a
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Burada,
K, (x.t) = (V@ )+1Jsm[&(xl t,)1dE (127)
Kate, 1= [ 28 FE conte, 1)1 (128)

seklinde tammlidir. Bu ifadelerde,
A, =R1]§1s + Rzﬁzs (129)

seklinde tammlanmigtir.

Ikinci integral denklem igin (113) ifadesi,

1 l—l” o (X, —
6,(X,,¥) = —pgh, —ngy—z—f 2 p(t,)[ 8,5 (& y)etdedt,
V 4 (130)

1 " ] iB(xq—
# ot 8,0 @ yee e,

seklinde yazilir. Burada,

S,2 (&) =M,;(A,e™¥ +B,e™¥)+ M, (A ,e"® +B,e™7)
5 5 (X < — 5 (131)
Syz (é’ Y) = M3 (1X3em3€y + B3e—-a,§y) + M4 (A4ea4§y + B4e—a4§y)

seklinde tanimlidirlar. Bu ifadelerdeki Hj,(j=3,4) terimleri Ek 2’de tamimianmigtir.

integrandlarin tek veya cift fonksiyon olmast 6zellikleri kullanilirsa (130) ifadesi,

0y2(%2,y) =—Pigh; —p,8y — = f S, (& y)cos[E(x, —t, )Jdedt,

(132)
+% [ocm, [, @ y)sinfCx, ~t,)dedt,
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sekline indirgenir. y — 0 limitine ge¢meden once ¢ekirdeklerin yakinsamasimt bozan

terimler aragtinilmalidir. Bunun sonucunda birinci gekirdegin herhangi bir tekil teriminin

olmadid1 ve diizgiin bir sekilde yakinsadig goriliir. Ikinci integral ise,

L, = J:(K/I“sﬁne—%&y "'K/I—4§4se—m(“‘:y )Sin[&(xz ~t,)Mdg (133)

seklinde bir tekil terime sahiptir. Bu ifadede,

D
B =2
I8 A

8

j=3,4 (134)

seklinde tanimli olup Bg terimi Ek 3’te boyutsuzlastinlarak verilmigtir. (133) integrali

integral tablolar yardimiyla (Erdélyi vd., 1954),

L, =MB, — X"t g Kat) (135)
(as}') +(x, -t ) (a4Y) +(x, _tz)

seklinde elde edilir. Buna gore (133) ifadesi,

9210((‘91@1 —pP.8Y) - %faﬁfxyp(tl )J: §y2 (&, y)cos[E(x, —t,)]dEdt, J
7 (136)

inf £ Lot [ 5,0 € ypsintece, ~e -1, o, o, ) -0

seklinde yazilir ve limit islemi gergeklestirilirse ikinci integral denklem agagidaki gibi elde

edilir.

p‘gh‘ Ll r p(t K, (x,,t,)dt,
(137)
"_rd)(tz)uxyl: j +K, (x,,t, )]dt =0 b<x, <c
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Burada,
K, (6. t)= [ wccst&(xz ~ 1) (138)
X §,.(6.,0) ] .
(0, ty)= [ == sinfE e, — )1 (139)
2s
A, =M3E3s +ﬁ4§4s (140)
seklinde tanimlidir.

Integral denklem ¢iftinin sayisal ¢oziiminii kolaylagtirmak i¢in asagidaki boyutsuz
biiyiiklikkler tanimlansin.

t, = as, | = aw,
c—b c+b c-b c+b
t, = 3 s, + 5 X, = 5 w, + 5 (141)
c-b c+b, ,
(as,)h o( 2 s, + 2 )uxyh]
g (s)=——"— P g,(s;)= P

Tanimlanan bu biyiikliiklerin integral denklemlerde kullanilmasiyla integral denklem ¢ifti
agagidaki gekilde yeniden yazilabilir.

“J. g, (s )[ +_K (W), 8, ):ldsl

l

(142)
1 c-b
+;£Ig2(52)-§h_K2(wl,sz)dsz =0 _1<W| <1
1
G 1 a
A, +;£1g1 s, )h—lK3(W2,SI)dSI
(143)

+1J"g2(sz)[ L +c bK (W, 2)}152—0 ~l<w, <1
Fi S, ~W

Wy

Bu ifadelerde G =u[, /uy, seklinde ve gekirdekler ise,



38

K,w,.s)=[ (17%3;1)+1]sin[hil(wl ~s,)z]dz (144)
K,(w,,8:)= [ —V-l%s'-‘l—)cos[(hilw, - cz;lb s, - °2;lb)z]dz (145)
K,(w,.s,) =I:§%%-o—)cos[(%})—w2 +%;1£—hilsl)z]dz (146)
K,(w,,s,)= f[— §y2(:’0) nLlein[—cz——};:ll(w2 -s,)z]dz (147)

seklinde tanimhdirlar. Cekirdek ifadelerinde gorillen z=Eh, seklindendir. Tanimlanan

boyutsuz bityiikliklerin denge ve tek degerlilik sartlarinda da kullanilmasiyla bu ifadeler,

1
— [ 8ds, =1 (148)
1

c-b
"Zh_‘flgz(sz)dsz =0 (149)

seklinde yazilabilirler.

Blok altinda degme gerilmesi igin g,(+1) > o iken, agilma bolgesinin uglarinda
g,(x1)=0 olmaktadir. Integral denklem ¢iftinin birlikte gozilebilmesi igin indis (+1)
alinmalidir (Civelek, vd., 1978). Buna gore ¢oziim,

G, (s
g,(s)= ](13
1-s;
(150)
G, (s,
8.(s;)= 2(~.,)
1-s;

seklinde alimir ve uygun Chebyshev polinomlari kullanilirsa, gerekli islemlerden sonra
(142-143) ve (148-149) ifadeleri asagidaki cebrik denklem takimina donigturiiliirler.
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icil: 1 +iK1(w1j’sli)}Gl(si)

o [ Sa Wy h (151)
c=b¥ g G,(5,) =0
+_2‘}'1_‘22 K, (w,5,)G,(s5) =
1 i=
a n
‘l‘l—zciKs(szasn)Gl(sn)
1 i=l
(152)
L 1 c-b G
+ Y C. + K, (w,;,8, $y)=—
3 ,in_wzj KO 2)]62(2) T~
a < 1
256G (y=t 153
hlg 1( 11) T ( )
c_bn—l
—>» G,(s,)=0 154
2h1 ; 2( 21) ( )
Bu ifadelerde,
C,=C, =—1 C =—— i=2,.,n-I
2n-2 n-1
i-1 ) . -1 ) .
s“zcos(;l;—_ll_n) i=1..n wljzcos[zzi_znj j=L..,n-1 (155)
S,, =CO —I;I-KJ i=2,..n-1 W,; =COS ZJ_IRJ ji=lL..,n-1
n—1 2n-2

seklinde tammhidirlar. (151-154) ifadeleri 2n bilinmeyenli 2n denklemden olusan bir cebrik
denklem sistemi meydana getirirler. Agilma bdlgesinin u¢ noktalari olan b ve ¢
bilinmeyenleri nedeniyle iteratif ¢6ziime ihtiyag vardir. Once b ve ¢ degerleri b<x_ <¢
olacak sekilde segilerek (151-152) denklem takimi ¢oziilir. Burada elde edilen G,(s;;) ve
G,(s,) degerleri (153-154) ifadelerinde yazilarak bu sartlarin saglamp saglanmadigt
kontrol edilir. Eger sartlar saglanmiyorsa, x ekseni boyunca ilk ayrilma noktas: arada

kalacak sekilde saga veya sola kaydiriimak suretiyle elde edilen yeni b ve ¢ degerleri igin

aym islemler tekrarlanarak (153-154) sartlar1 saglanincaya kadar iterasyona devam edilir.
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2. 3. 4. Ara Yiizeydeki Degme Gerilmesi Yayihsi

Integral denklemlerin ¢6ziimiinden sonra, ara yiizeydeki degme gerilmesi yayilis1,

o, h, _1. 4,
> A,+G—-[l 8151 K( s,
(156)
PAa Ly o) — Pk, sy s
G wh B0 X T,
2
h,
ifadesinden yararlanilarak elde edilir. Bu ifade, Chebyshev polinomlan kullanlarak,
o,h 1 As a <
ZIy, l x é h, l_zlcnKs( »8)G, (5)
157
A, 1 c-b X 4sn
+ G Zci - + 2h K4(h_,szi) 2(82:)
i=2 s2i__ 1 1
h,

sekline donigtiriilir. Bu ifade yardimiyla ara yiizeyde kritik yiikten biyiik yiikler igin

degme gerilmesi dagilimu kolayca elde edilebilir.

2. 3. §. Ara Yiizeydeki A¢ilma Miktan

Aynlma bolgesindeki agilma miktari ise,
vi(%,0) v, (x,0) = v (x,0) = [ o(t)dt (158)
seklinde yazilir. Daha 6nce tammlanan boyutsuz buyiikliiklerin kullanilmasiyla ifade,

V‘ll;y c-b
= ,(k)dk 159
b= 3 [ 800 (159)
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seklinde yeniden yazilabilir. Bu ifadede,

t=c—bk+c+b c—br c+b
2 2

Lot 160
2 2 (160)

olarak tamimlanmiglardir. Uygun Chebyshev polinomlars yardimiyla (159) ifadesi,

Vi, c-by .
— ) C.G,(k. i=2,..,n-1 161
P 2n, JZZ: iGa(k;y) (161)

sekline doniigtiiriliir. Bu ifadede,

k, =cos(1—_lrc) j=2,..,n-1 I, =cos( 2 -1 m| i=1l...,n (162)
n-1 2n—-2

olarak tamimlidir.



3. BULGULAR ve iIRDELEME

3. 1. Giris

Rijit dikdortgen bir blok aracilifiyla iist yiizeyinden sikigtirilan iki elastik seritten
olusan tabakali elastik ortamda siirekli ve siireksiz degme problemleri ele almmugtir.
Diizlem gerilme halinde, blok genisligi, tabaka yiiksekligi, malzeme 6zellikleri ve dis yiike
bagli olarak, blok altindaki defme gerilmesi yayiligi, tabakalar arasinda ilk ayrilmay:
baglatan kritik yitkk degeri ve ilk ayrilma uzakligi, kritik yikiin agplmasi durumunda
tabakalar arasinda meydana gelen ayrilma bolgesinin biytikligi, agilma miktan ve her iki
problem i¢in tabakalann ara yiizeyindeki degme gerilmesi yayilisi incelenmis ve sayisal
sonuglar sunulmustur.

Sayisal hesaplamalarda kullamlan malzemelerin elastik o6zellikleri Tablo 1’de
verilmistir. Burada, 1 ve 2 nolu malzemelerin izotropiye yakin 6zellikte olduklar goriiliir.
Bu tezdeki formiilasyon ortotrop malzeme igin verilmig olmasina ragmen, 1 ve 2 nolu
malzemeler kullamlarak izotrop malzeme durumu yaklasik olarak temsil edilebilmektedir
(Delale ve Erdogan, 1976; 1978). Bu kabuliin dogrulugunu kontrol etmek igin, izotrop
bilesik tabaka halinde yiikseklik oram ¢ok kiigiik alinmak suretiyle (h, /h, = 0.0001) alt
tabaka elastik yarim diizleme gotirilmiiy ve elde edilen sonuglar, Cakiroglu (1979)
tarafindan ¢oziilen elastik zemine oturan gerit probleminin sonuglaniyla karsilagtinlmigtir.
Sonuglarin birbirleriyle uyumlu olduklar1 goriilmigtiir. Bu nedenle, ¢aligmanin bundan

sonraki kisimlarinda, 1 ve 2 nolu malzemelerden izotrop malzeme geklinde bahsedilecektir.

Tablo 1. Calismada kullamlan malzemelerin elastik 6zellikleri (Delale ve
Erdogan, 1976; 1978).

Malzeme No E,(GPa)  E,(GPa) M, (GPa) Vi
1 154.770 155.830 59.680 0.300
2 30.340 31.030 10.830 0.400
3 138.000 8.960 7.100 0.300
4 203.000 11.200 8.400 0.320
5 181.000 10.300 7.170 0.280
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Bu tezde amag, malzeme ortotropisinin etkilerinin aragtinlmasidir. Problemin

formiilasyonunda elastik 6zellikler, B,, B,, B; boyutsuz biiytiklikleri seklinde kargimiza

¢ikmaktadirlar. Bu biyiiklikler diizlem gerilme halinde,

B, = E, -5 B, =1+v,B 163
l—uxy(l—vxyvyx) Bz‘ﬁ& 3~ VP2 ( )

seklinde yazilabilir. Ifadelere dikkat edilecek olursa, B, ve B, biiyiklikleri, E /E, ve
v,, degerlerine bagh olarak B, cinsinden ifade edilebilmektedir. Caliymada kullamlan
malzemeler igin B,, E,/E, ve v, degerleri Tablo 2°de verilmistir. Tabloya dikkat
edilirse, ortotrop malzemeler E /E, ve v, degerleri yaklagk aym olacak sekilde
secilmis ve boylece, B, ve B, degerlerinin yaklagtk olarak aym kalmasi saglanmgtir.
Dolayisiyla, ¢alismada B;/B] ve w,, /Uy, oranlarindaki degisimin etkileri incelenmistir.

Tablo 2. Calismada kullamlan malzemeler igin B,, v, ve E, /Ex degerleri

Malzeme No B, E /E, Ve
1 2.8517 1.0068 0.300
2 3.3496 1.0227 0.400
3 19.5509 0.0649 0.300
4 24.3040 0.0552 0.320
5 253572 0.0569 0.280

Sayisal analizler, Tablo 3’te verilen malzeme kombinasyonlar1 kullamlarak
yapilmigtir. Bu malzeme kombinasyonlarinin se¢iminde Tablo 2’de verilen buyikliiklerin
yam sira, tabakalarin kayma modiillerinin birbiriyle olan oranindan da faydalanilmigtir. Bu
malzeme kombinasyonlari Tablo 4’te goriildiigi sekilde gruplandirilarak irdelemeler
yaptimigtir, Burada, 1. Grup izotrop, II. Grup ise ortotrop bilesik tabakalardan
olugmaktadir. Bu iki malzeme grubu sayesinde izotrop ve ortotrop bilesik tabakalarda
malzeme o6zellikleri digindaki diger parametrelerin (blok genisligi, yikseklik oram, dig
yitk) etkileri hakkinda genel bir fikir sahibi olunmaya ¢ahsilmigtir. Diger malzeme

kombinasyonlar ise malzeme 6zelliklerinin etkilerinin aragtirniimasi igin kullanilmugtir. I
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Grup malzeme kombinasyonlar, alt tabaka izotrop ve sabitken iist tabaka ortotrop olarak
degistirilmek suretiyle elde edilmistir. IV. Grup malzeme kombinasyonlar ise iist tabaka
izotrop ve sabitken alt tabaka ortotrop olarak degistirilerek elde edilmistir. V. ve VII. Grup
malzeme kombinasyonlarinda alt tabaka ortotrop ve sabitken ist tabaka izotrop olarak
degistirilmigtir. VI. ve VIII. Grup malzeme kombinasyonlarinda ise bu kez st tabaka
ortotrop ve sabitken alt tabaka izotrop olarak degistirilmigtir. Boylece ortotropinin etkileri
hakkinda bir fikir sahibi olunmaya galigilmugtir.

Tablo 3. Caligmada kullanilan malzeme kombinasyonlar

No 1. Tabaka 2.Tabaka  B;/B] Wy iy
Ml 2 2 1.0000 1.0000
M2 1 2 0.8514 5.5106
M3 2 1 1.1746 0.1815
M4 3 3 1.0000 1.0000
M5 3 2 5.8368 0.6556
Meé 4 2 7.2558 0.7756
M7 5 2 7.5700 0.6620
M8 2 3 0.1713 1.5253
M9 2 4 0.1378 1.2893
MI0 2 5 0.1321 1.5105
Mil1 4 4 1.0000 1.0000
Mi2 1 4 0.1173 7.1045
M13 4 1 8.5252 0.1408
Mil4 5 5 1.0000 1.0000
M15 1 5 0.1125 8.3236
M16 5 1 8.8889 0.1201

Tablo 4. Kullanilan malzeme kombinasyonu gruplan

Grup No Malzeme kombinasyonlarn

I M1, M2, M3

I M4, M14

I M1, M5, M6, M7
v M1, M8, M9, M10
\% M9, M11, M12
VI M6, M11, M13
VII M10, M14, M15

VIII M7, M14, M16
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Blok genisligi, tabaka yiiksekligi ve malzeme Ozelliklerine baglt olarak blok altindaki
degme gerilmesi yayihy, ilk ayriima uzakhif: ve kritik ayrilma yuki, kritik yikten biyik
yilk degerleri i¢in aynlma bolgesinin baglangic ve bitis noktalan, agilma miktan ve
tabakalarin ara yiizeyindeki gerilme yayiligina ait elde edilen sayisal sonuglar tablo ve
grafiklerle sunularak, gerekli irdelemeler yapilmugtir.

3. 2. Blok Altindaki Degme Gerilmesi Yayihsi

Bu kisimda, blok altindaki degme gerilmesi yayiligi ile ilgili bulgular sunulmugtur.
Degme gerilmesi yerine p(x)h,/P seklinde alinan boyutsuz degerin hem sirekli degme
hem de siireksiz degme problemleri i¢in ayni oldugu goriilmigtiir.

Sekil 3 ve 4’te sirasiyla izotrop (M1) ve ortotrop (M4) bilesik tabakalar igin,
h,/h, =10 ve p /u;, =10 olmak izere, defme gerilmesinin blok genislifine bagh
olarak dagilim verilmigtir. Goriildiigi iizere, blok genisligi a/h, arttikga boyutsuz degme
gerilmesi p(x)h, /P azalmaktadir. Degme gerilmesi blok kenarlarinda hizla artmaktadir.

Bu durum, integral denklemden de goriilecegi tizere, blok kenarlarinin gerilme igin tekil
noktalar olmasindan kaynaklanmaktadir. Burada, boyutsuz degme gerilmesinin diy ytikten
bagimsiz olup sadece blok genigligine bagh olduguna dikkat etmek gerekir. Gerilmeler,
blok genisliginin a/h, <1 degerleri igin kenarlardan ortaya dogru azalarak yayilirken,
a/h, >1 degerleri igin kenarlardan ortaya dogru once azalmakta, sonra bir miktar arti

gostermektedir.
Sekil 5 ve 6’da sirastyla izotrop (M1) ve ortotrop (M4) bilesik tabakalar igin,
a/h; =1.0 ve p /u; =10 olmak iizere, boyutsuz degme gerilmesinin tabakalarin

yiikseklik oram ile olan iligkisi verilmigtir. Gériilecegi uizere, h, /h, azaldikga, yani alttaki
tabaka elastik yanm diizleme yaklagtikca (h, - ), degme gerilmesi p(x)h,/P

azalmaktadir.
Sekil 7°de izotrop bilesik tabakada a/h, =1.0 ve h,/h, =1.0 olmak iizere I. Grup

malzeme kombinasyonlan igin defme gerilmesinin p /u; kayma moditleri oranina
bagl olarak degisimi gorilmektedir. . /u; arttik¢a, boyutsuz defme gerilmesi

p(x)h, /P kenarlarda artmakta, orta bolgede ise azalmaktadir.
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0-00 I I I j T ] T
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

x/a

Sekil 3. Izotrop bilesik tabakada a/h, blok genisligine bagli olarak blok
altindaki degme gerilmesi yayihgi (h, /h, =1.0, p /uj =1.0)

3.00
—&S— 025
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—O—
_
2.00 P — A :
p(x)h,
P
1.00 —
jLL
0.00 M '[: TT,%J? ,
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
x/a

Sekil 4. Ortotrop bilegik tabakada a/h, blok genisligine baghi olarak blok
altindaki degme gerilmesi yayilist (h, /h, =1.0, p; /ul =1.0)
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0.80

0.00 T ‘[ T | 1 ‘ T
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00

x/a

Sekil 5. I[zotrop bilesik tabakada h, /h, yitkseklik oranina baglt olarak blok
altindaki degme gerilmesi yayiligt (a/h, =1.0, ) /u; =1.0)

0.60
0.40
p(x)h,
P
020 —&— 1.00
——@'— 0.50
§ —A— 025
0‘00 1 [ T l 1 [ T
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
x/a

Sekil 6. Ortotrop bilesik tabakada h, /h, yiikseklik oranina bagli olarak blok
altindaki degme gerilmesi yayihst (a/h, =1.0, p /u7 =1.0)
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Sekil 7. Izotrop bilesik tabakada /My kayma modilleri oranna bagli
olarak blok altindaki degme gerilmesi yayihst (a/h, =1.0,
h,/h, =1.0)

Tablo 4’teki difer malzeme kombinasyonlan i¢in degme gerilmesi yayiligt iizerine
yapilan incelemelerde, gerilmelerin birbirlerine ¢ok yakin degerler almasi nedeniyle bu
degerlerin tablolar halinde verilmesi uygun gériilmiigtir.

Tablo 5’te III. Grup, Tablo 6°da IV. Grup malzeme kombinasyonlar i¢in a/h, =1.0,
h,/h, =1.0 olmasi durumunda, blok altinda elde edilen boyutsuz defme gerilmesi
degerleri verilmistir. ITIl. Gruptaki bilegik tabakalann hepsinde alttaki, I'V. Gruptaki bilesik
tabakalarin hepsinde ise iistteki tabaka 2 nolu malzeme (izotrop) olarak alinmigtir. M1
izotrop bilesik tabaka halini temsil etmektedir. Tablo 5 ve Tablo 6’ya dikkat edilirse,
malzeme kombinasyonlarinin verilen siralamasi igin (soldan saga dogru), degme gerilmesi
degerlerinin, degme bolgesinin orta kisimlarinda arttif1, kenarlaninda ise azaldifi goriliir.
Bu, daha once Sekil 7°de verilen izotrop bilegik tabaka haline ait degme gerilmesi-kayma
modiilii oram iligkisinin aynisidir. Tablolarda verilen malzeme kombinasyonlar1 igin sol
stitundan saga dogru kayma modiilii oran1 azalmakta ve izotrop bilesik tabaka hali igin elde
edilen sonu¢ burada da gegerli olmaktadir. Dolayisiyla, ortotrop malzemede de degme

gerilmeleri tizerinde ) /uy, kayma modili oraninin digerlerine gore en etkili parametre
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oldugu soylenebilir. Gerilme degerlerinin birbirine ¢ok yakin gikmast da, verilen malzeme
kombinasyonlar1 i¢in kayma modilii oranlarimin  birbirine yakin  olmasindan
kaynaklanmaktadir.

Tablo 7°de V. Grup, Tablo 8’de VI. Grup malzeme kombinasyonlar i¢in a/h, =1.0,
h,/h, =10 olmasi durumunda, blok altinda elde edilen boyutsuz degme gerilmesi
degerleri verilmigtir. V. Gruptaki bilesik tabakalarin hepsinde alttaki, VI. Gruptaki bilegik
tabakalarin hepsinde ise ustteki tabaka 4 nolu (ortotrop) malzemedir. M11 ortotrop bilesik
tabaka halini temsil etmektedir. Bu tablolardan da degme gerilmelerinin soldan saga dogru
gidildikge, degme bolgesinin orta kisimlarinda artma, kenar kisimlaninda ise azalma
gosterdifi gorilmektedir. Kayma modili oram ise soldan safa dogru gidildikge
azalmaktadir. Yukaridaki paragrafta soylenildigi gibi bu tablolardan da degme gerilmesi
tizerinde p., / uy, kayma modili orammn etkili oldugu agikca goriilmektedir. Burada ele
ahnan bilegik tabakalar igin kayma modili oramindaki degisimin daha fazla olmas:
(ozellikle Tablo 7°deki bilegik tabakalar igin), degme gerilmelerinde de aym sekilde
degisimin fazla olmasina yol agmugtir.

Tablo 9°da VIIL. Grup, Tablo 10°da ise VIII. Grup malzeme kombinasyonlan igin
a/h, =1.0, h;/h, =1.0 olmast durumunda, blok altindaki boyutsuz degme gerilmesi
degerleri verilmigtir. V. Gruptaki bilesik tabakalarin hepsinde alttaki, VI. Gruptaki bilesik
tabakalarin hepsinde ise iistteki tabaka 6 nolu (ortotrop) malzemedir. M14 ortotrop bilegik
tabaka halini temsil etmektedir. Yukanidaki iki paragrafia soylenildigi gibi bu tablolardan
da degme gerilmesinin ) /u; kayma modili oramndaki degisimden daha fazla

etkilendigi goriilmektedir.
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Tablo 5. III. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in blok altindaki degme
gerilmesi degerlerinin kargilagtinimas

x/a M1 M6 MS5 M7

1.0000

0.9864 1.7866 1.7224 1.7122 1.7036
0.8795 0.6378 0.6246 0.6224 0.6205
0.7891 0.5062 0.5016 0.5008 0.5000
0.6773 0.4339 0.4354 0.4355 0.4356
0.5469 0.3916 0.3974 0.3982 0.3989
0.4017 0.3668 03754 0.3767 0.3779
0.2455 0.3532 0.3632 0.3649 0.3664
0.0826 0.3472 0.3578 0.3597 0.3613
-0.0826 0.3472 0.3578 0.3597 0.3613
-0.24355 0.3532 0.3632 0.3649 0.3664
-0.4017 0.3668 0.3754 0.3767 0.3779
-0.5469 0.3916 0.3974 0.3982 0.3989
-0.6773 0.4339 0.4354 0.4355 0.4356
-0.7891 0.5062 0.5016 0.5008 0.5000
-0.8795 0.6378 0.6246 0.6224 0.6205
-0.9864 1.7866 1.7224 1.7122 1.7036
-1.0000

Tablo 6. IV. Grup malzeme kombinasyonlan igin blok altindaki degme
gerilmesi degerlerinin kargilagtirilmasi

x/a M8 MI10 M9 M1

1.0000

0.9864 22715 2.2038 2.1588 1.7866
0.8795 0.7389 0.7251 0.7158 0.6378
0.7891 0.5435 0.5385 0.5353 0.5062
0.6773 0.4264 0.4277 0.4285 0.4339
0.5469 0.3512 0.3570 0.3608 0.3916
0.4017 0.3029 03118 0.3177 0.3668
0.2455 0.2741 0.2850 0.2922 0.3532
0.0826 0.2607 0.2725 0.2803 0.3472
-0.0826 0.2607 0.2725 0.2803 0.3472
-0.2455 0.2741 0.2850 0.2922 0.3532
-0.4017 0.3029 0.3118 0.3177 0.3668
-0.5469 0.3512 0.3570 0.3608 0.3916
-0.6773 0.4264 0.4277 0.4285 0.4339
-0.7891 0.5435 0.5385 0.5353 0.5062
-0.8795 0.7389 0.7251 0.7158 0.6378
-0.9864 2.2715 2.2038 2.1588 1.7866
-1.0000
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Tablo 7. V. Grup malzeme kombinasyonlar igin blok altindaki degme
gerilmesi degerlerinin kargilastiriimasi

Xx/a Mi2 M9 Mill

1.0000

0.9864 3.2690 2.1588 1.8548
0.8795 0.9366 0.7158 0.6529
0.7891 0.6098 0.5353 0.5127
0.6773 0.4034 0.4285 0.4341
0.5469 0.2654 0.3608 0.3868
0.4017 0.1745 0.3177 0.3578
0.2455 0.1196 0.2922 0.3409
0.0826 0.0939 0.2803 0.3331
-0.0826 0.0939 0.2803 0.3331
-0.2455 0.1196 0.2922 0.3409
-0.4017 0.1745 0.3177 0.3578
-0.5469 0.2654 0.3608 0.3868
-0.6773 0.4034 0.4285 0.4341
-0.7891 0.6098 0.5353 0.5127
-0.8795 0.9366 0.7158 0.6529
-0.9864 3.2690 2.1588 1.8548
-1.0000

Tablo 8. VI. Grup malzeme kombinasyonlan igin blok altindaki
degme gerilmesi degerlerinin kargilagtinilmasi

x/a Mil M6 M13

1.0000

0.9864 1.8548 1.7224 1.6467
0.8795 0.6529 0.6246 0.6081
0.7891 0.5127 0.5016 0.4951
0.6773 0.4341 0.4354 0.4360
0.5469 0.3868 0.3974 0.4035
0.4017 0.3578 0.3754 0.3855
0.2455 0.3409 0.3632 0.3761
0.0826 0.3331 0.3578 0.3721
-0.0826 0.3331 0.3578 0.3721
-0.2455 0.3409 0.3632 0.3761
-0.4017 0.3578 0.3754 0.3855
-0.5469 0.3868 0.3974 0.4035
-0.6773 0.4341 0.4354 0.4360
-0.7891 0.5127 0.5016 0.4951
-0.8795 0.6529 0.6246 0.6081
-0.9864 1.8548 1.7224 1.6467
-1.0000
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Tablo 9. VII. Grup malzeme kombinasyonlar: igin blok altindaki
degme gerilmesi degerlerinin kargilastiriimasi

x/a M15 M10 M14

1.0000

0.9864 3.3504 2.2038 1.8464
0.8795 0.9523 0.7251 0.6511
0.7891 0.6148 0.5385 0.5120
0.6773 0.4012 0.4277 0.4342
0.5469 0.2583 0.3570 0.3875
0.4017 0.1641 0.3118 0.3589
0.2455 0.1072 0.2850 0.3423
0.0826 0.0807 0.2725 0.3347
-0.0826 0.0807 0.2725 0.3347
-0.2455 0.1072 0.2850 0.3423
-0.4017 0.1641 0.3118 0.3589
-0.5469 0.2583 0.3570 0.3875
-0.6773 0.4012 0.4277 0.4342
-0.7891 0.6148 0.5385 0.5120
-0.8795 0.9523 0.7251 0.6511
-0.9864 3.3505 2.2038 1.8464
-1.0000

Tablo 10. VIII. Grup malzeme kombinasyonlari igin blok altindaki
degme gerilmesi degerlerinin kargilagtiriimasi

x/a Mi14 M7 MI16

1.0000

0.9864 1.8464 1.7036 1.6319
0.8795 0.6511 0.6205 0.6049
0.7891 0.5120 0.5000 0.4938
0.6773 0.4342 0.4356 0.4361
0.5469 0.3875 0.3989 0.4047
0.4017 0.3589 0.3779 0.3875
0.2455 0.3423 0.3664 0.3786
0.0826 0.3347 0.3613 0.3749
-0.0826 0.3347 0.3613 0.3749
-0.2455 0.3423 0.3664 0.3786
-0.4017 0.3589 0.3779 0.3875
-0.5469 0.3875 0.3989 0.4047
-0.6773 0.4342 0.4356 0.4361
-0.7891 0.5120 0.5000 0.4938
-0.8795 0.6511 0.6205 0.6049
-0.9864 1.8464 1.7036 1.6319
-1.0000
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3. 3. Ik Aynima Uzakhg ve Kritik Ayrilma Yiikii

Bilesik tabakada, tabakalarin ara yiizeyinde ilk aynlmay: baslatan kritik yik ve ilk
ayrilma uzaklify ile ilgili bulgular bu kisimda sunutmustur.
Izotrop bilesik tabakada My /p.,’:y =1.0 olmak iizere gesitli h, /h, oranlan igin ilk

ayrilma uzakli1 ve kritik ayrilma yiikiiniin blok genisligi ile degisimi sirasiyla Sekil 8 ve
Sekil 9°da verilmigtir. Yiikseklik oramt h, /h, azaldik¢a, yani alt tabaka yar1 sonsuz
diizleme yaklastik¢a, ilk ayrilma uzakligi ve kritik ayrilma yiikii artmaktadir. Ayrica, blok
genigligi arttikga, ilk ayrlma uzaklif: ve kritik ayrlma yikinin arttifi gekillerden
goriilmektedir.

Ortotrop bilesik tabakada n, /u; =1.0 olmak iizere, h, /h, oranina bagh olarak ilk
ayrilma uzakligi ve kritik ayrilma yiikiiniin blok genigligi ile degisimi Sekil 10 ve Sekil
11°de M4, Sekil 12 ve Sekil 13°te ise M14 malzeme kombinasyonlar i¢in verilmigtir. Bu
sekillerden de, yukarida izotrop bilesik tabaka halinde oldugu gibi, h, /h, azaldik¢a veya
blok genigligi arttik¢a ilk ayrilma uzaklif1 ve kritik ayrilma yiikiintin arttif1 gorilmektedir.
Ortotrop bilegik tabakalar igin elde edilen sonuglar kendi aralarinda kargilastirildiginda,
M4 bilesik tabakasi iin elde edilen ilk ayriima uzaklig: ve kritik ayrilma yiikii degerlerinin
M14 bilesik tabakast igin elde edilenlerden daha kiigiik oldugu gériiliir. M4 bilegik tabakasi
3 nolu, M14 bilesik tabakasi ise 5 nolu ortotrop malzemelerden olugmaktadir. Bu
malzemeler i¢in kayma modilii ve Poisson oranlan yaklagtk olarak aymidir. 3 nolu

malzemenin E, ve E, degerleri 5 nolu malzemeninkinden kiigiik olup, 6zellikle E, ’teki

degisimin daha fazla oldugu Tablo 1’den goriilmektedir. Bu nedenle, E, elastisite modili
kiiciik olan bilesik tabaka igin daha kiigiik ilk ayrilma uzakhigt ve kritik ayrilma yiiki

degerleri elde edildigi soylenebilir.
Sekil 14 ve Sekil 15°te h,/h, =10 olmak uzere izotrop bilegik tabakada

W, /iy, kayma modilleri oramina bagl olarak, swrasiyla ilk aynlma uzaklifi ve kritik
ayrilma yiikiiniin blok genisligi ile degisimi gorilmektedir. p /uy arttikga, yani ist
tabaka rijitlestikge, hem ilk ayrilma uzakligt hem de kritik ayrilma yiika artmaktadir.

Sekil 16 ve Sekil 17°de III. Grup malzeme kombinasyonlar igin h, /h, =1 olmak

tizere ilk ayrilma uzakhig: ve kritik ayrilma yiitkiiniin blok genisligi ile degisimi sirasiyla

verilmistir. Bilesik tabakalan olusturan seritlerin ara yiizeyinde sirtiinme olmadig: igin,
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ayrilmanin baglamas1 daha ¢ok st tabakanin yaptig1 deformasyonla iigili bir durumdur.
Dolayistyla, burada iist tabakanin elastik 6zellikleri 6nem kazanmaktadir. ITI. Grup bilesik
tabakalarinda, temel tabakasi hi¢ degigmeyip ustteki tabaka degismektedir. Sekil 16’daki
egrilerin  MI<M5<M7<M6 seklinde siralandifn  gorillmektedir. Bu  malzeme
kombinasyonlarini olusturan ist tabakalarin E, degerine gore bir siralama yapildiginda,
efirilerle aym siralama elde edilmektedir. Buna gore, temel tabakasi sabitken st
tabakalarin ortotrop olarak degistirilmesi durumunda, bu tabakalara ait E, degeri arttikga
ilk ayrilma uzakhiimin da artti1 sonucuna ulasilabilir. Daha once Sekil 10 ve Sekil 12°nin
birlikte degerlendirilmesi sirasinda da ayn1 sonuca ulagitmugti. Sekil 17°den, kritik ayrilma
yiukii i¢in egrilerin MI<MS<M6<M7 seklinde siralandif goriiliir. Malzeme
kombinasyonlari B;/B; oranina gére aym siralamaya sahip olduklarindan, B;/B] oram
arttikca kritik ayrilma yiiki de artar denilebilir.

Sekil 18 ve Sekil 19°da IV. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in h, /h, =1 olmak
iizere ilk aynlma uzaklhig1 ve kritik ayrilma yikiiniin blok genisligi ile degisimi sirasiyla
verilmigtir. Bu malzeme kombinasyonlari grubu igin ustteki tabaka izotrop olup hig
degistirilmemekte, alttaki tabakalar ise siwrasiyla izotrop ve ortotrop olarak
degistirilmektedirler. Sekil 18’de, ilk aynlma uzakligi igin verilen egrilerin kayma
modiilleri oram siralamasina (M1<M9<M10<M8) uygun bir gekilde swralandiklan
gorilmektedir. Dolayisiyla, Gst tabaka sabitken alt tabakamin degistirilmesi durumunda,
W,y /Uy, kayma modilleri oram arttikea, ilk ayrilma uzakhif: da artar denilebilir. $ekilde
izotrop-ortotrop bilesik tabakalar i¢in egrilen birbirlerine yakin olmasi, bu malzeme
kombinasyonlart igin u; /u; oranlarinin yakin olmasindan kaynaklanmaktadir. $ekil
19°dan, kritik aynlma yikii igin verilen egrilerin B]/B] oranmna uygun bir sekilde
siralandiklan gérillmektedir. M8, M9 ve M10 bilesik tabakalarina ait egrilerin birbirlerine
yakin ¢ikmasi, bu malzeme kombinasyonlan i¢in B;/B; degerlerinin yakin olmasindan

kaynaklanmaktadir.

Sekil 20 ve Sekil 21°de V. Grup malzeme kombinasyonlar igin ve Sekil 24 ve Sekil
25’te VII. Grup malzeme kombinasyonlari igin h, /h, =1 olmak iizere ilk ayrniima uzakhig:
ve kritik ayrilma yiikiiniin blok genigligi ile degisimi sirasiyla verilmistir. Bu malzeme
kombinasyonlar igin alt tabaka ortotrop olup hep ayni kalmakta, iist tabakalar ise sirasiyla
ortotrop ve izotrop olarak degismektedir. Ik ayrilma uzaklig: ile ilgili egriler her iki grup
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bilesik tabakalar igin de, st tabakanmin E_ degerine gore yapilan siralamaya uygun ekilde
dizilmiglerdir. Buradan, daha 6nce de ifade edildigi gibi, ust tabakanin E_ degeri arttikga
ilk aynima uzakliginin arttift soylenebilir. f;/B] orammna gore V. Gruptaki malzeme
kombinasyonlart M12<M9<M11 seklinde, VII. Gruptaki malzeme kombinasyonlart ise
M15<M10<M14 seklinde siralanmaktadirlar. Bu siralamalann Sekil 21 ve Sekil 25°teki
egrilerin diziligine uygun oldugu gorilmektedir. Buna gore kritik ayrilma yikii, B;/B]
oram arttikga artmaktadir.

Sekil 22 ve Sekil 23’te V1. Grup malzeme kombinasyonlar igin ve Sekil 26 ve Sekil
27°de VIII. Grup malzeme kombinasyonlart igin h,/h, =1 olmak izere ilk aynima
uzaklif ve kritik ayrilma yiikiniin blok genigligi ile degigimi sirasiyla verilmigtir. Bu iki
gruptaki bilegik tabakalar igin {ist tabaka ortotrop olup hep ayni kalmakta, alt tabaka ise
degistirilmektedir. p, /u7, kayma modili oramna gore siralama VI. Gruptaki malzeme
kombinasyonlar1 i¢in MI13<M6<M11 seklinde ve VII. Gruptaki malzeme
kombinasyonlan i¢in ise M16<M7<M14 seklindedir. Sekil 22 ve Sekil 26’dan ilk ayrilma
uzakhigi icin verilen efrilerin bu siralamaya uyduklan gorilmektedir. Dolayisiyla,
Wy, /uy, arttikca ilk aynlma uzakhig artmaktadir. B]/B; oramna gore VI. Gruptaki
malzeme kombinasyonlan MI11<M6<M13 seklinde, VIII. Gruptaki malzeme
kombinasyonlan ise M14<M7<M16 seklinde siralanmaktadirlar. Bu siralamalarin Sekil 22
ve Sekil 27°deki kritik aynlma yiiki ile ilgili verilen egrilerin diziligine uygun oldugu
gorilmektedir. Buna goére kritik ayrilma yiikiiniin B]/B7 oram arttik¢a artis gosterdigi

soylenebilir.
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Sekil 8. Izotrop bilesik tabakada gesitli h,/h, degerleri igin ilk ayrilma
uzakhginmn blok genisligi ile degigimi (u;, /u;, =1.0)
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Sekil 9. Izotrop bilesik tabakada gesitli h, /h, degerleri igin kritik ayrilma
1 2
yikiiniin blok genisligi ile degisimi (u, /u;, =1.0)
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Sekil 10. M4 ortotrop bilegik tabakasinda gesitli h, /h, degerleri igin ilk
ayrilma uzakhiginin blok genisligi ile degisimi (u, /uy, =1.0)
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Sekil 11. M4 ortotrop bilegik tabakasinda ¢esitli h /h, degerleri kritik
ayrilma yukuniin blok genisligi ile degigimi (ny, /uy, =1.0)

-
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Sekil 12. M14 ortotrop bilegik tabakasinda gesitli h,/h, degerleri igin ilk
ayrilma uzakliginin blok genisligi ile degisimi (u., / uy, =1.0)
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Sekil 13. M14 ortotrop bilesik tabakasinda gesitli h, /h, degerleri igin kritik
ayrilma yukiniin blok genisligi ile degisimi (u}, / Hy =1.0)
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Sekil 14. Izotrop bilesik tabakada gesitli p /uy kayma modili oranlan iin
ilk ayrilma uzaklifinin blok genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 15. Izotrop bilesik tabakada gesitli p), / uy, kayma modilii oranlar igin

kritik ayrilma yiikiiniin blok genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 16. II. Grup malzeme kombinasyonlar igin ilk ayrilma uzakhifinin blok
genisligi ile degigimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 17. III. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in kritik ayrilma yiikiiniin blok
genisligi ile degigimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 18. IV. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in ilk ayrilma uzakhinin blok
genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 19. IV. Grup malzeme kombinasyonlar: i¢in kritik ayrilma yiikiiniin
blok genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)



10.00

8.00

6.00 —

w6
= |ﬂ
A L
\\ R
[\

4.00 —
< —O— M
2.00 e Mil
. —‘E_ Mi2
O-OO T r T l T T T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
a/h,

Sekil 20. V. Grup malzeme kombinasyonlan igin ilk aynima uzakhmin blok
genigligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 21. V. Grup malzeme kombinasyonlari i¢in kritik ayrilma yiiktiniin blok
genigligi ile degigimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 22. VI. Grup malzeme kombinasyonlart igin ilk ayrilma uzakhgmin blok
genigligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 23. VI. Grup malzeme kombinasyonlan igin kritik ayrima yiikiinin
blok genisligi ile degigimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 24. VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin ilk ayrilma uzakligimin
blok genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 25. VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin kritik aynlma yiikintn
blok genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 26. VIIL. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in ilk ayrilma uzaklifinin
blok genisligi ile degisimi (h, /h, =1.0)
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Sekil 27. VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin kritik ayrilma yikiniin
blok genisligi ile degisimi (h,/h, =1.0)
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3. 4. Ayrnlma Bélgesi

Bu bélimde, tabakalarin ara yiizeyinde kritik yiikten bityiik yikler i¢in meydana
gelen ayrilma (agtlma) bolgesini tanimlayan b/h, agilma, c¢/h, kapanma noktalar1 ve
(c—b)/h, aynima uzunluguna ait bulgular sunulmugtur. Grafiklerde kesikli ¢izgiler ile
ayrilma bolgesinin uzunlugu (c—b)/h, gosterilmistir.

h,/h, =10 ve p /u; =10 olmak izere a/h, blok genislifine baglh olarak
ayrilma bolgesinin yiik ile degisimi Sekil 28’de izotrop, Sekil 29°da ise ortotrop bilesik
tabaka igin verilmigtir. Her iki grafikten de yiik arttikca aynima bélgesinin biyidigi
gorilmektedir. Ay yiik degeri igin, blok genisligi arttikga daha kiigtik bir ayrilma bolgesi
meydana gelmektedir. Ayrica grafiklerden blok genisligi arttik¢a ilk ayrilma uzakligs ve
kritik ayrilma yiikiiniin de arttifz goriilmektedir.

Sekil 30’da izotrop, Sekil 31°de ortotrop bilesik tabaka igin a/h, =1.0 ve
My /Uy, =1.0 olmak iizere h,/h, tabaka yikseklik oramina bagli olarak ayriima
bolgesinin yiik ile degisimi verilmigtir. h, /h, azaldikga, yani alttaki tabaka elastik yarim
diizleme yaklastikga, ayrilma bolgesi kiigiilmektedir. Ayrica grafiklerden h, /h, azaldik¢a
ilk ayrilma uzaklig: ve kritik ayrnilma yiiktintin arttif1 da gérilmektedir.

Sekil 32°de izotrop bilegik tabakada a/h, =1 ve h,/h, =1 olmak iizere cesitli
W, /uy, kayma modili oram deferleri i¢in aynlma bélgesinin yik ile degisimi
verilmigtir. W) /u, kayma modili oram arttikga, yani Gstteki tabaka alttakine gore daha
rijitlestikge, ayrilma bolgesinin uzunlugu da artmaktadir. Yine bu grafikten ilk aynima
uzakhiginin u, /uy ° nin artigtyla arttigs, kritik ayrilma yika degerlerinin ise a/h, =1 ve
h,/h, =1 igin birbirine yakin oldugu goriilmektedir.

Sekil 33°te IIl. Grup malzeme kombinasyonlan igin a/h, =1 ve h,/h, =1 olmak
izere ayrilma bolgesinin yiik ile degisimi verilmigtir. Bu gruptaki bilesik tabakalar igin
alttaki tabaka izotrop olup hi¢ degismemektedir. Ayn1 yiik degeri i¢in, kritik ayrilma yiiki
kiigiik olan bilesik tabakada daha biyiik ayrilma uzunlufu elde edilir. Kritik ayrilma
yikiine gore bu gruptaki malzeme kombinasyonlan sekilden de gorilecegi tzere

M1<M5<M6<M7 seklinde bir siralamaya sahiptirler. Kritik aynima yikinin B;/p"

oranina bagh oldugu ve bu oran arttikga kritik ayrilma yikiiniin de artacag: daha once



67

belirtilmigti. Sekle dikkat edilirse aynima uzunlugu igin egrilerin M1>MS5>M6>M7
seklinde siralandig: goriiliir. B;/B”, oranina gore malzemeler M1<M5<M6<M?7 seklinde
bir siralamaya sahiptirler. Buna gore, B;/B", arttik¢a, yani ist tabakanin egilme rijitligi
arttik¢a ayrilma uzunlugunun azaldi sonucuna vanlabilir.

Sekil 34’te IV. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in a/h, =1 ve h,/h, =1 olmak
lizere aynilma bolgesinin yik ile degisimi gorilmektedir. Bu gruptaki malzeme
kombinasyonlan igin istteki tabaka izotrop olup hi¢ degismemektedir. Sekle dikkat
edilirse izotrop-ortotrop malzeme kombinasyonlar: igin elde edilen egrilerin birbirlerine
¢ok yakin olduklart goriiliir. Bunda bu malzemelerin kritik ayrilma yiiklerinin birbirlerine
¢ok yakin olmasinin etkisi vardir. Bu grafikten aynlmada iist tabakamin elastik
Ozelliklerindeki degisimin daha etkili oldu@u sdylenebilir.

Sekil 35°te V. Grup, Sekil 37°de ise VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin
a/h, =1 ve h, /h, =1 olmak iizere ayrilma bélgesinin yiik ile degisimi gorilmektedir. Her
iki gruptaki bilegik tabakalarda alt tabaka ortotrop olup hi¢ degistirilmemigtir. Sekillerden
ayrilma bolgesi ile ilgili egrilerin M12>M9>M11 ve MI15>M10>M6 seklinde bir
siralamaya sahip olduklan gorilmektedir. Bu bilesik tabakalar B;/B”, orammna gore
M12<M9<M11 ve M15<M10<M6 seklinde bir siralamaya sahip olduklarindan, bu
grafiklerden de B;/B”, arttik¢a ayrilma bolgesinin kiigiildiigii sonucuna ulasilabilir.

Sekil 36°da VI. Grup, Sekil 38°’de ise VIII. Grup malzeme kombinasyonlan igin
a/h, =1 ve h,/h, =1 olmak tizere aynima bolgesinin yik ile degigimi gorilmektedir. Her
iki gruptaki bilesik tabakalarda da ust tabaka ortotrop olup hi¢ degistirilmemistir.
Sekillerden ayrilma bolgesi ile ilgili egrilerin M11>M6>M13 ve M14>M7>M16 seklinde
bir siralamaya sahip olduklan gorilmektedir. Bu bilesik tabakalar B;/B", oramma gore
M11<M6<M13 ve M14<M7<M16 seklinde bir siralamaya sahip olduklarindan, bu
grafiklerden de B /B", arttik¢a ayrilma bolgesinin kiguldigt soylenebilir.
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Sekil 28. Izotrop bilesik tabakada cesitli a/h, degerleri igin ayrilma
bolgesinin yiik ile degisimi (h, /h, =1.0, u, /u}, =1.0)
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Sekil 29. Ortotrop bilesik tabakada cesitli a/h, degerleri igin ayriima
bolgesinin yiik ile degisimi (h, /h, =1.0, W, /u; =1.0)
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Sekil 30. Izotrop bilesik tabakada gesitli h, /h, degerleri igin aynlma
bolgesinin yik ile degisimi (a/h, =1.0, p} /u;, =1.0)
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Sekil 31. Ortotrop bilesik tabakada gesitli h,/h, degerleri igin ayniima
bolgesinin yiik ile degisimi (a/h, =1.0, u) /u; =1.0)
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Sekil 32. Izotrop bilesik tabakada gesitli p; /uy, kayma modili oranlan
igin ayrilma bolgesinin yiik ile degisimi (a/h, =1.0, h, /h, =1.0)

10.00

0.00 200.00 400.00 600.00

Sekil 33. III. Grup malzeme kombinasyonlart igin ayrilma bolgesinin yiik ile
degisimi (a/h, =1.0, h, /h, =1.0)
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Sekil 34. IV. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in ayrilma bolgesinin yiik ile
degisimi (a/h, =1.0, h, /h, =1.0)
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Sekil 35. V. Grup malzeme kombinasyonlan igin aynlma bolgesinin yiik ile
degigimi (a/h, =1.0, h /h, =1.0)
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Sekil 36. VI. Grup malzeme kombinasyonlan igin ayrilma bélgesinin yiik ile
degigimi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0)
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Sekil 37. VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin ayrilma bolgesinin yiik
ile degisimi (a/h, =1.0, h, /h, =1.0)
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Sekil 38. VIII. Grup malzeme kombinasyonlar: igin ayrilma bolgesinin yiik
ile degigimi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0)

Izotrop halde ayrilma uzunlugundaki degisim Moy /u"xy oram ile iligkilendirilmigti.
Izotrop bilesik tabakalar igin w) /u} oranimn azalmasi B]/B", orammn artmas: anlamina

gelmektedir. Dolayisiyla, ortotrop halde elde edilen sonugla izotrop halde elde edilen iist

uste digmektedir.

3. 5. Acilma Miktan

Bu bolumde, tabakalarin ara yiizeyinde kritik yiikten biyiik yiikler igin meydana
gelen v'u;y /P boyutsuz agilma miktan ile ilgili bulgular sunulmustur.

Sekil 39°da izotrop bilegik tabakada A =500 ve Sekil 40°da ortotrop bilesik
tabakada A =800 alinarak, gesitli a/h, blok genisligi degerleri igin ara yiizeydeki agilma
miktari verilmigtir. Her iki grafikte de h,/h, =1, u} /uy =1 olarak alinmgtir. Blok

genisligi arttik¢a, hem ayrilma uzunlugu hem de agilma miktan azalmaktadar.
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Sekil 41°de izotrop bilesik tabakada A =400 ve Sekil 42’de ortotrop bilesik
tabakada A =800 alinarak, gesitli h,/h, yiikseklik orani degerleri i¢in ara yiizeydeki
agilma miktan verilmigtir. a/h, =1, p), /uy =1 olarak alinmustir. h, /h, azaldik¢a, hem
ayriima uzunlugu hem de agilma miktarimin azaldif gorillmektedir.

Sekil 43’te izotrop ve Sekil 44°te ortotrop bilesik tabakalar i¢in a/h, =1, h,/h, =1
olmak itizere gesitli A yiikk degerleri igin ara yiizeydeki agilma miktan verilmigtir. Yk
degeri arttikca hem ayrilma uzunluu hem de ag¢ilma miktan artmaktadir. Ayrilma
uzunlugundaki artis, kapanma noktasinda daha belirgin bir gekilde gérilmektedir.

Sekil 45'te a/h, =1.0, h,/h, =1.0 ve A =400 olmak izere izotrop bilesik
tabakada agilma miktanmn p / Uy, kayma modiilleri oram ile defisimi verilmistir.
W, /uy, arttikca yani Gstteki tabaka alttakine gore rijitlegtikce hem ayrilma uzunlugu hem
de agilma miktan artmaktadir.

af/h, =1.0, h,/h, =1.0 ve A =600 olmak iizere Sekil 46’da III. Grup malzeme
kombinasyonlar1 igin agilma miktarinin degisimi verilmistir. Egrilerin biytikten kiigtige
dogru M1>M5>M6>M7 seklinde bir siralamaya sahip oldugu goriilmektedir. f;/B]
oramna gore bu gruptaki bilesik tabakalar M1<M5<M6<M7 seklinde bir siralamaya
sahiptirler. Buna gore, B;/B; arttikga yani iist tabakanin egilme rijitligi arttikga, agilma
miktanmn azaldig sonucuna vanlabilir. Bu sonug daha 6nce ayrilma uzunlugu i¢in elde
edilen sonucu desteklemektedir.

Sekil 47°de IV. Grup malzeme kombinasyonlan igin a/h, =1.0, h;/h, =10 ve
A =600 olmak iizere ag¢ilma miktarinin degisimi verilmistir. Egrilerin buyiikten kiiglige
dogru M8>M10>M9>M1 seklinde bir siralamaya sahip oldugu gorilmektedir. Ik ig
bilesik tabaka igin B,/B", oranlan birbirine gok yakin oldugundan bunlara ait egriler de
birbirlerine yakin siralanmaktadirlar. Izotrop bilesik tabaka igin B;/B; oram en biyik
olup, en kiiciik agtlma miktan degeri elde edilmigtir. Buradan da bilesik tabakalann f; /B;

------

edilecegi sonucuna ulagilmig olur.
Sekil 48°de V. Grup ve Sekil 50°de VII. Grup malzeme kombinasyonlar igin agilma

miktannin degisimleri gorilmektedir. Burada da a/h, =1.0, h,/h, =1.0 ve A =600
olarak alinmustir. Sekil 48’den egrilerin M12>M9>M11 seklinde, Sekil 51°den ise egrilerin
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M15>M10>M14 seklinde bir siralamaya sahip olduklan gorilir. Bu bilesik tabakalar
Bi/B; oramna gore swastyla MI12<M9<MI1l ve MI5<M10<M14 seklinde
siralandiklarindan, yukandaki paragraflarda da belirtildigi iizere B; /B arttikga tabakalar
arasindaki agilmanin azalacag sonucu burada da elde edilmektedir.

Sekil 49°da VI. Grup ve Sekil 51°de VIII. Grup malzeme kombinasyonlan igin
a/h, =1.0, h;/h, =1.0 ve A =600 olmak iizere agilma miktarinin degisimleri verilmistir.
Bu grafiklerde egriler M11>M6>M13 ve M14>M7>M16 seklinde siralanmaktadirlar.
B:/B; oranma gore bilesik tabakalar sirastyla M11<M6<M13 ve M14<M7<M16 seklinde
siralamaya sahip olduklarindan, buradan da B;/B] arttik¢a yani iist tabakanin egilme
rijitligi arttik¢a tabakalar arasindaki agilmanin azalacag sonucuna ulasiimaktadir.
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Sekil 39. Cesitli a/h, degerleri i¢in izotrop bilesik tabakada agilma miktarinin
degisimi (h, /h, =1.0, p; /u;, =1.0, A=500)
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Sekil 40. Cesitli a/h, degerleri igin ortotrop bilesik tabakada agilma
miktarinin degisimi (h, /h, =1.0, p, /u, =1.0, » =800)
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Sekil 41. Cesitli h,/h, degerleri igin izotrop bilesik tabakada agtlma
miktannin degisimi (a/h, =1.0, p; /uy =1.0, A =400)
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Sekil 42. Cesitli h,/h, degerleri i¢in ortotrop bilesik tabakada agilma
miktarinin degisimi (a/h, =1.0,p}, /uy, =1.0, A =800)

0.025
1 —A— 200
0.020 A— 300
= —-@—— 400
0.015 ®— 5w
Vi | —&S— 600
P

000 200 400 600 800 1000
x/h,

Sekil 43. Cesitli A yik degerleri igin izotrop bilesik tabakada agilma
miktarinin degisimi (a/h, =1.0, h,/h, =10, p /u; =1.0)
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Sekil 44, Cegitli A yuk degerleri icin ortotrop bilesik tabakada acilma
miktannn degisimi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0, u} /uy, =1.0)
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Sekil 45. Cesitli ) /uy  degerleri igin izotrop bilesik tabakada agilma
miktarinin degisimi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A =400)
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Sekil 46. III. Grup malzeme kombinasyonlarn i¢in agilma miktannin degisimi
(a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A =600)
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Sekil 47. IV. Grup malzeme kombinasyonlar i¢in agilma miktarmin degigimi
(a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A=600)
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Sekil 48. V. Grup malzeme kombinasyonlan igin a¢ilma miktaninin degisimi
(a/h, =1.0, h,;/h, =1.0, A =600)
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Sekil 49. VI. Grup malzeme kombinasyonlari igin agilma miktarinin degigimi
(a/h, =1.0, h,/h, =10, A =600)
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Sekil 50. VII. Grup malzeme kombinasyonlar igin agilma miktarinin degisimi
(a/h, =1.0, h, /h, =1.0, L =600)
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Sekil 51. VIII. Grup malzeme kombinasyonlart i¢in agiima miktarinin
degisimi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A =600)



3. 6. Ara Yiizeydeki Degme Gerilmesi Yayilist

Bu boliimde, kritik yik ve daha biuyiik yiikler igin tabakalanin ara yiizeyinde
meydana gelen gerilme yayilis1 ile ilgili bulgular sunulmustur.

Sekil 52°de izotrop ve Sekil 53’te ortotrop bilesik tabakalarda h,/h, =1,
My /My =1 ve A=A, olmak iizere gesitli a/h, blok genisli§i degerleri igin x-ekseni
boyunca ara yiizeydeki gerilme yayilig1 verilmigtir. a/h, arttik¢a ilk aynima uzaklhigmnin
arttig1 bu grafiklerde de goriilmektedir. Blok genigligi arttik¢a yiik daha genig bir alana
yayilacagindan gerilme degerleri kiigiilmektedir. Gerilmeler a/h, <1 i¢in x=0’da en
biyiik degerini almakta ve x-ekseni boyunca azalarak yayilmaktadir. a/h, >1 igin ise
gerilme degerleri blok genigligine yakin bir alan boyunca yaklagik olarak aym degerde
kalmakta ve blok kenarlarina yakin bir noktadan itibaren x-ekseni boyunca azalarak
yayilmaktadir. Bu durum, ara yiizeyde rijit blogun altina gelen kisimda yaklagik olarak esit
disey yerdegistirme yapilmasindan kaynaklanmaktadir. Gerilmeler, dis yiikten dogan
gerilme ile iist tabakanin agirliindan dogan gerilmenin birbirine esit oldugu ilk ayriima

noktasinda (x =x_) sifir olmaktadir. Ik ayrilma noktasindan sonra dig yiik etkisini
kaybetmekte ve bu sirada da gerilme degerlerinde bir miktar artig goriilmektedir. Nihayet,
gerilmeler agirliktan dogan gerilmelere esit olmakta ve hep bu degerde kalmaktadir. Bu
gerilme degerlerinin garpmaya gore tersi (I/c,) kritik aynilma yiikiine esittir. Grafiklerden
a/h, arttikga kritik aynima yiikiiniin de arttig1 goriilmektedir.

Sekil 54’te izotrop ve Sekil 55°te ortotrop bilegik tabakada a/h, =1, u, / by =1 ve
A=A, olmak izere gesitli h,/h, degerleri igin ara yizeydeki gerilmesi yayiligt
verilmigtir. Yikseklik oram h,/h, azaldik¢a yani alt tabaka elastik yanm diizleme
gittikce, gerilme degerleri de azalmaktadir. Ayrica grafiklerden h,/h, azaldik¢a ilk
ayrilma uzaklig: ve kritik aynilma yiikiiniin arttif1 goriilmektedir.

Sekil 56°da izotrop ve Sekil 57°de ortotrop bilesik tabakada a/h, =1, h,/h, =1,
Wy /g =1 ve A2 A, igin gerilme dagilimlan verilmistir. Her iki grafikte de yiik arttikca
gerilme degerleri ve ayrilma bolgesinin buyudugt gorilmektedir. Burada ortotrop halde
dig yiikiin hakim oldugu bolgede gerilme degerlerinin birbirlerine yakin ¢iktigt
goriilmektedir. Aym durum izotrop halde kritik yik ve A =200 i¢in elde edilen gerilme
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dagilimlarinda da gorilmektedir. A =300 i¢in gerilmeler aniden buytmistir. Bu,
ayrilmanin etkisinden kaynaklanan bir durum olabilir. Yani, dig ytkteki ve dolayisiyla da
ayrilma uzunlugundaki belli bir degerden sonraki artiglar, gerilme degerlerinde hizh bir
bilyiime meydana getirebilmektedir.

Sekil 58°de izotrop bilegik tabakada, a/h, =1 h /h, =1 ve A=2A_olmak iizere
gesithi w . /uy degerleri igin ara yiizeydeki gerilmesi yayilist verilmistir. Kayma modilii
oram p. /uy artikca, yani Gst tabaka alttakine gore rijitlestikge, gerilme degerleri
kugiilmektedir. Ayrica, ., /u; arttikca ilk aynlma uzakhiginin artift burada da
gorilmektedir.

Sekil 59°da izotrop bilesik tabakada, a/h, =1 h,/h, =1 ve A=400>A_olmak
iizere gesitli w;, /uy degerleri igin ara yiizeydeki gerilmesi yayilisi verilmigtir. Yukanda
belirtildigi gibi burada da kayma modiilii oramt ) /u; arttikca gerilme degerlerinin
kiiguldugi goriilmektedir.

Sekil 60’da III. Grup ve Sekil 61°de IV. Grup malzeme kombinasyonlan i¢in
a/h, =1, h,/h, =1 ve A=A, olmak iizere x-ekseni boyunca tabakalar arasindaki
gerilme dagilimi verilmigtir. Her iki grafikte de izotrop bilesik tabaka halinde en biiyiik
gerilme degerleri elde edilmigtir. Gerek III. Grup gerekse IV. Gruptaki diger malzeme
kombinasyonlan igin ise gerilme degerlerinin birbirine yakin oldugu goérilmektedir. Tablo

3’e dikkat edilirse, her iki gruptaki malzeme kombinasyonlan igin p , /u; kayma modiilii

oranlarinin kendi aralarinda birbirlerine yakin olduklan gorilir. Daha 6nce degme
gerilmesi uzerinde w; /uy orammn etkili oldufu belirtilmisti. Burada da yine gerilme
tizerinde bu oranin etkili oldugu anlagilmaktadir. Her iki grafikte izotrop bilesik digindaki
malzeme kombinasyonlar igin kritik ayrilma yiklerinin de birbirlerine yakin giktifis
goriilmektedir. Bu durum ise gerek III. ve gerekse IV. Grup malzeme kombinasyonlarim
olusturan bilesik tabakalar i¢in PB;/B; orammn birbirlerine yakin olmasindan
kaynaklanmaktadir.

Sekil 62’de V. Grup ve Sekil 64°te VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin
a/h, =1, h;/h, =1 ve A=A, olmak iizere x-ekseni boyunca ara ylizeydeki gerilme
dagilim: verilmistir. Her iki grupta da alttaki tabaka ortotroptur. Grafikler incelendiginde,
gerilme dagilimina ait egrilerin Sekil 62’de M9>M11>MI12 seklinde ve Sekil 64’te
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M10>M14>M15 seklinde bir siralamaya sahip olduklan gorilir. M11 ve M14 bilegik
tabakalarinin degerlendirmeye katilmadigi digtinilsiin. Sekillere dikkat edilirse M9 ile
M12 ve M10 ile M14 bilesik tabakalan igin B;/B; degerlerinin yakin olmasindan dolay1

kritik aynlma yiiklerinin yaklagik olarak aym oldufu gorilir. Gerilme egrileri ise
M9>MI12 ve MIO>MI5 seklinde sralanmaktadir. W, /uy oramna gore bu bilesik
tabakalar igin M9<M12 ve M10<MI15 seklinde bir siralamaya sahiptirler. Buna gore,
W, /Ky, arttikca gerilme degerlerinin kiigiildigi soylenebilir.

Sekil 63’te VI. Grup ve Sekil 65°te VIII. Grup malzeme kombinasyonlari igin
a/h, =1, h /h, =1 ve A=A, olmak iizere x-ekseni boyunca ara yiizeydeki gerilme

dagilim verilmistir. Her iki grupta da iistteki tabaka ortotroptur. Grafikler incelendiginde,
gerilme egrilerinin M13>M6>M11 ve M16>M7>M14 seklinde siralandiklan goriiliir.
Wy /Uy, oramna gore M13<M6<M11 ve M16<M7<M14 seklinde bir siralama elde

edilmektedir. Dolayisiyla, buradan da ), /u; artikca gerilme degerleri azalir sonucuna
ulagilabilir.

Sekil 66- 72’de bu kez gegsitli malzeme kombinasyonlar igin a/h, =1, h,/h, =1 ve
A > A, olmak tizere x-ekseni boyunca ara yiizeydeki gerilme dagilimi verilmistir. Bu
grafikler incelendiginde, A =2A_ halinde yukanda elde edilen sonuglarin da igiinda,
gerilme iizerinde etkili parametrenin ), /u; oldufu ve bu oran artikga gerilmelerin
azalacagi sonucuna varilabilir. Ayrica bu grafiklerden, ayrilma uzunluunun B;/B;

azaldikca arttif1 da goriilmektedir.
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Sekil 52. izotrop bilegik tabakada gesitli a/h, degerleri igin ara yiizeydeki
degme gerilmesi yayihsi (h, /h, =1.0, u /u, =10, A=13,)
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Sekil 53. Ortotrop bilesik tabakada cesitli a/h, degerleri igin ara yiizeydeki
degme gerilmesi yayilis1 (h, /h, =1.0, u) /u; =10, A=1,)
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Sekil 54. Izotrop bilesik tabakada cesitli h, /h, degerleri igin ara yiizeydeki
degme gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, p; /uy, =10, A=21_)
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Sekil 55. Ortotrop bilesik tabakada gesitli h, /h, degerleri i¢in ara yiizeydeki
degme gerilmesi yayihsi (a/h, =1.0, p}, /uy, =10, A=21_)
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Sekil 56. Izotrop bilesik tabakada A >A_ igin ara yiizeydeki degme gerilmesi
yayilist (a/h, =1.0, h;/h, =10, p; /u; =1.0)
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Sekil 57. Ortotrop bilesik tabakada A >A_, igin ara yiizeydeki defgme
gerilmesi yayihis1 (a/h, =1.0, h, /h, =1.0, u_ /u; =1.0)
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Sekil 58. Izotrop bilesik tabakada cesitli . /uy, degerleri icin ara yizeydeki
degme gerilmesi yayilist (a/h, =1.0, h,;/h, =1.0, A=1_)
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Sekil 59. Izotrop bilesik tabakada gesitli p), /uy, degerleri igin ara yiizeydeki
degme gerilmesi yayihs1 (a/h, =1.0, h, /h, =1.0, A =400>2_)
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Sekil 60. III. Grup malzeme kombinasyonlann igin ara yiizeydeki defme
p
gerilmesi yayilist (a/h, =1.0, h, /h, =1.0, A=2,)
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Sekil 61. IV. Grup malzeme kombinasyonlart igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayihsi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A=24_)
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Sekil 62. V. Grup malzeme kombinasyonlar: igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, h, /h, =10, A=2_)
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Sekil 63. VI. Grup malzeme kombinasyonlart igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, h;/h, =1.0, A=21_)
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Sekil 64. VII. Grup malzeme kombinasyonlan igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayihist (a/h, =1.0, h, /h, =1.0, A=21_)
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Sekil 65. VIII. Grup malzeme kombinasyonlan igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, h, /b, =1.0, A=21_)
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Sekil 66. III. Grup malzeme kombinasyonlan igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, h; /h, =1.0, A=600> 1)
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Sekil 67. IV. Grup malzeme kombinasyonlar igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A=600>A_)
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Sekil 68. V. Grup malzeme kombinasyonlari igin ara yiizeydeki defme
gerilmesi yayiligi (a/h, =1.0, h,/h, =1.0, A=600>1_)
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Sekil 69. VI. Grup malzeme kombinasyonlan igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilisi (a/h, =1.0, h;/h, =1.0, A=600>2_)
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Sekil 70. VII. Grup malzeme kombinasyonlar: igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayilis1 (a/h, =1.0, h; /h, =1.0, A=600>1_)
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Sekil 71. VIII. Grup malzeme kombinasyonlar: igin ara yiizeydeki degme
gerilmesi yayihsi (a/h, =1.0, h;/h, =1.0, A=600>1_)



4. SONUCLAR

Rijit dikdortgen bir blok araciligiyla st yizeyinden sikistirilan ve ortotrop veya

izotrop olabilen iki elastik geritten meydana gelen elastik ortamda siirekli ve siireksiz

degme problemlerinin incelendigi bu ¢aligmadan ¢ikartilan sonuglar agagida siralanmgtir.

1‘

Bilegik tabaka ile rijit blok arasindaki degme yiizeyinde meydana gelen gerilme
degerleri p(x)h, /P seklinde boyutsuzlagtinimstir. Rijit blogun genisligi (a/h, )
arttikca, boyutsuz degme gerilmesi azalmaktadir. Blok kenarlarinda tekilliklere
sahip olan degme gerilmesi, a/h, <1 degerleri i¢in kenarlardan x = 0’a dogru
azalarak yayilmakta; a/h, >1 degerleri i¢in ise kenarlardan x = 0’a dogru énce
azalmakta, sonra bir miktar artig gostermektedir. Burada belirtilmesi gereken bir
diger husus da, boyutsuz degme gerilmesinin dig yikiin siddetinden bagimsiz
olup, sadece blok genisligine bagl: oldugudur.

Tabakalarin yiikseklik oram (h, /h, ) azaldik¢a, yani alttaki tabaka elastik yanm
dizleme yaklastik¢a (h, — o), degme gerilmesi azalmaktadr.

Izotrop bilesik tabakada kayma modiilleri oram (u, /uy, ) arttikca, yani ist
tabakamin kayma rijitligi arttikca, degme gerilmesi kenarlarda artmakta, i¢
kisimlarda ise azalmaktadir. Ortotrop-izotrop ve izotrop-ortotrop malzeme
kombinasyonlarindan meydana gelen bilesik tabakalar igin degme gerilmesinin
degisiminin incelenmesi sonucunda da izotrop bilesik tabaka halindekine benzer
sekilde, degme gerilmesi iizerinde u, /u; kayma modili orammin etkili
oldugu goriilmasgtiir.

Blok genigligi (a/h,) arttikga veya yiikseklik oram (h,/h,) azaldikga, ilk
ayrilma uzaklig: (x, /h, ) ve kritik aynlma yiikii (A, ) artmaktadir.

Izotrop bilesik tabakada kayma modiilleri oram (u, /uy, ) arttikga, yani istteki
tabaka rijitlestikce, hem ilk aynima uzaklift hem de kritik ayrilma yiikii
artmaktadir. Bilesik tabakada ), /u7, artarken, ] /B] azalmaktadir. Buna gore,
izotrop bilegik tabaka halinde B;/B] azalirken ilk ayrilma uzakligi ve kritik

ayrilma yiikiiniin de azalacag soylenilebilir.
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Tabakalar arasinda aynlmanin meydana gelmesi ist tabakamn yapmis oldugu
deformasyonla ilgili oldugundan, bu tabakaya ait elastik oOzellikler 6nem
kazanmaktadir. Iki farkli ortotrop bilesik tabakaya ait bulgularin bir arada
degerlendirilmesiyle, st tabakanin E, elastisite modilii kigik olan bilesik
tabakada daha kiigiik ilk ayrnilma uzakli: ve kritik ayrilma yiikii degerleri elde
edildigi gorilmiistar.

Ik ayrilma uzaklhif iizerinde hem ist tabakaya ait E_ elastisite modiilii hem de
bilesik tabakamin p) /u} kayma modiilleri oram etkili olmaktadir. Ust tabakaya
ait E, degeri ve p /u} oramndaki artig, ilk aynlma uzakligmda da artisa
sebep olmaktadur.

Ortotropik-izotropik veya izotropik-ortotropik malzeme kombinasyonlan igin,
B; /B, oram arttikga kritik ayrilma yiikiiniin de arttig1 gériilmektedir.

Yik (1) arttikga aynilma bolgesi biiyiimektedir. Blok genisligi (a/h,) arttikca
veya tabakalarin yiikseklik oram (h,/h,) azaldikga, aynlma bolgesi
kiigiilmektedir.

Izotrop bilesik tabakada ), /u; kayma modiileri oram arttikga (dolayisiyla

Bi/B] oram azaldikga), ayrilma bolgesinin uzunlufunun da arttif
goriilmektedir. Diger malzeme kombinasyonlarindan elde edilen bulgularin
degerlendirilmesi sonucunda, ayrilma uzunlugu iizerinde etkili parametrenin
B;/B; oram oldugu anlagilmaktadir. B/B", arttik¢a daha kugiikk bir aynilma
bolgesi meydana gelmektedir.

Yiik (A) arttikga, tabakalar arasinda meydana gelen agilma miktann da
artmaktadir.

Degisik malzeme kombinasyonlar igin yapilan incelemelerden, B;/B] arttikga,
agilma miktanmn azaldifi sonucuna varilabilir.

Gerek izotrop ve gereke ortotrop bilesik tabakada x-ekseni boyunca tabaka ara
yiizeyindeki gerilme dagilimi incelendiginde, a/h, arttik¢a veya h,/h,
azaldik¢a gerilme degerlerinin azaldig1 goriilmektedir.

Dis yiik artikga gerilme degerleri buyiimektedir.

., /uy, artikca yani st tabaka alttakine gore rijitlestikce, gerilme degerleri

kiigiilmektedir.



5. ONERILER

Bu ¢aligmada sadece 1. Tip ortotropik malzemeler kullanilarak elde edilen bilesik
tabakalar tizerinde incelemeler yapilmigtir. Verilen formilasyon 2. Tip malzeme hali i¢in
de elde edilerek, malzeme 6zeliklerinin sonuglar Gizerindeki etkileri daha genis bir agidan
degerlendirilebilir. Ayrica, degisik blok profilleri (dairesel, parabolik vs.) i¢in problem
tekrar ele alinabilir.

Rijit blok yerine elastik blok olmas: durumu dikkate alinarak, bu iki durum arasinda
bir kargilastirma yapilabilir.

Problem kutupsal koordinatlarda digiintlerek donel simetrik degme (axisymmetric

contact) problemi seklinde de ele alinabilir.
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7. EKLER
Ek 1. Elastik Sabitler Matrisinin Elemanlan

X, y, Z eksenlerinin malzemenin 1, 2, 3 simetri eksenlerine paralel olmas1 durumunda,
E..,E ,E, elastisite modillerini, u,,u,,u,, kayma modillerini ve v_,v v,
Vo, Vy,, v, Poisson oranlanim géstermek iizere, [C] elastik sabitler matrisinin elemanlan
asagida verilmistir.

(1-v,v, )E, (Vy + ViV )E, (Va + Vi V5 JE,
Cn =______z_y____’ C12 = > 13 = >
AC AC AC
v_+v_v_)E 1-v_v_)E v_+v_v J)E
Cm:(xy xzzy)y’ C22=( xzu) y, CB:(zy xyzx)y,
A. Ag Ac
(v, +vxyvyz)Ez (vyz +v,‘zvyx)Ez (l—vxyvyx )E,
C, = , Cy= , p=———————,
AC AC AC
Cu= Uy, Cs =l Cs = My (E.1)
Bu ifadelerde,
Ac=1-V Vo =V, Vv, =V Vv, =2V, V.V, (E.2)

seklinde tamumhidir. Ayrica, ortotrop bir malzemede teknik sabitler arasinda,

E.v,=E v, E v, =E,v E,v,=E,v (E.3)

bagintilann vardir. Diizlem gerilme durumunda kargimiza g¢ikan [é] indirgenmis elastik
sabitler matrisinin elemanlan ise agagidaki gibidir.

A E, s VuE,
=V vy’ 2 U-vyv,)’
A nyEy n Ey A
=—23 Y = = E.4
21 (l—vxyvyx) 2 (l_vxyvyx) 66 — Hyy (E.4)

Ek 2. Siirekli ve Siireksiz Degme Problemlerine Ait Katsayilar

Siirekli degme problemi igin AY, B (j=1,2,3,4) katsayilan agagida verilmistir.
AF = Nz [71 [473 (Ess —E3) =7, T, — 7T, ]_ Gy, [_M_lﬁzYl + MZNI (Y, +2Y, )]]’

Ag = ﬁl ['Y][_ 4v,(E;; -E,)) +v,T, +'YsTs]"GYz[M1ﬁ2(Y4 +2Y6)+-MIN2YSII’



Ek 2°nin devamu

= N2 ["!'1 [473 (E35 - Ess ) - Y4T1 - 'Yst ]— GYz [_ M1N2Y1 + M_zﬁl (Yz + 2Y7 )]],
B(z: =N, [‘YI [" 4Y;(Ey; —Ep) +v, T, +7,T, ]— Gy, [MIN?. (Y, +2Y,) - Mzﬁle]]
(E.5)

Ag =2Gy, [2ﬁ3R4 [Mlﬁz (Ess —Es)— ﬁ2ﬁ1 (Es;; —Es )]
N,[M\N,Y, + M,N, Y, ]|
Af = ZG'Yl [2ﬁ4R3 [Mlﬁz (E35 - E35 ) - ﬁ2ﬁ1 (E33 - E34)]
Ns [_N_IINZYII + M2N1Y12 ]] ’
Bg =2Gy, [2E3R4 [ﬁlﬁz (Ess —Es) - Mzﬁ1 (Es - E34)]
- ﬁ4 [—MlﬁzYw + MZNIYMII’
Bf = ZG'Yl [2ﬁ4R3[M1ﬁ2(E35 _E%)_HZNI(EB _E34)] (E 6)
“ﬁs erﬁzYw +Mzﬁ1Y15]] '

Siireksiz degme problemi igin A?, BD (j =12,3,4) katsayilar: da asagidaki gibidir.

[473[ ZMzﬁlE% +vY,E5 _'YsE4o]+'Y4Zl ""Yszz],
AD =N [473[ 2M,ﬁ2E45 +¥,E5 +73E40]+Y4zs +75Z4],
[473[ 2M2—N1E4s +vY:E5 —73E37]+74Z5 +YSZ6]’
[473[ 2M,NLE ;; +7,E5 + 78E37]+Y4Z7 +'YsZs] ED

AP = G[76(2N3R4U3 +N,Y,,)
+ ZMlm_zﬁlNZ [2ﬁ3R4(U4 —4E ) + ﬁ4 (Yls +4X, )]]’

AE = G['Ys (2ﬁ4R3 U, + ﬁ3Y19)
+2M,M,N, N, N R, (U, —4E,, )+ N, (Y, + 4%, )]

E G[Ys (2N3R4U3 +—N-4Y21)
+2M,M,N,N,2N,R, (U, —4E )+ N, (Y, +4X,)[

4 = G[Ys (2N4R3U3 + Nsst)

3T sTB) _ (E.8)
+2M,M,N,N, 2N R, (U, —4E ;) + N,(Y,, +4X, )]

A ifadesi ise,
A= _[71 (473W1 +Y, W, + 75W3)+ Gy, [Ysst + Zﬁlﬁzﬁlﬁz (Y +4Y, )I' (E.9)

seklinde tammlidir. Yukandaki ifadeler boyutsuzlagtiriimig olarak verilmislerdir. Bu
ifadelerde gecen M,,N,,(j=1234), v.G(=1..8), Y.(i=1..27), Z,(i=1..8),
X ,(i=1..4), W,i=1.3), T.(i=1..76), U,(i=1..8), E (i=1..45) terimleri
agagida toplu bir sekilde verilmigtir.



Ek 2°nin devami

tj =[B1 +(Bs _l)ajRj]’

Y. = Nle "NzRI s

Ys =M/N; +M;N7,

Y, =R, T, +R, T,
Y, =R, T, +R T,
Y; =R;T;; -R, T,
Y, =R;T, +R, T,
Y;; =R,T,; +R, Ty,
Yis =R;T, +R, T,
Y, =R,T, +R, T,
Y,, =R,;T,, +R T,
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Y, = N3R4 —N4R3,

Y7 = M1ﬁ2 +_M2N1 >

Y, =R,T; +R,T;,
Y; =R;T,, +R, T,
Y, =R,;T;; =R, Ty,
Y, =R;T +R, Ty,
Y, =R;Ty +R, T,
Y,; =R;T;; +R, T,
Y,, =R,Ty +R, T,
Yys =R;Ty; +R,Ts,

sz[(B3_l)+B2ajRj]? _N—'=[aj_Rj]

J

(E.10)

v; =M,N,R, +M,N,R,,
v, =M,N,R, +M,N,R,, v,=M,N,R,+M,N,R,,
Ys =M,N, -M,N, (E.11)

Y, = R,;T, -R,T,,
Ys = R3T15 - R4Tl6 ’
Y, =R, T, +R,T,,
Y, = Rste +R4T25:
Y5 = R3T36 +R, T,
Y;; =R,T,, +R, T,
Y, =R,T, +R, T,
Y24 = RsTss +R Ty,

Y, =R,;T; +R, T, Y, =R, T, + R, Ty, Y, =R,U,; +R, U, (E.12)
Z, =MN,T, + M,N(T,, +2U,), Z, =M N,T, +M,N,(T,, +2U,),

Z, =M,N,(T, +2U,)+M,N,T,,, Z, =MN,(T, +2U,)+M,N,T,,

Z, =MN,T, +M,N, (T, +2U,), Z,=M)N,T, +M,N,(T,, +2U,),
Z,=MN,(T, +2U))+M,N,T,,, Z,=M,N,(T;, +2U,)+M,N T, (E.13)
X, = (Rs +R,)E +(R, -R,)E,, X, = (R;+R,)E, “(Rs -R,E,,
X;=R;+R)E, +(R; —RYE,, X, =(R;+R)E,; -(R;-R,E, (E.14)
W, =M,N,U, +M,N,U;,, W, =M,N,T,, + M,N, T,

W, =M,N, T, + M,N,T,, (E.15)

T, =E,-E,-E,+E,-E, +E; +E, —Egq,
T,=-E,-E,-E,-E,+E; +E; +E; +E,,
T,=E,-E,+E,-E,+E; -E, +E, -E,,
T,=-E,+E,-E,+E, +E; ~E, +E, - E,,
T,=-E,-E,+E,+E,-E,-E, +E, +E,,
T,=E +E,-E,-E,-E, -E; +E, +E,,

T, =E,-E,, -E;; +E;; E;; +E,, +E; - E,,
T,=-E,-E,-E, -E, +E; +E, +E +Eq,
T, =E,-E,, +E, -E,, +E;; ~E, +E; ~E,,
T, =-E; +E,, —E;, +E; +E;; ~E,, +E;; - E,,

10
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Ek 2’nin devamm

T“ :"'—Eg _EIO +E“ +E12 _'E]3 _E14 +E15 +E167
T,=E,+E,,~E,-E,-E;-E,+E+E,

T,=-E, +E, —-E+E;, T, =-E; —E, +E;; +Ey,
Tl5 =—E5+E6—E7 +E8, sz =‘E5 _E6+E7+E8’
T, =-E, +E,, —E,, +E,, Ty =-E;,-E;, +E;, +E,,
T, =-E,+E, -E, +E,, Ty =-E, -E,+E; +E,,
T, =E, +E,,-E,; ~E,, Ty, =-E, +E,, +E;; -E,;,
T23=—E1—E3+E5 +E7, T24=E1_E3_E5+E7’
T25 =E,+E,-E;-E,, Ty =-E; +E,  +E;; -E,,
T, =-E, -E, +E; +Eq, Ty =E,-E, -E; +Eq,
Ty =E, +E;; —Eyy —Ey, Ty =E —E, ~Ey +E,,
T31 =—E2—E4+E6 +E87 T32="E2+E4+E6_E8’
T, =E, +E,-E -Ej, T, =E, —E, —E;s +E,
Ty, =-E,—E, +E, +E,, Ty =-E; +E, +E,; - E,,
T;; =E,, —E,, ~E3 +E,, +E\y —Ey —E, +Ey,

Ty =E, -Ey,-Ex+E, —Ey +E; +E; —Ey,
Ty =-Ey-Ep—Eyn-Ey-Eyx-E;-E; -Ey,
Tp=-Ey-Ep—-Eyp-Ey+Ey+E; +Ey +Ey,
Ty =Ey—Ex-Ey+Ey+E;u —Eyp —E; +Ey,
T42 =E25 _Eza _E27 +Ezs —E29 +E30 +E31 "Esza
Ty =-Ey~Ey—Ey —Eyx—Eyp—Ey—E; -Ey,
Ty =—Ey; —Ey—E; —Eyx +Ey +Ey +Ey +E;),
Tys =E;; —Ejs —Ep +Ey +Eys —Ejy —Ey +Ey,
T =—Ey+E; +Ey —Eyp +Ey —Ey —Ey +Ey,
T47 = "En _EIS _E19 —Ey —Ezs _Ezs '"Ez7 _Ezs’
Ty =E;; +E; +Ey +Ey —Ej —Ey —Ey —Ey,
Ty =E;-E;y—Ey+Eyp+Ey —Ey -Ep +E,y,
Ty =—E;; +E;s +Eyy —Ep +E; —Ep —Ep +Ey,
T =-E;; ~Ey —Eg —Ep —Ey —Ep —Eyn -Ey,
T, =E; +E3 +Ey +Ey —E; —E, —Ey» —Ey,
T =E;; +Ey —E; —Eyp —Ey —E, +Ep +Ey,
Ty, =-E;; By —Ey —Epn —Eyx—Ey —Eyx—Ey,
T =-E;; +Eg +Ey —En +Ey —Ey —Ey +E;y,
T =E;; —E;g +E; —Ep +Ey —Ey +Ey —Ey,
T; =E;; +Ej3 —Ey —Ep —Eys —Ey +Ey +Ey,
Ty =-E;; —E;; ~E; —Ep —Ejp —Ey —Ey ~Ey,
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Ek 2’nin devam

Ty =-E;; +E3 +Ey —Ep +Eys —Eys —Ey +E,,
T =E;; —E;s +E5 —Ep +Ey —Ey +Ey —Ey,,
Ty =E;3 +Ey —Ey —Ej —Ey —Eyx +Ey +E;,
T, =—E;s —Ep —Ep —Ey —Eyx —Ey —Ey —Ey,
Ty =Ey~Ep—Ep +Ey —Ey+Ex +Ey —Ey,

Ty =-E;+E,-E,+E,, —E,+E; —E;, +E,,
Tes =Ey +Ey —Ey —Ey —Ey —Ey» +E; +E,,
T =—Ey—Eyp—Ey—Ey~Ey —Ey-E; —Ey,
Te =E;y —Eyp —Ey +Ey —Ey +Ey +Ey —Ey,

Tss = _E19 +E20 _Eza +E24 _E27 +Ezs —E3l _Esz »
T =~E;; +Ey +E19 ~Exy+E; —Ep-Ey +E24 -
Es+E,+E, -Ex+E,, —-E; —E; +E,,
T7o =E17 ‘Els _Ew +E20 +E21 —Ezz _Ezs +E24 -
E,,+E,+E,,~E; -E, +E, +E, —E,,’
T, =E;+E;+E,+E, -E, —-E,, -E;, -E, +
E,+E,+E,+E,-E, -E, -E, -E,,’
T,=-E;-Eg—Epy—Ey—-E; —Ep—~Ey—-E,+
E, +E, +E,, +E,; +E,, +E, +E; +E,,’
Ty=-E;; +E;3—Ey,+E; +E; —E, +E,; —~E,, +
Ey—Ey+E,;-Eyx—Ey+E; —E, +E32’
T74 =E17 —Els +E19 _Ezo +E21 _Ezz +E23 _E24 +
Ezs _Ezs +E27 'Ezs +Ez9 _Eso +E31 _Esz
T75 =E, +E18 ~E, _Ezo _Ezl -E, +E23 +E24 -
Ezs _Ezs +E27 +E28 +E29 +E30 "E31 “Esz’
Ts ="E17 —-E; +E19 +E20 "E21 _Ezz +E23 +E, -

b

2

(E.16)
E,-E +E,+E,-E -E; +E; +E;,
U, =-E, +E,, +E; -E_, U,=E, +E,+E; +E,,
U, =-Ey; +Ey +Ey —E,, U,=E;; +Ex +Ey +E,,
U; =-E,; +E33_E39 +Ey, Us=Ey; +E; —Ey —E,,
U;=-E,+E,;-E; +E,, Ug=E, +E, -Ez -E, (E.17)
_ (81 —284-283-23,) _ o (-8;—28,-25,) _ o (-81-285-2s3)
El_elzsos’ Ez_e124’ E3_elzs,
— A(-81-2sy) o (~8y~284-234) — A(-s1-2s4)
E4_elsz’ Es_el 3 4, E6_e1 4,
— (=81 -283) _ o (-s;) . (~28)~8,-235-25,)
E_,__e 8 33’ Es—e', Eg__e 17827433 4,

(~281-8,-284) (=23, -3, -283)

_ _ — A(~23-85)
E,=¢ s E,=e , E,=e"™

3
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Ek 2’nin devamm

E13 _ e(-sz—zss—Zs.,)’ EM = e(-sz—2s4)’ E14 - e(_sz-zsg),
E16 =) , E17 = e(-2s1—252—283—254)’ Els = g(21722728,) ,

E19 - e(—2s,—232—233), Ezo - e(—ZsX—ZS,,) , E21 - e(—2.¢,1—2s,—2:’.,,) ,

E, = (22 E,= el 22) E, = et

E, = g 2u-2e-28) E, = g2 E, = gl n2s)

Ezs - e(-2sx)’ E29 — e(-283—254), E30 - e(—2s4)’

E; =e™, E, =1, E;; =),

E,, = (2o, E, =e ™™, E,, = el o)

E, = g, Ey = e, Ey = el ),

E40 = g{™%37%4) , E4l = (17827 2372%4) , E42 = e{™15272%4) ,

E, =em), E, =e™™), E, = (E.18)
s, =a,z, i=12, s; =a;z/h, i=34

z=¢h,, h=h1/h2’ G=H;y/l-l;y (E.19)

Ek 3. Katsayilardaki Tekil Terimler

D

Integral gekirdeklerinde yakinsamay: bozan terimlere ait Bj (j=12), A}, B}
(j =3,4) ve A, ifadeleri agagida boyutsuz olarak verilmistir.

BE; = ﬁ2 [71 (74 i 75)_ G'Yzys (R3 _R4)]’
B(zzs = —Nl [71 (74 =Ys )_ GY278 (Rs - R4)] (E.20)

Aj = _ﬁzys('h _'Ys)’

AL = Nﬂs(’h —YS)a

B?s = Gﬁ4(R3 _RA)Y:’

B?s = -Gﬁz(Rs 'R4)Y§ - (E22)

A, =7, [71 (74 _75)_G'Y278(R3 _R4)] (E.23)
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