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OZET

Bu ¢aligmada, rijit iki diiz blok Gzerine oturan, h, ve h, gibi degisik sabit yﬁkseklikte%
ve farkli malzeme 6zelliklerine sahip homojen, izotrop iki tabakadan olugan bilesik tabakada
sirekli ve siireksiz temas problemi elastisite teorisine gore ¢oziilmiigtiir. Bilesik tabaka tist
yiizeyinden 2a genigliginde diizgiin yayih yiikiin etkisinde birakilmigtir.

Birinci boliimde temas problemlerinin tarihsel gelisiminden bahsedilmig, temas konusu
Uizerine yapilan baz1 galiymalar &zetlenmigtir. Elastisitenin temel denklemleri kullamlarak
integral doniigim teknikleri yardimiyla bu denklemlerden gerilme ve yerdegistirmelere ait
genel integral ifadeler elde edilmistir.

Ikinci béliimde, 6nce siirekli temas durumu incelenmistir. Siirekli temasta probleme ait
siiir gartlanna, gerilme ve yerdeZistirme ifadeleri uygulanmg, problem temas gerilmesinin
bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme indirgenmigtir. Tekil integral denklemin ¢6ziimii
ise Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleriyle yapilmuistir. Daha sonra iki elastik tabakaya
ait ara yiizeyde ilk aynlmayr meydana getirecek yiikk ve ilk ayrilmanmin meydana geleecegi
uzakhk arastinlmigtir. Sirekli temasin ardindan siireksiz temas incelenmigtir. Oncelikle
bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasindaki ayrilma ele alinmigtir. Ardindan da iki elastik
tabakaya ait ara yiizeyde aynlma olmasi durumunda yazlan sir sartlarina uygulanan
gerilme ve yerdegistirme denklemleri ile problem temas gerilmesi ve iki elastik tabakaya ait
ara ylizeyde meydana gelen aynimanin egiminin bilinmeyenler oldugu iki integral denkleme
indirgenmis ve integral denklem talumu yine Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleriyle
¢Ozilmiistir. Siirekli temas ve bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda ayrilma bulunmasi
hallerinde, iki elastik tabakaya ait ara yiizey boyunca siirtiinme bulunmasi ve bulunmamasi
durumlan ayn ayn ele ainmigtir.

Integral denklemlerin ¢oziilmesiyle temas gerilmesi, tabakalara ait ara yiizeydeki
aynimalar ile bilesik tabakanin herhangi bir noktasindaki ©,,0, ve T,, gerilme bilesenleri

kolayca belirlenebilir hale gelmistir. Ugiincii boliimde mesnet agikhgi, mesnet genisligi, yiik
genislifi ve malzeme ozellikleri gibi degisik boyutsuz bityiikliikklerin farkh degerleri igin
gerilme ve yerdegistirmere ait sonuglar grafikler halinde sunulmustur. Tabakalara ait ara
yizeyde sirtinme bulunmasi ve bulunmamasi durumlarinda tabakalar arasinda aynima
meydana gelmemesi halinde gerilmelerdeki farklar grafikler {izerinde gosterilmis ve
grafiklerin irdelenmesi yapilmugtir.

Dérdiinci boliimde ise yapilan gahgmalardan gikarilan sonuglar sunulmugtur.

Anahtar Kelimeler: Elastisite Teorisi, Siirekli Temas, Siireksiz Temas, Temas Gerilmesi,
Ik Aynima Yiik, Ik Aynima Uzakl®, Aynlma, integral Déniisim Teknigi, Integral
Denklem. '



SUMMARY

Continuous and Discontinuous Contact Problem of Layered Composite
Resting on Two Rigid Flat Supports

In this study, the continuous and discontinuous contact problem of a layered
composite which consists of two materials with different elastic constants and heights h,
and h, resting on two rigid flat supports with sharp edges is considered according to the
theory of elasticity. Layered composite is subjected to a uniform clamping pressure over a
finite portion of width 2a on its top surface. It is assumed that there is no friction between
the supports and the layered composite.

In the first chapter, the historical development of contact problems are mentioned and
some studies which are done on contact problems are summarised. Also stress and
displacement integral expressions are obtained using the integral transforms technique from
the fundamental equations of elasticity.

In the second chapter, continuous contact is examined first. Stress and displacement
expressions are substituted into the continuous contact boundary conditions and the
problem is reduced to a singular integral equation, where the contact pressure is the
unknown function. The solution of singular integral equation is done using the Gauss-
Chebyshev integration formulas. Then the first separation load and the first separation
distance at the interface of two elastic layers are investigated. Discontinuous contact
problem is divided into two parts. Separation between layered composite and rigid flat
supports is examined first. Afterwards stress and displacement expressions are substituted
into the boundary conditions which are written for the separation between the two elastic
layers and the problem is reduced to solution of two singular integral equations where the
contact pressure and the slope of separation at the interface of two elastic layers are the
unknown functions. Singular integral equation system is also solved using Gauss-Chebyshev
integration formulas. In the continuous contact problem and discontinuous contact problem
between layered composite and rigid flat supports mentioned above are considered with
and without friction at the interface of elastic layers separately.

With solving the integral equations, contact pressure, separation between two elastic
layers and ©,, o, and 1, stress components at every point of layered composite can be

determined. In the third chapter, the stress and displacement results which are obtained for
different values of various dimensionless quantities such as support width, load width and
material properties are presented in graphical forms. When there is no separation between
two elastic layers, the effect of friction between two elastic layers on stresses are shown in
graphics and the graphics are discussed.

In the fourth chapter, the conclusions obtained from this study is given.

Key Words: Theory of Elasticity, Continuous Contact , Discontinuous Contact, Contact
Pressure, Initial Separation Load, Initial Separation Distance, Separation, Integral
Transforms Technique, Integral Equation.
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tanimlanmuglardir.



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Girig

Temas problemleri pratik 6neme sahip miihendislik yapilarinda genig uygulama alanlan
bulmuglardir. Temeller, karayollari, demiryollar,, havaalam pistleri, talil silolari, akaryakit
tanklari, silindirik miller, kiiresel veya silindirik bilyeler temas konusunun uygulama
alanlarindan bazilarim olugturmaktadir [1].

Miihendislik yapilarinda temas konusunda gerilme ve sekildegistirme problemlerinin
¢oziimiinde ¢ofu zaman elemanter teori yetersiz kalmakta, elastisitenin karigik ve uzun
ifadelerine ihtiyag duyulmaktadir. Elastisite teorisi, dig kuvvetlerin etkisi altinda bulunan bir
elastik cisimde gerilme, sekildegistirme ve yerdegistirmenin sistematik incelenmesiyle ugragir
ve bir yik sisteminin etkisindeki cisimde i¢ kuvvet dagilimim, cismin davramgim yani
boyutlanindaki degisim véya bazi hallerde sonug olarak ortaya gikan mukavemetin sona
ermesini inceler [2]. Belirli bir diferansiyel denklemden hareket edilerek ¢oéziime gidilen
elastisitede, temas problemlerinde, cisimdeki herhangi bir noktada gerilme ve
sekildegistirmelere ait kapali formda ifadelerin elde edilmesinde, en basit problemlerin
¢oziimiinde dahi zorluklarla kargilagilabilmektedir. Klasik teorinin kargilaghg bu zorluklan
yenmek i¢in daha geligmis analitik metotlann ortaya konulmasi gerekmistir. Bu metotlardan
biride, serilerin toplanmasi, siur defer problemlerinin ¢oziimii, belirli integrallerin
hesaplanmasi yam sira diferansiyel denklemlerin integro diferansiyel denklem sistemlerinin
g¢oziimiinde kullamlan integral déniigiim teknikleridir. Problemlerde bagimsiz deZiskenler
lizerine yapilan doniisumler, diferansiyel denklemlerin mertebesini azaltmakta bdylece
problemlerin ¢ozimiinii kolaylagtirmaktadir [3]. Aynca integral doniigiim teknikleri,
tabakalarin s6z konusu oldufu temas problemlerinin ¢6ziimi igin daha uygun bir metot
olarak ortaya gikmaktadir [4].

1.2. Calismanin Onemi ve Amac

Bilesik gubuk veya tabaka yapmak suretiyle daha az mukavemetli gubuklan veya
tabakalan takviye ederek daha fazla yiik tagiyan, ekonomik ve estetik yonden daha uygun




yap: elemanlan elde edilmektedir. Bilesik yap1 tarzn karayolu kopriilerinde, gati
makaslannda, kiriglerde fazlaca uygulama alam bulabilmekte beton-gelik, ahgap-gelik vs.
seklinde insa edilmektedir [5]. Bilesik yap1 tarzina uygulamah bir 6rnek olusturan
caliymamizda, rijit iki diiz blok lizerine oturan, elastik sabitleri farkh iki tabakadan meydana
gelen bilesik tabakada temas problemi elastisite teorisi ve integral donigiim teknikleri
kullamlarak ¢éziilmiistiir.

Temas gerilmeleri, temas bolgesi yakimnda yogunlagip biiyitk degerler alir ve temas
bolgesinden uzaklagtikca gerilme yogunlugu hizla azalir [6]. Bu yiizden temas
problemlerindeki yogun gerilme bdlgeleri malzemenin boyutlandinimasi ve dayamm
agisindan Onemlidir. Mithendislik yapilarinin boyutlandinlmasinda en 6nemli adimlardan
birisi yapin belirli yiikler ve gevre sartlan altinda goérevini yerine getirmesi igin en son
sekline ve 6lgllerine karar vermektir. Bu en son seklin tayini igin kritik bir yuk faktori ile
malzemeyi karakterize eden bir parametre mukayese edilir [7]. Ele alinan problemde siirekli
ve slireksiz temas durumlannda, yapimn boyutlandinlmasinda kullamlacak temas
yluzeylerindeki gerilme dagiliglant belirlenmistir. Bilesik tabakada aynmlmaya sebebiyet
verecek kritik yiik faktorleri ve ayrilmamn meydana gelecegi uzakhklar aragtinlmis, ayrilma
ve temas bolgelerinin biiyiikliikleri incelenmistir. Mesnet genigligi, mesnet agikligi, yiik
genisligi gibi parametrelerin farkh degerler alniasx halinde arastinlan buyikliklerin nasil
degistikleri incelenmistir.

1.3. Temas Problemlierinin Tarihsel Gelisimi

Temas mekanigi konusunun, Hertz' in 1882 yilinda yazdig ' Elastik Cisimlerin Temast'
adli makalesi ile basladif1 soylenebilir. Hertz' in tam elastik cisimler ve siirtiinmesiz yiizeyler
icin ortaya koydugu teoriye goére, temas eden yiizeyler siireklidir, sekildegistirmeler
kisgiiktiir ve her cisim elastik yanm diizlem olarak kabul edilebilir [6]. Ne var ki, teoriyi esas
alan cahgmalar, teknolojik Onemine ragmen mihendislikteki gelismelerin tegviki
gergeklesinceye kadar bu yiizyilin baglarina degin teknik literatiirde goriilmemistir. Yirminci
yizylin baglarinda Kolosoff tarafindan kompleks degiskenler metodunun ortaya
konulmasiyla yapilan galismalarda bir artis gézlenmigtir. Sneddon' un integral déniigiim
teknikleri iizerine yaptifi ¢alismalarin 1930' larda Muskhelishvili tarafindan elastisite



teorisinde kullamlmasiyla temas konusu iizerine yapilan ¢aligmalara katihm artmugtir [4].
Boussinesq tarafindan gelistirilen Hertz temas problemi pek ¢ok aragtirmaci tarafindan
O6nemli uygulamalara Ozellestirilmig, bilgisayar teknolojisindeki ve saywisal ¢oziim
metotlarindaki geligmelere paralel olarak temas problemleri izerine ¢aligan bilim adamlannin
sayisi artmugtir. Degme problemleri tizerine 1950' Ii yillara kadar yapilan aragtirmalara ait
teknik literatiir ve ¢6ziim metotlan Galin' in eserinde bulunabilir [8]. Integral doniisiimlerin
degme problemlerinin ¢oziimiinde uygulanma metotlan ise Ufliand' m eserinde verilmigtir
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1.4. Temas Problemleri ile Tigili Yapilmis Calismalar

Bu baglik altinda, statik ylik etkisindeki siirekli ve siireksiz temas problemleri iizerine
agirhkh olarak elastisite teorisi ve integral doniigim teknikleri kullamlarak yapilmg
caligmalar verilmig, yiikiin hareketli olmasi durumunda yapilan baz ¢aligmalar da
Ozetlenmistir. Aynica temas problemlerinde, degisik ¢6ziim metotlariin kullamldigy ve
mekanik modellendirmelerin ortaya konuldugu ¢aligmalar da sunulmugtur.

1.4.1. Siirekli Temas Problemleri ile ilgili Yapilmis Cahgmalar

Elastik mesnede veya zemine oturan tabakalarla ilgili ¢aliymalar ilk olarak Winkler
tarafindan 1867 yilinda yapilmistir. Winkler' e gére tabakamn iizerine oturdudu elastik
mesnet veya zeminden gérmis oldugu reaksiyon ¢okmelerle orantiidir. Winkler temeli
tarafindan mesnetlenmis tabakalann jeofizik, geoteknik ve buz miihendisliinde 6zel
uygulama alanlan vardir [10]. Winkler temeli tarafindan mesnetlenmis baz ¢aligmalar
asagida verilmigtir.

Dempsey, Zhao ve Minetyan, Winkler temeli tarafindan mesnetlenmis, elastik
tabakaya ait asimetrik temas problemini incelemislerdir. Elastik tabakaya etkiyen rasgele bir
yiizey yiikii igin temel ¢oziimleri elde ettikten sonra elastik tabakay: degisik profil sekillerine
sahip rijit bloklarin etkisinde birakmuslardir. Yapilan ¢alisma sonunda temas gerilmesi, temas
alaninin gap1 ve yerdegistirmeler ile ilgili sonuglar ortaya koymuslardir [11]. Yine aym
arastirmacilar, Winkler temeli tarafindan mesnetlenmis tabakaya, rijit bir silindir tarafindan

baski uygulanmasi durumunu ele almuslar, kirig ve ¢arpilma teorilerini kullanarak



temas gerilmesi dagilimim elde etmiglerdir [12]. Elastik mesnetlere oturan elastik sabitleri ve
yiikseklikleri farkh iki malzemeden yapilmug tabakalarin yapistiriimas: ile elde edilen bilesik
tabakanin iki boyutlu elastisite teorisine gore ¢oziimii ise Birinci ve Erdél tarafindan
incelenmistir. Aragtirmacilar bilegik tabakada herhangi bir noktada meydana gelen gerilme
ve yerdegistirme bilegenlerini veren ifadeleri, integral doniigim teknigini kullanarak elde
etmiglerdir [13]. Birinci, Kahya ve Erdol ise Winkler temeli tarafindan mesnetlenmiy bilesik
tabakada siirekli temas problemini incelemiglerdir. Tabakamn {izerine uygulanan dig yiikten
dolay, tabakalar arasinda aynlmanin basladig ilk noktay: ve ilk aynlma yiikiinii bulmuglar
ve temas gerilmesi dagiimimi elde etmislerdir [14]. Dairesel bir mesnet iizerine oturan
tabakamn elastostatik temas problemi Gegit ve Gokpmnar tarafindan ele almmugtir [15].
Caliymada aragtrmacilar problemi temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral
denkleme indirgemigler ve integral denklemin ¢oziimiinden temas gerilmesi, temas alam ve
eksenel gerilmelere ait sayisal sonuglar ortaya koymuglardir.

Daha fazla yiik tagtyan, ekonomik ve estetik yonden daha uygun olan bilesik yap: tarzi
karayolu képriilerinde, ¢at1 makaslarinda, kirislerde fazlaca uygulama alam bulabilmektedir.
[5]. Bu konuda yapilmig bazr galigmalar asagida 6zetlenmigtir. Cakiroglu ve Erdél elastik
sabitleri farklh olan iki gubufun yapistinlmasiyla meydana getirilen ve iki basit mesnete
oturan bilesik tabakada temas problemini ele almuslar, elastisite teorisi ve integral déniigiim
teknigini kullanarak simetri kesitinde meydana gelen normal gerilmeleri incelemislerdir.
Elastisite teorisinden ve elemanter teoriden elde edilen sonuglan karsilagtirmuglardir [16].
Elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkli, belirli noktalarindan tutturulmus iki tabakadan olusan
ve Ust ylizeyinden siurh bir bolgede yayih basing yiikiiniin etkisinde birakilmug, basit
mesnetlere oturan bilesik tabakanin ele alindig: temas problemi Cepni, Birinci ve Cakiroglu
tarafindan incelenmistir [17]. Birinci ve Erdél ise tizerinde rijit dikdértgen bir blok bulunan,
iki noktadan mesnetlenmis bilesik tabaka problemini ¢ozmiiglerdir [18]. Her iki ¢ahismada
problemler tekil integral denklemlere indirgenmi§ ve uygun Gauss-Chebyshev integrasyon
formiilleri kullamlarak ¢oziimleri yapilmigtir.

Zemin mekanifi ve temel miihendisliindeki uygulanabilirlifi nedeniyle, temas
problemleri iizerine yapilan galigmalarda, elastik tabakaya veya elastik yar1 sonsuz bir ortama
yik aktaran blok problemleri 6nemli yer tutar. Rijit blok ile elastik tabaka ya da rijit blok ile

yan sonsuz ortam arasindaki siirekli temasi ele alan bazi galigmalar asagida sunulmustur.



Elastik bir temel {izerine oturan ve rijit bir blok ile yiik aktarilan elastik tabakada
temas problemi, Dhaliwal tarafindan galigilmgtir. Problem ikinci nevi tekil integral denkleme
indirgenerek ¢oziilmiigtiir [19]. Nowell ve Hill, ince bir gerit ile simetrik silindirler arasindaki
diizZlem elastik temas problemini incelemigler, deZisik yiikleme durumlannda yiizey
gerilmelerini belirlemigler, yapigma ve kayma bolgelerinin belirlenmesi igin analizler
yapmuglardir [20]. Iki dairesel blogun etkidigi elastik tabakada temas bolgesinde meydana
gelecek normal ve tegetsel gekil deéistirmeler [21] de incelenmistir. [22]' de elastik bir temel
iizerine oturan elastik bir tabaka igin asimetrik Boussinesq problemi ele ahnmugtir.
Aragtirmacilar degigik blok profilleri igin 6zel ¢dziimler tiiretmisler ve rijit blok altindaki
temas gerilmesi dagilimim belirlemiglerdir. Ust yiizeyinden siirtiinmesiz ijit silindirik bir blok
aracilifiyla yiiklenmig ve rijit bir diizleme oturan elastik tabakanin yiizey deformasyonlan
Chebyshev polinomlan yardimiyla Jaffar tarafindan belirlenmigtir [23].

Balartas, rijit bir blok ile yan sonsuz diizlem arsindaki kangik simr deger problemini
Fourier doniigiim teknigini kullanarak tekil integral denkleme indirgemis ve blok altindaki
nonhomojenligin gerilme dagihmmna etkisini aragtirnmgtir [24]. Ust yiizeyine rijit bir blok
aracihfiyla yiik aktarilan ve enine dogrultuda gerilme etkisinde birakilmig ortotropik yarim
diizlem problemi ise Bjarnehed tarafindan ¢éziilmiigtiir. Problem temas gerilmelerinin
bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme indirgenmig ve rijit blok ile yan sonsuz diizlem
arasindaki gerilmenin dagilimina siirtiinmenin etkisi arasgtinlmigtir [25]. [26]' da asimetrik bir
blok ile yan sonsuz diizlem arsindaki temas probleminin ¢6ziimii, rijit blogun kendi ekseni
etrafinda déndiiriilmesi durumunda ikinci derece elastisite teorisine gére yapilmug, sonuglar
klasik elastisite de elde edilen sonuglarla karsilagtinlmgtir. Simetri ekseninin herhangi bir
noktasina tekil yiik etkiyen enine dogrultuda izotropik yan sonsuz ortama rijit bir blok ile
yik aktanilmasi durumunda, yan sonsuz ortam ile rijit blok arasindaki etkilesimde [27]' de
belirlenmigtir. Gegit, yan sonuz ortama, yan sonsuz bir silindir araciifnyla yitk aktarilan
temas problemini incelemigtir. Ikinci nevi tekil integral denkleme indirgedigi problemin
sayisal ¢oziimiinden temas gerilmesi dagiimim elde etmistir [28]. Yiikiin yan sonsuz bir
silindir yerine yan sonsuz elastik tabaka aracihgiyla aktanldig: gahiyma ise Adams ve Bogy
tarafindan yapilmigtir [29]. Yan sonsuz diizleme, diiz halka bigimli rijit bir blok tarafindan
baski uygulanan temas problemi de Shibuya, Kolzimu ve Nakahara tarafindan ¢oziilmiis,
gahymada yanm diizlemdeki gerilme ve yerdegistirme dagilimlanna ait sayisal sonuclar
verilmigtir [30]. Asimetrik rijit blok ile tabakali elastik yanm diizlem arasindaki temas ise
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[31] de incelenmigtir. Problem temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral
denkleme indirgenmig ve ¢dziim ortogonal polinomlarn agihmu ile elde edilmistir. Degigik
yiikleme durumlarinda, elastik kama igin temas ve catlak problemi ise Erdogan ve Gupta
tarafindan ¢oziilmiigtiir [32]. Pindera ve Lane, izotrop, ortotrop veya monokilinik
tabakalann herhangi bir sirada diizenlendigi gok tabakah yanm dizlemde stirtiinmesiz temas
problemi igin bir ¢éziim metodu gelistirmisler ve bununla ilgili bazn sayisal Grnekler
sunmuglardir [33,34]. Rijit iki temel tarafindan tutulmus, siirtiinmesiz olarak kayabilen ,iki
elastik tabaka tarafindan sikastinilan rjit silindirin diizlem gekil degistirmesi [35]' de
incelenmistir. Problemin ¢6ziimiinde Chebyshev polinomiarindan faydalamimigtir. Elastik
izotrop yan sonsuz bir diizleme silindirik, dortgen ve iiggen bloklar vasitasiyla yik
aktanlmasi ise [36]' da aragtinlmugtir. Gao, Chiu ve Lee ¢ok tabakal elastik yanm diizleme
silindirik bir blok ile baski uygulanmasim incelemiglerdir [37]. Rijit bir blok ile elastik ortam
arasinda stirtiinme bulunmas: halinde ele alinan bir bagka temas problemi de Klarbring,
Mikelic ve Shillor tarafindan ¢oziilmistiir [38]. Fan ve Keer' da anizotropik elastik ortamda
iki boyutlu temas problemini aragtirmuglardir [39].

1.4.2. Siireksiz Temas Problemleri ile flgili Yapilmig Calismalar

Cekme gerilmesinin bulunmadigi durumlarda elastik tabaka ile elastik veya rijit bir
dizlem arasinda ayrilma istenilen bir durum degildir, dolayistyla temas problemlerinde,
temas eden yiizeylerde ilk aynlmayr meydana getirecek yiik ve ilk ayrilmanin meydana
gelecegi uzaklik biyiik 6neme sahiptir [40]. Siireksiz temas problemleri ile ilgili yapilan
¢aligmalardan bazilan agagida sunulmustur.

Gegit, elastik bir tabakaya, yar1 sonsuz bir elastik silindir tarafindan baski uygulanmas:
durumunu incelemistir. Yiiklemeden sonra elastik tabaka ile yan sonsuz ortam ara yiizeyi,
yan ¢apimn bilinmeyen oldugu dairesel bir alana gekilmistir. Gegit ikinci nevi tekil integral
denkleme indirgedigi problemi sayisal olarak ¢ozmiig, temas gerilmeleri, temas alam
buyikligi ve silindir kenanndaki gerilme siddeti faktorlerini hesaplamigtir [41]. Tekil bir
yik etkisiyle elastik bir tabaka ile yan sonsuz ortam arasinda meydana gelecek aynima ve
kayma bolgeleri Schumueser, Comninou ve Dundurs tarafindan iki benzer problemde ele
alinmustir [42,43]. Gegit bir bagka galismasinda yan sonsuz diizlem iizerine oturan, sonsuz

uzunluktaki elastik tabakaya ait temas problemini incelemistir. Aragtirmaci once siirekli



temas durumunu ¢ézmii§ ve ayrilmaya sebebiyet verecek kritik yiikii belirlemistir. Daha
sonra siireksiz temas durumunu tekil integral denklem olarak formiile etmigtir [44]. Yine
Gegit, yan sonsuz diizlem iizerine oturan elastik tabakada bu defa asimetrik yiiklii temas
problemini ¢ézmii, degisik malzeme durumlarinda temas gerilmesi dagihmina ait sayisal
sonuglar elde etmistir [45]. Civelek ve Erdogan rijit bir diizlem ile tekil yiik etkisindeki
elastik tabakamn ayrilmasim incelemisler, problemi elastisite teorisi ve integral doniisiim
tekniklerini kullanarak ¢ézmiiglerdir. Caliymada temas gerilmelerine ve ayrilma bolgesindeki
kabarmalara ait sayisal sonuglar sunulmugtur [46]. Elastik tabakann, rijit bir diizlem tizerine
oturdugu ve asimetrik gizgisel yik etkisinde birakildif siirtiinmesiz temas problemi ise
Gegit ve Erdogan tarafindan ele alinmig, ayrnilma bélgesinin biyiikligi ve temas gerilmesinin
dagihmina ait sonuglar verilmistir [47]. Cakiroglu ve Cakiroglu, yan sonsuz diizlem ve
elastik tabaka arasindaki siirekli ve siireksiz temas durumlanni incelemislerdir. Elastik
tabakay iist ylizeyinden siurh bir bélgede yayili basing yiikiiniin etkisinde birakmiglar, temas
yizeyinde ilk aynlmayr meydana getirecek yiik ve bu yiikten biiyiik yiikler igin gerilme
dagihmlanim belirlemiglerdir. C6ziimde elastisite teorisi ve integral déniisiim tekniklerini
kullanmuslardir [48]. Dis yiikiin elastik tabakaya bir blok vasitasiyla uygulandigz ve elastik
tabakamn rijit bir diizlem iizerine oturdugu siirtiinmesiz temas problemi de Civelek, Erdogan
ve Cakiroglu tarafindan incelenmigstir [49]. Civelek ve Erdogan ise kiitle kuvvetlerinin ve
diizgiin basing gerilmelerinin etkidigi siirtiinmesiz diizlem temas problemini ele
almuglar,stirekli ve siireksiz temas durumlanm ¢6zmiiglerdir [50]. Erdogan ve Ratwani ise,
iki geyrek diizlem ile mesnetlenmis bir tabakada siireksiz temas problemini ¢ozmiislerdir.
Problemi temas gerilmelerinin bilinmeyen oldugu tekil integral denkleme indirgemisler ve
integral denklemin sayisal ¢oziimiinden temas gerilmesi ve temas alanina ait sayisal sonuglar
ortaya koymuglardir [51]. Erdogan ve Ratwani tarafindan yapilan bu ¢alisma, Aksogan,
Akavct ve Becker tarafindan integral doniisiim teknigine ek olarak sonlu elemanlar ve suur
elemanlar metotlan kullamlarak yeniden ¢ziilmiis, ii¢ yéntemin sonuglan kargilagtinlmgtir
[52]. Keskin kenarh rijit diiz bloklarla mesnetlenmis bir tabakaya ait temas problemi de
Gegit ve Yapic tarafindan incelenmigtir. Aragtirmacilar ¢ahgmada, temas gerilmesi, eksenel
gerilme ve aynlma alamm belirleyen uzakliklar igin sayisal sonuglar vermislerdir [53]. Yan
sonsuz diizlem tizerine oturan, elastik tabakaya rijit bir blok ile yitk aktarilan asimetrik ¢ift

temas problemi de Civelek ve Erdogan tarafindan ¢ozilmistiir. Problem tekil integral




denklem takimina indirgenmis, problemine ait sayisal sonuglar, bloun ti¢ degisik geometrisi
i¢in verilmigtir [1].

1.4.3. Hareketli Yiik Etkisindeki Temas Problemleri

Hareketli yiiklere elastik cisimlerin gésterdigi direng, yap: dinamigi ve sismolojideki
uygulanabilirlii nedeniyle ilgi g¢ekicidir. Dinamik temas problemleri, karayollan1 titresim
analizleri, hizli trenlerin gelisimiyle demiryolu raylanndaki ve bunlann oturtuldugu
zeminlerdeki dalga hareketlerinin incelenmesi agisindan da biiytik 6éneme sahiptir [54,55].
Temas problemlerinde hareketli yik olmasi durumunda yapilan galigmalardan bazilan
asagida verilmigtir.

Adams, yan sonsuz diizlem iizerine oturan elastik tabakamin hareketli tekil yik
etkisinde kalmasi durumunu incelemistir. Problemin ¢oziimiini elastisite teorisinden
faydalamp, integral denklemlere indirgeyerek yapmugtir. Cesitli malzeme 6zellikleri ve hiz
biiyiikleri igin temas bolgesinin yeri ve biyikliginin yam sira temas gerilmelerini de
belirlemigtir [S6]. Hareketli ylizey dalgasi ve rijit bir gerit arasindaki yapigma temasim Zharii
ele almy, elastodinamik simr deger problemini tekil integral denkleme indirgemis ve bu
denklemin kapah formda kesin ¢6ziimiinii yapmustir. Temas alamnn boyutlanimn degisimini,
gerilme dagilimim belirlemis, yapigma ve kayma durumlarnim kargilagtirmstir [57]. Zharii ve
Ulitko ise bu defa, hareketli Rayleigh dalgas: ile rijit bir serit arasindaki siirtiinmesiz temas
problemi incelemigler, elastodinamikte bir sinir deger problemi olan ¢aligmay: trigonometrik
¢ift fonksiyonlar igeren bir denklem takimina indirgemiglerdir. Yerdegistirmeler, gerilmeler
ve ylizey hizlan igin analitik ifadeler tiiretip, kapali ¢oziimlerini elde etmislerdir [58].
Westergaard temeli {izerine oturan ve sabit hizla hareket eden bir basing yiikiiniin etkisinde
birakilmug karayolunun titregim analizi ise Houedec tarafindan gergeklestirilmistir [54]. Saito
ve Terasawa , Pasternak tipi temel tarafindan mesnetlenmis ve hareketli yiik etkisindeki
sonsuz kirigin titregimini aragtirmuglardir. Hareket denklemlerini elastisite teorisi iizerine
kurmuslar ve ¢oziimii iistel Fourier doniigiimiinii kullanarak yapmuglardir. Elde ettikleri
sonuglari, Timoshenko ve Bemoulli-Euler kirig teoremlerinden elde edilen sonuglarla
kargilastirmuglardir [59]. Hareketli yiizey yiiklerinin etkisinde birakilmug, elastik yanm
diizlemdeki dalga hareketi ise Freund tarafindan incelenmistir. Freund hizlanma ve

yavaslama gseklinde degisen malzemeye bagh hiz karakterlerini en genel halde ortaya



koymustur [55]. Dieterman ve Metrikine de, elastik bir tabaka boyunca diizgiin bir sekilde
hareket eden ve harmonik olarak degisen tekil yiikiin kritik hzlarm incelemiglerdir. Kritik
hizlan yiik frekansinn bir fonksiyonu olarak alirlarken, tabakamn derinligini de yiik hizimin
fonksiyonu olarak belirlemiglerdir [60]. Elastik bir blogun, yan sonsuz elastik bir cisim
yiizeyinde sabit hizla hareket ettiZi bir difer ¢aligmada Adams ve Zeid tarafindan yapilmugtir.
Aragtirmacilar problemi elastisite teorisine gore g¢ozmiisler ve yiizeylerde dogan gerilme
dagiliglarin belirlemislerdir [61]. Dowson ve Fisher, hareketli yiik etkisinde olan ve rijit bir
silindire siki sikiya bagh tabakanin minimum ve ortalama kalinhfmn belirlenmesinde
kullamlan analitik formiil tiiretmiglerdir [62].

1.4.4. Temas Problemleri ile llgili Yapilmig Diger Cabymalar

Sonlu elemanlar metodu, sinir elemanlar metodu ve sonlu farklar metodu gibi bilinen
metotlann yam sira yeni mekanik modellendirmelerin yapildifi ve ¢oziim metotlarnn
gelistirildii temas problemleri iizerine yapilmig ¢aliymalardan bazilan asafida verilmigtir.

Toakimidis ve Anastasselos, diizlem elastisite problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan
Muskhelishvili' nin klasik kompleks degiskenler metodunu tekrar gézden gegirmisler,
Mathematica programlama dili yardimiyla kompleks degiskenler metodunda kullamlan
fonksiyonel denklemler i¢in yaklagik bir ¢6ziim yolu ortaya koymuglardir [63]. Ezawa ve
Okamota, hibrit metodunu kullanarak, sonlu elemanlar ve simr elemanlar metotlarnim
birlestirmigler iki ve ii¢ boyutlu temas gerilmesi analizlerinde faydalamlabilecek bir program
gelistirmiglerdir [64]. Noor ve Tirmizi ise bir grup temas probleminin ¢6ziimiinii variasyonel
esitsizlikler yardimiyla gergeklestirmiglerdir [65]. Lekhnitski gerilme fonksiyonu metodu
kullamlarak, asimetrik radyal yiikleme etkisinde birakilan uzun enine dogrultuda izotropik
¢ok tabakah silindirik kabuk igin elastisite ¢oziimii de [66] da verilmigtir. [67]' de temas
ylzeylerinde siirtinme dolayisiyla yapiyma bulunmayan diizlem temas problemlerinin
¢6ziimii Chebyshev polinomlanmn seriye agilmasi yoluyla gergeklestirilmigtir. Farkh elastik
malzemelerden yapilmus, farkh genislikteki geritler arasindaki temas problemi ise Adams ve
Bogy tarafindan incelenmis, elde edilen sonuglar daha 6nce yapilan ¢alismalardan elde edilen
sonuglarla kargilagtinlmigtir [68]. Ug temas bolgesinin bulundugu problemde elde edilen
Hilbert integral denkleminin ¢6ziimii ise Chebyshev polinomlan yardimiyla Gladwell
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tarafindan yapilmigtir [69]. Choi ve Thangjitham, lineer diizlem elastisite sinirlan igerisinde
kalarak, yiizey gerilmesi etkisinde olan anizotropik ortamin gerilme analizini yapmuslar,
rijitlik matrisi yaklagimiyla Fourier doniigiim teknigine dayali ¢6ziimler elde etmiglerdir [70].
Tabakal anizotropik ortam probleminin sinir elemanlar metoduna gére formiilasyonu ise
[71] de verilmigtir. [72]' de elastik bir temele oturan ve eliptik rijit bir blok tarafindan baski
uygulanan ince gerit problemi igin mekanik bir model olugturulmus, yan analitik bir ¢oziim
metodu gelistirilmigtir. Kikuchi ve Song' da caliymalaninda sikigtirilamayan lineer elastik
cisimlere, kuvvetlerin ve momentlerin bir grup rijit blok vasitasiyla aktarilmas: halinde, rijit
blok ile elastik cisim arasindaki temas problemini variasyonel esitsizlikler teoremi ile
incelemiglerdir [73]. Analizin teorik temellerini variasyonel ilkelerin olusturdugu, sonlu
elemanlar metoduyla yapilmus bir diger ¢aliyma [74] de verilmistir. Ihara, Shaw ve Bushhan,
rijit diizlem {izerine oturan ve rijit bir kiire tarafindan baski uygulanan ince elastik tabaka
problemini sonlu elemanlar metodunu kullanarak, hem yalmz eksenel yiik uygulanmas: hem
de eksenel ve yatay yiikiin beraber uygulanmasi durumlan i¢in ayn ayn ¢ézmiiglerdir
[75,76). Cok tabakali elastik bir cismin rijit bir yiizeye bastirilmasi durumunda ortaya
¢tkacak elastik temas problemi de sonlu elemanlar metoduyla Komopoulos tarafindan
¢Oziilmiig, cesitli tabaka kalinliklar igin alt yiizeydeki gerilme ve deformasyon alanlan
belirlenmistir [77]. Kompozit kirislerin sonlu eleman analizini ortaya koyan bir bagka galiyma
ise [78] de verilmigtir. Iki parametreli elastik temel {izerine oturan kiriglerin sonlu eleman
analizinde kullamlacak uygun eleman gesitleri ise Ghani, Razaqpur ve Shah tarafindan
gelistirilmistir [79]. Elastik temeller iizerine oturan kiriglerin ele alindig1 ve 6zel bir ¢oziim
metodunun ortaya konuldugu galigma ise [80]' de sunulmugtur. Neumeister, yapmig oldugu
¢ahsmada diizlem sekildeSigtirme ve diizlem gerilme altinda degisik lineer bilesenlerden
olusan kompozit cisimde gerilme alamini belirleyebilmek icin gerekli minimum elastik sabit
sayisim aragtirmugstir [81]. Yan sonsuz seritte elde edilen Cauchy tipi ¢ekirdege sahip tekil
integral denklemin ¢dziimii igin basit bir doniigiim teknigi de Fariborz tarafindan ortaya
konulmustur [82].

1.5. Cahymanin Kapsami

Calymamizda, rijit iki diiz blok iizerine oturan, degisik elastik sabitlere ve

yiksekliklere sahip homojen, izotrop iki elastik tabakaya ait temas probleminin ¢6ziimiinde,
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elastisitenin temel denklemleri olan denge denklemleri, biinye denklemleri, yerdegistirme ve
sekildegistirme baZmtilan ile bunlara bagli olarak bulunan Navier denklemleri kullamlmug,
integral doniigiim teknikleri yardimiyla bu denklemlerden gerilmelere ve yerdegistirmelere
ait integral ifadeler elde edilmigtir. Gerilme ve yerdegistirme ifadelerinde kargilagilan tekil
integral denklemlerin ¢oziimiinde ise Gauss-Chebyshev integrasyon formiillerinden
faydalamlmustir. Teorik galigma sonucu elde edilen gerilme ve yerdegistirmelere ait integral
denklemler ile Gauss-Chebyshev integrasyon formiillerinden bulunan ifadelerin ¢ozimi ise
FORTRAN dilinde yazlan bilgisayar programlan yardimiyla yapilmustir. Bilesik tabaka st
yiizeyinden simrl bdlgede yayil basing yiikiiniin etkisinde birakilmistir. Bilegik tabaka ile rijit
diiz bloklar arasinda siirtiinmenin bulunmadif kabul edilmigtir.

Problem siirekli ve siireksiz temas olmak iizere iki kisimdan olugmaktadir. Sitrekli
temasta hicbir gekilde aynlma olmazken, siireksiz temasta iki farkli durum incelenmigtir.
Bunlardan birincisi bilegik tabaka ile rijit diiz bloklar arasindaki aynilma digeri ise bilesik
tabakay: olusturan iki elastik tabakaya ait ara yiizeydeki ayrilmadir. Stirekli temas ve bilesik
tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda aynlma bulunmasi durumlarninda, iki elastik tabakaya ait
ara ylizey boyunca siirtiinme bulunmas: ve bulunmamas: halleri de ayn ayn ele almp
¢Oziimleri yapilmugtir.

Birinci boliimde, temas problemlerinin tarihsel geligiminden bahsedilmig, temas konusu
Uizerine yapilan baz1 galigmalar 6zetlenmigtir. Problemde kullamlan ¢6ziim metodu hakkinda
kisa bilgi verildikten sonra, elastisite teorisine ait denklemler ve integral doniigiim
tekniklerinden faydalanilarak diizlem haldeki genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri elde
edilmigtir.

Ikinci béliimde, problemin tammu yapilmug ve 6nce siirekli temas durumu incelenmistir.
Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde siirtinme bulunmasi ve bulunmamasi durumunda bilesik
tabakaya ait siur gartlanna, birinci béliimde bulunan genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri
uygulanmug ve sekiz bilinmeyenli, sekiz denklem takim iki durum igin ayn ayn elde
edilmigtir. Bu denklem takimlanmn ¢6ziimiiyle bulunan katsayilardaki bilinmeyen temas
gerilmeleri ise rijit blogun diigey yerdegistirmesinden faydalamlarak elde edilen tekil integral
denklemlerden belirlenmigtir. Tekil integral denklemlerin ¢6ziimii ise Gauss-Chebyshev
integrasyon formiilleriyle yapilmugtir. Daha sonra iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde ilk
ayrilmayr meydana getirecek yiik ve ilk aynlmamin meydana gelecegi uzaklik arastmnlmustir.

Surekli temasin ardindan sireksiz temas incelenmis, éncelikle bilegik tabaka ile rijit diiz
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bloklar arasindaki aynlma ele almmugtir. Ardindan da iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde
aynlma olmasi durumunda yazlan smr sartlanna uygulanan gerilme ve yerdegistirme
denkiemlerinden sekiz bilinmeyenli, sekiz denklem takim elde edilmigtir. Denklem takimimin
¢Oziimiinden bulunan katsayilar, rijit blok tizerindeki temas gerilmesi ve ara yiizeyde olusan
aynimalanin eBimini ifade eden bilinmeyen fonksiyonlara bagh olarak bulunmustur. Rijit
blogun diigey yerdegistirmesi ve aynlmamn meydana geldigi bolgedeki diigey gerilme
ifadelerinden faydalamlarak iki integral denklem yazilmig ve integral denklem takim Gauss-
Chebyshev integrasyon formiilleri yardimiyla ¢oziilmiigtiir. Boylece temas gerilmeleri ve ara
yiizeydeki ayrilmalann egimleri dolaysiyla katsayilar elde edilmistir. Egimlerin integralleri
alinarak ara yiizeydeki aynlma ifadeleri bulunmustur. C6ziimde karsilagilan tekil terimler ve
bunlann kapah integralleri ile integral denklemlerde ortaya ¢ikan gekirdeklerde bu béliimde
verilmistir. Elastik tabakalar arasindaki ayrilma incelenirken elastik tabakalara ait ara yiizey
boyunca siirtiinmenin bulunmadif kabul edilmistir. Temas gerilmesi ve iki elastik tabakaya
ait ara yiizeydeki aynlmaya ek olarak, sirekli ve siireksiz temasta katsayilann
belirlenmesiyle, bilesik tabakanin herhangi bir noktasindaki o, (x,y), O,(xX,y) ve T, (x,y)
gerilme bilegenleri kolayca belirlenebilir hale gelmistir.

Ugiincti boliimde, mesnet agikh, mesnet genisligi, tabaka yiikseklikleri ve yayih yiik
genigligi gibi gesitli boyutsuz biyiikliiklerin farkli degerleri igin, mijit blok wstiindeki temas
gerilmesi dagilim, iki elastik tabakaya ait ara yiizeydeki ayrimalar ve diigey gerilme yayilisi
ile y-simetri ekseni boyunca ortaya ¢ikan normal gerilmeler ve y simetri ekseni yakiminda
ortaya ¢ikan kayma gerilmesi dagiimlarina ait sonuglar grafikler halinde sunulmugtur.
Tabakalara ait ara yiizeyde stirtiinme bulunmasi ve bulunmamasi durumlarinda, tabakalar
arasinda ayrilma meydana gelmemesi halinde gerilme dagihslan grafikler {izerinde
gosterilmis, aynca bu bolimde gesitli boyutsuz biiyiikliikkler i¢in ¢izilen grafiklerin
irdelenmesi yapilmgtir.

Dordiincii boliimde ise yapilan galigmalardan ¢ikarlan sonuglar sunulmustur. Bu
boliimii galiymada faydalarlan kaynaklar ve 6zgegmis izlemektedir.

1.6. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Iki rijit diiz blok tzerine oturan degisik elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip
homojen izotrop iki elastik tabakaya ait temas probleminin, elastisite teorisine goére
¢ozimiinde kullanilacak yerdegistirme ve gerilmelere ait genel ifadeler asagida elde

edilecektir.
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1.6.1. Kiitle Kuvvetlerinin Bulunmamasi Durumunda Genel Denklemlerin Elde

Edilmesi

X, Y ve Z kitle kuvvetlerini, o,, o,, ©,, T,,, T,, ve T,, gerilme bilesenlerini
gostermek iizere, dengede olan bir cisim igin, gerilmelerin noktadan noktaya degigim tarzim

gosteren denge denklemleri agagidaki gibi verilmigtir [83].

do, dt, It
X + 3y + 3 +X=0 (D
dt, do, o,
I + P + % +Y=0 @)
aT”‘4-81” ac‘+z—o 3
x "oy ez T4T )

Bu denklemlerde gegen gerilme bilegenleri ise, binye denklemleri ve yerdegistirme-
sekildegistirme bagintilan kullamlarak agagidaki gibi tanimlanabilmektedir [83].

o, =Ae+2 g—xllj 4)

o, =Ae+2 gy‘—') ©)

ow
c, =Ae+ 2[.\("52—) ©)

fer.2)
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0 ov

T, = l+3z-] @®)
ow du

T = —a+3z-) ®

Yukandaki egitliklerde gegen u, v ve w sirasiyla x, y ve z dogrultularindaki
yerdegistirmeleri gostermektedir. ¢ hacim degigtirme orami, A ve p ise Lame sabitlerini

gostermekte olup agagidaki gibi tanimlanmaktadirlar [83].

e=g_xu_+%yv_+%wz_ (10)
vE
A= (1+v)(1-2v) (i
E
H= 20+ (12)

(11) ve (12) nolu denklemlerdeki E ve v sirastyla elastisite modiilii ve Poisson orantm
gostermektedir. Aynca T, =1, T, =1, ve T, =1, oldufu bilinmektedir [83]. (4)-(9)
nolu denklemler ile verilen biinye denklemlerinin gerekli tirevieri almp denge

denklemlerinde yerlerine yazilirlarsa Navier denklemleri olarak adlandinlan asagidaki
esitlikler elde edilir [83].

e

(7L+u)ax+uV2u+X=0 (13)
de )

(7&+u)-a—y—+uV v+Y=0 (14)
de )

(A+ W) —+pVw+Z=0 (15)

oz
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Bu denklemlerde V? Laplace operatérii olup asagidaki gibi tammlanabilmektedir.

¢ 9 9
2 _
V= e, + 3y’ +=7 (16)
1ki boyutlu problemlerde z ile ilgili terimler diiseceginden Navier denklemleri

de ,

(x+u)5;+uv u+X=0 %))
de 5

(7L+u)5;+p,V vV+Y=0 (18)

olarak yazilabilir. Bu esitliklerdeki hacim degistirme oram e ve Laplace operatérii V' nin

iki boyutlu problemlerde
e= % + % (19)
>
V= ey + 5):2— (20)

seklini alacafn agiktir. Eger kiitle kuvvetleri ihmal edilecek olursa Navier denklemleri
asagidaki gibi yazilabilir.

(k+u)§§+p,V2u=0 (21)
de .
(x+u)§;+uv v=0 (22)

Problemin yiik, malzeme ve geometri olarak y eksenine gore simetrik olmasi

durumunda, u ve v yerdegistirmeleri agagidaki esitlikleri saglarlar.
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u(x,y) =-u{~x,y) (23)

v(x,y)=v(-x.y) 24)

Navier denkiemlerinin kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi olusturmas: problemin
¢Oziimiinii zorlagtirmaktadir. Navier denklemlerini adi diferansiyel denklem takimina

doéniigtiirmek ve ¢oziimii kolaylagtirmak igin yerdegistirmeler u(x, y) ve v(x, y), bilinmeyen
fonksiyonlar ¢(c,y) ve ¥(ct,y)' nin Fourier siniis ve Fourier kosiniis doniigiimleri olarak

tanimlanirlarsa agagidaki esitlikler elde edilir.

u(x,y) = %].q)(a, y) sin(ox)dot (25)

v(x,y) = -12;‘[ y) cos(ox)do (26)
0
(25) ve (26) nolu denklemlerin ters doniigiimleri alinacak olursa

o(at, y) =]u (x,y) sin{ox)dx X))

o, y) = Tv(x,y) cos(ax)dx (28)

esitlikleri elde edilir. Bilinmeyen ¢(0L, y) ve ‘I’((x, y) fonksiyonlariin belirlenebilmesi igin

(21) nolu denklem sin(ox)dx, (22) nolu denklemde cos(ox)dx ifadeleri ile garpilip (0,0
aralifinda integre edilirse

] [H(%g+$)‘(l+ u)('g—;;l+ %)]sin(ax)dx= 0 29
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d*v d*v du dv
I[{&T.’-a—}’?}(x )(axay ayz )]COS(QX)dX=O (30)

ifadeleri elde edilir. (27) ve (28) nolu denklemlerde u ve v' nin gerekli tiirevleri alinirsa

I >-sin{ox)dx = —o¢ (€3]

I Y in(ao)dx = 8 (32)
dy

T ai;; sin(ox)dx = —ot %— (33)
‘]"azv .

5 cos(ox)dx = -0 *¥ (349

f 5-cos(ox)dx dz? (35)
dy

T ai;‘; cos(ox)dx = o 2—3 (36)

ifadeleri elde edilir. Kismi integrasyon uygulanarak elde edilen bu denklemlerde agagidaki
sinur gartlarindan faydalamlmugtir,

du ov ov
u(O) = u(oo) = v(oo) = Sx—’xm = g{xm = a—x"xzo =0 (37)

(31)-(36) nolu denklemler olarak elde edilen tiirev ifadeleri (29) ve (30) nolu denklemlerde

yerlerine yazilirlarsa

LC. YOKSEKOGRETIM KURDLY
ON MERKEZS
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—(A+2p)o’d+po” —(A+p)odt =0 (38)

(A+2u) " —o2u¥ +(A+pod’ =0 (39)
adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. Bu adi diferansiyel denklem takiminda
usler y' ye gore tiirevleri gostermektedir. (38) nolu denklem y' ye gore iki defa (39) nolu
denklemde y' ye gore bir defa tiiretilirse

~(A+2p)o?e" + o™ — (A+ o™ =0 (40)

(A +20)FT —a?p¥? + (A +pad® =0 41)

denklemleri elde edilir.(40) nolu denklemden W™ c¢ekilip (41) nolu denklemde yerine

konulursa

[u¢“’ (A+2p)0?0"] - 02! + (A + oo™ =0 (42)

(k+2u

yazilabilir. Bu denklemden de ¥' gekilip (38) nolu denklemde yerine yazilir ve diizenlenirse
¢' ye gore dordiincii mertebeden sabit katsayili, lineer homojen diferansiyel denklem
asagidaki gibi elde edilir.

oY 202" +a'p=0 (43)

Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ¢ = e¥ seklinde aramir ve bu ¢6ziimiin gerekli tiirevieri

ahmp (43) nolu denklemde yerine yazilirsa karakteristik denklem
s*—20%s’+a* =0 (44)

olarak elde edilir. Bu denklemin kokleri ise s, =s, = o ve s, =s, = —0 olarak belirlenebilir.

Bu durumda (43) nolu adi diferansiyel denklemin ¢éziimii asagidaki gibi yazilabilir.
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¢(a, y) =A™ +A,ye™ +A,e” +A,ye” (45)

¥(a,y) bilinmeyen fonksiyonunun goziimi igin (38) nolu denklemin y' ye gore bir defa
tirevi alimip, elde edilecek denklemden W” ifadesi gekilerek (39) nolu denklemde yerine
yazlirsa, ¥(a, y) bilinmeyen fonksiyonu, ¢(c,y) fonksiyonuna ve tiirevlerine bagl olarak
bulunur. Buradan gerekli tiirevier alimr ve yerlerine konulduktan sonra benzer islemler

yapilirsa

¥(a, y) =[A, +(§+ y}\z]e'“y +[—A3 +(&K-- y}x4 ]e“" (46)

ifadesi elde edilir. Bu esitlikte gegen K bir malzeme sabiti olup diizlem sekildegistirme
halinde x= (3~ 4v), diizlem gerilme halinde ise k= (3—V)/(1+V) oldugu bilinmektedir [40].
Bu denklemlerde v Poisson oramm gostermektedir. ¢(oc, y) ve ‘I’(oc, y) fonksiyonlan
sirastyla (25) ve (26) nolu denklemlerde yerlerine yazilirlarsa u( X, y), v(x, y) yerdegistirme
ifadeleri agagdaki gibi elde edilir.

u, (x,y) = ;2:_ | [(A, +A,y)e™ +(A, +A,y)e” | sin(ox)dar (47

vy (x,y) = %T[[AI 4{§+y)az }e‘“’ +[——A3+(£- - y)44 ]e“’ ]cos(ax)doc (48)

Bu esitliklerdeki h indisi, bu denklemlerin kiitle kuvvetsiz durumda homojen ¢6ziime ait
ifadeleri gosterdigini belirtmektedir. Yukandaki esitliklerde gegen A;, A A; ve Ay
bilinmeyen sabit katsayilar olup probleme ait simir gartlarindan elde edileceklerdir.

o,, O, ve T kartezyen gerilme bilesenlerinin biinye denklemleri yardimyla u ve v

yerdegistirmeleri cinsinden (4), (5) ve (7) nolu denklemlerin daha agik bir ifadesi olarak
asafidaki gibi yazilabilecegi bilinmektedir [83].
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5, = (2 22+ xg-y‘i (49)
=(x+zu)§;' x% (50)
1'xy== %-}-ng-') (51)

u ve v yerdegistirme fonksiyonlanmin gerekli tirevileri amp (49), (50) ve (51) nolu
denklemler ile verilen gerilme-yerdegistirme bagmntilannda yerlerine yazihrlarsa, gerilme
bilesenleri

2
.zlu—cxn (X,Y)::;o [(I(A +A2y ( }A ]e-—ay
ofA, +A,y)+ (%)A,, }e"’ }cos(ax) do (52)

[—a(A3+A4y)+(§g-l-)k4]e“"]cos(ax)da (53)

[ A, +A4y)~(—'c—;—l}A4 ]e“” ]sin(ocx)da (54)

olarak belirlenebilir. h indisi kitle kuvvetsiz durumda homojen ¢oéziimden elde edilen

gerilme bilegenlerine ait ifadeleri gostermektedir.
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1.6.2. Kiitle Kuvvetlerinin Bulunmas: Durumunda Ozel Céziimlerin Elde

Edilmesi

Kiitle kuvvetlerinin hesaba katilmasi durumunda genel denklemlere ilave edilecek
gerilme ve yerdegistirmelere ait 6zel ¢oziimlerin elde edilmesi agafida verilmistir. Kutle
kuvvetlerinin X =0 ve Y = pg olmast durumunda Navier denklemleri

(A+ u)gx3+ uvViu=0 (55)
de 2
(7~+u)g+uV v—pg=0 (56)

olarak yazlabilir. (56) nolu denklemde p tabakann yogunlugunu, g ise yergekimi ivmesini
gostermektedir. Navier denklemleri daha agik bir gekilde agagidaki gibi yazlabilir.

o’u 9d*v o*u d%u
(A+ ”)(axz + 33y )+ Wy 5 ):o (57)
’u d%v d’v dv
(7\,+ u)(axay +5y—2']+ gx-;+5;,7)= g (58)

Yerdegistirmelerle gekildegistirmeler arasindaki bagintilar

e =8
=7 9x (59)
€ =_3_V_ 60
=3y (60)
du ov
=t (61)




22

olarak bilinmektedir [83]. Bu denklemlerde €,, € sirastyla x ve y eksenleri
dogrultulanndaki sekildegistirme bilesenlerini gosterirken, y,,' de kayma sekildegistirme
bilegenini gostermektedir. Sekildegistirmelerle gerilmeler arasindaki iligkiyi ifade eden
Hooke kanunlan da diizlem gerilme hali igin asagidaki gibi yazlabilir [83].

g, = %‘-(cx —vcy) (62)
1

g, = E(Gy —vox) (63)

Y, = Z(IE*") T, (64)

Yerdegistirme fonksiyonlan u =u(x) ve v= v(y) olarak segilirse ve gerekli tiirevleri
alimp (57) ve (58) nolu esitliklerle verilen Navier denklemlerinde yerlerine yazilirlarsa (57)

nolu denklemden

d?u
o %
S 66
u=ax+b (67)
ve (58) nolu denklemden de
d?v

(A+20) 57 =pe (68)
d?v

__bPsg 69)

dy*  (A+2p)
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d
v pgy (70)

dy  (A2w)
v=_p§yi__+cy+d (71
2(A+2p)

bulunur. u ve v yerdegistirme ifadelerinde gegen bilinmeyen a, b, ¢ ve d katsayillanimin
belirlenebilmesi igin kiitle kuvveti pg ve kalinh@ h olan tek tabaka igin x ekseni tabakanm

altindan gegmek lizere agagidaki gibi yazilan sinir sartlarindan yararlamlacaktir.

u(0)=0 (72)
v(h)=0 (73)
o, = pg(y-h) (74)
C, =joxdy=0 (75)

Sinir sartlarimin (65)-(71) nolu denklemlere uygulanmasi ile bilinmeyen katsayilar

_[3=x|(psh
a_( 8y J( 2 ) (76)

b=0 (77)

-1 1+
c= {gih)(:+1+ 3 K) (78)

d=0 (79)
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olarak bulunur. Bulunan bu egitlikler (67) ve (71) nolu denklemlerde yerlerine yazlirlarsa
kiitle kuvveti olmasi durumunda yerdefistirmelere ait 6zel ¢Oziimler agagidaki gibi
yazilabilir.

3—-x | pgh
== | == 80
" (Su J(Z )X 0
_pgy[x=1 _1_+5] <
Vo= K+1(y h) D 0<y<h (81)

Yerdegistirmelere ait bu denklemlerin gerekli tiirevleri almip (49), (50) ve (51) nolu
ifadelerde yerlerine yazlirlarsa, kiitle kuvveti olmast durumunda gerilmelere ait ozel
¢Oziimler

3-x h
o, =1—+—K g( —'2—) (82)
c,, =pg(y-h) (83)
Ty =0 (84)

olarak belirlenir. Burada o indisi kiitle kuvveti olmasi durumunda elde edilen yerdegistirme
ve gerilme bilesenlerine ait 6zel ¢oziim ifadelerini gostermektedir.
Genel yerdegistirme ve gerilme ifadeleri homojen ¢éziimden elde edilen ifadelerle 6zel

¢6zlim sonucu elde edilen ifadelerin toplamu olacakir. Yani
u(x,y) =u,(x,y)+u,(x,y) (85)
v(x,y) = vi(xy)+v,(xy) (86)

o.(x,y) =0, (x,y)+0c,(x,y) (87)
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o,(x.y) =5, (x.y) +q, (x.y) (88)
T (5,3) = Ty, (%,7) + 7, (x.) (89)
yazlabilir. ifadelerin agik sekli ise asafrda verilmigtir.

u(x, y)= % I [( A, +A2y) +(A3 +A 4y)e°‘Y] sin(ox) da+_(3—11<6):gh

v(x,y) = %:I H:A1 +(§+y)A2]e‘“’ *{-As‘{g—)’}% ]e“’ ]cos(ocX)da+

pg 1 k+1
28 -5 2

JURNES) PR B
[ of Ay +A,y) 1{—-}\} ]cos(ocx da+2—~l—;‘:—<pg(y—;) (92)

I (PRRYCTN S

I_—a(A3+A4y ( )A]e Jcos(ax)dm—pg(y-h) (93)

Lol =2] [{olar e o[ o

|:0L(A3 +A,y)- (55—1)44 ]e"y ]sin(ax)doc (94)

x (90)

‘o



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Problemin Tamm

Iki rijit diiz blok iizerine oturan h, ve h, gibi sabit yiikseklikte, degisik elastik
sabitlere sahip homojen izotrop iki elastik tabaka iist yiizeyinden 2a genisliginde diizgiin
yayil basing yiiktiniin etkisinde birakilmi§ ve problem elastisite teorisine gére ¢oziilmiigtiir.

Bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda siirtiinmenin bulunmadig kabul edilirken,
iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde siirtiinmenin bulunmasi1 ve bulunmamast durumlan,
sirekli temas ve bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda ayrilma meydana gelmesi
hallerinde ayn ayn ele alimp ¢oziimleri yapilmugtir. Bunun yamnda siireksiz temas
durumunda bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda ve bilesik tabakayr olugturan iki
elastik tabakaya ait ara yiizeyde aynima olmasi halleri de iki farkli durum olarak

incelenmigtir.

Yy Yy
@ ul gKl F—ad——a—

)
@ mox, ) x
L/\l o [\J 1t

— —r
Il'l c /|V c III’

T B
\k____b-n_*

Sekil 1. Yayih basing yiikiiniin etkisindeki, rijit diiz bloklar tizerine
oturan, bilesik tabaka

Bilesik tabaka (—oo,cc)aralifinda uzanmakta olup, problemde y-eksenine gore
yiklemede ve geometride simetri oldufundan hesaplar x-ekseni dogrultusunda [O,oo)

araliginda yapilmigtir. Iki boyutlu problemimizde z-ekseni dogrultusundaki kalinltk birim
olarak alinmgtir.
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2.2. Kullamlacak Denklemler

Yiiksekligi h, olan birinci tabakada, W, ve ¥, malzeme sabitlerini, yiiksekligi h, olan
ikinci tabakada da p, ve k, malzeme sabitlerini gostermekte olup problemin ¢oziimiinde
kullanilacak denklemler agagidaki gibi yazlabilir.

T [(A; +Biy)e™ +(C; +D,y)e™ ] sin(ox)da (95)
et pb e fip b
cos(ox)do (96)

E:T% (x,y)=;2;o [:a(Ai+Biy)—(3-2Ki )ai]e-ay g

ofC, + D,y) +(3 ;Ki )Di]e"" ]cos(ocx)da o7

1 2 K +1) |
g, (x)=2] [ et +)(S7p

1

"a(ci + DiY) +(Ki; - ))i

E_:L_.T"’*(X’Y)=_12t:‘z :[ oA, +B;y (K — )3](“’%
[ (c,+D,y) (

i=1,2 olup tabaka numarasim géstermektedir. Yukandaki denklemlerde gegen A, B, C; ve

e“’]cos(ozx)doc (98)

]sm(ax)da (99)

D, (i =1,2) bilinmeyen katsayilar olup probleme ait sinir sartlarindan belirlenecektir.
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2.3. Siirekli Temas

Sirekli temas durumunda iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi ve
bulunmamasi durumlarimn ayn ayn ¢ozimleri yapidmugtir. Sirekli temas durumunda
tabakalara ait kiitle kuvvetleri ise hesaplarda dikkate alinmamgtir.

2.3.1. iki Elastik Tabakaya Ait Ara Yiizeyde Siirtiinmenin Bulunmas:

Durumu
2.3.1.1. Sir Sartiar

Bu durumda iki elastik tabakaya ait ara ylizeyde sirtiinmenin bulundugu kabul
edilmistir, dolayisiyla ara yiizeyde iki tabakaya ait yatay yerdegistirmeler ile diigey gerilmeler
ve kayma gerilmeleri birbirlerine egit olacaktir. Probleme ait simr sartlan asagidaki gibi
yazilabilir.

T, (x,0)=0 0Sx <00 (100)
o, (x,h)=-p, 0<x<a
(101)
o, (x,h)=0 x>a
ul(x, hz) = uz(x,hz) 0<x<oo (102)

a[Vl(X,hz) - Vz(x’hZ )]

o =0 0sx<oo (103)

Gyl(x’h2) =0‘y2(x,h2) 0<x<oo (104)

Ty, (%,h,) =1, (x,h,) 0<x<o0 (105)
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Ty, (x,0)=0 0<x<eo (106)
o ,0)=—
Y2 (x,0)=-q(x) {b<x<c } o7
s x,0)=0 0<x<b,c<x<0o0
aVz)a(:,O) o b<xc (108)

(107) nolu simir sartinda gegen q(x) bilinmeyen, rijit blok iizerindeki, temas gerilmesidir.
Probleme ait denge sart1

jq(x)dx =ap, (109)

2.3.1.2, Katsayilarin Belirlenmesi

(100)-(107) nolu esitliklerle verilen siir sartlarinin (95)-(99) ile verilen yerdegistirmeler ve
gerilmelere ait denklemlerde kullamlmasi ile A;, B,, C;, ve D, (i=12) katsayilarmn
bilinmeyenler oldugu sekiz tane cebrik denklem elde edilir, Bu denklemler asagida
verilmigtir.

—0e A, +[—ah —(-K—’Z:l)]e'mBl +aC, +[(1h —(K' 2— IJ}DI =0 (110)

%z [-{a(A, +B,h) +(1+2K‘ )BI](@ -

[a(C, +D,h) _(14-21(1 )D, ]e"h :]cos(ax)doz = —;—E—"—

' veya  (111)
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1+x 1+x
—0e A, +[—och—(—-2—-1-)]{2""?1 -oC, +[—ah +( 3 L )]D1 =

-7 —e ™
——— }p, cos{ox)dx =—— | p, cos(oit)dt
2}11 :‘;po 2“01 .Ipo

e A, +h,e?B, +C, +h,D, -

e A, —h,e®™B,-C,-h,D,=0 (112)
K K
e A +(&‘—+ h, }‘Z“ZBI -C, +(—é— hZ)D1 -
e ™A, +(—%—h2 }‘“‘*sz +C, +(——'§-+ h, ))2 =0 (113)

) 1+x, )| _ 1+x )l
-2 A +|:-ah2—( 5 ‘)]e 2B, ~aC, +|:—och2 +( 5 ‘)JD,+

aﬁle'z"*“A +|:ah +(I K’)]u’ e ™B, +

1 2 u'l
i, [ (+&ﬂm
(Z—C + h —= (=D, =0 114
Ky 2 T (12

) x-1) _ x —1)|
—0e A +[—ah2 -(—-‘E—)]e 2B, +0C, +[ozh2 -(42—) JDI +

ocu “2ohz A +{ah +(K2 )]uz e™B, —
m 2 )l

1

atzc, +[ ah, +(K2 )}”’D =0 (115
m 2 Jlp

1 1

—aAz—(-KZ—z_l)a +aC, ( _ 1}3 (116)
%0 [{aA2+(K22 )3 [OLC2 (Q;I)JZJ]cos(om)da:_;}r)

veya (117)
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K, +1 K, +1
—aAz—( 3 )Bz—aC2+( 22 ))2=

<,

-1 7 1
2“’2 {q(X) COS(aX)dX = Zuz {q(t) COS((Xt)dt

Sekiz bilinmeyenli sekiz denklem takiminin ¢éziimiinden elde edilen katsayilar rijit
blok tistiindeki bilinmeyen q(x) temas gerilmesine bagh olarak asagidaki gibi elde edilmistir.

0A, = %[e('m”“"’)[(l — m)(1+ x,m)[(~1+ 2a.(h + 20th, > (=1+ 20th))) + (1+4a®h, )i, | +
(i, +m) (x, -k m)((~1+20th) +x,)] + e[ (1+ m(-2+ m)) 40*h, 2[(-1+ 20(~h+
h,))x, +2(1+0th, (~1+20(=h+h,)))]| +40h, (i, + ¥, m(-2K, +¥k; m)) +2cth, m
[1+2ah)(1-K&,) + K2 (=K, = D] +(1+20h, (~1-2ah))(1+%,2) + (~1+20(=h +h,
Nk (1+%,%) + 21,m(~1+ &, +m))+m|2x, (1~ %, +1,m) +4och, (1+ 2ch)(1 —m) +
athi, (1+ 1%, ))]] + (€2 + gto*2ab) (1 - m)(ic, +m)(~1+20(~h+h,))2ah, +
1)+ (1+ K, m)(x, = %, m)] + ((=1+ 2ath) + 1, )[ e (1+ 1, m)(x, +m) + (1 - m)(x, —
K, m)e( e ieha)]| (118)

oA, = —2_%[(1 +X, )[(1- m)[20t.h2 (—x,m)[ €22 + (14 20(~h+ h, ))e 228 | g2 g
oh, (1-20th,) +(1+20(h, +20th(h ~ b, +20th, (h~ b, ))))e? 2 || + m(x, - x,)
(647 + e20+23b) 9y ] 4 [m[2cuh, [(14, ) m(1 - K6, ) + (~14+16,2)] + (1 + 16, (K.,
~1)]] + e m[(~1+ 20th, )k, (1+ &, m(x, + 1)) + (1 + 16, (1 +40>h? ), + (1 + 4o h(

(h-h,)) m+2afh, (-1+2ah)x;m-h(1-%%,)]] + (1-x,2)4a’hh, —x K, (1 + K,
20th, )] + 2200 (14 K, )k, m(x;m — K, )] (119)

OA, =0A, +0A, (120)

B, = Zgl[e}-ﬁﬂ*)[m[zochz((z—m)+1<l (1+1,)) +(1+2 0h)(-1+ k, + m)] + (1+20(h—h,))
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[(1+ %, (o, +m) — m(1 - m)) + 40*h,? (1+ m(-2 + m))]] + €% (1, + m) (-1 -k, m) +
a- m)[e““‘*“‘""”’z) (k,m— K, ) + (e"%0)  g-ot+2h) (1 4 2g(h ~ h, ))(i, + m)] +[(~1
—40h,%)(1- m)(1+ %, m) + (¥, + m)(x,;m— Kz)]e('m“z"“”] (121)

B, = :AE[(l — m)m(1+ 1, )22 30 (~h + h, (1+20(~h + b, ))) + €7 (=1+2ah, )] +

e m((1-20th, ) (1 + ¥, m) (1+%;, )) + 20, (~h + h, }(m+ 1, (i, + m))] + m[(1+1,)(
(~20h+20hy) (15, — kK, m) — (i, + m)) + 2 (1~ 20h)x, ]] (122)

B, =B, +B, (123)

oC, = ;X[e("”"’[(n m(-2+m))[8a2h,? (~1+ah, (=1+2a(h—h,)))+ (1+20(~h+h, +
20th,? (1+ 20(~h+ h, ), ] + (=1+ 20th,, (=14 20th))(1 + %, (¥, — ¥,;m)) + (1+20(~h
+h,))x, (%, (i, + m)+ m?*)+ 20th, (1-2ch)m@2 (1- m)+ (1-x,)) + (X, — Klm)[2(1
+20%h,?)km+4a’h,2(—1,)] + 2Km[ah, (-, (1 + ;) ~ (1+ 20*hh, ) — ahic, || +
e-2[ (14, m) (1~ m)[(1+ 20t(h +20th,* (1 + 2cth))) + (=1 - 4o’ h, % )k, | + (x, -
16, m)(K, + m)((1+20th) — &, )] + (e3289) 4. g(Bab20b)y[ (] — m)(c, + m)[20th, (—1+
20.(h~h,))+(1+2e(=h+h,)) K ]+ (1+ K m) (=K, +x,m) [+ [ (e, + m)(1 + ¥,
m)((1+ 20th)— &, )] + e~ (1 - m)(ie, ~ kg, m)((1+ 20h)~ )] (124)

aC, = gA—{m(l + lcz)[(l- m)[[e<'2°*“2°*‘=> (-1+20(-20h? +h, +20h,h(1+20(h—h,)))) +
e(*oh+20m) g, (1+ 20th, )] + [, 20th, (62282 (=1 + 201(~h + h, ) — e+ 2))] | 4
(k, — ;)28 g gy — (om0 || 4. (1416, ) m k¢, (i, — 1, m) et2ok2ok) 4 (1,
16, )(—e 2 20th + e4)] + e 2 m (~1 4 4o h(—h + h, ))(m + K, (K, + m)) — K, (1+
4a*h?) + 20th, [ (=1 20th)k, m(1 + &, ) — 20th] + 16, [ (1+ 1 m)(1+ 1, ) + 2ah, [(1+ ;m
Y6, (<1 m)|| |+ 20, m{ (- )m(tHe ) + (]| (125)

aC, =aC, +oC, (126)
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D, = :AI:[(-1+ 20(h — h, ))& (141, (16, + m) + m(m — 1)) + (e(30-2082) 4. g Saauba)y(]

m) (K, +m)] + e“=2%)[(1+ 40 h,? )(1 - m) (1+ K, m) + (i, +m) (i, — %, m)] +e®
[40%h,2 (~=1+20.(h — b, ))(1+ m(=2 + m)) + m[(1 - 2ah)((1 - m) — &, ) + 2cth, (2 — m)
16, (1416 ]| + 7= (1-m)(x, ~k m) + € (Hgm)(i,+m)| (127

D, = —_Al[(l —m)m(l+ &, )2 (14 20 h, ) + €222 20 (~h + h, (1+20.(h ~ b, )))]

+e“2 [ m[(—1- 20th, )(1+ 1 m (1 +,)) + (-1- 20th)K, +20(=h+ h, (i, (i, +m)+
m)]] + m(1+1,)[ e (i, + m) + e (—ic, + 1, m))| (128)

D,=D,, +D,, (129)

0A, = ;—i[&w [20h, (1+ K, (1+ 1,m)) + 20(h — h, )(ic, (1+ %, ) + m) + m((1+ K, )(K, K, — 1
)+ 20k, )] + 280 (141 )| (1 - m)[(~1+ 20(h — b, )) + 2cth, (1+ 20(=h +h, )
15, ] + %, (1, ~ )] [ + e[ (14 1 Y[2ath, (=14 20(~h+ b, ))(1— m) + 20 (= +
h, ), + m((1+ 201 ~ b, )i, — 16)]] + €16, [(<1-20(h — b, ) (o, (14 3, ) + m) -

20h, (1+ 1%, (1+ K,m)) + (=1 - 2athyi,m] + (1+ 1, )(1+ 1, m)]| (130)
oA, =§%[e('2"")[(1+ m(-2+m)) [80’h, (h, +0(~h? —h,> +2 h, (h+a(h (h—-2h,)+

h,*))) + (—1+20(h, +20(~h? + h, (~h, +2h+2a(h(h - 2h, ) + h,2 )k, |+ (~1+
20th, )(K, +16,m(2K, +K;m(-1+K,))) + (1 +40h?)(k,? + m(2x, + m)) +20{m[(h -
b, X(=1+1%,> (1+%,)) + (~h~ h, )%, | + 20.h, [2h (=1, + m(1+ K, — m+ 1, (i, - 1)) +
h, (16,* +1m(-2x, + K m))] + b, (-2+m (2~ m))] + 1, (i, ~ 25,m)] + 221
+4a” (h+h, (=20 + h, D) (11, )(0,— m?) + m(1+1,*) = 216, m] + [ (1 - 6, )¢, —m
1)+ K m(=1+ 2K, — K,?)]] + (e28 + et o202\ (1 20th, )(1— m)|, (1+,m) -
20h, (=1~ m)] + (16, + m)(;m—16,)] + (1= 16, )[40 (1 - m) (1, m - 1, ) +(x,
+m)(~1- %, m))] (131)
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OA, =0A, +0A, (132)

B, = :1;-[(-1 +20(~h + h, ) 528 (1 — m)(1+ %, ) + 7 (1, (1 +%, ) + m)] + (1+ 1) )[[ 200

B,

h, (1+20(=h + h,))(1~ m) + (1, — 1, m)]e**2) 4 38 (1.4 16, m)| + e[ (20th,

)1+, (1+ 1, m)) + (—1 - 20th)ic, m] (133)

T
—[(1- m)[(1-20th,) (1416, m) (28 4 get2aha)y 1. g(-2ohw2eln) (_1 4 42 (h(~h+2

A
h,) = h,2)) (i, + m) + e (¢, —1¢ m)] + (1+ %, m) [ (—k, + %, m) + (K,

+m)] + e [(1 +m(-2+m))[40® (~h,* +2h, (h+0(h? +h,(—2h +h,)))) +(-1+ 20,
(—20h? + hz))] +(-1+20h,)(1+xm(l+xm))+2a(h—h,)(m(1+x,(1+x )+ (-1
+20th)i; m] | (134)

B, =B, +B, (135)

oC, = 2—11—[(1+ K, )[(1 — m)[ €23 (1 4 204(h — h, ))(1+ K, (20th, )) + 2 20 b (—1+

o

O 2A

20(h-h,))+x,(~h+h, )]] ey (k,m—K,)+e P Im (g —x, )] +e®

[Zozh2 (1+x, +m(=1+ %)) + (1+ %, )[2a(h - h, ), + m((1+2cth) ~ K K, )]] |
(1+20(=h+h, ))x, (15, (14, ) + m) — 20th,, 16, (1+ ¥, (1+ 15, m)) ~ (1+ K, (1 + 16,m) +(
1~ 2cth)x; x, m]] (136)

- L

[e-2(1+ m (-2+ m))[8a’h, (<h, +0(~h? = h,? +2h, (h+0(=h? +h,(2h~
h, D))+, (1+2a(h, +20(h? + h, (h, +2(=h+0.(h® + h, (~2h+h, )] + (1 +2
och, )(, + m? (-1+ ¥,K,)) + ., m[(~1+ 2¢h, (~1- 20h, ))(k,m — 2, ) + 20(~h - h,
) +2[ic, [(~1+ 402 hth,, (i, + m(1 -, )) ~ 207K, (h® +h,?)] + 20th, [(m - 1) + 2cthm(
—1-%, +m)] +m[o(h - h,)(x, (1+%,) ~ 1) + 2 h* (-2, — m)]]] +el2eh2eh)[(] 1g

@ (h® +h, (<2h+hy (6, ~ DK, ~m*)+ m(-1+1, (2 - ;)] +[(1+ 6, m)(x;? +x,
m) — K, (i, m(i,m + 2) + 1)]] + (1 = m)(1 + &, m)(1 + 2cth, )[2ach, ({24 4 gatr2as)
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)= K, (€72 + RO 4. (16, — 1 m) (i, +m) (75 + € H ) + (1-1,) (1
—m)(K, — k,m)e™*" + (i, + m)(1+ 1, m)e ]| (137)

aC, =aC, +aC, (138)

D, = -_—AI—’-[(1+ 1,)[(1~ m)[e¢*+28) (~1+ 2a(h — h, )) + €220 h, (—1+ 20(~h + b, ))]

+e"B 28 (¢ _i¢ m) + e (14 x,m)] + e[ (-1+ 2ah)k,m+ (-1 + 20 (h — h,))(
m+1x, (1+ 1)) + 2¢h, (1+ % (1+ ¢ m))]| (139)

D, = -%[(1 ~m)[(1+2ah, ) (4208 4 eC2m)) (1 4 1 m) + 4 (xc, — Km)] + e (
K, + m)(1+ k;m) + &2 [(~1-2ah, )(2(1 - m) + k;m (1 + ,m) + m?) + 20.(~h + h, )
m(1+ %, (1+K,))) - (1+2cth)x, m] + e“?8-28[(~1+ 40> (=h? + h, (2h ~ h, ))(k, +m
)(1— m) + (1+%,m)(—K, + &m)] + e [(402 (<h® + h, (~h, +2 (h+0(~h® +h,(2h
~h, )N+ m(-2 + m))]] (140)

D,=D, +D, (141)
Bu ifadelerde gegen m, A, P ve T biiyiikliikleri agagidaki gibi tanimlanmugtir.

)
m="z2 142
H (142)

A = (1+ m(-2 + m))[e > 40’h,* (3+ 40 (h? + h, (=2h + h, )))] + (e¢e+22) 4 gZoba))[(~
1-40h,?)(1- m) (1+ k,m) + (x, + m)(x,m ~ i, )] + €2 [2(1+ 20*h(h - 2h, ) (1 + 1,
(, +m)—m(1- m) +x,*(40’h,?) + m{4a>h[(-h+4h,) + m(h-2h,)] +2x[(1+4
a’hh,)+xm(1+2a’h,?)]+21,[20%h? + ¥, (= 1+ 40h, (h- h,))] || + (228 +

e 220y (14 402 (h? + h, (~2h + h, ) (k, + m)(1— m)+ (1+ K,m)(x, — lc,m)] +(1+
e MY (14K, m)(—1c, — m))+H(e ™) 4 el P+ (1 — m)(—k, + k,m))  (143)
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-1 —Po .
P=—]p,cos(at)dt = sin(ca 144
7 pocos(a)dt =22 sin(aa) (144
-1 %
T= ——-J.q(t) cos(ot)dt (145)
21, %

2.3.1.3. integral Denklemin Elde Edilmesi

Yerdegistirme ve gerilme ifadelerinde gegen ve simr sartlarnindan faydalanilarak
belirlenen A,, B,, C; ve D, (i=1,2) katsayilan, rijit blok iizerinde ortaya ¢ikan bilinmeyen
temas gerilmesi q(x)' e bagh olarak bulunmugtur. g(x) temas gerilmesinin yayiisi ise
kullamimayan (108) nolu sinir gartindan elde edilecektir. dv, (x,y)/ox olusturulursa

avz (xa Y) =

2%
ox ';;! [[aAz +(x, +O'Y)Bz]e(-uy) +

[~oC, +(x, —ay)D, |e®] sin(cx)de (146)

elde edilir. A,, B,, C, ve D, katsayilar1 bu denklemde yerlerine yazilirlarsa

3 . -
za(:’ y) - ujn {q(t)dt{ [e(-uy) [aAz,. + (i, + ay)BzT] +e(0!1!)[_a,C2T +

(x; ~ay)D,_ ]] cos(at) sin(ox)dot+ ;‘:—i’—w [e“"’) [ocAzp +(x, + ay)sz] +
e [-—ochp + (1, —ay)D, ]] sin(oa) sin(ox) %‘-‘- (147)

elde edilir. (147) nolu denklemde y — O limitine gegilirken pay paydaya béliindiigiinde,
wraksak, degme gerilmesi dagilimimn diizgiin bir gekilde elde edilmesini 6nleyen terimler
ortaya ¢ikmaktadir. Bu terimler agagida gosterilmistir.

- I [(1 ;KZ )+ ay]e(""” cos(at) sin(ox)do (148)
0
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(147) nolu denklemden yakinsamayr bozan bu terimler ¢tkartilip, kapali integalleri ilave
edildikten sonra limit iglemine gegmek gerekir.

a"za(:’o) - 2;; fim, o Ja(ydt] [(li;’—} ay]e(““” [sino(t+x) — sina(t—x)|do+
b 0
2, {q(t)dtf [[ + K‘,_rBzT] + [—aCZT + 1<2D27] + a +2K2)1sin o(t+x)—

sino(t— x)]da+2—i:1—7 [[onAzP +1<2B2P] + [—aCzp +1,D,, H[cosa(a— X) -
10

cosou(a+x)) ia‘l =0 (149)

(149) nolu denklemde gegen

-] [(“2“2 )+ ay]e("”)[sina(t +x)—sinot - x)|do: (150)

integralinin integral doniigiim tablolan yardimiyla kapali integrali alimirsa

_T [(1"'21(2 ).;. ay]«-av)[sina(t +x)-sina(t— x)]dcx - __(_lizlf_z_)_

[ (t+x) (X ]_ ( 2y(t+x) + 2y(t—x) (151)

V) y ] v +(t+x)?)’ y(y2+(t—x)2)2

esitligi elde edilir [84]. Bu denklemde y yerine sifir yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
(149) nolu integral denklemin son hali agagidaki gibi yazlabilir.

T 2
;‘:[t —-X t+x (1+Kz)k(x,t)]q(t)d(t)=

B, 2p
, (1+K2)k ,(x) b<x<c (152)
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(152) nolu denklemde gegen k, (x,t) ve k,(x) gekirdekleri agagidaki gibi tanimlanmugtur.

k, (x,0) = T[[e"““"*‘z’[\cz |- m)[(-1+40 (=, + h(-h+2h, (i, + m)] + (1 + K m)(x,

+1<;1m)]—%[1<1(-1+21<2 ~,3) m+(1-K,) (5, - % m?*) + (1+4 0’ (h? +h,(-2h

1-
Fh) 2 M (157 m (- ) (5 ~m)]+ o - SB[ me,

— K,m) (—eTHEHeR) 4 gH2) Y 4 (14-%,m) [e"“’h) (%, + m)+(e 2 4 g(Hobt2ana)y
4ah, (1- m)]] + e“282 [ i [(~1440* (<h? + (2h — b, )b, ))(1— m)(ic, +m) +(
1+ x,m)(~x, +1c,m)] ——;—[(1+1<,m)(1c22 +1,m)— K, (1+k,m(2 +x,m)) + (1+40(
h? +h, (=20 + b, D[(~1+ 2~ 16, )i Jm+ (=1+ 16, )(ic, ~m?)]]| + e [~(1+ (-2
+m)m)| 80°h, (h(~h+2h,) ~ h,?) + 1, [20th, (1+40? (h(h - 2h, )+ h,>)) — 40 (
h? +40h, (h(h—2h,)+h,? ))]] +(-1+ 20ch2)[1<2 (1+x,m(1+ x;m)) - 05(x, + k,m
(2K, +¥, (14 %,)m))] + (1+20ah, )[xz [2(1- m) + m(m+x, (1+ x;m))] - 0.5(x;, +
(-1+1,%,)m?)] +20(h+h, ) m = (h~ h,) (=1+ (1+1,) &, )m + 21, [(h~ b, )(
1+ (1+ %, )&, )m + hicm]| + 16, [(~1+ 20(~20th? + h, ))(1+ (=2 + m)m)] —%[[K‘z(Kz
~2x,m)+(1+40ah?) (i,2 + m(2x, +m)) +20f h, (-2 + (2 - m)m) + 2ah, [2h(-
> +(1+% +(-1+%)k, —m)m)+h, (x,> +x,m(-2x, +K,m))]]] +[x,m[(-1+2

oth, (-1~ 2ath, ))(=2K, + k,m)] +2[ (20’ h? (=2K, — m)) + 2ah, (~1+ m + 2cthm(~1

(1+%,)

—K, +m)) +1,[20% (=h? — h,?)x, +(~1+ 40’ hh, )(x;, + (1~ KJm)H]]]* 2

(+xm)(x, + m)] —i—+ 05(1+ Kz)}sinoc(t +x)-sina(t-x)do.  (153)

k,(x)= ].[(1+1c1 )[e<-3°*+2“**=> [(1- m)[ (=14 2a(h - b, ))(—x, — 0.5(2ath, + 1)) + K,0 (1+ 20((~h+
h,))h,— (~h+h, )]] +0.5](xc, —1¢, myic, - (x¢,~ x, )m]] + e (1 m)(~1+ 20— h+
h,)[x, (1- 2ah,) - oh, | + —;-[-(1 +20(h— h, ) [1c, m+ (1+ 20th, ¥, (1 - m) ]+ [, m+x,

(= (x, —x;m)+20(h—-h,)) ]]] +(1+x,m) (05+x, )(e 7™ ~ gt~ )] +—;—[e“°‘h) [-[2
ah,(1+% +(-1+x*)m)+(1+ K,)[Za(h~ h)x, +(1+2ah- Kle)m]] + Kz[(—l-l-
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20 (=h+h,))((1+%)K, + m)~20h, (1+%, (1+K,m)) + (- 1~ 2 ¢ h) &, m]| + e
[2ah, (1+%,(1+xm) (-x, —l)—[m[Zochlc1 +(1+x) (-1+x Kz)]] +[(1-2ah)
K, %, m]+((1+1%,) 1, + m) (i, +20(h—h, ) (=, ~ )] ]| [cos (2 —x) - cosu(a+x)]
%% (154)

2.3.1.4. integral Denklemin Céziimii

. h
Integral denklemin sayisal ¢ozimi igin oc=-z- degisken donisimi yapilmis ve

asagidaki boyutsuz biiyiikliikler tanimlanmugtir.

x=°_;."-r+°*2‘b (155)
c—-b c¢+b
t==g st (130)
c—bs+c+b)
2 2
g(s) = (157)
Po
k(c—br+c+b c—bs+c+b)
1 ’
k,(r,8) = 2 22 2 (158)
Po
- +
k{czbr+c2b)
k,(r)= (159
Po

Tammlanan bu boyutsuz biyiikliikler (109) nolu denge sartinda ve (152) nolu integral
denklemde yerlerine yazlirlarsa

’ 2a
_J: g(s)ds= pyary (160)
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1 1 (c-b) 1 -~
Ig(s)d s—1 (s+r)+2(°+b) "h (1+1<2)k‘(r’s) B
(c-b)
M, 2
_E- (1+K2)k2(r) (-l<r<l) (161)

denklemleri elde edilir. Burada g(s) rijit blok iizerinde ortaya ¢ikan boyutsuz temas
gerilmesidir. g(s) s= F1' de tekillige sahip oldugundan integral denklemin indeksi +1' dir ve

ozl

g(s) = 5 T (162)
(1-5%)?

olarak aranabilir [85]. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiili kullamlacak olursa
(160) ve (161) nolu denklemler

ZWiG(si) = c—i% (163)
Xwi S iI' - 12(C+b) * (cl_lb) (1+1K-2)k1(rj’si)]'G(Si)
- ! J (Si +I'j)+—z;-:g)—
-—ﬁ__i—' 1= —_
=T (1+Kz)kz(rj) (j=1,....n—=1) (164)

W, =W = W, =—— (i=2,..,n~1) (165)

s, = cos (———lln) i=1,...,n) (166)
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2j-1 .
I; =cos (2;_2 n) (G=1,....,n-1) (167)

olarak tammilanmigtir [85]. Boylece (163) ve (164) nolu denklemlerden n bilinmeyenli, n
tane denklem elde edilmi§ olur ve bilinmeyen temas gerilmesi q(x) ve buna bagh olarak
bulunan A, B;, C, ve D, (i =1,2) katsayilan belirlenebilir.

2.3.2. ki Elastik Tabakaya Ait Ara Yiizeyde Siirtiinmenin Bulunmamas

Durumu

2.3.2.1. Smmr Sartlan

Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde siirtinmenin bulunmamasi durumunda, ara
ylizeyde her iki tabakaya ait kayma gerilmeleri sifir kabul edilirken, diigey gerilmeler ise
birbirlerine esit olacaktir. Tabakalara ait temas yiizeyinde diisey yerdegistirmeler fark: sabit,
yani tiirevi sifir kabul edilmigtir. Stirtiinmenin bulunmamast durumunda siirekli temasta simr
sartlan agagidaki gibi yazilabilir.

T, (x,h) =0 0<x<o00 (168)
o, (x,h) =-p, 0<x<a
(169)
o, (x,h)=0 x>a
Ty, (x,h,)=0 0Sx <00 (170)
T4, (x,h,)=0 0Sx <00 (171)

=0 0Sx <o (172)

o, (x,h,) =0, (x,h,) 0Sx <00 (173)
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T, (%0 =0 0<x<oo (174)
o, \x,0)=—q(x b<x<

y, (%,0) = ~q(x) { <x<c } 175)
o, (x,0)=0 0<x<b,c<x<00
v, (x,0)

=0 b<x<c (176)

(175) nolu siir sartindaki q(x) rijit blok lizerinde ortaya ¢ikan bilinmeyen temas gerilmesi
olup, probleme ait denge sart1 (109) nolu denklemle ifade edilebilir.

2.3.2.2. Katsayilarin Belirlenmesi

(95) - (99) nolu denklemlerle verilen, yerdegistirme ve gerilmelere ait ifadeler simr
sartlanna uygulanirsa, iki tabakaya ait ara yiizeyde siirtiinmenin olmamas: durumundaki
bilinmeyen katsayilar A}, B}, C; ve D; (i=1,2)" nin bulunabilmesi i¢in kullamlacak sekiz
cebrik denklem asagidaki gibi yazlabilir.

* ¥ -1 . . K —1 .
—oe A +[_ah_( ‘2 )}e"z"hB, +aC; +[ah—(—‘2—)]1)1 =0 (177)
. I+x . . I+x .
—oe2®A; +[—ah—( 5 ‘)]e‘z“"B, -aC, +[—ah+( 5 ‘)}D, =

‘e'“hT cos(ox)dx ‘ewf sot)dt (178)
X =—— CO
2“’1 Opo 2“’1 Opo

. K _‘1 - *® K —1 *
—ae~2athl+[—ah2-(_]E—)]e_2@zBl+ac1+[ah2_(-L2—_J}Dl = 0 (179)
_ . K = » . K hd
e A] +(a‘-+h2} 2B ~C, +(—071—h2)01 -
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g2 A +(—%—-h2 }'”th; +C, +(-—';1+ hz)); =0  (180)

. 1+ . . 1+x R
—oe 2™ Al +[—<)Lh2 —(—2-—‘)}3'2““%1 -aC; +[—ozh2 +( 5 : )]Dl +
p‘2 —20.th +[ah +(l ]c2 )] I:'LZ —Za.th +

l-'-l 2 !

1, [ (1+1<2)1u2 ._
C; +| oh, D, =0 181
Otul 2 Jul 2 ( )

. -1 . »
—0eA; +[—och2 —(&—)]e"““sz +aC; +

2
[ozh2 —(—"2—2'—1)]1)2 =0 (182)
* 1""1(2 . . I—KQ .
-aA2+(-—2—)32+aC2+( > )>z=0 (183)
. +1) ., . +11.
—aAz—(ﬁz——)Bz—aC2+(K22 ))2=
(184)

20

Bu denklem takiminin ¢éziimiinden q(x) temas gerilmesine bagh olarak elde edilen katsayilar
agagida verilmistir.

A,

P

P

= E[(l +16,)[[1+ 20h, (=14 2a(=h + b, ) [ (e~ — eor2) 4ah,e ] +(
14 20B)[(e7 — et by _ 4 e |+ (i, + 16, )[(<1+ 20(~h+ b, )]
(e(-ah—zuh,) _ e(—ah+2ah2)) —40h, e(-a.h)] 4 (o) _ o(-3ahrdahy) _ g oh, e(-sah+zah,)] +(m-—
Klzm)[Z(l +2az hzz )( e(-3ah+2ab,) _ e(-uh) ) + e(-ah—Za.hz)_ ek—suh)_ e(-3ah+4ahz) + e(-ah+2ah,)]
(m+i,m)[201(h — 2, )[(€28) + -2 1 2(~1- 20*h, )& [+ 20k (e

e(-Job+daby) )+2(-1- 202 h22 )e(—30h+2ahz)]]] (185)
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CA; = ;-Al.[(l +1¢,)m| (~1+ th, )[e¢ 2% (~1+ 20th, +1, )+ 21+ (=1 + 20(h — b, )) 20t
h+x,)]] + (1+ah,) [(-1+20h, +1) + ™28 [1 4 (<1+ 20(h—h,)) (2ch +K,
)|l (186)

OA] =0A; +O0A] (187)

B;p = .2_12;.[(1 +X, )[(1 +20(h-h, ))[(e(—ah-Zuhz)_ globv2eba)y_ 4ah2e(‘°‘h)] — (30} o (Soh+dohs)

+40, hze(_som-zuhz)] +(m+ X, m)[(e(-zmhﬂmhz) — e )2(1+ 202 h22) + el-ob-2ahs) _ o(-30k)
_g-3udahy) o e(—mmz)]] (188)

"
B, = —A7[(1+ i, )m{(1 - ah, )[e28 + 62 (—1 + 20(h — h, )] + (1 - cth, )1+ e¢-2o8+2eks)

(~1+20(h - h,))]]] (189)
B =B +B; (190)

oC; = 4LA1-).—[(1+ i,)][~1+2ath, (=1+ 20(h ~ b, ) [ (e¢3700) - g(Sake2mm)y _ gy e(Sam)] 4

1+ zah)[(e(ah—ﬂ,ahz)_ ey~ 4ah2e(—ah-2ahz)]]+ (X, +¥,K, )[(1 +20(~h+h, Nl-4 ah,
e(-3oh) (e(—3uh-2ahz) — g{(-3ab+2ahy) )] — gl-ohdah) 4 o(-oh) | 4 oh, e(—ah-Zahz)] +(m+x,m)
[za(_h +2 hz )[(e—Sah—Zah;) + e(—3ah+2ahz))+ 2(_1 - 2a2h22)e(—3ah)] + Zah[e("’“"z"hz) 9 (1

+20°h,%) — (e + )] + m(1- k,2)[ (e — )3 (~1-2a%h,2) -
g(-ob-dah;) 4 o(-3oh-20ky) o o (-Joh+20h,) _ o(-ah) ]] (191)

oC; = ZLAl;[(l + 1, ) (~1+ o, Y[ 2282 (1 4 (1 4 20(h — h,))(2cth - %, )) + e (=12
ath, + 1)+ (1+ oth, )Y €291+ (1+ 20(h — b, ))(20th — )] + (ob+2aba) (] 20th,
+)]]] (192)

oC; =aC; +0C; (193)
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., P
D! = EA—.[(I +16,)[(—14+ 200 (b — b, [ (¢ 2087200) — gRomak)) _ gor o] 4 gl oEoR) —
e — 4gth, @282 + (m + K, m)[—e k) 4 g(-oh-2eka) g g(SuhIohy) _ glooR) 4y(—

1- 20%h,* )(e¢2) — g(-ot-20ba)]] (194)

D; = IAE[(H K, )m|(~1+cth, )[e(24-282) (—] - 2ah + 20h, ) + €| + 1+ oth, Y e P (-1

—2ah+2ah, ) +ee2m || (195)
D;=D; +D;, (196)

0A; = :’Z:Lf_‘[(HK‘ )[(1-20th, =, {2 (—1+a(=h+h,)) + € (1+ o(~h+h, ) +(~ 1+
K, (1+20h, ) " (~1+a(~h + b, ))}+e**) (L(—h+h, )| (197)

. -T
0A;, = (214207 (- +2h,)~ B, )[(7 — e TR )1 - 16, ?) — dathy (1+41,)
e+ (e + eI (1-16,) - doh, (1416, ) + (1= 1, ) (1= )
+ (;m + 116, m)[ 40 (=h + b, )] (€2 — g2+ _ o (2] 4] — gltohrdohn) 4
(1- 20h, )[~e 2% 4 g2 [l (metic, m)[40u(h— b, )[(e(2o) — e Pkt ) (208
2ah, (~1+20th, )] + [~ 4 om0 o g h (1- 200k, )+ (208 — ghabsZoha) .
g(dab+ahy) _ 1]] (198)
0A} =0A}, +0A; (199
. P
B;, =7 [ +x)[+20h,)[e“™ (~1+ o(=h + h,)) + €4+ (1 + (= + b, )] - [(-1+
(~h+h,))e 28 4 630 (1.4 g(—h + b, )| (200)

. T
B, = a—.—[(l +16,)[ (642 — 2428021+ 2.0 (h (h — 2h, ) + h,?)] — e208) — g(ake2as)

+14 el o (m 41 m)[1— e¢4o8) 4 4(~h+ b, ) (2P — eTH+ kD) _ g,

(20| 4 (—e("2eh) g g(—tobzoha)y(y 2ath, )]] (201)



B; =B +B; (202)

aC;, = %[(ml [(=1+i, (1-20h, ) e 28 (~ 1+a~h+h, )+ (1+a(=h+h,))] + (1
+20th, —, )€ (= T+o(~he+h, )+ (Lo (~h+h, )] | (203)

C3, = pyr 40t (0720 — ) - 3T () — g 2o 1-2

oth, ) — e~ + e[k, m + ¥,k m) — (m + k,m)] + (m + x,;m)40* h,* [ 401(
~h+h, )+ (e _g(208))] 4 o1 4202 (h(h - 2h, ) + b, )][(1~ 1, )(e 22
—eC2)) _ 4arh, (141, )6t 4 (€2 4 glat b)) (] _x¢ 2) + 4octh, (1+ ;)] + (1
—, (el — gt (204)

C;=C;, +C; (205)

D; = -AI-’,-[(1+ 1)[(1-2ah, Y[ (1 + o(h~ b, )) + € (~1+ a(h— b, )] - [ (1+

a(h — b))+t (~1+ (b — b, )] (206)

. -T =
D, = E—A—.[(l +1,)[(e72) — )2 [14 20 (h(h — 2h, ) + h,? )] + e 4 glHoaekD)
— (o) _ (4] 4 (m+x, m)[e('“’h”— e 4 (e(HmIh) _ g(208))(1 + 20th, ) +[-2

ahze(_m’) +( (~20h20hy) __ o (~208) )] 4o(h-h, )]] (207)
D; = D;, +D;‘r (208)

Katsayilara ait esitliklerde gegen m, P ve T biytikliikleri sirastyla (142), (144) ve (145) nolu
denklemlerle tammlamrken A’ ise asagidaki gibi belirlenmistir.

A = -%[(1 +X, )[2[1 +20% (h(h — 2h, ) + h,?)] [(ePeh-20ob) — g(2oheaha)y _ gpy @¢2oM] 41—

gl4ah) _ gt g(dohwdodn) | gophy (g(Hob20m) (238 )] 4 (m 4 ¢, m)[4au(h — b, )[2(-

1- 2a2h22 )e(-Znh) + (e(—Zuh—Zah;) + e(-Za.h+2uh2))] + 2(1 + 2a2 h22 )(e(—4ah+2u.hz) - e(—2ah2))+ 1
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e(oa) _ o(~4ah) _ e(-4ah+4ahz)]] (209)

2.3.2.3. integral Denklemin Elde Edilmesi

Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde siirtiinmenin bulunmamasi durumunda elde edilen
A}, B}, C; ve D] (i=12) katsaylan q(x) bilinmeyen temas gerilmesine bagh olarak
bulunmusglardir. q(x) temas gerilmesi dagihmimn belirlenebilmesi igin (176) nolu simr
sartindan faydalamlacaktir. Bu amagla dv, (x,y)/dx yeniden olusturulursa

2B 2] [laas +(x, +oy)Bilec+
0

[-eC; + (%, ~ ay)D; ]| sin(ox)dox (210)
yazilabilir. Sirttinme bulunmamasi durumunda elde edilen katsayilar (210) nolu denklemde

yerlerine konup y — O limitine gegilirken pay paydaya bélindiigiinde yakinsamayr bozan
tekil terimlerin

_T [(1 +2K2 )+ay]e('°” cos(oit) sin(ax)do (211)
0

olduklan gorilmugtiir. Yakinsamay1 bozan terimlerin kapali integraleri alindiktan sonra limit
islemine gegilirse (152) nolu denkleme benzer olarak

c 2 1
‘![t X t+x (1+1(2)k (x,t)Jq(t)d(t)=

Ry

m (l+1<2)k (%) b<x<c (212)

denklemi elde edilir [84]. Bu esitlikte gegen k,(x,t) ve k,(x) gekirdekleri asagidaki gibi

tammlanmigtir.
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k=] [+ e[+ )2 (—1+207 (h(=h+2 h,) b, )[(e 7o) + 2ozt
[}
—2e(0W) | g (@lHI0ha) 4 gl20) ) 1 gldab) y g(doh) y g(dobdob) 11 | (m oy

m)[ 4o(—h+h, ) (e300 — g2ty _ 4o, e ] —4arh, (el Hokeob) —

: 1 1+
e Y] — (o) pe(-dah) —e(“‘““*“"l‘”]]] wt L_21-<2_)— sina(t + x) — sin ot - x)]

do. (213)

k,(x)= T(l +16,)(1+ 16, )| (=1 + oth, )22 (—1 + o(~h + h, ) + €7 (1+ a(~h + h, )] +

(1+ah,)[e"™® (~1+0(~h+h,)) + e (1+ o(~h +h, ))]][cosa(a —X) —cos0.

(214)

(a+x)]

do
Ao

2.3.2.4. integral Denklemin Céziimii

Iki tabaka arasinda siirtiinme bulunmamasi durumunda elde edilen integral denklemin

h
sayisal ¢Ozimi igin a=; donigimi yapilmig ve agagidaki boyutsuz biyiikliikler

tanimlanmugtir.
c-b c+b
x=— r+ > (215)
c-b c¢c+b
t=——s+— (216)
c—bs c+b)
2 2
g(s) = (217)
Po
k(c—br+c+b c—bs+c+b)
2 2’ 2 2
k;(r,9)= (218)

Po
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k4( r+
2 2
k,(r)=

Po

c-b c+b)
(219)

Bu boyutsuz biiyiikliikler (212) nolu integral denklemde ve (109) nolu denge sartinda

yerlerine yazilirlarsa
1 1 (c-b) 1 R
YT e-b)
B 2 _
TN k()  (-1<r<l) (220)
_Il g(S)ds=;2_—a5 (221)

bulunur. Burada g(s) rijit blok {izerinde ortaya gikan boyutsuz temas gerilmesidir. integral

denklemin indeksi +1 olup, ¢6ziim

G(s)
(1-5)?

(222)

g(s)=

olarak aranabilir [85]. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullarlacak olursa
(220) ve (221) nolu denklemler

ZW - ! L 1 (r, s.)L(S.)

i=1 8, —T; 2(c+Db) h (+x,) 20070 i
(si+rj)+——(c—b) J
B, 2 .
_E k,(r;) (G=1,....n=-1) (223)

B (1+%,)
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iw. G(s,) = :Z_f‘— (224)

seklinde yazlabilir [85]. Bu denklemlerde gecen W, s; ve r; sirasiyla (165), (166) ve (167)
nolu egitliklerle tanimlanmuglardir. (223) ve (224) nolu denklemlerden elde edilen n
bilinmeyenli n denklem ¢éziildiigiinde q(x) temas gerilmesi ve iki tabaka arasinda siirtiinme
bulunmamasi durumunda temas gerilmesine bagl olarak elde edilen A], B, C; ve D;

(i =1,2) katsayilan belirlenebilir.
2.3.3. Gerilmelerin Bulunmasi

Bilesik tabakada ortaya ¢ikacak o, ve o, gerilme bilegenleri y simetri ekseni boyunca,
T., gerilmesi de y simetri ekseni yakimnda (i=12) incelenmistir. Tabakalar arasinda
stirtinme bulunmasi veya bulunmamasi durumunda elde edilen katsayilar (95)-(99) nolu
denklemlerde yerlerine yazihp bu ifadelere ait gekirdekler her iki durum igin ayn ayn
incelendiginde y -0 ve y—>h olmasi hallerinde, gerilmelere ait g¢ekirdekler de
yakinsamayr bozan, gerilmeleri sonsuza gotiiren, terimlerin ortaya ¢iktifi goériilmiistiir.
Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi veya bulunmamasi durumunda yakinsamay1 bozan
terimler aym olmaktadir. Bu terimler asagida verilmigtir.
y — 0 olmasi durumunda tekil terimler

-

15 ["w
o, (x,5), =7tl f q(t) I(l—ay)e('“”[cosoz(t+x)+cosoc(t—x)]daJdt (225)

L0

1% I
o, (x,), =;1-{q(t) j(lmy)e('“’)[coson(t+x)+cosa(t—-x)]docht (226)

)

Ty, (X,Y), = -;lj.q(t)[]\ (oy)e™™ [sino(x + t) + sina(x — t)]da]dt (227)

olurken, y — h olmasi durumunda ise tekil terimler
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o, (%,y), = _11:0 I [1- a(b—y)] e [sin ai(a+x)+sin o(a—x))] %x
0

—Po
T

6, (x,3), =22 [[1+o(my)f =) [sina(a+x>+sina(a—x)]9§

T, (X,Y), = £° _[-—(h — el [cosa(a - x) — coso(a + x)|dot
0

(228)

(229)

(230)

olarak ortaya ¢ikmaktadir. Belirlenen tekil terimlerin kapali integralleri ise integral doniisim

tablolan yardimyla ,

y — 0 olmasi durumunda

_ 1] y y
ze(x’Y)k - Tt .IQ(t)[yz +(t+x)2 +y2+(t_x)2

y' = (t+x)° y y: = (t—x)’ L
[y ++x]" " [y* +t-%?

—

-1% y y
G =—]q(t
Y2 (%, ¥)x T .‘!Q( )I:yz +(t+X)2 +y2 +(t—x)2 *

P+ g —(t=x)’ J
+ 5 dt
[+ [y +(t-%7]

2y(x+1t) 2y(x—t) ] it

-15
) = t 2 2
s (YD T ‘!.q( )[y [y? +(x+1)?] +y[y2 +(x—1)’]

y — h olmasi durumunda da

o, (X,y), = "B I’:tan“(a+ X J+tan"l(a_ X )_

T h-y h-y

(231)

(232)

(233)
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a+x a—x
- —(h- 234
(h-y) (h—y)2+(a+x)2 (h-y) (h-—y)2+(a—x)2] (234)

_~Po 4 at+x 4l a—=x
S, (X,¥) = n [tan (——h_y)+ta.n (h—y}k

a+x a—x ]

_"Po P_ _ h-y
Txyl(an)k_ n L (h y)(h_y)2+(a_x)2+
h_
(h-y) ! (236)

(h—y)? +(a+x)2_|

olarak elde edilmistir [84]. Yakinsamay: bozan, (225)-(230) nolu ifadelerle verilen tekil
terimler gerilmelere ait esitliklerden gikartiip, bu terimlerin (231)-(236) nolu ifadelerle
verilen kapali integrallerinin gerilme ifadelerine eklenmesi sonucunda yakinsama
saflanmistir. Boylece boyutsuz gerilme bilesenleri o, /p,, o, /p, ve 1, /p,bilesik
tabakanin herhangi bir noktasinda

o-xi 9.1 (o-xi )s + (Gx| )k

=—t_ 237
po po pO pO ( )
6, ¢, (g,), (5,)

b (. S (EL NI e TS0 (238)
Po Po P, P,

T, T, (T)s (Txy,)

XYi — XYi — Xy + XYi k (239)

Po P Po Po

olarak hesaplanmgtir.
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2.4. iki Elastik Tabakanin Ara Yiizeyinde {lk Ayrilma Yiikleri ve Uzakliklar

Temas problemlerinde temas yiizeylerinde meydana gelecek gerilme dagihiglan yamnda
temas eden yiizeylerde ilk aynlmayr meydana getirecek yik ve ilk ayrilmamn meydana
gelecegi uzakhk da biiyiikk 6neme sahiptir. Bu durum dikkate ahnarak problemde iki elastik
tabakaya ait ara yiizeyde ilk aynlmayr meydana getirecek yiikler ve ilk ayrnimamn meydana
gelecegi uzakliklar bulunacaktir.

Tabakalar arasinda ilk ayrilmayr meydana getirecek yiikiin ve ilk aynima uzakhinin
bulunabilmesi i¢in iki tabakaya ait temas ylizeyi boyunca birbirlerine esit o, (x,h,) veya
o, (x,h,) disey gerilmelerinden herhangi birinin incelenmesi gerekir. Tabakalara ait kiitle

kuvveti hesaplarda dikkate alinacaktir.
2.4.1, Tabakalar Arasinda Siirtiinme Bulunmas:1 Durumu

Iki tabakaya ait ara yiizeyde siirtiinme bulunmas: durumunda (132), (135), (138) ve
(141) nolu esitlikler olarak elde edilen A,, B,, C, ve D, katsayilan (98) nolu &, (x,h,)
ifadesinde yerlerine yazilirlarsa, dig yiikler nedeniyle ortaya gikacak diigey gerilmé bileseni
o,,(x,h,) asagidaki gibi elde edilir.

[~

(xh)= f

1
Po Ty Po

x, t)dt ———-—k s(X) (240)
T U,
Bu esitlikde gegen k,(x,t) ve k,(x) gekirdekleri agagida verilmigtir.

kg, 8) = [ 1 Y[ (141, ) (e 82 — gt _ st gtctamszany [ 1 i (14 208

(h(h—2h,)+h,*)) +(1+K,)m2a? h, (h—h,)]] () + eC2obrord)| 4 [ (1+
K, )(e(‘mz)_ e("“ﬁh"‘ahz) - e('ﬂhz) + e("4‘1h+3ﬂhz) )+ Za[hz (e("30-hz) + e("“a-h"'ﬁhz) - e("’-hz) -
g(Tient3h) ) (e(T2ohote) _ g(Foaha)y ol (—1+20* (h(~h+2h,) — h,?)) (1-m) +

m(1+1%,)(h,~ 2h)]]] +20th, m[ (e 4 1¢, e ) 4 (i, g(~k+ahn) 4 g(ahviahy) )]”

do
[cosau(t + x) + cosau(t — x)] 2A (241)
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ky(x)= J [—(1 +1K )[(l +x, )[e('”h"‘”’z) — g(Tob-ohy) _ g(Sahtdohy) 4 e(’“h‘“"h’)] + m[( e(ohaha) o
0

e(—a.h—3ahz) + e(—30h+3a.h2) + e(—ah-lﬂhz)) (1+ K} ) + 2a[h(e(—ah—3ahz) — e(—3uh—ah,) + e(—(lhﬂ!hz) -
e(-30h+301‘lz)) + h2 (e(‘m“ﬂhz) + e("m"'?ﬂhz))]] + Zah[(_e(""-h‘mz) - e(—MZ)'I" e(‘ah'ahz) +
felRaeoh) )y (g(-Sahahy) | g(-ohoohy) _ g(-Sahsah;) _ g(~ohtohs) )] +20th, K, [ et _
(o) . g(Bodivoha) _ g(-uhvahy)] 4 (g(-Saliiohy) 4 gf-ah-uhy) )2[(1 +K,)m(-1-20h,*)+
(1+%;)20h, (b, — h) |+ (et — eC-ai)yrg[oh, (—1+20%h, (h— h,))(m—1)
+(2hm+h,)] +20h, [ e (1 - m)~ e+t _ pel-oheohy) ]” [sinou(a+x)+

sina(a—x)]z% (242)

Temas yiizeyinde ortaya ¢ikacak toplam gerilme ise dig yiiklerden dogacak diisey
gerilmenin kiitle kuvvetlerinden doZacak diisey gerilme ile toplam: olan

G;z (x’hZ) __plghl +Gyz(x’h2) (243)
Po Po Po

(243) nolu denklem olarak yazlabilir. p, birinci tabakaya ait malzeme yogunlugu, g ise

yergekimi ivmesini gostermektedir.

—_Po
g p,gh, (249

(244) ifadesi yik faktori olarak tanimlanirsa (243) nolu denklem

o, (x,h;) 1%q(t) lu 1
Y2 2 q 2
e L LA e AN ) x,t dt -——=k.(x)-— 245
Po 1!:;'. Po 5( ) T, 6( ) B ( )

olarak yeniden diizenlenebilir. Stirekli temasa ait siur gartlannin gegerli kalabilmesi diger bir
deyigle tabakalann aynlmamas: igin (245) nolu denklemin her zaman sifirdan kiigiik yani
basing degerleri almasi gerekir.
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- ol kst t)dt——u kg(x )—E—o (246)

o, (x,h,) ifadesini sifir yapan B degeri kritik yik faktorii (B..), (246) nolu ifadenin stfir
oldugu yerde kritik aynlma uzakh@ (x ) olarak adlandinlmgtir. Tabakalar arasinda temasin
siirekli olabilmesi igin B < B_, olmas1 gerekir.

o, (x,h,) ifadesinde gegen q(t) daha 6nceden belirlenmis olan rijit blok ustundeki

temas gerilmesidir.
2.4.2. Tabakalar Arasinda Siirtiinme Bulunmamasi: Durumu

Iki tabakaya ait ara yiizeyde siirtinme bulunmasi durumunda yukanda yapilan
islemlerin benzeri, ara yiizeyde siirtiinme bulunmamas1 durumunda da yapilmugtir.

A;, B;, C; ve D; katsayilan o) (x,h,) ifadesinde yerlerine yazilip dis yikler
nedeniyle ortaya ¢ikacak diisey gerilme bileseni elde edilmis, bu gerilmeye de kiitle
kuvvetlerinden dogacak diisey gerilme eklenerek (246) nolu denkleme benzer

o;'z (X,hz) _ l]‘Q(t)
Po B

14,
X, dt-—=2k x)-—— 0 247
- s( B (247)
(247) nolu denklem elde edilmistir. Bu ifadede gegen k, (x,t) ve k4 (x)

k,(x.t) = °][(1+ 16,)[(~1+ath, )[e¢ 2™ (402 (~h+ h, Y(=h+ b, ) + 2) - e gebeaka)]

+H(1+0h, )64+ (407 (~het h, J(~h+h, ) + 2)— ) — e ot+3a [l cosou(t + x)

(248)

+coso(t~

kg (x) = f[—(l +K, )[(—1 +0(~h+ h, )] (40 h, 7 4 2) — e _ glmar-ohn)] 4 (14 g
0
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—h+h, )2 (402 h, 2 4+ 2) — e ottt e<‘3““'"“=>]]][sin oa+x) +sinoa —x)]

do
. 249
oA (249)

olarak belirlenmigtir. q(t) daha dnceden belirlenmis temas gerilmesidir.
Bundan sonra § yiik faktérii yerine yiik, ilk ayrilmayr meydana getiren kritik yik
faktorii B yerine de kritik yiik deyimleri kullamlacaktr.

2.5. Siireksiz Temas

Rijit diiz bloklar iizerine oturan bilegik tabakada siireksiz temas problemi iki durum
i¢in ayn ayn incelenmistir. Bunlardan birincisi bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasindaki
stireksizlik, ikincisi ise iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde meydana gelecek siireksizliktir.

2.5.1. Bilesik Tabaka ile Rijit Diiz Bloklar Arasindaki Siireksizlik

Yiik genislii yaninda mesnet agikhif: yeterince biiyiik oldugunda veya mesnet agikli
yaninda yiik genisligi yeterince kiigik oldugunda, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklann dis
kenarlan arasinda ayrilma meydana gelmektedir.

Y
po\AAA
ki
)
x| bz

L/\] o L\J w1-r

— —
ﬂv d IIV d _ﬁ

Sekil 2. Yayili basing yiikii etkisindeki bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar
arasindaki siireksizlik durumu
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Bu durumda rijit diiz bloklar {izerinde meydana gelecek temas gerilmesi dagilimnm ve
simetri ekseni y boyunca ortaya gikacak difer gerilme bilegenlerinin belirlenebilmesi i¢in
(107), (108), (175) ve (176) nolu egitlikler ile verilen simr gartlarindaki b < x < ¢ aralif
b < x < d olarak degistirilirse

{GYz (X,O) = _q(x)} {b <x<d }
(250)

o, (x,0)=0 0<x<b,d<x<0o0

av,(x,0) _

0 b<x<d (251)
ox

yazilabilir. Bu iki denklem ile siirekli temas durumunda verilen diger sinir sartlan problemin
¢oziimiinde aynen kullamlabilir. d bilesik tabakamn rijit diiz bloklardan aynldig1 noktamn y
ekseninden uzakligim gostermektedir. Boylece siirekli temasta iki elastik tabakaya ait ara
yiizeyde siirtlinme bulunmasi durumunda elde edilen A;, B,, C, ve D, (i =1,2) katsayilan
ile, siirtinmenin bulunmamasi durumunda elde edilen A;, B, C; ve D] (i=12)

katsayilan burada da kullamlabilecektir.
2.5.1.2. integral Denklemin Elde Edilmesi ve Coziimii

Bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda aynima olmasi durumunda, tabakalar
arasinda siirtinme bulunmasi ve bulunmamasi halleri igin integral denklemlerin elde
edilmesinde izlenecek yol ve kullamlan katsayilar (152) ve (212) nolu integral denklemlerin
elde edilmesinde izlenen yolun ve kullamlan katsayilarin aymsidir. (251) nolu smir sarti
kullamlacak olursa integral denklem

T[’ 2 k‘(x,t)]q(t)d(t)=

- +
» Lt—x t+x (1+x;)

2
B2 2P0 pee)  bex<d  (252)

T, (1+5%,)
denge sart1 ise
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Tq( x)dx = ap, (253)

olarak yazlabilir. (252) nolu integral denklemde k*(x,t) ve k™ (x) ¢ekirdekleri sirasiyla
tabakalar arasinda siirtinme bulunmas1 durumunda k,(x,t) ve k,(x), tabakalar arasinda
siirtiinme bulunmamasi durumunda ise k,(x,t) ve k,(x) olarak alnmustir. Bu gekirdekler
daha once tanimlanmuglardir.

Integral denklemin sayisal ¢oziimii igin o.=h/z degisken déniigiimi yapilip, (155)-
(159) ve (215)~(219) nolu esitlikler ile daha 6nceden tanimlanan boyutsuz buyiikliklerde ¢
yerine d konulup, (252) nolu integral denklemde ve (253) nolu denge sartinda yerlerine
yazilirlarsa

* J 1 1 (d-b) 1 .. ]_
_J:g(S)d s_r-(+ )+2(d+b)+ h (1+1c2)k(r’s)l—
S+r1 ——(d-b)
_%j_(_lf_@p(r) (~1<r<1) (254)
.{ a()ds = dZ’j‘b (255)

esitlikleri elde edilir. (254) ve (255) nolu ifadelerde gegen g(s) rijit blok izerinde ortaya
¢ikan boyutsuz temas gerilmesidir. Rijit blogun bilesik tabakadan aynldig1 noktada temas
gerilmesi O dir. Rijit blogun i¢ kenarinda ise temas gerilmesi sonsuza gideceginden integral
denklemin indeksi O olur [85]. integral denklemin indeksinin sifir olmasi durumunda

denklemin ¢dziimii

g(s) = G(s)(1- s)%(l + s)";' (256)

seklinde aramir ve uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullarulacak olursa (254) ve
(255) nolu denklemler
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2 21t(l—s.)[ 1 1 d-bv 1 .
> ‘ - + k°(1;.5,) [G(s,)
& @n+l)|s 1 2(d+b) h (Q+x,)
[ (S‘+r")+—_—(d—b)

M 2 . .

=~ (1+1<2)k (r,) (j=1.....n) 257
& 21(1-5;) _2a
; (211+1) G(Si)_d_b: (258)

seklinde yazlabilir [85]. (257) ve (258) nolu denklemlerde gegen s; ve r; asagidaki gibi

tanimlanmugtir [85].
2i
o= i=1... 5
CH co{2n+l1c] (i=1,.....,n) (259)
2j-1 4
rj—co{2n+11t) (G=1.....,n) (260)

Boylece bilinmeyen temas gerilmeleri ile (d-b) temas bdlgesinin belirlenebilmesi igin
(n+1) bilinmeyenli (n+1) lineer cebrik denklem takim elde edilmig olur. Temas gerilmeleri
ve bilesik tabaka ile rijit diiz blogun temas ettigi son nokta olan d' nin bulunabilmesi i¢in su
yol izlenir. Once segilen bir d degeri igin (257) nolu denklemden temas gerilmeleri
hesaplanir, bulunan temas gerilmeleri (258) nolu denklemde yerlerine yazilarak denklemin
saglamp saglanmadify kontrol edilir. Denklem saglanmiyorsa d degerine artimlar verilerek
(258) nolu denkiem saglanincaya kadar igleme devam edilir.

Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi durumunda q(x) temas gerilmesi dagilim
elde edildiginde A;, B;,, C, ve D, (i=1,2) katsayilari, siirtiinme bulunmasi durumunda
temas gerilmesi dafilim elde edildiginde de A;, B, C/ ve D; (i=12) katsayilan
belirlenmis olur. Dolayisiyla her iki durum igin bilegik tabakamn herhangi bir noktasindaki

G,,, O,, ve T, gerilme bilesenleri hesaplanabilir.
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2.5.2. iki Elastik Tabakaya Ait Ara Yiizeyde Meydana Gelecek Siireksizlik

Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyin herhangi bir yerinde aynima oldugunda ara yiizey
boyunca tabakalar arasindaki o} (x,h,) gerilme bilegeni ayrima bolgesinde sifir olmakta,
disey yerdegistirmeler farki da artik birbirine esit olmamaktadir. Bu durumda ise, siirekli
temas probleminin ¢6ziimii i¢in kullamlan simir sartlan artik gegerli olmayacaktir. Iki elastik
tabakaya ait ara yizeydeki siireksizlik incelenirken, tabakalar arasinda siirtiinmenin
bulunmadigi kabul edilmigtir. Tabakalara ait kiitle kuvvetleri ise hesaplarda dikkate
alinmugtar.

4 Ny
ST o Bo gy,
@ WK, f—ad—p—a— T
# f: f x h,
4‘ h
ye € € -+
cr De |15/
i
L/\Jc—b—#——b——er\J
y C A« C A

Sekil 3. Elastik tabakalara ait ara yiizeyde siireksizligi bulunan diizgiin
yayihi yiiklii bilesik tabaka

2.5.2.1. Sumir Sartlar
T_abakalara ait ara ylizeyde aynilma meydana gelebilmesi igin yiikiin, ilk aynlmay:

meydana getirecek yiikten daha biiyiik degerler almas: gerekir. Eger B> B_ ise bu durumda
stirekli temasta kogulan (103) nolu simr sartt

v, (x,h,)— v, (x,h,)] ~0
= =
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aritk gegerli olmayacaktir. Bu durumda tabakalarin birbirlerinden aynldiklan (e,f)
arahfinda diisey yerdegistirmeler farkimin tiirevi @(x) gibi bilinmeyen bir fonksiyona esit
ahnmgtir. Bu fonksiyonun integrali ise (e,f) aralifinda tabakalar arasindaki ayrilmay:
verecektir. ki elastik tabakaya ait ara yiizeyde siireksizlik bulunmasi halinde, tabakalar
arasinda siirtlinme de yoksa kullamlacak sinir gartlan agagida verilmigtir.

Ty, (x,0) =0 0<x <00 (261)
o, (x,h) = -p, 0<x<a (262)
1, (xh,)=0 0<x<e0 (263)
T, (x.h,)=0 0Sx<eo (264)

a[Vl(X, hz) -V, (x’ h, )]

= = @(x) e<x<f (265)

6, (x,h,)=0, (x,h,) 0<x<o0 (266)

T, (x,0)=0 0<x <00 (267)

o, (x,0)= -q(x) b<x<c (268)

v, (x.0) =0 b<x<c (269)
gx

o, (x,h,)=0, (x,h,)=0 e<x<f (270)

Probleme ait denge sart1
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f q(x)dx =ap, (271)
b
iken tek degerlilik sart1 ise
f,
[o(dx=0 272)

olarak yazilabilir.
2.5.2.2. Katsayilarmn Belirlenmesi

Siireksiz temasla ilgili olarak (261)-(268) nolu esitliklerle verilen smir sartlarinda
gerilme ve yerdegistirme ifadelerinin uygulanmasi sonucu 8 tane cebrik denklem takinm elde
edilmigtir. Bu denklem takiminda bilinmeyenler AT, B, C;" ve D] (i=12) katsayllandr.

- K -1 - - K -1 -

—oe ™A +[—ah—( ‘2 )]e‘z"hBl +aC, +|:ah—(—‘-2—-)]D, =0 (273)
- 1+x - - 1+x -

—0e ™A +[—ozh—(—2—lﬂe'2"“‘B1 -oC; +[-ozh+(——2—‘)]n1 =

- -1
—Z——J-po cos(ox)dx =7u—'_"po cos(at)dt (274)

1 0 1 0

- K -1 " -
—oe ™A +[—och2 —(—‘—)]e'z"thl +aCy +

2
LS N |
ch, - > , =0 (275)
L ad K ” *. K -5
e Al +(—&L+hz}-2°thl -C, -i{—;—hz))l -
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= L K'z ~20hy ** Lad K2 hadi
e ™A +(_E_h2} BT +C, +(—E—+h2 )Dz =

eoh2) £

£ - I o()sin(et)dt  (276)

- 1+x - - 1+ "
—Oe ™2 A +[—och2 —(—-5—‘)]62““%1 -oC, +[—ozh2 +(——Zﬁ)]b1 +

1+ -
au—ze'm’A;' +[ozh2 +(——K2 )]Ele‘z"“"B2 +
K, 2 1

(o) %

uz +X, :lE_z_ -
c |_ah (2 )MDZ =0 277)

\
—oe AT +[-ozh2 —(E—)_F'MB; +0C; +

[ahz —(ﬁ-z———l)]D;=0 (278)
~0AT +(1—'2ﬁ)9;‘ +ac;‘+(l;;2—)3;’ =0 279)

- K2+1 - - K2+1 -
—0A, —(—2—}2 -aC, +(—2— 2 =

2, 5

(280)

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilen A", B;", C" ve D] (i=12)
katsayilari, temas gerilmesi q(x)' e ve tabakalar arasindaki agilmanin egimini veren fonksiyon
@(x)' e bagh olarak asafidaki gibi belirlenmistir.

. Lam
oA}, == *h,? )~ )= 5|+ [(1+ 20(~h+ h, ))(20h+

I

i) — 1[0 (2.4 40P, ) — e 2oM 0t _ gl 2ohch)]] (281)



QAT =0A; +aA; +0A] (282)

*

L
W = ——%m[(l +20(~h+ h, )[4 (24 4oy 2 ) -2etv30ma)_ e(2ah-eiy)]

40L2h22) — oloha) _ e(—mz)]] (283)
B =B, +B; +B; (284)

» am "
oC; =—2—A_—[(1+za h, ~ 1, )] et (2 4 402 ,?)  glHohob) _ (-t )] 4 f

-1+20
B(-1-2ah+x)+20h, (2ah-K )+ k][ e (31 44 h,?)— e Pobrabs) _
g(~20h+ah,) ]] (285)

oCl"=oC; +aC; +aC; (286)
. Lom (-20h-3ah,) | _ (~2ah-ohy) 20 2y (-2ahtah,) (~40h+ahy)
y =‘T[(“1+ 20(~h+h, ))[-e Dte Y(2+40°h,")-e 2] +[e 2

2+40°h,) — gh-oha) _ o (~4ahs3an,) 287)
2
D["=D] +D; +D; (288)

. _La (~20h-ah) [ 4 2 (-3ah;)_ (-4odivah,)
;= Z—A—.[(l—zochz—x2 e 2402 (<hth, Y=h+h, y+2]—e ot 24 (~1+x,

(1+2cth, ))[e‘"z“h*““’)[4a2 (~h+h, )(~h+h, )+2]-e('°‘"”-e(’4°‘h+3"h2’” (289)

OAZ =0A; +oA; +0A; (290)

. Lo
B; = —~—AT[(1+2ah2)[e<~2°h*“"=> [40%(~h+h, Nhth, ) +2]-e ot _g(ansans)]_foc-2ah-ana) g

o (~h+h,)(~h+h, ) +2) — ¢¢ab) — g(rohon)]] (291)
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B; =B, +B; +B; | (292)

aC;. = —21:%[(—1+K2 (1-20h, )[e >[40 (~hth, J(=h+h, }+2]—e %) —gH4abtoba)] 4 (1

K, +20h, )[4 [ 40 (~hth, )(=h-+h, )+ 2] e bk | (203)
oC; =aC; +aC; +aC; (294)

D; -%[(-1 +20h, )[[402 (= b, )(=h+ h, ) + 2]e¢2ehok) _ gl-ob) _ ltoba) | 4 [[ 4

2, =

(—h+ b, )(=h+ b, ) +2]eC2ohebs) — gfroba) _ gltobsaony)]] (295)
D; =D; +D; +D; (296)

Bu denklemlerde gegen A", A} , A{, B , B, , C; , Ci , D; ve D (i=1,2) katsay1
bilegenleri boliim 2.3.2.2." de verilmistir. Yukandaki ifadelerde bulunan L biiyiikliigi ise

1 f
L=—a—J-<p(t) sin(at)dt 297)
olarak tammlanmgtir.

2.5.2.3. integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde aynlma meydana gelmesi durumunda, sinir
sartlanindan elde edilen A, B;", C” ve D; (i=1,2) katsayilan q(x) ve ¢(x) gibi
bilinmeyen iki fonksiyona bagli olarak belirlenmigtir. Bu iki fonksiyonun bulunabilmesi igin
kullamlmayan (269) ve (270) nolu

avz (X,O)

™ =0 (b<x<c) ve o, (xh,)=0 (e<x<f)
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siir gartlanndan faydalamlacaktir. A}, B, C; ve D] Kkatsayilan ov,(x,y)/dx' de
yerlerine yaziliriarsa

2 L qoal[erfoar, +sronB; Jeel-acs, + -an ]

27 7 . . .
cos(oit) sin(ox)dot + ;I(p(t)dtﬂ:e““” [ozA2 _H,+0y)B; ] +e@ [—oc02 _+(x,—0y)
e 0
® . . da po T (~ay) » * (ay) >
D, L] sin(at) sm(ax)—;+ ;t_!.r e oA, +(x,+ay)B, He [—ozC2 +(x,-0
10 ’ F -

y)D;P]]sin(aa) sin(ax)d—:~ (298)

elde edilir. (298) nolu denklemde y — O limitine gegilirken pay paydaya boliindiigiinde,
ortaya ¢ikan wraksak, integral denklemin yakinsamasim bozan singiiler terimler agagidaki gibi
elde edilmigtir.

_T [(l +2K-2 )+ ay]e"“” cos(att) sin(ox)do (299)

Daha dnceden de bahsedildigi gibi (298) nolu integral denklemden yakinsamay1 bozan
bu tekil terimler ¢ikartiimali, bu terimlerin kapah integralleri alindiktan sonra limit islemine
gegilmelidir.

avz (X,O) = -1 1 Tl: 1+ K :le(—ay) : .
x - 2m, limg_, { q(t)dt0 5 [ray [sina(t+ x) — sin ot~ x)|dov+

1
2mp,

J‘q(t)dtJ[[aA;? +x, B;:T]+[—0LC§T +X, D;r]+ (1+2K2)][sina(t+x)—sina(t—x)]
b 0

Po
2mu,

£ =
da+-11;{(p(t) dt![[aA;L +K,B; ]+[—aC 5, H6D; ”[cosa(t—x)—cosa(t+x)] %?+

T[[aA;P +1,B; ]+[—aC§P +K,D; ]][cosoc(a—x)—cosa(a+x)] %: 0 (300)

0
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(300) nolu denklemdeki

_T [(1+2K2 )+ ozyile(’“") [sinou(t +x) - sino(t — x)]dot (301)

integralinin, kapal: integrali interal doniigiim tablolan yardimiyla alimrsa

_T [(14‘2‘(2 )+ Otyjle('%’) [sino(t + x) — sin ou(t ~ x)]do = — (1 +21c2)

[ (t+x) (t—x) ]_ ( 29(t+x) __ 2y(t=x) G02)

Y HEHR)?  yiH(t-x)? 4 y2+(t+x)2)2 y(y2+(t—x)2)2

elde edilir [84]. Bu denklemde y — 0 limitine gegilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (300)
nolu integral denklem agagidaki gibi diizenlenebilir.

1 2
I =% tex ey o t)]q(t)d(t)"( KZ)Zqu (x,t)p(t)dt=
M2 2P,
n (1+1<2) k(%) (b<x<c) (303)

Integral denklemde gegen k,(x,t) ve k,(x) gekirdekleri sirasiyla (213) ve (214) nolu
esitliklerle tammlanmugtir. k, (x,t) ¢ekirdegi ise agagidaki gibi elde edilmigtir.

k9(x,t)=T—(l+K2)[(—l+och2)[e(‘z"h’““z)[4(12 (=h+h, Y(~h+h, ) +2] -t —glHematn)] ¢

1+ah,) [e(‘z“h""h” [40? (=h+h,)(~h+h,)+2] - e — e"“““*’““”]] [coso(t—x)—

(304)

Bilinmeyen fonksiyonlar q(x) ve ¢(x)' in belirlenmesinde kullamilacak ikinci denklem ise

o, (x,h,)=0 (e<x<f) (305)
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(305) nolu esitliktir. A3, B}, C;” ve D katsayilan kiitle kuvvetlerinin dikkate alinmadig:
durumda ortaya gikacak G, (x,y) diisey gerilme ifadesinde yerlerine yazilirlarsa

S, (x,y)= —Iq(t)dtf[ o[-0} ~[oy+05(+,)|B}, |- [0 +lay-05(1+,

)ID;, ]] cos(att) cos(ox)dor~ f;l—zf (p(t)dJ[e‘"“”) [~eA; ~[ay+05(1+x,)]B;, |-

[eC3, +Hay- 05(1+x,)]D; ]] sm(oct)cos(ooc)—&o—t—%ﬁlp I[ Con[-aA; -[ay+05(1
+%,)]B}, |[-e[oC; +{ay- 05(1+x,)|D3, ]] sin(cta)cos(ox) 7:‘— (306)

elde edilir. (306) nolu denklemde y — h, limitine gegilirken, pay paydaya boliindiginde
integral denklemde ortaya ¢ikan tekil terimler ise

% 2
B‘-e_a(hz_”[_ (x, +m)+ (1+¥x,;m) }1 +a(h,~y)]sin(ot) cos(oe)dor  (307)

olarak belirlenmigtir. Yakinsamayr bozan bu terimler (306) nolu integral denklemden
¢ikartilmah (307) nolu esitligin kapah integrali alindiktan sonra y — h, limitine gegilmelidir.

Z1i T 2 [ - }-ﬁ(hz")') :
yoshy Etp(t)dt;ﬂ: o rm)e (1+Klm)ll+a(h2 ) [sino.

(t+x)+ sina(t-x)]da—-%].q(t)dtaj[e('“‘“)[—aA;r—[ah2+0.5(l+K2)]B;T]- ele)

][ e-oh2)

[ocs, +[ab, -05(1+%,)]D;, ||

(‘lhz)

[~oA;, ~[ah, +05(1+x,)|B ]—-——[ac +[oth, -05(1+1,)]D; ]+

2
(x, +m)+(1+x,m)

][sina(t+x)+sinoc(t—x)]da—;——p T[ (“"’)[—aAzp
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[oh, +05(1+%,)]B;, |~ [aC;, +[ah, ~05(1+1,)]D;, ||[sina(a+x)-sino

do
(a—x)) - (308)
(308) nolu denklemde gegen
2 .
](:e'“(hz'”l: (s +m)+( 1+K1m)[1+ ouh, —y)]}sina(t+x)+smot(t-x)]doc (309)

(309) nolu esitlik ile ifade edilen integralin, tablolar yardimiyla kapal: integrali alinirsa

]‘e'“(hz-”[ (x, +m)f (I+x m)}”“(hz = y)|[sinoe+x)-+sino(t—x)|da=

2 ﬂ: t+x t—-x
| (g +m)+ 1+ 5m) 4| (1, —y): +(t+%)°  (h, —y)* +(t-%)°

]+(h2 -y)

2h, =)t 2, —y)t-x) ﬂ a1y
| [(h, —y)* +(t+%)?]  [(h, = ¥)* +(t—%)?]

yazilabilir [84]. Elde edilen kapali integralde y yerine h, yazilip, sadelestirmeler

gergeklestirildiginde (308) nolu integral denklem asagidaki formda yazlabilir.

2 - 1}+kw(x,t):ll

o, (x,h2)=—{ k7(x,t)Q(t)dt—2“2j [(Kz +m)+(+eml t+x t-x

(p(t)dt—ﬁipoks(x)=0 (e<x<f) G11)

Tabakalara ait ara yiizeyde ayrilma meydana gelen bélgede gerilmenin

(S;,z(x,hz)=0'y2(x,hz)—p,ghl =0 (e<x<f) (312)
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oldugu hatirlamirsa ikinci integral denklem

2 1 l]+klo(x,t)}(p(t)dt

"Ik" (x,t)q(t)dt—zllzj: [(1(2 +m)+(1+1clm)|._ t+x t-X

='ﬁ2‘Poks(x)+ p.gh, (e<x<f) (313)

seklinde yeniden diizenlenebilir. Integral denklemdeki k., (x,t) ve k,(x) gekirdekleri (248)
ve (249) nolu egitliklerle tammlanmstir. k,,(x,t) ¢ekirdegi ise agagidaki gibi belirlenmistir.

' (x,t)=]‘[[(4(x2h22 + 2)[e('2°‘h) [4 02 (~h+h,) (~h+h,)+2] -2 ~ e"‘“‘“z"h’)] -[407(
o

~h+h,)(~h+h,)+ 2]e<-2"h*2“*‘=>+ 14 {tabwions) _ g(2ob-20h)[4 52 (. ht b, )(~ bt
2

(K2 +m)+(1+xm

da (314)

h,)+2]

}[sina(t +Xx)+sino(t— x)]

2.5.2.4. Tabakalar Arasindaki Ayrnlmanmn Belirlenmesi

Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde ortaya ¢ikan ayriima bélgesinin belirlenebilmesi
i¢in (303) ve (313) nolu integral denklemler beraber ¢oziilmiistiir. Bu iki integral denklem
bir arada agagida verilmistir.

j{ 11 2 ]q
_— k,(x,1) (t)d(t)+
b

t-x t+x (l+x,) °

Kz)Zuz Jic, cetpoteyde
_ Ky

i, (1+1c2) k,(x) (b<x<c) (315)

f[ 2 [ 1

“] k, (x,t)q(t)dt—2u, I 1 ]"‘ ki (x,t)]‘P(t)dt

(K2+m)+(1+1<lm)|__t+x— t—x

1)
=jpoka(x)+plgh1 (e<x<f) (316)
1
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. h
Integral denklem takimimn sayisal ¢oziimiinde o = . doniigiimii yapilmug ve agagidaki

boyutsuz biiyiikliikler tammlanmgtir.

P,
——to 317
P p.gh, G17
c-b c+b f-e f+e
X, == r1+—-§-— x2=-—2-—r2+—2—- (318)
c-b c+b f-e f+e
t, = > s, + > t2=Tsz+'—2—- (319)
q(c—b c+b) f—es f+e)
7 2 2 72 2
g,(s))= g,(s;)= K, (320)
Po Po

2 2 2 2
k,(r)= ke(r,)= (321)
Po Po
c—b c+b c-b c+b
ks 2 ! 22 1 2
k;(r;,8))= > (322)
0
" (f—er +f+e c-b +c+b
N2 27 2 7 BT
k,(1,,8))= > (323)
0
K (c—br +c+b f—es +f+ej
2 1t 272 7 2
ko(r,8,)= P (324)
0
f-e f+e f—e f+e
Ky 2 L+ 5 5 s, + >
kio(ry,8,) = (325)

Po



72

Bu boyutsuz biyiikliikler tekil integral denklem sisteminde yerlerine yazliriarsa
agagidaki esitlikler elde edilir.

‘ [ 1 1 (c-b) 1 2 (f—e)

_flg‘(s‘)d(sl)[sl—rl—(s )+2(c+b)+ B (e o) T gy &
1 1 ( _b)

Jn@aas =—Eaim e < (326)

.

(e=b) =) _
e -J:k7(r2’sl)gl(sl)dsl h I(Kz+m)+(l+K1m)l' (f‘e)( -r,)
2 &27h
1 L
( - ) +k10(r2’82) z(sz)d52=
(Sz+r2)+(f+e)

1
’;—zks(r2)+- l<n <) (327)
1

B

Probleme ait (271) nolu esitlikle verilen denge ve (272) nolu esitlikle verilen tek degerlilik

sartlar ise strasiyla

I g:(s,)ds, = iab (328)
J. g8,(s;)ds, =0 (329)

olarak yazlabilir. g (s,) ve g,(s,) swrasiyla boyutsuz temas gerilmesi ve egim
fonksiyonlandir. (326) nolu integral denklemin indeksi, s, = ¥1' de g,(s,) tekillige sahip
oldugundan, +1' dir [85]. (327) nolu integral denklemin indeksi ise s, = F1' de g, (s,) sifir
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oldugundan, —1' dir, ancak integral denklem takiminin beraber ¢oziimii igin (327) nolu
integral denklemin indeksini de +1 almak daha uygun olmaktadir [85,86,40]. Béylece her iki

integral denklem i¢in ¢6ziim
g,(s,) = &) (-1<s, <1) (330)
1=
g, (s,) = —22). (-1<s, <1) (331)
(1-s,)?

seklinde aranabilir [85]. Ayrilma bolgesinin ug noktalarinda diiz temas elde edilebilmesi igin
aynlma gayet yatik olacagindan G, (s,)

G,(-1)=0 G,(+1)=0 (332)

kogullanim saglamalidir. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri kullamlacak olursa
integral denklemler

1
(c-b) 1 1 1 , 2 (f-e)
2WG ) 5 S e L) J+<1+r<2) h
T )
YW.G, (5, 0k (108, ) ===k (r)  (j=L..n-1)  (333)
= HOPEETES o, (1) T

D w6, )k 1) -

i=1

-9 2 [ 1
h ;WG (s5; xo(rz)’sz‘)+(‘<z+m)+(1+K‘m)[ ¢

2

(s 0y )+ (f+e)
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1
=E2-k8(r2j)+_6

1
—(f_e) J My
2 (52; —l'zj)

denge ve tek degerlilik sartlan
2 2a
: - 335
2WGi(s) =35 (335)
D2 W,G,(s,,) =0 (336)

i=1

olarak yazlabilir [85]. Bu esitliklerde gegen W, s,, s,,, I, I,; buyiklikleri agafndaki gibi

tammlanmglardir [85].
T T
= = = — 1=2.....n—-1 337
W=W,=5— Wi=-" (i=2,.,n-1) (337)
i1 '
§;; =$,, =CO8 (—:—;Tn) (i=1...,n) (338)
2j-1 .
rlj=rzj=cos(2rjl_21t] (G=1...,n=-1 (339)

Boylece G, (s;,), G, (s,,), e ve figin (333), (334), (335) ve (336) nolu esitliklerle 2n
bilinmeyenli 2n denklem takimu elde edilmis olur. G,(-1)=0 ve G,(+1)=0 oldugu da
unutulmamahdir.

Eger, B>, olmak sartiyla, alman bir B degeri igin e tahmin edilir ise (336) nolu
esitlikten f degeri bulunabilir. (e,f) aralii disindaki c,,(x,h,) gerilmesi ef degerleri
bulunduktan sonra (316) ifadesinden elde edilebilir. Yapilan islemlerin kontrolii ise (335)
nolu ifadeden saglanabilir. Tekil denklem takimiuin sayisal ¢oziimiinde izlenen iterasyon

sirast §Oyledir. Alinan P degeri icin e, ilk aynlmamn meydana geldigi nokta ile yayili yitk
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arasinda bir yerde olmak iizere tahmin edilir. Aynlma baglangi¢ noktasimn e mesafesinde
olabilmesi igin (333) ve (334) nolu denklemlerin bir arada ¢dziimiinden bulunan G,(s,,)
degerleri (336) nolu egitlikte yazilarak denklemin saglamp saglanmadift kontrol edilir.
Denklem saglanmiyorsa f ye artimlar verilerek igleme devam edilir. (336) nolu esitlik
saglandifinda (335) nolu esitlikte saglanmmg olmahdir. Alinan B degeri ve e degeri ile f
degeri bulundugunda, (e,f)arahif disindaki temas yiizeyinde o, (x,h,) gerilme yayilis elde
edilir.

Onemli bir bagka biyiklik olan (e,f) ayrilma bolgesinde v,(x,h,)~v,(x,h,)
yerdegistirmeler farky, yani iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde meydana gelen ayrnimanin
belirlenebilmesi i¢in (264) nolu siir sart: veya

v (x,h,)=v,(x,h;)-v,(x,h,) = ]¢(t)dt (e<x<f) (340)

(340) nolu esitlik kullamlacaktir. Asagida tammlanan

f-e, f+e
x="—f+—— (341)
f-e f+e
t= —2—1']+T (342)
t
G, m =228 (343)

o

boyutsuz buyiikliikleri, (340) nolu denklemde yerlerine yazilirlarsa

B,V (6h,) _ (F=e)
= IGz(n)dn (344)

elde edilir. (344) nolu integral denklemin indeksi de +1 alinirsa
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bv (b)) 29 S we,m,)  G=2.n-D) (345)

yazlabilir [85]. (345) nolu esitlikte gegen n,, & biyuklikleri ise

£ =cos ((22;:12)1:) (i=2,....,n~1) (346)
1, =Cos (:_—1111:] (w=2,....,n—-1) (347)

olarak tammlanmaktadir [85]. Boylece (345) nolu denklemden tabakalara ait ara yiizeyde
meydana gelen aynlma belirlenebilir.

Biitiin bu yapilan galiymalarda gerek katsayilann elde edilmesinde gerekse integral
denklemlerin sayisal ¢oziiminde FORTRAN dilinde yazlmig basit bilgisayar
programlanndan faydalamlmustir.



3. BULGULAR VE IRDELEME
3.1. Giris

Bu baglk altinda, yiik geniglifi (a/h), malzeme ozellikleri (1, /W), mesnet agikhif
(b/h) ve mesnet genigligi ((c—b)/h) gibi gesitli boyutsuz biyiikliikler i¢in boliim 2' de elde
edilen ifadeler yardimuyla, rijit blok tizerindeki temas gerilmesi (q(x)/p,), y simetri
ekseninde ortaya gikan 6, ve G, normal gerilmeleri ile y simetri ekseni yakiminda ortaya
gikan 7, kayma gerilmeleri yamsira, iki elastik tabaka arasinda ilk ayrlmayr meydana
getirecek yiikler (B_) ve ilk aynlma uzakliklan (x_) incelenmigtir. flk aynlma yikii ve bu
yiikten biiyiik yikler (B) igin tabakalara ait ara yiizeydeki diisey gerilme dagilislan ve elastik
tabakalar arasindaki ayrilma bolgeleri ((f —e)/h) aragtinlmgtir. Aynica bilesik tabaka ile rijit
bloklar arasinda aynlma meydana gelmesi durumu da ¢ozilmis ve gerilme dagihiglan
belirlenmigtir.

Incelenen biitiin bu durumlara ait grafikler bu baglik altinda verilirken, siirekli temasta
ve rijit diiz bloklarla bilegik tabaka arasinda ayrilma meydana gelmesi durumunda grafiklerde
elastik tabakalara ait ara yiizeyde siirtiinme bulunmasi ve bulunmamasi halleri bir arada
irdelenmistir. Bu grafiklerde stirekli ¢izgi ile iki elastik tabakaya ait ara yilizeyde siirtiinme
bulunmas haline, kesik ¢izgi ile de tabakalara ait ara yiizeyde stirtiinme bulunmamasi haline
ait degerler verilmigtir.

3.2. Rijit Blok Uzerindeki Temas Gerilmelerinin Irdelenmesi

Rijit blok {izerindeki temas gerilmesi iki durumda incelenmistir. Bunlardan birincisi
bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda ayrilma bulunmamas;, ikincisi ise bilegik tabaka ile rijit
diiz bloklar arasinda ayrilma meydana gelmesi durumlandir.

3.2.1. Bilesik Tabaka ile Rijit Bloklar Arasinda Siirekli Temas Hali

Iki elastik tabakaya ait ara ylizeyde siirtiinme bulunmasi halinde bolim 2.3.1.3' de,
tabakalara ait ara yiizeyde siirtiinme bulunmamas: halinde ise béliim 2.3.2.3' de elde edilen
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integral denklemler, sirasiyla boliim 2.3.1.4 ve boliim 2.3.2.4' de verilen Gauss-Chebyshev
integrasyon formiilleri yardimiyla sayisal olarak ayn ayn ¢oziilmi, rijit blok iizerindeki
temas gerilmesi dagiiminn, yitk geniglii, malzeme 6zellikleri, mesnet agikhift ve mesnet
genigligi gibi boyutsuz bﬁyiiklﬁkler icin ¢izilen grafikleri asafida verilmistir. Grafikierde
surekli ¢izgi ile iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde stirtiinme bulunmasi, kesik ¢izgi ile de
tabakalara ait ara ylizeyde siirtinme bulunamamas hallerinde elde edilen gerilme dagilimlan
bir arada verilmigtir.

Sekil 4 ve Sekil 5' de rijit blok tizerindeki temas gerilmesinin a/h ylik genigligi ile
degisimi goriilmektedir. Yiik genigligi a/h' mn kigiik degerleri igin rijit blogun i¢ kenan
b/h yakiminda ortaya ¢ikan gerilme degerleri, rijit blogun dig kenart ¢/h yakimnda ortaya
¢ikan gerilme degerlerinden daha biyiik, a/h' mn biyiik degerleri igin ise b/h yakiminda
ortaya ¢ikan gerilme degerleri, c/hyakimnda ortaya ¢ikan gerilme degerlerinden daha
kiigiik olmaktadir. Bunun sebebi a/h' nin kiigiik degerlerinde bilegik tabaka ile rijit blogun
dis kenarinda, a/h' mn biyiik degerlerinde ise bilesik tabaka ile rjit bfogun i¢
kenanndaki ayrilma egilimidir.

Sekil 4. Rijit blok uzerindeki temas gerilmesinin yiik genigligi a/h ile degisimi
(b/h=1, c/h=15, p,/u, =275, h, /h=05)
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12.00 )
A/, @
N I
| 1
9.00 — l‘ (1) ah=1.0 "
' @ ah=15 !
1
1n @ ah=10 ,
\ 4 ah=15 1@
1

Sekil 5. Rijit blok iizerindeki temas gerilmesinin yiik genisligi a/h ile degisimi
(b/h=05, c/h=1, p, /n, =648, h,/h=03)

Bu durum hem elastik tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi hem de elastik tabakalar
arasinda stirtinme bulunmamasi durumlan igin aymudir.

Elastik tabakalar arasinda siirtiinme yokken, bilegik tabaka ile rjit bloklar arasinda
aynlma daha kolay meydana gelmektedir. Omegin Sekil 5' de yik geniglizi a/h=05
oldugunda, tabakalar arasinda siirtiinme yokken, rijit blogun dig kenaninda c/h=0579' da,
stirtiinme varken ise ¢/h=0.774' de aynima ortaya gikmaktadir. Rijit blogun i¢ kenant b/h
da ise, tabakalar arasinda siirtiinme yokken a/h=2, siirtiinme varken ise a/h=25
oldugunda aynilma gézlenmektedir.

Temas gerilmesi dagihmim etkileyen faktérlerden bir digeri de malzeme 6zellikleridir.
Rijit blok tizerindeki gerilme yayiliginin malzeme 6zellikleri ile degigimi Sekil 6 ve Sekil 7' de
verilmigtir. $ekillerden de goriilecegi iizere alttaki tabakanmn rijitliginin tstteki tabakaya
oranla giderek arttinilmas: durumunda, blok kenarlanna yakin bélgede gerilme daglislannda,
elastik tabakalar arasinda siirtinme bulunmas: ve bulunmamas: hallerinde artiy meydana
gelmektedir.
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7.00
q(x)/p, |
@,
5.25 —
| () n,/p, =648 .
' @ n,/n, =061 ‘1(4]
h 3 l"-z /u' =6.48 f]
—
3.50 @ B, /n, =061

0.50 1.00 1.50 x /h 200

Sekil 6. Rijit blok tizerindeki temas gerilmesinin malzeme sabiti p, /i, ile
degisimi (a/h=235, b/h=05, ¢c/h=2, h,/h=03)

5.25 — M n,/n, =648
@ B, /u, =061
@ B, /1, =648 |
@ n,/p, =061

Sekil 7. Rijit blok iizerindeki temas gerilmesinin malzeme sabiti ., /i, ile
degisimi (a/h=2, b/h=05, ¢/h=15, h, /h=05)
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Mesnet agikhifi giderek biiylidiigiinde tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi veya
bulunmamasi durumlannda, temas gerilmesi rijit blogun dig kenarmna dogru giderek
azalmakta ve bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda, rijit blogun dig kenar1 ¢/h' da aynima
egilimi gozlenmektedir. Mesnet agikhif kiigiik oldugunda ise eger yiik genigligi de yeterince
bilyiik ise aynlma egilimi bu kez rijit blogun i¢ kenann b/h"' da ortaya ¢ikmaktadir ($ekil 8
ve Sekil 9). Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi durumunda, bilesik tabaka ile rijit
bloklar arasindaki ayrilma daha zor olmaktadir. Ornegin Sekil 8' de mesnet genisligi
(c—b)/h=1 olmak iizere, mesnet a¢iklifs arttinhp b/h =1 yapildiginda, elastik tabakalar
arasinda surtiinme bulunmazken, bilesik tabaka rijit diiz bloklardan c¢/h =1.0494' de
ayrilirken, tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi1 durumunda ise bilegik tabaka ile rijit diz
bloklar arsindaki ayrilma ¢/h =1.186' da ortaya gikmaktadir.

Sekil 10 ve Sekil 11' de ise temas gerilmesi dagihminin mesnet genisligine bagh olarak
degisimi gorilmektedir. Mesnet genisligi artik¢a temas gerilmesi rijit diiz blogun dig kenan
c/h yakimnda iyice azalmakta ve ayrilma egilimi g6zlenmektedir.

7.00

ax /g |,
'@

i
]
]
I
(1) b/h=01 ch=1.1 '
]
2 bh=05ch=15 |
1
I

@) bh=01 c/h=1.1
4) bh=05 ch=15

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
(cb)/h

Sekil 8. Rijit blok tizerindeki temas gerilmesinin mesnet agikhigi b/ h ile
degisimi (a/h=15, p, /1, =648, h, /h=03)
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M) bh=01gh=1g
@ bh=05 gh=2p
@) bh=01gh=1g
@ bh=05 gh=nq

Sekil 9. Rijit blok Uzerindeki temag gerilmesinin mesnet acikhs b/ h jle
degisimi (a/h=2, =275, b, /n=s)

20.00
q(x)/ P,

15.00

10.00

0.00
1.00 . 2.00

x/h 250

Seki 10.Rijit biok Uzerindeki temas gerilmesinin Mmesnet genigliz; (c~b)/h ile
degisimi (a/h=25, Ko /1, =061, h, /h=07)
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(1) bh=05 ¢/h=1.0
2) bh=05 csh=15
3 bh=05 ch=1.0
4 bh=05 c¢h=15

L) [ !

Sekil 11. Rijit blok tizerindeki temas gerilmesinin mesnet genisligi (c~b)/h
ile degisimi (a/h=15, n,/n, =648, h, /h=03)

3.2.2. Bilesik Tabaka ile Rijit Bloklar Arasindaki Siireksiz Temas Hali

Mesnet agikligi yamnda yiik genigli§i yeterince kiiglik olursa veya yik genigligi
yaninda mesnet agiklig yeterince biyiik oldugunda, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklann dig
kenarlan arasinda ayrilma meydana gelmektedir.

Bilesik tabaka ile rijit diiz bloklarin dig kenarlarinda aynlma olmas: durumunda, béliim
2.3' de elde edilen integral denklemlerin, boliim 2.5.1.2' de sayisal olarak ¢dziilmesi sonucu,
rijit blok iistiindeki temas gerilmesi dagiliminin, yiik genisligi, malzeme ozellikleri ve mesnet
acikliga gibi boyutsuz biyiikliikler i¢in gizilen grafikleri agagida verilmistir.

Temas gerilmelerinin yilkk genigligi a/h ile degigsimi Sekil 12 ve Sekil 13' de
incelenmigtir. Yiik genisligi arttik¢a rijit blogun i¢ kenar1 b/h yakininda ortaya ¢ikan gerilme
degerleri, iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi veya bulunmamasi durumlarinda
giderek artmaktadir. Yiik genigligi daha da arttimldiginda ise b/h kenan yakininda gerilme
degerlerinde azalma gozlenmekte, rijit blogun dis kenanndaki aynima ortadan kalkarken, ig
kenarda aynlma egilimi ortaya gikmaktadir. Yiik genisligi arttinldiginda bilesik tabaka ile
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rijit bloklar arasindaki temas alam biiylimektedir. Ornegin Sekil 13' de yiik genisligi
a/h =0.1 iken elastik tabakalar arasinda siirtiinme bulunmas: halinde, bilegik tabaka ile rijit
bloklar arasindaki temas alam (c—b)/h =0.288 olurken, yiik genislifi a/h =1 oldugunda,
bu deger (c—b)/h =0.735 olmaktadir. Elastik tabakalar arasinda siirtiinme bulunmazken
ise, yiik genisligi a/h = 0.1 oldufunda temas alant (c—b)/h=0.1116, yiik genigligi arttirilip
a/h =1 oldugunda ise temas alam (c—b)/h =0.45 olmaktadir. Sekillerden de gériildiigiz
gibi tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamas1 durumunda rijit blogun b/h kenarinda elde
edilen gerilme degerleri, siirtiinme bulunmas1 durumunda elde edilen gerilme degerlerinden,
gerilmeler daha kiigiik bir temas alanina yayildigindan, daha biiyiik olmaktadir.

Rijit blok tisttindeki temas gerilmesi dagilunin malzeme 6zellikleri ile degisimi Sekil 14
ve Sekil 15' de incelenmigtir. Alttaki tabakamin iistteki tabakaya gére daha sert olmasi
durumunda elde edilen rijit blok {izerindeki temas gerilmesi dagilim, alttaki tabakamn
ustteki tabakaya gore giderek yumusamasiyla azalmakta, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar

(1) ah=0.1 ch=1.1805
(2 alh=1.0 c/h=1.2376
@) ah=0.1 c/h=107185
@) ah=1.0 ch=1.102

1.00 1.06 1.13 1.19

x/h 1.25

Sekil 12. Bilesik tabakanin rijit bloklardan aynlmasi: durumunda rijit blok
lizerindeki temas gerilmesinin yiik genisligi a/h ile degisimi
(b/h=1, p,/pn,=061, h, /h=07)
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12.50
)/, |
i
7] 1
; (1) ah=01 h=0.788
9.38 - |
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Sekil 13. Bilesik tabakanin rijit bloklardan aynimasi durumunda rijit blok
tizerindeki temas gerilmesinin yiik genigligi a/h ile degisimi
(b/h=05, p, /n, =275, h, /h=05)

arasindaki temas alam ise artmaktadir. Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi ve
bulunmamas: hallerinde aym durum gozlenmigtir. Bunun yaminda tabakalar arasinda
siirtiinme bulunmasi durumunda elde edilen (c—b)/h temas alam, tabakalar arasinda
siirtiinme bulunmamasi durumunda elde edilen temas alanindan daha biyikk olmaktadir.
Omnegin $ekil 14' de u,/p, =6.48 oldugunda, elastik tabakalar arasinda siirtiinme
bulunmasi durumunda elde edilen temas alam (c—b)/h =0.186, siirtinme bulunmamasi
durumunda elde edilen temas alan1 da (c—b)/h=0.0494 olmaktadir. 1, /i, =0.61iken de
temas alanlan tabakalar arasinda sirtinme bulunmast durumunda (c—b)/h=0.369,
siirtiinme bulunmamasi durumunda da (¢ ~b)/h =0.2577 olarak ortaya ¢tkmaktadur.

Mesnet agikhify giderek arttinldifinda, tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi veya

bulunmamas: hallerinde, rijit blok ile bilesik tabaka arasindaki temas alaninda azalma
meydana gelmekte bunun sonucu olarak temas gerilmeleri daha kiigiik bir alana

yayildiklarindan artmaktadirlar. Iki elastik tabaka arasinda siirtinme bulunmast durumunda,
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Sekil 14. Bilesik tabakamn rijit bloklardan aynlmasi durumunda rijit blok
lizerindeki temas gerilmesinin malzeme sabiti |, /i, ile degigimi
(a/h=15,b/h=1, h,/h=03)
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Sekil 15. Bilesik tabakanin rijit bloklardan aynlmast durumunda rijit blok
tizerindeki temas gerilmesinin malzeme sabiti 1, /i, ile degisimi
(a/h=05, b/h=05, h, /h=05)
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Sekil 16. Bilegik tabakamn rijit bloklardan aynimas: durumunda rijit biok
lizerindeki temas gerilmesinin mesnet agikligr b/h ile degigimi
(a/h=05, u, /1, =648, h,/h=03)
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Sekil 17. Bilesik tabakamun rijit bloklardan aynimast durumunda rijit blok
tizerindeki temas gerilmesinin mesnet agikhis b/ h ile degisimi
(a/h=1, u, /u, =275, h,/h=05)
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bilesik tabaka ile rjit diiz bloklar arasinda elde edilen temas alani, tabakalar arasinda
sirtinme bulunmamasi durumunda elde edilen temas alamindan daha biiyiik olmaktadir.
Omnegin Sekil 16' da mesnet genislifi b/h=0.5 iken, tabakalar arasinda siirtiinme
bulunmas1 durumunda temas alam (c~b)/h =0.274, siirtiinme bulunmamas: durumunda da

temas alam (c—b)/h=0.079 olarak elde edilmektedir
3.3. Gerilmelerin irdelenmesi

Bu baslik altinda, bolim 2.3.3' de verilen ifadeler yardimiyla ¢, ve o, normal
gerilme bilesenleri y simetri ekseni boyunca, 7, kayma gerilmesi de y simetri ekseninde sifir
oldugundan, simetri eksenine yakin x=0.05 kesiti boyunca incelenmigtir.

Bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda aynima bulunmasi veya bulunmamas: -
durumlannda elde edilen normal ve kayma gerilmesi dagiimlan benzer &zellikler ortaya
koyduklarindan ve birbirlerini tamamladiklarindan, bu iki hal i¢in ¢izilen grafikler bir arada
irdelenmigtir. Grafiklerdeki siirekli ¢izgiler tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi, kesik
¢izgilerde tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi hallerinde ¢izilen gerilme dagilimlarim .

gostermektedirler.

3.3.1. 6, Normal Gerilmelerinin irdelenmesi

o, normal gerilme bileseninin, yik genisligi, malzeme 6zellikleri, mesnet agikiig1 ve
mesnet genisligi gibi boyutsuz biyiikliikler icin y simetri ekseni boyunca gizilen grafikleri
asafida verilmigtir.

Sekil 18 ve Sekil 19' da o, normal gerilmesinin a/h yik genislii ile degisimi
gorilmektedir. Sekil 18' de bilegik tabaka ile rijit bloklar arasinda aynlma varken, Sekil 19"
da aynima yoktur. Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmast durumunda tabakalar beraber
caliymakta, bilesik tabakada y simetri ekseni boyunca tek bir gekme ve tek bir basing bolgesi
meydana gelmektedir. Bu iki sekilden de goriilecegi iizere bilesik tabaka yayili yiik etkisinde
basit bir kirig gibi davranmakta, bilegik tabakamn alt kisminda gekme ist kisminda ise basing
gerilmeleri ortaya gikmaktadir. Tabakalar arasinda siirtiinme yokken ise her iki tabakada ayri
ayni gekme ve basing bolgeleri elde edilmekte, dolastyla tabakalar ayn ayn calismakta ancak
yine basit kirig gibi davranmaktadirlar.
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Yiik genigligi a/h' nin belirli bir degerine kadar tabakalarda ortaya ¢ikan ¢ekme ve
basing gerilmeleri Sekil 18' de de goruldiigii gibi artmakta, yiik genisligi a/h daha da
arttinldiginda ise tabakalann alt kisminda ortaya ¢ikan gekme gerilmeleri ile {ist kismunda
ortaya ¢ikan basing gerilmeleri Sekil 19' da da goérildiigi gibi azalmaktadir. Yiik genigligi
yeterince arttinildifinda ise tabakalann alt kisimlarinda bu kez basing st kisimlaninda ise
¢ekme gerilmeleri ortaya ¢ikmaktadir.

G, normal gerilmesinin malzeme ozellikleri ile degigimi $ekil 20 ve Sekil 21' de
verilmigtir. Alttaki tabaka Ustteki tabakaya gére daha rijitken, tabakalarin beraber ¢aligmasi
halinde, alttaki tabakada biiyiik gekme bolgesi, tistteki tabakada ise sadece basing bolgesi
ortaya gikmaktadir. Ustteki tabakanin alttaki tabakaya gore daha rijit olmasi durumunda ise,
alttaki tabakada sadece gekme bélgesi ortaya ¢ikmakta, iistteki tabakada ise bilyiik basmg.
bolgesi elde edilmektedir. Bilesik tabakada ortaya gikan bu gekme ve basing bolgeleri

birbirlerini dengelemelidirler.
1.00
y/h (1) a/h=0.1 c/h =1.0981
] (2 ah=15 c/h=1.276
0.80 — (3 ah=0.1 c/h =1.0332
| (4) ah=15 c/h=1.1034
= ‘\
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Sekil 18. ©,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin yiik genisligi a/h ile degisimi
(b/h=1, p,/u,=2.75, h,/h=05)
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Sekil 19. ©,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin yiik genigligi a/h ile
degisimi (b/h=1, ¢/h=15, p, /u, =2.75, h, /h=03)

Tabakalann ayn ayn ¢aliymalart durumunda ise her iki tabakada ayr ayn ¢ekme ve basing
bolgeleri ortaya gikmakta, alttaki tabakamin rijitliginin istteki tabakaya gére azalmasiyla,
alttaki tabakada ortaya gikan gerilme degerleri azalirken, iistteki tabakada ortaya ¢ikan
gerilme degerleri ise artmaktadir.

Grafiklerde elastik tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi durumunda tabakalara ait
ara ylizeydeki gerilmelerde meydana gelen siireksizlikler, tabakalanin farkli malzeme
ozelliklerine sahip olmalarindan kaynaklanmaktadir. Tabakalar arasinda siirtiinme
bulunmamasi durumunda ise, ara yiizeydeki siireksizliklere daha &nceden de bahsedildigi
gibi tabakalann farklh malzeme 6zelliklerine sahip olmalarindan gok ayn ayn ¢ahigmalan
neden olmaktadir.

Mesnet agikhif arttikga gerilme degerlerinde artis gdzlenmektedir (Sekil 22). Eger
mesnet actkh@ yiik genisliginden yeterince kiigiik olursa, daha énce yiik genisligine bagh
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Sekil 20. ©,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin malzeme sabiti p, /., ile
degisimi (a/h=3, b/h=15, c/h=2, h, /h=05)
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(1) n,/n =648 c/h=1.0659
y/h
~ @ n,/n =061 ch=1.196
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Sekil 21. ©,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin malzeme sabiti ., /u, ile
degisimi (a/h=05, b/h=1, h, /h=05)

®C. YOKSEXOGRETIM KURULY
DOKOMANTASYON MERKEZA
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olarak ¢, normal gerilmesi dagilimimin verildigi grafikler incelenirken de ifade edildigi gibi,
Sekil 23' den de goriilecedi lizere, bilegik tabakamn alt kisminda basing, iist kisminda ise
¢ekme gerilmeleri meydana gelmektedir. Sekil 23' de bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda
ayriima bulunmamaktadir. Rijit bloklarla bilegik tabaka arasinda ayrnima bulunmas: halinde
cizilen Sekil 22' de bilesik tabakamn iist kisminda ortaya ¢ikan geriime deferlerindeki ani
artiy, yik genigliinin azalarak tekil yiike yaklagmasi, dolasiyla yiik altinda bir tekillik
olugmas: egiliminden kaynaklanmaktadir. Eger a/h yiik genigligi kiigiiltiilerek tekil yiike
daha da yaklagtinlirsa, bu bolgede elde edilen o, normal gerilmesi daha biyitk degerler
almaktadir.

Genel olarak grafiklerde ¢, normal gerilmesine ait dagiumun lineerlikten sapmasinin
bir bagka nedeni ise bilegik tabaka yiikseklifi ile mesnet agikhf1 arasindaki orana bagh
olarak, bilesik tabakamn yiiksek kiris 6zelligi gostermesidir.
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Sekil 22. ©,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin mesnet agiklig1 b/ h ile
degisimi (a/h=01, p, /u, =275, h, /h=05)
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Sekil 23. ©,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin mesnet agiklif b/h ile
degisimi (a/h=2, p, /u, =061, h, /h=03)
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Sekil 24. 6,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin mesnet genisligi (c~b)/h ile
degisimi (a/h=25, p, /n,=2.75, h, /h=05)
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Mesnet genigligi artinldiginda, normal gerilme o ' in dagihmindaki degigim, bilegik
tabaka ile rijit bloklar arasinda ayrlma bulunmamasi halinde ¢izilen Sekil 24' de
incelenmigtir. Mesnet genisligi arttinldifinda bilesik tabakanin gekme ve basing bélgelerinde
ortaya ¢ikan gerilme degerleri bitylimektedir.

3.3.2. o, Normal Gerilmelerinin irdelenmesi

o, normal gerilme dagihminin, yiik geniligi, malzeme 6zellikleri, mesnet agikhig: gibi
boyutsuz buyiikler igin ¢izilen grafikieri agagida incelenmisgtir.

o, normal gerilmesinin a/h yik genislifi ile defisimi Sekil 25 ve $ekil 26' da
verilmigtir. 6, gerilme degerleri bilesik tabakanin Gist kisminda yayih yikiin siddetine esit

olurken, asafiya dogru inildikge azalmakta ve bilesik tabakanin altinda ise sifir olmaktadir.
Bu durum smur gartlanmn saglandifim gosterir. Bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar
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Sekil 25. ©,(0,y) / p, cksenel gerilmesinin yiik genisligi a/h ile degigimi
(b/h=1, n,/u,=648, h,/h=03)
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Sekil 26. o, (0,y) / p, eksenel gerilmesinin yiik genisligi a/h ile degisimi
(b/h=05, c/h=1, , /u, =648, h,/h=03)

arasinda ayrilma varken cizilen $ekil 25' den de goriilebilecegi gibi a/h yiik genisligi
kugiiltilerek tekil yiike yaklastinldiginda, bilesik tabakamn alt kismundaki o, gerilme
degerleri ile, bilesik tabakanin st hsmmdaici o, gerilme deBerleri arasindaki fark
biiylimektedir. Bunun nedeni de yiik altinda olusabilecek tekilliktir. o, gerilme dagilimmnin
yik geniglifine bagh olarak degisimini mesnet agiklis ve mesnet genisligi onemli dlgide
etkilemektedir.

Sekil 27 ve Sekil 28' de de o, normal gerilme dagilimimin mesnet agiklif ile degisimi
incelenmigtir. Iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi veya bulunmamasi hallerinde
mesnet acikhif arttikga o, gerilme degerleri azalmaktadir. Genel olarak o, grafiklerine
bakildifinda iki elastik tabaka arasindaki simr sartlarimin saglandig gorilebilir. Tabakalar

arasinda siirtinme bulunmamas: durumunda bu bolgede o, gerilme dagihminda meydana

gelen egim degisikligi, tabakalann ayn ayn ¢alistigim ifade etmektedir.
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Sekil 27. ©,(0,y) / p, eksenel gerilmesinin mesnet agiklif: b/h ile degisimi
(a/h=05, p, /u, =648, h,/h=03)
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Sekil 28. o, (0,y) / p, eksenel gerilmesinin mesnet agikh@ b/h ile degisimi
(a/h=25, u, /u,=2.75, h, /h=03)
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Malzeme 6zellikleri ile 6, normal gerilme dagiliminin incelenmesi ise Sekil 29 ve Sekil
30' da yapimgtir. Sekil 29' da bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda  aynlma
bulunmamakta, Sekil 30' da ise bilegik tabaka ile rijit bloklar arasinda aynlma meydana
gelmektedir. Alttaki tabakamn istteki tabakaya gore rijitlifinin azalmasi durumunda, o,
normal gerilme degerlerinde azalma olmaktadir. Bu grafiklerde de o, gerilme degerleri
bilegik tabakamn iist kisminda yiikiin giddetine esit olurken, bilesik tabakamn alt kismina
dogru azahp, bilesik tabakamn altinda sifir olmaktadir. Tabakalara ait ara yiizeyde ise

tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi durumunda, gerilme dagiliminda egim degisikligi
meydana gelmektedir.

(1) n, /p, =648
(2) M, /n, =061
(3) u, /u, =648
(4) 1, /p, =061
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Sekil 29. 6,(0,y)/p, eksenel gerilmesinin malzeme sabiti u, /u, ile
degisimi (a/h=15, b/h=05, c/h=15, h, /h=05)
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Sekil 30. ©,(0,y) / p, eksenel gerilmesinin malzeme sabiti p, /i, ile
degisimi (a/h=1, b/h=05, h, /h=05)

3.3.3. 7,, Kayma Gerilmelerinin irdelenmesi

Kayma gerilmeleri y simetri ekseni boyunca sifirdir. Bu yiizden kayma gerilmelerinin
x =0.05 kesitindeki dagilm incelenmis, yiik geniglifi, malzeme 6zellikled ve mesnet
acikhig gibi boyutsuz biiyiikliikler i¢in ¢izilen grafikleri agagida verilmigtir.

Sekil 31 ve Sekil 32' de kayma gerilmesinin malzeme o&zellikleri ile degigimi
goriilmektedir. Iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmas: durumunda, kayma gerilmesi
bilesik tabakanin altinda ve iistiinde sifir olurken, tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi
durumunda ise kayma gerilmeleri iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde de sifir olmakta ve
stir gartlan saglanmaktadir. Alttaki tabakamin rijitliginin (stteki tabakaminkinden daha
biyik olmasi durumunda elde edilen kayma gerilmeleri, rijitligin Gstteki tabakada daha
kugtik olmasi durumunda elde edilen kayma gerilmelerinden, bilesik tabakamn alt kisminda
daha buyik, iist kisminda ise daha kiigiik olarak elde edilmektedir.
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Sekil 31. 1 (0.05,y)/p, kayma gerilmesinin malzeme sabiti p, /|, ile
degisimi (a/h=3, b/h=15, ¢/h=2, h, /h=05)
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0.00 = - T —T T T I T
0.00 0.1 0.21 0.32 0.42
T (0.05y)/ P,
Sekil 32. 1, (0.05,y)/p, kayma gerilmesinin malzeme sabiti i, /p, ile

degisimi (a/h=05, b/h=1, h,/h=03)
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Sekil 33. 7, ,(0.05,y) / p, kayma gerilmesinin yiik genisligi a/h ile
degisimi (b/h=15, p, /u, =648, h, /h=03)
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Sekil 34. 1, (0.05,y)/p, kayma gerilmesinin yiik genisligi a/h ile
degisimi (b/h=05, ¢/h=1, 1, /1, =648, h, /h=03)
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Genel olarak yiik genisliginin kii¢iik degerlerinde elde edilen kayma gerilmeleri, yiik
genisligi arttinldiginda elde edilen kayma gerilmelerinden bilegik tabakanin alt kisminda daha
biiyiik, iist kismunda ise daha kiigiik olmaktadir (Sekil 33 ve Sekil 34).

Kayma gerilmelerinin mesnet agikhfina bagh olarak degisimi incelendiginde,
¢ogunlukla mesnet agikhfimn kiigilkk degerlerinde elde edilen kayma gerilmeleri, mesnet
acikhfinin biyiik degerlerinde elde edilen kayma gerilmelerinden, bilegik tabakamn alt
kisminda daha biiyiik st kisminda da daha kiigitk olarak ortaya ¢ikmaktadir (Sekil 35).
Ancak alttaki tabaka yiikseklifi, tistteki tabaka yiikseklifinden biyiikk olursa yani h,/h
oram 0.5' i gegerse ve Ustteki tabaka alttaki tabakadan daha rijit olursa yani |, /|, oram
azalirsa $ekil 36' dan da gorilebilecegi gibi gerilme dagihiminda alttaki tabakada gorilen
Ozellikler istteki tabakada, Ustteki tabakada goriilen ozelliklerde alttaki tabakada ortaya
¢ikmaya baglamaktadir.

T,, kayma gerilmesi grafikleri incelendiginde, iki elastik tabaka arasinda siirtiinme

bulunmasi durumunda, tabakalara ait ara yiizeyde sinir sart1 saglanmakla birlikte, bu bolgede
kayma gerilmesi dagiliminda egim degisikligi goriilmektedir. Bu egim degisikligi tabakalarin
farkli malzeme 6zelliklerine sahip olmalarindan kaynaklanmaktadir.

() c¢h=2bh=05
060— @ oh=25bm=1
@) ch=2bh=05
@ ch=2bh=1

0.19
Ty (0.05.)

$ekil 35. t,(0.05,y)/p, kayma gerilmesinin mesnet agikli1 b/ h ile
degisimi (a/h=25, u, /u,=2.75, h, /h=03)




102

1.00 -
y / h | ~ \‘
\
@
— 4 ’
0.80 ot
Lz2°7 ) 2
0.60 — TTeell
7 () bh=05 ch=1.1625 Sl
2) bh=15 o/h=1.6008 5
oao- @ N
(3 bh=0.5 c/h=1.0310 0
4 4 bh=15 c/h=1.5398 hd
F 4
0.20 — -2
] L—-m
0.00 &&= I 1 — T T
0.00 0.05 0.11 0.16 0.21
Ty (0.05,y) / p,

$ekil 36. t, (0.05,y)/p, kayma gerilmesinin mesnet agiklifi b/h ile
degisimi (a/h=1, p,/n, =061, h, /h=0.7)

3.4. flk Ayrilma Yiikii ve ilk Ayrnilma Uzakhklarimn irdelenmesi

Iki elastik tabaka arasinda, ilk ayrilmayr meydana getirecek yiikler (B_.) ve ilk
aynimamn meydana gelece@i uzakhklar (x_ ) bolim 2.4' de verilen formiilasyon yardimiyla
belirlenmiy ve bu durumda iki elastik tabakaya ait ara ylzeydeki o;(x,h,)/p, gerilme
dagihsimin, yiik geniglifi, malzeme ozellikleri, mesnet agiklift ve mesnet genigligi gibi cesitli
boyutsuz biiyiikler i¢in ¢izilen grafikleri agagida incelenmigtir.

Yiik genigligi arttikca ilk ayriima uzakliklan y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. ik
aynilma ytikleri ise, alttaki tabakamn ustteki tabakadan daha rijit olmasi durumunda yiik
genisligi arttikga azalirken, Gstteki tabakanin alttaki tabakadan daha rijit olmasi durumunda
artmaktadir ($ekil 37 ve Sekil 38). Genel olarak iki tabaka arasinda siirtinme bulunmasi
durumunda elde edilen ilk ayrilma yiikleri, tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi
durumunda elde edilen ilk aynilma yiiklerinden ya oldukga biiyiik ¢ikmakta ya da bityiik
¢tkmadif1 durumlarda iki deger arasindaki fark gok kiigiik olmaktadir.



103

-1.20
O, (xh,)/p, |
-1.00 — (1) a/h=05 B_,=70.5604 x.=1.2811
090 4 @ a/h=10 B,=39.2399 x.=1.6191
080 — @ a/h=05 P,=45.4745 x,=1.2019
@ alh=10 B,=41.3714 x_=1.6297
0.70
-0.60 —
-0.50
0.40 —
om0 | — @@
_0.033._‘::2::- =S =TSz z<= ==
<0.0167 o
0.00 3§°/ | 400

$ekil 37. 1ki tabaka arasindaki o}, (x,h,)/p, gerilme dagihmmmn yuk genigligi
a/h ile degisimi (b/h=01, c/h=06, p, /i, =2.75, h, /h=05)
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Sekil 38. Iki tabaka arasindaki o, (x,h,)/p, gerilme dagihminin yik genisligi
a/h ile degisimi (b/h=1, c/h=2, u, /u, =061, h,/h=05)
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Alttaki tabakamn rijitlii Gistteki tabakaya gore giderek arttinldiginda $ekil 39 ve Sekil
40' dan da gorildigi gibi ilk aynima uzakliklan y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. iki
elastik tabaka arasinda siirtiinme varken, alttaki tabakamn rijitliginin tstteki tabakaya gore
giderek azalmasi halinde ilk aynlma yiikleri artmaktadir. Tabakalar arasinda siirtiinme
yokken ise alttaki tabakanin rijitlifinin Gstteki tabakaya gore azalmasi halinde ilk ayrilma
yiiklerinde genelde artiy olmakla birlikte azalmanin da olabilecedi goriilmiigtiir. Grafiklerde
malzeme Ozelliklerinin degisimine bagh olarak ilk ayrilma yiikleri incelendiginde, tabakalar
arasinda siirtinme varken, ilk aynlmayr meydana getiren yiiklerin, tabakalar arasinda
sirtiinme bulunmamast durumunda ilk aynilmayr meydana getiren yiiklerden daha biiyik
olduklan gériilmiigtiir.

flk aynlma uzakhklarn mesnet genisligi arttmldifinda y simetri ekseninden
uzaklagmakta, ilk aynlma yiikleri de biiylimektedir. ki elastik tabaka arasinda siirtiinme
bulunmasi durumunda elde edilen ilk aynlma yiikleri, tabakalar arasinda siirtiinme
bulunmamasi1 durumunda elde edilen ilk ayrilma yiiklerinden gogunlukla daha biiyik
olmaktadir (Sekil 41 ve Sekil 42).

-1.90
o, (x,h,)/p 3
y A2 o \ _
1,66 Ty O ky/u, =08t
M ' B =102.2697 x.,=2.5963
i
-1.43 - 1 @ u,/u, =648
“ B, =30.7358 X = 2.6791
-1.19 (3 H,/n, =061

B,=31.3859 x.=2.3040

-0.95 — (4) u,/u, =6.48
B;=29.1212 x.=2.6725

071 4
-0.48 <

4"2“‘""""";\“(2)'.(4-);: """""""

@'\ - Eu)
0'00 o l ¥ l - 1 , ¥ ' I
0.00 *® 100 ™ 200 ** 300 3% 400 4'7°h 5.00
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Sekil 39. Iki tabaka arasindaki o, (x,h,) / p, gerilme dagihmimn malzeme sabiti
M, /W, ile degisimi (a/h=2, b/h=01, ¢/h=16, h,/h=03)
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$ekil 40. Iki tabaka arasindaki o} (x,h,)/p, gerilme dagilmmn malzeme sabiti

W, /N, ile degisimi (a/h=15, b/h=05, ¢/h=1, h,/h=05)
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Sekil 41. Iki tabaka arasindaki o, (x,h,)/p, gerilme dagihminin mesnet genisligi

x/h

(c—b)/h ile degisimi (a/h=2, p, /u, =648, h, /h=03)
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Sekil 42. Iki tabaka arasindaki o} (x,h,)/p, gerilme dagilimmin mesnet genislizi
(c—b)/h ile degigimi (a/h=15, W, /u, =275, h, /h=05)
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(4 b/h=05 B_,=327747 x.,=16398

Sekil 43. Iki tabaka arasindaki oy (x,h,)/p, gerilme dagihminin mesnet agikhig
b/h ile degisimi (a/h=1, (c-b)/h=05, u, /n, =275, h, /h=03)
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Sekil 44. 1ki tabaka arasindaki o} (x,h,)/p, gerilme dagiliminin mesnet agiklig:
b/h ile degisimi (a/h=25, (c-b)/h=15, p,/u, =061, h,/h=0.7)

Mesnet agikh@ arttikga ilk aynima uzakhigi Sekil 43 ve Sekil 44' de de goriildigu gibi
y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. Ilk ayrilmayr meydana getirecek yiik ise genelde
mesnet agikhf ile biiyiimektedir. Ancak Sekil 44' te iki elastik tabaka arasinda stirtinme
bulunmamas1 durumunda da gériildigi gibi ilk aynlma yiiklerinde azalmalar da meydana
gelebilmektedir.

o, (x,h,) / p, gerilme dagilimim veren grafikler incelendiginde, gerilmelerin y simetri
ekseninden itibaren artip rijit blogun bulundugu bélgelerde daha biiyiikk deger aldig,
ozellikle rijit blok kenarlarinda gerilmelerin en bilyiik deZerlerine ulagtiklan goériilmektedir.
Daha sonra gerilme degerleri dig yiikiin etkisinin giderek azalmasi ve kaybolmasi ile iyice
kugiilmekte ve x/h=x_ /h oldugunda sifir olmaktadir. Bu noktadan sonra x/h>x_/h
oldugu bolgede gerilme degerleri artarak kiitle kuvvetlerine esitlenmektedir.
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3.5. Siireksiz Temas Durumunda Tabakalara Ait Ara Yiizeydeki o (x,h,) /po
Diisey Gerilme Yayilis1 ve Ayriima Mesafeleri

Daha once verilen grafiklerin ¢izimi igin yapilan ¢oziimlerde, siirekli temas durumunda
gegerli olan sinir gartlan kullamlmugtir. Yiik faktoriintin kritik yiik faktériinden biyiik oldugu
(B >p.) siireksiz temas durumunda ise, bolim 2.5.2.1' deki siur gartlan kullanilarak elde
edilen integral denklem sisteminin ¢O6ziimi Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri
yardimiyla yapilmistir. Bu ¢oziimden elde edilen iki elastik tabakaya ait ara yiizeydeki
gerilme daghslar ve aynlma mesafeleri, yitk geniglii, malzeme 6zellikleri, mesnet agikhig
ve mesnet genisligi gibi boyutsuz biiyiiklikler igin belirlenmis ve agagida grafikler halinde
verilmistir.

Iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde o, (x,h;) / p, gerilme dagiimint veren grafikler
incelendiginde ¢ bolge ile kargilagiimaktadir. Bunlardan birincisi yayi: ytkiin etkili oldugu
stirekli temas bolgesi, tabakalar arasinda aynlmamn meydana geldigi siireksiz temas bolgesi
ve dig yiiktin etkisinin kayboldugu siirekli temas bélgesidir. Dig yiikiin etkili oldugu bolgede
o} (x,h,)/p, gerilme degerleri y simetri ekseninden itibaren artmakta ve rijit blogun
bulundugu bolgede ve ozellikle rijit blok kenarlaninda en biiyiikk degerlerini almaktadir. Daha
sonra gerilme degerleri azalarak iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde meydana gelen
ayrilmanin baglangi¢ noktas: e/h' da sifir olmakta ve aynlma boélgesi (e/h, f/h) boyunca
sifir kalmaktadir. Aynimamn bittigi nokta f/h’ dan sonra ise gerilme degerleri artarak yiik
faktorii B' ya esitlenmektedir. Bu bélgede dis yiikiin etkisi yoktur.

Yik genigligi arttikga iki elastik tabakaya ait ara yiizeydeki aynima bolgesi
biytimektedir (Sekil 45 ve $ekil 46). Bu durum aynlma bolgesinin yiik genigligi a/h ve yik
faktorii B' ya gore degisiminin gosterildigi Sekil 47' den de goriilebilir. Sekil 47' de
grafiklerdeki sivri noktalar ilk aynlma yiiklerinin (B8,) degerlerini ve ilk ayrilma
uzakliklarimin (x.) yerlerini gostermektedirler. 1lk aynlma uzaklify, yik genigligi a/h =1
iken x, =1.741, yik genisligi a/h=1.5 iken de x_ =2.1373 olmaktadir. Bu durumda
ilk aynlma yikleri ise swrasiyla P =34.234 ve B_=27053 olarak belirlenmistir.

Goruldugi gibi yik genigligi arttinldiginda ilk aynima uzakliklan biiyimekte, ilk aynima
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$ekil 45. Sureksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o) (x,h,)/p,

gerilme dagilimimn yiik genigligi a/h ile degigimi
(b/h=05, c/h=1, u, /i, =648, B=75, h, /h=03)
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Sekil 46. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o, (x,h;) / P,

gerilme dagilimimin yitk genislii a/h ile degisimi
(b/h=01, ¢/h=06, p, /n, =275, =350, h, /h=03)



110

7.00

f/h,elh
ei3d M arh=10

@ alh=125
@ a/h=150

5.25 — f/h
4.38
3.50 —

2.63

1.75 —

e/h

0.88 4

0.00 T T T T T T T

000 %% 416250 287 ax500 2 48750 %7 650.00

Sekil 47. Degisik a/h yiik genisligi degerleri i¢in B yiik faktdriine bagh olarak
ayrilma baslangig ve bitiy noktalari e/h ve £/h' mn degigimi
(b/h=05, c/h=1, u, /i, =648, h, /h=03)

yiikleri ise boliim 3.4' de de bahsedildigi gibi, alttaki tabakamn istteki tabakaya gore daha
rijit olmasi durumunda azalmaktadir. Aynica yikk faktéri (B) arttmldiginda tabakalar
arasindaki aynlma mesafesinin biiyiidiigii Sekil 47' den goriilmektedir.

Alttaki tabakamn rijitligi tstteki tabakaya goére arttinldiginda tabakalar arasindaki
ayrnlma genelde daha kolay meydana gelmekte ve ayrilma bélgesi biiyiimektedir. Bu
durumda tabakalara ait ara yiizeydeki o (x,h,) /p, gerilme dagihslan Sekil 48 ve Sekil 49"
da verilmigtir. Aynlma bolgesinin malzeme 6zelliklerine ve yitk faktoriine bagh olarak
degisimi de Sekil 50' de incelenmigtir. Sekil 50' den de goriildiigii gibi alttaki tabakamn
rijitligi ustteki tabakadan daha biiyiik oldugunda, tabakalar arasmmda meydana gelen ayrilma
bolgesi buylimektedir. B yik faktori arttinldiginda aynilmanin biti noktas: £/h biiyiirken,
aynlmanin baslangig noktast e/h' da azalarak sabit bir degere dogru yaklagmaktadir. iki
elastik tabaka arasindaki gerilme dagihiglanimin verildigi Sekil 51 ve Sekil 52 incelendiginde,
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Sekil 48. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o} (x,h,)/p,

gerilme dagiimimin malzeme sabiti p, /i, ile degigimi
(a/h=25, b/h=1, c¢/h=15, $=200, h, /h=05)
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$ekil 49.  Sureksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o} (x,h,)/p,

gerilme dagihmimn malzeme sabiti p, /p, ile degigimi
(a/h=2, b/h=05, c/h=15, B=250 h, /h=05)
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Sekil 50. Degisik w, /i, malzeme sabiti degerleri i¢in § yiik faktdriine bagh
olarak aynilma bagslangig ve bitiy noktalan e¢/h ve £/h' mn degigimi
(a/h=25, b/h=1, ¢/h=15, h, /h=05)

mesnet geniglifinin arttindmas: ile tabakalar arasinda meydana gelen ayrilma bélgesinin
kiigildugu goriilmektedir. Bu durum ayrilma bélgesinin mesnet genigliine ve yiik faktériine
bagh olarak belirlendigi Sekil 53' de de agik olarak gorilmektedir. Sekil 53' de grafiklerdeki
sivri noktalar ilk aynlma yiklerini ve ilk aynima uzakhklanm belirtmektedirler. Mesnet
genigligi (c—b)/h=05 iken, ilk aynlma yiki B_=27.053, ilk aynima uzakign da
X, =2.1373 olmaktadir. Mesnet genisligi (c—b)/h=1 oldugunda ise ilk aynlma yiki
B.. =40.789, ilk ayrilma uzakligr da x_ =2.2698 olarak elde edilmektedir. Daha énce bolim
3.4'de de bahsedildigi gibi mesnet genisligi arttinldifinda ik aynlma yiki ve
uzakh@, bu sonuglardan da gorildifi Gizere, artmaktadir. Ayrilma bélgesi ise mesnet
genigliginin arttimimasi durumunda kiigilmektedir. Mesnet genisligi artunldiginda aynima
bolgesinin bitis noktasi f/h azalarak y simetri eksenine yaklagirken, aynimamm baslangig
noktasi e/h ise biyiimekte ve simetri ekseninden uzaklagmaktadir. Yiik faktoriiniin artmasi
durumunda ise ayrilma bolgesinin buyidigi Sekil 53' den goriilmektedir.
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Sekil 51. Stireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o (x,h,)/p,
gerilme dagilimmn mesnet genisligi (c~b)/h ile degigimi
(a/h=25, u, /u,=2.75, p=250, h, /h=03)
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Sekil 52. Sureksiz temas durumunda tabakalar arasindaki ) (x,h,) /P,
gerilme dagihimimin mesnet genisligi (c—b)/h ile degisimi
(a/h=15, p,/u, =648, =75, h,/h=03)




114

6.60
f/h,e/heos_ (1) b/h=05 ¢c/h=10
' @ b/h=05 c¢/h=1.25

3 b/h=05 c/h=15

§.50 — f/h

485
@
4,40 —

3.85 <
3.30 —

275 -

2.20 —

e/h

1.65

1.10 T ‘ T ] 1 1

000 % 18250 227 32500 ‘% 48750 %% es0.00

Sekil 53. Degisik (c~b)/h mesnet genisligi degerleri igin B yiik faktoriine bagh
olarak aynima baglangig ve bitig noktalan e/h ve f/h' mn degisimi
(a/h=15, u, /U, =648, h, /h=03)
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Sekil 54. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki G, (x,h,) / D,

gerilme dagilimnin mesnet agikhig: b/ h ile degigimi
(a/h=25, (c~b)/h=1, u,/n, =061, =150, h, /h=0.7)
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Sekil 55. Siireksiz temas durumunda tabakalar arasindaki o (x,h,)/p,

gerilme dagilimimn mesnet agikligs b/ h ile de@igimi
(a/h=25, (c-b)/h=15, p, /n,=2.75, =150,h, /h=03)

Mesnet agikhifinin arttinimasi durumunda tabakalar arasinda meydana gelen aynlma bélgesi
Sekil 54' te goruldiigi gibi genelde biyiimektedir, ancak mesnet agikh§imin arttinlmasiyla
aynlma bolgesinin kiigtildigii durumlarla da karsiagilmigtir (Sekil 55).

3.6. Siireksiz Temas Durumunda Ayrilma Bélgesindeki Diigey Yerdegigtirmeler

Farkinin irdelenmesi

Yiiktn ilk aynlma yiikiinden daha biiyiik olmasi durumunda (B>B_) iki elastik

tabakaya ait ara yiizeyde meydana gelen aynimalar bolim 2.5.2.4' deki ifadeler
yardimiyla belirlenmis ve yiik genisligi, yitk faktorii, malzeme 6zellikleri, mesnet agikhig ve
mesnet genislifi gibi cesitli boyutsuz buyiikliiklere bagh olarak degisimi asagida grafikler
halinde verilmigtir.

Yk genisligi arttikga daha dnce boliim 3.5' de de incelendigi gibi aynima bolgesi
biyiimekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar artmaktadir (Sekil 56 ve Sekil 57).
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Yik genislgi arttikca ayriima bolgesi y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. Tabakalar
arasindaki aynlmanmn yilkin altindaki bir bolgede meydana geldigi bir durumla
- kargilagiimamugtir.

Sekil 58 ve Sekil 59' dan da gorildagn gibi, yik faktori B ile birlikte ayriima bolgesi
biiyiimekte, kabarmalar da artmaktadir.

- Aynima bolgesindeki kabarmalann tabakalara ait malzeme 6zellikleri ile degisimi de
Sekil 60 ve Sekil 61' de verilmigtir. Alttaki tabakanm njitligi Gstteki tabakaya gore giderek
arttinldifinda aynlma bolgesi buylimekte ve daha biiyilkk kabarma degerleri elde
edﬁmektedir.

‘Mesnet genisligi arttikga tabakalara ait ara ylizeydeki ayrilma bolgesi kiigilmekte ve
bu bolgede meydana gelen kabarmalar da azalmaktadir (Sekil 62 ve Sekil 63).

Mesnet ‘agikifinm arttrnlmas: ile bolim 3.5' de de bahsedildii gibi aynima bolgesi
genelde buyimektedir, ancak aynlma bolgesinin kii¢tldiigi durumlarla da karsilagilmaktadir.

-0.40
B, v (x,h,)
P, -
(1) a/h=1.0
-0.30 @ a/h=125
@ a/h=15
-0.20 -
-0.10 —
0.00 - " T I .
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Sekil 56. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin a/h yiik genisligi
ile degigimi (b/h=05, c/h=1, p,/u, =648, =250, h, /h=03)
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Sekil 57. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin a/h yiik genigligi ile
degisimi (b/h=01, ¢/h=06, p, /n,=2.75, =350, h, /h=03)
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Sekil 58. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalann B yiik faktori ile
degisimi (a/h=1, b/h=05, c/h=1, p,/u, =648, h,/h=03)
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Sekil 59. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalann f yiik faktéri ile
degisimi (a/h=2, b/h=01, ¢/h=16, u, /n,=2.75, h, /h=05)

-0.14
B, v'(xh,)
P, ] (1) K, /u, =061
@ K,/ 1, =275
0.11 @) K, /p, =648
~0.07 —
~0.04 —
4
0.00 T T T T r T _
225 3.00 375 4.50

Sekil 60. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin 1, /i, malzeme
sabiti ile degisimi (a/h=25, b/h=1, ¢/h=15, B=300, h, /h=05)
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Sekil 61. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin p, /u, malzeme
sabiti ile degisimi (a/h=2, b/h=05, ¢/h=15, B=250, h, /h=05)
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Sekil 62. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin (¢ —b)/h mesnet
genigliZi ile degisimi (a/h=25, u, /u, =2.75, B=250, h, /h=03)
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Sekil 63. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalarin (¢ —b)/h mesnet
genisligi ile degisimi (a/h=15, p, /u, =648, B=150, h, /h=03)
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Sekil 64. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalann b/h mesnet agiklig:
ile degisimi (a/h=25, p, /pn, =061, =250, h, /h=07) .
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Sekil 65. Elastik tabakalara ait ara yiizeydeki kabarmalann b/h mesnet agikhi:
ile degisimi (a/h=25, u, /u, =2.75, =75, h, /h=03)

Mesnet agikhfimn arttinimasiyla aynilma bolgesi biiyiidiiginde, bu bolgede meydana gelen
kabarmalar biiylimekte, aynima bolgesi kiigildijinde ise bu bélgede meydana gelen
kabarmalar kiitilmektedir (Sekil 64 ve Sekil 65).




4. SONUCLAR

Rijit iki diiz blok iizerine oturan bilesik tabakaya ait temas problemimizde, rijit blok
{izerindeki temas gerilmesi, bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda aynima bulunmas: ve
bulunmamasi durumlaninda incelenmistir. Iki elastik tabakaya ait ara yiizeydeki gerilme
daghslan ile bu yiizeyde ilk aynimayr meydana getirecek yikler ve ilk ayriimanin meydana
gelecegi uzakliklar belirlenmis, bilegik tabaka ile rijit bloklar arasinda ayrilma bulunmasi ve
bulunmamasi durumlannda bu yiizeyde y simetri ekseni boyunca normal gerilme dagiliglan
ve y simetri ekseni yakininda ortaya ¢ikan kayma gerilmesi dagihiglan aragtinlmigtir. Ayrica
iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde, yiikiin ilk ayrilma yiikiinden biiyiik olmasi durumunda
meydana gelen ayrilmalar ile ayrilma bolgelerindeki kabarmalar da elde edilmigtir. Biitiin bu
gerilme ve yerdegistirme degerlerinin yiik genisligi, yik faktorii, malzeme 6zellikleri, mesnet
agikliy1 ve mesnet genislifi gibi boyutsuz biyiikliiklerle olan degisimlerinin irdelenmesinden
elde edilen sonuglar agagida verilmigtir.

Bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda aynlma yokken, rijit blok tizerindeki temas
gerilmesi rijit blok kenarlarinda sonsuza gitmektedir. Bu beklenen bir sonugtur. Rijit blok
tizerindeki temas gerilmesi, yik genigligi kiglltildiginde veya mesnet agikh@
arttinldifinda rijit blogun diy kenan civaninda azalirken, dis kenar ¢/h' da aynlma egilimi
gozlenmekte, yiikk geniglifi arttinldifinda veya mesnet agikh@ kiigiltildigiinde rjit blok
tzerindeki temas gerilmesi bu kez rijit blogun i¢ kenan civarinda azalmakta ve i¢ kenar b/h'
da aynlma egilimi ortaya gikmaktadir. Alttaki tabakamn rijitliginin istteki tabakaya oranla
giderek arttinlmas: durumunda, blok kenarlan civarinda rijit blok iizerindeki temas gerilmesi
dagiliginda artig olmaktadir. Mesnet genisliZi arttikga temas gerilmesi rijit blogun dis kenan
¢/ h yakiminda iyice azalmakta ve aynlma egilimi gozlenmektedir. Elastik tabakalar arasinda
sirtlinme yokken, bilesik tabaka ile rijit bloklar arasinda aynima daha kolay meydana
gelmektedir.

Mesnet agikifn yamnda yilk genisligi yeterince kiigiikk olursa veya yiik genisligi
yanminda mesnet agiklifi yeterince bilylik oldugunda, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklarin dis
kenarlan arasinda aynilma ortaya gikmaktadir. Bilesik tabaka ile rijit bloklann dig kenan ¢/ h'
da ayrilma varken, yiik geniligi arttik¢a rijit blogun i¢ kenann b/h yakininda ortaya ¢ikan
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temas gerilmesi degerleri artmaktadir. Yiik genislifi daha da artunldifinda ise c¢/h
kenarinda aynilma ortadan kalkarken, i¢ kenar b/h' da aynima egilimi meydana gelmektedir.
Yik genisligi arttinldiginda bilesik tabaka ile rijit bloklar arasindaki temas alam
biyimektedir. Alttaki tabakamn iistteki tabakaya gore giderek yumusamasiyla rijit blok
lizerindeki temas gerilmesi azalmakta, bilegik tabaka ile rijit diiz bloklar arasindaki temas
alani artmaktadir. Mesnet agikhifinin giderek arttirilmasi durumunda ise rijit blok ile bﬁesik
tabaka arasindaki temas alaminda azalma meydana gelmekte bunun sonucu olarak temas
gerilmesi daha kiigiik bir alana yayildigindan artmaktadir. iki elastik tabaka arasinda
sirtiinme bulunmasi durumunda, bilesik tabaka ile rijit diiz bloklar arasinda elde edilen
temas alam, tabakalar arasinda siirtinme bulunmamasi durumunda elde edilen temas
alamndan daha biyiik olmaktadir.

o, ve o, normal gerilmelerinin dagilim y simetri ekseni boyunca, T, kayma
gerilmesinin dagihm da y simetri ekseni yakiminda x=0.05 kesiti boyunca, bilesik tabaka ile
rijit bloklar arasinda ayriima bulunmasi ve bulunmamasi durumlannda aragtinlmgtir.

Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmasi durumunda, tabakalar beraber ¢aliymakta ve
o, gerilme dagiliminda bilesik tabakada y simetri ekseni boyunca tek bir gekme ve tek bir
basing bolgesi meydana gelmektedir. Tabakalar arasinda siirtiinme yokken ise her iki
tabakada o, gerilme dagiliminda ayn ayn ¢ekme ve basing bolgeleri elde edilmekte,
dolayistyla tabakalar ayn ayn galigmaktadirlar. Yiik genigliginin belirli bir degerine kadar
bilesik tabaka basit bir kirig gibi davranmakta, tabakalarda ¢ekme ve basing olarak ortaya
gikan o, gerilmeleri artmaktadir. Yiik genislifi a/h daha da arttinldiginda ise tabakalarin
alt kisimlaninda ortaya ¢ikan gekme gerilmeleri ile iist kisimlarinda ortaya ¢ikan basing
gerilmeleri azalmaktadir. Yiik geniglii yeterince arttinldiginda ise tabakalann alt
kisimlarinda bu kez basing, st kisimlarinda ise gekme olan o, gerilmeleri ortayé
gikmaktadir. Eger mesnet agikhifi yiik genigliinden yeterince kiigiik olursa yine bilesik
tabakanmn alt kisimlaninda basing, st kissmlarinda ise gekme olan o, gerilmeleri meydana
gelmektedir. Mesnet agiklify arttikga o, gerilme degerlerinde artiy ortaya gikmaktadir.
Tabakalarin beraber galigmasi durumunda, alttaki tabakamn ustteki tabakaya gore giderek
yumusamasiyla o, gerilme degerlerinde bilegik tabakamin altinda ortaya ¢ikan ¢ekme

bolgesi biiylimektedir. Tabakalarin ayn ayn caligmast durumunda o, gerilmelerinin
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dagihiminda her iki tabakada ayn ayn g¢ekme ve basing bolgeleri ortaya ¢ikmakta,
alttaki tabakanin rijitliginin Gstteki tabakaya oranla azalmasiyla, alttaki tabakada , gerilme
degerleri azalirken, iistteki tabakada ortaya ¢tkan o, gerilme degerleri ise artmaktadir.
Mesnet genisligi arttinldiginda ise bilesik tabakanin ¢ekme ve basing bolgelerinde ortaya
¢tkan o, gerilme degerleri buyiimektedir. ‘

Elastik tabakalar arasinda siirtinme bulunmas1 durumunda tabakalara ait ara yiizeyde
o, gerilmelerinde meydana gelen siireksizlikler, tabakalarin farkh malzeme ozelliklerine
sahip olmalanindan kaynaklanmaktadir. Yik genisligi azalarak tekil yiike yaklastifinda, yuk
altinda o, gerilme degerlerinde ani arti§ olmaktadir ve tekillik olusumu goézlenmektedir. G,
normal gerilme dafihmimn lineerlikten sapmasimn tekillik olusumundan bagka bir diger
nedeni de bilesik tabaka yiikseklifi ve mesnet agiklif1 arasindaki orana bagh olarak, bilesik
tabakamn yiiksek kirig 6zelligi gostermesidir.

o, gerilme degerleri bilesik tabakamin st kisminda yayih yikiin siddetine esit
olurken, agagiya dogru inildikge azalmakta ve bilesik tabakamn altinda ise sifir olmaktadir.
Bu durum simir sartlanmin saglandifim gosterir, Yik geniglifi kiigiiltillerek tekil yiike
yaklastinldifinda, bilesik tabakamn alt kismindaki ¢, gerilme degerleri ile, bilesik tabakanin
ust kismindaki o, gerilme degerleri arasindaki fark buylimektedir. Bunun nedeni de yik

altinda olugabilecek tekilliktir. Mesnet agikhifi arttirildifinda veya alttaki tabakamn
rijitli§inin Gstteki tabakaya oranla azalmasi durumunda, o, normal gerilme degerleri
azalmaktadir. ¢, gerilme degerlerinin dagilimina bakildifinda iki elastik tabaka arasindaki
sinur sartlarmin saglandif goriilebilir. Tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamas: durumunda
iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde o, gerilme dagihiminda meydana gelen egim degisikligi,
tabakalarin ayn ayn galigtigim ifade etmektedir.

Iki elastik tabaka arasinda sirtinme bulunmas: durumunda, T,, kayma gerilmesi

bilesik tabakanin altinda ve iistiinde sifir olurken, tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi
durumunda ise kayma gerilmeleri iki elastik tabakaya ait ara yiizeyde de sifir olmakta ve
siar sartlart saglanmaktadir. Iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi durumunda,

tabakalara ait ara yiizeyde T,, kayma gerilmesi dagiliminda egim degisikligi goriilmektedir.
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Bu egim degisikligi tabakalarin farkhh malzeme Ozelliklerine sahip olmalarindan
kaynaklanmaktadr.

Temas problemlerinde temas yiizeylerinde meydana gelen gerilme dagiliglan yaninda
temas eden yiizeylerde ilk aynilmayr meydana getirecek yitk ve ilk ayriimamn meydana
gelecegi uzaklik biiyiik 6neme sahiptir. \

Ik ayriima uzakhklan yiik genigligi arttik¢a y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. fik
ayrima yiikleri ise, alttaki tabakamn iistteki tabakadan daha rjit olmasi durumunda, yik
genisligi arttikga azalirken, Gistteki tabakanin alttaki tabakadan daha rijit olmasi durumunda
artmaktadir. Mesnet agikhif arttikca ilk ayrilma uzaklif y simetri ekseninden uzaklagmakta,
ilk aynilmayt meydana getiren yiik ise genelde mesnet agikligy ile biiylimektedir, ancak ilk
aynlma yiiklerinde mesnet agikhfinmn arttinlmas ile azalmalarda meydana gelebilmektedir.
Alttaki tabakanin rijitligi ustteki tabakaya gore giderek arttinldiginda ilk aynima uzaklikian
y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. Bu durumda ilk aynlma yikleri ise genelde
artmaktadir. Ilk aynlma uzakliklan mesnet genisligi arttnldiginda y simetri ekseninden
uzaklagmakta, ilk ayrilma yiikleri de biiyiimektedir.

Genel olarak iki elastik tabaka arasinda siirtiinme bulunmasi durumunda elde edilen ilk
ayrilma yiikleri, tabakalar arasinda siirtiinme bulunmamasi: durumunda elde edilen ilk ayrilma
yiklerinden ya oldukg¢a biyiik ¢ikmakta yada biiyikk ¢ikmadifi durumlarda iki deger
arasindaki fark gok kiigiik olmaktadur,

Iki elastik tabakaya ait ara yizeyde ilk aynlmayr meydana getirecek yiikler ve ilk
ayrilma uzaklhklan belirlenirken o (x,h,) /p, gerilme dagihmim veren grafikler
incelendiginde iki bolge ile kargilagilmaktadir. Yayih yiikiin etkili oldugu birinci bolgede
o, (x,h,) /p, gerilmesinin y simetri ekseninden itibaren artip rijit blogun bulundugu
bolgede daha biiylik degerler aldifi, 6zellikle rijit blok kenarlarinda gerilmelerin en biiyitk
degerlerine ulastiklani goriilmektedir. Daha sonra gerilme degerleri dig yiikiin etkisinin
giderek azalmasi ve kaybolmas: ile iyice kiigiilmekte ve x/h=x_/h oldugunda sifir

olmaktadir. Bu noktadan sonra x/h>x_/h oldugu ikinci bolgede gerilme degerleri
artarak ilk aynlma yiikii B’ e esitlenmektedir. Bu bolgede dis yiikiin etkisi yoktur.
Yiktun (B) ilk aynima yiikinden (B_) biyiik olmast durumunda ise iki elastik

tabakaya ait ara yizeyde ayrilmalar meydana gelmektedir. Bu durumda o, (x,h,)/p,
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gerilme dagiliminda gerilmenin sifir oldugu bir iigiincii bolge olugmaktadir. Birinci bolgede
yine o) (x,h,) / P, gerilme deferleri y simetri ekseninden itibaren artip rijit blok

kenarlaninda en biiyiikk degerlerini almakta ve daha sonra dig yiikiin etkisinin giderek
kaybolmas: ile gerilme degerleri azalmakta ve agilmamn baslangig noktast e/h’ da sifir -
olmaktadir. Agilma bélgesi (e/h, f/h) boyunca gerilme degerleri sifirdir. Agilmamn bittigi
f/h noktasindan itibaren gerilme deferleri tekrar artmakta ve yik faktéri B’ ya

esitlenmektedir. x/h > f/h oldugu bélgede dig yiikiin etkisi yine yoktur.

Yiik genislifi ve yik faktori arttinldifinda iki elastik tabakaya ait ara ylizeydeki
aynima bolgesi biyiimekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar da artmaktadir. Yiik
genisligi arttik¢a aynima bolgesi y simetri ekseninden uzaklagmaktadir. Tabakalar arasindaki
ayrilma yiikiin altindaki bir bolgede meydana gelmemektedir. Alttaki tabakanmn rijitligi
tstteki tabakaya gore arttinldifinda tabakalar arasindaki aynima genelde daha kolay
meydana gelmekte, ayrilma bolgesi biiyiimekte ve daha bilyitkk kabarma degerleri elde
edilmektedir. Mesnet genisli§i arttik¢a tabakalara ait ara yiizeydeki ayrima bolgesi
kiigulmekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar azalmaktadir. Mesnet agiklif
arttmidiginda ise aynilma bolgesi genelde buyiimektedir, ancak aynima bélgesinin kiiguldiigii
durumlarla da karsilasgiimaktadir. Mesnet agikhfimn arttinlmasiyla aynlma bélgesi
biyiidiiginde, bu bolgede meydana gelen kabarmalar biiyiimekte, aynlma bélgesi
kuigtldiigtinde ise ayriima bolgesinde meydana gelen kabarmalar kiigiilmektedir.
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