KARADENIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

REEL W™ -CEBIRLERI iCIN VON NEUMANN ES SABITi

Tuncay KOR

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
“Yiiksek Lisans (Matematik)”
Unvam Verilmesi Icin Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitii’ye Verildigi Tarih : 06.06.2006

Tezin Savunma Tarihi : 30.06.2006

Tez Danismam : Prof. Dr. Abdugafur RAKHIMOV
Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Abdullah CAVUS

Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Adnan BAKI

Enstitii Miidiirii: Prof. Dr. Emin Zeki BASKENT

Trabzon 2006



ONSOZz

Bilindigi gibi, Operatdr Cebirleri Teorisinde (C° ve W cebirleri) genellikle
kompleks sayilar cismi ve kompleks Hilbert uzaylar1 iizerinde durulmustur. Bu nedenle
kavramlar1 reel durumda da incelemek su ilging problemleri dogal olarak ortaya
cikarmigtir: Kompleks durumdaki hangi sonuglar reel durumda hala gecerlidir? Hangi
sonuclar reel durumda dogru olamaz? Hangi sonuglar hangi degisikliklerle reel duruma
uyarlanabilir?

Kompleks duruma benzer sekilde reel Hilbert uzay: iizerinde (reel) lineer ve sinirh

operatorler kolleksiyonu B(H)’nin *-alt cebirleri de reel operatdr cebirleri olarak

adlandirilirlar. B(H ) nin yerel konveks lineer topolojilerine gére bu reel *-cebirleri

kompleks durumdaki gibi iki sinifa ayrilabilir: zayif kapali (w-kapali) ve diizgiin kapali

(u -kapal1). Bu nedenle, baglica ¢calisma alanimiz zayif topolojiye gore kapali reel operator
cebirleri (reel Von Neumann cebirleri veya reel W™ — cebirleri ) ve diizgiin topolojiye gore
kapali reel operatér cebirleri (reel C” -cebirleri) iizerinedir.

Bu c¢alismada, Reel W™ —cebirleri igin Von Neumann Es Sabiti kavrami tanmimlanip
birka¢ 6nemli 6zelligi ispatiyla verildi. Daha 6nce kompleks durumda verilmis olan bu
kavram bu ¢alisma ile reel durumda da tanimlanmastir.

Konunun belirlenmesinden, c¢aligmanin tamamlanip bu hale getirilmesine kadar
yardimmi ve deste@ini esirgemeyen saym hocam; Prof. Dr. Abdugafur RAKHIMOV’a
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OZET

Bilindigi gibi, Operatér Cebirleri Teorisinde (C° ve W' cebirleri) genellikle
kompleks Hilbert uzaylar1 {izerinde durulmustur ve bu teori siniflandirma acisindan
derinlemesine incelenmistir. Son zamanlarda, bu teoriye paralel sekilde reel Hilbert
uzayindaki operator cebirleri teorisinde de derinlemesine bir ilerleme saglanmistir. Biz de
calismamizda, reel operatdr cebirlerinin siniflandirilmasinda onemli yer tutan indeks
kavrami i¢in ilk adim attik. Soyle ki, ¢alismada bir sonlu reel W -faktoriin kanonik *-
gosterimi elde edildi. Sonra, kanonik *-goésterim i¢in komutant hakkindaki teorem
ispatlanarak, Reel Von Neumann es-sabit kavrami tanimlanmistir. Calisma sonunda es-
sabitin bazi Onemli Ozellikleri ispatlanmistir ve reel matris cebirleri i¢in es sabit

hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Reel faktorler, Von Neumann Es sabiti
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SUMMARY

Von Neumann Coupling Constant of Real W™ -Algebras

As it is known, the Theory of Operator Algebras (C* and W™ - Algebras) is generally
considered over the Complex Hilbert spaces and it is studied in deep in terms of
classification. Recently, it is obtained in the literature that there is a substantial
development in the theory of operator algebras on real Hilbert spaces as the theory of
operator algebras on Complex Hilbert spaces. In this study, as a first step we studied the

concept of index which has an important role the classification of real W™ -algebras.

Therefore, the canonical *-representation of finite real W™ -algebras is obtained in this
study. Then, Real Von Neumann Coupling Constant concept was defined by proving the
theorem about canonical *-representation. At the end of the study, some important
properties of the coupling constant were proved and coupling constant was calculated for

real matrix algebras.

Keywords: Real factors, Von Neuman Coupling Constant.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Operator cebiri, genelde bir Hilbert uzayinda diizgiin (u# ) veya zayif (w) topolojiye
gore kapali; lineer, sinirli doniisiimler (yani operatorler) ailesidir. Bu teorinin temel
problemi  simiflandirma problemidir. Soyle ki, verilen iki operatdr cebirini, kendi
aralarinda *-izomorf yapan kosullar1 bulmaktir. Bu problemin ¢dziimiiniin temeli, J.Von
Neumann [46, 47] ve F.J.Murray’in [23, 24, 25] klasik ¢aligmalarinda yer almistir. Sonlu,
yari-sonlu ve hiper-sonlu operatdr cebirlerinin ilk siniflandirmasi da bu matematikgiler
tarafindan yapilmistir. Diger durumlarda ki siniflandirma ise daha sonra, A.Connes [9, 10,
11], M.Takesaki [42, 43], S.Sakai [35], J.Dixmier [13, 14], v.s. ¢calismalarinda yapilmistir.
J.Von Neumann ve F.J.Murray’in klasik caligmalarindan goriildiigii gibi operator cebirler
teorisi; kuantum fiziginin problemlerinin matematik modeli kurulmasi neticesinde ortaya
cikmigtir. Dolayisiyla bu teoride alinan her sonug¢ kuantum fizigi i¢in de énemli olup, bu
sonucun kuantum fiziginde bir anlami1 ve uygulamasi vardir.

Kompleks durumun genisletilmesi olan (giinkii; cisim daraldikgca bu cisim

lizerindeki cebir genigler) reel C*° ve W' -Cebirleri teorisi de son 20 yil iginde iyice
ilerledi. Bu gelismelerde E.Stormer [38, 39, 40, 41], S.Ayupov [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8],
P.Stacey [36, 37], T.Giordano [15, 16, 17, 18], A.Rakhimov [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]
ve S.Usmanov [44, 45]’larin biiyiik katkilar1 bulunmaktadir. Reel faktorlerin tiplere gore
siiflandirma problemi tam ¢oziilmiis olup, bazi gruplarin bu faktorlerdeki hareketi de
siiflandirilmstir.

Son zamanlarda operatér cebirlerinin tam siniflandirma invaryantlarini bulmak
amaciyla Fransiz matematik¢i V.Jones [48, 49, 50] tarafindan kompleks cebirin indeks
kavrami tanimlanmis olup, indeksin hesaplanma formiiliinii de bulmustur. Bdylece bu
formiil yardimiyla, verilen bir kompleks operatdr cebirinin indeksi hesaplanarak, farkl
indeksli kompleks cebirlerin kendi aralarinda izomorf olmadigi kesin olarak
soylenebilmistir. Indeks kavrammin kompleks cebirler icin incelenmesi saf sonsuz
faktorler icin halen devam etmektedir. Bu giine kadar Jones’in ¢alismalar1 reel operator
cebirleri icin genigletilmemis olup, bu kavramin reel faktorlerde ilging sonuglar

verebilecegi tahmin edilmektedir. Bundan dolay1 bu ¢alismamizda biz reel indeks kavrami



icin birinci admm attik. Sdyle ki, ¢alismada; bir sonlu reel W’ -faktdriin kanonik *-
gosterimi elde edilip bu gosterim i¢in komutant hakkindaki teorem de ispatlanarak, J.Von
Neumann’in es-sabit kavrami tanimlanmistir. Calisma sonunda ise bu es-sabitin bazi
onemli ozellikleri ispatlanmistir. Bu kavram, Operatdr Cebirler Teorisinin konusu olup bu
calismada farkli olarak Reel Operator Cebirleri icin ele alindi. Boylece, daha dnce reel
durumda tanimlanmamis olan bu kavram bu c¢alisma ile reel durumda da tanimlanmais oldu.
Operatdr Cebirleri Teorisinde, genellikle kompleks sayilar cismi ve kompleks Hilbert
uzaylar1 lizerinde durulmustur. Bu nedenle kavramlari reel durumda incelemek su ilging
problemleri dogal olarak ortaya c¢ikarmistir: Kompleks durumdaki hangi sonuglar reel
durumda da hala gecerlidir? Hangi sonuglar reel durumda gegerli olmaz? Hangi sonuglar
hangi degisikliklerle reel duruma uyarlanabilir?
Bu Calismada elde edilen sonuglar reel operator cebirleri i¢in indeks kavraminin
tanimlanmasina imkan verir. Dolayisiyla, bundan sonra reel indeks kavrami tanimlanarak

reel operatdr cebirlerinin siniflandirma probleminde biiyiik bir ilerleme saglanabilir.

1.2. NORMLU UZAY

1.2.1. Lineer uzay

L bos olmayan bir kiime ve (F ,@,*) bir cisim olmak {izere L ’de toplama adi
verilen ve +:LxL — L, (x,y)——>x+y ile gosterilen bir islem ile skalerle arpma adi
verilen ve “+” : FxL—> L, (a,x)—')a.x ile gosterilen bir islem asagidaki 6zellikleri

sagliyorsa bu L kiimesine F cismi iizerinde bir lineer uzay denir ve (L, F ) , (L, +, ) veya
L ile gosterilir.
A) L, “+” islemine gore degismeli gruptur. Yani ;

G1) Her x,y,ze L igin x+(y+z) =(x+y)+z dir.

G2) Her xe L i¢in x+ 80 =6+ x=x olacak sekilde 8 € L vardur.

G3) Her xe L igin x+ (—x) = (—x) + x =6 olacak sekilde (—x) € L vardir.

G4) Her x,ye L i¢in x+y = y+x dir.

B) x,ye L ve a,f € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanacaktir.



L1) a(x+y)=ax+ay dir
L2) (a® B)x=ax+ fx dir.

L3) (a*f)x=a(pfx) dir.

L4) 1x = x’dir. ( Burada 1, F ’ nin birimidir.)

Burada L3’iin birinci tarafindaki “@®” isareti F ’deki toplamayi; ikinci tarafindaki
“+” isareti ise L ’deki toplamay1 belirtmektedir. Ayni sekilde L4) esitliginde de iki tane
carpmanin olduguna dikkat edilmelidir.

Lineer uzaym taniminda gecen F cismine (lineer uzaym) skaler cismi, F ’nin
elemanlarina ise skaler denir. Lineer uzay deyimi yerine vektdr uzayi deyimi de kullanilir.
Bu halde L ’nin elemanlarina genellikle vektdr denir. € 6zdes elemani bazen O ile de
gosterilir. Ancak bu gosteris genellikle L =R veya L =C olmasi halinde tercih edilir. Bu
@ elemanina orijin veya sifir denir.

F =R olmasi halinde L ’ye reel; F'=C olmasi halinde ise L’ ye kompleks vektor
uzay denir.

(L,F) bir vektor uzay1 ve A < L olsun. Eger A+ Ac A ve F-Ac A ise, A’ya L

‘nin bir alt vektdr uzay1 denir.

Ornek 1.

(F.®,#) bir cisim, neN ve L=F"={x=(a,a,..a,) acF } olsun
x,yel ve aeF olmak iizere lineer uzay islemleri;
x+y=(a,0 )+ (B Lo B,) =(t, @ B0, ® B,,....a, ® B,) ve
ax=a(a,a,,...a,)=(a*a,axa,,. ., axa,)

olarak tanimlanirsa, L:= F"’in F cismi lizerinde bir vektor uzayidir. Buradaki islemlere
bilesen bilesen toplama ve skalerle carpma denir. Gergekten lineer uzay sartlarinin

saglandig1 kolayca gosterilebilir:
Gl) x,yeL ve x=(a,,,,....,2,),y =(B,, By»-... 5,) olsun.
x+y=(,®8,0,®pB,,....a,®B,) ve o, ® B € F oldugundan ( ¢iinkii F cisimdir )

x+ye L dir.



G2) z=(7,75-7,) €L olsun.
x+(y+Z) (alaaza > ) ((ﬂlC—Byl) (ﬂZC—D}/Z)""’(ﬂn@}/n))
2 ®(®7).0,0(5®7,),,®(f,7,))

(
(@ ®8)®, az@ﬂz)@n, +(2,95,)®7,)
(
(

4, ®B,0,® B, ® B)+ (11,7257,
X+y)+z

:>x+(y+z):(x+y)+z’dir.

G3) /= (0, 0,...,0) olarak almirsa, her x € L igin x+6 =6+ x = x’dir. Burada 0, F

’ nin sifir elemanidir.

G4) F bir cisim oldugundan Ve € F igin 3(-a) € F:a ®(-a)=0"dir. Buradan
-x=(-a,,~a,,...,~a,) olarak alinrsa,
x+(—x)=(a,y,.0,)+ (-, — 1y ...~ ) =(0,0,...,0) =6 olur.
G5) F cismi toplamaya gore degismeli oldugunda x -+ y = y+ x *dir. Gergekten ;
x+y=(a,,..a,)+ (BB B,)
=(,®B,0,®f,,...a,®,)=(, @, 5, P,,... 5, Da, )

=(B. 5o B+ (a1, 00y,

=y+x.
Simdi de, skaler carpimla ilgili sartlarin saglandigini gosterelim:

Ll) g €F i¢in ax=a(a,,a,,....a,)=(a*a,a*a,,...,a*a,) ve a*a, e F
oldugu igin ax € L dir (17 <n).

L2) a(x+y)=a(a, ®B,a,® b,,....a,®B,)
(a#(a, @ B).a*(a,®B,),.a*(a,®pB,))
=(axa,@ax*f,a*a,®a*p,,...a*a, ®ax*p)

=(axa,a*a,,..a*xa,)+(axf,a*p,,...a*p)

=ax+ay

:>a(x+y)=ax+ay’dir.



L3) (a®p)x=(a®p)(a,a,,....a,)

(a@ﬁ )xay,(a® B)*a,,... (a@ﬂ)*an)
(

axa,® pra,a*a,®pxa,...axa,® L)

(axa,axa,,.axa,)+(f*a,f*a,,..[*a,)
ax+ [y
= (a® f)x=ax+ By dir.

L4) (a*f)x= (a*ﬂ xa,,(a*B)*a,,... (a*ﬂ)*an)
(a* ﬂ*a a*(ﬂ*a) ,a*(ﬂ*an))
=a(f*a,f*a,,...[*a,)

=a(px)
L5) 1x = x oldugu aciktir.
O halde (L, +,') vektor uzaydir. Ormek 1’den R, R’,..ve C,C’, .. uzaylar

sirastyla R ve C cismi tlizerinde vektor uzayidir. Ayrica C*, R {izerinde de bir vektor

uzay1 olup R" ise C {iizerinde bir vektor uzay1 degildir. Ciinkii; C-R ¢ R ’dir.

Ornek 2.

Determinanti 1 olan kompleks (veya reel) matrisler kiimesi bir vektor uzay: degildir.

Clinkii; bu matrisleri bir A sayisi ile ¢arparsak det =1 dir.

Ornek 3.

A bir topolojik uzay ve A4’da tanimh reel (veya kompleks) degerli siirekli

fonksiyonlarmm C (A)::{ f | f:A— K siirekli } kiimesini gbz Oniine alalim. Burada (
K=R veya K=C ) ve f,geC(A) ve o € K olmak iizere, +:C(A)><C(A)—>C(A)
ve «:KxC(A)—>C(A) donisimlerini (f+g)(x)=/f(x)+g(x), (af)(x)=af(x)

olarak tanimlayalim. Bu islemlere gore C(A) kiimesi bir vektdr uzayidir. Gergekten ;



Her f,geC (A) ve aekK i¢cin f+g ve af’ nin siirekli oldugu analizden
bilindigi i¢in f+g,af eC(4)’ dur.
Simdi vektor uzayla ilgili diger kosullarin saglandigini gosterelim.

1) Her f,g,heC(4) veher xe 4 igin
[/ +(g+m)](x)=1 (x)+(g+h)(x) =1 (x)+[g(x)+h(x)] =[f (x)+g(x)]+h(x)
=(f+g)(x)+h(x) =[(f+g)+h](x) dir. O halde;
f+(g+h)=(f+g)+h dir.
2) 0:4— K ,x—>6(x):=0 olarak aliirsa, Vf € C(A4) ve Vxe 4 i¢in
(£ +6)(x)=f(x)+0(x) = f (x)+0= f(x)dir. O halde;
f+60=fdir.
3)Her f e C(4) igin f+(~f)=0 olacak sekilde f € C(4) nm “+” islemine gore
tersi olan —f € C(4) *nin bulunabilecegini gosterelim. Vx € 4 igin,
[/ +(=1)](x)= 1 (x)+(=1)(x) =/ (x)~ 1 (x) = 0"dir. O halde;
f+(=f)=0"dir.
4)Her f,geC(A4) veher xe 4 igin,
(f+g)(x)=rf(x)+g(x)=g(x)+ f(x)=(g+/)(x) dir. O halde;
f+g=g+f dir
S)Her f,g € C(A), acK ve Vxe 4 igin,
[a(r+2)](x)=a(r+e)(x)=a (s (x)+g(x)=af (x)+ag(x)=(af +ag)(x)
dir. O halde;
a(f+g)=af+ag dir.

6) Her o,f €K, f € C(A) ve Vxe 4 igin

[(a+8)1](x)=(a+pB)f(x)=af (x)+Bf (x)=(af)(x)+(BS)(x)=(af +Bf)(x)
>dir. O halde;

(Ol+ﬂ)f=0tf+ﬂf’dir.
T Her a,f €K, feC(A) ve Vxe 4 igin



[(@B)f](x)=(aB) f(x)=a(Bf(x))=a(B)(x)=[a(Bf)](x) dir. O halde:
(aB) f=a(Bf) dir.
8) Her feC(A) ve Vxed igin (1 f)(x)=1-f(x) = f(x) dir. O halde;
1. f = £ dir.
Sonug olarak C(4) bir vektér uzayidir.

C (A) kiimesi bazen C (A,K ) ile de gosterilir. Buradaki A4 kiimesi yerine 6zel olarak

[a,b] kapal1 araligin1 alirsak C ([a,b]) yerine kolaylik olmasi i¢in C [a,b] yazabiliriz.

L, F cismi {izerinde bir vektor uzay1 ve x,X,,...,x, € L olsun. {« }?:1 c F olmak

i
n
lizere, Zal.xl.:o olmasi her i icin o, =0 olmasmi gerektiriyorsa, Xx,,X,,...,X,
i=1

vektorlerine ( F {izerinde) lineer bagimsizdir denir. Lineer bagimsiz olmayan vektorlere de
lineer bagimli denir. Eger bir 4 — L alt kiimesinin her sonlu sayida elemanlar1 lineer

bagimsiz ise, A4 ’ya lineer bagimsizdir denir.

X bir vektor uzayi1 olmak tizere 4 < X i¢in A lineer bagimsiz ve Vx € X elemant

A’ nin sonlu sayida elemanlarinin lineer kombinasyonu (toplami) seklinde yazilabiliyorsa

yani, Vxe X i¢in x= Zal.al. ,a,€F,a,€ 4 ise, A’ya X uzaymn bir Hamel Tabani
i=1

denir. A4 ’nin eleman sayist olan n € N sayisina; (n =|A), X vektdr uzaymin boyutu

denir ve dim, (X)=n (veya Boy,(X)=n) ile gosterilir. Eger; (n=|d|=o0) ise X

uzayina sonsuz boyutludur denir. Yani, bir uzaydaki lineer bagimsiz elemanlarin maksimal

sayisina bu uzayin boyutu denir.

Acikga, eger A lineer bagimsiz ise, 8¢ A dir. Dolayisiyla uzaymn kendisi ve

herhangi alt vektdr uzay1 bu uzay i¢in bir Hamel tabani olamaz.



VxeX ve x#6 icin A={x} kiimesi her zaman lineer bagimsizdir, ¢iinkii

x#0
Ax=6< A =0 dir. Dolayisiyla X # {6} uzay1 i¢in dim, X >1"dir.
Not 1: (X, F) bir vektdr uzay1 ve @#xeX olsun. { 1-x| A€ F | kiimesi X ’in bir
alt vektor uzay1 olup bu uzaya, x’in lineer zarfi denir ve [x] seklinde gosterilir. Ayrica;
Boy([x]) = 1"dir [26].

Bir vektor uzaymnin boyutu i¢in n<oo ise,bu vektdr uzayma sonlu boyutlu, aksi

takdirde sonsuz boyutlu denir.

Ornek 4.

B={1} kiimesi R nin, B = { (1,0), (O,l)} kiimesi de R?’nin bir Hamel tabani
oldugundan, dim(R)=1 ve dim(Rz): 2°dir. Daha genel olarak ¢ =(1,0,0,...,0),
e, :(O, 1, 0,...,0),...,en = (0, 0, 0,...,1) vektorlerinin  kiimesi R”’nin bir Hamel tabam

oldugundan dim, (R”) = n’dir. Aym diisiince ile dimy, (C)=2, dim (C)=1 olur.

1.2.2. Normlu Uzay

N, bir reel (veya kompleks) vektér uzay olsun. |.|: N — R bir fonksiyonunun x e
N deki degerini |x| ile gdsterelim. Bu fonksiyon igin;

N1) |x|20 ve |x|=0<x=0 ( VxeN ) “pozitif tanimlilik ve asikarlik”

N2) |ax|=|a|-|x]| (VxeN, aeR veyaaeC ) “homojenlik” ve

N3) |x+y||<|x|+[¥]| € Vx,yeN ) “Uggen Esitsizligi”

sartlar1 saglaniyorsa || . || fonksiyonuna N de (veya N {izerinde) bir norm denir. Normlu

uzaylar genellikle (N , ||) ile gosterilir.



Ornek 5.

[-|: R* > R, || [ =|+]y], x=(x,) e R seklinde tanmlanan |.| bir normdur.
Bunu gosterelim: Vx=(x,y),y=(x",»')eR? ve AeR alnsm,
i) | x| =|x+[»] olup [x/>0, [s{>0 oldugundan | x |0 dir.
if) [ =0 = [ +[3] =0 [x=0 ve [y]=0
©x=0ve y=0sx=0=(0,0)
i) [ A% = 23] + |25 = 2 (x| +]»1) = 2] x|
iv) [ x+3 | =] (o) + (6,0) | =] (e s 3| = ot x|+ [y o

< +ol)+ (¢ [+ D) = [ + ]

=l <+

elde edilir.

Ornek 6.

Ormnek 3’de C[a,b]’ nin bir vektdr uzayi oldugunu gordiik. Simdi C[a,b] uzayinda
tanimlanan || f || = sup ‘ f (x)‘ ( [a,b]cR kompakt oldugundan infimum ve supremum
a<x<b

ozellikleri mevcuttur.) doniisiimiiniin bir norm oldugunu gosterelim;

1) V [ eCla,b] iin, |/]= sup | (x)[= 0 oldugu agiktr.
2) V feCla,b] icin, |f|=0< as:g)b‘f(x)‘ =0< Vxe[a,b] igin | £ (x)[=0
o Vxela,bligin f(x)=0 < f=6
3) V feCla,b] ve VaeR igin,
Jexf[|= sup [(ex) (x)] = sup ee/ ()] = suplaf £ (x)] =lafsup|/(x) =leflf]

4) ‘v’f,geC[a,b] igin,||f+g||: s<u£)b‘(f+g)(x)‘= s<u£)b‘f(x)+g(x)‘
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< sup

a<x<b

75+ sup () =171+ e

Dolayisiyla, C [a,b] bu norma gore bir normlu uzaydir.

Bir normlu uzayda norm fonksiyonu i¢in ||x— y||:|| y—x”’dir. Gergekten; o =-1

"dir.

almirsa N2)’den dolay1 ||—x|| = ||x|| ve Ozellikle ||x - y|| = ||J/ —-X

1.2.3. Oklid Uzay1

1.2.3.1. I¢ Carpim

X, F=R(veyaC) cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Eger bir
(.,.): XxX —F fonksiyonu, Vx,y,ze X igin;

i) (x,x)20, (x,x)=0x=6

i) (x+y,2)=(x,z)+(y,z)

i) (ax,y)=a(x,y) (a€F)

iv) (x,5) = ()

sartlarini sagliyorsa, bu fonksiyona X uzayinda bir i¢ carpim (veya i¢ ¢carpim fonksiyonu)

denir. Uzerinde i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektor uzayina Oklid uzay1 (veya i¢

carpim uzay1) denir. I¢ carpim uzayni, (X ,<.,.>) veya kisaca X ile gosterecegiz.

Ornek 7.

x=(x,%,0X,),Y=(¥, Y., ) €R" (neN) olmak iizere (.,.):R"xR" - R
<x, y> =X, ), +X,, +...+x,p, olarak tanimlanirsa, R" bir i¢ carpim uzayidir. Gergekten i¢

carpim aksiyomlarinin saglandigini asagidaki gibi gosterebiliriz:

i) Vx=(x,x,,...x,) e R" i¢in <x,x> =x+x  +..+x°>0 ve

X' Hx e t+x =0cx =0
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i) Vor = (x,%,500%, ), 3 = (015 Vasees 1, )2 = (20,2502, ) € R igin,
(x+y,z)=(x+1)z+(x,+ 1)z, +...4(x, +2,)z,

= X2, + V2, + X2y + Vo2, F et X2+ Y 2,

= X2+ X2+t X, 2, F P2+ 0,2+t 1,2, = (X, 2) +(1, 2)
iii) Vx = (x],xz, WX )ER ve Va € R igin,
(ax,y)=(ax)y +(ax,)y, +..+(ax,)y, =a(xy)+a(x,y,)+..+a(x,y,)

=a(x.y)

iv) V= (x,%,00X, ), ¥ = (15 V200, ) € R” igin,
(X, YY) =X+ X,0, + ot X, 0, = VX, + 1%, ot y,x, = (0, X)

oldugundan <,> i¢ carpim doniisiimiidiir. Dolayistyla (R”,(.,.}) bir oklid uzayidir. Ayni

diisiince ile C" uzayi <z,z’>:=Zziz_i’ ye gore bir kompleks oOklid uzayidir. Burada

i=1

Z=x+iy=x—iye©, z ’nin bilinen kompleks eslenigidir. Simdi, asagidaki teoremde i¢

carpimin bazi 6zelliklerini ispatlayacagiz.

Teorem 1.

X, bir i¢ carpim uzay1 x,y,z € X ve a, e C olsun. Bu takdirde,

D) (ax+By,z)=a(x,z)+ B(y.z)
2) (vay)=a(x.y)

3) (x,ay+Bz)= <x y>+ﬂ<y, z)

4) (x,0)=(0.y)=0dr.

Ispat:
Teoremi ispat etmek i¢in i¢ ¢arpimin 6zelliklerini kullanmak yeterlidir.

1) <ax+ﬂy,z>:<a'x,z> <,By, > <x Z>+,B<y, >
2) <x,ay>=<ay,x>:a<y,x>za <y,x>:5 <x,y>
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3) <x,ay+,Bz> = <ay+,Bz,x> = <ay,x>+<ﬁz,x> :E<x,y>+ﬁ<x,z>
4) <x,(9> :<x,0+9> :<x,9>+<x,(9> :><x,6’> =0
(0,y)=(0+06,y)=(0.y)+(0,y)=(0,y)=0

oldugu goriiliir. B

I¢ carpim ile norm arasinda ki nemli iliskiyi bir teoremle verelim.

Teorem 2.

Bir 6klid uzay1 normlu uzaydir.

Ispat:

|| ) || X —>R, |[|Ix || =L <x,x> olarak tanimlanan || . || doniistimiinii ele alalim.

x|| =, /<x,x> >0 oldugu aciktir.

x||= <x,x> :O<:><x,x>=0<:>x=¢9’d1r.

i) VxelX igin,

i) VxelX,

iii) Vxe X veVaeR igin;

Jers]| = {ex.cx) = Jerer (2. x) =l (x. ) =[ad {(x.x) =]

X+y || < || X || + || y || oldugunu gosterelim.

iv) Vx,ye X i¢in,
|x+p [ =(x+y,x+y) =] x[[+(xp)+(vx )+ v [ =l +(xp)+(om)+ ol

yazilir. z+z=2-Re(z) esitligi ve Re(z)< |2| esitsizligi gbz 6niine alinirsa,

G+ < -+ 20l + oA

[+ 27 =Dl +2-Re (e )+ <[ +2

= (||x|| + ||y||)2 elde edilir. Buradan ||x+ y||2 < (||x|| + ||y||)2 olup ||x+ y|| < ||x|| + ||y|| bulunur. B

Uyan 1: Teorem 2’ nin tersi, genelde dogru degildir. Buna, 6rnek 17 (s. 20)’ de

ornek verilecektir.
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Ornek 8.

Ornek 7’de ki R" uzay1 <x, y>:x1 Y +xy,+..+x,y, e gore bir 6klid uzayidir.

Teorem 2’ye gore bu uzay ||x|| = \/<x, x> = \/x12 +x,° +...+x, ’ye gore bir normlu uzaydir.

1.3. Banach ve Hilbert Uzay:

1.3.1. Tam Uzay

(x,

||) bir normlu uzay olsun. Bazen bir X normlu uzayinda verilen bir dizi bu
uzayda yakinsak olmayabilir. Ornegin (0,1) <R uzayinda; (xn):(lj dizisinin limiti
n

mevcut degildir Bu taktirde bu uzay belli bir anlamda tam degildir. Bu yilizden asagidaki

alt paragraflarda uzayimn tamlig ile ilgili kavramlari tanimlayacagiz.

1.3.1.1. Cauchy Dizisi

(x

J) bir normlu wuzay ve (x,)7 <X bir dizi olmak iizere,

Ve >0iginAN e N:Vn,m> N icin |x, —x,||< & ise, (x,)dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Ornek 9.

X =(0,1) kiimesinde (x,)= (lj dizisi bir cauchy dizisidir. Gergekten ;m,n — oo
n

I 1

n m

I 1 N .
<—+—————>0 oldugundan (x,) dizisi bir cauchy dizisidir.
n om ™

iken

‘xn - xm
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Ornek 10.

Acikea, (xn) = (n) dizisi bir cauchy dizisi degildir. Ciinkii, 6rnegin m=n+1,

n— o i¢in ||x, — X, =||n—m||:|n—n—1|:1740 dur.
1.3.1.2. Yakinsak Dizi
(X , ||) bir normlu uzay ve (x,) <X bir dizi olmak iizere, eger

Ve>0icindN e N:Vn> N igin ||xn —x|| < & olacak sekilde bir x € X noktas: mevcut ise

(x,) dizisine yakinsak dizi ve x ¢ X (x,)dizisinin limiti denir. Bu durum; limx, = x ile

n—x0

gosterilir. Bu ifade n — oo iken,

X, — x|| — 0 olmasina denktir.

Ornek 11.

Ornek 9’daki (x,) dizisi R ’de 0 noktasina yakinsaktir. Gergekten ; n— oo iken

| x,—0 || = 1—0‘ ——> 0 oldugundan (x, ) dizisi 0 noktasina yakinsaktur.
n
1.3.1.3. Tam Uzay

Tam uzay tanimina gegmeden Once bir teorem verelim.

Teorem 3.

Her yakinsak dizi bir cauchy dizisidir.

ispat :
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(xn) dizisi x’ e yakinsak olsun. O halde tanimdan, V& >0 i¢cindN € N vardir dyle

ki V>N icin

X, — x|| < % dir.

Buradan Vn,m>N igin

xn—xm”: xn—x+x—xm||<§+§:g elde edilir. Yani,

(x,) bir cauchy dizisidir. Bu teoremin tersi dogru degildir. Yani her cauchy dizisi

yakinsak degilidir. Asagidaki 6rnek bununla ilgilidir. B

Ornek 12.

(xn):(ljc)( =(0,1])cR dizini ele alahm. Ornek 9 dan bu dizi bir cauchy
n

dizisidir. Fakat, (xn):[l] dizisi X =(0,1) kiimesinde yakinsak bir dizi degildir.
n

Gergekten; Varsayalim ki; 3x,€(0,1) ve liml:x0 ’dir. Bu durumda, % >0 icin

n—)oon
V| 2 |eN v N 2 igin
4 4

1
Xy ——
n

Xy 54 - I x
<=2’dir. m dogal sayisi —<?° ve
m

m>N (%) olacak sekilde secilirse;

1 1
0<x0=|x0|:x0——+—
m m
1|1
< |x, ——|+|—
m| |m
Xy | X
<_0-|-_0
4 4
<X

olur ki, x, < % olmasi bir ¢eliskidir.
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Tanmim 1: Eger bir normlu uzayin, her cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise, bu

uzaya bir tam normlu lineer uzay denir.

Ornek 13.

Analizden bilindigi gibi R ve C uzaylar1 tamdir. Genel olarak R ve C’nin tam

||) ve (C",

oldugunu kullanarak VmeN i¢in (]R”, ||) uzaylarinin da tam oldugu

gosterilebilir.

Ornek 14.

Ornek 6’da C[a,b] uzaymnda | /] = sup ‘ f (x)‘ doniisiimiiniin bir norm oldugunu
as<x<b

gordiik. Simdi C [a,b] uzayiin bu norma gore tam oldugunu gosterelim.

(f, ):ll < C[a,b] bir cauchy dizisi olsun. O halde, V& >0 igin 3N (&)eN dyle ki,

Vn,m> N (&) igin

fi=fal< ? "dir. Buradan, supremum tanimu geregi Vn,m > N (&) ve

Vxe[a,b] icin

£, (x)- fm(x)‘<? (*) olur. O halde, Vxe[a,b] i¢in (f,(x)) cR
dizileri birer Cauchy dizisidir. R tam oldugundan lim fn(x) mevcuttur. f: [a,b]—)R

fonksiyonu Vxe[a,b] i¢in f(x)=lim f,(x) seklinde tammlansmn. Simdi gostermeliyiz

ki, f e Cla,b] ve lim | f, - f| =0dir.

lim f,(x) = f(x) oldugundan, V&> 0 i¢in HN(x,gjeN oyleki Vn > N(x,%j

icin |/, ()~ (x) <§’dir. (*%)
X, e[a,b] keyfi bir nokta olsun fN(E) € C[a,b] , X, e[a,b] ’de stirekli oldugundan,

Ve>0 icin 35::5(%,%}0 dyle ki, |x-x,| < & olan Vxe[a,b] igin
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‘fN fN (xo) <§’dir (***). O halde, [a,b] i¢in n,,n_eN
sayilari;
n ,n ZmaX{N(x,f],N(g),N(xo ,5] }
0 5 5
| < 0 olan Vxe[a,b]
i¢in,
£ ()= (0] <] £ ()= G+ £ ()= Aoy (O] H iy ()= P (%)
| S ()= 11, )| #] £, <x0>—f(x>\
<£+£+£+—+——g elde edilir.
55 5 55
O halde; 1, x, [a,b] ’de stireklidir ve x, € [a,b] keyfi oldugundan, f € C[a,b]
"dir.

= 0 oldugunu gosterelim. Ve >0 verildiginde; Vxe[a,b] icin

n—>0

n .eN sayis1 n_ Zmax{N(x,%j,N(g)} olacak sekilde segilirse (*), (**) gbz Oniine

alindiginda; Vn ZN(g) ve Vxe[a,b] i¢in,

5= f () =] £,()= 1, () + £, ()= (%)
< | £,()= £, ()] +] £, ()1 (%)

< 24122 elde edilir, O halde,
55 2

Vn>N(¢) i¢in sup ‘fn(x)—f(x)‘ <

a<x<b

|| f=f || < ¢ dolayisiyla, lim f, = f’dir.

<& olup; Vn>=N(¢) igin

N | &

Buradan; C[a,b] uzay: tamdur.
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1.3.2. Banach Uzay1

N normlu vektor uzay olsun. Eger bu uzay tam ise, N ’ ye Banach Uzay1 denir. N’
nin reel veya kompleks vektor uzay olusuna gore Banach uzayina, reel veya kompleks

Banach uzay: denir.

Ornek 14°e gore; C[a,b] uzay bir Banach uzayidir.
Asagida bir baska 6rnegi inceleyelim.

Ornek 15.

p , 1< p <ooolmak lizere;

) :{(xn)z(xl,xz,...)

kiimesinde bilesen bilesen toplama ve skalerle carpma islemlerini ele alalim. Bu islemlere

x, € F ve i|xl.|p <oo}, (F=RveyaC)
i=1

1
P

gore /,” nin bir vektor uzay1 oldugu gosterilebilir. Bu uzaymn ||x||p = (i|xi|p) normuna
i=1

gore Banach Uzay1 oldugunu gosterelim.
(xm)=(xl'”,x2’",...) olmak tizere (x,), I, de keyfi bir cauchy dizisi olsun. Bu

taktirde her ¢ > Oicin m,n > m, oldugunda

1

- /b
(St < 0

olacak sekilde m, sayist vardir. Buradan anlagilir ki i =1,2,...1i¢in;

o0
m n
Z‘xl. X
i=1

Demek ki; keyfi fakat sabit her bir i igin (x)=(x,,x”,...) dizisi F de (yani Rveya C’

||xm - xn

p

p &
<—=|x"-x"
2p 1 1

<é&; myn>m, dir.

de ) bir cauchy dizisidir. ' tam oldugundan bu cauchy dizisi yakinsaktir. limx" =x,

n—»0

olsun. Her i i¢in bu limitler yardimiyla teskil ettigimiz diziyi x ile gosterelim. Yani

x =(x,,x,,...) olsun;
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n

P
r €& e ..
x" —x"| <— yazilabilir. n > o i¢in;
i 2p >

1

k
Simdi k =1,2,... igin (1)’ den )
i=1

k P
m P
E ‘xl. —xi‘ <— ; m>m,
21’

i=

© p
yazilabilir. £ — o igin; Z‘x,-m _xi‘p < ;T )
i=1

elde edilir. Bu gosteriyor ki;

_ m m _ s 1;
(xm—)c)—(x1 X, X, xz,...)elp dir.

(xm) €/, oldugundan x =x, + (x—xm ) €, olur. (1)” e dikkat edilirse (2)” nin sol tarafi

x,,—x|" olur. Buradan x,, — x dir. Yani /, igindeki (x,,) cauchy dizisi bir x €/
m P m P m P

noktasina yakinsadigindan /, tamdir. O halde /, bir Banach uzayidir.

1.3.3. Hilbert Uzay1

X bir Oklid uzay1 olsun. Teorem 2’ye gére X bir normlu uzaydir. Eger bu uzay
tam ise, X ’e bir Hilbert Uzay1 denir. X ’in reel veya kompleks vektor uzayi olusuna gore,

X Oklid uzayma reel veya kompleks Hilbert uzay denir.

Ornek 16.

Ornek 7°de <,> : R"xR" - R, <x,y> =Xy, +X,y, +...+x,y, olarak tanimlanan i¢
carpima gore; R"’ nin bir 6klid uzay1 oldugunu gosterildi. Simdi, R"’ in tam oldugunu

b2

gosterelim. I¢ carpim normunun  tammindan, ||x|| = <x, x> = (xlz +x,° +...+xnz)

yazilabilir ve bdylece |x—y|=\{x-y,x-y) = \/(x1 - )2 +o+(x, -, )2 normunu

]
n

elde ederiz. R’ nin |x—y| = (Z(xl. - y,.)zj normuna gore tam oldugunu gosterelim.

i=1

X, = (xl’",xz’”,...,x ’”) olmak tlizere R" ’de (xm) cauchy dizisini alalim. ( Burada x,”

n

deki m st indis olarak alinmistir. ) O halde; & >0 i¢in m,r > n, oldugunda
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n N
b xl=(S-a )| < o

i=1

olacak sekilde bir n, tamsayisi vardir. Buradan; i =1,2,...,n i¢in;

x(}'ﬂ _

1

2
g 2
xi" <¢g :>‘x,,’"—x,.’ <&

elde edilir. Bu ifade her bir 7 i¢in (xl.’): (xil,xl.z,...) ‘nin reel sayilarin bir cauchy dizisi

oldugunu gosterir. R tam oldugundan bu dizi yaksaktir. » — o i¢in x,” — x; oldugunu
kabul edelim. i=1,2,..,n i¢in bu limitler yardimiyla ( » tane limit ) x noktasin

x=(x1,x2,..,xn) olarak tanimlayalim. Agik¢a, xeR"’dir. r—>o i¢in (3)’ den

||xm—x||S§<£ elde edilir. Bu, (x,)’nin limitinin x oldugunu gosterir. (x,) keyfi

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Sonug olarak R” bir Hilbert Uzayidir.
Bir oklid uzayr bir normlu uzay oldugundan (bakiniz Teorem 2) asagidaki teorem

dogrudur.

Teorem 4 [19].

Bir Hilbert uzay1 bir Banach uzayidir.

Uyar 2: Bunun tersi genelde dogru degildir.

Buna bir 6rnek vermeden 6nce asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 5 ( Paralel kenar kanunu) [19].

Bir (X,

||) normlu uzayda |||| normunun bir i¢ ¢arpimla tanimlanabilmesi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her x,y € X i¢in;

e+ o =2l + 1)

olmasidir.
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Ispat :
(=) agiktir.

1 .
(<:) <x,y> = Z(”x + y”2 —||x—y||2). <x,y> bir i¢ ¢carpim olup, <x,x> = ||x||2 .m

Not 2: Teoremden anlasilacagi gibi, eger bir norm paralel kenar kanununu
saglamiyorsa bu norm i¢ ¢arpim normu olamaz. Dolayisiyla her normlu uzay bir Oklid

Uzay1 (i¢ ¢arpim uzay1) degildir. Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim:

Ornek 17.

Ornek 6’dan (C[a,b],

. ||) uzayinin bir normlu uzay oldugunu biliyoruz. Buna gore

T

C{O,—} ve || /]| =(1)1<1a>7<z‘f(x)‘ olmak {izere (C{O,%}
_xsz

5 . ||j uzay1 bir normlu uzaydir. Bu

uzayda paralel kenar kanununun saglanmadigini1 gosterelim.

f(x)=cosx, g(x):=sinx fonksiyonlartigin f,geC {O,%} olup;

X=—

4

||f+g||= max‘f(x)+g(x)‘=max|cosx+sinx| = il
ngg% 0<x<”

. T
cos—+Sin—
4 4

N2 2
2 2

||f—g|| = max|cosx—sinx| = |1—O| =1,
0<x<Z

<x<—
2

f|| = max|cosx| =1, g” = max |Sinx| =1
s Va

<x< <x<—
2

£ +ef +lr—eff =(2) +1° =3
=
2(I11F +lel’)=2(1+1)=4

= o el = 2( o+ 1)

=3#4

= Teorem 5’e gore; C {O,%} normlu uzay1 bir 6klid uzay1 degildir.
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1.3.4. Operatorler

Iki uzay arasindaki déniisiimlere operatdr adi verilir.

1.3.4.1. Lineer Operator

X ve Y aym bir F cismi lizerinde iki vektdr uzayi olsun. 4: X — Y operatorii
Vx,yeX ve aeF igin;i) A(x+y)=A(x)+A4(y) ii) A(ax)=ad(x)
sartlarini sagliyorsa, 4’ ya bir lineer operator denir. Bu iki sart, Vx,ye 4 ve Va,B e F

olmak iizere A(ax + ﬂy) = aA(x) + pA4 (y) sartina denktir.

Ornek 18.

X bir F cismi iizerinde bir vektér uzayr A€F bir sabit olsun. 4:X > X

doniisimii, Vxe X icin 4 (x) =Ax seklinde tanimlanirsa, 4 doniisiimii lineerdir.

Ornek 19.

n

n>1 olmak iizere; 4,4, :R" > R, 4 (x,,....x,) = le.,

i=1

n

A, (x,000x,) = X503, :Hxl. iki doniisiim olsun. Ag¢ikga, 4, lineer, fakat 4, lineer
degildir.
1.3.4.2. Sinirh Operator ve Normu

||Y) iki normlu uzay ve A:X —Y bir operator olsun. Oyle bir

(0L ve (7

K >0 sayist varsa ki her xe X i¢in HA(x)HY SK”x”X ise, A’ ya bir sinirli operator

denir.
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Ornek 20.

A:X —Y doniisimii, Vxe X igin A(x):=0, seklinde tanimlanirsa, 4 doniisiimii

siirlidir.

Ornek 21.

A:X > X ve A=id ise, Vxe X icin K =1 alinirsa HA(x)Hyznan olup, 4

siirlidir.

Simdi; lineer ve sinirli bir operatoriin normunu tanimlayalim:

I) = (:f-1,)

lineer ve sinirli bir operator olsun. Bu taktirde;

A:(X,

||A|| = inf{c >0 : HA(x)HY < c||x

‘v’xeX}

X b
fonksiyonunun B(X,Y):={A4|A4:X — Y lineer ve siurh bir operatdr} uzayinda bir norm

oldugu kolayca gosterilebilir. ||A|| “ya A EB(X Y ) operatoriiniin normu denir.

Teorem 6.

(%,

.||X) ve (Y,|| -||Y) iki normlu uzay ve 4: (X,

-||X) - (Y, -||Y) bir lineer

A||=SB£H A(x) Hy —SUr o

sinirli operatdr olsun. Bu takdirde;

Ispat :

x—)i,xie
Il

B 1
P TR,

a::sup”Ax”Y = sup
x#60

I+lst

(i)

= ), <al, = 4] < ar

4],

[l

Y

Ve>0i¢in Ix, e X ta—¢< :(a—e)”xO”X S”AxO”Y Sa”x()”X
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Ve
= (@=2) oy <lx, <albdy = (@-e) <= a<]d]=|4]=c =

. ||Y) bir

Ayrlca,(X, “y) iki normlu uzay ve A: (X, ||X) — (Y,

-||X) ve (Y,

A (x)HY S”A” . ||x||X oldugu gosterilir.

lineer sinirl1 operatdr ise;

Teorem 7.

X ve Y normlu uzaylar ve A4:X — Y bir lineer operatdr olsun. Bu taktirde

asagidaki ifadeler denktir.

i) A siireklidir. ii) { H A(x) HY : ||x||X Sl} sinirhidir.

Ispat :
(i=ii) A, @eX noktasinda sirekli olsun. Bu taktirde {HA(x)Hyznx”Xsl}

kiimesinin smirli oldugunu gosterelim. A’nmin € X de siirekliligini kabul edip

{HA(x)HY ||x|| p Sl} kiimesinin smirli olmadigim gosterelim. Bu taktirde”xn”X <1 i¢in

HA(xn) >n  olacak  sekilde bir x,eN  vardir. y, = lxn denirse;
n
1 1 1 . -
Yully ==X, :—||xn ||X <— olacagindan n —>oo i¢in |y,|, >0 olup y, —> 6 dir. T,
n 'y n n

6 € X *de siirekli oldugundan A(y,)— 6 olmalidir. Fakat

o, =2

oldugundan HA( ¥, )HY >1 elde edilir. Bu ise A(y,)—> 6 olmasiyla gelisir. Bu geliski

Zlnzl
n

]
=;HA()%)

Y

Y

HA(xn)HY >n  kabuliimiizden kaynaklandi. O halde{ HA(x)HY : X, Sl} kiimesi

sinirlidir.

(ii= i) A smirliise 4 mn sirekli oldugunu gosterelim. x e X keyfi ve x, > x

olsun. Bu taktirde A4 nin lineer ve sinirl oldugu g6z oniine alinirsa
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Y

Alineer Asmiry
[4(x)-4()l, = 4G =), < 4]

X, —x||Y —> 0
elde edilir. O halde A(x,)— A(x)olup 4, xe X de siireklidir. xe X keyfi oldugundan

A, X de siireklidir.

Sonuc 1.

A sureklidir & A smirhdir.

1.3.5. Reel Hilbert Uzaylarinin Tensor Carpimi

Bu c¢alisma; reel cebirler ile ilgili oldugundan kompleks Hilbert uzaylarindan ziyade
reel Hilber uzaylarinin 6zellikleri verilecektir. Bu nedenle, tensor carpimlari reel Hilbert

uzaylari i¢in verecegiz.

( H, <.,. >1) ve (H2 , <.,. >2) iki reel Hilbert uzay1 ve
B(H,,H,)={T:H,— H,:T lineer,smirthdir} olsun. £€H, ve 1,7 eH, i¢in x:=
& ®n’yi soyle tanimlayalim:

xn'=(E®n)n'=(n'n), &
Agikga, her ' € H, i¢in xn' :=(£®n)n' € H, ve £®n : H, — H, lineer siirh olup;

x=E®n e B(H,, H,) dir.

H O H,= {”:Zé@’k |neN,& eH,,n, eHz,i=1,2,...,n} olsun.

i=l1

Bu H, © H, uzaym bir 6klid uzay1 oldugu;

Vu :Zé ®1, ve VZZOC_,- ® B, € H O H, olmak iizere,
=1

i=1

DHu=0:=VéeH ve Ve H, i¢in Z(fi, &) <m;,m), =0 “sifir operatorii”

i=1

n m

2) (u,vy= > A& a ), B)), “ig carpim”

i=l j=1
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ile temin edilirse; (HIOH2,<.,.>) bir i¢ carpim uzayidir [20]. Boylece, H,OH,,
||u|| = <u,u>1/2 normuna gore bir normlu lineer uzaydir. Dolayisiyla bu uzay,

d(u,v):=|u-v| metrigine gére bir metrik uzaydir. Genelde, (HIOHZ,

) uzay1

d (u,v):=|u—v| metrigine gére tam degildir.

Tamm 2: H, © H, uzaymin tamlastirllmasima H, ve H, reel Hilbert uzaylarinin bir

tensor ¢carpimi denir ve H, ® H, ile gosterilir. Yani; H, ® H,:= H, © H, *dir [20].

Uyan 3: Reel duruma benzer sekilde iki komples Hilbert uzayimin da tensor ¢arpimi

tanimlanir.

Tamm 3: X reel Banach (veya Hilbert) uzay1 ve X, := X +iX olsun. (XC,

1)

kompleks Banach (veya Hilbert) uzayi iizerinde bir ||||C (<,>C) normu ( i¢ carpimi)

bulunabilir dyle ki; Vx,yeX icin ||x+iy

Ve |

=[xl o=l Gani;

|¢+i0] =]

, VéeX)ise (X,

||C )’ye X ’in bir komplekslestirilmesi denir.

Lemma 1 [21].

H, ve H, iki reel Hilbert uzay: olmak iizere (H,) = H, +i H, ve (H,) = H, +i
H, kompleks Hilbert uzaylari, swrasiyla;H, ve H, reel Hilbert uzaylarmm bir
komplekslestirmesi olsunlar. Bu durumda; (H, ® H, )C = (H, )C ®(H, )C "dir. Yani;

(H/®H,)+i (H ®H,) = (H +iH,) ® (H,+iH,) dir.

Teorem 8 [20, 21].

(H’<"'>1) ve (K,<.,.>2) iki reel Hilbert uzay1 ve x € B(H), y € B(K) olsun. O

halde, 3!'x® y eB(H@K) oyle ki, V& e H ve Ve K igin;
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(x®y) (£@n) = x £© yy ve [x®@],, = [, - [b], di.

(1.4.2)’de ayrintili olarak ele alinacak olan direkt toplam kavraminmi kullanarak
(H,®H,) uzaym aragtrahm. |A|:=dim(H,) olmak iizere, (e,), = ailesi, H, reel
Hilbert uzaymin bir normal ortogonal (Hamel) tabami olsun. Her A4 igin, H,
={&®e, | £ H,} olsun. O halde, H,, H, ® H, uzaymin bir alt vektdr uzayidir ve H,
= H,’dir. Bununla birlikte; H, ® H, = 6/19 H, dir.

Simdi, u, : H, = H,®H, doniisiimiinii, u, £ = £ ® e, olarak tanimlayalim. Bu

durumda asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 9.
u, H = H,’dir ve u, bir izometridir.

Ispat:
£@e;|=[¢]le: |

u,’ nin tanimina goére u,/H, = H, oldugu agiktir. Teorem 6’ya gore,

oldugundan;

> dir.

i8] =l¢ @ e[ =[<]-le.] =lel- 1=

Boylece u, bir izometridir. B

Teorem 10.

E,E e H, ve ne H, igin; <uﬂr§/,§®7y> = <§/,u: (§®U)> seklinde tanimlanan
u, : H ®H, - H, déniisimii lineerdir ve u, H, = H, bir izometriktir. Ayrica, her

p# A iginu; H, = {6} dir.

Ispat:
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u, doniisiimiiniin lineer oldugu agiktir. V& e H, ve VneH, igin <§,u;77> =0
oldugunu gosterelim. 7 € H,, oldugundan 3¢ el n=¢ ®e, "dir. O halde,
* Axp 5 1
(gaim)=(w,En) = (£®e,.8' ®e,) = (£.&)(ene,) = (£.8)-0=0dir.
n keyfi oldugundan, u; 7 = 6°dir. Buradan, u; H, = {6} elde edilir.

Simdi, u, H, = H, oldugunu gosterelim.

V(é®e,)e H, alam. V¢ € H, igin,

(¢ (6@¢,)) = (1,66, )= (£ ®e,.E®e,) = (£.8) - (eine,) = (£.£) dir

¢ keyfi oldugundan,
u, (E®n) = & dir. “4)
(4)’e gore;
N ) O (4 -
l; (E@e,)| = (u; (£®n).u; (E®n))= (u)(£®7).8) = (£.£)=|&] dir.

Buradan, "dir. Dolayisiyla, u; H, = H, bir izometriktir. ®

u, (£®e, )| =[¢

Teorem 11.

u, u,, H, uzaymda bir 6zdeslik doniisiimdiir, yani; & € H, i¢in, u, u, =& dir. (u,

u,= 1))

Ispat:
VéneH, igin, (wu,én)=(w,Eun)=(£®e,.n®e,) = (£7) olup, 7 keyfi

oldugundan u; u, £=¢& dir. ®

B(H,®H,)={x|x:H ®H,—>H ®H,| x, lineer ve simrl.} nin matris

gosterimini bulmak i¢in gerekli olacak asagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.
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Teorem 12 [21].

u,u, = p, : H ®H, > H, bir izdiisimdiir ve Z:p/1 =1, dir.
A

Simdi B(H, ® H,)’ nin matris gosterimini verecegiz. Kolaylik agisindan, 1 ve u
indisleri yerine sirasi ile i ve j indislerini kullanacagiz. Vx e B(H1®H2) igin, x, =

u;xu; olsun. O halde,

*
u;

x, - H— H®H, > H ®H, - H,
oldugundan x, € B(H, ) dir.

Vye H ®H,=®H, igin xy = ) (£ ®¢,) oldugundan, (4)’c gre;
u Xy =y u (f/ ®ej) =u, (£®n,) =&, yani; u, xy = & dir. Buradan,

v = T(§®e) = Dfuxr@e).

i

yani; xy = Z(ufx;/@ei)éb e = Z(Zx[jfjj@ei’dir. Burada, &) :=u, xy e H, dir.
j

Sonug olarak, Vy € H,® H, i¢in xy = Z£ZXU J@el, € H\  dir.
Her i igin H,= H, oldugundan ) x,& ® e € H, dir. Dolayisiyla, x € B(H,® H,)
j

elemant asagidaki matris formunda yazilabilir;

x = ( X, )i,jeA , bdylece ispat biter. B

Teorem 13.

X = (xij )i’jeA , V= (xij )i’jeA e B(H,®H,) i¢in, x-y = (lekykjj “dir.

i,jeA

Ispat:
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* J]_ * * ld o d % * * *
Zukuk =1, x; =u,xu, ve y,, =u,yu; oldugundan u, xyu, = u;x Zukuk u,

k k
=Y x,.y,  dir. Buradan; (xy) =u, (xy)u,=» x,.y, ’ dir. Dolaysiyla;
T g ij J T g

= (Z xiky,g.] dir. ®
k

i, jeA

v =((v),)

i, jeA

Sonug 2.

1., = (5 1, )i,jeA ve x-l, = (xl.j) “dir.

i i,jeA

Teorem 14 .

xe B(H,) ve ye B(H,) olsun. (a) , H,’nin bir Hamel Tabani, (al.j)cR

J jeA

olmak tizere, y 'nin Hamel Tabanindaki matrisi; y e; = Zaijei olsun. O halde;

dir. Ozel durumda, x®1, = (5..x) ~olur.
A y

i,jeA

X®y = (ay.x) ‘

i,je

Sonugc 3.

xe B(H,) ve y e B(H,) olsun. Eger, dim(H,)=n<w ise, x®y € M, (B(H,))

*dir. Ozel durumda,
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1.4. Cebirler

C , F cismi lizerinde bir vektor uzay ve «:CxC — C bir doniisiim olsun. Eger bu
+:CxC — C doniigiimii her x,y,ze C ve her @ € F i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa C’

ye ( F iizerinde ) bir cebir denir.
C1) a(xey)=(ax)y=x{ay)
C2) xo(y+z)=xey+xez Ve (x+y)oz=xez+ yez
C3) (xey)ez = xo(y+2)

Cebirin taniminda gecen F' cisminin R veya C olmasi halinde C’ ye sirasi ile reel

veya kompleks cebir denir. Sayet C bir cebir ve her x,y € C igin xey = ysx ise C’ ye

degismeli veya komiitatif cebir denir. C’ nin ¢arpma islemine gore etkisiz eleman1 varsa,
yani her x € C i¢in xee =e*x = x olacak sekilde e C varsa C’ ye birim elemanl cebir

ve e’ ye de birim eleman denir. Bu birim eleman; 1 veya 1. ile de gosterilir.

Ornek 22.

X bir Banach uzay1 ve B(X ) , X den X ’e tanimli tiim lineer sinirli doniistimler kiimesi

olsun. Yani; B(X):={A|A: X — X : Abir siirl lineer operatordiir} dir. B(X) uzaymin

asagidaki islemlere gore bir vektor uzay oldugu kolayca gosterilebilir, ¥V A, B B(X) ve

VAeR (veyaC) igin, A+ B, A4, A+B islemleri; Vx € X igin
(A+B)(x)=A(x)+B(x), (A4)(x)=AA4(x), (4B)(x):=A4(B(x))

seklinde tamimlanirsa; A+B, AA, A*B€B (X ) oldugu; cebir i¢in gerekli diger

aksiyomlarinda gergeklendigi kolaylikla goriiliir. Bu nedenle; B(.X) C (veyaR) iizerinde

bir cebirdir.

Ornek 23.

Omek 3’de C (X ,R)’ nin bir vektdr uzay oldugunu gordiik. Ayrica

(feg)(x)=f(x)g(x) olarak tanimlanan f+g ¢arpimi da reel siirekli bir fonksiyon
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oldugundan f+geC(X,R) dir. Demek ki tammlanan bu islemlere gére C(X,R)
kapalidir. C(X,R)’ nin cebirle ilgili diger sartlar sagladigini da gosterebiliriz. Gergekten;
Vf.g.he C(X,R)icin, [a(f+g)](x)=a(fg)(x)=a f(x)g(x)]
=[af(x)]e(x) =(af)(x)-g(x)
=[(af)-g](x) oldugundan,
a(feg)=(af)g dir
La(f+g)](x)=a(fg)(x)=alf(x)g(x)]=[as (x)g(x)] =/ (x)ag(x)]
= f(x)[ ag(x) ]:[f- (ag)](x) oldugundan, a(f+g)= f+(ag) dir.
Yani;
a(f-g)=(af)g=rf(ag) dir.
L/ g+m)](x)=1 (x)[(x)+h(x)] = 1 (x) g (x)+ f () ()
=[f+g+ f+h](x) oldugu igin,
fo(g+h)= fog+ fon dir
L(/+g)n](x)=[1 (x)+&(x)]-h(x) = £ (x)h(x)+ & (x) R (x)
=[f+h+ g+h](x) oldugu icin,
(f+g)h=feh+geh’ dir.

[f(g=n)](x)=f(x)[g+h](x) =1 (x)g(x)h(x) =[fg](x)h(x) =[(f.g)-1](x)
oldugundan,

FH(geh)=(f+g)h dr.

Sonug olarak C(X,R) reel cebirdir. Ayn zamanda e:X - R , e(x)=1 olarak
tanimlanirsa her f e C(X,R) igin e~f = fee =/ ve

(fg)(x)=f(x)g(x)=g(x)f(x)=(g"f)(x)= fog=gf

oldugundan C (X , ]R) birim elemanl: ve degismeli bir cebirdir.
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1.4.1. Alt Cebir

C bir cebir ve 4, C’ nin bos olmayan alt kiimesi olsun. C’ deki islemlere gore 4
bir cebir ise 4’ ya C’ nin alt cebiri denir. Kisaca C’ nin bos olmayan bir A4 alt
kiimesinin alt cebir olmasi igin gerek ve yeter sart,

1) A’ nn lineer alt uzay ve 2)Her x,ye 4 i¢cin x-ye 4

olmasidir.
Acikga, R (reel sayilar) cebiri, C (kompleks sayilar) cebirinin bir reel alt cebiri
olup, bir kompleks alt cebir degildir.

1.4.2. Direkt Toplam

Y ve Y,, X vektor uzaymn iki alt vektdr uzay: olsun. Eger Vx € X elemani i¢in
v, €Y ve y, €Y, olmak lizere x =y, +y, olacak sekilde bir tek y, €Y, ve y, €Y, varsa
veya denk bir ifade ile Y, nY, ={6} ise, X vektor uzay1 ¥, ve Y, uzaylarmmn direkt

toplamudir denir ve X =Y, @Y, seklinde yazilir.

Tersine, A ve B bir F cismi lizerinde iki vektor uzaylari olsun. Bu uzaylarin
Ax B:= {(a,b):a €d, be B} kiimesi Gizerinde Vx =(a,b), y=(c,d)e AxB ve A€F igin
x+y toplami ve Ax skaler ile ¢arpimi; asagidaki gibi tanimlandiginda,

i) x+y=(a+c,b+d) ii) Ax=(Aa,Ab), AxB kiimesi F iizerinde bir
vektdr uzayidir. Bu uzaym sifir elemam 6 =(6,,6,)’dir. Ayrica, X = {(a,@B):a € A} ve
Y= {(HA,b): be B} alindiginda; X,Y c AxB birer alt uzay olup; AxB=X @Y dir.
Diger taraftan X = AveY = B’dir. Bu nedenle izomorfik yapilara 06zdes olarak

bakildiginda, Ax B yerine A® B sembolii kullanilir.

Ornek 24.

R* reel lineer uzayinin X = {(x,O) ‘xe R} ve ¥ = {(O,y):y € R} alt uzaylarim goz
Oniine alalim. X+Y={x+y:xeX, er} ={(x,y): x,ye]R}=]R2 olup R*=X+Y

"dir. X NY =(0) oldugundan R* = X ®Y dir.
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Ornek 25.

R*’{in iki alt uzay: U={(a,b,c,):a=b=c}, W={(O,b,c,):b,ceR} olsun.
R'=z=U®wW  mdir? U+W={u+w:ueU,weW}={(a,b,c):a,b,ceR}=]R3olup

R*=U+W olur. U W ={6} oldugundan R’ =U ®W dr.

Ornek 26.

V =R’ olmak iizere U = {(a,b, 0,):a,be R} , W= {(O,b,c,) :b,ce R} alt uzaylarim

g6z online alalim. V' =U @W midir?

V' vektor uzayl, U ve W alt vektor uzaylariin bir direkt toplami degildir. Ciinkii
U+W ={u+w:ueU,weW} olup; V=U+W =(a,b,0)+(0,b,¢)=(a,2b,c) yazilr. Bu
yazilis tek degildir. Gergekten, drnegin (—5,6,3)=(-5,2,0)+(0,4,3) =(-5,5,0)+(0,1,3)

olur.

Simdi cebirler i¢in direkt toplam kavramini ele alalim. X bir cebir ise i) ve ii)

siklarma ilave olarak, bu uzayda keyfi iki x=(a,b) ve y=(c,d) elemanlari igin garpma
islemini xey = (ac,bd ) seklinde tanimlarsak; X ve Y gibi iki cebirin direkt ¢arpimi da

yine cebirdir.

1.4.3. Normlu Cebir

C bir cebir ve C’ de bir |||| normu tanimlanmis olsun. Yani kisaca (C, .||)bir
normlu uzay ve ayni zamanda cebir olsun. Bu norm her x,y € C i¢in ||xy|| < ||x|||| y|| sartini

sagliyorsa ve C’ nin birim elemanli olmasi halinde de ||e|| =1 ise C’ ye normlu cebir

denir.
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Ornek 27.

Omek 23’de C [a,b] ‘nin cebir oldugunu gordik. C [a,b]’ nin Banach Cebiri

oldugunu gésterelim. Ornek 6’dan || f ||: sup

a<x<b

f (x)‘ ’nin bir norm oldugunu biliyoruz.
Simdi |/ g <|f]-|g| oldugunu gdsterelim:
sup{|a|.|b|} <sup|al.sup|b|=|| /.| = sup(‘f(x)‘.‘g(x)‘)

< supl (4} suple (+) = e

:>(C[a,b],

. ||) bir normlu cebirdir.

1.4.4. Banach Cebiri

(c.

. |) normlu cebiri tam uzay ise, bu normlu cebire Banach Cebiri ad1 verilir. Bu

tanima gore (C ,

|) Banach cebiri ise C’ nin birim elemanli olmas1 gerekmez. Fakat C
birim elemanli ise Banach cebiri olabilmesi i¢in , sartlardan biri ||e|| =1 olmasidir.

Ornek 28.

Omnek 14’¢ gore C[a,b] bir Banach uzayidir. Orek 23’e gore ise bu uzay bir

cebirdir. Dolayisiyla (C [a,b] ,

. ||) bir Banach Cebiridir.

Ornek 29.

Omek 22’de; B(X)’nin cebir  oldugunu gordik. Ayrica AeB(X) igin
||A|| = inf{ c:c>0ve Vxe X icin HA(x)HX < c||x||X} ise ||-||:B(X) — R fonksiyonu
B(X) iizerinde bir norm ve Vxe X igin HA(x)HX <|Al||x], idi. 7=1,eB(X) birim

[P el

sup
o [l

lineer smirh  operatoérii  igin ||[ ||=sup

= =1’dir. Ve ayrica her
w0 [
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A,BeB(X) ve vxeX igin |(4B)(x)], =|(4(B(x)))| <I4llB ), <l4NBlH,

X

oldugundan ||AB|| < ||A||||B|| olur. O halde; (B(X ), ||) bir normlu cebirdir.

Ayrica B(X) uzayi bu norma gére tamdir, yani (B(X )s

||) bir Banach cebiridir.

Gosterelim ; (4, )::ICB(X ) bir cauchy dizisi olsun. O halde, m,n—>o iken

An - Am

— 0 dir. Buradan Vx e X igin H(An -4, )(x)” — 0 yani;

4,(x)- 4, (x)| - 0 dir. (5)

0

Vxe X bir sabit ve x,:=4, (x) olsun. O halde (x,)_ , X de bir dizidir. (5) den

n=1’

m,n— o iken |x, —x,|—0 dir. Bu yiizden (x,)” , X de bir cauchy dizisidir. X bir
Banach uzay1 yani tam oldugundan bu dizi X ’ in bir elemanina yakinsar. Bu eleman1 a,

ile gosterelim. Bu durumda n — oo iken x, — a_ yani n — « iken

-0 (6)

X, —a,
dir. Burada a, elemani x’e bagimlidir. 4: X — X operatoriinii Vxe X igin A(x):=a,
seklinde tanimlayalim. A€ B (X ) oldugunu yani A’ nin lineer, sl oldugunu
gosterelim. . Vx,yeX ve AeC icin A(Ax)=a, ve A(x+y) = A4,+4, oldugu
gosterilmelidir. 4, lineer oldugundan 4, (Ax)= A4, (x)=Ax, buradan (Ax,)=A(x,) dir.
Benzer sekilde 4, (x+y)=4,(x)+4,(y)=x,+y, buradan (x+y) =x,+y, dir. O halde

X X

(6) dan |(Ax),-a, |0,

(x-i—y)n -a.,|—0 oluwp, a, =24a ve a, =a +a,
oldugunu  gormek  zor  degildir. = Buradan A(Ax)=a, =2da, = AA(x),
A(x+y)=a,, =a,+a,=A(x)+A(y) dir. Yani A lineerdir. Simdi 4’ nmin smurh
oldugunu gosterelim. A4° nm smirsiz oldugunu varsayalim. O halde k& — o iken

HA( Y, )H—)oo olacak sekilde bir (y,)” <X dizisi vardir. Bu yiizden k —oo iken

Hayk H — oo dir. Buradan n sabit ve k& — oo iken H( Vi )n -a, H — oo olup bu (6) ile gelisir. Bu

ylizden A smirlidir. O halde A€ B (X ) dir. Ustelik (6)’ dan Vxe X ve n—>o iken

A4, (x)-A(x)|=]|(4, - 4)(x)| >0 dir. Buradan

xl’l _a)C
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||An —A|| = supH(An —A)(x)” — 0 oldugundan ||An —A|| —0 yani 4 — A dir. Boylece

HXHSl n—x0

B(X ) uzayindaki keyfi bir cauchy dizisi yine B(X ) uzayinda bir elemana

yakinsamaktadir. Bu yiizden (B (X ) ol - ||) tamdir yani B (X ) bir Banach uzayidir.

1.4.4.1. Alt Banach Cebiri

C bir cebir ve 4, C nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Sayet, C deki islemlere

gore 4 nin kendisi bir Banach Cebiri ise 4’ ya C’ nin Alt Banach Cebiri denir.

Ornek 30.

X = ((C , R) ve A= (R , R) olmak tlizere 4 — X bir alt reel Banach cebiridir.

1.4.5. Banach * - Cebirleri

1.4.5.1. Involusyon

X bir cebir olsun. *: X — X doniigiimii i¢in x,y € X , 1€ C veya R olmak iizere
1) (x') =x (involitiflik)

2) (x+ y)* =x"+y" (tam toplamsallik )

3) ( Xe y)* =y’ex" ( ters homomorfiklik )

4) (/1 x)* =1x ( es-lineerlik )

kosullar1 saglaniyorsa, * - doniisiimiine (X ,-) cebiri lizerinde bir involusyon denir.

Ornek 31.

X =C icin zeC elemanmin eslenigini z’ =z olarak tanimlarsak yukaridaki 4

kosulun saglandig agiktir.
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Ornek 32.

X=M, ((C) = {A :(% ),2, ra; € (C} 2x2 tipli matrisler uzayinda A4e€X i¢in

A" = A" alalim, burada A , A matrisinin transpozunun eslenigi anlamindadir.

(A) :( ):A, (A+B)*:(A+B)t:z+E=A*+B*, (/IA)*z/_lA* oldugu agiktir.

( ) =B - 4" oldugunu gosterelim.
A= (a“ N j, B= (b“ b jolsun Bu taktirde, 4" = a“ a1 , B = @ @ ’
@y 4y by by al2 a,, b, b,

(A-B)* :(allbll-i_alzbﬂ a4y b11+a22b21J ve B*_A*:{bllall-’_bﬂ a, by ay+by, azzJ

a, b,+a,b, a,b,+a,b, b,a,+bya, b,a,+b,a,
= (4B) =B'A = * :M,(C)>M,(C), 4 = A" déniisiimii involusyondur.

Bu érnek M, (C) uzaymada 4" = A" olarak genisletilebilir.

1.4.5.2. Banach *-Cebiri

C cebirinde * - involusyon tanimli ise, X * e * - Cebiri denir. Eger X Banach cebiri

olup, bu uzayda bir * - involusyon tanimli ise, bu uzaya Banach * - Cebiri denir.

Ornek 33.

M, (C):= { A= (al.] )71_1 ta,eC } (neN) nxn tipli matrisler uzaym goz oniine
alalm. Acikca her AeM, ((C) matrisi C" uzayinda bir lineer, smirli operatordiir:
A:C" > C". Tersine, B ((C”)' nin keyfi elemaninin matrissel gosteriminin var oldugu
kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla Mn((C)zB((C”)’dir. Ornek 29> a gore B((C") bir

Banach cebiridir. O halde M, (C)= B(C”) cebiri A=A (4eM,(C)) ye gbre

bir Banach * - cebiridir.
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Ornek 34.

Ornek 28’e gore (C[a,b],

||) bir Banach cebiridir. Bu cebirde f~ (x):=f(x)
olarak tanimlanan * :C [a,b] ->C [a,b] doniistimii bir involusyon olup, bu involusyona

gore C [a,b] bir Banach *-cebiridir.

1.5. Reel C* ve W' -Cebirleri

M bir Banach *-cebiri olsun. Eger Vx e M icin Hxx” = ||x||2 kosulu saglaniyorsa,

M uzayma bir kompleks C”-Cebiri denir.

1.5.1. Reel C" - Cebirleri

Ornek 35.

H bir kompleks Hilbert uzay1 olmak iizere, Va € B(H) igin;

||a||2 _ ﬁ;ﬁ£<a§|a§> = S;l£<§|a*a§> < S;l£<§](a*a)77> = H a*aH = ||a||2 <
Inl<t

H aa H ve B(H) bir Banach *-cebiri oldugundan;
H aa H < H a*H-”a” = || a |||| a || = || a ||2 = H aa H < || a ||2 elde edilir. Boylece;

a'a|=|al| olup B(H) bir kompleks C" - cebiridir.
[aaf =l

Sonuc 4.

M,(C)= B(C") bir kompleks C” - cebiridir.
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Ornek 36.

C [a,b] uzaymi ele alalm. Ornek 34’e gdre bu uzay bir Banach * - cebiridir.

Vf e C[a,b] icin

L (@) ()]

f*(x)-f(x)‘zmax

as<x<b

(f*f)(x)‘:max

a<x<b

|77 7] = max

a<x<b

ek

m“f(x) = max

as<x<b

F=lrF

=max

asvsh
oldugundan C[a,b] bir C* - cebiridir.

Bu 6rnek asagidaki gibi genisletilebilir:

X bir yerel kompakt uzay olmak iizere C,(X):={/:X > R| f siirekli ve f()=0}

uzayin ele alalim. Burada f (o) =0 esitligi su anlamdadir:

f(®)=0:VfeC,(X),Ve>0i¢in IK < X, K kompakt: | f(x)[<&, Vxe X \K.
C,(X)* de cebirsel islemleri soyle tanimlayalim:

(af)(x)=af (x).(f +£)(x):= S (x)+ & (x). (&) (x) = f (x) g (x)./" (x):= 1 ().

Normu ise, ||/ := sup‘ f (x)‘ olarak tanimlayalim. O halde C,(X) uzay1 bir C" - cebiridir.
xeX

1.5.2. Dual Operator

Iki Banach uzay arasindaki bir operatoriin duali Banach uzaylarmnin duali yardimiyla
tanimlanir. Burada Hilbert uzaylari i¢in bir bagka tanim1 verecegiz.

Hilbert uzaylari i¢in su teoremden yararlanalim.

Teorem 15.[22]

H ve H' iki reel (veya kompleks) Hilbert uzay1 olmak iizere A4: H — H bir lineer
siirekli operator olsun. Bu taktirde keyfi ue H ve &€ H igin <B,u,§>1 = < J7a A§>2 olacak

sekilde; B: H — H lineer siirekli operatdrii vardir.



41

Tanim 4: (H ,<>) bir Hilbert uzay1 ve 4: H — H bir operatér olsun. Teorem

15°deki B: H — H operatdriine 4 operatoriiniin duali denir ve B:= 4" ile gosterilir. Su
halde; Vx,yeH igin (Ax,y)= <x, A*y> dir.

Dual operatoriine bir 6rnek verelim.

Ornek 37.
H=C? olsun. M,(C)= B(Cz) oldugundan 4= (aij )1-2,-=1 eM,(C) matrisi

A:C*—>C? olarak bir lineer, siirekli operatérdiir. VxeC’=x=(x,x,),x, €C,

Ax=y=(»,»,),y €C olsun. Bu durumda;

A:(an alzj:y:Ax:{an a12j(X1J:(anx1 +a12x2) dir.
a) 4y Ay Ay )\ X ay X, +ayx,
C" de <x, y> =X, ), +X,y, +...+x, vy oldugu goz 6niine alinirsa;
<Ax,y> = (a“x1 + alzxz)y1 + (a21x1 +a,,x, )y2 dir.
. (b, b . b. b b.v,+b )
A =£ ! ]2] olsun. Bu taktirde A4y =( e ](yl j =( 1T o) j dir.
b, b, b, by )\ y, by +b,y,

Buradan;
<x, A*y> =X, (Z;l + Ey_z) +x, (ZZ)Z + Ey_z) bulunur. Buna gbre;

* vx.y I o e S * a_ll a_Zl * —t
<Ax,y> =<x,A y> =a, =b,,a,=b,,a,, =b,,a,=b,=>A4 =| __ _—|=>A4=A4
a, ay

> dir.
Sonug olarak; M, (C) = B((Cz) cebirinde bir 4 operatoriiniin duali A ye esittir,
yani A operatdriiniin duali, transpozunun eslenigidir.

Benzer sekilde B(R”) veya B((C”) uzaylarinda bir A operatoriiniin dualinin

A" =4 oldugu gosterilebilir.
Bir H Hilbert uzayinda 4", A’ nin duali olmak iizere *: H — H doniisiimii bir

V. u

involusyondur. Gergekten; burada <T ¢, ,u> = <P§, ,u> < T = P oldugunu kullanacagiz.
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i) <(A*)*ff,,u>:<§,A*,u>:<A§,,u>©(A*)*:A
ii) <(/1A)* 3 ﬂ> (& AAuy =2 (&, Au)y =2 A&, p) = (Ad'E,p) & (24) =74°

iii)<A+B > A+ B) )= (& Au+ By

(¢

(&, 4p)+(&.Bu)
(46m)+(B'é.m)
=

A+B >

& (4+B) =4 +B

iv) <(AB)* 3 ,u> (&, ABu) = <§, 4 (By)> - <£*£,By> =(BAE )

—
' S

y7
< (4B) =B A’
Yani; 4’ nin A" duali; *-involusyon kosullarini sagliyor.

Simdi dual operatérii kullanarak C” - cebirine iki 6rnek daha verelim.

Ornek 38.

M, (C)= B((C”) cebirini ele alalim. Ornek 33’ ¢ gore bu cebir A" == A4 ye gre bir
Banach * - cebiridir. Ornek 37’ye gore bu, * : C" — C" déniisiimii, operatdriin dualine

esittir. Dolayisiyla B((C") dual involusyona gore de bir Banach * - cebiridir. Bu cebir i¢in

genel durumda,

Burada norm sdyle tanimlanmaistir:

VdeM,(C)= B((C”) igin, 4:C"—C" oldugundan, xeC" ve |x| = /i|xl.|2
i=1

A(x)

Dolayisiyla M, (C)= B(C”) bir C" - cebiridir.

bir normdur.

n

olmak {izere ||A|| =sup
Ixl<t
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Ornek 39.

Ornek 29°da ki B(X') Banach cebirini X = H igin ele alalim. Yani bir H Hilbert
uzay1 olmak iizere B(H ) = {A[ A:H — H,lineer smlrh} olsun. Bu uzayda involusyon 4’

nin duali olarak tanimlanirsa, B(H ) bir C” - cebiridir. Gosterelim:

HA*AH = ||A||2 oldugunu gosterelim;

||A||2 _ Su_l?”Ax”z _ WE<Ax, Ax> = WB <x, A*Ax> )
cauchy 5
<x, A*A)c>2 %2 <x,x>.<A*Ax, A*Ax> = ||x||2 ,HA*Auz [(x,y> < <x’x>'<y’y>J
() <[l I

(7)” ye gore;
A =sup {4 45) < s ]) = sup " 4] =[] vani,

=1 =1 =1

A" <|4 4| dir.
B(H) Banach * - cebiri oldugundan | AB| < |4|.|B|| dir.

= A < A| AN A =LA A =D = 4] =4 otor

Tanim 5: R bir reel Banach * - cebiri ve M =R +iR, uzayr R ’nin Teorem 10’
daki bir komplekslestirilmesi olsun. Eger, M bir kompleks C - Cebiri ise, R’ ye bir reel
C" - Cebiri denir.

Reel C° cebirinin daha farkli bir sekilde tanimlanabilmesi i¢in asgidaki bazi

kavramlar1 verelim.

Tanim 6: R bir reel C* - cebiri ve M =R +iR olsun. Vx e M igin,
o, (x)= {/1 eC :,Zf(x—/iJl)_l}
kiimesine x’ in spektrumu denir.
Vxe®R i¢in o(x)=0, (x) olsun .Eger VxeR, x=x" i¢in o(x)cR ise, R’ ye
Hermit denir.

R=R,+R,, ﬁisz{xe‘fi:x*zx}, ERK:{xeR:x*:—x} icin
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R, Hermittir < o (R ) <R “dir.

Teorem 16 [21].

R bir reel Banach * - cebiri olsun. Bu taktirde, R bir reel C* - cebiridir < R

2 .
*dir.

Hermittir ve Vx € R icin Hx*xH = ||x

Uyan 3: Teorem 16’da ki, R’ nin Hermit olmasi1 ¢ok onemlidir.

Ornek 40.

Vn  igin Mn(R):B(]R”) uzayt bir reel C - cebiridir. Ciinki;
M, (R)+iM,(R)=M,(C)  olup, MH(C)=B((C”) uzay1 B(]R”) nin  bir

komplekslestirilmesidir ve B(R") bir reel C” - cebiridir.

Sonug olarak bir kompleks C* - cebiri bir reel C* - cebiridir. Bunun tersi dogru
degildir, 5rnegin R uzay1 bir reel C* - cebiri olup, R bir kompleks C - cebiri degildir.
Ciinkii; iR & R’dir.

1.5.3. Reel Banach Uzayinin Komplekslestirmesi

X bir reel Banach uzay1 ve X, =X +iX olsun. Eger X_ de bu uzayi bir kompleks

_=|é—iu|, sartlanm saglayan bir |.||

Banach uzayi yapan ve | . :|| , [E+iu

c

||() uzayma X’ in bir komplekslestirilmesi denir, burada ||.||CX,

normu varsa, (X .

normun X ’e kisitlanisidir.

X, uzayinda p >1 olmak lizere

p p\VP .
(gin, = (g +ul”) " ve |é+in], = max {|e

A}

9
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dontistimlerini ele alalim. X uzay1 ||p ve | . lere gore bir reel Banach uzay1 olup,

genelde kompleks normlu uzay degildir. Ciinkii bu doniisiimler kompleks lineer degildir.

Dolayisiyla X, uzayi bu normlara gére X ’° in bir komplekslestirilmesi degildir.

X’ in komplekslestirilmesini agagidaki 6rnekte ele alalim.

Ornek 41.

X, =X +iX uzaymda, 1< p <+o0 igin;

, Ve, ueX

| -+iul, =c,” Suple” (& +iu),
normunu ele alalim. Burada ¢, = Sup(|Cost9|p +|Sint9|p)l/p dir. Buna gore X_,, X ’in bir
OeR

komplekslestirmesidir. Bunu gostermek i¢in asagidaki maddeleri gosterelim:

b (X,

. ||p ) bir kompleks Banach uzayidir.

2 -,

= dir. Yani &+i6] = ¢

3) ¢ +inl, =[¢ ~iu],
D) || igin ||§+in| =0 &=u=0 oldugu agiktr.
ii) VaeC mm,W4§+UML:kME+umPcmmgmugmmmmn a=A+in
olsun. O halde;
(2 +im) (& +in)], =, Suple” (a+in) (& +in),

=c,” Sup‘(Cos@ +iSin0)(A+in) (< + iu)‘

OeR P

= cp*1 Sup ‘((ECOSG — nSin@) + (iSinH + 77COSt9)) (§ + iy)‘

feR p

_ A n . A : n .
=JA*+n’c," Sup| | —==—=Cos ———L—Sinb |+ Sinf + CosO | |(E+iu) (8)
PR //12_'_772 //12_*_772 \/12_’_772 \//12_‘_772 ( )p
Trigonometriden bildigimiz gibi ~1<a,h<1 ve a’*+b° =1 igindpeR: = Cosp

/12+772

n

JAZ+7?

ve = Sing’ dir. (8)’ e gore;



46

(2 +i77)(§+iy)”p =JA +n’c,” Sup‘(Cos((p+(9)+iSin((p+ 6’))(§+iy)‘

0<R p

=|A+inlc ™" Sup|(Cos@ +iSind |(&+iu
P
OeR

P

=[A+in|c,™ Sup &’ (&+ i,u)‘
feR P

=|A+in||lg +id),
iii) (& +ig )+ (& +im)|, <[& +iml, & +iss, oldugunu gdsterelim. Bunun
icin \e”(;+iyl)+e"9(§2+iy2)\ps\e”(;+iyl)\p+\e"9(§2+w2)\p oldugunu gdstermek
yeterlidir.

€7 (& +im)+e” (& +im) | =[(Cost+iSin0)(& +ipy)+(CosO+iSind) (&, +im,),

=|(&Cos0 — 14,Sin0) +i(&,Sin6 + p1,CosO) +(&,CosO — 11,Sin6) +i(&,Sind + 11,Cos0)

& M3 &4 Hy

p

:‘(53 +i,u3)+(ég4 +iﬂ4)‘p S|Sé:3 +i,L13|p +|§4+i,u4|p

= ‘(flCOSH — 14,Sin6) +i(& Sinf + ,ulCOSH)L + ‘(§2C050 — 11,8in0) +i(&,Sin6 + uzCosé’)‘p
= ‘e’ﬁ (&+in, )‘p +‘ei9 (& +ip, )‘p “dir. Yani ||- ||p bir normdur.

X, uzaymn ||||p normuna goére tam oldugu direkt gosterilebilir. Dolayisiyla

(x.

. ||p) uzay1 bir kompleks Banach uzayidir.

2) ||||p‘X =|||| oldugunu gosterelim. x =6 igin;

leiad, =lel, =c, Suple],
— ¢ " Sup|£Cos6 +i£Sind =1+l
=<, Suplecostvigsind] (|g+ixd, =l +]ul’)

/p

=c,” Sup(”fcosﬁnp +|| Sin6|” )l/p =c,” Sup(||§||p (|C0s|p +|Sin6|" ))
f<R OeR

— . l/p
=|le,” Sup(|Cosl” +|sinel” ) " =[] = el =],
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3) ||§+i,u||p = ||.§—i,u||p oldugunu gosterelim.
||§ + iu” = cp_l Sup‘(Cos@ + iSinH)(f + iu)‘
? O<R P
= cp’1 Sup (||§C0s9 - ,uSin6’||P + ||§Sin9 + ,uCosH”p )l/p
feR

P

le/p

&Sin ——0 +,uC0S(——6’]

0 Junlo

Sup[
<R
=c Su (Hchosé’ + uSind H +H§Sm6’ 1Cos6 H )
= cp‘1 gilg‘(QZCOSH + uSin6 ) + i(rfSiné?' — 1Cos@ )L

o (&—iu) =le~in,

Sonug olarak X_, X ’ in bir komplekslestirmesidir.

Teorem 16 [21].

X bir reel Banach uzay1 ise, X ’ in bir komplekslestirilmesi izometrik altinda tektir.

Simdi (ER,” . ||) bir reel Banach *

normuna gore ‘R ’nin Banach uzayi anlaminda bir komplekslestirilmesidir. Fakat, M

Banach *-cebiri anlaminda bir komplekslestirilmesi degildir. Ciinkii, Vx,ye M igin
genelde ||xy||p ,é/ ||x||p ||y||p dir. Bundan dolayr asagidaki normu tanimlayalim.

Vx=a+ibe M olmak lizere,

[, = sup
le+id] <1
c, deR

a+ ib)(c + id)”p

olsun.
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Teorem 17 [21].

o,

-||p') bir kompleks Banach *-cebiri olup; M, R’ nin bir

komplekslestirilmesidir.

1.5.4. Kompleks /" -Cebirleri

H bir Hilbert uzayr ve B(H):={T:H — H,T lineer,siirli} olsun. M < B(H )bir
*_altcebiri, yani M bir alt cebir olup Vx € M i¢in x € M olsun.

M’ :z{xeB(H):xyzyx,VyeM}
alt kiimesine M ’nin komutant1 (komutatorii) denir. A", M’ niin komutant1 (komutatorii)

olsun. Agikca; M c M =M" =...ve M' =M" =M" =..."dir.

Tamm 7: Eger M =M" ise, M *ye W™ - cebir veya bir Von Neumann Cebiri denir.

Von Neumann Cebirleri, kisaca; VNC ile gosterilir.

Ornek 42.

/I

H bir Hilbert uzay1, B(H) bir W - cebiridir, yani bir YNC’ dir. B(H)=B(H)
oldugunu gosterelim. Gergekten ;

VA B(H)" alahm. O halde AP=PA, VP B(H) dir. Yani,

I

Ve B(H) ={AeB(H):4P=PA,YPeB(H) | B(H) dir. MM’ oldugundan

B(H)c B(H)' dir. O halde B(H)=B(H)" dir. Sonug olarak, B(H ) bir ¥NC dir.

Tamm 8: M < B(H) bir VYNC olsun. Z(M):=M nM'’ ye M ’nin merkezi denir.
Eger Z(M) trivial ise, yani Z (M )=1-C (veya 1-R)ise, M ’ye bir kompleks (veya reel)

faktor veya B(H ) nin alt faktorii denir.
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Ornek 43.

Omek 42°de ki, B (H ) 'nin bir faktdor oldugunu  gosterelim.  Yani;
B(H) mB(H)/ =1-C (Jl-(f) = §) oldugunu gosterelim:
B(H) ={AeB(H):AP=PA,YPeB(H)},Vé e H igin;

A-sabit NP

(AP)(&)=(PA) (&)= A(P(£))=P(A4(¢)) < A=4-1(A€C) dir.  Gergekten;

AA(P(£)=2P(&), P(4:(1(€)) = 4-P(1:(£)))=2-P(£) dir.
=|4eB(H) ©31eC:d=21, 1(§)=¢]

= B(H) =1-C:={A-1: AeC}c B(H)

= Z(B(H))=B(H)nB(H) =B(H) =A-C dir.

Sonug olarak B(H ) bir faktordiir.

Ornek 44.

M, (C), nxn tipli matrisler cebiri olsun. M,(C)=B ((C”) oldugundan ve C"bir

Hilbert uzay1 oldugundan érnek 43’e gore M, (C) bir faktordiir.

Bu 6rnek asagidaki gibi genisletilebilir.

Teorem 17 (Von Neumann).

N, M, (C)’ nin birim matrisi igceren bir involutif * - alt cebiri olsun. O halde,

N" =N yani N bir VNC’ dir.

Ispat.
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H=@C'=C"®C"®..®d&C" olsun ve (H,ﬂ') M, ((C)’ nin kanonik kosegen

i=1

a 0 ... 0

. ) 0 a ... 0
gosterimi, yani keyfi a :(aﬁ)eMn((C):ﬂ(a):: olsun. 7(a)c B(H)

0 0 ... a

oldugu yani ﬁ(a) : H > H lineer, sinirlt oldugu agiktir.
4

V.
V=|!|eH olmak izere, C"’de (V,,V;....V,) ortogonal tabanm ele alalim.

V

p:H — z(N)V bir ortogonal izdiisiim olsun. O halde H =(z(N)V)@(z(N)V)" dir.

1) 0 halde pex(N) diir. Gergekten: VéeH olsun.
#(N) ={xeB(H):xx(a)=r(a)x,YaeN}. YaeN isin pz(a)=r(a)p oldugunu
gosterelim. Eger £ex(N)V ise, p&=¢ dir. Bu yiizden z(a)éen(N)V oldugundan
z(a)pé=n(a)é ve pr(a)é=n(a)é. Buradan keyfi Eex(N)V  icin
7 (a) pé = pr(a)é dir,

Simdi &e(7(N)V) olsun. O halde pé& =@ dir. Keyfi z(b)V e z(N)V igin

<7z(a)§,7z(b)V>—<§,7z(a)*7r(b)V>—<§,7r(c)V>—0:>7r(a)§—0 dir. Burada
(e)

*

z(a) z(b)=r(c) dir. Cinkii;

a 0 0y (b 0 0 (a" 0 0Y(b 0 0
. 0 0 0 b 0 0 b 0
ﬂ(a) 7Z'(b)= a _ 0 a 0
0 O a 0 O b 0O O a 0 O b
ab 0
_ 0 ab =7Z'(C)
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Burada; N  involutif *-alt cebir oldugundan c:=abeN’dir. Buradan
pr(a)é=p(0)=6 ve x(a)pté=r(a)0=6, yani keyfi Ee(z(N)V) icin
pr(a)é=z(a)pé dir. Bu yizden keyfi £eH i¢in x(a)pé=pr(a)é olup
#(a) p= pr(a) dir. Sonug olarak p ez (N) dir.
B(H)=M,(C) oldugundan B(H )’ nin keyfi elemanlari, M, (C)’ nin elemanlar

ile nxn tipli matris olarak yazilabilir. Yani B(H), M,(M,(C)) ile dzdestir. Buradan

B(H);Mn( )
2) O halde, 7r =M (N ) dir. Burada
7Z'(N) {xeB(H x7z( ) ( )x VaeN} /={beB(C”):ab=ba,VaeN}

):
dir. Vx e B(H) olsun. B(H)=M,(M,(C)) oldugundan x=(xij) ve x, € M, (C) olacak

sekilde bir x; e M, (M \ (C)) matrisi vardir. O halde, Va e N igin:

a 0 ... 0)(x, x, .. Xx, ax, ax, ... ax,
0 a ... O0]]xy X, ... X ax, —ax,, ... ax,,
z(a)x= : -
0 O a)\x, x, X, ax, ax, ... X,
X,a X,a ... Xx,a X, X, ... x,\({a 0 .. O
X3a Xp@ ... X,0 Xy Xy oeeo X, || O a ... O
- = : =x7(a)
xn 1 a xn 2 a xnn a xn 1 xn 2 xnn 0 0 a

o Vi, jixa=ax; < x; €N
Bu  yiizden ﬂ(a)x:xﬂ(a)ax:(xy):xﬁ eN'<xeM,(N') dir. Buradan
xex(N) ©xeM,(N')olup z(N) =M,(N').

Benzer sekilde 7(N')cM, (N’ )/ elde edilir. Boylece keyfi be N’ igin
w(b)er(N') M, (N') 22(N) = z(b)ez(N) bulunur. per(N) oldugundan
pr(b)=z(b)p=>n(b)p=px(b)p dir. O halde keyfi z(a)V=z(N)V icin

(ﬁ(b)p)(ﬂ'(a)V) = (pﬂ'(b)p)(ﬂ'(a)V) = pﬂ(b)p(ﬂ(a)V) = pﬂ(b)ﬂ'(a)V dir. Diger
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taraftan, (ﬂ(b)p) w(a)V)=r(b) pr(a)V =z (b)x(a)V dir. Buradan
pr(b)z(a)V =z(b)z(a)V elde edilir. a=I igin
0 0 .. 0) (bV
()2 () =2 ()2 (1) =| ° 0 {0 O11% ] pen,
0 0 .. b)o o .. 1) sy
by, bV (b 0 0\( 7,
S 0 L A P N e T L P
oy, o) Lo o by

Dolayisiyla b, her V,,V,,....,V, vektoriinde N’ nin bir operatorii olarak ¢alistyor. Yani,
be N olup; N < N dir.

Sonug olarak, N =N olup N bir VNC’ dir. ®

Not 3: Yukarida ki Von Neumann Teoreminde; benzer sekilde N yerine M, (R)

reel matrisler cebirinin birim matrisi iceren involutif *-alt cebiri olan R ’yi, alirsak,

R" =R yani, R bir reel VNC olur.

1.5.5. Cebirlerin * - Gosterimi

Bu paragrafta bir C* (veya W) — cebirinin bir B(H ) uzayindaki gosterimi ele

alinacaktir.

1.5.5.1. C" - Cebirlerinin * - Gosterimi
1.5.5.1.1. *- Morfizmi

X ve Y iki reel (veya kompleks) * - cebiri olsun. Eger 7: X —> Y i¢in;
1) 7z(ax+,6’y) = om(x)+ﬂ7z(y)

2) ﬂ(xy):ﬁ(x)ﬁ(y)
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s

3) ﬁ(x*) =7r(x)

kosullar1 saglaniyorsa, 7 ye bir *-morfizmi denir.

Teorem 18 [35].

7:X — Y bir * - morfizm olmak tizere;
1. 7 pozitiftir (Yani; x>0 = 7(x)>0"dir).

2. 7 sireklidir ve Hﬂ'(x)”y <|x|

s 1
P dir.

1.5.5.1.2. *-izomorfizm

:X =Y bir *-morfizm olsun. Eger 7z, bire bir ve orten ise 7z ’ye *-izomorfizm

denir. Bu durumda 7 *—izomorfizm : ker(7)={x e X : 7(x) = Gy} ={0,} dir.

M bir C - cebiri olsun. Eger 3H Hilbert (kompleks) uzay1 ve 37 * - morfizm icin

m:M — B(H) ise, {x,H} ikilisine M ’ nin bir * - gésterimi denir.

Eger 7:M — (M )olarak bir *-izomorfizm ise, yani ker(z)={6,} ise, {7, H}

X

gosterimine M ’ nin asikar gosterim denir.

Ornek 45.

Ornek 36° da ki; C, (X ), C" -cebirini ele alalim, burada X bir yerel kompakt
uzaydir. m, X’ de bir 8l¢ii olmak iizere H:=L,(X,m) olsun. Her f, eC,(X) i¢in
70 :H —> H donilistimiinii soyle tanimlayalim:

L= 1tV el
O halde, £, e B(H) dir. Agikga,

7:C,(X) > B(H):x(£,) =T,
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doniisiimii bir * - morfizm olup, 7Z'(C0 (X)) < B(H) dir. Dolayisiyla {z,H}, C,(X)’ in

bir *-gosterimidir.

Sekil 1. M ’ nin bir * - gosterimi

1.5.6. B(H )’de Yerel Konveks (Operator) Topolojiler

H bir reel (veya kompleks) Hilbert uzayr olsun. B(H)’ de asagidaki

yakinsakliklarla iiretilen yerel konveks topolojileri ele alalim.

1. w, zayif (operator) topolojisi:

x, >0 <xa§,77>—>0, véneH

2. w,, o - zayif (operator) topolojisi (o-B(H),B(H)*) :

x, >0:2 ) (x,E.m,) >0, VZ( &l +||’7n||2)<°°

3. s, giiclii (operator) topolojisi:

x, >0 |x, >0, véeH

4. s, giiclii (operator) * - topolojisi:

*
X,

x, > 0= ||x, |+

—->0,VéeH

5. s_, o - giiclii (operator) topolojisi:

2
< oo

S

x, 0= |x & -0, vy
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6. sz , o - giiclii (operator) * - topolojisi:

5, >0 X(|nef sl) >0, vEle ) <o

7. u, diizgiin (operator) topolojisi:

x, > 0:=|x,||—>0

Teorem 19 [20, 21].

B (H ) ” nin yerel konveks topolojileri arasinda asagidaki iligkiler vardir:

w<w, <s_<s <u

* *

s§<s <5,
N

N

o

H bir kompleks Hilbert uzay1 olmak iizere eger 4 — B (H ) alt cebiri, bir C* - cebiri
ise bu uzay bir Banach * - cebiridir. Dolayisiyla A4, d(x, y):= ||x— y|| metrigine gore

tamdir. Buradan 4 norm topolojisine gore kapalidir, yani asagidaki 6nerme dogrudur:
Teorem 20 [20].
Bir C" - cebiri diizgiin topolojiye gore kapalidir.
Teorem 21 [20].

Eger 4 bir C" - cebiri ise, dyle bir H Hilbert uzay: vardir ki; 4, B(H )’ nin bir u

- kapal1 *-altcebirine *-izomorftur.
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Teorem 22.

M CB(H ) olsun. Bu taktirde M bir W - cebiridir (yani VPNC) = M, w -

kapalidir.

Ispat:

x,cM ve xeB(H) igin x,—>x olsun. O halde, VEneH igin
(x,&.m)—>(x&n). Vx' eM' alalm. (x,)cM=M" oldugundan x,x' =x'x, dir.
Burada (x,x'&,n)=(x'x,&n) dir. (xx&n)—>(x'én) ve (x'xén)—(x'xén)
oldugundan (xx'¢,n7)=(x'x£,n) dir. Dolayisiyla xx' =x'x dir. Buradan xe M" =M dir.

Sonug olarak, M , w - kapalhdir. B

Teorem 23

M c B(H ) olsun. O halde, M w -kapalidir = M wu - kapahdir.

Ispat:
x,cM ve xeB(H) i¢in x, »>x olsun. w<u oldugundan x, »>x dir. M w -

kapali oldugundan x e M dir. B

Sonuc 5.

M bir VYNC = M bir C" - cebiridir.

Ispat:
M bir VNC ise, teorem 16’ ya gore M w - kapalidir. Teorem 17’ ye gére M u -

kapalidir, yani bu cebir norma gore kapalidir. Dolayisiyla M bir Banach *-cebiridir. Her

x| = ||x||2 dir. Ote yandan,

<x*

*
X X

xeM igin |x| = Hx” oldugundan
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feia] = sup [(x"gom)| = sup [(xon) = sup (a.x) =

Buradan Hx*xH :||x||2 dir. Sonug olarak, M bir C" - cebiridir. B

Sonug 6.

M < B(H) bir * - alt cebir olsun .O halde, M VNC’ dire>M =M ve 1,e M
dir.
Sonug olarak;

1. Bir C” - cebiri bir B(H )’ nin diizgiin (operatdr) kapal * - altcebiridir.

2. Bir W' - cebiri (VNC) bir B(H )’ nin zayif (operatdr) kapali * - altcebiridir.

1.5.7. Reel C* ve W™ -Cebirleri

1.4.2. kistmda reel C” - cebir tanim1 verilmistir. Burada bu cebiri ayrintili olarak ele

alalim.

1.5.7.1. Reel C*-Cebirlerinin *-Gosterimi

Kompleks C"-cebirlerinin *-gosterimi gibi reel C -cebirlerinin de *-gdsterimi

vardir.

Teorem 24.

R bir reel Banach *-cebiri olsun. O halde; R bir reel C -cebiridir <> IH reel
Hilbert uzay1 dyle ki; R, B(H )’ de diizgiin kapaldur.

Ispat.
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(€)RcB(H) ve | =R olsun. M =R+iR icin M cB(H)+iB(H)=B(H,),
H,:=H+iH dir. M' =M oldugunu gosterelim. V(x,)c M ve xn;xeB(Hc) olsun.
(x,)cM =R+iR ise I(a,).(b,)cR:x,=a,+ib, , xeB(H,)=B(H)+iB(H) ise
Ja,b e B(H):x=a+ib dir. Buradan:

a,+ib, —u>a+ib:>H(an +ibn)—(a+ib)H—>O:>Sup ((an +ibn)—(a+ib))§u—>0

gl
FeH,
= Sup(a, ~a)&+i(b, ~b)&[ —0
i
=VEeH:|E| <1 igin ||(a, -a) [ —0.||(b,-b)&[ >0

4, —a| 0 ve b, ~8] -0

(a, —a)f” —0 ve Sup”(bn —b)f” —-0=
&<t
SeH

= Sup
l¢]=1
¢eH

u

=N’ de a,—>a ve bn—u>b’dir. R =R oldugundan a,beR olup

n

a+ibeR+iR=M ’dir. xe M ise xn—u>x:>xeM olup M' =M dir. Teorem 24’ e gore

M bir kompleks C* - cebiridir.
(:>:) R bir reel C" - cebiri olsun. O halde M =R +iR uzay1 bir kompleks C™ - cebiridir.

Teorem 24’e gore 3K kompleks Hilbert uzay1 icin M < B(H ) ve M diizgiin kapalidir.
K’ nin i¢ carpimini <,> ile gosterelim. K, = (K,R),yani K. =K bir reel vektor
uzayidir. K ~° de bir reel i¢ carpmmi sdyle tamimlayallm: V&,neK,  igin

(é,n):z Re(<§,77>) olsun. O halde (Kr,<.,.>) bir reel Hilbert uzayidir. Bu uzayin tam
oldugunu gosterelim. V(&,)” <K, bir cauchy dizisi olsun. O halde, Ve&>0 igin

IN eN: Vn,m> N igin <e dir. 0 halde

Sn = Sm

(&,-&,.6,-&,)<e=Re((&,-¢,.6,-¢,))<¢ dir. (x,x)=0 oldugundan

Re((£, 8,04, -8,))=(5-4,.6,-4,)=

da bir cauchy dizisidirr K tam oldugundan 3&eK:{ — ¢  dir, yani

& —¢&l=>0=(g, 6.6, -6) > 0=>Re((5, - 6.6, -¢))=(&,-¢.¢,-¢)  oldugundan

& =<, || <+ dir. Buradan (&, )jzl dizisi K~
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& =<, 0o E SEm(E)  dizisi

Re((£,-£.6,-8)) 2> 0=(8,-6.4,-¢)» 0=
K, uzayminda yakinsaktir. Yani (Kr,<.,.>) tamdir. Sonug olarak K, bir reel Hilbert
uzayidir. O halde; K =K, +iK, olup K, K, ’nin bir komplekslestirilmesidir. Buna gore

B(K)=B(K,)+iB(K,) dir. M =R+iR < B(K) ve R reel Banach *-cebiri oldugundan
RcB(K,)'dir. M =M =>R+iR =R+iR=>R +iR =R+R=>R =R dir. O

halde; R, B(K,) uzaynda diiziin kapalidir. ®

Ornek 46.

M bir C - cebiri olsun. O halde 3H Hilbert uzayi icin M c B(H) ve M =M
"dir. ®R:=M, bir reel Banach *-cebiri olup K :=H, i¢in Rc B(H,) ve R =R dir.

Buradan R birreel C* - cebiridir.

Ornek 47.

H kuaternion sayilar uzay1 bir reel C"-cebiridir. Gosterelim;
a,b,c,deR olmak iizere VgeH, g=a+ib+cj+dk, ¢:H—>B(R')=M,(R)

dontistimiinii soyle tanimlayalim:

a -b —c —-d a b —c —-d
(@)= ¢ ™ weB(RY) buadai=]| " ¢ T |abeder
= eRc ,burada® = ra,b,c,d €
PO=\ e a o -b ¢ d a -b
d —c b a d —c b a
dir. ¢ ’nin bir izometri oldugunu gosterelim;
a -b —c —d
b a -d c ...
VP = p L€ R alalim. O halde V¢ =(&,¢,,&,,&,) e R igin;
C a —

d —¢c b a
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2 2
a -b —c —d a —-b - —d\(¢
1 ag —bg, —cg; —dg, =1, i
5 b a -d c b a -d c |¢ . .
||P|| = = Sup =Sup|: - :
¢ a -b = |l € d a -b|& B\ ge — s, 4 bE +at, =
d —c b a lNd - b a &, = 1 ? ’ Lo
2
S
52 2 2 2 2 : 2 2
- I2 (e et vei+el) =§u¢((a;—b§2—c§3—d§4) bt (dE — g b5+ ag,)' )
3 <
seR*
S

- Sup(a2 +b°+ ¢ +d2)(§12 + &+ &7 +§42) =a’ +b*++d” =|lq|
Jst
FeR?

Yani ||p|| :||q|| :>Hgo(p)” :||q|| dir. Buradan, ¢ izometridir.

1 0 0 O

01 0 O ) s
1= e R ve R involutiftir, ¢linkii:

0 010

0 0 0 1
a b — —dY) a b — —d a b ¢ d
b a -d c b a -d c -b a d -c

= _ _ _ _ = GR

c d a -b c d a -=b —c —-d a b

-c b a d ¢ b a -d ¢ -b a

dir.  Sonu¢ olarak, RcB (R4 ) ,1eR ve R involutifitir. O  halde
R+iRc B(C')=B(R*)+iB(R*),1eR+iR ve R+iN involutiftir. Teorem 18’¢ (Von

Neumann teoremi) R+i%R bir kompleks C* - cebiridir. O halde; R reel C* - cebiridir.

¢:H —> R *-izometri oldugundan, H uzay1 da bir reel C" -cebiridir.
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1.5.7.2. Reel W' -Cebirleri

H bir reel Hilbert uzay1 B(H ) , H’ de taniml tiim lineer sinirh operatorler cebiri,
yani B(H)={A4:H — H| Alineer,smurh} olsun. O halde; her AeB(H) igin

34" e B(H) vardir dyle ki V&,17 € Higin (A&,7) = <§, A*77> dir. A"’ a 4’ nin duali veya
eslenik operatorii denir.

YRCB(H) bir alt cebir olsun. Eger VaeR icin a eR ise, R’ye *-alt cebir denir.

R = {a IS B(H) cab=ba,Vbe ER} kiimesine R ’nin komutant1 denir.

Tamm 9: R < B(H) bir *-alt cebir olsun. Eger R’ =R ise, R’ ye bir Reel Von

Neumann Cebiri denir. Burada R’ = (‘R/ )/ dir.
Teorem 25 [21].

H bir reel Hilbert uzay1 ve H, = H +iH olsun. Eger R B(H) bir reel VNC ise,

M =R +iR cebiride B(H,)’ debir VYNC olup, M’ =R'+iR" ve M" =R" +iR" dir.
Teorem 25’e gore, reel * - alt cebirler i¢in agsagidaki sonug elde edilir.
Sonug 7.

H bir reel Hilbert Uzay1 ve ERCB(H ) olsun. Eger 'R w - kapali ise, R u -
kapalidir.

Kompleks VNC ’ e benzer sekilde asagidaki teorem ve onun sonuglar ispatlanabilir.
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Teorem 26 [21].

H bir reel Hilbert uzay1 ve R ¢ B(H ) olsun. Eger R =R ise, R w - kapahdur.

Yani, R reel VNC ise w - kapahdir.

Sonuc 8.

H bir reel Hilbert uzay1 ve R ¢ B(H ) olsun. O halde R bir reel VNC ’dir < R

w - kapali ve le R ’dir.

Sonug 9.

R <M, (R) bir * - alt cebir olup, le R ise, R’ =R dir. Yani; R bir reel VNC dir.

Burada 1, birim matristir.

Reel W' -cebirlerine iliskin bazi 6nemli kavramlar1 verelim. Ik 6nce reel faktor

tanimini vererek reel faktorlerin gosterimine iliskin kavramlar1 verecegiz.

Tamm 10: R bir reel W —cebiri olsun. Eger, Z=Z(R)=1; ‘R (Z=R) ise, R
’ye bir reel faktor denir. (Burada, Z =Z(R):={xeR:xy=yx, Vy e R} kiimesine R 'nin

merkezidir.)

Tamm 11: R bir reel W -cebiri olsun. Eger 7 : R — B(H) olacak sekilde bir
reel Hilbert uzay1 ve bir 7 *-morfizmi varsa, {7Z',H } ikilisine ‘R ’nin bir gosterimi denir.
Eger, =, w-sirekli (zayif topolojiye gore siirekli) ise {z,H}’ye 9R’nin reel

W —gbsterimi denir.
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Tamm 12: R bir reel W -cebiri ve {z,H}, {x,,H,} R nin iki asikar reel W -
gosterimi olsunlar. Eger, Ju: H, —» H, tniter operatorii (Eger, u R operatorii i¢in

uu=uu =1 ise, u’ya iiniter operatdr denir.) dyle ki;

7(R) =u 7, (R)u, u u= I, ,u u = I,
ise, {z,,H,} ve {r,,H,} gosterimleri (iiniter) izomorftur denir ve {m,H,} = {x,,H,} ile

gosterilir.

Tanmmm 13: R bir reel faktor ve {7Z',H } , R ’nin asikar reel W —gdsterimi olmak
lizere, {n(iR) &:6eH } = H ise, 7 ’ye yoz olmayan (nondegenerate) denir.

Ornek 48.

Sonug 9°a gore keyfi n igin M, (R) birreel W - cebiridir (VNC *dir).

Ornek 49.

H; 4-boyutlu reel vektor uzayr ve a, =1, a, =i, a, = j, a, =k vektorleri bu uzayin

tabani olmak tlizere H de ¢arpim sdyle tanimlayalim :

i’=j=k*=-1, ij=k=—ji

jk=i=—kj, ki= j=—ik

dir. Vx,y e H igin;

x=A1+Ai+A4j+ 4,k
v=al+aj+a,j+ak

} = xy = Ao, +(Aa, + Aa, )i+.. dir.
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H kuaternion sayilar cebiri olmak ftlizere VxeH:x=a+ib+ jc+kd olsun.

a -b -c -d
) ) b a -d c .
VxeH:x=a+ib+ jc+kd = eMn(R)cB(]R) olup,
c d a -b
d —-c b a
1 0 00
. 01 00 .
a=1, b=c=d=0 1icin x=l= eH ve x =a-ib—jc+—kdeH
0 010
0 0 01

oldugundan H bir * - alt cebirdir. Sonug 9’a gére H bir W - cebiridir (VNC dir).

1.5.8 Reel W -Cebirlerinin Stmiflandirilmasi
1.5.8.1. izdiisiimler

R < B(H) bir reel VNC olsun. Eger pe R i¢in p’=p ve p =p ise, p ye bir
izdiigim denir. R ’nin tim izdiisimlerinin kiimesini P(ER) ile gosterelim. Yani

P(R):={peR : p izdiisim} dir.

Tamm 14: p,q € P(R) olsun.

1) Eger 3veR icin viv=p ve W =gq ise, p, ¢ ’ya denktir denir ve p ~ gile
gosterilir.

2) Eger pg=gq ise, g, p den biiyiik degildir denir ve ¢ < p ile gosterilir.

3) Eger 3he P(R) igin h< p ve h~q ise ¢ < p ile gosterilir.

4) Eger pg =0 ise, p ve g ortogonal izdiistimler denir ve p L g ile gosterilir.

Tamm 15: R B(H) bir VNC ve peP(R) olsun. Eger ge P(R) igin

q<p=q=0 yada g=p ise, p’ye minimal (atom) denir.
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Ornek 50.

0 0

0 0
M, (R) > de p:(o lj ve q:(l 0] matrisleri bir izdiisim olup her ikisi de

minimaldir.

Tamm 16: R bir reel YNCve p € P(R) olsun. Eger;
1. Vgqge P(SR), q<p ve g~ p igin g=p ise, p ‘ye sonlu izdligiim, aksi halde

sonsuz izdiigiim denir.

2. p sifirdan farkli bir sonlu alt izdiisiim icermezse, p ’ye saf sonsuz izdiisiim

denir.

3. 1 sonlu (sonsuz, saf sonsuz) ise, R ‘ye sonlu (sonsuz, saf sonsuz) denir.

Teorem 27.

Bir reel VNC ‘nin merkezinin maksimal, sonlu izdiistimii vardir.

Ispat:

z, = sup{zeP(R)NZ:z sonludur.} olsun. z, ’in sonlu oldugunu gosterelim. V p
e P(R) ve p <z, p~z olsun. Z den keyfi ve sabit bir z sonlu izdiisiim alalm. z <
z, oldugundan z= z z,’dir. Buradan z=z z;, ~z p’dit. z pz=zz p=z p= z p<z
oldugundan z= z z, ~z p <z’dir. Yani, z < p’dir. z keyfi oldugundan p =z ’dir.

Dolayisiyla z, sonludur.m

Teorem 28.

p.q € P(R) ve ¢ < p olsun. Eger p sonlu ise, ¢ ’da sonludur.

ispat:
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V g e P(R), ¢<gve ¢~ ¢ olsun.Ohalde IveR : v v =g ve vy = g dir
u:= v+(p—gq) ile gosterelim. O halde, u"u = p ve uu = (p—q)+q,<p ‘dir. p

sonlu oldugundan (p—g¢)+g, = p ’dir. Dolayisiyla, ¢ sonludur. m

Teorem 29.
Bir reel VNC nin mrkezinin maksimal, saf sonsuz izdiistimii vardir.

Ispat:

z;= sup{ze P(R)NZ:z saf sonsuzdur} olsun. z,’tin saf sonsuz oldugunu
gosterelim. V p e P(M ) ve p <z,, p sonlu olsun. Z’den keyfi ve sabit bir z saf
sonsuz izdiisiimii segelim. p (pz) = p pz = pz = (pz) p oldugundan p z < p’dir.
Teorem 28’¢ gdre p z sonludur. Diger taraftan, (pz) z = p z = z (pz) oldugundan ise

p z < z’dir. Buradan, p z=0’dir. Dolayisiyla, z, saf sonsuzdur. B

Tamm 17: R bir reel VNC ve p € P(R) olsun. Eger;

1. z, =0ise, N ’ye yari-sonlu,
2. z, =0ise, R’ye asil sonsuz,

3. R, yari-sonlu (asil sonsuz) ise, p 'ye yari-sonlu (asil sonsuz) denir. Burada, R,

= pRp = {pxp:x e R} dir.

Teorem 30.

Bir R reel VNC ’nin R= R, @ R, ® N, biciminde bir tek a¢ilimi vardir.
( Burada, R, =% z, sonlu, R,=NR z, saf sonsuz, R,=R z, yari-sonlu ve asil sonsuz olup,

z,+z,+z, = 1dir.)
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Ispat:

z, ve z, izdiistimleri varoldugundan R’nin R, @ R, @ R, acilim1 mevcuttur. Bu
acilimda, R, =N z’in sonlu ve R,=N z;’lin ise saf sonsuz oldugu aciktir. z,z, €
P(R)NZ ve z z,=0 oldugundan z, € P(R)NZ dir. Buradan Z(R,)=R,NZ “dir. O
halde Vee P(ER2)mZ(§Rz) icin ee P(iR)r\Z ’dir.  Dolayistyla R,’de z,=z,=0
oldugundan e saf sonsuz veya sonlu olamaz. Sonug olarak R, yari-sonludur.

Simdi bu agilimin tek tiirlii oldugunu gosterelim. Varsayalim ki, R=9R p, @ R p, ®
R p, direkt toplami1 ayni sartlar altinda R ’nin bir baska acilimi olsun. O halde, p, <z, ve
p; < z,°dir. Bu izdiisiimlerin hepsi merkezden oldugundan i=2,3 i¢in (z,—p,)p,p, =
p(z-p)p = (2 -p) P = (z-p,)p, dir.

Dolayisiyla  (z,—p,)p, < p,’dir.  p, sonlu oldugundan Teorem 29’a gbre
(z,—p,)p, ve (z,—p,)p, izdisimleri de sonludur. Ote yandan, (z,—p,)p,e R p,,
(z,—p)p; € R py, ve R p,, R p, asil sonsuz oldugundan (z,—p,) p,=0 ve (z,—p,) p;
=0’dir. O halde, p, p,+p, p;=0ve 1- p, = p,+ p, oldugundan

ap - P=0.2p-ppy=0= 2z p,+ 2z py—p py—p p;=0

= z,p, tz,p,=0= z (p2+p3) =0= z (Jl—pl) =0

= z,—z, p,=0= z, =z p, = z < p, dir. Buradan, z, = p, ’dir.

Eger, (z,—p,)p, # 0 (veya (z,—p,)p, = 0) ise, (z,—p;)p, (veya (z,—p,)p,)
saf sonsuzdur. Ciinkii;

(z;-ps)p Py = pi(z—-p3)pr = (zp5—psps) P = (25—p3)p, oldugundan
(z;-p;)p, < py’dir. p, saf sonsuz oldugundan her alt izdiisiimii de saf sonsuzdur. Ote
yandan, (z;—p;)p, € R p, (veya (z;—p;) p, R p,) dir. Oysa, bu durum R p, (veya R
P, ) nin saf sonsuz olmamasiyla ¢elisir. Dolayisiyla, (23 - p3) p, =0 ve (z3 - p3) p, =0

‘dir. Buradan, z, = p,’dir. Sonug olarak, z, = p,, z, = p, ve z; = p, elde edilir. B
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1.5.8.2. Reel W*-Cebirlerinin izi

Tamm 18: R bir reel W~ - cebiri ve x € R olsun. Sayet IyeR:y =y ve > =x

ise, x * e pozitif elemandir denir ve x >0 ile gosterilir.

Tamm 19: R bir reel W -cebiri olsun. R, = { X x: X eiR} olmak {izere,
@: R, >[0,0]; (0-00=0 olmasi kaydiyla) bir lineer doniisiim olsun. Eger Vx e R igin

(p(x* x) = (o(x x*) ise, ¢ doniisiimiine R ’de bir iz denir.

Teorem 31.

R sonlu reel bir faktér olsun. Bu durumda, ‘R ’de bir tek, asikar, normal, iz durumu
mevcuttur.

Yani; R ’de bir 7 ; bir tek, lineer fonksiyonel mevcuttur dyle ki,

% (iz) T(xy)zr(yx)

X/
o

( durum ) z'(x*x)ZO ve 7(1)=1
*» (asikar) r(x*x)=0:>x=0

% (normal) 7, (0' —) —zayif stireklidir. Yani;

x, /" x, = T(supxnj:supr(xn):r(xo) dir.

n n

Dahasi; e, f € P(R) i¢in, e~ f < 7(e)=7(f) dir.

Ornek 51.

1. R, sonlu bir reel faktor olsun; R = M, (R) olup, R ’nin bir tek, asikar, normal
izi vardir ve ((xl.j ))=12xﬁ "dir.  Burada, (xl,f )eM 0 (R)+ “dir. Genel olarak,
= ‘

leM,(R) igin, 7(1)=1"dir. Bu durumda, {T(p):p eM,(R) } <[0,1] (p, izdiisiim

olmak tizere) olur.
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2. Eger R, asil sonsuz reel faktor ise, R 'nin bir tek, agikar, normal izi vardir ve

n

Tr((xij))=lim12xﬁ , (xij)eMn(R)+ dir. Bu durumda, 7r(1)=co olur ve

{Tr(p) :p eP(iR)} < [0,00] dir.

~ TR * * . . e . .
Tamm 20: Eger, u € ‘R operatorii i¢cin v u =uu = 1 ise, u ’ya liniter operator denir.

R ’nin tliim tiniter elemanlarinin kiimesi; A (SR) ile gosterilir.

Tamm 21: 7, R’de birizolsun. VxeR, i¢in IyeR,: y<x ve r(y)<w ise 7’

ya yari-sonlu, T(Jl)< o ise, 7’ ya sonlu denir.

Teorem 32.
@ birizise VxeR, ve Vu eA(R) i¢in; ¢(x)= go(uxu*) > dir.

Ispat:
@:R, —>[0,0] R’de bir iz ve VxeR, olsun. Vu eU(R) initer operatdr olmak

lizere,
o(x) = ¢ (+"u'ux') = o (") (w)) = o ( (") (1") )
= o (wr'x"u’) = g ('),
Yani; Yu €U (R) igin ¢(x) = ¢ (uxu") dir. Buradan,

¢ (xu)= o (uxuu) = ¢ (ux)’dir.
Dolayisiyla,
¢ (xu) = ¢ (ux) dir. m

Teorem 33.

M =R+iR olmak iizere ¢, M *de birizise Vx,ye M, i¢in ¢(xy)=¢(yx)’ dir.
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Ispat:
1 1
x 20 oldugundan x’ in kokii vardir, yani x = (xz J . [xz j > dir.

Buradan,

yeM+:={a:a20}={a:b*b‘beM}olup y=bb, be M oldugundan
y'=(bp) =5 (b)) =bb=y.
Yani y* =y’ dir.

4
y €M oldugundan y =) Au,’ dir,burada u, eU(M) ve 4, €C’ dur.

i=1
(9)a gore, @(x)= go(uxu*) oldugundan
o (xu)= (o(uxu*u) = (uxl) = p(ux)’ dir.
Yani ¢ (xu)=¢@(ux)’ dir. O halde (10)’ a gore;
plin 4

o () :go(xg/liuij =S () =3 g (ux)

i=1 i=l1

lin 4
~ (p(z ﬂiuixj =@(yx) olur.
1

i=

Boylece, ¢(xy)=p(yx) elde edilmis olur. M

Teorem 34.
Eger ¢, R lizerinde bir iz ise, Vx,y € R i¢in (p(xy) = go(yx) dir.

Ispat:

©)

(10)
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@’yi M =R+iR’ye
¢ (x+iy) = @(x), x+iyeR+iR olarak genisletelim.
Va,be R+iR icin Teorem 33’e gore, ¢ (ab) = ¢ (ba)’dir. a=x ve b=y
segilirse, ¢ (ab) = ¢ ((x+i0)(y+i0)) = ¢ (xy+i0) = ¢ (xy) olur. Diger taraftan,
¢ (ba) =@ ((y+i0)(x+i0)) = @ (yx+i0) = ¢ (yx) dir. Béylece, ¢ (ab) = ¢ (ba)
olusundan,
Vx,y € R igin p(xy) = o(yx)

elde edilir.m

Teorem 35.

@: R, —[0,0] pozitif ve lineer olsun. Eger bir ¢ >0 ve V p,qg € P(R), p~q igin
o (p) <c-9(q) ise, YxeR icin;

@ (x*x) < c'(p(xx*) dir.

Teorem 36.

@:R —> R lineer ve pozitif olsun. Bu durumda; ¢ izdir < Vp,qeP(R), p~gq

icin ¢(p) = ¢(g) dir.

Ispat:

13 2

=7 : ¢ birizolsun. Vp,q € P(R), p ~q olsun. Bu durumda, Ive R dyle ki, viv=p
ve

w' =g olup, ¢ iz oldugundan ¢ (v*v) = go(vv*) = o(p) = ¢(q) dir.
“=" i Vp.geP(R), p~q isin ¢(p) = ¢(q) olsun. O halde, ¢ =1 segilerek Teorem
35°¢ gore; VxeR icin;

Q (x*x) < go(xx*)’dir.
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x eleman1 x~ elemant ile yer degistirilirse,
go(xx*) <@ (x*x) "dir.
Buradan, QJ(xx*) =@ (x*x) = iz tanimina gore ¢ bir izdir.®

Sonug 10.

Eger; R bir degismeli reel VNC ise, R ’de tanimlanan her lineer, pozitif fonksiyonel

bir iz teskil eder.

Sonug 11.

r: R, —>[0,0] lineer ise, r(x*x)zr(xx*) o VxeR, ve VueU(R) igin,

z'(ux):r(xu) < Vx,yeR, icin, T(xy):r(yx) dir.

1.5.8.3. Reel Faktorler ve Reel Faktorlerin Siniflandirilmasi

Iz yardimiyla reel faktorlerin simiflandirilmasina iliskin asagidaki teoremi verelim.
Teorem 37 [7].

R reel VNC olsun. O halde;

1. R sonludur < R ’nin asikar, sonlu, normal izi mevcuttur.

2. R yari-sonludur <> R ’nin asikar, yari-sonlu, normal izi mevcuttur.

3. R asil sonsuzdur < R’nin sifirdan farkli yari-sonlu, normal izi mevcut

degildir.
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1.5.9. Reel W -Cebirlerinin Tensor Carpimi

Daha once reel Hilbert uzaylari i¢in vermis oldugumuz tensor ¢arpim kavramini reel
W™ —cebiri igin verelim. Bunun igin, H, ve H, iki reel Hilbert uzayr olmak iizere

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 38.

B(H, ® H,) uzayinda, {ulut i, EA}/ = {x®1,:xe B(H,)} dir.

Sonuc¢ 12.
{x®1,:xeB(H,)} bir YNC dir.

Ispat:
Bir M < B(H) *-alt cebiri i¢in her zaman M' bir VNC oldugundan ve Teorem 38’e
gore, {uluj i, j € A}/ = {x®1,:xeB(H,)} oldugundan {x®1,:xeB(H,)| bir V'NC

*dir. B

Tamm 22: R cB(H) ve R,cB(H,) iki reel VNC olsun.
N={x®y:xeR,yeR,) c B(H ®H,) ile tammlanan N’ye R, ve R, reel VNC
’lerinin tensor ¢arpimi denir ve SRI@?RZ ile gosterilir, yani;

‘Rl@fﬂz ={x®y:xeR,, ye 9—‘{2}// “dir.

Bu tanima gore,

B(H,)®R-1, = {x@(ﬂlz):xe B(H,), ye ]R}// = {x@]l2 :xeB(Hl)}// “dir.
Sonug 12’ye gore, {x®ﬂ2 X € B(Hl)} bir VNC ’dir. Dolayisiyla,

(x®1,:xe B(Hl)}// = {x®1,:xe B(H,)} dir. Sonug olarak,
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B(H,)®R-1,= {x®1,:xe B(H,)} dir.

Lemma 2[21].

R, cB(H,) ve R,cB(H,) iki reel VNC olmak iizere, M, =% +iR, ve
M, =R, +iR, sras1ile R, ve R, reel VNC ’lerinin birer komplekslestirilmesi olsunlar.

Bu durumda,

1. (R, +iR,)®(R, +iR, ) = (R,ON, ) +i(R,ER,)

2. (R®R,) +i(REOR,) = (R, +%,) B(R, +isk, ) = (B +R,) (R, +%,)

= (R/OR,)+i(R,/ &R, ) dir.

. / .
Boylece, (%,®R, ) = R, &R, 'dir.

Teorem 39.

R < B(H,) birreel VNC olsun. O halde,

RO B(H,) = {xe B(H,®H,)ix=(x,) _ .x, <%} d

i,jeA

Ispat:

N = {xeB(H1®H2):x:(xl.j) L efﬁ} olsun. Teorem 13’e gore, N bir reel

i,je

VNC dir. Teorem 14’e gore, V x®y € SR@B(HZ) icin x®y = (aijx) ve a;xeR

i,jeA
oldugundan x® y € N ’dir. Dolayisiyla, ER@B(HZ) c N dir.

Tersine, V x = (x,.j) € B(Hl ®H2) tx; €R olsun. VE,F c A i¢in;

i,jeA

Ery _ | X, I€E,jEF ise,
T |6, ieE, jegF ise,
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ile tanimlayalim. x,, = (xlg.E’F))‘ = olsun. E={s} ve F={t} icin (xij’F))A = ‘yi
i,je LJj&

(x(”))A _ ile gdsterelim. O halde,
i,je

0 0 O
(X(S’t))l-,jeA =10 (x,) 0 (5515”%) o dir.
0 0 O

Teorem 14’e gore,

(55x) on X ®o,0,.1, dir.

si st si Y

Buradan,

wor=(57), L ), L e,

seE seE
teF teF

ve x, ®35,5,1, e R® B(H,) oldugundan,

si Y

=>'x,®5,5,1, € ROB(H,) dir.

sil
seE
teF

Véne H®H, ve E,F - A i¢in,

w

<xE <, 77> <( ), en 5,77> — 0 oldugundan, x, ., — (xl.j )i’jeA = x dir.

Dolayisiyla, x € SR@B(HZ) *dir. m

Teorem 40 [21].

R < B(H) bir VNC olsun. Eger, (p,)_, =« P(R) dyle ki D p,=1 ve pp, =0,

ieA

tiniter

p,~p,, Vi#jise, ® = R ®B(K)’dir. Buirada, p=p, ve K, dim(K)=|A] olan bir

Hilbert uzayidir.

Ispat:
Her i igin p, ~ p, oldugundan 3(v,)_ <R dyleki; p=p, = vV, ve p, =vy, dir.
H, = p.H ve L= pH olsun. Agik¢a,
H=® H, dir.

ieA
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U:=v olsun. O halde,

ieA
TIEDYDRIED ) WD N WA

ieA JjeA i
* * * *
Uu= Z"i Z"j - szt"j - Z"i"i - ZP,- =1
ieA JeA i Jj i i

oldugundan U:H — H bir initer operatordiir, burada H=U (H ) dir. Simdi H'yi

aragtiralim.

UH)=) v, ®

ien  JEA

pH = Svl.*pl.H = éDApv:H = ® H' dir.

ieA

1

Burada, H' =pv, H = pH = L’dir.
H®H, =@, H, H,={i®c :£cH,(e,)cH,} e gore;

@H = pH ® K = L ® K dir,

ieA
Burada, K ; dim(K)=|A| olan bir Hilbert uzayidir. Dolayisiyla, U :H — L® K bir tiniter
operatordiir. Burada, H = L ® K kabul edilebilir.

VxeR ve Vi,jeA igin x; = v;xvj € Rp dir. Teorem 39’a gore;

x = (xij )i’jeA e Rp® B(K ) dir.

Buradan, R < iRp@B(K ) dir.

Benzer sekilde Vx' e R’ ve Vi, je A igin, xl/] = v;x/vj = v;vj x' = 5ljx/p e R/ p dir.
Buradan,

R R p®B(K) = R p®(R-1,) dir.
Dolayisiyla,
R =% > (WpBR-1,) = R'p&(R-1,) = Rp®B(K),

yani; R = Rp® B(K ) dir. m



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEMELER
2.1. Reel W -Cebirleri icin Von Neumann Es Sabiti

2.1.1. Sonlu Reel Faktoriin Kanonik Gosterimi

H bir reel Hilbert uzayi, B(H) :={x:H — H : x lineer ve sinirli} olmak iizere
R c B(H ) bir reel, sonlu faktor olsun. Teorem 37’ye gore, R 'nin sonlu, agikar, normal
bir 7 izi vardir. Simdi, bu 7 izi yardimiyla R ’de;
<x,y> =T (y*x) , Vx,yeR

seklinde bir donlisim tanimlayalim. Bu doniisiimiin R ’de bir i¢ carpim oldugunu

asagidaki teoremle ispatlayalim.

Teorem 41.

Yukarida tanimlanan <,> doniisiimii bir reel i¢ carpim olup ( R, <,> ) bir reel Oklid

uzayidir.

Ispat:

<x, y> =7 ( y*x) , Vx,yeR seklinde tanimlanan doniisiimiin bir reel i¢ ¢arpim
oldugunu gostermek teoremin iddiasini dogrulamak i¢in yeterli olacaktir. Bunun i¢in i¢
carpimin agagidaki (i— 1,2,3,4 ) kosullar1 gergeklenmelidir.

(i-1) Vxe®R igin <x,x> = z'(x* x) olup x'xeR, ve r iz oldugundan bir pozitif
doniisiimdiir. Dolayisiyla <x , x> = T(x* x) >(0’dir. 7 asikar bir iz oldugundan,

T asikar

<x,x>=0R = T(x* x):O]R & x x=0, & x =0, dr.

(i-2) Vx,y e R olsun. O halde 7 bir iz oldugundan,

Tiz ¢ cebiri ¢ cebiri

<x,y>=2'(y*x):r((y*x)*) = T(x*(y*)*) = r(x*y):<y,x>,yani;
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<x,y> = <y,x>, Vv x,y e R’dir.

(i-3) Vx,yeR ve 1R olsun. O halde 7 lineer oldugundan

z_lin.

</”Lx,y>;z'(y*(ﬂx))=r(/”t(y*x)) = iz‘(y* x)=/’t<x,y>, yani;

</1x,y> = /1<x,y> "dir.
(I-4) Vx,y,zeR olsun. O halde 7 lineer oldugundan

7 _lin.
- *

(x+y,z)= r(z*(x+y)) :r(z*x+z*y) = r(z x)+r(z*y) =(x,z)+(y,z)
yani;
(x+y,2)=(x,2)+{y,z) dir.
Dolayistyla; (.,.) doniisiimii % *de bir reel i¢ carpimdir. Sonug olarak, (%,(.,.)) bir

reel Oklid uzayidir. m

R "nin <,> e gore tamlastirilmasim L (SR) ile gosterelim. O halde I’ (SR) bir reel
Hilbert uzayr olup |||, IT()C*X)% (xe®R) L*(R)’de bir normdur. Dolayisiyla

R L2 (N) ve R " =2 (N) oldugu kabul edilebilir.

I (R) de ||||2 normuyla iiretilen topolojiyi 7, ile gosterelim. Bu durumda,
R° = [} (RN) dir.

Bilindigi gibi M :=%R+iR bir kompleks faktdr olup, z izinin M ’ye bir tek 7,

genisletilmesi vardir [7]. O halde, <a,b>c =7, (b*a) (a,be M) olmak iizere (M ,<.,.>C) bir
kompleks Hilbert uzayr olup bu uzaym ||a||; = z‘c(a*a)% (aeM ) normuna gore

I

tamlastiriimasi L} (M) ile gdsterilir [20]. Bu durumda M = L (M) ‘dir.

Teorem 42.

&

L (R)+i- (W)= L>(M) dir.
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Ispat:
x,y,z,t € L’ (R) olsun. O halde 7, nin R ’ye kisitlanis1 7 oldugundan,
(x+iv, zit) =z, ((z+i1) - (x+ip)) =z (=) - (x+1))
= (' x+iz y—it' x=i 1 y)=r1,( x+iz" y-it x+1 y)
L () (Cy) e () —ir (%)
= o(x) e () ive (2 y)-ioe('x)

= <x’z>+<y,t>+i<y,z>—i<x,t>’dir.

O halde, (M ,<.,.>6) uzayi (iR,(,)) "nin bir komplekslestirilmesidir [21]. Yani,

(R,()) +1(3,00) = (M. (), ) di.

Dolayisiyla I (M ) uzayinin ||||Z normu ile iiretilen topolojisinin L’ (iR)’ye

kisitlanisi ¢, ’a esittir. Bu yiizden,

||; normu ile iiretilen topolojiyi de ¢, ile gosterebiliriz.

Vx,yeR' =L (R) olmak iizere a=x+iy olsun. U,

a

kiimesi a’nin keyfi bir

t, —komsulugu olsun. xxy — x+iy donisimi siirekli oldugundan U, +iU, c U, olacak

sekilde x ve y’nin sirasiyla U, ve U, f,—komsuluklari vardir. x,y e R oldugundan
Jz,seR oOyle ki;
zeU NR ve selU NR’dir.
Buradan,
z+is e(UX +in)m(€R+i€R)¢ & dir.

O halde, U,N(R+iR)=D elde edilir. Yani; U,N"M =@ dir. Dolaysiyla
aeM’ =1 (M) dir. Sonug olarak R +iR < I (M) dir.

R ve iR" kiimeleri kapal1 ve iki kapal1 kiimenin toplam1 da kapali olup, 6te yandan
M=R+iRcR" +iR" oldugundan M <R +iR"dir. Yani;
L (M) < I (R)+il’ (R) dir. Boylece topolojik uzay olarak
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L (R)+i-L*(R)=L7 (M) dir. Sonug olarak, Hilbert uzay: anlaminda gegerli olan bu

esitlik topolojik uzay anlaminda da gecerlidir. ®

Sonug 13.
L’ (R) uzay: aynlabilirdir.

Ispat:
L (M ) uzay1 ayrilabilir oldugundan bu uzaym bir N sayilabilir yogun alt kiimesi
vardir [20]. O halde R:=N L’ (R) kiimesi L’ (R) ’nin sayilabilir yogun alt kiimesidir.

Dolayistyla, L* (R) uzayi ayrilabilirdir. m

Teorem 43.
HerxeR ve Vyel’ (%)igin ||x-y||2 S”x” . ||y||2 “dir.

ispat:
xeRcM ve yel’(R)c L (M) oldugundan,

c c

=l -1y

¢
<|
, = X

[xy], =[xy E “dir.m

xeR olmak iizere, 4 :R—>R  donisimini A (y)=x-y (yeR) olarak
tanimlayalim. Vy,zeR ve Va, f € R icin,
A(ay+pBz)=x(ay+pz)=x(ay)+x(fz)
=a(xy)+pB(xz)=a (y)+BA(z) oldugundan A, doniisiimii
lineerdir. Carpim islemi siirekli oldugundan ise A doniisiimii siireklidir, dolayisiyla
sturhidir.

y € L’ (R) keyfi verilsin. O halde 3(y,) =R :

n

Y, =y ||2 — 0 ’dir, yani,
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[}
y:=lim y, dir. Buradan A, doniisiimiinii L’ (R) uzayma sdyle genisletelim:

A, (y):=lim2, (,)

Bu limit mevcuttur, ¢ilinkii;

A (»)=24.(»,)

2.(y=,)

<|x|-|y=»,|,— 0 dir.
Sonug olarak, her xe®R igin bir A :L*(R)—> L*(R) lineer smirl doniigimii vardir.
Dolayisiyla A, € B(L*(R)) olup, A:={4, :xe R} i¢in 2:R — B(L’(R)) dir, yani;
A(R) < B(L (%)) dir.
Simdi, M ’de tammlanan A{(b):=a-b (a,beM) lineer smrl doniisimiiniin
L’ (M) uzayna genisletilmesiyle iiretilen,
Ao={AaeMp:M — L (M)

doniisiimiinii ele alalim [20].

A. ve A doniisiimleri arasinda asagidaki iliski vardir.

Teorem 44.
A(R)+iA(R) = 4, (R+iR) = 4, (M) dir.

Ispat:
A(R)+iA(R)={4, +id, :x.x, e R} ve

A (R+iR) = {2

iy 17 iz, € R+iR] oldugundan her y, +iy, € R+iR igin
(4, +id, ) +iv) = 4, (3)+id, (3,)+id, (1) =4, (1)

= X, +ix,y, +iX,y, — X,),

= (x, +ix,)(y, +iv,)

= Ay o, (3 iy, ) dir,

Buradan A(R)+iA(R)=1, (R+iR)=1, (M) elde edilir.
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Sonug 14.

A, doniigiimiiniin R uzayma kisitlamst A olur.(A =24, |y)

{ AL (M )} ikilisi M ’nin  bir  asikar W —gbsterimi  [20]  ve
B(L2 (9%)) +1'B(L2 (ER)) =B, (L2 (M)) oldugundan Teorem 44, Sonug¢l4 ve [21]’e gore

asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 15.

{/I,L2 (‘.R)} ikilisi R *nin bir asikar, reel W - gsterimidir.

2.1.2. Kanonik *-Gosterimi i¢in Komutant Teoremi

Simdi, J:x = x  (x € R) lineer doniisiimiinii ele alalim.

)A

*

¥ *%
||x||2zr(x X :r(xx) :‘ X

2
oldugundan bu déniisiim L’ (R) uzayma lineer olarak genisletilebilir. ( Bu genisletmeyi
yine “J ” ile gosterelim.)

Benzer sekilde; J.:R+iR->NR+iM  oOyle ki, her x=a+ibeR+iR  i¢in

J,(x)=J (a+ib)=da —ib" es-lineer doniisiimii i¢in,

c

x||: =Hx* Z (xeR+iR=M) [20]
oldugundan, bu déniisiim L (R+iR) uzayma es-lineer olarak genisletilebilir.  ( Bu

genisletmeyi yine “J,” ile gosterelim.)

Acikeca, J,

=/ ’dir. Dolayisiyla, J,

2oy = J elde edilir. Boylece asagidaki teorem

dogrudur.
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Teorem 45.
J,B(L*(R))J,=JB(L (R))J < B(L (R)) dir.
Simdi, 4 veJ arasindaki iliskiyi ele alalim.

Teorem 46 (Komutant Teoremi).

A(R) =JA(R)J ve A(R)=JA(R) J dir.

(Burada, (%) :={4

X

eB(D(R)):A 04, =404, , VA eA(R)] dir)

Ispat:
Ik 6nce teoremin ispati igin gerekli olacak bir reel W —cebirinin komutanti ile ilgili

asagidaki Lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 3.

Eger, R < B(H ) birreel W —cebiri ise, R +iR' =(R+iN) *dir.

(Burada, (SR + iiR)/ = {a/ € B(H +iH) cab=ba', VbeR+ ifR} "dir.)

Ispat (Lemma):

Vx' e R i¢in x' e B(H)c B(H +iH) ve ¥ y+ize R+iR igin,
x'(y+iz)=x'y+ix'z=yx'+izx' =(y+iz)x’  oldugundan x' e(R+iN) ‘dir.
Dolayisiyla, R'+iR' < (R+ z'iR)/ >dir.

Tersine, a' €(R+iR) keyfi verilsinn o« €eB(H+iH)=B(H)+iB(H) [7]
oldugundan W',y eB(H) :a =x'+iy dir. Vb=x+iyeR+iR i¢in a'b=bd
oldugundan, x'x—y'y =xx'—yy' ve x'x+y'y=xx"+yy ’dir. b keyfi oldugundan

y=0 i¢in, x'x = xx’ (VxeiR) ve
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x=0 iginise, y'y=) (VyeR) elde edilir.
Sonug¢ olarak, a'=x'+iy’ i¢in x',y'eB(H) olup, her x,yeR igin,
Xx=xx' (Vxe®R) ve yy=y' (VyeR), yani; x,y eR’dir. Buradan,

a' eR +iRdir. Sonug olarak, R +iR =(R+iR) oldugu gosterilmistir. Boylece

lemmanin ispati bitmis olur.

Simdi teoremin ispatna devam edelim. VA, € A(%R) olsun. Teorem 44’c gore

A, € A(R+iR) “dir. Ote yandan,
A(R+iR) =J, A(R+iR)J, [20]

oldugundan 3 A € A(R+iR) oyle ki A, =J.AJ, dir. Buradan, A =J,1,J, dir.
Teorem 45°¢ gbre; JL,B(L2 (R))J, = B(L2 (R)) oldugundan J.A,J, € B(L2 (ER)) "dir,
yani; 4, € B(L*(R)) dir. 2, € A(R+iR)=1(R)+i1(R) ve 4, e B(L (R)) oldugundan,
A, € A(R)dir. Sonug olarak bir A €A(R) icin A, =J.AJ =1, =JAJ dir, yani;
A, € JA(R)J dir.

Dolayistyla, 1(R) < JA(R)J “dir. (11)

Simdi tersini gosterelim. JA.J € JA(R)J keyfi verilsin.

JAR)I cJA(R+iN)J, ve JA(R+iR)J =1(R+iR) [20] oldugundan
JAJ € B(L'(R)) +iB(L* (R)) olup JAT oA, =X, 0 JAJ "dir
(V4, € A(R+iR) = A(R)+iA(N)). Diger taraftan, Teorem 45°c gore, JA,J € B(L* (R))
olup,  ozel  durumda, VA €A(R)  icin (ciinkii;  genelde,
A=A, +id € A(R)+iA(R) dir.) JAJ oA, =, 0JAJ dir. Buradan,
JAJ € A(R) dir.

Buradan, JA(R)J < A(R) dir. (12)

Boylece, (11) ve (12)’den JA(R)J = A(R) elde edilir. m
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2.1.3. Gosterim Teoremleri

H, ve H, iki reel Hilbert uzay1 olmak iizere bu paragrafta reel W —cebirlerinin

gosterimine iliskin kavramlari verecegiz.

Tamm 23: R bir reel W™ —cebiri (VNC) ve {z,H}, R’nin bir W —gdsterimi
olsun. Eger, bir n€H i¢in 7(R)np=H ise, 1°ye #(R)’ nin bir cembersel vektdrii ve

{7[, H } ’ye de R ’nin cembersel W~ —gosterimi denir.

Teorem 47.

R, < B(H,) ve R,cB(H,) iki reel W —cebiri olsun. Eger, ®:R, —R, bir

normal *—homomorfizm ise, ® = ®, o®, o ®, olacak sekilde;

DR, >R (R1,), ©,: RO (R1,)>(RO(R1,))p,
O, (RO(R1,))p >R,
doniisiimleri ve bir p'e(®,® (R-1,)) izdiisimi vardir(Burada, L bir reel Hilbert
uzayidir.)

Ispat:

Once R, 'nin bir 77 gembersel vektdriiniin var oldugunu varsayalim. O halde;

p(a):= <CD(a)77,77> (VaeR,)

olarak tanimlanan ¢, ‘R, ’de normal pozitif fonksiyoneldir. Diger taraftan;

p(a)=>(ag,.&) (VaeR,) ve Y || <o olacak sekilde bir (&,)c H, dizisi

n

vardir [21].
L=1, :={(xn)cR Py x,) <oo}, E=(&,)cH ®L ve

CI)I(a):za@JlL ,  VaeR, olsun.O halde, ®, : R, —>ERI@(]R-J1L) ve Va e R, i¢in;
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(@(a)$.6)=((a®L)¢ &) = 3 (s, .&,) = p(a) dir
Simdi p': H,® L > ®,(R,)¢ izdiisiminii ele alalim.
Vx=a®1, e(ROR-1,) icin @, (a)ée® (R,)éc @, (R,)¢ oldugundan,
(px)e = p((a®1)¢) = p(®(a)¢) = ()¢
= (a®1,)¢ = x& = x((1®1,)¢) = x(@,(1)¢)
=x(p (2,(1)€)) = x(p(£)) = ()¢ air.
Benzer diisiince ile Vy € H, ® L dyleki y # & igin
(px)r = p/(®,(a)7)=0=x(0)=x(p (@,(1)7))
=xp' ((1®1,)y)=xp'(7) dir.
Sonug olarak, VyeH, ®L ve Vxe(‘ﬁlé(R-JlL)) igin (p'x)y =(xp')y "dir.
Yani; p'x=xp *dir. Dolayisiyla, p' € (%,®(R-1,)) “dir.
Simdi, @,: R,@(R-1,) > (R,&(R-1,))p" donisiimiinii ©,(a®1,):=(a®1,)p
a e R, olarak tammlayalm. p'¢ = p'((1®1,)&) = p' (@, (1)&) =@, (1)=& oldugundan;
((@,00,)(a)é,&)=((0,(a®1,)),&)=((a®1,) p&,E)
=((a®1,)&.8) =(®,(a)&,&) = p(a) dir. Yani;
p(a)=((®,°®,)(a)&,&) (VaeR,) dir.
Simdi, u:®(R,)np—>p' (H®L) lincer doniisimini ud(a)n:=(P,o®d,)(a)é
seklinde tanimlarsak ve dte yandan (®(a)n.7) =(a) =((®,®,)(a)&,&) oldugundan

HCD(a)nH/:HuQD(a)nHZ elde edilir. Yani; u izometriktir. ®(R,)np=R,p ve

(®2°®1)(m1)§=®1(9{1)§ olup @(9{1)0:93277:]‘[2 ve ((1)20(1)1)(9{1)§ =q)1(iR1)§

=p' (H,®L) oldugundan u doniisimii bir u:H, — p'(H,®L) initer doniisiimiine
— -1
genigletilebilir. Ayrica her ae9R, igin uCI)(a)(u) =(®,0o®,)(a)’dir. O halde,

)_1 : (‘Rl@(R -1, ))p/ — R, bir *-izomorfizm olmak iizere,



87

D=D, 0D, oD, dir.
Genel durumda; EI(H;)::H2 ve 3(n)cH, : H,=8®,H, ve Hi=Ry, (VI)dir
g/ H, >R,y =H, dogal izdisim olsun. O halde ¢, €®, (V/)’dir. Her / icin
D, =¢q/O:R, ->N,q, bir normal *-homomorfizmdir. Birinci duruma benzer sekilde;
30! o) !
@, = o o (Vi) dir.
O halde i=1,2,3 i¢gin @, =9, q)ﬁ” olmak iizere, ® =D, o®d, o ®, olup, O,,D,, D,

izdiisiimleri gerekli sartlar1 sagliyor. B

Teorem 48.

R bir sonlu reel faktor ve {7Z',H }, R 'nin asikar, yoz olmayan W' —gdsterimi
olsun. O zaman Jp' eP((ﬂ(‘R)é(RJlK))/) izdisimi ve Ju:H — p' (L2 (‘R)@K)

liniter operatdrii oyle ki;
um(x)=(A(x)®I; Ju, Vxe®R,

Yani, 7(R) = (/1 (ER)@(]R A, )) p yazilabilir ve sonug olarak,

ur(R)u' = p (A(R)S(R 1)) ve uz(R) u' = p' (A(R)®(R 1)) p'dir.

Ispat:
R, =A(R) ve R, =7(N) olmak iizere, ®(A(x)):=7(x) olarak tanimlanan
@ : R, > R, doniislimii bir *—izomorfizmdir. Gergekten;

1. @, bir homomorfizmdir.

A,hom.

A(x), 2(y) € A(R) olsun. @ (A(x)-A(y)) = @ (A(x-y))

- (x-») o 7 (x) 7 () o (l(x)) . ® (ﬂ(y)) = @ carpim islemini korur.

Ote yandan m,n € R olmak iizere,
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O (m/l(x)+n/1(y)) L:lm‘ O (/?,(mx+ny)) i7r(mx+ny) = mﬂ(x)+n7z(y) i
m-CI)(/l(x))+n'(D(/”t( y)) = @ lineerdir. Boylece, sonug olarak @ doniisiimii bir

homomorfizmdir.
2. @, bire-birdir.
A(x), A(y) € A(R) olmak iizere, ® (xl(x))= ) (xi(y)) olsun.

7 _lin.

® (A(x)= ® (A(y)) > 7(x)= 7 (M) (x)-7 () =0 = 7(x-y) =0 ve
7 asikar oldugundan (x—y) =6 = x=y elde edilir. Ote yandan, A bire-bir
oldugundan A(x)= A(y) dir. Sonug olarak @, bire-birdir.

3.D, ortendir;

Vaer(R) i¢in, 7 izomorfizm oldugundan 3IbeR dyle ki, 7 (b)=a ve
A(b)e A(R) =R, olup, @ nin tanim geregi, (/I(b)) = 7 (b) = a’dir. Buradan,

® Ortendir.

4.®, * islemini koruyandir;
A,7m *—izomorfizm oldugundan, d)(/i(x)*) = @(/I(x*)) = ﬂ(x*) = 7z(x)

2 [q)(/i(x))}* elde edilir. Boylece @ bir * —izomorfizmdir .

Sonug olarak, teoremin iddias1 direkt olarak Teorem 47’den elde edilir. B

2.1.4. Reel Faktorler icin Von Neumann Es Sabiti Kavram

R bir sonlu reel faktor ve {7Z,H } ikilisi, R *nin yoz olmayan, asikar, W — gdsterimi
olsun. 7(R) +iz(R) =7(R+iR) ve 7(R+iN) yari-sonlu oldugundan 7(R) cebiri
de yari-sonludur. Bu durumda, Teorem 37 geregi ﬁ(iR)+ tizerinde asikar, yar1 sonlu,
normal izi mevcuttur. Yani; 37: 7[(9%)/+ — [0,0] asikar, yar1 sonlu, normal izi.

Simdi, 7r(ER)/+ uzerinde 77, dogal izini tanimlayalim. Bu tanimu iki farkli sekilde

yapacagiz.
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. u=1
1. (Ozel Durum) : Eger, {z,H} = {1®1,,I’(R)®K| (Burada K, sayilabilir
sonsuz boyutlu bir reel Hilbert uzayidir. ) ise;

(2(R)®(R 1)) =7 A(%)J ® B(K) sonludur.

K ’nin ortogonal, normal bir Hamel tabam olarak {e}’yi segelim. Bu durumda, her
t'e (ﬂ,(ﬂ%)é(R-ﬂK ))/ igin;
t/=(J/1(xij)J) , x, €R, Vi, jeA=dim(K)

seklinde tek tiirlii yazabiliriz. Boylece;

Tré(m)@x (t’)::Zr(xﬁ), vt :(J/l(xij)J)e(/l(iR)@(R-]lK))

i

i.jeh

+

dogal i1zi tanimlanabilir. Burada 7, R 'nin bir tek asikar, normal izidir. Ac¢ikca, 7 rL/z (WK

izi (/I(ER)@(R 1, ))/+ lizerinde agikar, yar1 sonlu, normal izdir. 77, . . ’nin agikar

(R)®

oldugunu gosterelim:
(xix )ZO

TrL/z(*.R)®K (t/ ) =0 Zr(xii) =0 T = T(x,»i) =0, Vi icin.

7 _asikar

< x,;=0, Violdugundan Tr, izi asikardur.

(R)®K

Eger, { fl.},K 'nin bir baska ortogonal, normal ( Hamel ) tabam1 ve

£ =(J2(x,)7)

i,jeA

, ¢’nin Z(R)®K =) & [LZ (SR)@fl] ’ye gdre matris gdsterimi,

t = (tl.j )(J/l(xl.j)J)(tij )* dir.
Burada, her 7, j i¢in ¢, = <el., fj> dir. (tz/) tiniter oldugundan ve bir iz liniter operatére gore

invaryant kaldigindan, yani; 77 ((tl.j ) : (t[j )) =Tr'(+) oldugundan T} Ve TN tanimi, {e}

(%)

ailesinin se¢ciminden bagimsizdir.
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2. (Genel Durum) : {7,H}, R nin yoz olmayan, asikar, W~ — gosterimi olsun.

Teorem 48’ e gore;

*

ur (x)u =p/(l(x)®JlK), VxeR
olacak sekilde bir p' e P((A(R)®(R-1,)) ) izdiistimi, u:H - p' (L (R)®K) tniter

operatorii ve bir K reel Hilbert uzayr vardir. Bu durumda 77, dogal izini sdyle
tanimlayalim;
TrL/z(m)M (t/ ) = Tré(m)@x (ut’u*), Vit e 7[(5}{)/+
Benzer sekilde, bu tanimin; p’ izdiisimii ve u operatoriiniin se¢iminden bagimiz
oldugu gosterilebilir.
Tr), izinin; 7z(iR)+ lizeinde bir asikar, normal iz oldugu agiktir. Simdi, 77, izinin
yari-sonlu oldugunu gosterelim.

Bunun igin, V¢ € 72'(9%);, t'#0 olsun. Tr

le(m)® «  Yyar-sonlu oldugundan

Ja' e (i(iﬁ)@(R-ﬂK ))/ oyleki a' #0, a <utu’ ve Tr (a/) < oo ’dur. Acikea,

F(R)®K

aep (ﬂ(ﬂ%)@)(R-ﬂK)) p= uﬁ(ﬁ%)/ u " dir.

/
.
O halde, s’ :==u"a'u olarak tammlanan s’ igin s’ € 71'(9?{)/+ ve s' <u’ (ut/u*)u =t olup

Tr, (s/):z Tr

(R)®K (a/) < oo ’dir. Buradan, Tr,, izi yari-sonludur.

Tanmm 24: R bir sonlu reel faktor ve {E,H }, R ’nin yoz olmayan, asikar,

W — gbsterimi olmak iizere,
dimy, (4 ):=Tr'(1)

sayisina E(ER) ve ﬁ(iR)/ cebirleri arasindaki Reel Von Neumann Es Sabiti denir.

2.1.5 . Reel Von Neumann Es Sabitinin Ozellikleri

Bu boliimde, R bir sonlu reel faktér olmak tizere, Reel Von Neumann Es Sabitinin;

ozellikleri ispatlanacaktir.
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Lemma 4 [21].

{ﬂi,H i}: R 'nin  asikar, yoz olmayan W —gosterimler ailesi ise,

{ T1=®rn,H=®H, } ikilisi de R ’nin asikar, yoz olmayan W~ — gésterimidir.

Teorem 49 (Toplamsallik).

R bir sonlu reel faktér olmak iizere {z,H,} = R ’nin asikar, yoz olmayan

i° i
* o . . .« .
W~ —gosterimler ailesi ise

dim,, (@ H,.) =" dim,, (H, ) dir.

Ispat :

7 ::(-:375 ve H = (—iBH ; olsun. Yani, 7 $0yle tanimlanir;
7(R)c B(H):VxeR i¢in 7(x) :=€ir)7ri(x)
Teorem 48’¢ gore; 3p’ eP((ﬂ(ﬂ%)@(R-ﬂK))/) ve Ju :H—p (I (R)®K) u'u=1,
p'=uu" ve um(x)=(A(x)®l udir. (13)
Ayrica, dim, (eiaH,.) = dim, (H) = 77, (1)
=T7 o (007) = T7 i (p') elde edilir. (14)
i keyfi ve sabit olmak tlizere, ¢, .= H — H, dyleki V&= 61351. eH = C?H,- i¢in
q,(&)=¢ dogal izdiisiimiinii ele alalim.

Agikga, i# j i¢in ¢,q; =0 dir. Clinkii; (qiqj)(é) = qi(qu) = qi(c_?j)zO dir. Ote

yandan, (quj(é) = (quj(@é) = ®¢, = ¢ oldugundan Zq[ = 1"dir.

i#j

Boylece, ¢g,-q; =0 ve Zqi =1 elde edilir. (15)

. Vi — * . . .
u,=uq;, ve p, =uu, ile gosterelim.
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Simdi, g, e;z(iR)/ oldugunu gosterelim. Bunun i¢in VxeR ve V& e(JkB@ eH

alinsin.
gr(x)E = qizr(x)(Gk-) fk) =7, (x)¢&, olup tersine; 7 (x)q,& =7(x)g, ((—}? §k)

= (?”k (x)ql‘égk - ﬂ.i(x)é:i’ “q, @D, :?Qié:k =¢7

k

V& Vx

Buradan, ¢,7(x)¢ = 7(x)gé = gz (R)=7n(R)q, = ¢, en(ﬂ%)/ elde edilir.

wu, = (uq,) (ug,) = q,(u'u)q, = q,1q, = 4.4, = 4" =q, = q,€7(R) ve ¢, =u'u, (16)
— 5

1

Simdi, u,7z, (x) = (/1 (x)®1, )u[ oldugunu gosterelim. Agik¢a, g,7(x)=g,7,(x) dir.

u;=uq; (16) (13) _ _
urz (x) = ugrm (x)=uqn(x) = urx(x)g = (/l(x)®J1K)

= uz,(x) = (/I(x)@ﬂ,()u[’dir. (17)
Simdi, p, € P((ﬁ(ﬂ%)@(R.ﬂK ))/j oldugunu gosterelim.

I * * _ * o Jl * * /
DD = (uiui)(uiui) =wu,uu, =u, | u=uu = p; ve

l 1 1l

*

( D ) = (u,u,* ) = uu, = p, oldugundan, p, bir izdiisiimdiir. Ote yandan,

u;=ugq;
o WiTUdi *

p=uu; = (uq,)(ug) =uqqu =ugqu oldugundan;

P (ﬂ,(x)®JlK)pi/ = uqu’ (ﬂ(x)@JIK) uqu' = uq, [u*(/l(x)@)ﬂ,{)u} qu’
(x)

(13) (16) (13) —
= uq, ﬂ(x) qu =u ﬂ(x) q. qu =u ﬂ(x) qu = (l(x)@JIK) uqu

= (A(x)®1,) p; = p e(A(R)S(R 1)) (18)
Boylece, (17) ve (18)’den 3p' € P((z(m)é(R.ﬂK))’j ve Ju, : H— (I (R)®K) p|

tiniter operatdr dyle ki,

p,=uu, u u, = I, veu, z(x) = (/I(x)@)JlK) u, dir.

1 l

Buradan, 7, (%) - (/1 (R)®(R-1, )) elde edilir. Dolaystyla,
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dimy (H,) = T o (uaa]) = Ty (p) dir. (19)

. . , 19 :
Diger yandan, p; p, = uqu uqu = uq lqu =uq,qu =9, p, ‘dir Ayrica,

) (13)
Zplf = ZLtqiu = u(Zq,j =ulu =uu =p ‘dir. Yani, i# j icin pi L p;

olup Z p. = p dir. (20)
Boylece; (14) , (19) , (20) ve izin toplanabilirlik 6zelligi ( 7 bir iz olmak tizere,

e, Le,,(n#m) olan (e,)”  izdiiimler ailesi igin, 7 (Zeﬂ ) =Y '7(e,) dir. ) geregi;

. (19) ,
; dim, (Hz) - TrLz(m)®K (p - TrL2 R)®K [ZP J

(20) (14)
= T} gy (P) = dimy, (H)= dim, (@ H,) elde edilir ve boylece,

> dim, (H,) = dimm(({BHl.) *dir. m

Teorem 50.

R bir sonlu reel faktér olmak {izere, {72'1,]‘11} ve {72'2,]‘12}, R ’nin asikar, yoz
olmayan iki " — gdsterimi olsun. Bu durumda,

dimy (H,) = dimy, (H,) < {z.H} = {z,,H,} dir.

Ispat:

Teorem 48’¢ gore, {7,,H,} ve {x,,H,} gbsterimleri igin sirastyla;
pio o€ (AR)O(R1)) izdiisimleri ve u,: H, > ((R)®K) p,, (i=1.2) initer
operatorleri meveuttur, oyle ki wu, = 1, wy = p e(A(R)O(R-L)) ve
u, 7, (R) u] = p; (A(R)®(R-1;)) dir. O halde,

dimy (H,)=dim,, (H,) < TrLz(m)M (u1 ul*) = Trﬁ(m)@]{ (u2 u;)

& TrLz(m) ok (P ) Trﬁ(ﬂ{)@K (pé)
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T36
< p~ p, dir

Teorem 48’e gore,
{z, 0} ={(21®1)p}, p/ (L' (R)®K)}

\

oldugundan,

Teorem 51.

R bir sonlu reel faktdr olmak lizere, dim,, (L2 (ER)) = 1°dir. Yani, R ’nin kanonik

gosteriminin es sabiti 1°dir.

Ispat:
Vae I’(R), VéeK : ||€|=1 olsun. u : I’(R) > L’(R)® [&] operatoriinii

sOyle tanimlayalim; u (a):= a ® &, “ Burada, [f] = {,uéf| ,ue]R}; & yi igeren en dar
vektor uzayidir. Bu da & nin reel lineer zarfi demektir.”
u': I(R)® [&] > L(N)igin u’ (b® ué) = u-b oldugunu gdsterelim.

(a®& b®us), =(u(a).b@ué) =(a®Eb®ué), = (a, J‘(b@;@)}l ve
(a.b), {&.u), = (ab) u(&:¢), = (ab), - uléf

U <a,b>l oldugundan u <a,b>1 = <a,u*(b(>9y§)>1 dir.

(a®&Eb®ué),

Buradan, u’ (b®,u§) = u-b’dir. Acikca, uu’ (b@,ugg) = u(,ub) = ub®& = b®Ou& ve
wu(a) = u (a®E)=a’dir. Dolayisiyla, u"u = 1 ve uu'= p'’dir. Burada p' :
r (SR) ® K » I’ (ER) ® [5] dogal izdiistimdiir.

Simdi, p' e (Z(ER)@(R-JIK))/ oldugunu gdstermeliyiz. Yani,
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Vo A(x)®l, € ()L(i]%)@(R-]lK)) igin p' (A(x)®1;) = (A(x)®1;) p' oldugunu
gdsterecegiz. Bunun igin, V7 € LI’ (SR) ve V7' € K alinsin. O halde;

p (ﬂ(x)@ﬂK)(n@)n/) =p (Z(x)n@ﬂ,{n/) =p (x%(x)n@n/) i A(X)n®u-& ve

/

(2(x)®1,) p' (n®7') = (4(x)®1, ) (1® ) = A(x)7 @1, & oldugundan
P e (AH(R)®(R-1,)) elde edilir.
Simdi, u A(R)u" = (A(R)S(R-I;))p oldugunu gosterelim. Bunun igin
Vae L’ (R) ve V ué e[£] almsim.
uA(x)u' (a®ué) = u A(x) (pa) = p u(A(x)a) = u-(A(x)a®¢)
= A(x)a® ué ve diger taraftan
(A(x)®1) p' (a® ) = (A(x)®1 ) (a® u&) = A(x)a® g olup, buradan
uA(x)u' (a®ug)= (A(x)®1, ) p' (a® &) elde edilir. sonugta;
ud(x)u = (A(x)®1, ) p'dir.
Boylece, x keyfi oldugundan, u A(R) u’ = (2(R)®(R-1;)) p’ elde edilmis olur.
Sonug olarak, u : I*(R) - L'(R)® [&], u(a)=a ® & initer operatdrii ve
p = uu ile tammlanan p' izdiisimii igin Teorem 48’in iddiast dogrudur. Bdylece,
{2,L(R)}, Ronin asikar, yoz olmayan bir reel " gosterimidir. O halde, es sabiti
tanimna gdre, dim,, (Z*(R)) = Tr o (p') olur.
Diger taraftan, K bir reel Hilbert uzayi oldugundan, ¢ :=¢ olmak iizere 3 e,,
e,...cK vektorler sistemi dyle ki, {¢} _ ,(A:=dim(K))ailesi K icin bir Hamel

tabanidir. Bu durumda, p'’niin matris gosterimini soyle elde edebiliriz:

Pe (AMB(R1,)) = A(%) ® (R-1,) = (JA(R)J)®B(K)
= p'= (J/i(xij)J)i’jeA’dir.

burada, u, (a) := a ® e, olmak tizere, x; =u, p'u,’dir. Bu durumda;
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x,(a)=up'u,(a)=u p (a®e,) dir.
j#1 igin, e, ¢[&] oldugundan p’ *niin tanimina gore j#1 icin p' (a®e,) = 0’dur.
j=ligin p' (a®e) = p' (a®&) = a®& oldugundan,
x,(a) = u p'u, (a) = u (a®&) dir.
Aymi diisiince ile i #1 igin de, u; (a®¢&) = 0°dir. i=1 igin ise,
u (a®&) = a’dur.
Dolayisyla, x,, = 1, x,= 0 (i, /) #(1,1) *dir. Buradan,
I ... 0 ..

= (J X, J)i,jeA = 0 olup,

dim‘“ (L2 (iR)) - Tré(m)@x (uu*) - TrL/Z(SR)®K (p/) - Zf(xii)
= T(Jl)+ T(O)+T(O)+...+... = T(Jl)zl

= dim, (£(R)) = I'dir.m

Teorem 52.

R bir sonlu reel faktor ve {7z,H } , M’nin yoz olmayan, agikar, W — gdsterimi
olmak tizere,

7(RN) sonludur & 7r'(+) sonludur < dimy, (H) <o’ dir.

7(R) = (Z(m)é(R']lK))/ ve I .= p' =uu oldugundan (R) sonludur

(ﬂ(i)t)@(RJl,())

& p' sonludur. Ote yandan, p’ sonludur < TrL/z(‘R)QbK ( p/) < oo ’dur.

V ¢ bir iz olmak iizere, eger r sonlu ise, VxeR, i¢in T(x)<oo oldugundan

7(1) <oo dur. Tersine, eger; IxeR, dyle ki 7(x) = oo ise, I-x>0,7(1-x)> 0 ve 7
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lineer oldugundan 0 < 7(1-x) = 7(1) - 7(x)’dir. Buradan; o = 7(x) < z(1), yani;

7(1) = oo dur. Sonug olarak; 7 sonludur < 7(l) <o ’dur. A
Buradan dimy, (H) = TFL/Z(«R)@K ( p/) < oo dur.
Ornek 52.

R =M, (R)c B(H), dim(H) =m olsun. Bu durumda dimy, (H)’yi aragtiralim.

R =M, (R) reel W~ cebiri (bkz. Not 3) olup B(H )’nin alt cebiri oldugundan,
n|m ‘dir. Bu durumda, 3 peN oOyle ki m=p-n ‘dir. O halde, H, = H, H, = R",
H, = R? olmak iizere,
H,=H,®H  dir.

Gergekten, V& e H=H, i¢in, m = p-n oldugundan,

p

lG-)lgﬁ, (51 eHn) veya &= ](’4;9151, (5/ er) ’dir. Bu durumda;

S
n p

H = @1 H,= @1 H elde edilir. (21)
i= j=

VE®neH, =H,®H, olsun. (e)’ ailesi H, uzaymm bir Hamel taban olmak
P

lizere, n= G:)lliei oldugundan,
p
£®n = B(£® Ae,) di. 22)

. S
H' = {f@e[ :feHﬂ} icin, H'= H_  oldugu aciktir. (f:5®e =¢  seklinde

tanimlanir.) Boylece, (22)’ye gore;

p R p R
E®n e_(J_BlH’ = H, :=Hn®Hpc_€_alH’ elde edilir. (23)
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p . P
Tersine; Vy e OH = 7 = ®(§®¢) = (§8¢)® - O(¢,®e,) e H,®H,,

=1

clinkii; V (é‘l ®el.) €eH,®H, ve “®” islemi Hilbert uzaylarinda kapali oldugundan
P
y € H,®H  ’dir. Boylece, @H 'c H,®H, elde edilir. (24)

Sonugta, (23) ve (24)’den ;
P
H ®H,= (iDlH’

S
elde edilir. Diger taraftan, ' = H, oldugundan,

P (21)
Hﬂ@Hp=§91H’ @H H=H ®H,=zH

elde edilir.
RcB(H) = B(H,®H,)=> R = B(H)®1/ dir. VE(=0)eH
Vn(#0)eH, secelim. Vy= £®ne H, ®H, = H olsun.

e, = €q,: H— SR/;/ ve e = eq: H —>ER}/ oldugundan,

e, = eq, : H=H ®H, - R (£®7) (:) (B(Hn®ﬂp)/(§®77))

= (s (1) J¢om) = (Le5(H,)Eon)

(Jl}j@B(Hp)n) = {®H, = [£]® H, elde edilir ve buradan;

p: H, —>[§] dogal izdiisim olmak tizere, e.o, @ H — [é] ®H,= eq,
= p:® 1, olur.

_ ()
e, H=H,®H,—>Ry = (B(H,)®1,)(£®n) =H,®n = H, 7]

= e =eq  HQOH, - H Q[n]

:>eg®,7 = 1,®p, dir. ( H,—> 77])
7(esey) = 7 (P:®1,) = 7(p:) 2(1,) = 7(p;) ve

T (e§®,7) (Jl ®pn) /(Jln) 'T/(pn): r/(pn) dir. (25)
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0 - 1 3 3
p; : H,—[¢&] izdiisimii icin p, € B(H,)= M,(R) olup, p, izdiisiimiiniin de bir

matris gosterimi vardir. Bu matris gosterimi, sadece bir eleman1 1 ve diger tiim elemanlari

0 olan bir koésegen matris seklindedir. Yani;

a 0 o
p:=|0 0 |; El!ie{l,2,---,n} oyle ki, a, =1 ve Vj #i igin a =0’dir.
0 0 a

n

=

Bu durumda, z'(pg) :% z'(pé”) = % (0+-+0+1+0+---0) = 1 ve benzer sekilde,

n

n defa
w(p) =

Boylece,

(0+--+0+1+0+---0) =

pdefa

1 elde edilir. (26)
p

-
5
-

dimy (H) = dim, (H) = dim, (H, ®H,) = feson) 29 2lpe)

elde edilir. Yani;

dimy, (H) = £°dir. m
n

Ornek 52’nin sonucundan, asagidaki gibi irdelemeler yapabiliriz.

o dimg(w)(Ru) :% : B(R3);M3(R) = dim, (B(R3))=dimR (M;(R))=3,
B(R3)CB(R12) ve dim, (Rlz) =12 oldugundan, m=12, n=3, p ::%=%=4.
& dim, (B7) = % . B(RY)2M,(R) = dimg(B(R))=dim, (M, (R))=4.

B(R*)cB(R?) ve dim, (R") = 12 oldugundan, m=12, n=4, p:=m=%=3.

n
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* dim, (R7)=2 5  B(R)=M(R) =  dim,(B(R))=dim, (M (R))=1,

B(R)CB(RZ) ve dim, (]Rz) =2 oldugundan, m=2, n=1, p =2

2
n 1

=2.

®,

* dim,, (R')=3 ; B(R)=M(R) =  dim;(B(R))=dim, (M (R))=1,

=—=3.

B(R)cB(R’) ve dim, (R*) =3 oldugundan, m=3, n=1, p=" %
n

¢ Dabha genel olarak, dimB(R) (R") =n ve dimB(R) (]R) =1 elde edilir.



3. SONUCLAR

Reel W -cebirleri i¢in Von Neumann Es Sabitinin arastirildig: bu ¢alismada; sonlu
reel faktorler i¢in elde edilen sonuglar1 agagidaki gibi siralayabiliriz. Bu sonuglarin tamami

ilk olarak bu ¢alismada ortaya konulmustur.

1) Sonlu R reel faktorii igin, {4,1* (%)} kanonik gdsterimi elde edildi (Sonug 15).

2) Bir sonlu reel faktoriin kanonik gosteriminin komplekslestirilmesi elde edildi. Yani;

R sonlu reel faktor ve M :=R +iR, R’nin bir komplekslestirmesi olmak iizere,
A(R)+HIA(R) =4 (R+iR) =4 (M) esitligi elde edildi. Burada {1,1°(R)} ve

{/10, > (M )} sirastyla R ve M := R +iR ’nin kanonik gosterimidir (Teorem 44).

3) Kanonik *-gosterimi i¢in komutant teoremi ispatlandi (Teorem 46).
4) Gosterim teoremleri reel durumda ispatlandi (Teorem 47-48).

5) Sonlu reel faktorler icin Von Neumann (V.N.) es sabit kavrami tanimland1 (Tanim 24).

6) Reel Von Neumann es sabitinin bazi 6zellikleri ispat edildi. SOyle ki, es sabitin tam
toplamsal oldugu, kendi aralarinda denk olan gosterimler i¢in degismeyecegi, kanonik

gosterimde es sabit degerinin 1 oldugu gosterildi (Teorem 49-52).

7) Reel matris cebirleri i¢in, V.N. es sabiti hesapland1 (Ornek 52).
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4. ONERILER

Bu ¢alisma ile sonlu reel faktoriin Von Neumann Es Sabit kavrami tanimlandi.
Boylece, calismada ele edilen bu sonug reel operator cebirleri i¢in indeks kavraminin
tanimlanmasina imkan verir. Dolayisiyla, bundan sonra reel faktorler (reel W ™ -cebirleri)
icin indeks kavrami tanimlanarak reel operatdr cebirlerinin siniflandirma probleminde
biiyiik bir ilerleme saglanabilir.

Bu calismaya paralel sekilde, kompleks bir W -cebirinde bir involutif *-anti
otomorfizm ile *-anti otomorfizm invaryantli reel Von Neumann Es sabiti M. N. Cansun
tarafindan tanimlanmistir. Boylece, ayni sonuca iki farkli yontem kullanilarak varilmistir.
Daha sonra reel indeks kavraminin tiplere gore arastirmasi yapilirken benzer yaklagimla iki
farkli yontem izlenebilir ve elde edilen sonuglar iliskilendirebilir ve genellemeler
yapilabilir.

Ayrica, bu ¢aligmanin reel faktorler icin Von Neumann Eg Sabitinin 6zellikleri ile

ilgili diger tiim sonuglart degisik durumlarda ele alinabilir.
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