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 ÖNSÖZ 

 

      Bilindiği gibi operatör teorisi, kuantum fiziği probleminin matematik modelinin 

kurulması ile elde edilmiştir. Bu teorinin kuantum fiziği teorisinden kaynaklanması 

sebebiyle operatör cebirler teorisinden alınan her sonuç kuantum fiziği için de önemlidir. 

      Operatör cebiri, Hilbert uzayında düzgün veya zayıf topolojilere göre kapalı, lineer 

ve sınırlı dönüşümler ailesidir. Önceleri kompleks durumu üzerinde durulan bu teori, daha 

sonraları reel durumuna genişletilerek günümüzdeki yerini almıştır. En sonunda da bu 

çalışmalar kompleks operatör cebirlerinin tam sınıflandırma invaryantlarını bulmak için 

indeks kavramının verilmesi şeklinde geliştirilmiştir. Bu şekilde kompleks operatör 

cebirinin indeksi hesaplanarak, farklı indeksli kompleks cebirlerin izomorf olmadıkları 

şeklinde önemli ve kullanışlı bir sonuç elde edilmiştir. 

      Bizim bu çalışmadaki amacımız kompleks durumda tanımlanmış indeks kavramını 

geliştirerek ve reel operatör cebiri ile kompleks operatör cebirinin involutif *- 

antiotomorfizmi arasındaki doğal ilişkiyi kullanarak reel operatör cebiri için indeks 

kavramını involutif *-antiotomorfizm yardımıyla elde etmektir. Bu sebeple çalışmanın ilk 

kısmında çalışmaya ışık tutacağı düşünülen kavramlar, teoremler ve ispatlara yer 

verilmiştir. İkinci kısımda ise involutif *-antiotomorfizm invariantlı operatör cebiri için 

indeks kavramının tanımlanmasının ilk aşaması olan eş sabit kavramı tanımlanmış ve bazı 

özellikleri incelenmiştir. 

 Konunun belirlenmesinden, çalışmanın tamamlanıp bu hale getirilmesine kadar 

geçen süreçte yardımını ve desteğini esirgemeyen sayın hocam Prof. Dr. Abdugafur 

RAKHİMOV’ a teşekkür eder saygılarımı sunarım. Bu çalışmanın hazırlanmasındaki 

katkılarından dolayı Arş. Gör. Yavuz KESİCİOĞLU’ na ve Tuncay KÖR’ e  teşekkürü bir 

borç bilirim. Ayrıca eğitim hayatımın ilk aşamasından beri hem maddi hem de manevi 

desteklerini bir an olsun üzerimden eksik etmeyen aileme sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 
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                                                                 ÖZET 

 

 Bu çalışmada V. Jones tarafından tanımlanmış olan kompleks operatör cebirin 

indeksini reel durumda vermek için involutif *-antiotomorfizm invariantlı eş sabit kavramı 

tanımlanmıştır. 

 Birinci bölümde Fonksiyonel Analiz ve Operatör Cebirin temel kavram ve sonuçları 

verilmiştir. İkinci bölümde involutif *-antiotomorfizm invariantlı eş sabit kavramını 

vermek için involutif *-antiotomorfizm invariantlı 2L  uzayı tanımlanmış ve bunun 

kompleksleştirilmesi verilmiştir. Daha sonra *W -faktörünün verilen bir involutif *-

antiotomorfizme göre invariant kanonik *-gösterimi elde edilerek bu gösterim için 

komutant hakkındaki teorem ispat edilmiştir. Böylece daha önce reel durumda 

tanımlanmamış olan eş sabit kavramı tanımlanmış ve bazı özellikleri ispatlanmıştır. 

   
 
Anahtar Kelimeler: Von Neumann Cebiri, İnvolutif *-antiotomorfizm, Von Neumann Eş 
       Sabiti, Reel *W - cebiri 
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SUMMARY 

 
 

The Coupling Constant with Involutive *-Antiautomorphism Invariant 

 

In this study, the coupling constant with involutive *-antiautomorphism invariant is 

defined to make the index defined by Jones specious the index on real operator algebra. 

In the first part of the study, basic concepts and results in the operator theory and 

functional analysis are summarized. In the second part, 2L  space with involutive *-

antiautomorphism invariant is defined and it’s complexification is given. Then, for given 

*W -factor and an involutive *-antiautomorphism the canonical representation of factor 

with antiautomorphism invariant is obtained and The Commutant’ s Theorem is proved. 

Thus, for real case the coupling constant is defined, which is not known early and some 

proporties of this are discussed. 

 
 

Keywords: Von Neumann algebra, Involutive *-antiautomorphism, The coupling constant 
of  Von Neumann, Real *W -algebra. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Operatör cebirler teorisi kuantum fiziği problemlerinin matematik modeli kurulması 

neticesinde ortaya çıkmıştır. Bu cebirler ilk defa J. Von Neumann [49, 50] ve F. J. Murray’ 

ın [26- 28] çalışmalarında operatörler halkası adıyla tanımlanmış olup, bu cebirlerin ilk 

sınıflandırması (yani sonlu ve yarı-sonlu hyper-sonlu cebirlerinin sınıflandırılması) da bu 

matematikçiler tarafından yapılmıştır. Bu teori kuantum fiziği teorisinden 

kaynaklandığından operatör cebirler teorisinde alınan her sonuç kuantum fiziği için de 

önemli olup, bu sonucun kuantum fiziğinde bir anlamı ve uygulaması vardır. Operatör 

(kompleks) cebir, genelde bir Hilbert uzayında düzgün veya zayıf topolojiye göre kapalı 

lineer sınırlı dönüşümler (yani operatörleri) ailesi olup, J. Von Neumann [49, 50] ve F. J. 

Murray’nın [26- 28] çalışmalarından sonra yeterli sayıda örnek olmaması sebebiyle uzun 

zaman (yaklaşık 30 yıl) kimse tarafından incelenmemiştir. Hatta saf sonsuz (III. tipten 

faktörler ) operatör cebirleri için hiçbir örnek yoktu. Bu sebeple saf sonsuz operatör 

cebirlerinin var olup olmadığı da belli değildi. 1965- 68 yıllarından itibaren bu teoride 

önemli sayılabilecek gelişmeler sağlandı. Bu gelişmelerin olmasında A. Connes [8- 12], M. 

Takesaki [44- 46], S. Sakai [36, 37], J. Dixmier [13- 15], v.s.’ nin katkıları büyüktür. Bu 

matematikçilerin çalışmalarında kontinuum (sayılamaz sonsuz) sayıda kendi aralarında 

izomorf olmayan saf sonsuz operatör cebirler sınıfı bulundu ve bu cebirlerin de ilk 

sınıflandırma problemi çözüldü. Bazı özel durumlarda (injektif faktörler için) ise tam 

sınıflandırma yapıldı. 

1980- 82 yıllarından itibaren kompleks operatör cebirler teorisine paralel şekilde reel 

operatör cebirleri teorisi de ortaya çıkmıştı. Aslında bu teorinin de kökü de kuantum fiziği 

teorisinden kaynaklanmış olup, kompleks durumun bir genişletilmesi (çünkü cisim dar 

oldukça bu cisim üzerindeki cebir geniş olur) olarak görünmektedir. Kompleks ve reel 

operatör cebirleri arasında doğal bir ilişki vardır. Şöyle ki, bir reel cebir’in 

kompleksleştirilmesi kompleks cebir olup, tersine bir kompleks cebirde her involutif *-

antiotomorfizm bir reel cebir tanımlamaktadır. Böylece bir reel operatör cebire bir 

kompleks operatör cebiri ve onun bir involutif *-antiotomorfizminden oluşan ikili karşı 

karşı koyulmaktadır. Bu ikilinin incelenmesinde ve özellikle reel operatörler teorisinin 
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ilerlemesinde E. Stormer [40- 43], Ş. Ayupov [1- 6], P. Stacey [38, 39], T. Giordano [16-

19], A. Rakhimov [30- 35] ve Ş.Usmanov [47, 48] gibi matematikçilerin büyük katkıları 

bulunmaktadır. Bu matematikçilerin çalışmalarında, bu cebirlerin tiplere sınıflandırma 

problemi tam çözülmüş olup, bazı grupların bu faktörlerdeki hareketi de sınıflandırılmıştır. 

Son zamanlarda operatör cebirlerinin tam sınıflandırma invaryantlarını bulmak 

amacıyla Fransız matematikçisi V. Jones [20- 22] tarafından kompleks cebirin indeks 

kavramı tanımlanmış olup, indeksin hesaplama formülü bulunmuştur. Böylece bu formül 

yardımıyla verilen bir kompleks operatör cebirin indeksi hesaplanarak, farklı indeksli 

kompleks cebirlerinin kendi aralarında izomorf olmadığı kesin olarak söylenebilir. İndeks 

kavramının kompleks cebirleri için incelenmesi saf sonsuz faktörler için hala devam 

etmektedir. Açıkça görülür ki eğer Jones indeksi bir involutif *-antiotomorfizme göre 

invaryant ise, bu kavram bu antiotomorfizmle tanımlanan reel operatör cebirine kısıtlanır. 

Böylece bu şekilde indeks kavramı reel duruma genişletilebilir. Bundan dolayı bu 

çalışmamızda biz reel indeks kavramı için birinci adım attık. Şöyle ki, çalışmada bir sonlu 

kompleks *W -faktörün verilen bir involutif *-antiotomorfizme göre invaryant kanonik *-

gösterimi elde edilerek ve bu gösterim için komutant hakkındaki teorem de ispatlanarak, 

involutif *-antiotomorfizme göre invaryant J. Von Neuman eş-sabit kavramı 

tanımlanmıştır. Çalışma sonunda ise bu eş-sabit’in bazı önemli özellikleri ispatlanmıştır. 

Çalışmada elde edilen bu sonuçlar kompleks operatör cebirinde involutif *-

antiotomorfizme göre invaryant indeks kavramını tanımlanışına imkan verir. Dolayısıyla, 

bundan sonra bu kavram tanımlanarak reel operatör cebirlerinin sınıflandırma probleminde 

büyük bir ilerleme sağlanabilir. 

 
 

1.2. Topolojik Vektör Uzay 

 

1.2.1. Reel ve Kompleks Vektör Uzay 

 

Tanım: 

 

L  boş olmayan bir küme ve ( ), ,F ⊕ ∗  bir cisim olmak üzere L  de toplama adı 

verilen ve : L L L+ × → , ( ),x y x y+→ +  ile gösterilen bir işlem ile skalerle çarpma adı 

verilen ve : F L L⋅ × → , ( ), x xα α→ ⋅i  ile gösterilen bir işlem aşağıdaki özellikleri 
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sağlıyorsa bu L  kümesine F  cismi üzerinde bir lineer uzay denir ve ( ),L F , ( ), ,L + ⋅  

veya L  ile gösterilir. 

A) L , + işlemine göre değişmeli gruptur. Yani ; 

G1) Her , ,x y z L∈  için ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  dir.  

G2) Her x L∈  için x x xθ θ+ = + =  olacak şekilde Lθ ∈  vardır.  

G3) Her x L∈  için ( ) ( )x x x x θ+ − = − + =  olacak şekilde ( )x L− ∈  vardır.  

G4) Her ,x y L∈  için x y y x+ = +  dir.  

B) ,x y L∈  ve , Fα β ∈  olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanacaktır. 

L1) ( )x y x yα α α⋅ + = ⋅ + ⋅  dir. 

L2) ( ) x x xα β α β⊕ ⋅ = ⋅ + ⋅  dir. 

L3) ( ) ( )x xα β α β∗ ⋅ = ⋅ ⋅  dir. 

L4) 1 x x⋅ =  dir. (Burada 1, F ’ nin birimidir.) 

Burada L2’ nin birinci tarafındaki ⊕  işareti F ’ deki toplamayı; ikinci tarafındaki + 

işareti ise L ’ deki toplamayı belirtmektedir. Aynı şekilde L3 eşitliğinde de iki tane 

çarpmanın olduğuna dikkat edilmelidir. 

Lineer uzayın tanımında geçen F  cismine (lineer uzayın) skaler cismi, F ’ nin 

elemanlarına ise skaler denir. Lineer uzay kavramı yerine vektör uzayı da kullanılmaktadır. 

Bu halde L ’ nin elemanlarına genellikle vektör denir. θ  özdeş elemanı bazen 0 ile de 

gösterilir. Ancak bu gösteriş genellikle L = �  veya L =�  olması halinde tercih edilir. Bu 

θ  elemanına orjin veya sıfır denir. 

F = �  olması halinde L ’ ye reel; F = �  olması halinde ise L ’ ye kompleks vektör 

uzay denir. 

( ),L F  bir vektör uzayı ve A L⊂  olsun. Eğer A A A+ ⊂  ve .F A A⊂  ise, A ’ ya L ’  

nin bir alt vektör uzayı denir. 

 
 

Örnek 1. 

 

( ), ,F ⊕ ∗  bir cisim, n∈�  ve ( ){ }1 2, , ..., :n
n iL F x Fα α α α= = = ∈  olsun. ,x y L∈  

ve Fα ∈  olmak üzere lineer uzay işlemleri; 
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( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nx y α α α β β β+ = + ( )1 1 2 2: , , ..., n nα β α β α β= ⊕ ⊕ ⊕  ve 

( ) ( )1 2 1 2, , ..., : , , ...,n nxα α α α α α α α α α α= = ∗ ∗ ∗  

olarak tanımlanırsa kolaylıkla görülebilir ki  nL F= , F  cismi üzerinde bir vektör uzaydır. 

Buradaki işlemlere bileşen toplama ve skalerle çarpma denir. Gerçekten lineer uzay 

şartlarının sağlandığı kolayca gösterilebilir. 

G1) ,x y L∈  ve ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , , ...,n nx yα α α β β β= =  olsun. 

( )1 1 2 2, , ..., n nx y α β α β α β+ = ⊕ ⊕ ⊕  ve i i Fα β⊕ ∈  olduğundan (çünkü F  cisimdir) 

,x y L∈ ’ dir. 

G2) ( )1 2, , ..., nz Lγ γ γ= ∈  olsun. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 2, , ..., , , ...,n n nx y z α α α β γ β γ β γ+ + = + ⊕ ⊕ ⊕  

                  ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 2, , ..., n n nα β γ α β γ α β γ= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕  

                  ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 2, , ..., n n nα β γ α β γ α β γ= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕  

                  ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , ..., , , ...,n n nα β α β α β γ γ γ= ⊕ ⊕ ⊕ +  

                  ( )x y z= + +  

( ) ( )x y z x y z⇒ + + = + + ’ dir. 

G3) ( )0, 0, ..., 0θ =  olarak alınırsa, her x L∈  için x x xθ θ+ = + =  dir. Burada 0, 

F ’ nin sıfır elemanıdır.  

G4) F  bir cisim olduğundan Fα∀ ∈  için ( ) ( ): 0Fα α α∃ − ∈ ⊕ − =  dır. Buradan  

( )1 2, , ..., nx α α α− = − − −  olarak alınırsa,  

( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nx x α α α α α α+ − = + − − − ( )0, 0, ..., 0 θ= =  olur. 

G5) F   cismi toplamaya göre değişmeli olduğunda x y y x+ = +  dir. Gerçekten; 

( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nx y α α α β β β+ = +          

         ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, , ..., , , ...,n n n nα β α β α β β α β α β α= ⊕ ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ⊕  

         ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nβ β β α α α= +   

         y x= + . 

Skaler çarpmayla ilgili özelliklerin de sağlandığı kolayca gösterilebilir. Gerçekten; 
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L1) Fα ∈  için ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nxα α α α α α α α α α α= = ∗ ∗ ∗  ve i Fα α∗ ∈  

olduğu için x Lα ∈  dir. ( )1 i n≤ ≤  

L2) ( ) ( )1 1 2 2, , ..., n nx yα α α β α β α β+ = ⊕ ⊕ ⊕      

                                ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , ..., n nα α β α α β α α β= ∗ ⊕ ∗ ⊕ ∗ ⊕  

                                ( )1 1 2 2, , ..., n nα α α β α α α β α α α β= ∗ ⊕ ∗ ∗ ⊕ ∗ ∗ ⊕ ∗  

                                ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nα α α α α α α β α β α β= ∗ ∗ ∗ + ∗ ∗ ∗  

                                x yα α= +  

( )x y x yα α α⇒ + = +  dir. 

L3) ( ) ( )( )1 2, , ..., nxα β α β α α α⊕ = ⊕  

                                 ( ) ( ) ( )( )1 2, , ..., nα β α α β α α β α= ⊕ ∗ ⊕ ∗ ⊕ ∗  

                                 ( )1 1 2 1 1, , ..., nα α β α α α β α α α β α= ∗ ⊕ ∗ ∗ ⊕ ∗ ∗ ⊕ ∗  

                                 ( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , ...,n nα α α α α α β α β α β α= ∗ ∗ ∗ + ∗ ∗ ∗  

                                 x yα β= +  

( ) x x yα β α β⇒ ⊕ = +  dir. 

L4) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , ..., nxα β α β α α β α α β α∗ = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

                                ( ) ( ) ( )( )1 2, , ..., nα β α α β α α β α= ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗  

                                ( )1 2, , ..., nα β α β α β α= ∗ ∗ ∗  

                                ( )xα β=  

L5) 1x x=  olduğu açıktır.  

O halde (L, +, .) vektör uzaydır. Örnek 1’ den 2 2, , ... , , ...ve� � � � uzayları sırasıyla 

� ve �  cismi üzerinde vektör uzayıdır. Ayrıca n� , �  üzerinde de bir vektör uzayıdır. 

Ancak . ⊄�� �  olduğundan n� , �  üzerinde bir vektör uzayı değildir. 

 
 

Örnek 2. 

 

Determinantı 1 olan kompleks ve reel matrisler kümesi bir vektör uzayı değildir. 

Çünkü bu matrisler bir λ  skaleri ile çarpılırsa det 1≠  olur. 
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Örnek 3.  

 

A  bir topolojik uzay ve A  da tanımlı reel (veya kompleks) değerli sürekli 

fonksiyonların ( ) { }: : sürekliC A f f A K= →  kümesini göz önüne alalım, buradaK = �  

veya K = �  ve ( ),f g C A∈  ve Kα ∈  olmak üzere, ( ) ( ) ( ):C A C A C A+ × →  ve 

( ) ( ):K C A C A⋅ × →  dönüşümlerini ( )( ) ( ) ( ):f g x f x g x+ = + , ( )( ) ( ):f x f xα α⋅ =  

olarak tanımlayalım. Bu işlemlere göre ( )C A  kümesi bir vektör uzayıdır. Gerçekten;  

Her ( ),f g C A∈  ve Kα ∈  için f g+  ve fα ⋅  nin sürekli olduğu analizden 

bilindiği için ( ),f g f C Aα+ ⋅ ∈  dır. 

Şimdi diğer koşulların sağlandığını gösterelim. 

1) Her ( ), ,f g h C A∈  ve her x A∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )( )f g h x f x g h x+ + = + +    ( ) ( ) ( )f x g x h x= + +    ( ) ( ) ( )f x g x h x= + +    

                            ( ) ( ) ( )f g x h x= + + ( ) ( )f g h x= + +   ’ dir. 

O halde ( ) ( )f g h f g h+ + = + +  dir. 

2) ( ): , : 0A K x xθ θ→ → =  olarak alınırsa ( )f C A∀ ∈  ve x A∀ ∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0f x f x x f x f xθ θ+ = + = + = ’ dir. 

O halde f fθ+ =  dir. 

3) Her ( )f C A∈  için ( )f C A− ∈  olduğunu gösterelim. x A∀ ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f x f x f x f x f x θ+ − = + − = − =   ’ dir. 

O halde ( )f f θ+ − =  dir. 

4) Her ( ),f g C A∈  ve her x A∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x g x f x g f x+ = + = + = + ’ dir. 

O halde f g g f+ = +  dir. 

 5) Her ( ),f g C A∈ , Kα ∈  ve x A∀ ∈  için 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )f g x f g x f x g xα α α⋅ + = + = +      
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      ( ) ( ) ( )( )f x g x f g xα α α α= + = ⋅ + ⋅ ’ dir. O halde  

  ( )f g f gα α α⋅ + = ⋅ + ⋅  dir. 

6) Her ( ), ,K f C Aα β ∈ ∈  ve x A∀ ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f xα β α β α β+ ⋅ = + = +                       

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f x f x f f xα β α β= + = ⋅ + ⋅ ’dir. O halde  

 ( ) f f fα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅  dir. 

7) Her ( ), ,K f C Aα β ∈ ∈  ve x A∀ ∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f xαβ αβ α β α β α β⋅ = = = ⋅ = ⋅ ⋅       ’dir. O halde 

  ( ) ( )f fαβ α β⋅ = ⋅ ⋅  dir. 

8) Her ( )f C A∈  ve x A∀ ∈  için  

( )( ) ( ) ( )1 1f x f x f x⋅ = = dir. O halde  

 1 f f⋅ =  dir. 

Sonuç olarak ( )C A  bir vektör uzayıdır. 

( )C A  kümesi bazen ( ),C A K  ile de gösterilir. Buradaki A kümesi yerine özel olarak 

[ ]a, b  kapalı aralığını alırsak [ ]( )a, bC  yerine kolaylık olması için [ ]C a, b  yazabiliriz. 

 
 

1.2.1.1. Lineer Bağımsızlık 

 

 Tanım: 

 

L , F  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 1 2, , ..., nx x x L∈  olsun. { }
1

n

i i
Fα

=
∈  olmak 

üzere, 
1

0
n

i i
i

xα
=

=∑  olması her i  için 0iα =  olmasını gerektiriyorsa, 1 2, , ..., nx x x  

vektörlerine ( F  üzerinde) lineer bağımsızdır denir. Lineer bağımsız olmayan vektörlere de 

lineer bağımlı denir. Eğer bir A L⊂  alt kümesinin her sonlu sayıda elemanları lineer 

bağımsız ise, A  ya lineer bağımsızdır denir. 
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1.2.1.2. Boyut 

 

 Tanım: 

 

X  bir vektör uzayı olmak üzere A X⊂  için A  lineer bağımsız olup x X∀ ∈  

elemanı A  nın sonlu sayıda elemanlarının lineer kombinasyonu (toplamı) şeklinde 

yazılabiliyorsa yani, x X∀ ∈  için 
1

, ,
n

i i i i
i

x a F a Aα α
=

= ∈ ∈∑  ise, A  ya X ’ in bir Hamel 

Tabanı, A ’ nın eleman sayısı olan n sayısına ( )n A=  ise, X  vektör uzayının boyutu 

denir ve ( )dim :F X n=  (veya ( ) :FBoy X n= ) ile gösterilir. Yani, bir uzaydaki lineer 

bağımsız elemanların maksimal sayısına bu uzayın boyutu denir. 

Açıkça, eğer A  lineer bağımsız ise, Aθ ∉  dır. Dolayısıyla uzayın kendisi ve 

herhangi alt vektör uzayı bu uzay için bir Hamel tabanı olamaz. 

x X∀ ∈  ve x θ≠  için { }A x= kümesi her zaman lineer bağımsızdır, çünkü 

0
x

x
θ

λ θ λ
≠

= ⇔ =  dır. Dolayısıyla { }X θ≠ uzayı için dim 1F X ≥  dir. 

Bir vektör uzayının boyutu için n < ∞  ise, bu vektör uzayına sonlu boyutlu, aksi 

taktirde sonsuz boyutlu denir. 

 
 

Örnek 4. 

 

{ }1B =  �  nin, ( ) ( ){ }1 1,0 , 0,1B =  de 2�  nin bir Hamel tabanı olduğundan 

dim 1=�  ve 2dim 2=�  dir. Daha genel olarak  

( )1 1, 0, 0, ..., 0 ,e =  ( ) ( )2 0,1, 0, ..., 0 , ..., 0, 0, 0, ...,1ne e= =   

vektörlerinin kümesi n�  nin bir Hamel tabanı olduğundan dim n n=� �  dir.  

Aynı düşünce ile ( )dim 2, dim 1= =� �� �  genel olarak dim n n=� � ’ dir. 
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1.2.1.3. Direkt Toplam 

  

Tanım: 

 

1Y  ve 2Y , X  vektör uzayının iki alt vektör uzayı olsun. Eğer x X∀ ∈  elemanı için 

1 1y Y∈ ve 2 2y Y∈  olmak üzere 1 2x y y= +  olacak şekilde bir tek 1 1y Y∈ ve 2 2y Y∈ varsa 

veya denk bir ifade ile { }1 2Y Y θ∩ = ise, X  vektör uzayı 1Y  ve 2Y  uzaylarının direkt 

toplamıdır denir ve 1 2X Y Y= ⊕  şeklinde yazılır. 

Tersine, A  ve B  bir F  cismi üzerinde iki vektör uzayları olsun. Bu uzayların 

:X A B= ⊕  direkt toplamında toplama ve skalerle çarpma işlemleri aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

( ) ( ), , ,x y X x a b ve y c d∀ ∈ ⇒ = =  için; 

i) ( ),x y a c b d+ = + +   

ii) ( ), ,x a b Fλ λ λ λ= ∈  dir.  

O halde A B⊕  uzayı bu işlemlere göre bir vektör uzayıdır. 

 
 

Örnek 5. 

 

2�  reel lineer uzayının ( ){ }, 0 :X x x= ∈�  ve ( ){ }0, :Y y y= ∈�  alt uzaylarını 

göz önüne alalım. { } ( ){ } 2: , , : ,X Y x y x X y Y x y x y+ = + ∈ ∈ = ∈ =� �  olup 

2 X Y= +�  dir. { }X Y θ∩ =  olduğundan 2 X Y= ⊕� dir. 

 
 

Örnek 6. 

 

3R ’ün iki alt uzayı ( ){ }, , :U a b c a b c= = = , ( ){ }0, , : ,W b c b c R= ∈  olsun. 

3R U W= ⊕  mıdır?  

{ } ( ){ } 3: , , , : , ,U W u w u U w W a b c a b c R R+ = + ∈ ∈ = ∈ = olup 3R U W= +  olur. 

{ }U W θ∩ = olduğundan 3R U W= ⊕  dır. 
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Örnek 7. 

 

3V = �  olmak üzere ( ){ }, , 0 : ,U a b a b= ∈� , ( ){ }0, , : ,W b c b c= ∈�  alt 

uzaylarını göz önüne alalım. V U W= ⊕ mıdır? 

V , U  ve W  alt uzaylarının direkt toplamı değildir. Çünkü 

{ }: ,U W u w u U w W+ = + ∈ ∈  olup; ( ) ( ) ( ), , 0 0, , , 2 ,V U W a b b c a b c= + = + =  yazılır. 

Bu yazılış tek değildir. Gerçekten, örneğin 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5, 6, 3 5, 2, 0 0, 4, 3 5, 5, 0 0,1, 3− = − + = − +  olur. 

 
 
1.2.2. Topolojik Vektör Uzayı   

  

 Tanım: 

 

 X  bir F  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve τ  ailesi X ’ de bir topoloji olsun. Eğer  

  ( ),x y x y
+

→ +  

  ( ), x xα α→ ⋅
i

 

dönüşümleri τ ’ a göre sürekli ise X  uzayına bir topolojik vektör uzayı denir. 

 
 
 Örnek 8. 

 

 [ ]0,1C  uzayında ( ),f g f g→ +  ve  

     ( ), f fα α→  

dönüşümleri ( ) ( ) ( )
0 1

, : max
x

d f g f x g x
≤ ≤

= −  metriğine göre sürekli olduğundan [ ]( )0,1 ,C d  

uzayı bir topolojik vektör uzayıdır. Burada [ ]0,1x∀ ∈  için  

 ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +  ve  

 ( ) ( ) ( )f x f xα α=  

şeklinde tanımlanmaktadır. 

  



 11 

      ( ),X d  bir metrik uzay olsun. Bazen bu uzayda verilen bir dizinin limiti uzayın dışında 

olabilir. Örneğin ( )0,1 uzayında 
1

nx
n

 = 
 

 dizisinin limiti bu uzayın dışındadır. Bu taktirde 

bu uzay belli bir anlamda tam olmaz. Bu yüzden aşağıdaki alt paragraflarda uzayın tamlığı 

ile ilgili kavramlar tanımlanacak. 

 
 

1.2.2.1. Yakınsak Dizi 

 

Tanım: 

 

( ),X d  bir metrik uzay, 0x X∈  ve { }
1n n

x X
∞

=
⊂  olsun. 0ε∀ >  için 

:N n N∃ ∈ ∀ ≥�  için ( )0,nd x x ε<  ise ( )nx dizisi 0x  noktasına yakınsaktır denir ve 

0lim n
n

x x
→∞

=  veya 0nx x→  ile gösterilir. 

 
 
Örnek 9. 

 

X = �  uzayında 
1

1
n

n

x
n

∞

=

 = 
 

 dizisi 0 noktasına yakınsaktır. Gerçekten 0ε∀ >  ve 

N∃ ∈�  ( ) 1 1
, 0 0nd x

n n
ε= − = <  olduğundan ( )nx  dizisi 0 noktasına yakınsaktır. 

 
 

1.2.2.2. Cauchy Dizisi 

 

Tanım: 

 

( ),X d  bir metrik uzay, 0x X∈  ve { }
1n n

x X
∞

=
⊂  olsun. 0ε∀ >  için 

: ,N n m N∃ ∈ ∀ ≥�  için ( ),n md x x ε<  ise ( )nx dizisine bir cauchy dizisidir denir. 
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Örnek 10. 

 

( )0,1X =  uzayında 
1

1
n

n

x
n

∞

=

 = 
 

 dizisi bir cauchy dizisidir. Gerçekten  

0ε∀ >  ve ,n p∀ ∈�  olsun.  

 ( ) 1 1 1 1 1
, ,n n pd x x d

n n p n n p n
ε+

 
= = − < < + + 

 

olduğundan 
1

: 1N
ε

 = +  
 için ( ), ,n mn m N d x x ε∀ ≥ ⇒ <  olup ( )nx  dizisi bu uzayda bir 

cauchy dizisidir. 

 
 

Örnek 11. 

 

 ( ) 1n n
x n

∞

=
=  dizisi bir cauchy dizisi değildir. Gerçekten  

( ) 1n n
x n

∞

=
=  dizisi bir cauchy dizisi olsa 0ε∀ >  için N∃ ∈� : ,n m N∀ ≥ , : 1m n= +  için  

 ( ) ( ), 1 1 1n md x x n n ε= − + = − = <  

olması gerekir ki bu eşitsizlik 0 1ε< <  için doğru değildir. Dolayısıyla bu dizi bir cauchy 

dizisi değildir. 

  
 

1.2.2.3. Tam Uzay 

 

Tam uzay tanımına geçmeden önce bir teorem verelim. 

 
 

Teorem 1. 

 

Her yakınsak dizi bir cauchy dizisidir. 
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İspat: 

 

 ( ),X d  bir metrik uzay, 0x X∈  ve bir ( )nx X⊂  dizisi için 0nx x→  olsun. O halde 

0ε∀ >  için N∃ ∈� : n N≥  için ( )0, 2nd x x
ε

< ’ dir. Buradan ,n m N∀ ≥  için  

 ( ) ( ) ( )0 0, , ,
2 2n m n md x x d x x d x x
ε ε

ε≤ + < + = ’ dır. 

Böylece ( )nx  dizisi bir cauchy dizisidir. 

 

 Bu teoremin tersi genelde doğru değildir. Yani her cauchy dizisinin yakınsak olması 

gerekmez. Bu durumu bir örnekle gösterelim.  

 
 

Örnek 12. 

 

 ( )
1

1
0,1n

n

x X
n

∞

=

 = ⊂ = 
 

 dizini ele alalım. Örnek 10’ dan bu dizi bir cauchy dizisidir. 

Fakat 
1

lim lim 0n
x x

x
n→∞ →∞

= =  olup ( )0 0,1∉  dir. Yani 
1

1
n

n

x
n

∞

=

 = 
 

 dizisi ( )0,1X =  kümesinde 

yakınsak bir dizi değildir. 

 
 
Tanım: 

 

Eğer bir metrik uzayın her cauchy dizisi bu uzayda yakınsak ise, bu uzaya tam 

uzaydır denir. 

 
 

Örnek 13. 

 

Analizden bilindiği gibi � ve �  uzayları tamdır. Genel olarak  � ve �  nin tam 

olduğu kullanılarak n∀ ∈�  için n�  ve n�  uzaylarının da tam olduğu gösterilebilir, 

burada metrik: ( )
1
2

2

1

, :
n

i i
i

d x y x y
=

 
= − 

 
∑ ’ dir. 
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Örnek 14. 

 

 [ ],C a b  uzayında ( ) ( ) ( ), : sup
a x b

d f g f x g x
≤ ≤

= −  dönüşümü bir metrik olup [ ],C a b  

uzayının bu metriğe göre tam olduğunu gösterelim. 

{ } [ ],nf C a b∀ ⊂  cauchy dizisi olsun. O halde 0ε∀ >  için :N∃ ∈�  ,n m N≥  için  

( ) ( ) ( ), maxn m n m
x

d f f f x f x ε= − < ’ dir. 

Buradan [ ],x a b∀ ∈  için  

 ( ) ( )n mf x f x ε− < ’ dır. 

Dolayısıyla her x  için ( )( )nf x  sayısal dizisi � ’ de bir cauchy dizisidir. ( ),�  uzayı tam 

olduğundan bir xa ∈�  için ( )n xf x a→ ’ dir. Yani  

 ( )
2n xf x a
ε

− < ’ dir. 

:f X → �  fonksiyonunu ( ) : xf x a=  olarak tanımlayalım. O halde her [ ],x a b∈  için  

 ( ) ( )
2nf x f x
ε

− < ’ dir. 

Buradan ( ) ( )nf x f x→  olup bu yakınsaklık düzgündür. Her nf  fonksiyonu sürekli 

olduğundan f  fonksiyonu da süreklidir. O halde [ ],f C a b∈ ’ dir. ( ) ( )
2nf x f x
ε

− <  

olduğundan her [ ],x a b∈  için ( ) ( )max
2n m

x
f x f x

ε
ε− ≤ < ’ dır. Yani ( ),nd f f ε< ’ dır. 

Dolayısıyla nf f→ ’ dir. Sonuç olarak [ ]( ), ,C a b d  uzayı tamdır. 

 
 
1.3. Banach ve Hilbert Uzayları 

 

1.3.1. Normlu Uzay  

 

 

 

 

 



 15 

Tanım: 

 

N , bir reel veya kompleks vektör uzay olsun. : N → �  bir fonksiyon olmak 

üzere x ’ deki değerini x  ile gösterelim. Bu fonksiyon için 

N1) 0x ≥  ve 0x x θ= ⇔ = , x N∀ ∈  

N2) x xα α=  ( )veyaα α∈ ∈� �  x N∀ ∈  ve 

N3) x y x y+ ≤ +  (Üçgen Eşitsizliği) ,x y N∀ ∈  

şartları sağlanıyorsa  fonksiyonuna N ’ de (veya N  üzerinde) norm denir. ( ),N  

ikilisine de normlu uzay denir. 

 
 

Örnek 15. 

 

( )2 2. : , , ,x x y x x y→ = + = ∈
� �

� � �  şeklinde tanımlanan  bir normdur. 

Gerçekten; 

i) x x y= +
�

 olup 0, 0x y≥ ≥  olduğundan 0x ≥
�

 dır. 

ii) ( )0 0 0 0 0 0 0,0x x y x ve y x ve y x θ= ⇔ + = ⇔ = = ⇔ = = ⇔ = =
� �

 

iii) ( )x x y x y xλ λ λ λ λ= + = + =
� �

, λ ∈�  

iv) ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' ', , ,x y x y x y x x y y x x y y+ = + = + + = + + +
� ��

 

                               ( ) ( )' 'x y x y≤ + + + x y= +
� ��

  

Buradan x y x y+ ≤ +
� �� � ��

  elde edilir. 

 
 

Örnek 16.  

 

Örnek 3 de [ ],C a b ’ nin bir vektör uzayı olduğunu gördük. Şimdi [ ],C a b  uzayında 

tanımlanan ( ): sup
a x b

f f x
≤ ≤

=  dönüşümünün bir norm olduğunu gösterelim. 
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1) ( )sup 0
a x b

f f x
≤ ≤

= ≥  olduğu açıktır. 

2) ( ) ( )0 sup 0 0
a x b

f f x f x
≤ ≤

= ⇔ = ⇔ = , [ ],x a b∀ ∈  için  

 ( ) 0f x⇔ = , [ ],x a b∀ ∈  için                                            

  0f⇔ = . 

3) ( ) ( ) ( )sup sup
a x b a x b

f f x f xα α α
≤ ≤ ≤ ≤

= = ( )sup
a x b

f xα
≤ ≤

=  

 ( )sup
a x b

f xα
≤ ≤

=   fα=  

4) ( ) ( ) ( ) ( )sup sup
a x b a x b

f g f g x f x g x
≤ ≤ ≤ ≤

+ = + = +  

                ( ) ( )sup sup
a x b a x b

f x g x
≤ ≤ ≤ ≤

≤ + f g= +  

Dolayısıyla [ ],C a b  bu norma göre bir normlu uzaydır. 

Bir normlu uzayda norm fonksiyonu için x y y x− = −  dir. Gerçekten; 1α = −  

alınırsa N2’ den dolayı x x− =  ve özellikle x y y x− = −  dir. 

 
 
1.3.2. Banach Uzayı 

 

 Tanım: 

 

N  normlu uzay olsun. Eğer bu uzay tam ise, N ’ ye Banach Uzayı denir. N ’ nin 

normlu reel veya kompleks vektör uzay oluşuna göre Banach uzayına, reel veya kompleks 

Banach uzayı denir. 

Örnek 14’ e göre [ ],C a b  uzayı bir Banach uzayıdır. Aşağıda bir başka örneği 

inceleyelim. 

 
 
Örnek 17.  

 

p , 1 p≤ < ∞ olmak üzere; 

( ) ( )1 2
1

, , ...
p

p n i i
i

l x x x x F ve x
∞

=

 
= = ∈ < ∞ 

 
∑  ( )F veya= � �  
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kümesinde bileşen toplama ve skalerle çarpma işlemlerini ele alalım. Bu işlemlere göre pl ’ 

nin bir vektör uzayı olduğu gösterilebilir. Bu uzayın 

1

1

p
p

ip
i

x x
∞

=

 
=  

 
∑  normuna göre 

Banach Uzayı olduğunu gösterelim. 

( ) ( )1 2, , ...m m
mx x x=  olmak üzere ( )mx , pl ’ de keyfi bir cauchy dizisi olsun. Bu 

taktirde her 0ε > için 0,m n m>  olduğunda  

1

1

ppm n
m n i ip

i

x x x x ε
∞

=

 
− = − < 

 
∑                (1) 

olacak şekilde 0m  sayısı vardır. Buradan anlaşılır ki 1, 2, ...i = için; 

1

pm n p m n
i i i i

i

x x x xε ε
∞

=

− < ⇒ − <∑ ’ dır, 0,m n m> , i∀  

Demek ki keyfi fakat sabit her bir i  için ( ) ( )1 2, ,...n
i i ix x x=  dizisi F  de (yani � veya � ’ 

de) bir cauchy dizisidir. F  tam olduğundan bu cauchy dizisi yakınsaktır. lim n
i i

n
x x

→∞
=  

olsun. Her i  için bu limitler yardımıyla teşkil ettiğimiz diziyi x  ile gösterelim. Yani 

( )1 2, , ...x x x=  olsun. 

Şimdi 1, 2, ...k =  için (1)’ den 
1

k pm n p
i i

i

x x ε
=

− <∑  yazılabilir. n→ ∞  için; 

0
1

;
k pm p

i i
i

x x m mε
=

− < >∑  

yazılabilir. k → ∞  için; 

1

pm p
i i

i

x x ε
∞

=

− <∑                   (2) 

elde edilir. Bu ise 

( ) ( )1 1 2 2, , ...m m
m px x x x x x l− = − − ∈  

olduğunu gösterir. ( )m px l∈  olduğundan ( )m m px x x x l= + − ∈  olur. (1)’ e dikkat edilirse 

(2)’ nin sol tarafı m p
x x−  olur. Buradan mx x→  dir. Yani pl  içindeki ( )mx  cauchy dizisi 

bir px l∈  noktasına yakınsadığından pl  tamdır. O halde pl  bir Banach uzayıdır. 
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1.3.3. Hilbert Uzayı 

 

1.3.3.1. Öklid Uzayı 

 

1.3.3.1.1. İç Çarpım 

 

 Tanım: 

 

X , { }veyaF = � �  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir 

, : X X F× →  fonksiyonu,  

i) , 0, , 0x x x x x θ≥ = ⇔ = , x X∀ ∈  

ii) , , ,x y z x z y z+ = + , , ,x y z X∀ ∈  

iii) , ,x y x yα α=  ( )Fα ∈ , ,x y X∀ ∈  

iv) , ,x y y x= , ,x y X∀ ∈  

şartlarını sağlıyorsa, bu fonksiyona X  uzayında bir iç çarpım (veya iç çarpım fonksiyonu) 

denir. Üzerinde iç çarpım fonksiyonunun tanımlandığı vektör uzayına Öklid uzayı (veya iç 

çarpım uzayı) denir. İç çarpım uzayını ( ),X  veya kısaca X  ile göstereceğiz. 

 
 

Örnek 18. 

 

( ) ( )1 2 1 2, , ..., , , , ..., n
n nx x x x y y y y= = ∈�  ( )n∈�  olmak üzere 

, : n n× →� � �  dönüşümü 

 1 1 2 2, ... n nx y x y x y x y= + + +  

 olarak tanımlanırsa, n�  bir iç çarpım uzayıdır. Gerçekten iç çarpım aksiyomlarının 

sağlandığını aşağıdaki gibi gösterebiliriz: 

i) 2 2 2
1 2, ... 0nx x x x x= + + + ≥  ve 2 2 2

1 2 ... 0 0n ix x x x+ + + = ⇔ =  

ii) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2, ... n n nx y z x y z x y z x y z+ = + + + + + +  

                             1 1 1 1 2 2 2 2 ... n n n nx z y z x z y z x z y z= + + + + + +  
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                             1 1 2 2 1 1 2 2... ...n n n nx z x z x z y z y z y z= + + + + + + +  

                             , ,x z y z= +  

iii) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ... n nx y x y x y x yα α α α= + + +  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... n nx y x y x yα α α= + + +  

                                           ,x yα= . 

iv) 1 1 2 2, ... n nx y x y x y x y= + + + 1 1 2 2 ... n ny x y x y x= + + + ,y x=  

olduğundan  iç çarpım dönüşümüdür. Dolayısıyla ( ),n�  bir öklid uzayıdır. Aynı 

düşünce ile n�  uzayı ' '

1

, :
n

i i
i

z z z z
=

= ∑  ye göre bir kompleks öklid uzayıdır.  

 Aşağıdaki teoremde iç çarpımın bazı özelliklerini ispatlayacağız. 

 
 

Teorem 2. 

 

X  bir iç çarpım uzayı, , ,x y z X∈  ve ,α β ∈�  olsun. Bu taktirde 

1) , , ,x y z x z y zα β α β+ = +  

2) , ,x y x yα α=  

3) , , ,x y z x y y zα β α β+ = +  

4) , , 0x yθ θ= =  dır. 

 

İspat: 

 

Teoremi ispat etmek için iç çarpımın özelliklerini kullanmak yeterlidir. 

1) , , , , ,x y z x z y z x z y zα β α β α β+ = + = +  

2) , , , , ,x y y x y x y x x yα α α α α= = = =  

3) , , , , , ,x y z y z x y x z x x y x zα β α β α β α β+ = + = + = +  

4) , , , , , 0x x x x xθ θ θ θ θ θ= + = + ⇒ =  

  , , , , , 0y y y y yθ θ θ θ θ θ= + = + ⇒ =  

olduğu görülür.  
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İç çarpım ile norm arasında aşağıdaki ilişki vardır. 

 
 

Teorem 3. 

 

Bir öklid uzayı normlu uzaydır. 

 

İspat: 

 

: , : ,X x x x→ =�  olarak tanımlanan  dönüşümünü ele alalım. 

i) , 0x x x= ≥  olduğu açıktır. 

ii) , 0 , 0x x x x x x θ= = ⇔ = ⇔ =  

iii) 
2

, , , ,x x x x x x x x x xα α α αα α α α= = = = =  

iv) x y x y+ ≤ +  olduğunu gösterelim. 

2 2 2
, , ,x y x y x y x x y y x y+ = + + = + + +

2 2
, ,x x y x y y= + + +  

yazılır. 2Rez z z+ =  eşitliği göz önüne alınır ve Re z z≤  eşitsizliği kullanılırsa 

  ( )2 2 2
2Re ,x y x x y y+ = + +  

                  
2 2
2 ,x x y y≤ + +

2 2
2

schwarz

x x y y≤ + + ( )2x y= +  

elde edilir. Buradan  

             ( )22
x y x y+ ≤ +  olup x y x y+ ≤ +  

bulunur.  

 

Uyarı 1: Teorem 3’ ün tersi genelde doğru değildir (Bakınız Örnek 21). 

 
 
Örnek 19. 

 

Örnek 18’ deki n�  uzayı 1 1 2 2, ... n nx y x y x y x y= + + + ’ e göre bir öklid uzayıdır. 

Teorem 2’ ye göre bu uzay 2 2 2
1 2, ... nx x x x x x= = + + +  ye göre bir normlu uzaydır. 
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Tanım: 

 

X  bir Öklid uzayı olsun. Teorem 2’ e göre X  bir normlu uzaydır. Eğer bu uzay tam 

ise, X ’ e bir Hilbert Uzayı denir. 

 
 

Örnek 20. 

 

Örnek 18’ de , : n n× →� � �  , 1 1 2 2, ... n nx y x y x y x y= + + +  olarak tanımlanan 

n� ’ nin bir öklid uzayı olduğunu gördük. Şimdi n� ’ in tam olduğunu gösterelim. İç 

çarpım normunun tanımından ( )
1

2 2 2 2
1 2, ... nx x x x x x= = + + +  yazılabilir ve böylece 

( ) ( )2 2

1 1, ... n nx y x y x y x y x y− = − − = − + + −   normunu elde ederiz. n� ’ nin 

1
2

2

2
1

n

i i
i

x y x y
=

 
− = − 

 
∑   normuna göre tam olduğunu gösterelim. 

( )1 2, , ...,m m m
m nx x x x=  olmak üzere n� de ( )mx  cauchy dizisini alalım. ( Burada m

ix  

deki m üst indis olarak alınmıştır. ) O halde 0ε >  için 0,m r n>  olduğunda  

1
22

2
1

n
m r

m r i i
i

x x x x ε
=

 
− = − < 

 
∑                                                            (3) 

olacak şekilde bir 0n  tamsayısı vardır. 1, 2, ...,i n=  için buradan 

2 2m r m r
i i i ix x x xε ε− < ⇒ − <  

elde edilir. Bu ifade her bir i için ( ) ( )1 2, , ...r
i i ix x x=  nin reel sayıların bir cauchy dizisi 

olduğunu gösterir. �  tam olduğundan bu dizi yakınsaktır. r → ∞  için r
i ix x→  olduğunu 

kabul edelim. 1, 2, ...,i n=  için bu limitler yardımıyla (n tane limit) x  noktasını 

( )1 2, , .., nx x x x=  olarak tanımlayalım. Açıkça nx∈�  dir. r → ∞  için (3)’ den 

2mx x ε− ≤  elde edilir. Bu, ( )mx  nin limitinin x  olduğunu gösterir. ( )mx  keyfi 

olduğundan ispat tamamlanmış olur.  

Sonuç olarak n�  bir Hilbert uzayıdır. 
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 Bir öklid uzayı bir normlu uzay olduğundan (bakınız Teorem 3) aşağıdaki teorem 

doğrudur. 

 
 

Teorem 4 [23]. 

 

Bir Hilbert uzayı bir Banach uzayıdır. 

 

Uyarı 2: Bunun tersi genelde doğru değildir. 

 

Buna bir örnek vermeden önce aşağıdaki teoremi ifade edelim. 

 
 

Teorem 5 ( Paralel kenar kanunu) [23]. 

 

Bir ( ),X  normlu uzayda  normunun bir iç çarpımla tanımlanabilmesi için 

gerekli ve yeterli koşul her ,x y X∈  için; 

( )2 2 2 2
2x y x y x y+ + − = +  

olmasıdır. 

 

İspat : 

 

( )⇒  açıktır. 

( ) ( )2 21
, :

4
x y x y x y⇐ = + − − . ,x y  bir iç çarpım olup, 

2
,x x x= .  

 

Not 1: Teoremden anlaşılacağı gibi, eğer bir norm paralel kenar kanununu 

sağlamıyorsa bu norm iç çarpım normu olamaz. Dolayısıyla her normlu uzay bir Öklid 

Uzayı (iç çarpım uzayı) değildir. Şimdi bunu bir örnekle gösterelim: 
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 Örnek 21. 

 

Örnek 16’ dan [ ]( ), ,C a b  uzayının bir normlu uzay olduğunu biliyoruz. Buna 

göre 0,
2

C
π 

  
 ve ( )

0
2

max
x

f f x
π

≤ ≤

=  olmak üzere 0, ,
2

C
π  

    
 uzayı bir normlu uzaydır. 

Bu uzayda paralel kenar kanununun sağlanmadığını gösterelim. 

( ) ( ): , :f x Cosx g x Sinx= =  fonksiyonları için    , 0,
2

f g C
π ∈   
 olup; 

( ) ( )
0 0

2 2

max max
x x

f g f x g x Cosx Sinx
π π

≤ ≤ ≤ ≤

+ = + = +    
4

4 4

x

Cos Sin

π

π π
=

= +   
2 2

2 2
= + 2=  

0
2

max 1 0 1
x

f g Cosx Sinx
π

≤ ≤

− = − = − = , 
0 0

2 2

max 1, max 1
x x

f Cosx g Sinx
π π

≤ ≤ ≤ ≤

= = = =  

( )
( ) ( )

22 2 2

2 2

2 1 3
3 4

2 2 1 1 4

f g f g

f g

+ + − = + = 
⇒ ⇒ ≠

+ = + =


( )2 2 2 2
2x y x y x y⇒ + + − ≠ +  

⇒Teorem 5’ e göre 0,
2

C
π 

  
 normlu uzayı bir öklid uzayı değildir. 

 
 

1.4. Banach * - Cebirleri 

 

1.4.1. Cebir 

 

 Tanım: 

 

C  , F  cismi üzerinde bir vektör uzay ve :C C C⋅ × →  bir dönüşüm olsun. Eğer bu 

:C C C⋅ × →  dönüşümü her , ,x y z C∈  ve her Fα ∈  için aşağıdaki şartları sağlıyorsa C ’ 

e ( F  üzerinde) cebir denir. 

C1) ( ) ( ) ( )x y x y x yα α α⋅ = ⋅ = ⋅  

C2) ( )x y z x y x z⋅ + = ⋅ + ⋅  ve ( )x y z x z y z+ ⋅ = ⋅ + ⋅  

C3) ( ) ( )x y z x y z⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  
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Cebirin tanımında geçen F  cisminin �  veya �  olması halinde C ’ ye sırası ile reel 

veya kompleks cebir denir. Şayet C  bir cebir ve her ,x y C∈  için x y y x⋅ = ⋅  ise C ’ ye 

değişmeli veya komütatif cebir denir. C ’ nin çarpma işlemine göre etkisiz elemanı varsa, 

yani her x C∈  için  x e e x x⋅ = ⋅ =  olacak şekilde e C∈   varsa C ’ ye birim elemanlı cebir 

ve e ’ e de birim eleman denir. Bu birim eleman bazen 1 veya  1C  ile de gösterilir. 

 
 

Örnek 22. 

 

Örnek 3’ de ( ),C X �  nin bir vektör uzay olduğunu gördük. Ayrıca 

( )( ) ( ) ( ):f g x f x g x⋅ =  olarak tanımlanan f g⋅ çarpımı da reel sürekli bir fonksiyon 

olduğundan ( ),f g C X⋅ ∈ �  dir. Demek ki tanımlanan bu işlemlere göre ( ),C X �  

kapalıdır. ( ),C X � ’ nin cebirle ilgili diğer şartları sağladığını da gösterebiliriz. Gerçekten; 

( ), , ,f g h C X∀ ∈ �  için , ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f g x f g x f x g xα α α⋅ = ⋅ =         

              ( ) ( )f x g xα=     ( )( ) ( )f x g xα=                       

                                               ( ) ( )f g xα= ⋅    

olduğundan ( ) ( )f g f gα α⋅ = ⋅  dir. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f g x f g x f x g xα α α⋅ = ⋅ =       ( ) ( )f x g xα=    ( ) ( )f x g xα=     

   ( ) ( )f x g xα=    ( ) ( )( )f x g xα=    ( ) ( )f g xα= ⋅    

olduğundan ( ) ( )f g f gα α⋅ = ⋅  dir. Yani   ( ) ( ) ( )f g f g f gα α α⋅ = ⋅ = ⋅  dir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g h x f x g x h x⋅ + = +       ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x h x= +  

[ ]( )f g f h x= ⋅ + ⋅  

olduğu için ( )f g h f g f h⋅ + = ⋅ + ⋅  dir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g h x f x g x h x+ ⋅ = + ⋅       ( ) ( ) ( ) ( )f x h x g x h x= +  

[ ]( )f h g h x= ⋅ + ⋅  

olduğu için ( )f g h f h g h+ ⋅ = ⋅ + ⋅  dır. 

         ( ) ( ) ( )[ ]( )f g h x f x g h x⋅ ⋅ = ⋅   ( ) ( ) ( )f x g x h x=  
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             [ ]( ) ( )f g x h x= ⋅  ( ) ( )f g h x= ⋅ ⋅    

olduğundan ( ) ( )f g h f g h⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  dır. 

Sonuç olarak ( ),C X �  reel cebirdir. Aynı zamanda :e X →� , ( )e 1x =  olarak 

tanımlanırsa her ( ),f C X∈ �  için e f f e f⋅ = ⋅ =  ve  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x g x f x g f x f g g f⋅ = = = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅  

olduğundan  ( ),C X �  birim elemanlı ve değişmeli bir cebirdir. 

 
 

1.4.1.1. Alt Cebir 

 

 Tanım: 

 

C  bir cebir ve A , C ’ nin boş olmayan alt kümesi olsun. C ’ deki işlemlere göre A 

bir cebir ise A ’ ya C ’ nin alt cebiri denir. Kısaca C ’ nin boş olmayan bir A  alt 

kümesinin alt cebir olması için gerek ve yeter şart,  

1) A ’ nın lineer alt uzay ve 

2) Her ,x y A∈  için xy A∈  

olmasıdır. 

Açıkça � uzayı kompleks sayılar cebirinin bir reel alt cebiri olup, bir kompleks alt 

cebiri değildir. 

 
 

1.4.1.2. Cebirler için Direkt Toplam  

 

 Tanım: 

 

1.2.1.3 de iki vektör uzayın Direkt toplama tanımını vermiştik. Eğer burada X  bir 

cebir ise i ve ii şıklarına ilave olarak,  yani; 

i) ( ),x y a c b d+ = + +  

ii) ( ), ,x a b Fλ λ λ λ= ∈   
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şıklarına ilave olarak bu uzayda keyfi iki ( ),x a b=  ve ( ),y c d=  elemanları için çarpımı 

şöyle tanımlayalım: 

iii) ( ),xy ac bd=  

dir. O halde  

 X  ve Y  gibi iki cebirin direkt çarpımı da cebirdir.  

 
 

1.4.2. Normlu Cebirde Lineer ve Sınırlı Operatörler 

 

Tanım: 

 

 C  bir cebir ve C ’ de bir  normu tanımlanmış olsun. Yani kısaca ( ),C bir 

normlu uzay ve aynı zamanda cebir olsun. Bu norm her ,x y C∈  için xy x y≤  şartını 

sağlıyorsa ve C ’ nin birim elemanlı olması halinde de 1e =  ise C ’ ye normlu cebir 

denir. 

 
 

Örnek 23. 

 

Örnek 22’ de [ ],C a b ’nin cebir olduğunu gördük. [ ],C a b ’ nin Banach Cebiri 

olduğunu gösterelim. Örnek 16’ dan ( )sup
a x b

f f x
≤ ≤

=  nin bir norm olduğunu biliyoruz. 

Şimdi f g f g⋅ ≤  olduğunu gösterelim: 

{ }sup sup supa b a b≤  

olduğundan 

 ( ) ( )( )supf g f x g x⋅ = ( ) ( )sup supf x g x≤ f g=  

Buradan [ ]( ), ,C a b  bir normlu cebirdir. 

 
 
Tanım: 

 

İki normlu uzay arasındaki dönüşümlere operatörler adı verilir. 
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Tanım: 

 

 X  ve Y aynı F  cismi üzerinde iki vektör uzayı olsun. :A X Y→  operatörü 

,x y X∀ ∈  ve Fα ∈  için; 

i) ( ) ( ) ( )A x y A x A y+ = +  

ii) ( ) ( )A x A xα α=  

şartlarını sağlıyorsa, A ’ ya lineer operatör denir. Bu iki şart, ,x y A∀ ∈  ve , Fα β ∈  

olmak üzere ( ) ( ) ( )A x y A x A yα β α β+ = +  şartına denktir. 

 
 
Örnek 24. 

 

:A X X→ , ( ) ,A x x Fλ λ= ∈ için A  lineerdir. 

 
 

Örnek 25. 

 

( ) ( )1 2 1 1 2 1 1 2
1

1

, : , , ..., : , , ..., : . ...
n n

n
n i n n i

i
i

A A A x x x A x x x x x x
=

=

→ = = = Π∑� � , 1n >  olsun. 

Açıkça, 1A  lineer, 2A  lineer değildir. 

 
 
Tanım: 

 

( ),
x

X  ve ( ),
y

Y  iki normlu uzay ve :A X Y→  bir operatör olsun. Öyle bir 

0K >  sayısı varsa ki her x X∈  için  ( )
xy

A x K x≤  ise, A ’  ya sınırlı operatör denir.  

 
 
Örnek 26. 

 

:A X Y→  olmak üzere A  sabit ise, A  sınırlıdır.  
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Örnek 27. 

 

:A X X→  ve A id= ise, 1K =  alınırsa x X∀ ∈  için ( )A x x=  olduğundan A  

sınırlıdır. 

 

Şimdi lineer, sınırlı bir operatörün normunu tanımlayalım. 

 
 

1.4.3. Operatörün Normu  

  

Tanım: 

 

( ) ( ): , ,
x y

A X Y→  lineer sınırlı bir operatör olsun. Bu takdirde; 

{ }: inf 0 : ,
y x

A c Ax c x x X= > ≤ ∀ ∈  bir norm olduğu kolayca gösterilebilir.  

A ’ ya A ’ nın normu denir. 

 
 

Teorem 6. 

 

1

sup sup y

y
x x

x

Ax
A Ax

xθ≤ ≠
= =  dir. 

 

İspat : 

 

,

1

: sup sup sup sup
x

x
x x

x
y y

y y x
x x x x

x x xy

Ax Axx
Ax A Ax x A

x x x

θ

θ θ θ
α α α α

→ ≠

≤ ≠ ≠ ≠

 
= = = ⇒ = ⇒ ≤ ⇒ ≤  

 

 

0ε∀ >  için ( )0

0 0 0 0

0

: y

x y x

x

Ax
x X x Ax x

x
α ε α ε α∃ ∈ − ≤ ⇒ − ≤ ≤  

( ) 0 x
xα ε⇒ − 0 0y x

Ax A x≤ ≤ ( ) A A A
ε

α ε α α
∀

⇒ − ≤ ⇒ ≤ ⇒ = .  
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Teorem 7. 

 

X  ve Y  normlu uzaylar ve :A X Y→  bir lineer operatör olsun. Bu taktirde 

aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) A  süreklidir. 

ii) ( ){ }: 1A x x ≤  sınırlıdır. 

 

İspat : 

 

( )i ii⇒ A , Xθ ∈  noktasında sürekli olsun. Bu taktirde ( ){ }: 1A x x ≤ kümesinin 

sınırlı olduğunu gösterelim. A ’ nın Xθ ∈  de sürekliliğini kabul edip ( ){ }: 1A x x ≤  

kümesinin sınırlı olmadığını varsayalım. Bu taktirde 1nx ≤  için ( )nA x n≥  olacak 

şekilde bir nx X∈  vardır. 
1

n ny x
n

=  denirse 
1 1

n ny x
n n

= ≤  olacağından n→ ∞  için 

0ny →  olup ny θ→  dır. A , Xθ ∈  de sürekli olduğundan ( ) '
nA y θ→  olmalıdır. Fakat  

( ) ( )
'

1 1 1
1n n nA y A x A x n

n n n

 = = ≥ = 
 

  

olduğundan ( ) 1nA y ≥  elde edilir. Bu ise  ( ) '
nA y θ→  olmasıyla çelişir. Bu çelişki 

( )nA x n≥  kabulümüzden kaynaklandı. O halde ( ){ }'
: 1A x x ≤  kümesi sınırlıdır. 

( )ii i⇒  A  sınırlı ise A ’ nın sürekli olduğunu gösterelim. x X∈  keyfi ve nx x→  

olsun. Bu taktirde A  nın lineer ve sınırlı olduğu göz önüne alınırsa     

( ) ( ) ( ) 0
Alineer Asınırlı

n n nA x A x A x x A x x− = − ≤ − →   

elde edilir. O halde ( ) ( )nA x A x→ olup A, x X∈  de süreklidir. x X∈  keyfi olduğundan 

A , X ’ de süreklidir.  
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Sonuç 1. 

 

 A süreklidir ⇔ A  sınırlıdır. 

 
 
Örnek 28. 

 

X  bir Banach uzayı ve ( )B X , X ’ den X ’ e tanımlı tüm lineer sınırlı dönüşümler 

kümesi olsun. Yani ( ) { }: : bir lineer,sınırlı operatördürB X A X X A= → ’ dir. ( )B X  

uzayının aşağıdaki işlemlere göre bir vektör uzayı olduğu gösterilebilir:  

( ) ( ) ( ) ( ): ,A B x A x B x+ = +  

        ( ) ( ) ( ) ( ): , veya , ,A x A x x y Xλ λ λ= ∈ ∀ ∈� �  

Bu uzayın ( ) ( ) ( )( ): :A B x A B x⋅ ⋅ =  işlemine göre bir cebir olduğu kolayca 

ispatlanabilir. ( )B X  üzerinde A ’ nın normunu { }: inf :A c Ax c x= ≤  olarak 

tanımlayalım. Böyle bir norm vardır, çünkü A  sınırlı olduğundan x X∀ ∈  için 

Ax c x≤  olacak şekilde bir pozitif c  sayısı vardır. Teorem 6’ dan bu tanım 

1

sup sup
x x

Ax
A Ax

xθ≤ ≠
= =  ifadesine denktir. Dolayısıyla ( )( ),B X  uzayı normlu 

uzaydır. Şimdi biz ( )( ),B X  nin bir normlu cebir olduğunu gösterelim. Yani 

( ),A B B X∀ ∈  için A B A B⋅ ≤  olduğunu gösterelim. x X∀ ∈  için; 

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )sup
x

A B x A B x
A B x A B x B x B x A B x

B x B xθ≠

 
 ⋅ = = ≤ =
 
 

 

                  
( )B x

A x
x

=
( )

sup
x

B x
A x A B x

xθ≠
≤ =  

Yani ( )A B x A B x⋅ ≤  dir. Buradan; 

( )
1 1

sup sup
x x

A B A B x A B x A B A B A B
≤ ≤

⋅ = ⋅ ≤ = ⇒ ⋅ ≤  

olup ( )( ),B X  bir normlu cebirdir. 
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1.4.4. Banach * - Cebiri Tanımı 

 

 Tanım: 

 

( ),C  normlu cebiri tam uzay ise, bu normlu cebire Banach Cebiri adı verilir. Bu 

tanıma göre ( ),C  Banach cebiri ise C ’ nin birim elemanlı olması gerekmez. Fakat C  

birim elemanlı ise Banach cebiri olabilmesi için, şartlardan biri 1e =  olmasıdır. 

 
 

Örnek 29. 

 

Örnek 14’ e göre [ ],C a b  bir Banach uzayıdır. Örnek 22’ e göre ise bu uzay bir 

cebirdir. Dolayısıyla [ ]( ), ,C a b  bir Banach Cebiridir. 

 
 
Örnek 30. 

 

Örnek 28 de ( )( ),B X  nin normlu cebir olduğunu gördük. Ayrıca ( )B X  uzayı bu 

norma göre tamdır, yani ( )( ),B X  bir Banach cebiridir. Gösterelim ; { } ( )
1n n

A B X
∞

=
⊂  

bir cauchy dizisi olsun. O halde ,m n→ ∞  iken 0n mA A− →  dır. Buradan x X∀ ∈  için 

( ) ( ) 0n mA A x− →  yani; 

( ) ( ) 0n mA x A x− →                  (4) 

dir. x X∀ ∈  bir sabit ve ( ):n nx A x=  olsun. O halde { }
1n n

x
∞

=
, X ’ de bir dizidir. (4) den 

,m n→ ∞  iken 0n mx x− →  dır. Bu yüzden  { }
1n n

x
∞

=
, X ’ de bir cauchy dizisidir. X  bir 

Banach uzayı yani tam olduğundan bu dizi X ’ in bir elemanına yakınsar. Bu elemanı xa  

ile gösterelim. Bu durumda n→ ∞  iken n xx a→  yani n→ ∞  iken 

0n xx a− → ’ dir.                  (5) 
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Burada xa  elemanı x ’ e bağımlıdır. :A X X→  operatörünü  x X∀ ∈  için ( ) : xA x a=  

şeklinde tanımlayalım. ( )A B X∈  olduğunu yani A ’ nın lineer, sınırlı olduğunu 

gösterelim. ,x y X∀ ∈  ve λ∀ ∈�  için ( ) xA x aλλ =  ve ( ) ( ) ( )A x y A x A y+ = +  

olduğunu gösterelim. nA  lineer olduğundan ( ) ( )n n nA x A x xλ λ λ= =  olup buradan 

( ) nn
x xλ λ=  dir. Benzer şekilde ( ) ( ) ( )n n n n nA x y A x A y x y+ = + = + buradan 

( ) n nn
x y x y+ = +  dir. O halde (5)’ den ( ) ( )0, 0x x yn n

x a x y aλλ +− → + − →  olup, 

x xa aλ λ=  ve x y x ya a a+ = +  olduğunu görmek zor değildir. Buradan 

( ) ( )x xA x a a A xλλ λ λ= = = , ( ) ( ) ( )x y x yA x y a a a A x A y++ = = + = +  dir. Yani A  

lineerdir. Şimdi A ’ nın sınırlı olduğunu gösterelim. A ’ nın sınırsız olduğunu varsayalım. 

O halde k → ∞  iken ( )kA y → ∞  olacak şekilde bir { }
1k k

y X
∞

=
⊂  dizisi vardır. Bu 

yüzden k → ∞  iken 
ky

a → ∞  dır. Buradan n  sabit ve k → ∞ iken ( )
kk yn

y a− → ∞  

olup bu (5) ile çelişir. Bu yüzden A  sınırlıdır. O halde ( )A B X∈  dir. Üstelik (5)’ den 

x X∀ ∈  ve n→ ∞  iken ( ) ( ) ( )( ) 0n x n nx a A x A x A A x− = − = − →  dir. Buradan 

( ) ( )
1

sup 0n n
nx

A A A A x
→∞≤

− = − →  olduğundan 0nA A− →  yani nA A→  dır. Böylece 

( )B X  uzayındaki keyfi bir cauchy dizisi yine ( )B X  uzayında bir elemana 

yakınsamaktadır. Bu yüzden ( )( ),B X tamdır yani ( )B X  bir Banach uzayıdır. 

 
 
 Tanım: 

 

C  bir cebir ve A , C ’ nin boş olmayan bir altkümesi olsun. Şayet C ’ deki işlemlere 

göre A ’ nın kendisi bir Banach Cebiri ise A ’ ya C ’ nin Alt Banach Cebiri denir. 

 
 
Örnek 31. 

 

( ),X = � �  ve ( ): ,A = � � olmak üzere A X⊂  bir alt reel Banach cebiridir. 
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 Tanım: 

 

X  bir cebir olsun. *: X X→  dönüşümü için , , veyax y X λ∈ ∈� �  olmak üzere  

1) ( )**x x=  

2) ( )* * *x y x y+ = +  

3) ( )* * *x y y x⋅ = ⋅  

4) ( )* *x xλ λ=   

koşulları sağlanıyorsa, * - dönüşümüne involusyon denir. 

 
 

Örnek 32. 

 

X = �  için z∈�  elemanının eşleniğini * :z z=  olarak tanımlarsak yukarıdaki 

involusyon koşullarının sağladığı açıkça görülür. 

 
 

Örnek 33. 

 

( ) ( ){ }2

2 , 1
:ij iji j

X M A a a
=

= = = ∈� � 2 2×  tipli matrisler uzayında A X∈  için 

* : tA A=  alalım, burada tA , A  matrisinin transpozunun eşleniği anlamındadır. 

( ) ( )** tA A A= = , ( ) ( )* * *t t tA B A B A B A B+ = + = + = + , ( )* *A Aλ λ=  olduğu açıktır. 

( )* * *A B B A⋅ = ⋅  olduğunu gösterelim. 

11 12 11 12

21 22 21 22

,
a a b b

A B
a a b b

   
= =   

   
olsun. Bu taktirde  

11 21 11 21* *

12 22 12 22

,
a a b b

A B
a a b b

   
= =      

   
 dır. 

( )* 11 11 12 21 21 11 22 21

11 12 12 22 21 12 22 22

a b a b a b a b
A B

a b a b a b a b

 + +
⋅ =   + + 
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11 11 21 12 11 21 21 22* *

12 11 22 12 12 21 22 22

b a b a b a b a
B A

b a b a b a b a

 + +
⋅ =   + + 

 

( ) ( ) ( )* * * *
2 2*: , : tA B B A M M A A⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ → =� �  dönüşümü involusyondur.  

Bu örnek ( )nM �  uzayınada * : tA A=  olarak genişletilebilir. 

 
 

Tanım: 

 

X  cebirinde *-involusyon tanımlı ise, X ’ e *-Cebiri denir. Eğer X  Banach cebiri 

olup, bu uzayda bir *-involusyon tanımlı ise, bu uzaya Banach  *- Cebiri denir. 

 
 

Örnek 34. 

 

( ) ( ){ }, 1
: :

n

n ij iji j
M A a a

=
= = ∈� � ( )n∈� n n×  tipli matrisler uzayını göz önüne 

alalım. Açıkça her ( )nA M∈ �  matrisi n�  uzayında bir lineer, sınırlı operatördür: 

: n nA →� � . Tersine, ( )nB � ' nin keyfi elemanının matrissel gösteriminin var olduğu 

kolayca gösterilebilir. Dolayısıyla ( ) ( )nnM B=� � ' dir. Örnek 30’ a göre ( )nB �  bir 

Banach cebiridir. O halde ( ) ( )nnM B=� �  cebiri * t
A A=  ( )( )nA M∈ � ’ ye göre bir 

Banach *-cebiridir. 

 
 

Örnek 35. 

 

Örnek 29’ a göre [ ]( ), ,C a b  bir Banach cebiridir. Bu cebirde ( ) ( )* :f x f x=  

olarak tanımlanan [ ] [ ]*: , ,C a b C a b→  dönüşümü bir involusyon olup, bu involusyona 

göre [ ],C a b  bir Banach * - cebiridir. 
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1.5. *C  ve *W  - Cebirleri 

 

1.5.1. Kompleks *C  - Cebirleri 

  

Tanım: 

 

X  bir kompleks Banach *-cebiri olsun. Eğer x X∀ ∈  için 
2*x x x⋅ =  koşulu 

sağlanıyorsa, X  uzayına bir *C -Cebiri denir. 

 
 
Örnek 36. 

  

 X = �  uzayında *, :z z z z= =  olarak tanımlanırsa, �  bir *C -cebiridir. 

2 *z z z= ⋅  olduğunu gösterelim. z x iy= +  olsun. 

2 2 2 2z z x iy x y= = + = +  

( )( )* 2 2 2 2z z x iy x iy x y x y⋅ = − + = + = +  

2*z z z⇒ ⋅ =  dir. 

 
 
Örnek 37. 

 

[ ],C a b  uzayını ele alalım. Örnek 35’ e göre bu uzay bir Banach *-cebiridir. 

[ ],f C a b∀ ∈  için  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *max max max
a x b a x b a x b

f f f f x f x f x f x f x
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

⋅ = ⋅ = =  

              ( ) ( ) ( )
2 2

max max
z z

a x b a x b
f x f x f x f

=

≤ ≤ ≤ ≤
= = =  

olduğundan [ ],C a b  bir *C -cebiridir. 

 Bu örnek aşağıdaki gibi genişletilebilir: 

 X  bir yerel kompakt uzay olmak üzere ( ) ( ){ }0 : : , sürekli, 0C X f X f f= → ∞ =�  

uzayını ele alalım. Burada ( ) 0f ∞ =  eşitliği şu anlamdadır:  
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( ) ( ) ( )00 : , 0 için , kompakt : , \ .f f C X K X K f x x X Kε ε∞ = ⇔ ∀ ∈ ∀ > ∃ ⊂ < ∀ ∈

( )0C X ’ de cebirsel işlemleri şöyle tanımlayalım: 

( ) ( ) ( ): ,f x f xα α=  

 ( )( ) ( ) ( ):f g x f x g x+ = + , 

 ( ) ( ) ( ) ( ): ,fg x f x g x=  

 ( ) ( )* : .f x f x=  

Normu ise ( ): sup
x X

f f x
∈

=  olarak tanımlayalım. O halde ( )0C X  uzayı bir *C  - cebiridir. 

 
 
1.5.1.1. Hilbert Uzayında Dual Operatör 

 

İki Banach uzayı arasındaki bir operatörün duali, Banach uzaylarının duali 

yardımıyla tanımlanır. Burada Hilbert uzayları için denk olan başka bir tanımı vereceğiz. 

Bunun için şu teoremden yararlanalım. 

 
 

Teorem 8 [29]. 

 

H ve 'H  iki Hilbert uzayı olmak üzere ':A H H→  bir lineer, sürekli operatör olsun. 

Bu taktirde keyfi 'Hµ ∈  ve Hξ ∈ için 
1 2

, ,B Aµ ξ µ ξ=  olacak şekilde ':B H H→  

lineer sürekli operatörü vardır.  

 
 
Tanım: 

 

( ),H  bir Hilbert uzayı ve :A H H→  bir operatör olsun. Teorem 8’ deki 

:B H H→  operatörüne A  operatörünün duali denir ve *:B A=  ile gösterilir. Şu halde;  

,x y H∀ ∈  için *, ,Ax y x A y=  dir. 

Dual operatöre bir örnek verelim. 
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Örnek 38. 

 

2H = �  olsun. ( ) ( )22M B=� �  olduğundan ( ) ( )
2

2, 1ij i j
A a M

=
= ∈ �  matrisi 

2 2:A →� �  olarak bir lineer sürekli operatördür. ( )2
1 2, , ix x x x x∀ ∈ ⇒ = ∈� � , 

( )1 2, , iAx y y y y= = ∈�  olsun. Bu durumda; 

1 11 1 12 211 12 11 12

21 22 21 22 2 21 1 22 2

x a x a xa a a a
A y Ax

a a a a x a x a x

+      
= ⇒ = = =       +      

 dir.  

n�  de 1 1 2 2, ... n nx y x y x y x y= + + +  olduğu göz önüne alınırsa; 

( ) ( )11 1 12 2 1 21 1 22 2 2,Ax y a x a x y a x a x y= + + +  dir. 

11 12*

21 22

b b
A

b b

 
=  

 
 olsun. Bu taktirde 1 11 1 12 211 12*

21 22 2 21 1 22 2

y b y b yb b
A y

b b y b y b y

+    
= =     +    

 dir. 

Buradan; 

( ) ( )*
1 11 1 12 2 2 21 1 22 2,x A y x b y b y x b y b y= + + +  bulunur. Buna göre  

,
11 21* * *

11 11 12 21 21 12 22 22

12 22

, , , , ,
x y ta a

Ax y x A y a b a b a b a b A A A
a a

∀  
= ⇒ = = = = ⇒ = ⇒ =  

 
dir. 

Sonuç olarak; ( ) ( )22M B=� �  cebirinde bir A  operatörünün duali tA ’ ye eşittir, 

yani A  operatörünün duali, transpozunun eşleniğidir. 

Benzer şekilde ( )nB �  veya ( )nB �  uzaylarında bir A  operatörünün dualinin 

* t
A A=  olduğu gösterilebilir. 

 Bir H  Hilbert uzayında *A , A ’ nın duali olmak üzere *:H H→  dönüşümü bir 

involusyondur. Gerçekten; burada 
,

, ,T P T P
ξ µ

ξ µ ξ µ
∀

= ⇔ =  olduğunu kullanacağız. 

i) 
* ** * *, , ,A A A A Aξ µ ξ µ ξ µ= = ⇔ =  

ii) ( )* , , ,A A Aλ ξ µ ξ λ µ λ ξ µ= =  

             * *, ,A Aλ ξ µ λ ξ µ= = ( )* *A Aλ λ⇔ = . 

iii) ( ) ( )*
, , ,A B A B A Bξ µ ξ µ ξ µ µ+ = + = +  
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 , ,A Bξ µ ξ µ= +  

 * *, ,A Bξ µ ξ µ= +   

 ( )* * ,A B ξ µ= +  

 ( )* * *A B A B⇔ + = +  

iv) ( )* , ,A B A Bξ µ ξ µ⋅ = ⋅ = ( )
� �

''

*, ,A B A B
ξµ

ξ µ ξ µ=  

                * * ,B A ξ µ= ⋅ ( )* * *A B B A⇔ ⋅ = ⋅  

Yani A ’ nın *A  duali *-involusyon koşullarını sağlıyor. 

Şimdi dual operatörü kullanarak *C -cebirine iki örnek daha verelim. 

  
 
Örnek 39. 

 

( ) ( )nnM B=� �  cebirini ele alalım. Örnek 34’ e göre bu cebir * : tA A= ’ ye göre bir 

Banach *-cebiridir. Örnek 38’ e göre bu *: n n→� �  dönüşümü operatörün dualine eşittir. 

Dolayısıyla ( )nB �  dual involusyona göre de bir Banach *-cebiridir. Bu cebir için 

2*A A A⋅ =  koşulunun sağlandığı aşağıdaki örnekte genel durumda gösterilmektedir. 

Dolayısıyla ( ) ( )nnM B=� �  bir *C -cebiridir. 

Burada norm ( ) 2

1 1

,
n

inn
x i

A Sup A x x x
≤ =

= = ∑  şeklinde tanımlanmakatadır. 

 
 
Örnek 40. 

 

Örnek 30’ daki ( )B X  Banach cebirini X H= için ele alalım. Yani bir H  Hilbert 

uzayı olmak üzere ( ) { }: : , lineer,sınırlıB H A H H= → olsun. Bu uzayda involusyon A ’ 

nın duali olarak tanımlanırsa, ( )B H  bir C* - cebiridir. Gösterelim: 
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2*A A A⋅ =  olduğunu gösterelim. Örnek 28’ de A ’ nın normunun 
1

sup
x

A Ax
=

=  

olduğu gösterilmiştir. O halde; 

2 2 *

1 1 1

sup sup , sup ,
x x x

A Ax Ax Ax x A Ax
= = =

= = = ⋅     (6) 

.2 22* * * *, , . , .

cauchy
eşts

x A Ax x x A Ax A Ax x A Ax⋅ ≤ ⋅ ⋅ = ⋅        

2
, , ,

,

x y x x y y

x y x y

 ≤
 
 ≤ 

 

(6)’ ya göre; 

( )2 * *

1 1

sup , sup .
x x

A x A Ax x A Ax
= =

= ≤ *

1

sup
x

A Ax
=

= *A A= ⋅   Yani; 

 
2 *A A A≤ ⋅  dir. 

( )B H  Banach * - cebiri olduğundan A B A B⋅ ≤  dir. 

2 2* *A A A A A A A A⇒ ≤ ⋅ ≤ = =   

2*A A A⇒ ⋅ =  olur. 

 
 
1.5.2. Kompleks *W -Cebirleri 

 

 Tanım: 

 

H  bir Hilbert uzayı ve ( ) { }: : , T lineer, sınırlıB H T H H= →  olsun. ( )M B H⊂ bir 

*-altcebiri, yani M bir altcebir olup x M∀ ∈ için *x M∈ olsun. 

( ){ }' : : ,M x B H xy yx y M= ∈ = ∀ ∈   

altkümesine M ’ nin komutantı denir. '' ',M M  ün komutantı olsun. Açıkça; 

'' ...ıvM M M⊂ = =  ve ' ''' ...vM M M⊂ = =  dir. 

 
 

Tanım: 

 

Eğer ''M M= ise, M ’ e *W  - cebir veya bir Von Neumann Cebiri denir. Von 

Neumann Cebirleri kısaca VNC ile gösterilir. 
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Örnek 41. 

 

H  bir Hilbert uzayı olmak üzere ( )B H  bir *W -cebiridir, yani bir VNC’ dir. 

( ) ( )''B H B H=  olduğunu gösterelim. Gerçekten; 

( )''A B H∀ ∈  alalım. O halde AP PA= , ( )'P B H∀ ∈  dir. Yani,  

( ) ( ) ( ){ } ( )'' '
: ,A B H A B H AP PA P B H B H∀ ∈ = ∈ = ∀ ∈ ⊂  dir. ''M M⊂  olduğundan 

( ) ( )''B H B H⊂  dir. O halde ( ) ( )''B H B H=  dir. 

Sonuç olarak, ( )B H bir VNC dir. 

 
 

1.5.2.1. Faktör  

 

Tanım: 

 

( )M B H⊂  bir VNC olsun. ( ) ':Z M M M= ∩ ’ e M ’ nin merkezi denir. Eğer 

( )Z M  trivial ise, yani ( ) 1Z M = �  ( veya 1� ) ise, M ’ e bir faktör veya ( )B H  nin alt 

faktörü denir. 

 
 

Örnek 42. 

 

Örnek 41’ deki ( )B H ’ nin bir faktör olduğunu gösterelim. Yani 

( ) ( )' 1B H B H∩ = �  ( )( )1 ξ ξ=  olduğunu gösterelim. 

( ) ( ) ( ){ }'
: , ,B H A B H AP PA P B H Hξ= ∈ = ∀ ∈ ∀ ∈  için; 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
,A sabit P

AP PA A P P Aξ ξ ξ ξ
− ∀

= ⇔ = ⇔ A λ= 1 ( )λ ∈�  dir. Gerçekten; 

( )( )1 Pλ ξ = ( )Pλ ξ , ( )( )1P λ ξ
P lineer−

= ( )( )Pλ ξ1 ) ( )Pλ ξ=  dir.  

( ) ( )'
: ,A B H Aλ λ ξ ξ ⇒ ∈ ⇔ ∃ ∈ = = � 1,1  ( ) { } ( )'

1 : 1:B H B Hλ λ⇒ = = ∈ ⊂� �  

( )( ) ( ) ( ) ( )' '
Z B H B H B H B H λ⇒ = ∩ = = �  dir. 
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 Sonuç olarak ( )B H bir faktördür. 

 
 

Örnek 43. 

 

( )nM � , n n×  tipli matrisler cebiri olsun. ( ) ( )nnM B=� �  olduğundan ve n�  bir 

Hilbert uzayı olduğundan Örnek 42’ e göre ( )nM �  bir faktördür.  

Bu örnek aşağıdaki gibi genişletilebilir. 

 
 
Teorem 9 (Von Neumann). 

 

N , ( )nM � ’ nin birim matrisi içeren bir involutif *-altcebiri olsun. O halde, ''N N=  

yani N  bir VNC’ dir. 

 

İspat: 

 

 
1

: ...
n

n n n n

i

H
=

= = ⊕ ⊕ ⊕⊕� � � �  olsun ve ( ),H π , ( )nM � ’ nin kanonik köşegen 

gösterimi, yani keyfi ( ) ( ) ( )

0 0

0 0
: :

0 0

ij n

a

a
a a M a

a

π

 
 
 = ∈ =
 
  
 

…

…
�

	 	 
 	

…

 olsun. ( ) ( )a B Hπ ⊂  

olduğu yani ( ) :a H Hπ →  lineer, sınırlı olduğu açıktır. 

 

1

2

n

V

V
V H

V

 
 
 = ∈
 
  
 

	
 olmak üzere, n� ’ de ( )1 2, , ..., nV V V  ortogonal tabanını ele alalım. 

( ):p H N Vπ→  bir ortogonal izdüşüm olsun. O halde ( )( ) ( )( )H N V N Vπ π
⊥

= ⊕  dir. 

1) O halde ( )'p Nπ∈  dür. Gerçekten: Hξ∀ ∈  olsun. 

( ) ( ) ( ) ( ){ }'
: ,N x B H x a a x a Nπ π π= ∈ = ∀ ∈ . a N∀ ∈  için ( ) ( )p a a pπ π=  olduğunu 
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gösterelim. Eğer ( )N Vξ π∈  ise, pξ ξ=  dir. Bu yüzden ( ) ( )a N Vπ ξ π∈  olduğundan 

( ) ( )a p aπ ξ π ξ=  ve ( ) ( )p a aπ ξ π ξ= . Buradan keyfi ( )N Vξ π∈  için 

( ) ( )a p p aπ ξ π ξ=  dir. 

 Şimdi ( )( )N Vξ π
⊥

∈  olsun. O halde pξ θ=  dir. Keyfi ( ) ( )b V N Vπ π∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )*
, , , 0

c

a b V a b V c V a

π

π ξ π ξ π π ξ π π ξ θ= = = ⇒ =
��������

 dir. Burada 

( ) ( ) ( )*
a b cπ π π=  dir. Çünkü  

( ) ( )

* *

*
*

*

0 0 0 0 0 00 0

0 0 0 0 0 00 0

0 0 0 0 0 00 0

a b ba

a b ba
a b

a b ba

π π

      
      
      = =
      
                  

… … ……

… … ……

	 	 
 	 	 	 
 	 	 	 
 		 	 
 	

… … ……

 

         ( )

*

*

*

0 0

0 0

0 0

a b

a b
c

a b

π

 
 
 = =
 
  
 

…

…

	 	 
 	

…

 

Burada N  involutif *-alt cebir olduğundan *:c a b N= ∈  dir. Buradan ( ) ( )p a pπ ξ θ θ= =  

ve ( ) ( )a p aπ ξ π θ θ= = , yani keyfi ( )( )N Vξ π
⊥

∈  için ( ) ( )p a a pπ ξ π ξ=  dir. Bu 

yüzden keyfi Hξ ∈  için ( ) ( )a p p aπ ξ π ξ=  olup ( ) ( )a p p aπ π=  dir. Sonuç olarak 

( )'p Nπ∈  dir. 

( ) ( )nB H M= �  olduğundan ( )B H ’ nin keyfi elemanları, ( )nM � ’ nin elemanları 

ile n n×  tipli matris olarak yazılabilir. Yani ( )B H , ( )( )n nM M �  ile özdeştir. Buradan 

( ) ( )( )n nB H M M≅ � . 

2) O halde, ( ) ( )' '
nN M Nπ =  dir. Burada  

( ) ( ) ( ) ( ){ }'
: ,N x B H x a a x a Nπ π π= ∈ = ∀ ∈ , 

( ){ }' : ,nN b B ab ba a N= ∈ = ∀ ∈� ’dir.  

( )x B H∀ ∈  olsun. ( ) ( )( )n nB H M M= �  olduğundan ( )ijx x=  ve ( )ij nx M∈ �  
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olacak şekilde bir ( )( )ij n nx M M∈ �  matrisi vardır. O halde, a N∀ ∈  için: 

( )

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

0 0

0 0

0 0

n n

n n

n n nn n n nn

x x x ax ax axa

x x x ax ax axa
a x

x x x ax ax xa

π

    
    
    = =
    
        

    

… ……

… ……

	 	 
 	 	 	 
 		 	 
 	

… ……

 

   ( )

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

0 0

0 0

0 0

n n

n n

n n nn n n nn

x a x a x a x x x a

x a x a x a x x x a
x a

x a x a x a x x x a

π

    
    
    = = =
    
        

    

… … …

… … …

	 	 
 	 	 	 
 	 	 	 
 	

… … …

 

 ', : ij ij iji j x a ax x N⇔ ∀ = ⇔ ∈  

Bu yüzden ( ) ( ) ( ) ( )' ':ij ij na x x a x x x N x M Nπ π= ⇔ = ∈ ⇔ ∈  dir.  

Buradan  

 ( ) ( )' '
nx N x M Nπ∈ ⇔ ∈  olup ( ) ( )' '

nN M Nπ = . 

 Benzer şekilde ( ) ( )''' '
nN M Nπ ⊂  elde edilir. Böylece keyfi ''b N∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
' '' '''' '

nb N M N N b Nπ π π π π∈ ⊂ = ⇒ ∈  bulunur. ( )'p Nπ∈  olduğundan 

( ) ( ) ( ) ( )p b b p b p p b pπ π π π= ⇒ =  dir. O halde keyfi ( ) ( )a V N Vπ π=  için 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )b p a V p b p a V p b p a V p b a Vπ π π π π π π π= = =  dir. Diğer 

taraftan ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )b p a V b p a V b a Vπ π π π π π= =  dir. Buradan 

( ) ( ) ( ) ( )p b a V b a Vπ π π π=  elde edilir. a =1 için 

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0
1 1

0 0 0 0 1 n

bVb

bVb
p b V b V

bVb

π π π π

   
   
   = = =
   
       

    

… …

… …

		 	 
 	 	 	 
 	

… …

, ''b N∈ . 

( ) ( ) ( )

1

21

n

bV

bV
p b V N V

bV

π π π

 
 
 ⇒ = ∈
 
  
 

	
( )

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0n n

bV Vb

bV Vb
N V

bV Vb

π

    
    
    ⇒ = ∈
    
        

    

…

…

	 		 	 
 	

…

. 

 Dolayısıyla b , her 1 2, , ..., nV V V  vektöründe N ’ nin bir operatörü olarak çalışıyor. Yani, 

b N∈  olup ''N N⊂  dir.  
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 Sonuç olarak, ''N N=  olup N  bir VNC’ dir.  

 
 

1.5.3. *C  - Cebirlerinin * - Gösterimi  

 

 Bu paragrafta bir *C  (veya *W )–cebirinin bir ( )B H  uzayındaki gösterimi ele 

alınacaktır. 

 
 

Tanım: 

 

X  ve Y  iki *-cebiri olsun. Eğer : X Yπ →  için; 

1) ( ) ( ) ( )x y x yπ α β απ βπ+ = +  

2) ( ) ( ) ( )xy x yπ π π=  

3) ( ) ( )**x xπ π=  

koşulları sağlanıyorsa, π ’ e bir *-morfizmi denir. 

 
 

Tanım: 

 

: X Yπ →  bir *-morfizm olsun. Eğer π , bire-bir ve örten ise  π ’ ye *-izomorfizm 

denir. Bu durumda ( ) ( ){ } { }* izomorfizm : ker : y xx X xπ π π θ θ− ⇔ = ∈ = =  dir. 

 
 
Tanım: 

 

M  bir *C  - cebiri olsun. Eğer H∃  Hilbert (kompleks) uzayı ve π∃  *-morfizm için 

( ):M B Hπ →  ise, ( ), Hπ  (veya { }, Hπ ) ikilisine M ’ nin bir *-gösterimi denir. 
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                          Şekil 1. M ’ nin bir *-gösterimi 

Eğer ( ):M Mπ π→ olarak bir *-izomorfizm ise, yani ( ) { }ker xπ θ= ise, ( ), Hπ  

gösterimine M ’ nin aşikar gösterimi denir. 

 
 

Örnek 44. 

 

Örnek 37’ deki ( )0C X , *C  - cebirini ele alalım, burada X  bir yerel kompakt 

uzaydır. m , X ’ de bir ölçü olmak üzere ( )2: ,H L X m=  olsun. Her ( )0 0f C X∈  için 

0 :f H H→  dönüşümünü şöyle tanımlayalım: 

( )0 0 0:f f f f= , f H∀ ∈  

O halde ( )0f B H∈  dir. Açıkça  

 ( ) ( ) ( )0 0 0: : :C X B H f fπ π→ =  

dönüşümü bir *-morfizm olup, ( )( ) ( )0C X B Hπ ⊂  dir. Dolayısıyla ( ), Hπ , ( )0C X ’ in 

bir *-gösterimidir. 

 
 
 Tanım: 

  

 M  bir *W -cebiri olsun. Eğer ( ):M B Hπ →  olan bir H  Hilbert uzayı ve π  *- 

morfizmi varsa ( ), Hπ  ikilisine M ’ nin bir *- gösterimi denir. 

 Eğer π  w- sürekli ise ( ), Hπ  ikilisine M ’ nin *W - gösterimi denir. 

 
 
  
 

 

 

 M 

B(H) 

π(M) 
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 Tanım: 
 

H  Hilbert uzayı ve ( ), Hπ  M ’ nin *W -gösterimi olmak üzere eğer 

( ){ }: ,l a a A H Hπ ξ ξ∈ ∈ =  

eşitliği sağlanıyorsa ( ), Hπ  ikilisine M ’nin yoz olmayan *W -gösterimi adı verilir. 

 
 

1.5.4. Yerel Konveks Topolojiler 

 

 H  bir reel veya kompleks Hilbert uzayı olsun. ( )B H ’ de aşağıdaki yakınsaklıklarla 

üretilen yerel konveks topolojileri ele alalım. 

 

1. w , zayıf (operatör) topolojisi: 

 : , 0x xα αθ ξ η→ ⇔ → , , Hξ η∀ ∈  

 

2. wα , σ  - zayıf (operatör) topolojisi ( ) ( )( )*,B H B Hσ : 

 : , 0n n
n

x xα αθ ξ η→ ⇔ →∑ , ( )2 2

n n
n

ξ η∀ + < ∞∑  

 

3. s , güçlü (operatör) topolojisi: 

 : 0x xα αθ ξ→ ⇔ → , Hξ∀ ∈  

 

4. *s , güçlü (operatör) * - topolojisi: 

 *: 0x x xα α αθ ξ ξ→ ⇔ + → , Hξ∀ ∈  

 

5. sσ , σ  - güçlü (operatör) topolojisi: 

 
2

: 0n
n

x xα αθ ξ→ ⇔ →∑ , 
2

n
n

ξ∀ < ∞∑  
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6. *sσ , σ  - güçlü (operatör) * - topolojisi: 

 ( )22 *: 0n n
n

x x xα α αθ ξ ξ→ ⇔ + →∑ , 
2

n
n

ξ∀ < ∞∑  

 

7. u , düzgün (operatör) topolojisi: 

 : 0x xα αθ→ ⇔ →  

 
 
 Teorem 10 [24, 25]. 

 

 ( )B H ’ nin yerel konveks topolojileri arasında aşağıdaki ilişkiler vardır; 

     

*

* *

w w s s u

s s s

s

α σ σ

σ

σ

≤ ≤ ≤ ≤

∩

≤ ≤

∩

 

 

 H  bir kompleks Hilbert uzayı olmak üzere eğer ( )A B H⊂  alt cebiri bir *C -cebiri 

ise bu uzay bir Banach *-cebiridir. Dolayısıyla A , ( ), :d x y x y= −  metriğine göre 

tamdır. Buradan A  norm topolojisine göre kapalıdır, yani aşağıdaki teorem doğrudur. 

 
 
 Teorem 11.  

 

 Bir *C -cebiri düzgün topolojiye göre kapalıdır. 

 
 
 Teorem 12 [36]. 

 

 Eğer A  bir *C -cebiri ise, öyle bir H  Hilbert uzayı vardır ki A , ( )B H ’ nin bir u -

kapalı *-altcebirine *-izomorftur. 
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 Teorem 13. 

 

 ( )M B H⊂  olsun. Bu taktirde M  bir *W -cebiridir (yani VNC) ⇒  M , w -

kapalıdır. 

 

 İspat: 

 

 x Mα ⊂  ve ( )x B H∈  için 
w

x xα →  olsun. O halde, , Hξ η∀ ∈  için 

, ,x xαξ η ξ η→ . ' 'x M∀ ∈  alalım. ( ) ''x M Mα ⊂ =  olduğundan ' 'x x x xα α=  dir. Burada 

' ', ,x x x xα αξ η ξ η=  dir. ' ', ,x x xxα ξ η ξ η→  ve ' ', ,x x x xαξ η ξ η→  olduğundan 

' ', ,xx x xξ η ξ η=  dir. Dolayısıyla ' 'xx x x=  dir. Buradan ''x M M∈ =  dir. Sonuç 

olarak, M , w -kapalıdır.  

 
 
 Teorem 14. 

 

 ( )M B H⊂  olsun. O halde, M  w -kapalıdır ⇒  M  u -kapalıdır. 

 

 İspat: 

 

 x Mα ⊂  ve ( )x B H∈  için 
u

x xα →  olsun. w u≤  olduğundan 
w

x xα →  dir. M   

w -kapalı olduğundan x M∈  dir.  

  
 
 Sonuç 2. 

 

 M  bir VNC dir ⇒  M  bir *C -cebiridir. 
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 İspat: 

 

 M  bir VNC ise, Teorem 13’ e göre M  w -kapalıdır. Teorem 14’ e göre M  u -

kapalıdır, yani bu cebir norma göre kapalıdır. Dolayısıyla M  bir Banach *-cebiridir. Her 

x M∈ için *x x=  olduğundan 
2* *x x x x x⋅ ≤ =  dir. Öte yandan  

 
2* *

1 1 1

sup , sup , sup ,x x x x x x x x x
ξ η ξ η ξ

ξ η ξ η ξ ξ
= = = = =

⋅ = = ≥ =  

Buradan 
2*x x x⋅ =  dir. Sonuç olarak, M  bir *C -cebiridir.  

 
 

Sonuç 3. 

 

 ( )M B H⊂  bir *-alt cebir olsun. O halde, M  VNC’ dir
w

M M⇔ =  ve H M∈1  dir. 

Sonuç olarak; 

 1. Bir *C -cebiri bir ( )B H ’ nin düzgün (operatör) kapalı *-altcebiridir. 

 2. Bir *W -cebiri (VNC) bir ( )B H ’ nin zayıf (operatör) kapalı *-altcebiridir 

 
 

1.5.5. Reel *W -Cebirleri 

 

Tanım: 

 

 H  bir reel Hilbert uzayı ( )B H , H ’ de tanımlı tüm lineer sınırlı operatörler cebiri, 

yani ( ) { }: : , ,B H A H H A lineer sınırlı= →  olsun. O halde her ( )A B H∈  için 

( )*A B H∃ ∈  vardır öyle ki , Hξ η∀ ∈ için *, ,A Aξ η ξ η=  dir. *A ’ a A ’ nın duali 

veya eşlenik operatörü denir. 

 ( )R B H⊂  bir alt cebir olsun. Eğer a R∀ ∈  için *a R∈  ise, R ’ ye *-alt cebir denir. 

 ( ){ }' : : ,R a B H ab ba b R= ∈ = ∀ ∈  kümesine R ’ nin komutantı denir. 
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 Tanım: 

 

 ( )R B H⊂  bir *-alt cebir olsun. Eğer ''R R=  ise, R ’ ye bir Reel Von Neumann 

Cebiri denir. Burada ( )''' ':R R=  dir. 

 
 
 Teorem 15 [25, 5]. 

 

 H  bir reel Hilbert uzayı ve :cH H iH= +  olsun. Eğer ( )R B H⊂  bir reel VNC ise, 

:M R iR= +  cebiri de ( )cB H ’ de bir VNC olup, ' ' 'M R iR= +  ve '' '' ''M R iR= +  dir. 

 

 Teorem 10’ a göre reel *-alt cebirler için aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 
 
 Sonuç 4. 

 

 H  bir reel Hilbert Uzayı ve ( )R B H⊂  olsun. Eğer R  w -kapalı ise, R  u -kapalıdır. 

 

 Kompleks VNC’ e benzer şekilde aşağıdaki teorem ve onun sonuçları ispatlanabilir. 

  
 
 Teorem 16 [25]. 

  

 H  bir reel Hilbert uzayı ve ( )R B H⊂  olsun. Eğer ''R R=  ise, R  w -kapalıdır. 

Yani reel VNC ise w -kapalıdır. 

 
 
 Sonuç 5. 

 

 H  bir reel Hilbert uzayı ve ( )R B H⊂  olsun. O halde R  bir reel VNC ⇔  R  w -

kapalı ve 1 R∈  dir. 
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 Sonuç 6. 

 

 ( )nR M⊂ �  bir *-alt cebir olup, 1 R∈ ise, ''R R= , yani R  bir reel VNC’ dir. 

Burada 1, birim matristir. 

 
  
 Tanım: 

 

 H  bir kompleks Hilbert uzayı ve ( )R B H⊂  olsun. Eğer R, ( )B H ’ nin reel *-alt 

cebiri olup, 
w

R R= , 1 R∈  ve { }R iR θ∩ =  ise R’ e reel *W -cebiri denir. 

 Reel VNC ile reel *W -cebiri arasında aşağıdaki ilişki vardır. 

 
 
 Teorem 17 [5]. 

  

 R  reel *W -cebiridir⇔  R bir reel VNC’ dir. 

  
 
 Örnek 45. 

 

 Sonuç 6’ a göre keyfi n  için ( )nM �  bir reel *W  -cebiridir (VNC’ dir). 

 
 
 Örnek 46. 

 

H ; 4-boyutlu reel vektör uzayı ve 1 1a = , 2a i= , 3a j= , 4a k=  vektörleri bu uzayın 

tabanı olmak üzere H  de çarpımı şöyle tanımlayalım :  

 

2 2 2 1i j k= = = − ,  ij k ji= = −  

jk i kj= = − ,   ki j ik= = −  

 

dir. ,x y∀ ∈H  için;  

 

 1 i j k 

1 1 i j k 

i i -1 k -j 

j j -k -1 i 

k k j -i -1 
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( )1 2 3 4
1 1 1 2 2 1

1 2 3 4

1
...

1

x i j k
xy i

y i j k

λ λ λ λ
λα λα λ α

α α α α

= + + + 
⇒ = + + +

= + + + 
 

 H  kuaternion sayılar cebiri olmak üzere :x x a ib jc kd∀ ∈ = + + +H  olsun. 

( ) ( )4: n

a b c d

b a d c
x x a ib jc kd M B

c d a b

d c b a

− − − 
 − ∀ ∈ = + + + = ∈ ⊂
 −
  − 

� �H  olup, 

1, 0a b c d= = = =  için 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

x

 
 
 = = ∈
 
  
 

H1  ve *x a ib jc kd= − − + − ∈H  

olduğundan H  bir *-alt cebirdir. Sonuç 6’ a göre H  bir reel *W -cebiridir (reel VNC’ dir). 

 
 
 1.6. Von Neumann Cebirlerinin Sınıflandırılması 

 

 1.6.1. İzdüşümler ve İz Kavramları 

 

1.6.1.1. İzdüşümler 

 

Tanım: 

 

( )M B H⊂  bir VNC olsun. Eğer p M∈  için 2p p=  ve *p p=  ise, p ’ e bir 

izdüşüm denir. M ’ nin tüm izdüşümlerinin kümesini ( )P M  ile gösterelim. Yani 

( ) { }: : izdüşümP M p M p= ∈  dir. 

 
 
Tanım: 

 

( ),p q P M∈  olsun.  

1) Eğer v M∃ ∈  için *v v p=  ve *vv q=  ise, p , q ’ a denktir denir ve p q∼ ile 

gösterilir. 

2) Eğer pq q=  ise, q , p  den büyük değildir denir ve q p≤  ile gösterilir. 
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3) Eğer ( )h P M∃ ∈  için h p≤  ve h q∼  ise q� p  ile gösterilir. 

4) Eğer pq θ=  ise, p  ve q  ortogonal izdüşümler denir ve p q⊥  ile gösterilir. 

 
 
Tanım:   

 

( )M B H⊂  bir VNC ve ( )p P M∈  olsun. Eğer ( )q P M∈  için 0q p q≤ ⇒ =  ya 

da q p=  ise, p ’ e minimal (atom) denir. 

 
 
 Örnek 47. 

 

 ( )2M � ’ de 
0 0

0 1
p

 
=  

 
 ve 

1 0

0 0
q

 
=  

 
 matrisleri bir izdüşüm olup her ikiside 

minimaldir. 

 
 
1.6.1.2. İz Kavramı 

 

 Tanım: 

 

 M  bir *c -cebiri ve x M∈  olsun. Şayet *:y M y y∃ ∈ =  ve 2y x=  ise, x’ e pozitif 

elemandır denir ve 0x ≥  ile gösterilir. 

 
 
 Tanım: 

 

 M  bir VNC ve { }: : 0M x M x+ = ∈ ≥  olsun. [ ]: 0,Mτ + → +∞  dönüşümü 

 1) ( ) ( ) ( )x y x yτ τ τ+ = + ,    ,x y M +∀ ∈ , 

 2) ( ) ( )x xτ λ λτ= ,   0λ∀ ≥ , x M +∀ ∈ , (burada ( )0. 0+∞ = kabul edilmektedir.) 

 3) ( ) ( )* *xx x xτ τ= ,   x M +∀ ∈ , 

 koşulları sağlanırsa τ ’ a, M ’ de bir izdir denir. 

 τ  bir iz olsun. Bu halde 
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 1) ( ) 0a aτ θ= ⇔ =  ise  τ ’ a, aşikar izdir denir. 

 2) x M +∀ ∈  için y M +∃ ∈ : y x≤  ve ( )yτ < ∞  ise τ ’ a, yarı-sonludur denir. 

 3) ( )1τ < ∞  ise τ ’ a, sonludur denir. 

 4) ( ) ( )0 0sup supn n n
n n

x x x x xτ τ τ ⇒ = = 
 

↗  ise τ ’ a, normaldir denir. 

 5) Eğer u M∈  için * * 1u u uu= =  ise u operatörüne üniterdir denir. ( )U M  kümesi 

ile M ’ nin tüm üniter elemanları kümesini gösterelim. 

 
 
 Lemma 1. 

 

 ϕ  bir iz ise x M +∀ ∈  ve ( )u U M∀ ∈  için ( ) ( )*x uxuϕ ϕ= ’ dir. 

 

 İspat: 

 

 0x ≥  olduğundan x’ in kökü vardır, yani 
1 1
2 2x x x= ’ dir. 

 Buradan 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*1 1 1 1 1 1*2 2 2 2 2 2x x x x u ux ux uxϕ ϕ ϕ ϕ  

= = =  
 

 

          ( )( ) ( ) ( )
*1 1 1 1 * *2 2 2 2ux ux ux x u uxuϕ ϕ ϕ 

= = = 
 

. 

Yani * *: 1u u u uu∀ = =  için ( ) ( )*x uxuϕ ϕ= ’ dır. 

 
 
 Lemma 2. 

 

 ϕ  bir iz ise ,x y M +∀ ∈  için ( ) ( )xy yxϕ ϕ= ’ dir. 

 

 İspat: 

 

 { } { }*: : 0y M a a a b b b M+∈ = ≥ = = ∈  
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olup *y b b= , b M∈  olduğundan 

 ( ) ( )* ** * * * *y b b b b b b y= = = = . 

Yani *y y= ’ dir.  

y M∈  olduğundan 
4

1
i i

i

y uλ
=

= ∑ ’ dır, burada ( )iu U M∈  ve iλ ∈� ’ dır          (7) 

Lemma 1’ e göre ( ) ( )*x uxuϕ ϕ=  olduğundan 

  ( ) ( ) ( ) ( )* 1xu uxu u ux uxϕ ϕ ϕ ϕ= = = ’ dir. 

Yani ( ) ( )xu uxϕ ϕ= ’ dir. O halde (7)’ e göre 

  ( ) ( ) ( )
4 4 4

1 1 1

lin

i i i i
i i i

xy x u xu u x
ϕ

ϕ ϕ λ λϕ λϕ
= = =

 
= = = 

 
∑ ∑ ∑  

             ( )
4

1

lin

i i
i

u x yx
ϕ

ϕ λ ϕ
=

 
= = 

 
∑ . 

Yani ( ) ( )xy yxϕ ϕ= ’ dir. 

 O halde ϕ  iz dönüşümü ise *y x=  alındığında izin 3. şartı olan  ( ) ( )* *x x xxϕ ϕ=  

eşitliği ile çakıştığı görülür. 

 
 
 Teorem 18. 

  

 :Mϕ →�  lineer ve pozitif olsun. O halde  

 ϕ  bir izdir ,x y M +⇔ ∀ ∈  için ( ) ( )xy yxϕ ϕ= ’ dir. 

              x M +⇔ ∀ ∈  ve ( )u U M∀ ∈  için ( ) ( )*x uxuϕ ϕ= ’ dır. 

  

 İspat: 

 

 ϕ  izdir ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

*
Lemma Lemma

x uxu xy yxϕ ϕ ϕ ϕ⇔ = ⇔ =  

          ( ) ( )
*

* *
y x

xx x xϕ ϕ ϕ
=

⇔ = ⇔  izdir. 
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 Lemma 3 [24]. 

 

 :Mϕ →�  lineer ve pozitif olsun. Eğer bir 0c >  ve ( ),p q P M∀ ∈  p q∼  için      

( ) ( ).p c qϕ ϕ≤  ise x M∀ ∈  için ( ) ( )* *.x x c xxϕ ϕ≤ ’ dır. 

  
 
 Teorem 19. 

 

 :Mϕ →�  lineer ve pozitif olsun. O halde ϕ  bir izdir ( ), :p q P M p q⇔ ∀ ∈ ∼  için 

( ) ( )p qϕ ϕ= ’ dır. 

 

 İspat: 

 

 ( )⇒  ϕ  bir iz olup ( ),p q P M∀ ∈  için p q∼  olsun. O halde  

  *:v M v v p∃ ∈ =  ve *vv q= ’ dır. 

ϕ  iz olduğundan tanıma göre  

  ( ) ( )* *v v vvϕ ϕ= ’ dır. 

Buradan  

  ( ) ( )p qϕ ϕ= ’ dır. 

 ( )⇐  ( ), :p q P M p q∀ ∈ ∼  için ( ) ( )p qϕ ϕ=  olsun. O halde Lemma 3’ de 

1c = alınırsa 

  x M∀ ∈  için ( ) ( )* *x x xxϕ ϕ≤  

olup x , *x  ile değiştirilirse 

  ( ) ( )* *xx x xϕ ϕ≤ ’ dır. 

Buradan ( ) ( )* *xx x xϕ ϕ= ’ dır. Böylece ϕ  izdir. 
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 Sonuç 7. 

 

 Eğer M  değişmeli bir VNC ise M ’ de tanımlanan her lineer, pozitif dönüşüm bir 

izdir. 

 
 
 Sonuç 8. 

 

 M  sonlu (bu kavram aşağıdaki tanımda 3. şık olarak verilmiştir) ise ( )p P M∀ ∈  

için ( )pϕ < ∞ ’ dır, burada ϕ , M ’ nin herhangi bir izidir.  

 
 

1.6.2. Sınıflandırma 

 

 Tanım: 

 

 ( )M B H⊂  bir VNC ve ( )p P M∈  olsun. Eğer; 

 1) ( )q P M∈ , q p≤  ve q p q p⇒ =∼  ise p’ e sonlu izdüşüm denir.  

 Aksi halde p’ e sonsuz denir. 

 2) p sıfırdan farklı sonlu alt izdüşümü içermezse p’ e saf sonsuz denir. 

 3) 1 sonlu (sonsuz, saf sonsuz) ise M’ e sonlu (sonsuz, saf sonsuz) denir. 

 
 
 Önerme 1. 

 

 ( )M B H⊂  bir VNC ve 'Z M M= ∩  olsun. Z ’ de maksimal, sonlu izdüşüm vardır. 

  

 İspat: 

 

 ( ){ }1 : : sonludurz Sup z P Z z= ∈  ile gösterelim. ( )P Z  kümesi yarı sıralı küme olup 

üstten 1 ile sınırlıdır. Zorn Lemmasına göre ( ){ }Sup z P Z∈  mevcuttur. Dolayısıyla 1z  

elemanı mevcuttur. 1z ’ in sonlu olduğunu gösterelim.  
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 Varsayalım ki ( ) 1:q P M q z∃ ∈ ≤  ve 1q z∼  olsun. ( )P Z ’ den keyfi bir z sonlu 

izdüşüm alalım. O halde 1z z≤  olup 1z zz zq= ∼ ’ dır. ( ) 2z zq z q zq= =  ve 

( )zq z zqz zzq zq= = =  olduğundan zq z≤ ’ dir. 1z zz zq z= ≤∼  olup z zq= ’ dır. Buradan 

z q≤  olup z keyfi olduğundan 1z q≤ ’ dır. 1q z≤  olduğundan 1z q=  elde edilir. Böylece 

1z  sonludur. 

 
 
 Önerme 2. 

 

 ( )M B H⊂  bir VNC, ( )p P M∈  ve q p∀ ≤  olsun. Eğer p  sonlu ise q  da 

sonludur. 

 

 İspat: 

 

 ( )1 1:q P M q q∀ ∈ ≤  ve 1q q∼  olsun. 1q q∼  olduğundan * *
1: ,v M v v q vv q∃ ∈ = = ’ 

dir. ( ):u v p q= + −  ile gösterelim. O halde  

  *u u p=  ve ( )*
1uu p q q p= − + ≤ ’ dir. 

p  sonlu olduğundan ( ) 1p q q p− + = ’ dir. 

Yani 1q q= ’ dır. Dolayısıyla q  sonludur 

 
 
 Önerme 3. 

 

 Bir VNC merkezinin maksimal saf sonsuz izdüşümü vardır. 

 

 İspat: 

 

 ( ){ }3 : sup : saf sonsuzdurz z P M Z z= ∈ ∩  olsun. 3z ’ ün saf sonsuz olduğunu 

göterelim. ( )p P M∀ ∈  ve 3p z≤  ve p  sonlu olsun. Z ’ den keyfi ve sabit bir z  saf 

sonsuz izdüşüm alalım. ( ) ( )p pz pz pz p= =  olduğundan pz p≤ ’ dir. Önerme 2’ e göre 
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pz  sonludur. ( ) ( )pz z pz z pz= =  olduğundan pz z≤ ’ dir. Buradan z  saf sonsuz 

olduğundan 0pz = ’ dır. z  keyfi olduğundan 3 0pz = ’ dır, yani 3 0p pz= = ’ dır. 

Dolaysıyla 3z  saf sonsuzdur. 

 
 
 Tanım: 

 

        M  bir VNC ve ( )p P M∈  olsun. Eğer  

 1) 3 0z =  ise M ’ e yarı – sonlu (semifinite); 

 2) 1 0z =  ise M ’ e asl sonsuz (properly infinite); 

 3) pM  yarı – sonlu (asl sonsuz) ise p ’ e yarı – sonlu (asl sonsuz) denir. 

 
 
 Teorem 20. 

 

 Bir M  VNC’ nin  

  1 2 3M M M M= ⊕ ⊕  

olacak şekilde bir tek açılımı vardır, burada 1 1M Mz=  sonludur, 3 3M Mz=  saf sonsuzdur, 

2 2M Mz=  yarı – sonlu ve asl sonsuz olup  

  1 2 3 1z z z+ + = ’ dir.  

  

 İspat: 

 

 1z  ve 3z  izdüşümleri varolduğundan M ’ nin 1 2 3M M M⊕ ⊕  açılımı mevcuttur. Bu 

açılımda 1 1M Mz= ’ in sonlu ve 3 3M Mz= ’ in ise saf sonsuz olduğu açıktır. 

( )1 3z , z P M Z∈ ∩  ve 1 3 0z z =  olduğundan ( )2z P M Z∈ ∩ ’ dir. Buradan 

( )2 2Z M M Z= ∩ ’ dir. O halde ( ) ( )2 2e P M Z M∀ ∈ ∩  için ( )e P M Z∈ ∩ ’ dir. 

Dolayısıyla 2M ’ de 3 1 0z z= =  olduğundan e  saf sonsuz veya sonlu olamaz. Sonuç olarak 

2M  yarı – sonludur. 
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 Şimdi bu açılımın tek olduğunu gösterelim. Varsayalım ki 1 2 3M Mp Mp Mp= ⊕ ⊕ , 

M ’ nin başka bir açılımı olsun. O halde 1 1p z≤  ve 3 3p z≤ ’ dir. Bu izdüşümlerin hepsi 

merkezden olduğundan 2, 3i =  için  

 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1i i i iz p p p p z p p z p p p z p p− = − = − = − ’ dir. 

Dolayısıyla ( )1 1 1iz p p p− ≤ ’ dir. 1p  sonlu olduğundan Önerme 2’ e göre ( )1 1 2z p p−  ve 

( )1 1 3z p p−  izdüşümleri de sonludur. Öte yandan ( )1 1 2 2z p p Mp− ∈ , ( )1 1 3 3z p p Mp− ∈  ve 

2Mp , 3Mp  asl sonsuz olduğundan ( )1 1 2 0z p p− =  ve ( )1 1 3 0z p p− = ’ dır.  

 O halde 1 2 1 3 0p p p p+ =  ve 1 2 31 p p p− = +  olduğundan  

( )1 2 1 3 1 2 30 0z p z p z p p⇒ + = ⇒ + =  

( )1 1 1 1 11 0 0z p z z p⇒ − = ⇒ − =  

1 1 1 1 1z z p z p⇒ = ⇒ ≤ . 

Buradan 

  1 1z p= ’ dir. 

 Eğer ( )3 3 1 0z p p− ≠  (veya ( )3 3 2 0z p p− ≠  )  ise, ( )3 3 1z p p−  (veya ( )3 3 2z p p−  ) 

saf sonsuzdur. Çünkü 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 3 3 3 3 1 3 3 3 3 1 3 3 1z p p p p z p p z p p p p z p p− = − = − = −  

olduğundan ( )3 3 1 3z p p p− ≤ ’ dir. 3p  saf sonsuz olduğundan onun her alt izdüşümü de saf 

sonsuzdur. Öte yandan  

 ( )3 3 1 1z p p Mp− ∈  (veya ( )3 3 2 2z p p Mp− ∈ )’ dir.  

Oysa 1Mp  (veya 2Mp )’ nin saf sonsuz olmamasıyla çelişir. Dolayısıyla ( )3 3 1 0z p p− =  ve 

( )3 3 2 0z p p− = ’ dır. Buradan 3 3z p= ’ dir. Sonuç olarak 3 3z p= , 2 2z p= , 1 1z p= ’ dir.  

 
  
 Teorem 21 [5]: 

 

 M  bir VNC olsun. O halde  

 (1) M  sonludur ⇔  M ’ nin aşikar, sonlu, normal izi vardır. 

 (2) M  yarı- sonludur ⇔  M ’nin aşikar, yarı- sonlu, normal izi vardır. 

 (3) M  asl sonsuzdur ⇔ M ’ nin sıfırdan farklı yarı- sonlu, normal izi yoktur. 
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 1.7. Tensör Çarpım 

   

1.7.1. Hilbert uzaylarının tensör çarpımı 

 

 ( )1 1, ., .H 〈 〉  ve ( )2 2, ., .H 〈 〉  iki kompleks Hilbert uzayı ve 

( ) { }2 1 2 1, : : , lineer, sınırlıdırB H H T H H T= →  olsun. 1Hξ ∈  ve 2, ' Hη η ∈  için 

:x ξ η= ⊗ ’ i şöyle tanımlayalım: 

    ( ) 2' : ' : ', .xη ξ η η η η ξ= ⊗ = 〈 〉  

Açıkça her 2' Hη ∈  için ( ) 1' 'x Hη ξ η η= ⊗ ∈  ve 2 1:H Hξ η⊗ →  olup 

( )2 1,x B H Hξ η= ⊗ ∈ ’dir. 

 1 2 1 2
1

, , , , 1,2,...,
n

i i i i
i

H H u n H H i nξ η ξ η
=

 
= = ⊗ ∈ ∈ ∈ = 

 
∑� �  

olsun. Bu uzayın bir öklid uzayı olduğunu gösterelim. 

1

n

i i
i

u ξ η
=

∀ = ⊗∑  ve 1 2
1

m

j j
j

v H Hα β
=

= ⊗ ∈∑ �  alalım. 

 1) 1:u Hθ ξ= ⇔ ∀ ∈  ve 2Hη∀ ∈  için 1 2
1

, . , 0
n

i i
i

ξ ξ η η
=

〈 〉 〈 〉 =∑  

 2) 1 2
1 1

, : , . ,
n m

i j i j
i j

u v ξ α η β
= =

〈 〉 = 〈 〉 〈 〉∑∑  

 
 
 Teorem 22. 

 

 ( )1 2 , ., .H H 〈 〉�  bir öklid uzayıdır. 

 Teorem 22’ e göre ( )1 2 , .H H�  bir normlu uzaydır, burada 
1
2: ,u u u= 〈 〉 ’ dir. 

Dolayısıyla bu uzay ( ), :d u v u v= − ’ e göre bir metrik uzaydır. 
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 Tanım: 

 

 1 2H H�  uzayının tamlaştırılmasına 1H  ve 2H  uzaylarının bir tensör çarpımı denir. 

1H  ve 2H  uzaylarının tensör çarpımı 1 2H H⊗  ile gösterilir. 

 
 
 Önerme 4. 

 

 ( )1, ., .H 〈 〉  ve ( )2, ., .K 〈 〉  iki kompleks Hilbert uzayı ve ( ) ( ),x B H y B K∈ ∈  olsun. 

O halde ( )! :x y B H K H ve Kξ η∃ ⊗ ∈ ⊗ ∀ ∈ ∀ ∈  için  

  ( ) ( )x y x yξ η ξ η⊗ ⊗ = ⊗  ve x y x y⊗ = ’ dir. 

 

 Direkt toplam kavramını kullanarak 1 2H H⊗  uzayını araştıralım: 

( )2: dim HΛ =  olmak üzere ( )eλ λ∈Λ
, 2H  uzayının bir normal ortogonal (Hamel) tabanı 

olsun.  Her λ  için { }1:H e Hλ λξ ξ= ⊗ ∈  olsun. O halde Hλ , 1 2H H⊗  uzayının bir alt 

vektör uzayıdır ve 1H Hλ ≅ ’ dir. Bundan başka 

  1 2H H Hλ
λ

⊗ =⊕ ’ dir. 

 Şimdi 1 1 2:u H H Hλ → ⊗  dönüşümünü :u eλ λξ ξ= ⊗  olarak tanımlayalım: 

  
 
 Önerme 5. 

 

 1u H Hλ λ=  ve uλ  bir izometriktir 

 

 İspat : 

 

 uλ ’ nın tanımına göre 1u H Hλ λ=  olduğu açıktır. Önerme 4’ e göre e eλ λξ ξ⊗ =  

olduğundan  

  1u e eλ λ λξ ξ ξ ξ ξ= ⊗ = = = ’ dir. 

Böylece uλ  bir izometriktir. 
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 Önerme 6. 

 

 1, ' Hξ ξ ∈  ve 2Hη ∈  için 

  ( )*
1 2 1', : ',u uλ λξ ξ η ξ ξ η×〈 ⊗ 〉 = 〈 ⊗ 〉  

olarak tanımlanan *
1 2 1:u H H Hλ ⊗ →  dönüşümü lineer, *

1u H Hλ λ ≅  izometriktir ve her 

µ λ≠  için { }*u Hλ µ θ= ’ dır. 

 

 İspat: 

 

 *uλ  dönüşümünün lineer olduğu açıktır. 

 Şimdi 1Hξ∀ ∈  ve Hµη∀ ∈  için *, 0uλξ η〈 〉 =  olduğunu gösterelim: 

Hµη ∈  olduğundan 1' : 'H eµξ η ξ∃ ∈ = ⊗ ’ dir. O halde  

 *, , , , 'u u e e eλ λ λ λ µξ η ξ η ξ η ξ ξ〈 〉 = 〈 〉 = 〈 ⊗ 〉 = 〈 ⊗ ⊗ 〉  

               , ' , , ' 0 0e eλ µξ ξ ξ ξ= 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 = ’ dır. 

ξ  keyfi olduğundan *uλη θ= ’ dır. Buradan { }*u Hλ µ θ= ’ dır. 

 Şimdi *
1u H Hλ λ ≅  izometrik olduğunu gösterelim: 

( )e Hλ λξ∀ ⊗ ∈  alalım. 1' Hξ∀ ∈  için  

 ( )*', ', ' ,u e u e e eλ λ λ λ λ λξ ξ ξ ξ ξ ξ〈 ⊗ 〉 = 〈 ⊗ 〉 = 〈 ⊗ ⊗ 〉  

                 ', , ',e eλ λξ ξ ξ ξ= 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 ’ dir. 

'ξ  keyfi olduğundan 

  ( )*u eλ λξ ξ⊗ = ’ dir                                                                                 (8) 

(8)’ e göre  

 ( ) ( ) ( )
2* * *,u e u e u eλ λ λ λ λ λξ ξ ξ⊗ = 〈 ⊗ ⊗ 〉  

                       
( )8
= ( )

* 2* , ,u eλ λξ ξ ξ ξ ξ⊗ =〈 〉 = ’ dir. 

Buradan ( )*u eλ λξ ξ⊗ = ’ dir. 

Dolayısıyla *
1u H Hλ λ ≅  izometriktir. 
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 Önerme 7. 

 

 *u uλ λ , 1H  uzayında bir özdeşlik dönüşümüdür, yani 1Hξ ∈  için *u uλ λξ ξ= ’ dir. 

( )*
11u uλ λ =  

 

 İspat: 

 

 1, Hξ η∀ ∈  için  

 * , , , ,u u u u e eλ λ λ λ λ λξ η ξ η ξ η ξ η〈 〉 = 〈 〉 = 〈 ⊗ ⊗ 〉 = 〈 〉  

olup η  keyfi olduğundan *u uλ λξ ξ= ’ dir. 

 
 
 Önerme 8. 

 

 *
1 2: :u u p H H Hλ λ λ λ= ⊗ →  bir izdüşümdür ve  

  1pλ
λ

=∑ ’ dir. 

 

 İspat : 

 

 ( ) 1 2H Hξ η∀ ⊗ ∈ ⊗  ve ( )*' : uλξ ξ η= ⊗  olsun. *
1 2 1:u H H Hλ ⊗ →  olduğundan 

1' Hξ ∈ ’ dir ve ( )* ' 'u u u eλ λ λ λξ η ξ ξ⊗ = = ⊗ ’ dir. Buradan *
1 2:u u H H Hλ λ λ⊗ → ’ dir. 

( )e Hλ λξ∀ ⊗ ∈  olsun. (8)’ e göre 

  ( )*u u e u eλ λ λ λ λξ ξ ξ⊗ = = ⊗ ’ dir. 

Dolayısıyla 1 2H H Hλ ⊂ ⊗  alt kümesi için 
H

p id
λ

λ = ’ dir. O halde ( )2p p p pλ λ λ λ= = ’ dir. 

 ( ) ( )* ** * * * *p u u u u u u pλ λ λ λ λ λ λ λ= = = =  

olduğundan *p pλ λ= ’ dir. 

 Şimdi 1pλ
λ

=∑  olduğunu gösterelim. ( ) 1 2H Hξ η∀ ⊗ ∈ ⊗  alalım. 

( )eµ
µ

ξ η ξ⊗ = ⊗⊕  olduğundan  
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 ( ) ( ) ( )* *p u u u u eλ λ λ λ λ µ
µλ λ λ

ξ η ξ η ξ
 

⊗ = ⊗ = ⊗ 
 

∑ ∑ ∑ ⊕  

                        ( )eµ
µ

ξ ξ η= ⊗ = ⊗⊕ ’ dir. 

Buradan 1pλ
λ

=∑ ’ dir. 

 Kolaylık için λ  ve µ ’ i sırasıyla i  ve j  ile gösterelim. ( )1 2x B H H∀ ∈ ⊗  için  

   *:ij i jx u xu=  

olsun. O halde  

  
*

1 1 2 1 2 1:
j i
u ux

ijx H H H H H H→ ⊗ → ⊗ →  

olduğundan ( )1ijx B H∈ ’ dir. 

 1 2 i
i

H H Hγ∀ ∈ ⊗ = ⊕  için ( )i i
i

x eγ ξ= ⊗∑  olduğundan (8)’ e göre  

  ( ) ( )* * *
i i j j i i i i

j

u x u e u eγ ξ ξ ξ= ⊗ = ⊗ =∑ , 

yani *
i iu xγ ξ= ’ dir. Buradan  

   ( ) ( )*
i i i i

i i

x e u x eγ ξ γ= ⊗ = ⊗∑ ∑ , 

yani ( )*
i i

i

x u x eγ γ= ⊗∑ ’ dir. * 1j j
j

u u =∑  olduğundan *
j j

j

u u γ γ=∑ ’ dır. Dolayısıyla  

 * *
, 'i j j i i j j i

i j i j

x u xu u e x eγ γ ξ
   

= ⊗ = ⊗   
   

∑ ∑ ∑ ∑  

olup, burada *
1' :j ju Hξ γ= ∈ ’ dir. Sonuç olarak 1 2H Hγ∀ ∈ ⊗  için  

   , 'i j j i
i j

x x eγ ξ
 

= ⊗ 
 

∑ ∑ ,        1j Hξ ∈  

olur. Her i  için 1iH H≅  olduğundan , 1'i j j i
j

x e Hξ ⊗ ∈∑ ’ dir. Dolayısıyla ( )1 2x B H H∈ ⊗  

elemanı aşağıdaki matris şeklinde yazılabilir 

   ( )
,ij i j

x x
∈Λ

= . 
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 Lemma 4. 

 

 ( ) ( ) ( )1 2,ij ijx x y y B H H= = ∈ ⊗  için 
,

. ik kj
k i j

x y x y
∈Λ

 
=  

 
∑ ’ dır. 

 

 İspat: 

 

 * 1k k
k

u u =∑ , *
ik i kx u xu=  ve *

kj k jy u yu=  olduğundan  

   * * * * .i j i k k j ik kj
k k

u xyu u x u u yu x y
 

= = 
 
∑ ∑ ’ dir. 

Buradan  

   ( ) ( )* .i j ik kjij
k

xy u xy u x y= = ∑ ’ dir. 

Dolayısıyla ( )( )
,

,

ik kjij i j
k i j

xy xy x y
∈Λ

∈Λ

 
= =  

 
∑ ’ dır. 

 
 
 Sonuç 9. 

 

 ( )1 2 1 ,
1 1ij i j

δ× ∈Λ
=  ve  ( )1 2 ,

.1 ij i j
x x× ∈Λ

= ’ dir. 

 
 
 Lemma 5. 

 

 ( )1x B H∈  ve ( )2y B H∈  olsun. ( )j j
e

∈Λ
, 2H ’ nin bir Hamel tabanı olmak üzere 

( )ija ⊂ � , y ’ nin Hamel tabandaki matrisi, yani j ij i
i

ye a e= ∑  olsun. O halde  

    ( )
,ij i j

x y a x
∈Λ

⊗ = ’ dir. 

Özel halde ( )2 ,
1 ij i j

x xδ
∈Λ

⊗ = ’ dir. 
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 İspat: 

 

 1Hξ ∈  için  

 ( ) ( )( ) ( )* * *
i j i j i ju x y u u x y e u x yeξ ξ ξ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗  

                    ( ) ( )* * *
i kj k i kj k kj i k

k k k

u x a e u x a e a u x eξ ξ ξ
 

= ⊗ = ⊗ = ⊗ 
 

∑ ∑ ∑  

                    ( )*
ij i i ija u x e a xξ ξ= ⊗ =  

olduğundan ( )*
i j iju x y u a x⊗ = ’ dir. Buradan  

   ( ) ( )*
i j ijij

x y u x y u a x⊗ = ⊗ = ’ dir. 

Dolayısıyla ( )
,ij i j

x y a x
∈Λ

⊗ = ’ dır. 

 21y =  olsun. Her j  için 21 j je e=  olduğundan ij ija δ= ’ dir. O halde 

( )2 ,
1 ij i j

x xδ
∈Λ

⊗ = ’ dir. 

 
 
 Sonuç 10. 

 

 ( )1x B H∈  ve ( )2y B H∈  olsun. Eğer ( )2dim H n= < ∞  ise, ( )( )1nx y M B H⊗ ∈  

olup özel halde, 

  2

0 0

0 0
1

0 0

x

x
x

x

 
 
 ⊗ =
 
  
 

…

…

	 	 
 	

…

’ dir. 

 
 
 Lemma 6. 

 

  ( )1 2B H H⊗  uzayında  

  { } ( ){ }'*
2 1: , 1 :i ju u i j x x B H∈Λ = ⊗ ∈ ’ dir. 
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 İspat: 

 

 ( )1x B H∀ ∈  alalım. 

 ( ) ( ) ( )* * * * *
2 21 1s i j t s i j t si j tu x u u u u x u u u u uδ⊗ = ⊗ =  

    ( ) ( ) ( )( )* * * *
1 2 21 1 1si jt si jt s i j t s i j tx x u u u x u u u u x uδ δ δ δ= = = ⊗ = ⊗  

olduğundan { }'*
21 : ,i jx u u i j⊗ ∈ ∈Λ ’ dir. 

 Tersine { }'* ,i jy u u i j∀ ∈ ∈Λ  olsun. *
11i iu u =  ve i j≠  için *

i ju u θ=  olduğundan  

  ( ) ( )* * * * *
i j i j j j i j j ju yu u y u u u u y u u u= =  

            ( )* * * *
i j j j i j j ju u u yu u u u yu θ= = = ’ dır. 

 Şayet i j=  ise  

  * * * * * *
i i j j i i j j i i j ju yu u u u yu u yu u u u yu= = = ’ dir. 

*: i ix u yu=  ile gösterelim. O halde ( )1x B H∈  ve 

  ( ) ( )*
2: 1 ij ij i iy x x u yuδ δ= ⊗ = = ’ dir. 

Buradan ( ){ }2 11y x x B H∈ ⊗ ∈ ’ dir. ( )M B H⊂  *-alt cebiri için 'M  bir VNC ve 

Lemma 3’ e göre 

 { } ( ){ }'*
2 1: , 1i ju u i j x x B H∈Λ = ⊗ ∈  

olduğundan ( ){ }2 11x x B H⊗ ∈  bir VNC’ dir. Buradan aşağıdaki sonucun doğru olduğu 

açıktır. 

 
 
 Sonuç 11. 

 

 ( ){ }2 11x x B H⊗ ∈  bir VNC’ dir. 

 
 

1.7.2. Von Neumann Cebirlerinin Tensör Çarpımı 
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 Tanım: 

 

 ( )1 1M B H⊂  ve ( )2 2M B H⊂  iki VNC olsun. 

  { } ( )
''

1 2 1 2: ,N x y x M y M B H H= ⊗ ∈ ∈ ⊂ ⊗  

ile tanımlanan N ’ e 1M  ve 2M  cebirlerinin tensör çarpımı denir ve 1 2M M⊗  ile gösterilir. 

Yani; 

  { }''1 2 1 2: ,M M x y x M y M⊗ = ⊗ ∈ ∈ ’ dır. 

Bu tanıma göre  

  ( ) ( ) ( ){ }''1 2 2 11 1 ,B H x x B Hγ γ⊗ = ⊗ ∈ ∈� �  

           ( ){ }''2 11x x B H= ⊗ ∈ ’ dır. 

Sonuç 3’ e göre ( ){ }2 11x x B H⊗ ∈  bir VNC’ dir. Dolayısıyla 

  ( ){ } ( ){ }''

2 1 2 11 1x x B H x x B H⊗ ∈ = ⊗ ∈ ’ dir. 

Sonuç olarak 

  ( ) ( ){ }1 2 2 11 1B H x x B H⊗ = ⊗ ∈� ’ dir. 

 
 
 Önerme 9. 

 

 ( )1M B H⊂  bir VNC olsun. O halde  

  ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 ,
: ,ij iji j

M B H x B H H x x x M
∈Λ

⊗ = ∈ ⊗ = ∈ ’ dir. 

 

 İspat: 

 

 ( ) ( ){ }1 2 ,
: : ,ij iji j

N x B H H x x x M
∈Λ

= ∈ ⊗ = ∈  olsun. 

Lemma 4’ e göre N  bir VNC’ dir. Lemma 5’ e göre ( )2x y M B H∀ ⊗ ∈ ⊗  için 

( )
,ij i j

x y a x
∈Λ

⊗ =  ve ija x M∈  olduğundan x y N⊗ ∈ ’ dir. Dolayısıyla,  

  ( )2M B H N⊗ ⊂ ’ dir. 



 70 

 Tersine ( ) ( )1 2,
:ij iji j

x x B H H x M
∈Λ

∀ = ∈ ⊗ ∈  olsun. ,E F∀ ⊂ Λ  için 

  ( ),
, , ,

: ij

ij

E F
x i E j F

x
θ

∈ ∈
= 


 

ile tanımlayalım. ( )( ),
,

,
: E F

E F ij
i j

x x
∈Λ

=  olsun. { }E s=  ve { }F t=  için ( )( ),

,

E F

ij
i j

x
∈Λ
’ i 

( )( ),

,

s t

i j
x

∈Λ
 ile gösterelim. O halde 

  ( )( ),

,

0 0

0 0

s t
st

i j
x x

∈Λ

 
 =  
 
 

…

	 	

…

= ( )
,si tj st i j

xδ δ
∈Λ
’ dır. 

Lemma 5’e göre 

  ( ) 2,
1si tj st st si tji j

x xδ δ δ δ
∈Λ

= ⊗ ’ dir. 

Buradan 

 ( )( ) ( )( ), ,
, 2

, ,
: 1E F s t

E F ij st si tj
i j i j

s E s E
t F t F

x x x x δ δ
∈Λ ∈Λ∈ ∈

∈ ∈

= = = ⊗∑ ∑  ve  

( )2 21st si tjx M B Hδ δ⊗ ∈ ⊗  olduğundan  

  ( ), 2 21E F st si tj
s E
t F

x x M B Hδ δ
∈
∈

= ⊗ ∈ ⊗∑ ’ dir. 

1 2, H Hξ η∀ ∈ ⊗  ve ,E F → Λ  için  

  ( ), ,
, , 0E F ij i j

x xξ η ξ η
∈Λ

〈 〉 − 〈 〉 →  

olduğundan ( ), ,

w

E F ij i j
x x x

∈Λ
→ = ’ dir. Dolayısıyla ( )2x M B H∈ ⊗ ’ dir. 

 
 
 Teorem 23. 

 

 ( )M B H⊂  bir VNC olsun. Eğer ( ) ( )i i
p P M

∈Λ
⊂ : 

  1i
i

p
∈Λ

=∑  ve 0i jp p = , i jp p∼ , i j∀ ≠  

ise, ( )
unit

pM M B K≅ ⊗ ’ dır, burada 1p p=  ve K – Hilbert uzayı, ( )dim K = Λ ’ dır. 
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 İspat: 

 

 Her i  için 1 ip p∼  olduğundan ( ) :i i
v M

∈Λ
∃ ⊂  

  *
1: i ip p v v= =  ve *

i i ip v v= ’ dır. 

i iH p H=  ve :L pH=  olsun. Açıkça 

  i
i

H H
∈Λ

=⊕ ’ dir. 

*: i
i

U v
∈Λ

= ∑  olsun. O halde 

 �
* * * * 1i j i j i i H

i j i j i i

UU v v v v v v p
∈Λ ∈Λ ∈Λ ∈Λ ∈Λ

= = = = =∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑ , 

 * * * * 1i j i j i i i
i j i j i i

U U v v v v v v p
∈Λ ∈Λ ∈Λ ∈Λ ∈Λ ∈Λ

= = = = =∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  

olduğundan �:U H H→  bir uniter operatördür, burada � ( )H U H= ’ dir. Şimdi �H ’ i 

araştıralım. 

 ( ) * * * i
i j i i i i
j i i ii

U H v p H v p H p v H H
∈Λ ∈Λ ∈Λ ∈Λ∈Λ

= = = =∑ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ , 

burada *:i iH pv H pH L= ≅ = ’ dir. 

 ( ){ }1 2 1 2, ,H H H H e H e Hλ λ λ λ
λ

ξ ξ
∈Λ

⊗ = = ⊗ ∈ ⊂⊕ ’ e göre  

  i

i

H pH K L K
∈Λ

= ⊗ = ⊗⊕ ’ dır, 

burada K  bir Hilbert uzayı ve ( )dim K = Λ ’ dır. Dolayısıyla :U H L K→ ⊗  bir üniter 

operatördür. Buradan H L K= ⊗  kabul edilebilir. 

 x M∀ ∈  ve ,i j∀ ∈Λ  için *
ij i j px v xv M= ∈  olup Önerme 6’ a göre  

  ( ) ( )
,ij pi j

x x M B K
∈Λ

= ∈ ⊗ ’ dır. 

Buradan  

   ( )pM M B K⊂ ⊗ ’ dır. 

 Benzer şekilde ' 'x M∀ ∈  ve ,i j∀ ∈Λ  için  

  ' * ' * ' ' '
ij i j i j ij px v x v v v x x p Mδ= = = ∈ ’ dir. 

Buradan  

  ( )'' ' ' 1p p KM M B K M⊂ ⊗ = ⊗� ’ dır. 
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Dolayısıyla  

  ( ) ( ) ( )
' ''' ' ''1 1p K p K pM M M M M B K= ⊃ ⊗ = ⊗ = ⊗� � , 

yani 

  ( )pM M B K= ⊗ ’ dır. 

 
  

1.8. İnvolutif *-Antiotomorfizm 

 

 Tanım: 

 

 M  bir *W -cebiri ve :M Mα →  lineer olsun. Eğer ,x y M∀ ∈  için 

( ) ( ) ( )xy y xα α α= , ( ) ( )**x xα α=  olup ( )( )x xα α =  ise α ’a, M ’ de involutif *-

antiotomorfizm denir. 

 
 
 Örnek 48. 

 

 � ’ de z x iy= +  olmak üzere ( ) :z x iyα = −  dönüşümü involutif *-

antiotomorfizmdir. 

 
 
 Örnek 49. 

 

 M  bir *W -cebiri :J M M→ , 
*

J J= , 2 1J =  ve J eş – lineer ise ( ) *:x Jx Jα =  

dönüşümü bir involutif  *-antiotomorfizmdir. 

 Genel olarak u∀ -üniter eleman için ( ) * *:x Jux u Jα =  bir involutif *-

antiotomorfizmdir.  
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 Teorem 24 [5]. 

 

 M  bir *W -cebiri ve α , M ’ de involutif *-antiotomorfizm ise 

( ) ( ){ }*, : :M x M x xα α= ∈ =  kümesi bir reel *W -cebiri olup ( ) ( ), ,M i M Mα α+ = ’ 

dir. 

 Tersine, eğer R bir reel *W  - cebiri ise ( )U R R iR= +  cebiri bir *W -cebiri olup 

( )U R  cebirinde öyle bir α  involutif *-antiotomorfizma mevcuttur ki 

( ) ( ){ }*:R x U R x xα= ∈ = ’ dır. 

  

 Bu teoremden dolayı R ’ i ( ),M α  ile göstereceğiz. 

 

  

 



  

 2. YAPILAN ÇALIŞMALAR, BULGULAR VE İRDELEME 

 

2.1. İnvolutif *-Antiotomorfizm İnvariantlı (İAİ) Kanonik *W - gösterimi 

 

 2.1.1. İAİ 2L - Uzayı 

 

M  sonlu faktör, τ , M ’nin izi ve : →M Mα  keyfi, sabit, involutif *-antiotomorf 

ve =�τ α τ  olsun. O halde Teorem 24’ e göre  ( ) ( ){ }*, :M x M x xα α= ∈ =  

bir reel faktördür. Ayrıca  

( ),
:= rM α

τ τ      

( ),M α ’ nın bir tek sonlu aşikar izi olduğu gösterilebilir. 

 ( )2L M  ile M ’ nin ( )*,x y y xτ=  iç çarpımına göre tamlaştırılmasını gösterelim 

[24]. Aşağıda aynı uzayı  ( ),M α  için tanımlayacağız. 

         ( ), ,x y M α∀ ∈   için ( )( )*, : Re〈 〉 =r
rx y y xτ  

 reel iç çarpımdır. Gerçekten, 

 (i) ( )( )*, Re 0r
rx x x xτ〈 〉 = ≥  

( ),a M Mα∈ ⊂  olduğundan ( ) ( )r a aτ τ=  olup  

  ( ) ( )* * , ,= = 〈 〉 = 〈 〉r c cx x x x x x x xτ τ . 

Böylece, ( )*
r x xτ ∈� . 

Yani,  

 ( )( ) ( )* *Re r rx x x xτ τ= .  

  ( )( )*, 0 Re 0r
rx x x xτ〈 〉 = ⇔ =  

      ( )* *0 0r x x x x xτ θ⇔ = ⇔ = ⇔ = ’dır. 

 (ii) ( ), ,x y M α∀ ∈  için , ,r rx y y x〈 〉 = 〈 〉 ’ dır.  

Gerçekten, 

 ( )( ) ( )( )( )* *, Re Rer
r rx y y x x yτ τ α〈 〉 = =  
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            ( )( )( ) ( )( )* *Re Re , r
r ro x y x y y xτ α τ= = = 〈 〉 ’ dır. 

 (iii) , , ,
rrx y x yλ λ λ〈 〉 = 〈 〉 ∈� . 

Gerçekten, 

  ( )( )( ) ( )( )* *, Re Rer
r rx y y x y xλ τ λ λτ〈 〉 = =  

   ( )( )*Re , r
r y x x yλ τ λ= = 〈 〉 ’ dır. 

 (iv) , , , , , , ( , )r r rx y z x z y z x y z M α〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∈  

Gerçekten, 

 ( )( )( ) ( )( )* * *, Re Rer
r rx y z z x y z x z yτ τ〈 + 〉 = + = +  

              ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )* * * *Re Re Rer r r rz x z y z x z yτ τ τ τ= + = +  

                  , ,r rx z y z= 〈 〉 + 〈 〉 ’dir. 

Böylece,  

   ( )( )*, : Rer
rx y y xτ〈 〉 =  

 reel iç çarpımdır. 

 ( ) ( ) ( )*, , ,rx y y x x y M M B Hτ α〈 〉 = ∈ ⊂ ⊂  

 bir iç çarpım olup 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )* * *,
rr rx y y x y x x yτ τ α α τ α〈 〉 = = =  

                                    ( )* , ,r x y y x x yτ= = 〈 〉 = 〈 〉 ’dır. 

Böylece, 

 , ,x y x y〈 〉 = 〈 〉  olduğundan ( )( ) ( )* *Re r ry x y xτ τ=  olup 

 , ,rx y x y〈 〉 = 〈 〉 elde edilir. 

 

Bundan sonra  

 ( )( ) ( )* *, Rer
r rx y y x y xτ τ〈 〉 = =  

 olduğundan  

 ( )*, r
rx y y xτ〈 〉 =  

olarak tanımlanabilir. 
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 Böylece aşağıdaki teoremin doğruluğu ispatlanmış olur. 

 
 
 Teorem 25.  

 

 ( )( ), , ., . rM α 〈 〉  bir reel öklid uzayıdır. 

 
 
 2.1.2. İAİ 2L - Uzayının Kompleksleştirilmesi 

  

 Teorem 25’ den dolayı aşağıdaki tanım verilebilir. 

 
 
 Tanım 1: 

  

 ( )( ), , ., . rM α 〈 〉  uzayının tamlaştırılmasını ( )2 ,L M α  ile gösterelim. O halde 

( )2 ,L M α  uzayı ( ),M α ’nın ., . r〈 〉  e göre kapanışı olup bir reel Hilbert uzayıdır. 

 
   
 Teorem 26. 

 

  Hilbert uzayı anlamında ( ) ( ) ( )2 2 2, ,L M iL M L Mα α+ = ’dir. 

 

 İspat:  

 

 ( ), , , ,a b c d M α∈  için 

 ( ) ( )( ) ( )( )( )* * *,a ib c id c id a ib c id a ibτ τ〈 + + 〉 = + + = − +  

                                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * *c a d b ic b id a c a d b i c b i d aτ τ τ τ τ= + + − = + + −  

           ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
r r r rc a d b i c b i d aτ τ τ τ= + + −  

                                , , , ,r r r ra c b d i b c i a d= 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 . 

Böylece öklid uzayı anlamında  

   ( ) ( ), ,M i M Mα α+ = ’ dir. 
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Bir topolojik vektör uzayında X iX Y X iX Y+ = ⇒ + =  olduğundan  

   ( ) ( )
., . ., . ., .

, ,
r r

M i M Mα α
〈 〉 〈 〉 〈 〉

+ = ’ dir. 

Böylece, 

   ( ) ( ) ( )2 2 2, ,L M iL M L Mα α+ = ’ dir. 

 
 
 2.1.3. İAİ Kanonik *W - gösterim Tanımı ve Onun Kompleksleştirilmesi 

 

 ( ) ( ){ }: ,x xM x M ve y xy y Mλ λ λ= ∈ = ∀ ∈  ve 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }* *, : ,r r
r x xM x x ve y M y y için y xy olarakλ α λ α α λ= = ∀ ∈ = =  

tanımlayalım. 

 Daha sonra ( ),r Mλ α  cebiri ( ),M α ’ nın kanonik *W -gösterimi olduğunu 

göstereceğiz. Aşağıdaki teoremde bu gösterimin kompleksleştirilmesini ele alalım. 
 
 
 Teorem 27.  

 

 Topolojik vektör uzayı anlamında 

                               ( ) ( ) ( ), ,r rM i M Mλ α λ α λ+ = ’ dir. 

 

 İspat: 

 

  ( ), ,r r
a b r Mλ λ λ α∈  olsun. O halde ( ) ( )* *,a a b bα α= =  ve y M∀ ∈ , ( ) *y yα =  

için 

   ( )r
a y ayλ = , ( )r

b y byλ = ’ dir. 

( ),x M α∀ ∈  için 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )r r r r r r
a b a b a bi x iy i x i i yλ λ λ λ λ λ+ + = + + +  

             ( ) ( ) ( ) ( )r r r r
a b a bx i x i y yλ λ λ λ= + + −  

                 ax ibx iay by= + + − . 

     ( ) ( )( )a ib x iy a ib x iy ax ibx iay byλ + + = + + = + + −  olup 
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        r r
a b a ibiλ λ λ ++ = ’ dir. 

Böylece,  

  ( ) ( ) ( ), ,r rM i M Mλ α λ α λ+ = ’ dir. 

 
 
 2.1.4. Kanonik Gösterimin Standart İnvolutif *- Antiotomorfizmi 

 

 Bu paragrafta α ’ ı kullanarak ( ),r Mλ α ’ i üreten ( )Mλ ’ nin involutif  *-

antiotomorfizminin tanımını vereceğiz. 

 Keyfi H  reel Hilbert uzayı için ( ) ( ) ( )B H iB H B H iH+ = +  olduğundan [24], 

aşağıdaki Lemma doğrudur. 

 
 
 Lemma 7. 

 

  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2, ,r rB L M iB L M B L Mα α+ = ’ dir. 

 

 ( )Mλ ’ de cebirsel işlemler aşağıdaki gibidir: 

 , ,a x y M∈ ∀ ∈�  ve ( )2z L M∀ ∈  için 

 ( )( ) ( )( )( ) ( )x y x y xz z yzλ λ λ λ λ= =�  

                     ( ) ( ) ( )xyx yz xy z zλ= = = , 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ). . .x x axa z a z a xz ax z zλ λ λ= = = = . 

 O halde 

                        x y xyλ λ λ=� , . x axa λ λ= ’ dir. 

 
 
 Lemma 8.  

  

 *

*
x x

λ λ= ’ dır. 
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 İspat:  

 

 x M∀ ∈  ve ( )2,y z L M∀ ∈  için 

  ( ) ( ) ( )( )** , , ,x xy z y z y xz xz yλ λ τ〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =  

                  ( )( ) *

* * * , ,
x

z x y x y z y zτ λ= = 〈 〉 = 〈 〉  

olduğundan 

  *

*
x x

λ λ= ’ dır. 

 

 Şimdi kanonik gösterimin standart involutif *-antiotomorfizmi için 

( ) ( ): M Mβ λ λ→  dönüşümünü şu şekilde tanımlayalım: 

  ( ) ( ) ( ): ,x xx
Mαβ λ λ λ λ= ∀ ∈  

 
 
 Teorem 28.  

 

 β  bir involutif  *-antiotomorfizmdir. 

 

 İspat:  

 

 a∀ ∈�  ve ,x y M∀ ∈  için 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x yα α αβ λ λ β λ λ λ+ + ++ = = =  

             ( ) ( ) ( ) ( )x yx yα αλ λ β λ β λ= + = + , 

  ( ) ( ) ( ) ( )x ax ax a x
a α αβ λ β λ λ λ= = =  

                ( ) ( )xx
a aαλ β λ= =  

olduğundan β  lineerdir. 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y xy xy y xα α αβ λ λ β λ λ λ= = =�  

      ( ) ( ) ( ) ( )y xy xα αλ λ β λ β λ= =� �  

olduğundan β   bir homomorfizmdir. 
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  ( ) ( ) ( ) ( )( )* **

*
x x x xα α

β λ β λ λ λ= = =  

               ( ) ( )( ) ( )
* **

x xxαλ β λ β λ= = =  

olduğundan β  bir *-homomorfizmdir. 

  ( ) ( )( ) ( )( )
2

x xx xα α αβ λ β λ λ λ= = =  

olduğundan β  involutiftir. Dolayısıyla β  örtendir, çünkü ( )x Mλ λ∀ ∈  için 

( ) ( )
1

x xαβ λ λ− = ’ dir. 

  ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x
x xαβ λ λ α= ⇒ = ⇒ = ⇒ =   

olduğundan  ( ) { }1 0 0β − = ’ dır.Yani β  1-1 dönüşümdür. 

 Sonuç olarak ( ) ( ): M Mβ λ λ→  bir involutif  *-anti otomorfizmdir. 

 
 
 2.1.5. İAİ Kanonik *W - gösterimi 

 

 ( ),r Mλ α  cebiri ile β  arasında aşağıdaki ilişki vardır. 

 
 
 Teorem 29.  

 

 ( ) ( ) ( ){ }*, : : :x x xM M
β

α λ λ β λ λ= ∈ =  olmak üzere 

   ( ) ( ), ,r M M
β

λ α α= ’ dir. 

 

 İspat: 

 

 [5]’ e göre ( ),M
β

α   bir Reel Von Neumann Cebiridir. ( ) ( ), ,r M M
β

λ α α=  

olduğunu gösterelim. Açıkça  

 ( ) ( ) ( ) *

*,x x x x x
M αβ

λ α β λ λ λ λ∈ ⇒ = ⇒ =  

          ( ) ( )* ,x x x Mα α⇒ = ⇒ ∈ ’ dir. 

Buradan her ( ),x M
β

λ α∈  için ( ) *x xα =  olup, 



 81 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2, ,x r rM B L M B L M iB L Mλ λ α α∈ ⊂ = +  olduğundan 

( )( )
1 2

2, ,x x rB L Mλ λ α∃ ∈  öyleki 
1 2x x xλ λ λ= + ’ dir. O halde 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2x x x x x x x
iα αβ λ β λ λ β λ β λ λ λ= + = + = +  

            * * * *
1 2 1 2x x x ix
iλ λ λ

+
= + =  

ve ( ) *x x
β λ λ=  olduğundan * * *

1 2x x ix
λ λ

+
= ’ dir. Buradan * * *

1 2x x ix= + , yani 1 2x x ix= − ’ dir. 

Öte yandan 

 ( ) ( ) ( ) ( )* * *
1 2 1 2 1 2x x x ix x i x x ixα α α α= = − = − = − ’ dir. 

Dolayısıyla 

 * * * * *
1 2 1 2x ix x x ix+ = = − ’ dir. Buradan 2 0x = ’ dir. 

O halde, 

  ( )( )
1 2 1

2 ,x x x x rB L Mλ λ λ λ α= + = ∈  olup 

sonuç olarak 

 ( ) ( )( )2, ,rM B L M
β

α α⊂ ’ dir. 

Tanıma göre  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }2 * *, , : ,r r
r x r xM B L M x x ve y M y y için y xyλ α λ α α α λ= ∈ = ∀ ∈ = =

 

olduğundan 

 ( ) ( ), ,rM M
β

α λ α⊂ ’ dir. 

Şimdi tersini gösterelim: 

( ),r
x r Mλ λ α∀ ∈  alalım. 

( ) *x xα =  ve ( ) ( ),r
x r M Mλ λ α λ∈ ⊂  olduğundan 

  ( ) ( ) ( )*

*r r r r
x xx xαβ λ λ λ λ= = = ’ dır. 

Buradan ( ),r
x M

β
λ α∈ ’ dır. Dolayısıyla 

  ( ) ( ), ,r M M
β

λ α α⊂ ’ dır. 
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 Sonuç 12. 

 

 ( ) ( ) ( ), ,r rM i M Mλ α λ α λ+ =  olup ( ),r Mλ α  bir Reel Von Neumann Faktörüdür. 

Dolayısıyla ( ){ }2,L Mλ  ikilisi M’ nin bir aşikar *W -gösterimi olduğundan [24] 

( ){ }2, ,r L Mλ α  ikilisi  ( ),M α ’ nın bir aşikar reel *W -gösterimidir. 

 
 
 2.2. Kanonik Gösterim İçin Komutant Teoremi 

 

 Şimdi ( ) ( )' '' : M Mβ λ λ→  dönüşümünü şöyle tanımlayalım: 

  ( ) ( ) ( )' ' '

'' : ,
x x x

J J J J Mβ λ β λ λ λ= ∈ , 

burada  

 ( ) ( )( ) ( ){ }' ' '

' 2: : ,x x xx x x
M B L M Mλ λ λ λ λ λ λ λ= ∈ = ∀ ∈� � . 

[24]’ e göre  

 ( ) ( )'
M J M Jλ λ=  ve ( ) ( )'M J M Jλ λ=  

olduğundan  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' '

'

x x x
J J M J J M J J J J Mλ λ β λ λ β λ λ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈ , 

yani ( ) ( )' '' : M Mβ λ λ→  dır. 

 Şimdi 'β  ü kullanarak ( )',r Mλ α  ü şöyle tanımlayalım: 

  ( ) ( ) ( ){ }' ' '

' ' ' *, : :r x x x
M Mλ α λ λ β λ λ= ∈ = . 

Sonuç 12’ e benzer olarak 

  ( ) ( ) ( )' ' '
, ,r rM i M Mλ α λ α λ+ =  

olup ( )',r Mλ α  bir reel Von Neumann Faktörüdür. 

 
 
 Teorem 30 (Kanonik Gösterim İçin Komutant Teoremi).  

 

 ( ) ( )'
, ,r rM J M Jλ α λ α=  dir. 
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 İspat: 

 

  ( ),x r Mλ λ α∀ ∈  alalım. O halde  

  ( ),x rJ J J M Jλ λ α∈  ve ( ) *
x xβ λ λ=  

olduğundan 

  ( ) ( ) ( )'
x x xJ J J JJ JJ J J Jβ λ β λ β λ= =  

     ( )**
x xJ J J Jλ λ= = , 

yani ( ) ( )*'
x xJ J J Jβ λ λ=  dir. Buradan ( )',x rJ J Mλ λ α∈  tür. Dolayısıyla  

  ( ) ( )', ,r rJ M J Mλ α λ α⊂  dır. 

 Tersine ( )'

'
,rx

Mλ λ α∀ ∈  alalım. O halde ( )' '

*

x x
β λ λ=  dır. 

( ) ( )' '
,r M Mλ α λ⊂  olduğundan ( )'

'

x
Mλ λ∈  dır. 

[24]’ e göre ( ) ( )'
M J M Jλ λ= ’ dir. O halde  

  ( )y Mλ λ∃ ∈  öyleki ' yx
J Jλ λ= ’ dir. 

( )' '

*

x x
β λ λ=  olduğundan 

  ( ) ( )' * *
y y y yJ J J J J JJ JJ J J Jβ λ λ β λ λ= ⇒ = ( ) *⇒ =y yJ J J Jβ λ λ ⇒  

            ( )2 2 2 * 2⇒ =y yJ J J Jβ λ λ    ( ) *⇒ =y yβ λ λ           ⇒  

            ( ),⇒ ∈y r Mλ λ α , 

yani ( )' ,= =y rx
J J J M Jλ λ λ α ’ dir. Dolayısıyla  

  ( ) ( )'
, ,⊂r rM J M Jλ α λ α  dır. 

 
 
 Sonuç 13. 

 

  ( )',r Mλ α  cebiri ( ),r Mλ α ’ nın reel komutantıdır, yani 

  ( ) ( )( ) ( ){ }' 2, , : , ,= ∈ = ∀ ∈� �r x r x y y x y rM B L M Mλ α λ α λ λ λ λ λ λ α ’ dir. 
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 İspat : 

 

  Teorem 29’ un ispatında β  yerine 'β  alınırsa aşağıdaki özellik elde edilir: 

  ( ) ( )( )' * 2 ,= ⇒ ∈x x x rB L Mβ λ λ λ α ’ dir. 

Dolayısıyla  

  ( ) ( )( )' 2, ,⊂r rM B L Mλ α α ’ dır. 

Öte yandan ( ) ( )' '
, ⊂r M Mλ α λ  olduğundan  

  ( )',x r Mλ λ α∈  ve ( )y Mλ λ∈  için x y y xλ λ λ λ=� � ’ dir. 

            ( ) ( ),r M Mλ α λ⊂  olduğundan 

  ( )',x r Mλ λ α∀ ∈  ve ( ),y r Mλ λ α∈  için x y y xλ λ λ λ=� � ’ dir. 

 
 
 2.3. Kanonik Gösterim Teoremi 

 

 Teorem 31. 

 

 ( )1 1M B H⊂  ve ( )2 2M B H⊂  iki *W -cebiri ( ): 1,2i i iM M iα → = bir involutif * -

antiotomorfizmi olsun. Eğer 1 2:M Mφ →  bir normal * -homomorfizmi olup, 

1 2φ α α φ=� �  ise, 3 2 1φ φ φ φ= � �  olacak şekilde 

  1 1 1: 1LM Mφ → ⊗� ,                                �
1 1 1 1φ α α φ=� � , 

  ( ) '
2 1 1: 1 1L LM M pφ ⊗ → ⊗� � ,              �

2 1 1 2φ α α φ=� � , 

  ( ) '
3 1 2: 1LM p Mφ ⊗ →� ,              �

3 1 2 3φ α α φ=� � , 

dönüşümleri ve ( )''
1 1Lp M∈ ⊗� , � ( )' ' '

1 p pα =  olacak şekilde bir 'p  izdüşümü mevcuttur, 

burada L bir Hilbert Uzayı, �1 1: idα α= ⊗ , � � ( )( )'

1 1 1 1 1 1: .J J J J idα α= ⊗  ve 

( ) ( )' '
1 1 1: 1 1L LM p M pα ⊗ → ⊗� � , ( ) � ( )' '

1 1. : .p pα α=  tür. 
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 İspat: 

 

 Biliyoruz ki ( )M B H⊂  VNC için M Hξ = , Hξ ∈  ise ξ , M ’ nin bir çembersel 

vektörüdür. 

 Önce ( )2 2,M α ’ nin bir η  çembersel vektörü var olduğunu varsayalım. Bu durumda 

( )2 2 2, rM Hα η =  olup  

  ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2, , r rM M i M H iH Hη α η α η= + = + = , 

yani bu vektör 2M ’ nin bir çembersel vektörüdür. 

1 2φ α α φ=� �  olduğundan ( )1 1,a M α∀ ∈  için  

  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )**
2 1a a a aα φ φ α φ φ= = = , 

yani ( ) ( )2 2,a Mφ α∈ ’ dir. Buradan ( )( ) ( )1 1 2 2, ,M Mφ α α⊂ ’ dir. 

  ( ) ( ): ,a aϕ ϕ η η= 〈 〉 ,         ( )1 1,a M α∀ ∈  

olarak tanımlanan ( )1 1: ,Mϕ α →�  dönüşümünü ele alalım. Bu normal pozitif olup 

  ( ) ( ):a ib aϕ ϕ+ = ,         ( )1 1, ,a b M α∈  

şeklinde 1:Mϕ → � -normal pozitif fonksiyoneline genişletilebilir. [25]’ e göre 

  ( ) ( )( )1 1, ,n n
n

a a a Mϕ ξ ξ α= 〈 〉 ∀ ∈∑  ve 
2

n
n

ξ < ∞∑  

olacak şekilde bir ( ) 1
r

n Hξ ⊂  dizisi vardır. Buradan ( )1 1, ,a b M α∈  için  

  ( ) ( ) ,n n
n

a ib a aϕ ϕ ξ ξ+ = = 〈 〉∑ ’ dir. 

 ( ) 2
2: : :r

r n n
n

L x x
 

= = ⊂ < ∞ 
 

∑� � , : r rL L iL= +  ve ( ) 1: r
n rH Lξ ξ= ⊂ ⊗ , 

  ( )1 : 1La aφ = ⊗ ,         1a M∀ ∈   

olsun. O halde 1 1 1: 1LM Mφ → ⊗� , 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 11 1L La a a id aφ α φ α α α= = ⊗ = ⊗ ⊗�  

       � ( )( ) �( ) ( )1 1 1 1a aα φ α φ= �  

ve her ( )1 1,a M α∈  için 
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  ( ) ( ) ( )1 , 1 , ,
rL n n

n

a a a aφ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ϕ〈 〉 = 〈 ⊗ 〉 = 〈 〉 =∑ ’ dır. 

 Şimdi ( )( )'
1 1 1 1: ,r

rp H L Mφ α ξ⊗ →  izdüşümünü ele alalım. 

( )( )1 11 , 1
r rL Lx a M α∀ = ⊗ ∈ ⊗�  için 

  ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1, ,a M Mφ ξ φ α ξ φ α ξ∈ ⊂  

olduğundan  

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
'' '

1 11
rL

p x p a p a aξ ξ φ ξ φ ξ= ⊗ = =  

                         ( ) ( )( ) ( )( )11 1 1 1
r rL La x x xξ ξ ξ φ ξ= ⊗ = = ⊗ =   

                           ( )( )( ) ( )( ) ( )' ' '
1 1x p x p xpφ ξ ξ ξ= = = . 

Benzer düşünce ile 1 :r
rH Lγ γ ξ∀ ∈ ⊗ ≠  için 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )'' '
1 1 1p x p a x x pγ φ γ θ θ φ γ= = = =  

              ( )( ) ( )' '1 1
rL

xp xpγ γ= ⊗ = ’ dır.  

Sonuç olarak 1
r

rH Lγ∀ ∈ ⊗  ve ( )( )1 1, 1
rL

x M α∀ ∈ ⊗�  için 

  ( ) ( )' 'p x xpγ γ= ’ dir. 

Yani ' 'p x xp=  tür. Dolayısıyla ( )( )''
1 1, 1

rL
p M α∈ ⊗�  dır, yani � � ( )( )'

1 1 1 1 1 1: .J J J J idα α= ⊗  

olmak üzere 

  ( )''
1 1Lp M∈ ⊗�  ve � ( )' ' '

1 p pα =  dür. 

Şimdi ( ) '
2 1 1: 1 1L LM M pφ ⊗ → ⊗� �  dönüşümünü  

  ( ) ( ) '
2 1 : 1L La a pφ ⊗ = ⊗ ,       1a M∈  

olarak tanımlayalım. O halde 

 �( )( ) � ( )( ) ( )( )2 1 2 1 2 11 1 1L L La a aφ α φ α φ α⊗ = ⊗ = ⊗�  

              ( )( ) � ( )' '
1 11 1L La p a pα α= ⊗ = ⊗  

              = ( )( ) ( )( )'
1 1 21 1L La p aα α φ⊗ = ⊗  

              ( )( )1 2 1Laα φ= ⊗� , 
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Yani �
2 1 1 2φ α α φ=� � ’ dir. 

  ( )( ) ( )( ) ( )' ' '
1 11 1 1 1Lp p pξ ξ φ ξ φ ξ ξ= ⊗ = = =   

olduğundan ( )1 1,a M α∈  için  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) '
2 1 2, 1 , 1 ,

r rL La a a pφ φ ξ ξ φ ξ ξ ξ ξ〈 〉 = 〈 ⊗ 〉 = 〈 ⊗ 〉�  

               = ( ) ( ) ( )11 , ,
rL

a a aξ ξ φ ξ ξ ϕ〈 ⊗ 〉 = 〈 〉 = , 

yani  

   ( ) ( )( )2 1 ,a aϕ φ φ ξ ξ= 〈 〉� ,     ( )1 1,a M α∀ ∈ . 

Şimdi ( )( ) ( )'
1 1 1: , r

ru M p H Lφ α η → ⊗  lineer dönüşümünü şöyle tanımlayalım:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
2 1: ,n nu a a p a aφ η φ φ ξ ξ ξ= = =�    ( )1 1,a M α∀ ∈ . 

Her ( )1 1,a M α∈  için ( ) ( )( )2 1:u a aφ η φ φ ξ= �  ve 

 ( ) ( ) ( )( )2 1, ,a a aφ η η ϕ φ φ ξ ξ〈 〉 = = 〈 〉�  olduğundan  

  ( ) ( )
'

2

r
u a aφ η φ η= ’ dir. Yani u  izometriktir, burada 

2
.
r
, 2H  uzayının; 

'
.  ise 1

r
rH L⊗  uzayının normudur. 

 ( )( ) ( )1 1 2 2, ,M Mφ α η α η=  ve ( ) ( )( ) ( )( )1 12 1 1 1 1, ,M Mφ φ α ξ φ α ξ=�   olup 

  ( )( ) ( )1 1 2 2 2, , rM M Hφ α η α η= =  ve  

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1

'
2 1 1 1 1 1, , r

rM M p H Lφ φ α ξ φ α ξ= = ⊗�  

olduğundan u  dönüşümü bir ( )'
2 1: r ru H p H L→ ⊗  üniter dönüşümüne genişletilebilir. 

Ayrıca her ( )1 1,a M α∈  için  

  ( ) ( )
1

2 1u a u aφ φ φ
−

= �                                                            (9) 

O halde  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 '

3 1 1 2 2. : . : , 1 ,
rL

u u M p Mφ α α
−

= ⊗ →�   

bir reel *- izomorfizmi olmak üzere  

 ( )( ) ( )( ) ( )' ' '
1 1 1 1 1, 1 , 1 1

r rL L LM p i M p M pα α⊗ + ⊗ = ⊗� � �  

ve 

  ( ) ( )2 2 2 2 2, ,M i M Mα α+ =  
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olduğundan  3φ  dönüşümü  

  ( ) ( ) ( )3 3 3:a ib a i bφ φ φ+ = +  

olarak bir ( ) '
3 1 2: 1LM p Mφ ⊗ →�   *-izomorfizmine genişletilebilir, bu genişletme yine 3φ  

ile gösterilmektedir, burada ( )( ) '
1 1, , 1

rL
a b M pα∈ ⊗�  dir. 

O halde, (9)’ a göre  

  3 2 1φ φ φ φ= � � ’ dir.   

Genel durumda ( )2 2
l rH H∃ ⊂  ve ( ) 2 :

r
l Hη∃ ⊂  

  2 2
r l

l

H H=⊕  ve ( )2 2 2,l
lH M α η= , ( )l∀ ’ dir. 

( )'
2 2 2 2: ,r l

l lq H M Hα η→ =  doğal izdüşüm olsun. O halde ( )''
2 2,lq M α∈  ( )l∀ ’ dir. Her l  

için ( ) ( )' '
1 1 2 2: , ,l l lq M M qφ φ α α= →  bir normal *-homomorfizmidir. Bu dönüşüm doğal 

olarak bir '
1 2:l lM M qφ →  normal *-homomorfizmisine genişletilebilir. Birinci duruma 

benzer şekilde ( ) ( ) ( )
3 2 1, , :l l lφ φ φ∃  

  ( ) ( ) ( )
3 2 1
l l l

lφ φ φ φ= � �   , ( )l∀ ’ dir. 

O halde 1, 2, 3i =  için  

  ( ): l
i i

l

φ φ=⊕  

olmak üzere 3 2 1φ φ φ φ= � �  olup 3 2 1, ,φ φ φ  dönüşümleri gerekli şartları sağlar. 

 
 
 Teorem 32.  

 

 M  bir sonlu faktör ve ,Mα ’ nin bir involutif *-antiotomorfizmi olsun. Eğer { }, Hπ  

ikilisi M ’ nin yoz olmayan bir aşikar *W -gösterimi olup, bir � ( ) ( ): M Mα π π→  

involutif  *-antiotomorfizmi için �π α α π=� �  koşulu sağlanıyorsa, 

  ( ) ( )( )1Ku x x uπ λ= ⊗ ,     x M∀ ∈  

olacak şekilde ( )( )'' , 1
rr Kp Mλ α∈ ⊗  bir izdüşümü, ( )( )' 2: ,r ru H p L M Kα→ ⊗  bir 

uniter operatörü ve rK  reel Hilbert uzayı vardır, burada r rK K iK= + ’ dir. 
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 İspat:  

 

 ( )1 :M Mλ=  ve ( )2 :M Mπ=  olmak üzere ( )( ) ( ):x xφ λ π=  olarak tanımlanan 

1 2:M Mφ →  dönüşümü bir *-izomorfizmi olup, ( )( ) ( ) �( ), ,r M Mφ λ α π α⊂ ’ dir. O halde 

teoremin iddiası direkt Teorem 31’ dan elde edilir. 

 
 
 2.4. İnvolutif *-Antiotomorfizm İnvariantlı Kanonik Von Neumann Eş Sabit  

        Kavramı 

 

 M  bir sonlu faktör ve α , M ’ nin bir involutif *-antiotomorfizmi olsun.{ }, Hπ  

ikilisi M ’ nin yoz olmayan bir aşikar *W -gösterimi olup, bir � ( ) ( ): M Mα π π→  involutif 

*-antiotomorfizmi için �π α α π=� �  şartını sağlasın. ( ) �( ) ( ) �( ) ( )
' ' '

, ,M i M Mπ α π α π+ =  

ve ( )'Mπ  yarı-sonlu olduğundan ( ) �( )',Mπ α  cebiri de yarı-sonludur. O halde Teorem 

21’ e göre ( ) �( )',Mπ α ’ nin bir aşikar yarı-sonlu normal izi vardır. Şimdi ( ) �( )',Mπ α  

üzerinde '

rH
Tr  doğal izini tanımlayalım: 

 1. Özel durum: { } ( ){ }2, 1,H L M Kπ λ= ⊗ ⊗  olsun. Bu durumda 

( )( ) ( ) ( )
'

1KM J M J B Kλ λ⊗ = ⊗  sonsuz olup, ( ),M α  için 

  ( ){ } ( ){ }2

,
, 1, ,r r rM
H L M K

α
π λ α= ⊗ ⊗  

(bundan sonra kolaylık olması açısından ( ),M α
π ’ ı yine π  ile göstereceğiz) ve  

  ( )( ) ( ) ( )
'

, 1 ,
rr K r rM J M J B Kλ α λ α⊗ = ⊗ ’ dir. 

 { }ie , K’ nın bir ortogonal normal Hamel tabanı olsun.  

O halde her ( )( )'' 1Kt Mλ∈ ⊗  için 

  ( )( )'
ijt J x Jλ= ,    ( )ijx M⊂ , 
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şeklinde tek türlü yazılabilir. Eğer  ( )( )'' , 1
rr Kt Mλ α∈ ⊗  ise, � ( ) ( )*' 't tα =  olduğundan reel 

*W -cebirleri için tensor çarpım teorisi [24]  kullanılarak ( ) ( ),ijx M α⊂  olduğu yani her 

,i j  için ( ) *
ij ijx xα =  olduğu gösterilebilir. 

 Şimdi '
HTr ’ i şöyle tanımlayalım: 

  
( ) ( ) ( )2

' ' : iiL M K
i

Tr t xτ
⊗

= ∑ ,         ( )( ) ( )( )'' 1ij Kt J x J Mλ λ
+

= ∈ ⊗ , 

burada τ , M ’ nin α -invariant aşikar, normal izidir. Açıkça ( )2

'

L M K
Tr

⊗
 izi ( )( )'1KMλ

+
⊗  

üzerinde aşikar, yarı-sonlu, normal izdir. 

Her ( )( )'' , 1
rr Kt Mλ α∈ ⊗  için ( ) ( ),ijx M α⊂  olup τ α τ=�  olduğundan  

 
( ) ( ) ( )2

' '

,
:

r
iiL M K

i

Tr t x
α

τ
⊗

= ∑ ,         ( )( ) ( )( )'' , 1
rij r Kt J x J Mλ λ α

+
= ∈ ⊗  için  

  
( ) ( ) ( )2 2

' '

,
, rL M K L M K

M
Tr Tr

αα⊗ ⊗
= ’ dir. 

[24]’ e göre ( )2

'

L M K
Tr

⊗
’ nın tanımı { }ie  ailesinin seçiminden bağımsızdır. 

 

 2. Genel durum: { }, Hπ ikilisi M ’nin herhangi yoz olmayan bir aşikar *W -

gösterimi ve �π α α π=� �  olsun. Teorem 32’ e göre 

  ( ) ( )( )* '1Ku x u x pπ λ= ⊗ ,     x M∀ ∈  

olacak şekilde bir ( )( )'' , 1
rr Kp Mλ α∈ ⊗  izdüşümü, ( )( )' 2: ,r ru H p L M Kα→ ⊗  üniter 

operatörü ve rK  reel Hilbert uzayı vardır, burada r rK K iK= + ’ dir. 

Bu durumda '
HTr ’ i şöyle tanımlayalım: 

  ( ) ( ) ( )2

' ' ' ' *:H L M K
Tr t Tr ut u

⊗
= ,     ( )''t Mπ

+
∀ ∈ . 

[24]’ e göre '
HTr ’ nin tanımı 

'p  ve u ’ dan bağımsız olup, ( )'Mπ
+
’ nin yarı-sonlu, aşikar, 

normal izidir. Açıkça  

  ( ) ( ) ( )2

' ' ' ' *

,
:

r r
H L M K

Tr t Tr ut u
α ⊗

= ,     ( ) �( )'' ,t Mπ α
+

∀ ∈  

olarak tanımlanan '

rH
Tr  için  
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( )

' '

, rH HM
Tr Tr

α
= ’ dir. 

Dolayısıyla '

rH
Tr , ( ) �( )',Mπ α ’ nın bir yarı-sonlu, aşikar, normal izidir. 

 
 
 Tanım 2:  

 

 M  bir sonlu faktör, α , M ’ nin bir involutif  *-antiotomorfizmi, { }, Hπ  ikilisi M ’ 

nin yoz olmayan bir aşikar *W -gösterimi ve �π α α π=� �  olsun. 

  ( ) ( ) ( )'
,

dim : 1
rr HM

H Trα =  

olarak tanımlanan  ( ) ( ),
dim rM

Hα  sayısına ( ) �( ),Mπ α  ve ( ) �( )',Mπ α  cebirleri arasındaki 

involutif  *-antiotomorfizm invariantlı Von Neumann Eş Sabiti denir. 

 
 

2.5. Eş Sabitin Özellikleri  

   

 Teorem 33. 

 

      M  bir sonlu faktör ve α , M ’ nin bir involutif *-antiotomorfizmi olsun. Eğer 

{ }, Hπ  ve { }' ', Hπ  bu cebirin iki aşikar *W -gösterimi olup, � 'π α α π=� �  ise, 

  ( ) ( ) ( ) ( ) { } { }' ' '
, ,

dim dim , ,
w

r rM M
H H H Hα α π π= ⇔ ≅  ve  

             ( )( ) � ( ) ( )*' 'w w wπ α απ π= = ’ dır. 

 

   İspat: 

 

      Teorem 32’ e göre  

 ( )( )'' , 1
rr Kp P Mλ α∃ ∈ ⊗ ,    ( )( )( )' 2: ,r ru H p L M Kα∃ → ⊗  üniter 

ve 

 ( )( )'' , 1
rr Kq P Mλ α∃ ∈ ⊗ ,    ( )( )( )' ' 2: ,r rv H q L M Kα∃ → ⊗  üniter: 

  ( ) �( ) ( )( )* ', , 1
rr Ku M u p Mπ α λ α= ⊗  
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  ( ) �( ) ( )( )* ', , 1
rr Kv M v q Mπ α λ α= ⊗ ’ dir. 

Buradan ' *p uu= , ( )( )'' * , 1
rr Kq vv Mλ α= ∈ ⊗  olup 

  ( ) ( ) ( ) ( )2

' *
, ,

dim
r

rM L M K
H Tr uuα α ⊗

=  

  ( ) ( ) ( ) ( )2

' ' *
, ,

dim
r

rM L M K
H Tr vvα α ⊗

= ’ dir. 

O halde 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

' ' * ' *
, , , ,

dim dim
r r

r rM M L M K L M K
H H Tr uu Tr vvα α α α⊗ ⊗

= ⇔ =  

       ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

' ' ' '

, ,r rL M K L M K
Tr p Tr q

α α⊗ ⊗
⇔ =  

       ( )( )', 1
rr KMλ α⇔ ⊗  uzayında ' 'p q∼ ’ dür. 

Teorem 32’ e göre  

 { } ( ) ( )( ){ }' ' 2, 1 , ,
rr r K rH p p L M Kπ λ α≅ ⊗ ⊗  

ve 

 { } ( ) ( )( ){ }' ' ' ' 2, 1 , ,
rr r K rH q q L M Kπ λ α≅ ⊗ ⊗  

olduğundan ( )( )', 1
rr KMλ α ⊗  uzayında 

 { } { }' ' ' ', ,r rp q H Hπ π⇔ ≅∼  

yani bir ( )( )', 1
rr Kw Mλ α∈ ⊗  uniter elemanı için { } { }' ', ,

w

H Hπ π≅ ’ dir. 

 ( )( ) ( )( ) � ( ) ( )
' *' ', 1

rr Kw M w w wλ α π α απ π∈ ⊗ ⇔ = =  

olduğu göz önüne alınırsa önermenin ispatı biter. 

 
  
 Teorem 34. 

 

 Eğer M  bir sonlu faktör ve α , M ’ nin bir involutif *- antiotomorfizm ise,  

  ( ) ( )( )( )2
,dim , 1M L Mα α = ’ dir. 
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 İspat: 

 

 ( )2 ,a L M α∀ ∈  ve r r rK K iKξ ∈ ⊂ + , 1ξ =  olsun. 

( ) ( ) [ ]2 2: , ,
r

u L M L Mα α ξ→ ⊗  üniter dönüşümünü 

  ( ) :u a a ξ= ⊗  

olarak tanımlayalım, burada [ ]
r

ξ , { }ξ ’ nin reel lineer zarfıdır. 

Şimdi ( ) [ ] ( )* 2 2: , ,
r

u L M L Mα ξ α⊗ →  için ( )*u b bµξ µ⊗ =  ( )µ ∈�  olduğunu 

gösterelim. 

 ( ) ( )*

2 2 1
, , ,a b u a b a u bξ µξ µξ µξ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗  

ve 

 
2 1

, , . ,
K

a b a bξ µξ ξ µξ⊗ ⊗ =  

               
2

1 1
, . ,a b a bµ ξ µ= =  

olduğundan ( )*

1 1
, ,a b a u bµ µξ= ⊗ ’ dir. Yani  

  ( )*

1 1
, ,a b a u bµ µξ= ⊗ ’ dir. 

Buradan ( )*u b bµξ µ⊗ = ’ dir. 

 Açıkça, ( ) ( )*uu b u b b bµξ µ µ ξ µξ⊗ = = ⊗ = ⊗  ve  

  ( ) ( )* *u u a u a aξ= ⊗ = ’ dir. 

Dolayısıyla ( ) ( ) [ ]' 2 2: , ,r r
p L M K L Mα α ξ⊗ → ⊗  doğal izdüşüm olmak üzere 

  * 1u u =  ve * 'uu p= ’ dir. 

 ( ) ( ),r rx Mλ λ α∀ ∈ , ( )2 ,L Mη α∈  ve rKγ ∈  olsun. O halde  

 ( )( )( ) ( )( ) ( )' '1
rr K r rp x p x xλ η γ λ η γ λ η µξ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗ , 

 ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )'1 1
r rr K r K rx p x xλ η γ λ η µξ λ η µξ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗  

olduğundan ( )( )'' , 1
rr Kp Mλ α∈ ⊗ ’ dir. ( )2 ,a L M α∀ ∈  ve [ ]

r
µξ ξ∀ ∈  için  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )*
r r ru x u a u x a u x aλ µξ λ µ µ λ⊗ = =  

                         ( )( )r x aµ λ ξ= ⊗ , 
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 ( )( ) ( ) ( )( )( )'1 1
r rr K r Kx p a x aλ µξ λ µξ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗  

        ( )r x aλ µξ= ⊗  

olduğundan ( ) ( )( )* '1
rr r Ku x u x pλ λ= ⊗ ’ dir. Buradan Teorem 32’ e göre : r riλ λ λ= +  için 

( ){ }2, L Mλ  ikilisi M ’nin α -invariantlı (yani �λ α α λ=� � ) aşikar bir *W -gösterimidir. 

Yani ( ){ }2, ,r L Mλ α  ikilisi ( ),M α ’ nın bir aşikar reel *W -gösterimidir. 

1e ξ=  olmak üzere { }n n
e

∈Λ
, r rK iK+ ’ nin bir Hamel tabanı olsun. O halde 'p ’ nün matris 

gösterimi 

  ( )( )'

,
ij

i j
p J x Jλ

∈Λ
= ’ dir. 

Burada * '
ij i jx u p u=  olup, 1j ≠  için ( )' 0jp a e⊗ =  olduğundan 11 1x = , 0ijx =  

( ) ( )( ), 1,1i j ≠ ’ dir. Dolayısıyla  

  ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 ' * ' '
, , ,

dim ,M L M L M
L M Tr uu Tr pα α α

α = =  

           ( ) ( )1 1ii
i

xτ τ
∈Λ

= = =∑ ’ dir. 

 
 
 Teorem 35. 

 

 M  bir sonlu faktör ve α , M ’ nin bir involutif *-antiotomorfizmi olsun. Eğer 

{ }, Hπ  M ’ nin aşikar *W -gösterimi ve �π α α π=� �  ise  

 ( ) �( )',Mπ α  sonludur ⇔  '

rH
Tr  sonludur ⇔  ( ) ( ),

dim rM
Hα < ∞ ’ dır. 

 

 İspat: 

 

 ( ) ( )( )''
, , 1

rr KM Mπ α λ α= ⊗  ve 
( )( )'

' *

, 1
1

r Kr
M

p uu
λ α ⊗

= =  olduğundan  

  ( )',Mπ α  sonludur ⇔  'p  sonludur. 

Öte yandan  

  'p  sonludur ⇔  ( ) ( )2

' '

, rL M K
Tr p

α ⊗
< ∞ ’ dır. 
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Gerçekten; 

 τ  bir iz olmak üzere, eğer τ  sonlu ise ( ),x M α
+

∀ ∈  için ( )xτ < ∞  olduğundan 

( )1τ < ∞ ’ dır. Tersine eğer ( ) ( ), :x M xα τ
+

∃ ∈ = ∞  ise1 0x− ≥  ve ( )1 0xτ − ≥  

olduğundan ( ) ( ) ( )0 1 1x xτ τ τ≤ − = − ’ dir. Buradan ( ) ( )1xτ τ∞ = ≤ , yani ( )1τ = ∞ ’ dır. 

Sonuç olarak  

  τ  sonludur ⇔  ( )1τ < ∞ ’ dır. 

Buradan  

  ( ) ( ) ( ) ( )2

' '
, ,

dim
r

rM L M K
H Tr pα α ⊗

= < ∞ ’ dır. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 



 
  3. SONUÇLAR 

 

  Bu çalışma ile elde edilen bazı sonuçlar aşağıdaki şekilde verilebilir. 

1. α  involutif *-antiotomorfizm dönüşümü ile reel 2L  uzayı tanımlandı. 

2. Hilbert uzayı anlamında ( ) ( ) ( )2 2 2, ,L M iL M L Mα α+ =  olduğu ispat edildi. 

3. İAİ kanonik gösterimin standart involutif *- antiotomorfizmi tanımlandı. 

4. ( ),M α ’ nın İAİ *W - gösterimleri elde edildi. 

5. Kanonik gösterim için komutant hakkındaki teorem ispatlandı. 

6. ( ),M α ’ nın İAİ komutantının kanonik gösterimi elde edildi. 

7. Kanonik Gösterim Teoremi ifade ve ispat edildi. 

8. İAİ Kanonik Von Neumann eş sabiti tanımlandı. 

9. Eş sabitin birkaç özelliği gösterildi. 

 
       



    
    4. ÖNERİLER 

 

  Çalışma sonucunda elde edilen sonuçlardan anlaşılacağı üzere aşağıdaki çalışmaların 

yapılması önerilebilir. 

1. İnvolutif *- antiotomorfizme göre invaryant indeks kavramı tanımlanabilir. 

2. Sonlu, yarı-sonlu ve saf sonsuz faktörler için invaryant indeks hesaplanabilir. 

3. Reel operatör cebirlerinin sınıflandırılması incelenebilir. 
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