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ONSOZ

Bilindigi gibi operator teorisi, kuantum fizigi probleminin matematik modelinin
kurulmasi ile elde edilmistir. Bu teorinin kuantum fizigi teorisinden kaynaklanmasi
sebebiyle operator cebirler teorisinden alinan her sonu¢ kuantum fizigi i¢in de dnemlidir.

Operator cebiri, Hilbert uzayinda diizgilin veya zayif topolojilere gore kapali, lineer
ve smirli déniisiimler ailesidir. Onceleri kompleks durumu iizerinde durulan bu teori, daha
sonralar1 reel durumuna genisletilerek giinlimiizdeki yerini almigtir. En sonunda da bu
calismalar kompleks operator cebirlerinin tam siniflandirma invaryantlarini bulmak igin
indeks kavraminin verilmesi seklinde gelistirilmistir. Bu sekilde kompleks operator
cebirinin indeksi hesaplanarak, farkli indeksli kompleks cebirlerin izomorf olmadiklar
seklinde 6nemli ve kullanisli bir sonug elde edilmistir.

Bizim bu caligmadaki amacimiz kompleks durumda tanimlanmis indeks kavramini
gelistirerek ve reel operator cebiri ile kompleks operator cebirinin involutif *-
antiotomorfizmi arasindaki dogal iligkiyi kullanarak reel operatdr cebiri i¢in indeks
kavramini involutif *-antiotomorfizm yardimiyla elde etmektir. Bu sebeple ¢alismanin ilk
kisminda caligmaya 1s1k tutacagi diisiinlilen kavramlar, teoremler ve ispatlara yer
verilmistir. Ikinci kisimda ise involutif *-antiotomorfizm invariantli operatdr cebiri icin
indeks kavraminin tanimlanmasinin ilk agamasi olan es sabit kavrami tanimlanmis ve bazi
Ozellikleri incelenmistir.

Konunun belirlenmesinden, calismanin tamamlanip bu hale getirilmesine kadar
gecen silirecte yardimini ve destegini esirgemeyen saym hocam Prof. Dr. Abdugafur
RAKHIMOV’ a tesekkiir eder saygilarimi sunarim. Bu calismanin hazirlanmasindaki
katkilarindan dolay1 Ars. Gor. Yavuz KESICIOGLU’ na ve Tuncay KOR’ e tesekkiirii bir
bor¢ bilirim. Ayrica egitim hayatimin ilk asamasindan beri hem maddi hem de manevi
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OZGECMIS



OZET

Bu calismada V. Jones tarafindan tanimlanmis olan kompleks operatér cebirin
indeksini reel durumda vermek i¢in involutif *-antiotomorfizm invariantli es sabit kavrami
tanimlanmaistir.

Birinci boliimde Fonksiyonel Analiz ve Operator Cebirin temel kavram ve sonuglari
verilmistir. Ikinci béliimde involutif *-antiotomorfizm invariantli es sabit kavramin
vermek igin involutif *-antiotomorfizm invarianth [* uzayr tammlanmis ve bunun
komplekslestirilmesi verilmistir. Daha sonra W -faktoriiniin verilen bir involutif *-
antiotomorfizme gore invariant kanonik *-gosterimi elde edilerek bu gdsterim igin
komutant hakkindaki teorem ispat edilmistir. Boylece daha Once reel durumda

tanimlanmamis olan es sabit kavrami tanimlanmis ve bazi 6zellikleri ispatlanmaistir.

Anahtar Kelimeler: Von Neumann Cebiri, Involutif *-antiotomorfizm, Von Neumann Es
Sabiti, Reel W~ - cebiri
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SUMMARY

The Coupling Constant with Involutive *-Antiautomorphism Invariant

In this study, the coupling constant with involutive *-antiautomorphism invariant is
defined to make the index defined by Jones specious the index on real operator algebra.

In the first part of the study, basic concepts and results in the operator theory and
functional analysis are summarized. In the second part, L’ space with involutive *-
antiautomorphism invariant is defined and it’s complexification is given. Then, for given
W -factor and an involutive *-antiautomorphism the canonical representation of factor
with antiautomorphism invariant is obtained and The Commutant’ s Theorem is proved.
Thus, for real case the coupling constant is defined, which is not known early and some

proporties of this are discussed.

Keywords: Von Neumann algebra, Involutive *-antiautomorphism, The coupling constant
of Von Neumann, Real W™ -algebra.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Operator cebirler teorisi kuantum fizigi problemlerinin matematik modeli kurulmasi
neticesinde ortaya ¢ikmistir. Bu cebirler ilk defa J. Von Neumann [49, 50] ve F. J. Murray’
m [26- 28] caligmalarinda operatorler halkasi adiyla tanimlanmis olup, bu cebirlerin ilk
siiflandirmasi (yani sonlu ve yari-sonlu hyper-sonlu cebirlerinin siniflandirilmasi) da bu
matematik¢iler tarafindan  yapilmistir. Bu teori kuantum fizigi teorisinden
kaynaklandigindan operator cebirler teorisinde alinan her sonu¢ kuantum fizigi i¢in de
onemli olup, bu sonucun kuantum fiziginde bir anlami ve uygulamas: vardir. Operator
(kompleks) cebir, genelde bir Hilbert uzayinda diizgiin veya zayif topolojiye gore kapali
lineer siirli doniistimler (yani operatorleri) ailesi olup, J. Von Neumann [49, 50] ve F. J.
Murray’nin [26- 28] calismalarindan sonra yeterli sayida 6rnek olmamasi sebebiyle uzun
zaman (yaklasik 30 yil) kimse tarafindan incelenmemistir. Hatta saf sonsuz (III. tipten
faktorler ) operator cebirleri i¢in higbir 6rnek yoktu. Bu sebeple saf sonsuz operator
cebirlerinin var olup olmadigr da belli degildi. 1965- 68 yillarindan itibaren bu teoride
onemli sayilabilecek gelismeler saglandi. Bu gelismelerin olmasinda A. Connes [8- 12], M.
Takesaki [44- 46], S. Sakai [36, 37], J. Dixmier [13- 15], v.s.” nin katkilar1 biiyiiktiir. Bu
matematikgilerin calismalarinda kontinuum (sayilamaz sonsuz) sayida kendi aralarinda
izomorf olmayan saf sonsuz operator cebirler sinifi bulundu ve bu cebirlerin de ilk
siniflandirma problemi ¢6ziildii. Baz1 6zel durumlarda (injektif faktorler i¢in) ise tam
siniflandirma yapildi.

1980- 82 yillarindan itibaren kompleks operatdr cebirler teorisine paralel sekilde reel
operatOr cebirleri teorisi de ortaya ¢ikmigti. Aslinda bu teorinin de kokii de kuantum fizigi
teorisinden kaynaklanmis olup, kompleks durumun bir genisletilmesi (¢ilinkii cisim dar
oldukca bu cisim iizerindeki cebir genis olur) olarak goériinmektedir. Kompleks ve reel
operatdr cebirleri arasinda dogal bir iligki vardir. Soyle ki, bir reel cebir’in
komplekslestirilmesi kompleks cebir olup, tersine bir kompleks cebirde her involutif *-
antiotomorfizm bir reel cebir tanimlamaktadir. Boylece bir reel operator cebire bir
kompleks operator cebiri ve onun bir involutif *-antiotomorfizminden olusan ikili karsi

kars1 koyulmaktadir. Bu ikilinin incelenmesinde ve 6zellikle reel operatorler teorisinin



ilerlemesinde E. Stormer [40- 43], S. Ayupov [1- 6], P. Stacey [38, 39], T. Giordano [16-
19], A. Rakhimov [30- 35] ve S.Usmanov [47, 48] gibi matematik¢ilerin biiyiik katkilar
bulunmaktadir. Bu matematikgilerin ¢alismalarinda, bu cebirlerin tiplere siniflandirma
problemi tam ¢oziilmiis olup, bazi gruplarin bu faktorlerdeki hareketi de siniflandirilmistir.

Son zamanlarda operator cebirlerinin tam siniflandirma invaryantlarini bulmak
amactyla Fransiz matematik¢isi V. Jones [20- 22] tarafindan kompleks cebirin indeks
kavrami tanimlanmis olup, indeksin hesaplama formiilii bulunmustur. Boylece bu formdil
yardimiyla verilen bir kompleks operator cebirin indeksi hesaplanarak, farkli indeksli
kompleks cebirlerinin kendi aralarinda izomorf olmadig1 kesin olarak sdylenebilir. Indeks
kavraminin kompleks cebirleri igin incelenmesi saf sonsuz faktorler i¢in hala devam
etmektedir. Acikca goriiliir ki eger Jones indeksi bir involutif *-antiotomorfizme gore
invaryant ise, bu kavram bu antiotomorfizmle tanimlanan reel operatdr cebirine kisitlanir.
Boylece bu sekilde indeks kavrami reel duruma genisletilebilir. Bundan dolay1r bu

calismamizda biz reel indeks kavrami i¢in birinci adim attik. Sdyle ki, ¢alismada bir sonlu

kompleks W' -faktériin verilen bir involutif *-antiotomorfizme gére invaryant kanonik *-
gosterimi elde edilerek ve bu gosterim i¢in komutant hakkindaki teorem de ispatlanarak,
involutif *-antiotomorfizme gore invaryant J. Von Neuman eg-sabit kavrami
tanimlanmistir. Calisma sonunda ise bu es-sabit’in bazi 6énemli 6zellikleri ispatlanmistir.
Calismada elde edilen bu sonuglar kompleks operator cebirinde involutif *-
antiotomorfizme gore invaryant indeks kavramini tanimlanisina imkan verir. Dolayisiyla,
bundan sonra bu kavram tanimlanarak reel operator cebirlerinin siniflandirma probleminde

biiyiik bir ilerleme saglanabilir.

1.2. Topolojik Vektor Uzay
1.2.1. Reel ve Kompleks Vektor Uzay

Tanim:

L bos olmayan bir kiime ve (F , D, *) bir cisim olmak iizere L de toplama adi
verilen ve +:LxL —> L, (x, y)—*)x + y ile gosterilen bir islem ile skalerle carpma adi

verilen ve -:FxL— L, (a, x)—'>a~x ile gosterilen bir islem asagidaki ozellikleri



sagliyorsa bu L kiimesine F cismi lizerinde bir lineer uzay denir ve (L, F ) , (L, +, )
veya L ile gosterilir.
A) L, + islemine gore degismeli gruptur. Yani ;
Gl) Her x, y,ze L i¢in x+(y+z):(x+y)+z dir.
G2) Her xe L igin x+6 =6+ x = x olacak sekilde & € L vardur.
G3) Her x e L igin x+(—x)=(-x)+x=0 olacak sekilde (—x)e L vardur.
G4) Her x, ye L i¢in x+ y=y+x dir.
B) x, ye L ve a, f € F olmak lizere agagidaki sartlar saglanacaktir.
L1) a~(x+y) =a-x+a-y dir.

L2) (a(—B,b’)-x=a~x+,B-x dir.

L3) (a*f)-x=a-(fB-x) dir.

L4) 1-x=x dir. (Burada 1, F ’ nin birimidir.)

Burada L2’ nin birinci tarafindaki @ isareti F° deki toplamayz; ikinci tarafindaki +
isareti ise L’ deki toplamay1 belirtmektedir. Ayn1 sekilde L3 esitliginde de iki tane
carpmanin olduguna dikkat edilmelidir.

Lineer uzaym taniminda gecen F cismine (lineer uzaym) skaler cismi, F’ nin
elemanlarina ise skaler denir. Lineer uzay kavrami yerine vektor uzayi da kullanilmaktadir.
Bu halde L’ nin elemanlarina genellikle vektor denir. € 6zdes elemani bazen 0 ile de
gosterilir. Ancak bu gosteris genellikle L =R veya L =C olmasi halinde tercih edilir. Bu
@ elemanina orjin veya sifir denir.

F =R olmasi halinde L’ ye reel; /' =C olmasi1 halinde ise L’ ye kompleks vektor
uzay denir.

(L, F) bir vektdr uzay1 ve 4 < L olsun. Eger A+ Ac A ve FAc A ise, A’ ya L’

nin bir alt vektor uzay1 denir.

Ornek 1.

(F,®,*) bir cisim, ne N ve L:F”:{x:(al,az,...,an):aieF} olsun. x, ye L

ve a € F' olmak iizere lineer uzay islemleri;



x+y=(a, s ) +(B Bos s B,) =(, @ B, 1, ® By, ..., ® B,) ve
ax=a(a,a,,..a,)=(a*a,a*a,,..,a*xa,)

olarak tanimlanirsa kolaylikla goriilebilir ki L =F", F cismi lizerinde bir vektor uzaydir.
Buradaki islemlere bilesen toplama ve skalerle ¢arpma denir. Gergekten lineer uzay

sartlarinin saglandigi kolayca gosterilebilir.

Gl) x,yeL ve x=(aty, s @,), 3= (S fos o f3,) Olsun,
x+y=(,®p,0,®B,,...a,®B,) ve &, ®p cF oldugundan (giinkii F cisimdir)
x,yelL’ dir.

G2) z=(%,, 75, 7, ) €L olsun.

t(y+2)= (e ) +(BO1): (5 ©72) s (B, ®7,))
@ ®(B®1), 2 0(5®),..a,0(8,®,))

(
(2, ®4) @yl,(az@ﬂz)@yzm(an@ﬂn)@n)
(
(

a®@B,a,®p, ... an@ﬂn)+(719729"'97n)
X+y)+z

:>x+(y+z):(x+y)+z’ dir.

G3) 0= (0, o,.., 0) olarak alinirsa, her xe L i¢in x+6 =6+ x=x dir. Burada 0,
F’ nin sifir elemanidir.

G4) F bir cisim oldugundan Ve € F igin 3(-a)e F:a®(-a)=0 dir. Buradan
—x=(-a,,-a,,...,—a,) olarak almirsa,
x+(-x)=(a, . @,)+ (-, — @y, .., —,) =(0,0,...,0) = olur.

G5) F cismi toplamaya gore degismeli oldugunda x+y = y+x dir. Gergekten;
x+y=(a, s ) (B Bos s )

=(,®B,0,0p,..a,08)=(4®a, 5,®a,, ... 5,®a,)

(,Bl, Loy ,Bn) (al, Ay an)

=y+x.

Skaler carpmayla ilgili 6zelliklerin de saglandigi kolayca gosterilebilir. Gergekten;



Ll) aeF iin ax=a(a,a,,..a,)=(a*a,a*a,,...,a*a,) ve a*a,eF
oldugu i¢in ax e L dir. (1<i<n)

L2) a(x+y)=a(,®B,0,® B, ..., ® )
a*(a,®B),a*(a,®p,),...a*(a,®8,))

(a*a,@a*f,a*a,@a*p,,..,axa, ®a*p,)
(

ara,axa,,.,a*xa,)+(axf,axpf,...a*p)
=ax+ay
=S a(x+y)=ax+ay dir.
L3) (a®pB)x=(a® p)(a, ..., a,)
(a®B)*ra,,(a® B)*a,,...(a® f)*a,)
(

axa,®fra,axa,®fra,..,axa,®Bxa)

(axa, a*a,,...axa,)+(f*a, f*a,,.., f*a,)
a

x+py
= (a® f)x=ax+py dir.

Ld) (axp)x=((a*p)ra,(axp)*a,...(a* f)*a,)
(a*(B*a), a*(B*a,),...a*(f*a,))
=a(fraey, fra,, ... fra,)

=a(px)
LS) 1x = x oldugu agiktir.

O halde (L, +, .) vektdr uzaydir. Ornek 1° den R, R?,...ve C, C?, ...uzaylar sirastyla

Rve C cismi iizerinde vektor uzayidir. Ayrica C", R iizerinde de bir vektor uzayidir.

Ancak CR ¢ R oldugundan R", C iizerinde bir vektor uzay: degildir.

Ornek 2.

Determinant1 1 olan kompleks ve reel matrisler kiimesi bir vektor uzayr degildir.

Clinkii bu matrisler bir 4 skaleri ile ¢arpilirsa det # 1 olur.



Ornek 3.

A bir topolojik uzay ve A4 da tamimh reel (veya kompleks) degerli siirekli
fonksiyonlarin C (A) = { f | f:A— K stirekli } kiimesini goz Oniine alalim, burada K =R
veya K=C ve f,geC(A) ve ae€K olmak lizere, +:C(A)><C(A)—>C(A) ve
K x C(A) - C(A) doniisiimlerini (f+ g)(x) = f(x)+g(x) , (a-f)(x) = af(x)
olarak tanimlayalim. Bu islemlere gére C (A) kiimesi bir vektor uzayidir. Gergekten;

Her f,geC(4) ve aeK igin f+g ve a-f nin sirekli oldugu analizden
bilindigi i¢in f+g,a-f e C(A4) dur.

Simdi diger kosullarin saglandigini gosterelim.

1)Her f,g,heC(4) veher xe 4 igin
[/ +(g+m)](x)=1 (x)+(g+h)(x) =1 (x)+[g(x)+h(x)] =[f(x)+g(x)]+h(x)
=(f+g)(x)+h(x) =[(f+g)+h](x)" dir.
Ohalde f+(g+h)=(f+g)+h dir.
2) 0:4—>K,x—>6(x)=0 olarak ahmrsa VfeC(4) ve Vxed igin
(f+(9)(x):f(x)+0(x):f(x)+02f(x)’ dir.
Ohalde f+6=f dir.
3)Her f € C(A) icin —feC(A) oldugunu gosterelim. Vx e 4 i¢in
[/ +(N]E)= 1 () + (<)) =/ (x) =/ (x) =0 dir.
O halde f+(-f)=0 dir.
4)Her f,geC(A) veher xe 4 igin
(f+g)(x)=s(x)+g(x)=g(x)+f(x)=(g+f)(x) dir.
Ohalde f+g=g+ f dir.

5) Her f,geC(A), aekK ve VxeA icin

[a-(f+g)](x):a(f+g)(x):a(f(x)+g(x))



—af(x)+ag(x)=(a-f+a-g)(x)" dir. O halde
a-(f+g)=a f+a g di.
6) Her o, fe K, feC(A) ve Vxe 4 igin
[(a+8) F1(x)=(a+B)f(x)=af (x)+ A1 (x)
=(af)(x)+(Bf)(x)=(a-f+B-f)(x) dir. O halde
(a+p)-f=a f+p-f di
T)Her a, BeK, feC(A) ve Vxe A igin
[(@B)-f |(x)=(aB) f (x) = a(Bf (x))=a(B-1)(x)=[a-(B-1)](x) dir. O halde
(af) f=a- (B f) dir.
8) Her feC(4) ve Vxe 4 igin
(1- f)(x)=1f(x)= f(x)dir. O halde
1- /= f dir.
Sonug olarak C(A) bir vektdr uzayidr.
C(A) kiimesi bazen C(4,K) ile de gosterilir. Buradaki A kiimesi yerine 6zel olarak

[a, b] kapali araligin1 alirsak C ([a, b]) yerine kolaylik olmasi igin C[a, b] yazabiliriz.

1.2.1.1. Lineer Bagimsizhk

Tanim:

. . .. . . .. n
L, F cismi tizerinde bir vektdr uzay1 ve x,, x,,..., x, € L olsun. {a,}  €F olmak

n
lizere, Zal.xl. =0 olmast her i i¢gin o, =0 olmasim gerektiriyorsa, x,,x,,...,x
i=1

n

vektorlerine ( ' tlizerinde) lineer bagimsizdir denir. Lineer bagimsiz olmayan vektorlere de
lineer bagimli denir. Eger bir 4 — L alt kiimesinin her sonlu sayida elemanlar: lineer

bagimsiz ise, 4 ya lineer bagimsizdir denir.



1.2.1.2. Boyut
Tanim:

X bir vektor uzayr olmak tlizere Ac X i¢in A lineer bagimsiz olup Vxe X

eleman1 4 nin sonlu sayida elemanlarinin lineer kombinasyonu (toplami) seklinde

yazilabiliyorsa yani, Vxe X i¢in x = ZOCial., a,€F,a,€4 ise, A ya X’ in bir Hamel

i=1
Tabani, 4’ nin eleman sayisi olan n sayisina (n :|A|) ise, X vektor uzaymnin boyutu
denir vedim, (X )::n (veya Boy, (X ):=n) ile gosterilir. Yani, bir uzaydaki lineer

bagimsiz elemanlarin maksimal sayisina bu uzayin boyutu denir.
Acikca, eger A lineer bagimsiz ise, ¢ A dir. Dolayisiyla uzaymm kendisi ve

herhangi alt vektor uzay1 bu uzay i¢in bir Hamel tabani olamaz.
VxeX ve x#60 igin A= { X } kiimesi her zaman lineer bagimsizdir, c¢ilinkii

x#6

Ax=0< A =0 dir. Dolayisiyla X # { 0 } uzay1 i¢in dim, X >1 dir.

Bir vektdr uzaymin boyutu i¢in n <oo ise, bu vektoér uzayma sonlu boyutlu, aksi

taktirde sonsuz boyutlu denir.

Ornek 4.

B={1} R nin, B ={(1,0),(0,1)} de R* nin bir Hamel tabam oldugundan
dimR =1 ve dimR’* =2 dir. Daha genel olarak

¢ =(1,0,0,..,0), ¢ =(0,1,0,...,0),....,e, =(0,0,0,...,1)
vektorlerinin kiimesi R" nin bir Hamel tabani oldugundan dim, R" =» dir.

Ayni diisiince ile dimy (C)=2,dim; C =1 genel olarak dim. C" =n" dir.



1.2.1.3. Direkt Toplam
Tanmim:

Y, ve Y,, X vektor uzaymin iki alt vektor uzay1 olsun. Eger Vxe X elemani i¢in
v, €Y ve y,eY, olmak iizere x=y +y, olacak sekilde bir tek y €Y ve y, €Y, varsa
veya denk bir ifade ile ¥, NY,={6}ise, X vektor uzayr ¥, ve Y, uzaylarmm direkt

toplamidir denir ve X =Y, @Y, seklinde yazilir.

Tersine, A ve B bir F cismi lizerinde iki vektor uzaylar1 olsun. Bu uzaylarin
X =A®B direkt toplaminda toplama ve skalerle carpma islemleri asagidaki gibi
tanimlanir:

Vx,yeX:x:(a,b)vey:(c,d) i¢in;
i) x+y:(a+c,b+d)
ii) lx:(/ia,/ib),/ieF dir.

O halde 4® B uzay1 bu islemlere gore bir vektor uzayidir.

Ornek 5.

R* reel lineer uzaymin X={ (x,O):xe]R} ve Y={ (O,y):ye]R} alt uzaylarim
goz Oniine  alalim. X+Y:{x+y:xe)(,er}:{(x,y):x,yeIR}:R2 olup

R*=X+Y dir. XnY ={6} oldugundan R*> = X @Y dir.

Ornek 6.

R iin iki alt uzayi U={(a,b,c):a=b=c}, W={(0,b,c):b,ceR} olsun.

R =U®W midir?
U+W:{u+w:ueU,weW}:{(a,b,c):a,b,ceR}zR%lup R*=U+W olur.

UNW ={6} oldugundan R* =U @ W dur.



Ornek 7.

V=R’ olmak iizere U={(a,b,0):a,beR}, W={(0,b,c):b,ceR} alt
uzaylarin1 goz ontine alalim. V' =U @ W midir?

Vv, U ve W alt wuzaylarmin direkt toplami1 degildir. Ciinki
U+W ={u+w:ueU,weW} olup; V=U+W =(a,b,0)+(0,b,c)=(a,2b,c) yazilr.

Bu yazilis tek degildir. Gergekten, ornegin
(-5,6,3)=(-5,2,0)+(0,4,3)=(-5,5,0)+(0,1,3) olur.

1.2.2. Topolojik Vektor Uzayi

Tanim:

X bir F cismi lizerinde bir vektor uzayi ve 7 ailesi X ’ de bir topoloji olsun. Eger

(x, ) > x+y
(a,x)—.nz-x

doniistimleri 7’ a gore siirekli ise X uzayina bir topolojik vektdr uzay: denir.
Ornek 8.

C[O, 1] uzayinda (f,g)—>f+g ve

(a, f)>af

déniisiimleri d( f, g):= max

0<x<1

f(x)-g(x)| metrigine gore siirekli oldugundan (C[0,1],d)
uzay1 bir topolojik vektor uzayidir. Burada ¥ x €[0, 1] igin

(f+g)(x) =1 (x)+g(x) ve

(af)(x)=as(x)

seklinde tanimlanmaktadir.
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(X ,d ) bir metrik uzay olsun. Bazen bu uzayda verilen bir dizinin limiti uzayin disinda

olabilir. Ornegin (0, 1) uzayinda (xn = lj dizisinin limiti bu uzayin disindadir. Bu taktirde
n

bu uzay belli bir anlamda tam olmaz. Bu yiizden asagidaki alt paragraflarda uzayin tamligi

ile ilgili kavramlar tanimlanacak.

1.2.2.1. Yakinsak Dizi

Tanim:

(X,d) bir metrik uzay, x,eX ve {x, }::1 cX olsun. Ve>0 i¢in
ANeN:Vn>N i¢in d(x,,x,)<e ise (x,)dizisi x, noktasma yakimsaktir denir ve

limx, =x, veya x, — x, ile gosterilir.

n—>0

Ornek 9.

N
X =R uzaymda (xn =—J dizisi 0 noktasina yakinsaktir. Gergekten V& >0 ve
n n=1

dNeN d(xn,O):

1 0‘ _1 < & oldugundan (x,) dizisi 0 noktasina yakinsaktir.
n n

1.2.2.2. Cauchy Dizisi

Tanim:

(X,d) bir metrik uzay, x,eX ve {xn}’ich olsun. Ve&>0 i¢in

AN eN:Vn,m>N i¢in d(x,,x,)<e ise (x,)dizisine bir cauchy dizisidir denir.

11



Ornek 10.

X = (O, 1) uzayinda (xn = lj dizisi bir cauchy dizisidir. Ger¢ekten
n n=l1

Ve>0ve Vn, peN olsun.

1 1
d(xn,xwp):d(;, n+p]:

oldugundan N = [l}ﬂ igin Vn,m>N =d(x,,x,)<é& olup (x,) dizisi bu uzayda bir
£

1 1

n n+p

1
<—<g¢
n

cauchy dizisidir.

Ornek 11.

(x,=n)", dizisi bir cauchy dizisi degildir. Gergekten
(xn = n)j=1 dizisi bir cauchy dizisi olsa V& >0 icin AN eN: Va,m> N, m:=n+1 igin
d(xn,xm) :‘n—(n+1)‘ :|—l| =l<e¢

olmas1 gerekir ki bu esitsizlik 0 < ¢ <1 i¢in dogru degildir. Dolayisiyla bu dizi bir cauchy

dizisi degildir.
1.2.2.3. Tam Uzay

Tam uzay tanimina gegmeden Once bir teorem verelim.

Teorem 1.

Her yakinsak dizi bir cauchy dizisidir.

12



Ispat:

(X,d) bir metrik uzay, x, e X ve bir (x,)c X dizisi igin x, — x, olsun. O halde

Ve>0i¢in AN eN: n> N igin d(xn,x0)<%’ dir. Buradan Vn,m> N igin

no

d(x,,x,)<d( n,xo)+d(x0,xm)<§+§=g’dlr.

Boylece (x,) dizisi bir cauchy dizisidir.

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani her cauchy dizisinin yakinsak olmasi

gerekmez. Bu durumu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 12.
[xn = l) cX= (O, 1) dizini ele alalim. Ornek 10” dan bu dizi bir cauchy dizisidir.
n n=1

Fakat limx, ~limL =0 olup 0¢(0,1) dir. Yani (xn =lj dizisi X =(0,1) kiimesinde
n=1

X—>0 X—>0 n n

yakinsak bir dizi degildir.

Tanim:

Eger bir metrik uzaym her cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise, bu uzaya tam

uzaydir denir.

Ornek 13.

Analizden bilindigi gibi Rve C uzaylari tamdir. Genel olarak Rve C nin tam

oldugu kullanilarak VzeN i¢cinR" ve C" uzaylarmin da tam oldugu gosterilebilir,

1
n

burada metrik: d(x, y):= (Z|xi -, |2j R dir.

i=l
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Ornek 14.

C|a,b] uzaymnda d(f,g):=sup ‘f(x)—g(x)‘ doniisiimii bir metrik olup C[a, b]

asx<b

uzayinin bu metrige gore tam oldugunu gosterelim.

V{ f, } = C[a,b] cauchy dizisi olsun. O halde V& >0 i¢in AN eN: n,m >N igin

d(f,s f,,)=max|f, (x)~ £, (x) <& dir.
Buradan Vx €[a, b] i¢in

£, (x)—fm (x)‘ <&’ drr.

Dolayistyla her x igin ( f (x)) sayisal dizisi R’ de bir cauchy dizisidir. (R,

) uzayl1 tam

oldugundan bir a,_ € R igin f,(x)—> a,’ dir. Yani

f,(x)=a,

<% dir.
2

f:X —> R fonksiyonunu f(x):=a, olarak tanimlayalim. O halde her x €[a, b] i¢in

£,(x)= £ () <§’ dir.
Buradan f,(x)— f(x) olup bu yakinsaklik diizgiindiir. Her f, fonksiyonu siirekli

oldugundan f fonksiyonu da siireklidir. O halde f eCl[a,b]” dir. |f,(x)-f (x)‘<§

oldugundan her x €[a,b] i¢in max‘fn (x)—fm(x)‘S§<g’ dir. Yani d(f,, f)<e’ dir.

Dolayisiyla f, — f’ dir. Sonug olarak (C [a, b], d ) uzayi tamdir.

1.3. Banach ve Hilbert Uzaylan

1.3.1. Normlu Uzay

14



Tanim:

N, bir reel veya kompleks vektdr uzay olsun. | [|: N — R bir fonksiyon olmak
lizere x* deki degerini |x| ile gdsterelim. Bu fonksiyon igin

N1) [x[|>0 ve |x|=0=x=6, VxeN

N2) |ax|=|e||x| (2 €RveyaaeC) VxeN ve

N3) |x+y|<|x]|+]y| (Uegen Esitsizligi) Vx,ye N

)

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N’ de (veya N iizerinde) norm denir. (N ,

ikilisine de normlu uzay denir.

Ornek 15.

|| || R* >R, H H |x|+|y| x y)eR seklinde tanimlanan || || bir normdur.

Gergekten,;

olup |x| =0, |y| >0 oldugundan H;CH >0 dir.

i) [x] =0 =[x +]y| =0 &3] =0ve|y| =0 = x=0ve y =0 = x=0=(0,0)
i) [ A3 = 22| + 2] = 4|+ ]y]) = 2], 2R
) o3 =)o () <[ €y Y <oy

< (ol)# () =l ol

Buradan H;c+ ;H < H;CH + H}H elde edilir.

Ornek 16.

Ornek 3 de C [a, b] > nin bir vektdr uzayr oldugunu goérdiik. Simdi C [a, b] uzayinda

tanimlanan || f || = sup ‘ f (x)‘ dontigiimiiniin bir norm oldugunu gdsterelim.
as<x<b

15



D |f]= sup |/ (x)]2 0 oldugu agiktr.
2 /=0 sup|f(x)=0=|f (x)=0, Vxe[a,b] isin
& f(x)=0, Vxe[a,b] igin
< f=0.
3) s = sup [(e)(x)| = sup |acs () = sup|a | (x)
=laf sup |1 (x)] =lall/]
| +gl=su (£ +2)(x) = sup |f (x)+2(x)
< sup |/ (x)] + sup [g () =[7]+ el
Dolayistyla C[a, b] bu norma gére bir normlu uzaydir.

Bir normlu uzayda norm fonksiyonu ig¢in ||x— y|| =|| y—x” dir. Gergekten; o =-1

alinirsa N2’ den dolay1 ||—x|| = ||x|| ve Ozellikle ||x - y|| = || b —x|| dir.

1.3.2. Banach Uzay1
Tanim:

N normlu uzay olsun. Eger bu uzay tam ise, N’ ye Banach Uzay1 denir. N’ nin
normlu reel veya kompleks vektdr uzay olusuna gore Banach uzayina, reel veya kompleks
Banach uzayi denir.

Ornek 14> e gore C [a,b] uzayl bir Banach uzayidir. Asagida bir bagka 6rnegi

inceleyelim.

Ornek 17.

p, 1< p <ooolmak lizere;

) ={(xn)=(xl,x2,...)

X, eFvei|xl.|p <oo} (F=Rveya C)
i=1

16



kiimesinde bilesen toplama ve skalerle ¢arpma islemlerini ele alalim. Bu iglemlere goére /,’

]
P

nin bir vektor uzayi oldugu gosterilebilir. Bu uzayin ||x||p =(§:|xi|p j normuna gore
i=1

Banach Uzayi oldugunu gosterelim.

(xm)=(xl’”,x2’”,...) olmak tizere (x,), /,” de keyfi bir cauchy dizisi olsun. Bu

taktirde her ¢ > 0i¢in m, n > m, oldugunda

o Vo
p{Z\xi’"—xﬁ”j <e (1)

olacak sekilde m, sayis1 vardir. Buradan anlasilir ki i =1, 2, ...i¢in;

o0
m n
Z‘xi —X

i=

‘xm - xn

P .
<ég?f :>‘xi'"—xi” <g ’dir, m,n>m,, Vi

Demek ki keyfi fakat sabit her bir i igin (xi”):(xl.',xl.z,...) dizisi F de (yani Rveya C’

de) bir cauchy dizisidir. F tam oldugundan bu cauchy dizisi yakinsaktir. limx," =x,

1
n—»0

olsun. Her i i¢in bu limitler yardimiyla teskil ettigimiz diziyi x ile gdsterelim. Yani

x=(x,x,,...) olsun.

P oy . .
< g’ yazlabilir. n — o i¢in;

k
Simdi k =1,2,... igin (1) den )" |x" —x/
i=1

k

2

i=l1

xAm _

1

xi‘p <e? y m>my

yazilabilir. kK — oo igin;
i‘xi’” - X, ‘p <&’ )
i=1

elde edilir. Bu ise
(x,—x)= (xl’” -X, X" —X,, ) el,

oldugunu gosterir. (x,)e! , oldugundan x=x, +(x—x,)el , olur. (1)” e dikkat edilirse

(2)’ nin sol tarafi

X, —x||p olur. Buradan x,, — x dir. Yani /, igindeki (x,) cauchy dizisi

bir x €/, noktasina yakinsadigindan /, tamdir. O halde /, bir Banach uzayidur.
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1.3.3. Hilbert Uzay1
1.3.3.1. OKklid Uzay1
1.3.3.1.1. i¢ Carpim

Tanim:

X, F={RveyaC} cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Eger bir
(,): XxX > F fonksiyonu,

i) (x,x)>0,(x,x)=0=x=0, VxeX

i) (x+y,z)=(x,2)+(y,2z), Vx,y3,z€ X

iii) (ax, y)=a(x,y) (aeF), Vx,yeX

iv) <x,y>=<ﬁ>, Vx,yeX

sartlarin1 sagliyorsa, bu fonksiyona X uzayinda bir i¢ ¢arpim (veya i¢ ¢carpim fonksiyonu)

denir. Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzaymna Oklid uzay (veya ig

carpim uzay1) denir. I¢ garpim uzaym (X ,< >) veya kisaca X ile gosterecegiz.

Ornek 18.

x:(xl,xz,...,xn), y:(yl,yz, ...,yn)e]R" (neN) olmak lizere
<,> ‘R"xR" > R doniisiimii

<x, y> =XV, + XV, +..+X,V,
olarak tanimlanirsa, R" bir i¢ carpim uzayidir. Gergekten i¢ ¢arpim aksiyomlarinin
saglandigini asagidaki gibi gosterebiliriz:

i) <x, x> =x +x +..+x 20 ve x +x +.+x =0 x, =0

ii) <x+y, z> = (x1 +y1)z1 +(x2 +y2)z2 +...+(xn +yn)zn

=X,z +y121 +x222 +y222 +...+ann +ynZn
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= X2+ X,2, F et X, 2, P2+ V2, et V2,
=(x,z)+(y, z)
iii) (ax, y)=(ax)y, +(ax,)y, +..+(ax,)y, =a(xy)+a(oy,)+..+a(x,y,)
=a(x,y).
iv) (X, YY) =X, + 2,0, 4ot X0, =X+ 0% ot px, = (0, x)

oldugundan ( ) i¢ ¢arpim déniisiimiidiir. Dolayistyla (R”,( >) bir 6klid uzayidir. Ayni
diisiince ile C" uzay1 <z, z'> = ZZiZ_; ye gore bir kompleks 6klid uzayidir.

Asagidaki teoremde i¢ carpimin bazi 6zelliklerini ispatlayacagiz.

Teorem 2.

X bir i¢ garpim uzay1, x, y,z€ X ve o, fC olsun. Bu taktirde
1) (ax+py. z)=a(x, 2)+ By, z)

2) (x,ay)=a(x,y)

3) (x,ay+pz)=alx, y)+ By, z)

4) (x,0)=(0, y)=0 dr.

ispat:

Teoremi ispat etmek icin i garpimun ézelliklerini kullanmak yeterlidir.
D (ax+ By, z)=(ax,z)+{By, z)=a(x,z)+ By, z)

2) (x, ay)=(ay, x)=a(y, x)=a(y, x)=a(x )

3) (x,ay+pz)=(ay+pz,x)={ay,x)+{fz,x)=a(x, y)+ B{x, z)
4 (x,0)=(x,0+06)=(x,0)+(x.0) = (x,0) =0

(6 7)=(0+6,y)=(0,7)+(6,y)=(0,5)=0

oldugu gortiliir.
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I¢ carpim ile norm arasinda asagidaki iliski vardir.

Teorem 3.
Bir 6klid uzay1 normlu uzaydir.
Ispat:

|| || X - R, x|| = J(x, x> olarak tanimlanan || || doniisiimiini ele alalim.

i) ||x|| = <x, x> >0 oldugu aciktir.
ii) ||x||:1/<x,x> :0<:><x,x>:0<:>x:6’
) o] = T ) = e ) =l (x. ) = T ) =

iv) ||x+ y|| < ||x|| + || y|| oldugunu gosterelim.
bt ol = (e st ) =l + (o 0) + () + A =+ )+ G )+

yazilir. z+ z=2Rez esitligi goz oniine alinir ve Rez < |z| esitsizligi kullanilirsa

e ol ="+ 2Re () + o1

<l +20Ce ) + A < ol + 2+ oA = (Jl+ 1A

elde edilir. Buradan

e < (bl + )" otup o+ y <+ 1]

bulunur.

Uyar 1: Teorem 3 iin tersi genelde dogru degildir (Bakiniz Ornek 21).

Ornek 19.

b

Ornek 18° deki R” uzay <x, y> =Xy, +x,y, +...+x,y,° e gore bir 6klid uzayidir.

Teorem 2’ ye gdre bu uzay |x| = \/<x, x) = \/xlz +x,°+...+x, ye gore bir normlu uzaydir.
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Tanim:

X bir Oklid uzay1 olsun. Teorem 2’ e gdre X bir normlu uzaydir. Eger bu uzay tam

ise, X ’ e bir Hilbert Uzay1 denir.

Ornek 20.

Ornek 18 de <,>:R” xR*" >R , <x, y>:x1y1 +Xx,y, +...+x,y, olarak tanimlanan
R"’ nin bir 6klid uzayr oldugunu gérdiik. Simdi R”’ in tam oldugunu gosterelim. Ig

b2

* yazlabilir ve bdylece

lx=y|={x=p,x=y) = \/(x, -y )2 +o4(x, —yn)2 normunu elde ederiz.R"’ nin

¢arpim normunun tanimindan ||x|| = <x, x> = (xl2 +2,7 xnz)

||x - y||2 = (Zn]xi -, |2j ’ normuna gore tam oldugunu gosterelim.

i=1
X, = (xl’”, x", ., xn'”) olmak iizereR"de (x,,) cauchy dizisini alalim. ( Burada x,"

deki m st indis olarak alinmigtir. ) O halde ¢ >0 i¢in m, r > n, oldugunda

1

,, %
2:(in”’—xir j <& 3)

olacak sekilde bir n, tamsayisi vardir. i =1, 2, ..., n i¢cin buradan

-

2
‘x,.’”—xi’ <&'= <&

xi’” _ xlr
elde edilir. Bu ifade her bir i igin (xl.’) = (xl.], x7, ) nin reel sayilarin bir cauchy dizisi
oldugunu gésterir. R tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. » — oo igin x,” = x; oldugunu

kabul edelim. i=1,2,...,n i¢in bu limitler yardimiyla (n tane limit) x noktasini

x=(x,%,,.,x,) olarak tammlayalim. Agik¢a xeR" dir. r—oo igin (3)° den

x,—x|, <& elde edilir. Bu, (x,) nin limitinin x oldugunu gdsterir. (x,) keyfi
oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Sonug olarak R" bir Hilbert uzayidir.

21



Bir 6klid uzay1 bir normlu uzay oldugundan (bakiniz Teorem 3) asagidaki teorem

dogrudur.

Teorem 4 [23].
Bir Hilbert uzay1 bir Banach uzayidir.
Uyari 2: Bunun tersi genelde dogru degildir.

Buna bir 6rnek vermeden 6nce asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 5 ( Paralel kenar kanunu) [23].

Bir (X,

||) normlu uzayda || || normunun bir i¢ carpimla tanimlanabilmesi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her x, y € X i¢in;

e+ = oA =2l + 1)

olmasidir.
Ispat :
(=) agiktir.

1 .
(<:) <x, y> = Z(||x+ y”2 —||x—y||2) . <x, y> bir i¢ ¢arpim olup, (x, x> = ||x||2 .

Not 1: Teoremden anlasilacagi gibi, eger bir norm paralel kenar kanununu
saglamiyorsa bu norm i¢ ¢arpim normu olamaz. Dolayistyla her normlu uzay bir Oklid

Uzayi (i¢ ¢arpim uzayi) degildir. Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim:
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Ornek 21.

Ornek 16’ dan (C [a,0], ||) uzayinin bir normlu uzay oldugunu biliyoruz. Buna

gore C [0, %} ve | /] = max‘ f (x)‘ olmak iizere (C [0, %}, ||j uzay1 bir normlu uzaydir.
0<x<Z
2

Bu uzayda paralel kenar kanununun saglanmadigini gosterelim.

f(x):=Cosx, g(x):=Sinx fonksiyonlari i¢gin f,geC [O, %} olup;

V4

|/ +gl= max‘f(x)+g(x)‘ = max |Cosx + Sinx| _ Cos%+Sin% :gng =2
OSXSE 0< z
2

||f —g|| = max |C0sx—Sinx| =1-0=1, f|| = max |Cosx| =1, g|| = max |Sz'nx| =1
OSXSE OSXSE 0<x<—

I +alf +1r-of =(42) +1 =3
=

=324 = el el =2(f 4l
211 +1alf ) =2(1+1) =4

= Teorem 5’ e gore C [0, %} normlu uzay bir 6klid uzay1 degildir.

1.4. Banach * - Cebirleri
1.4.1. Cebir

Tanim:

C , F cismi lizerinde bir vektor uzay ve - : CxC — C bir doniisiim olsun. Eger bu
-:CxC — C donligtimii her x, y,ze C ve her a € F i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa C’
e ( F lizerinde) cebir denir.

C1) a(x-y) =(ax)-y=x-(ay)

C2) x-(y+z):x-y+x-z ve (x+y)~z=x-z+y-z

C3) (x-y)~z=x~(y-z)
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Cebirin taniminda gegen F cisminin R veya C olmasi halinde C’ ye sirasi ile reel

veya kompleks cebir denir. Sayet C bir cebir ve her x, yeC i¢in x-y=y-x ise C’ ye

degismeli veya komiitatif cebir denir. C’ nin ¢arpma islemine gore etkisiz eleman1 varsa,
yani her x € C i¢in x-e=e-x=x olacak sekilde e C varsa C’ ye birim elemanl cebir

ve e’ e de birim eleman denir. Bu birim eleman bazen 1 veya 1. ile de gosterilir.

Ornek 22.

Omek 3’ de C(X,R) nin bir vektsr uzay oldugunu grdiik. Ayrica
(f-g)(x)=f(x)g(x) olarak tammlanan f-gcarpimi da reel siirekli bir fonksiyon
oldugundan f-geC(X,R) dir. Demek ki tamimlanan bu islemlere gore C(X,R)
kapalidir. C (X, R)’ nin cebirle ilgili diger sartlart sagladigini da gsterebiliriz. Gergekten;
vf.g.heC(X.R) icin. [a(f g)](x)=a(/ g)(x)=al /(x)g(x)]

=[a/(x)]e(x) =(ar)(x)g(x)
=[(af)-g](x)
oldugundan a(f-g)=(af) g dir.
[a(/-8)](x)=a(fg)(x)=al f(x)g(x)]=[af (X)g(X)]=[f (x)ag(x)]
x)[ag(x)] = 1 (x)[(a2)(x)] =[ 1 (a2) ](x)
oldugundan a(f-g)=f-(ag) dir. Yani a(f-g):(af)-g:f-(ag) dir.
[/ (g+m)](x) =1 (x)[ g (x)+h(x)] =/ (x) g (x) + / (x) h(x)
=[f-g+/h](x)
olduguigin f-(g+h)=f-g+f-h dir.

[(f+8) n])(x) =[S (x)+g(x)]-h(x) = 1 (x)h(x)+ g (x) h(x)

=/ h+g-h](x)
oldugu i¢in (f +g)-h=f-h+g-h du.

L (g m)](x) =1 (x)[g-A](x) = £ (x) g (x) h(x)
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h dir.

=[/-gl(x)h(x) =[(f2)-h](x)
oldugundan f-(g-h)=(f-g)-
Sonug olarak C(X,R) reel cebirdir. Ayni zamanda e:X - R, e(x)=1 olarak
tamimlanirsa her f e C(X,R) igin e-f = f-e=f ve
(f-g)(x)=1(x)g(x)=g(x) f(x)=(g-f)(x)=f-g=g"f

oldugundan C (X , R) birim elemanli ve degismeli bir cebirdir.

1.4.1.1. Alt Cebir
Tanim:

C bir cebir ve 4, C’ nin bos olmayan alt kiimesi olsun. C’ deki islemlere gore A
bir cebir ise 4’ ya C’ nin alt cebiri denir. Kisaca C’ nin bos olmayan bir 4 alt
kiimesinin alt cebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

1) A’ nm lineer alt uzay ve

2)Her x,ye 4 i¢cin xye 4
olmasidir.

Acik¢a R uzayr kompleks sayilar cebirinin bir reel alt cebiri olup, bir kompleks alt
cebiri degildir.

1.4.1.2. Cebirler icin Direkt Toplam

Tanim:

1.2.1.3 de iki vektor uzayin Direkt toplama tanimini vermistik. Eger burada X bir

cebir ise 1 ve ii siklarina ilave olarak, yani;

i) x+y=(a+c,b+d)

ii) ﬂx:(/’ta, ﬂb),/ieF
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siklarina ilave olarak bu uzayda keyfi iki x = (a, b) ve y= (c, d ) elemanlar1 i¢in garpimi
sOyle tanimlayalim:

iii) xy = (ac, bd)
dir. O halde

X ve Y gibi iki cebirin direkt carpimi da cebirdir.

1.4.2. Normlu Cebirde Lineer ve Smirh Operatorler

Tanim:

C bir cebir ve C’ de bir || || normu tanimlanmis olsun. Yani kisaca (C,

i
normlu uzay ve ayni zamanda cebir olsun. Bu norm her x, y € C igin ||xy|| < ||x|||| y|| sartini

sagliyorsa ve C’ nin birim elemanli olmasi halinde de ||e|| =1 ise C’ ye normlu cebir

denir.

Ornek 23.

Ornek 22’ de C [a,b] ‘nin cebir oldugunu gordik. C [a,b]’ nin Banach Cebiri

oldugunu gdsterelim. Ornek 16” dan | /| = sup ‘ f (x)‘ nin bir norm oldugunu biliyoruz.
asx<b

Simdi || /- g|| < || f |||| g|| oldugunu gosterelim:
sup{|a||b|} < sup|a|sup |b|
oldugundan
|- &l =sup (| (x)][g (x)]) <sup|f (x)]suplg (x)] =1 /[le]

Buradan (C[a, b],

||) bir normlu cebirdir.

Tanim:

Iki normlu uzay arasindaki déniisiimlere operatorler adi verilir.
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Tanim:

X ve Yaym F cismi lizerinde iki vektdr uzayr olsun. A4:X — Y operatori

Vx,yeX ve aeF igin;
i) A(x+y) = A(x)+A(y)
i) 4(ax)=ad(x)
sartlarini1 sagliyorsa, A4’ ya lineer operatér denir. Bu iki sart, Vx,ye 4 ve a,feF

olmak tizere 4 (ax + ,By) = aA(x) + ,BA(y) sartina denktir.

Ornek 24.

A:X - X, A(x)=2x, e Figin A lineerdir.

Ornek 25.

n

4,4, :R" >R, 4 (x,,...,xn):=2xl., A4, (x,,...,xn):=x,.x2...xn =1i11x1., n>1 olsun.

i=1

Acike¢a, 4 lineer, 4, lineer degildir.

Tanim:

(-

||x) ve (Y,

K >0 sayist varsa ki her x € X i¢in HA(x)Hy <K ||x||Y ise, A’ ya simirli operator denir.

||y) iki normlu uzay ve 4:X —Y bir operator olsun. Oyle bir

Ornek 26.

A: X — Y olmak lizere 4 sabitise, 4 siirhdir.
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Ornek 27.

A: X > X ve A=idise, K =1 almrsa Vxe X icin HA(x)H=||x|| oldugundan 4

smirlidir.

Simdi lineer, sinirli bir operatoriin normunu tanimlayalim.

1.4.3. Operatoriin Normu

Tanim:
A: (X , x) - (Y , |y) lineer sinirl bir operatdr olsun. Bu takdirde;
||A|| =inf { S VxeX } bir norm oldugu kolayca gosterilebilir.

||A|| ’ya A’ nin normu denir.
Teorem 6.

||A||—sup||Ax|| —sup” ”y dir.

Ispat :

R, H N 5 P L
=sup — o =sup

x#6 |x¥ x#6 |

= sup ||Ax|| sup|l4 [xiJ
x /lly

[x|<t x#0

X

X

Ve>0i¢in dxye X ta—&<

A
” xO”y :>(0{—8)|
Xo .

Ve
= (a=2) el <[l x|, <[4l ol = (a—2) <[l = <] 4] = | 4] =
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Teorem 7.

X ve Y normlu uzaylar ve A:X — Y bir lineer operatdér olsun. Bu taktirde
asagidaki ifadeler denktir.
i) A streklidir.

ii) { HA(X)H : ||x|| <1 } siirhidir.
Ispat :

(i=ii) 4, 0 X noktasinda siirekli olsun. Bu taktirde { |4 (x)[: || <1} kiimesinin
siirlt oldugunu gésterelim. 4° nin @e X de siirekliligini kabul edip { |4 (x)|: <1}
kiimesinin sinurh olmadigini varsayalm. Bu taktirde |x,|<1 icin |4(x,)|2n olacak
sckilde bir x, € X vardir. y, :%xn denirse ||yn||=%||xn||£% olacagindan n — oo igin
|.]| =0 olup y, — & dir. 4, @€ X de siirekli olduundan A4(y,)—> 6 olmalidir. Fakat
4]

n

oldugundan HA( yn)Hzl elde edilir. Bu ise  A(y,)—> 6 olmasiyla gelisir. Bu geliski

[4(,)

:%HA(xn) Z%n =1

HA(xn )H > n kabuliimiizden kaynaklandi. O halde {HA (x)H x| < 1} kiimesi smirlidir.

(ii= i) A smrlise 4’ nin stirekli oldugunu gosterelim. xe X keyfi ve x, > x

olsun. Bu taktirde 4 nin lineer ve sinirli oldugu g6z oniine alinirsa
Alineer Asinrl
[4(x)=AC)| = JaCx=x)] < [4llx, 2] >0

elde edilir. O halde A(x,)— A(x)olup A, xe X de siireklidir. xe X keyfi oldugundan

A, X’ de siireklidir.
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Sonuc 1.

A sureklidir < ||A|| smirhdir.

Ornek 28.

X bir Banach uzayi ve B(X), X ’den X’ e tamml tiim lineer siirli doniisiimler
kiimesi olsun. Yani B(X):={4:X — X|Abir lineer,smirh operatordiir > dir. B(X)
uzaymin asagidaki islemlere gore bir vektor uzay1 oldugu gosterilebilir:

(4+B)(x) = A(x)+B(x),

(14)(x):=24(x), AeR(veyaC),Vx,ye X

Bu uzaymn -:(4-B)(x)=A(B(x)) islemine gore bir cebir oldugu kolayca
ispatlanabilir. B(X) iizerinde A4’ nmn normunu | 4|:=inf{c:|dx|<c|x]|} olarak
tamimlayalim. Boyle bir norm vardwr, ¢iinki 4 smirh oldugundan VxeX igin

||Ax||£c||x|| olacak sekilde bir pozitif ¢ sayist vardir. Teorem 6’ dan bu tanim

il = suplas] = sup 21

<t x|

uzaydir. Simdi biz (B(X )

ifadesine denktir. Dolayisiyla (B(X )

) uzayr normlu

) nin bir normlu cebir oldugunu gosterelim. Yani

VA Be B(X) i¢in ||A . B|| < ||A||||B|| oldugunu gosterelim. Vx e X i¢in;

patol- oo s oo s -

[B(x)

MMWNWMMMWJ N e

Yani HAB(x)H < ||A||||B||||x|| dir. Buradan;

-8 =supl 4 8(2)| < sl = - 5] < ]

olup (B(X),

) bir normlu cebirdir.
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1.4.4. Banach * - Cebiri Tanim

Tanim:

@

||) normlu cebiri tam uzay ise, bu normlu cebire Banach Cebiri ad1 verilir. Bu

tanima gore (C , ||) Banach cebiri ise C’ nin birim elemanli olmas1 gerekmez. Fakat C

birim elemanli ise Banach cebiri olabilmesi i¢in, sartlardan biri ||e|| =1 olmasidir.

Ornek 29.

Ornek 14’ e gore C [a,b] bir Banach uzayidir. Ornek 22’ e gore ise bu uzay bir

cebirdir. Dolayisiyla (C [a, b],

||) bir Banach Cebiridir.

Ornek 30.

Ornek 28 de (B(X),

) nin normlu cebir oldugunu gordiik. Ayrica B(X) uzay: bu

norma gore tamdir, yani (B(X )s

) bir Banach cebiridir. Gosterelim ; {4,}” < B(X)

bir cauchy dizisi olsun. O halde m,n — o« iken

A4,-4, || — 0 dir. Buradan Vxe X igin

H(An -4, )(x)” — 0 yani;

A4 (x) -4, (x)” -0 “4)
dir. Vxe X bir sabit ve x, =4, (x) olsun. O halde {xn}:O=1 , X’ de bir dizidir. (4) den

m,n—> o iken |x,—x,||>0 dir. Bu yiizden {x,}” , X’ de bir cauchy dizisidir. X bir
Banach uzay1 yani tam oldugundan bu dizi X ’ in bir elemanina yakinsar. Bu eleman1 a,

ile gosterelim. Bu durumda n — oo iken x, = a,_ yani n — o iken

—0° dir. (5)

xl’l _ax
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X

Burada a_ elemani x’ e bagimhdir. 4: X — X operatoriinii Vxe X igin A(x):za
seklinde tanimlayalim. Ae B (X ) oldugunu yani A4’ nm lineer, sinirli oldugunu
gosterelim. vx,yex ve VAeC i¢in A(Ax)=a, ve A(x+y)=A(x)+A(y)
oldugunu gdsterelim. 4, lineer oldugundan A, (Ax)=A44,(x)=A4x, olup buradan

)=
(/bc)n =Ax, dir. Benzer sckilde 4, (x+y)=4,(x)+4,(y)=x,+y,buradan
=0,

(x+),=x,+, dir. O halde (5) den |(4x) -a

X+y) -

— 0 olup,

X+y

a,, =Aa, ve a, =a +a, oldugunu gdérmek  zor  degildir.  Buradan
A(Ax)=a,, =Aa,=AA(x), A(x+y)=a,, =a,+a,=A(x)+A(y) dir. Yani 4

lineerdir. Simdi A4’ nin sinirh oldugunu gosterelim. 4’ nin smirsiz oldugunu varsayalim.

O halde k — oo iken HA (») H—)oo olacak sekilde bir {yk} c X dizisi vardir. Bu
yiizden k — o iken Hayk H—)oo dir. Buradan n sabit ve k — ooiken H(yk)n—aka%oo

olup bu (5) ile gelisir. Bu yiizden 4 smurhidir. O halde 4 e B(X ) dir. Ustelik (5)’ den

x)H:H(An—A)(x)H—)O dir. Buradan

)H — 0 oldugundan |4, - A4|—>0 yani 4, > A4 dir. Boylece
H <t o

B(X ) uzayindaki keyfi bir cauchy dizisi yine B(X ) uzayinda bir elemana

yakinsamaktadir. Bu yiizden (B (X

)tamdlr yani B(X) bir Banach uzayidir.

Tanim:

C bir cebir ve 4, C’ nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Sayet C’ deki islemlere

gore A’ nin kendisi bir Banach Cebiri ise 4° ya C’ nin Alt Banach Cebiri denir.

Ornek 31.

=(C,R) ve 4:=(R,R)olmak iizere 4 < X bir alt reel Banach cebiridir.
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Tanim:

X bir cebir olsun. *: X — X donilisiimii i¢in x, ye X, 4 €C veya R olmak tizere

¥) =

1 (
(x+y) =x"+)
(x-
(2

N

)

)
~'

)
x) =

kosullar1 saglantyorsa, * - doniisiimiine involusyon denir.

=

4)

Ornek 32.

X=C icin zeC elemanmn eslenigini z° =z olarak tanimlarsak yukaridaki

involusyon kosullarinin sagladig1 agikg¢a goriiliir.

Ornek 33.

X =M,(C) :{ A= (al.j ),2, ra; € (C} 2x2 tipli matrisler uzayinda A€ X igin

A=A alalim, burada A , A matrisinin transpozunun eslenigi anlamindadir.

(A*)* =(Z)=A, (A+B)* =(A+B)t =Z+E=A*+B*, (/1A)* =4’ oldugu agiktir.
(

) =B"- A" oldugunu gosterelim.

-B
b, b
Ao [an a4 j,B :L e j olsun. Bu taktirde

a4, A4y b, by,

S = [@ %1 J,B* = [E @} dir.
a, dy b12 b22
(A.B)*=£a11bll+a12b21 a21b11+a22b21}

ay by, +a,b,, ay b, +ayb,

33



B -4 =

x x (bnan"'bzlalz bnazl"'bmazzJ

b,a, +bya, b,a, +bya,,
=(4-B) =B -4 =*:M,(C)> M,(C), 4 = A' déniisiimii involusyondur.

Bu 6rek M, ((C) uzaymnada A = A" olarak genisletilebilir.

Tanim:

X cebirinde *-involusyon tanimli ise, X ’ e *-Cebiri denir. Eger X Banach cebiri

olup, bu uzayda bir *-involusyon tanimli ise, bu uzaya Banach *- Cebiri denir.
Ornek 34.

M,(C) :={ A= (aij )Z/:I ra; € C} (neN) nxn tipli matrisler uzaym goz Oniine
alalim. Agikca her 4eM, ((C) matrisi C" uzayinda bir lineer, smirli operatordiir:
A:C" - C". Tersine, B((C”)' nin keyfi elemaninin matrissel gosteriminin var oldugu
kolayca gosterilebilir. Dolaysiyla M, ((C):B((C")' dir. Ornek 30’ a gore B(C") bir

Banach cebiridir. O halde M, ((C)zB((C") cebiri A" =4 (4eM,(C))" ye gore bir

Banach *-cebiridir.

Ornek 35.

Ornek 29’ a gore (C[a, b],

) bir Banach cebiridir. Bu cebirde f”(x):= f(x)
olarak tanimlanan *:C[a,b]— C[a,b] déniisiimii bir involusyon olup, bu involusyona

gore C[a, b] bir Banach * - cebiridir.
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1.5. C" ve W' - Cebirleri

1.5.1. Kompleks C* - Cebirleri

Tanim:

X bir kompleks Banach *-cebiri olsun. Eger Vxe X icin Hx*-xH:”x”2 kosulu

saglaniyorsa, X uzayina bir C"-Cebiri denir.

Ornek 36.

* - . * e g
z =z olarak tamimlanirsa, C bir C -cebiridir.

X =C uzayinda |
||z||2 = Hz z” oldugunu gosterelim. z = x+iy olsun.

o = =il =27

Hz* z” = ‘(x—iy)(xvtiy)‘ = ‘xz +y2‘ =x"+y’

* 2 .
= Hz zH = ||z|| dir.

Ornek 37.

C [a, b] uzaymi ele alalim. Ornek 35> e gore bu uzay bir Banach *-cebiridir.

‘v’feC[a, b] icin

S5 (%) £ (x)| = max | £ (x)|| £ (x)

a<x<b

f f)( )‘ max

a<x<b

| £+ f] = max

asx<b
e

asx<b

of =l

= max f(x)

asx<b
oldugundan C [a,b] bir C” -cebiridir.
Bu 6rnek asagidaki gibi genisletilebilir:
X bir yerel kompakt uzay olmak iizere C,(X )= { f:X >R, fsiirekli, f()=0 }

uzayini ele alahm. Burada f (o) =0 esitligi su anlamdadr:
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f(®)=0:V feC,)(X),Ve>0icin IK < X, K kompakt:| f (x)| < £,Vxe X \K.

C,(X)’ de cebirsel islemleri soyle tanimlayalim:
(af)(x)=af(x),
(/+g)(x) =71 (x)+g(x),
(/2)(x)=f(x)g(x),
I (%)= 1 (x)

Normu ise || /] = sup‘ f (x)‘ olarak tanimlayalim. O halde C, (X') uzay1 bir C" - cebiridir.
xeX

1.5.1.1. Hilbert Uzayinda Dual Operator

Iki Banach uzayr arasindaki bir operatdriin duali, Banach uzaylarinin duali
yardimiyla tanimlanir. Burada Hilbert uzaylari i¢in denk olan bagka bir tanimi1 verecegiz.

Bunun i¢in su teoremden yararlanalim.

Teorem 8 [29].

Hve H' iki Hilbert uzay: olmak iizere 4:H — H ' bir lineer, siirekli operatdr olsun.
Bu taktirde keyfi pe H' ve &eHigin (Bu, &) =(u, AE), olacak sckilde B:H — H

lineer stirekli operatorii vardir.

Tanim:

(H ,< >) bir Hilbert uzayr ve A:H — H bir operatér olsun. Teorem 8’ deki

B:H — H operatdriine 4 operatdriiniin duali denir ve B:= A" ile gosterilir. Su halde;
Vx,yeH igin (Ax, y> = <x, A*y> dir.

Dual operatore bir 6rnek verelim.
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Ornek 38.

H=C* olsun. M,(C)= B((Cz) oldugundan 4= (al.f )lz € M,(C) matrisi
A:C*—>C* olarak bir lineer siirekli operatdrdir. VxeC’=x=(x,x,), xeC,
Ax=y=(»,»,), » €C olsun. Budurumda;

A:(a” alz)jy:Ax:(a” ale(lez(all‘xl—'_alz‘xz j dlr

ay a4y @y Ayp )\ X Ay X, +apX,

C" de <x, y> = x1;1+x2y_2+ .t xny_n oldugu goz dniine alinirsa;

(Ax, y> = (a”x, +a,2x2);,+(aﬂx1 +a22x2)y_2 dir.

. (b, b . b, b by, +b
A :[ ! 12} olsun. Bu taktirde A4 yz{ ! 12j£y1j2£ i 'Zyzj dir.
by by, )\ 3, by v, +byy,

b, by, 21
Buradan;
<x, A y> =X, (E;ﬁ Ey_z) + 2, (b_ﬂ;ﬁgyj) bulunur. Buna gore
* vx,y - e e o * a_ll a_2] * —t
<Ax,y>=<x,A y> =a,=b,,a,=by,a,,=by,a,=b,>4 = _ —|=>4=4
a, dy

dir.

Sonug olarak; M, (C)= B(Cz) cebirinde bir 4 operatoriiniin duali 4’ ye esittir,

yani A operatdriiniin duali, transpozunun eslenigidir.

Benzer sekilde B(R”) veya B((C”) uzaylarinda bir 4 operatdriiniin dualinin
A" =4 oldugu gosterilebilir.

Bir H Hilbert uzayinda 4°, 4’ nm duali olmak {izere *: H — H déniisiimii bir

V&, u

involusyondur. Gergekten; burada (T¢&, u) = (P&, p) <> T = P oldugunu kullanacagiz.
) (A7 u)= (& A'u)= (46, p) & 4" = 4
ii) <(/1A)* 3 ,Ll> = (&, Adu) = A(&, An)
=2{A°E 1) =<ZA*§, ﬂ> & (24) =24",

i) ((A+B) & )= (&, (A+ B) 1) = (&, Ap-+ Bu)
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&, Au)+ (¢, Bu)

(
(A& u)+(BE )
<

(4 +B)e, ,u>
& (A4+B) =4 +B
V) (4-B) &, u)=(& 4-Bu)=( & A(Bu) )= A€, By
— —
“ S
=(B" A u) &(4-B) =B - A
Yani 4’ nin 4" duali *-involusyon kosullarini sagliyor.

Simdi dual operatérii kullanarak C -cebirine iki 6rnek daha verelim.

Ornek 39.

M, (C) = B(C”) cebirini ele alalim. Ornek 34’ e gore bu cebir A" =4 ye gore bir

Banach *-cebiridir. Ornek 38’ e gore bu *: C" — C" doniisiimii operatdriin dualine esittir.

Dolayisiyla B((C") dual involusyona gore de bir Banach *-cebiridir. Bu cebir i¢in

Dolayisiyla M, (C)=B ((C") bir C” -cebiridir.

iy /Z|xl.|2 seklinde tanimlanmakatadir.
i=1

A -AH=||A||2 kosulunun saglandig1 asagidaki ornekte genel durumda gosterilmektedir.

Burada norm | 4| = SupHA(x)

It

> ||x
n

Ornek 40.

Ornek 30° daki B(X) Banach cebirini X = H igin ele alalim. Yani bir 4 Hilbert
uzay1 olmak iizere B(H ) ::{ A:H — H,lineer,simirh } olsun. Bu uzayda involusyon A4’

nin duali olarak tanimlanirsa, B(H ) bir C* - cebiridir. Gosterelim:
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HA* AH =||A||2 oldugunu gosterelim. Ornek 28° de 4’ nin normunun ||A|| =sup||Ax||

Ixl=1

oldugu gosterilmistir. O halde;

A sl =sep s ) -sp s ) o
cauchy )
<x, A -Ax>2 ""‘2 <x, x>.<A* Ax, A .Ax> _ ”xnz 'HA* -Atz £<X,y> < <x,x><y, y>J
e,y <[]

(6) ya gore;

4]} =sup(x. 4" 4x) < sup(|x] | 4" x]) = sup| 4" 4] <[4 4] Yani;

[f=t =t Ivl=t
|4 <|4 - 4| dir.
B(H) Banach * - cebiri oldugundan ||AB|| < ||A||||B|| dir.
=4l <4 - 4| < |44 =] alll 4] = | AF

= HA* AH = ||A||2 olur.

1.5.2. Kompleks W -Cebirleri

Tanim:

H bir Hilbert uzayi ve B(H):={T:H — H, T lineer, sinirl1 } olsun. M < B(H )bir
*_altcebiri, yani M bir altcebir olup V' x € M igin x~ € M olsun.

M ::{xeB(H):xy:yx,VyeM}
altkiimesine M’ nin komutanti denir. M, M {in komutant1 olsun. Acikca;

McM =M"=..ve M cM =M"=... dir.

Tanim:

Eger M =M'ise, M’ e W - cebir veya bir Von Neumann Cebiri denir. Von

Neumann Cebirleri kisaca VNC ile gosterilir.

39



Ornek 41.

H bir Hilbert uzay olmak iizere B(H) bir W' -cebiridir, yani bir VNC’ dir.
B(H)=B(H ) oldugunu gosterelim. Gergekten;

V AeB(H) alalim. O halde AP=PA, VPeB(H) dir. Yani,
VAeB(H) ={ 4 B(H): AP=PA, Y PeB(H) | < B(H) dir. MM’ oldugundan
B(H)c B(H) dir.Ohalde B(H)=B(H) dir.

Sonug olarak, B (H ) bir VNC dir.

1.5.2.1. Faktor

Tanim:

MCB(H) bir VNC olsun. Z(M):=MmM" e M’ nin merkezi denir. Eger
Z(M) trivial ise, yani Z(M) =1C (veya IR) ise, M’ e bir faktdr veya B(H) nin alt

faktori denir.

Ornek 42.

Omek 41" deki B(H)> nin bir faktor oldugunu gdsterelim. Yani
B(H)mB(H)' =1C (1(¢)=¢) oldugunu gdsterelim.
B(H) ={AeB(H):AP=PANPeB(H)},VYEéeH igin;

A-sabit NP

(AP)(f)z(PA)(ﬁ)@A(P(ﬁ)):P(A(ﬁ)) < A=21(AeC) dir.  Gergekten;

P—lineer

M(P(£))=aP(&), P(21(&)) = AP(1(&)))=AP(&) dir.
=|4eB(H) ©31eC:4=211(¢)=¢| = B(H) =1C:={21: 2 T}  B(H)

= Z(B(H))=B(H)nB(H) =B(H) =AC dir.
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Sonug olarak B (H ) bir faktordiir.

Ornek 43.

M, (C), nxn tipli matrisler cebiri olsun. M, (C)= B((C") oldugundan ve C" bir

Hilbert uzay1 oldugundan Ornek 42’ e gére M, ((C) bir faktordiir.

Bu 6rnek asagidaki gibi genisletilebilir.

Teorem 9 (Von Neumann).

N, M, (C)’ nin birim matrisi igeren bir involutif *-altcebiri olsun. O halde, N' = N

yani N bir VNC’ dir.

Ispat:

H=@C' =C"®C"®..®C" olsun ve (H,7),M,(C)’ nin kanonik kdsegen
i=1

a
gosterimi, yani keyfi a=(ay.)eMn(C):7r(a):= 0 L:Z 0 olsun. 7(a)c B(H)
0 0 ... a

oldugu yani 72'(61) :H — H lineer, siirlt oldugu agiktir.
4
V= :2 e H olmak tlizere, C"’ de (V],VZ,...,Vn) ortogonal tabanini ele alalim.

p

pH— 7r(N) V' bir ortogonal izdiisiim olsun. O halde H = (zz(N) V) @ (72'(N) V)l dir.
1) 0] halde pen(N ) diir. Gergekten: VéeH olsun.

7Z'(N)'Z{XEB(H)I)C?Z'(LI)ZE(LI)X,VCZEN}. YaeN igin pﬁ(a):ﬂ(a)p oldugunu
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gosterelim. Eger £ex(N)V ise, p&=¢ dir. Bu yiizden 7(a)éen(N)V oldugundan
z(a)pé=n(a)é ve pr(a)é=n(a)é. Buradan keyfi <Eex(N)V  igin
7(a) pé = pr(a)é dir.

Simdi & e (7Z(N)V)L olsun. O halde p& =@ dir. Keyfi z(b)V e z(N)V igin

<7z(a)§,7z(b)V><§,7r(a)*7z(b)V><§,7z(c)V>O:>7r(a)cf6’ dir. Burada
#(c)

*

72'(61) 7Z'(b) = 7Z'(C) dir. Ciinkii

a 0)(b 0 0) (a" 0 0)b 0 0
”(a)*ﬂ_(b)ZOa 01|10 b 029 a 010 b 0
0 0 a)l0 0 b 60 a {0 0 b
ab 0
S Y e
0 0 . ab

Burada N involutif *-alt cebir oldugundan c¢:=a'be N dir. Buradan pz(a)&=p(8)=6
ve 7(a)pé=n(a)0=0, yani keyfi &e(z(N)V) i¢in pr(a)é=n(a)pé dir. Bu
yiizden keyfi £eH ic¢in z(a)pé=pr(a)é olup 7(a)p=pr(a) dir. Sonug olarak
pex(N) dir.

B(H)=M,(C) oldugundan B(H)’ nin keyfi elemanlari, M, (C)’ nin elemanlari
ile nxn tipli matris olarak yazilabilir. Yani B(H), M, (M, (C)) ile zdestir. Buradan
B(H)=M,(M,(C)).

2) O halde, 7(N) =M, (N') dir. Burada
7(N) ={xeB(H):xz(a)=r(a)x,VaecN},
N'={beB(C"):ab=ba,YaeN | d.

VxeB(H) olsun. B(H)=M, (Mn ((C)) oldugundan x = (x,.j) ve x, €M, (C)
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olacak sekilde bir x; e M, (M \ (C)) matrisi vardir. O halde, Va e N igin:

a 0 0\ x, x, X, ax, ax, ... ax,
0 a 01| x, Xy Xy, ax, —ax,, ... ax,,
7(a)x= D = . S
0 0 a)\x, X, .. X, ax, ax, ... X,
X, a X,a ... X,a X, X, ... Xx,)a 0 ... 0
X3a Xp@ ... X,,a Xy Xy oo X%, ||O0 @ ... 0
= . .. .= : =x7(a)
X,a X,a ... X,d X, X, ... x, )0 0 ... a

Vi, jixa=ax, S x, €N
Bu yiizden 7(a)x=xz(a)< x=(x,):x,e N < xeM,(N') dir.
Buradan

xex(N) & xeM,(N') olup z(N) =M,(N).

Benzer sekilde ﬂ(N) <M, (N ) elde edilir. Boylece keyfi beN' icin
z(b)ex(N')eM,(N) =2(N) = z(b)ex(N) bulunur. per(N) oldugundan

p;z(b) (b)p (b)p=p7z(b)p dir. O halde keyfi ﬂ(a)V=7z(N)V icin

(2(8) ) (()7)=(p(0))(2(a)¥ ) = p2(5) () ) pr() ()Y dir. Diger
trafian (2(b)p)(x(a)V)=7(8) pr(a)V = x(b)z(a)V  dir.  Buradan
pe(b)(a)V =2 (b)x(a)V clde cdili, 0= igin
10 by,
pr() () =@z =|T 7 0 Y e
00 .. b0 o .. 1) br
bV, bV (b 0 ... 0\(V
= pr(b)z(1)V = b:VZ ex(N)V = bf/z =, . ? V2 ex(N)V.
b, o) Lo o .. s)lr

Dolayisiyla b, her V,,V,,...,V, vektoriinde N’ nin bir operatorii olarak ¢alisiyor. Yani,

beN olup N' c N dir.
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Sonug olarak, N' = N olup N bir VNC’ dir.

1.5.3. C* - Cebirlerinin * - Gosterimi

Bu paragrafta bir C° (veya W )—cebirinin bir B(H ) uzayindaki gosterimi ele

alinacaktir.

Tanim:

X ve Y iki *-cebiri olsun. Eger 7: X — Y icin;
1) 7(ax+pBy)=ar(x)+pz(y)

2) n(w)=n(x)x(y)

3) 7(x")=x(x)

kosullar1 saglaniyorsa, 7’ e bir *-morfizmi denir.

Tanim:

7:X =Y bir *-morfizm olsun. Eger r, bire-bir ve orten ise 7’ ye *-izomorfizm

denir. Bu durumda 7z *—izomorfizm := ker(7) = { xeX:z(x)=0, } ={ 0.} dir

Tanim:

M bir C - cebiri olsun. Eger 3H Hilbert (kompleks) uzay1 ve 37 *-morfizm icin

M- B(H) ise, (7[, H) (veya {7[, H} ) ikilisine M ’ nin bir *-gdsterimi denir.
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Sekil 1. M ’ nin bir *-gdsterimi

Eger 7:M — (M )olarak bir *-izomorfizm ise, yani ker(z)={6, }ise, (7, H)

gosterimine M ’ nin asikar gosterimi denir.

Ornek 44.

Ornek 37" deki C,(X), C* - cebirini ele alalim, burada X bir yerel kompakt
uzaydir. m, X de bir ol¢ii olmak tizere H :=L,(X,m) olsun. Her f, eC,(X) icin
fo:H — H déniisiimiinii sdyle tammlayalim:

J(f)=ff Y feH
O halde f, € B(H) dir. Agikea

%Gy (X) > B(H): 2(f,) =1,
déniisiimii bir *-morfizm olup, 7(C,(X))< B(H) dir. Dolaywsiyla (7, H), C,(X)” in

bir *-gosterimidir.

Tanim:

M bir W -cebiri olsun. Eger z: M —>B(H) olan bir A Hilbert uzay1 ve = *-
morfizmi varsa (7[, H ) ikilisine M ’ nin bir *- gdsterimi denir.

Eger 7 w- siirekli ise (7, H) ikilisine M > nin W - gdsterimi denir.
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Tanim:

H Hilbert uzayi ve (z,H) M’ nin W -gosterimi olmak iizere eger

{r(a)éacd,éeHY=H

esitligi saglaniyorsa (72', H ) ikilisine M ’nin yoz olmayan W -gdsterimi ad1 verilir.

1.5.4. Yerel Konveks Topolojiler

H bir reel veya kompleks Hilbert uzayi olsun. B (H ) > de asagidaki yakinsakliklarla

tiretilen yerel konveks topolojileri ele alalim.

1. w, zayif (operator) topolojisi:

xa—>(9:<:><xa§,77>—>0, VéneH

2. w,, o -zayif (operator) topolojisi (UB(H), B(H)*) :

2 2
) <

xa—>6’:c>z<xa.§n,77n>—>0,‘v2( & n,

3. s, giiclii (operator) topolojisi:

xa—>6’:<:>||xa§||—>0, vVéeH

4. s, giiclii (operator) * - topolojisi:

*

x, > 0 |x, & +|x.é

—0,VéeH

5. s_, o - giclii (operator) topolojisi:

x, >0 Z”xaé‘n ’ -0, ‘V’Z”é‘n”z <o
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6. sz , o - giiclii (operator) * - topolojisi:

xa—>0:<:>2(||xa§nz+ 2)—>0,vz P <o

%, ¢,

7. u, diizgiin (operator) topolojisi:

x, > 0:=|x,|—>0

Teorem 10 [24, 25].

B (H ) > nin yerel konveks topolojileri arasinda asagidaki iliskiler vardir;

H bir kompleks Hilbert uzay1 olmak iizere eger 4 B(H ) alt cebiri bir C"-cebiri
ise bu uzay bir Banach *-cebiridir. Dolayisiyla 4, d (x, y) = ||x— y|| metrigine gore

tamdir. Buradan 4 norm topolojisine gore kapalidir, yani asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 11.
Bir C" -cebiri diizgiin topolojiye gore kapalidir.
Teorem 12 [36].

Eger A bir C -cebiri ise, dyle bir H Hilbert uzay1 vardir ki A4, B(H ) > nin bir u -

kapal1 *-altcebirine *-izomorftur.
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Teorem 13.

M < B(H) olsun. Bu taktirde M bir W -cebiridir (yani VNC) = M, w-

kapalidir.

Ispat:

x,cM ve xeB(H) igin x,—x olsun. O halde, V&neH igin
(x,&,my—>(x&,m). VX' eM alalm. (x,)=M =M" oldufundan x,x =xx, dir. Burada
(x,x&n)=(xx,&n) dir. (x,x&n)—>(xén) ve (xx,&n)—>(x¥xEn) oldugundan
(xx'é,ny=(xx&,n) dir. Dolaysiyla xx =xx dir. Buradan xeM’ =M dir. Sonug

olarak, M, w-kapalhdir.

Teorem 14.
M < B(H) olsun. O halde, M w-kapalidir = M u -kapalidir.

Ispat:

x, M ve xe B(H) i¢in x, —>x olsun. w<u oldugundan x, —x dir. M

w-kapali oldugundan x e M dir.

Sonug 2.

M bir VNC dir = M bir C"-cebiridir.
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Ispat:

M bir VNC ise, Teorem 13° e gore M w-kapalidir. Teorem 14° e gore M u -

kapalidir, yani bu cebir norma gore kapalidir. Dolayisiyla M bir Banach *-cebiridir. Her

xeM igin || :Hx*u oldugundan

x xH < Hx*H”x” = ||x||2 dir. Ote yandan

*
|| = sup
el

<x*x§, 77>‘= sup Kxg‘, x77>‘25up<x.§, )c§>=||x||2

l¢l=ll=t =1

Buradan Hx* xH :||x||2 dir. Sonug olarak, M bir C" -cebiridir.

Sonug 3.

M < B(H) bir *-alt cebir olsun. O halde, M VNC’ dir< M =M ve 1,€ M dir.

Sonug olarak;
1. Bir C”-cebiri bir B(H )’ nin diizgiin (operator) kapali *-altcebiridir.

2. Bir W -cebiri (VNC) bir B(H )’ nin zayif (operatdr) kapali *-altcebiridir

1.5.5. Reel W -Cebirleri

Tanim:

H bir reel Hilbert uzay1 B (H ) , H’ de tanimli tiim lineer smirli operatorler cebiri,
yani B(H) :={ A:H—> H, A lineer,szmrh} olsun. O halde her Ae B(H) icin
34" e B(H) vardir dyle ki V&, neHigin (AE,7)= <§, A*77> dir. 4> a A’ nm duali
veya eslenik operatorii denir.

R < B(H) bir alt cebir olsun. Eger Va € R i¢in a € R ise, R’ ye *-alt cebir denir.

R = { ae B(H) cab=ba,VbeR } kiimesine R’ nin komutanti1 denir.
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Tanim:

Rc B(H) bir *-alt cebir olsun. Eger R =R ise, R’ ye bir Reel Von Neumann

Cebiri denir. Burada R = (R) dir.

Teorem 15 |25, 5].

H bir reel Hilbert uzayi ve H_:=H +iH olsun. Eger R < B(H) bir reel VNC ise,

M =R +iR cebiri de B(H,)’ de bir VNC olup, M =R +iR ve M =R +iR" dir.
Teorem 10’ a gore reel *-alt cebirler i¢in asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 4.
H bir reel Hilbert Uzay1 ve R B(H ) olsun. Eger R w-kapaliise, R u -kapalidir.
Kompleks VNC’ e benzer sekilde asagidaki teorem ve onun sonuglari ispatlanabilir.

Teorem 16 [25].

H bir reel Hilbert uzay1 ve Rc B (H ) olsun. Eger R' =R ise, R w-kapaldur.

Yani reel VNC ise w-kapalidir.

Sonug 5.

H bir reel Hilbert uzay1 ve R < B(H) olsun. O halde R bir reel VNC < R w-

kapali ve 1€ R dir.
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Sonug 6.

Rc M, (R) bir *-alt cebir olup, 1€ Rise, R =R, yani R bir reel VNC’ dir.

Burada 1, birim matristir.

Tanim:

H bir kompleks Hilbert uzayr ve R c B(H ) olsun. Eger R, B(H ) > nin reel *-alt
cebiri olup, R=R", 1€ R ve RNiR= {0} ise R ereel W -cebiri denir.

Reel VNC ile reel W™ -cebiri arasinda asagidaki iliski vardir.

Teorem 17 [5].

R reel W -cebiridir< R bir reel VNC’ dir.

Ornek 45.

Sonug 6 a gore keyfi n i¢in M, (R) birreel W -cebiridir (VNC’ dir).

Ornek 46.

H; 4-boyutlu reel vektor uzay1 ve a, =1, a, =i, a, = j, a, =k vektorleri bu uzaym

taban1 olmak iizere H de carpimi soyle tanimlayalim :

11i|j|k

iP=j=k=-1, ij=k=—ji !

111(1])
Jk=i=-kj, ki=j=—ik

i|1|-1]k]| -

jlil-k|-1]1
dir. Vx,yeH igin;

kKlk|j|-1]-1
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x=A1+ i+ A4j+ Ak

=xy=Aa, +(Aa, +La )i+..
y:a11+a2i+a3j+a4k} y=ha (% S 1)

H kuaternion sayilar cebiri olmak tlizere VxeH:x=a+ib+ jc+kd olsun.

a -b —-c —-d
o b a -d c 4
VxeH:x=a+ib+ jc+kd = eMn(R)cB(R ) olup,
c d a b
d —c b a
1 0 00
.. 01 00 .
a=1,b=c=d=0 1i¢gin x=1= el ve x =a-ib—jc+-kdeH
0 010
0 0 01

oldugundan H bir *-alt cebirdir. Sonug 6” a gére H bir reel W -cebiridir (reel VNC” dir).

1.6. Von Neumann Cebirlerinin Siniflandirilmasi
1.6.1. izdiisiimler ve iz Kavramlan
1.6.1.1. Izdiisiimler

Tanim:

MCB(H) bir VNC olsun. Eger peM igin p>’=p ve p =p ise, p’ e bir

b

izdlisim denir. M’ nin tim izdisiimlerinin kiimesini P (M ) ile gosterelim. Yani

P(M):={peM: pizdisim | dir.

Tanim:

p,q € P(M) olsun.

1) Eger 3veM icin vv=p ve w =q ise, p, ¢’ a denktir denir ve p ~qile
gosterilir.

2) Eger pg=q ise, q, p den biiylik degildir denir ve g < p ile gosterilir.
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3)Eger dh e P(M) icin h< p ve h~q ise g =X p ile gosterilir.

4) Eger pg =0 ise, p ve g ortogonal izdiisiimler denir ve p L g ile gosterilir.

Tanim:

M < B(H) bir VNC ve peP(M) olsun. Eger ge P(M) igin g<p=¢=0 ya

da g = p ise, p’ e minimal (atom) denir.

Ornek 47.

0 0

1 0
M,(C)> de p:[o J ve q:(o Oj matrisleri bir izdiisiim olup her ikiside

minimaldir.

1.6.1.2. iz Kavram
Tanim:

M bir ¢ -cebiri ve xe M olsun. Sayet Iye M :y" =y ve y* =x ise, x’ e pozitif

elemandir denir ve x>0 ile gosterilir.

Tanim:

M bir VNCve M, ={xeM :x>0} olsun.z: M, —[0,+] doniisiimii

D r(x+y)=7(x)+7(y), Vx,yeM,,

2) r(Ax)=Ar(x), VA20, VxeM,, (burada 0.(+o)=0kabul edilmektedir.)
3) r(xx')=7(x'x), VxeM,,

kosullar1 saglanirsa 7> a, M ’ de bir izdir denir.

7 bir iz olsun. Bu halde
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1) T(a) =0« a=40 ise 7’ a,asikar izdir denir.
2) VxeM, i¢in 3yeM,: y<x ve r(y)<o ise 7’ a, yari-sonludur denir.

3) 7(1) <o ise 7’ a, sonludur denir.

4 x, " x,=> r(sup xnj =sup7(x,)=7(x,) ise 7’ a, normaldir denir.

5) Eger ue M igin u'u=uu" =1 ise u operatdriine iiniterdir denir. U (M ) kiimesi

ile M ’ nin tiim {initer elemanlar1 kiimesini gdsterelim.

Lemma 1.
@ birizise Vxe M, ve VueU (M) igin go(x):go(uxu*) ’ dir.
Ispat:

x 20 oldugundan x’ in kokii vardir, yani x = x%x% > dir.

R R ()
=(p((ux%)(uxy)j ofx ) = ).

Yani Vu: uu=1=uu igin ¢(x)= (p(uxu*) > dir.

Lemma 2.
@ birizise Vx,yeM, icin p(xy)=¢(yx)’ dir.
Ispat:

y€M+:={a:a20}:{

beM}
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olup y=b'b, be M oldugundan
=(b'b) =b'(b") =b'b=y.
Yani y* =y’ dir.

4
yeM oldugundan y=> Au, ’ dir, burada u, eU(M) ve 1, €C’ dir (7)

i=1

Lemma 1’ ¢ gore ¢(x)= (uxu ) oldugundan
=o(uxu'u ) (ux1) = (ux)’ dir.

Yani ¢(x ): (ux > dir. O halde (7)’ e gore

(
o () zgo(xi:/iluljwm a0 (xu) = Ag(ux)

Yani (p(xy) = (p(yx) dir.
O halde ¢ iz doniisiimii ise y =x" alindiginda izin 3. sart1 olan (p(x*x) = go(xx*)

esitligi ile cakistig1 gortiliir.

Teorem 18.

@: M — C lineer ve pozitif olsun. O halde
@ birizdire Vx, ye M, igin ¢(xy)=g(yx)’ dir.

o VxeM, ve VueU(M) igin ¢(x)= (p(uxu*) > dir.
Ispat:
Lemmal . Lemma 2

@ izdir < (p(x)=(p(uxu) < o(xy)=o0(yx)

y:x*

< (o(xx*) = go(x*x) < @ izdir.
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Lemma 3 [24].

@:M — C lineer ve pozitif olsun. Eger bir ¢>0 ve Vp,gqeP(M) p~gq igin

¢(p)<ce(q) ise VxeM igin (p(x*x)ﬁc.(p(xx*) ’ dir.

Teorem 19.

@:M — C lineer ve pozitif olsun. O halde ¢ bir izdir< V p,ge P(M): p ~q igin

o(p)=0(q)’ d.
Ispat:

(=) ¢ birizolup V p,ge P(M) igin p ~ ¢ olsun. O halde
JveM:vv=p ve w =q’ drr.
¢ iz oldugundan tanima gore
o(vv)=p(w') dr.
Buradan
o(p)=p(q)’ dr.
(=) Vp.gqeP(M):p~q i¢in ¢(p)=¢(q) olsun. O halde Lemma 3’ de
¢ =1alnirsa
VxeM igin ¢(x'x)< p(xx’)
olup x, x" ile degistirilirse
o(xx")<p(x'x)’ dur.

Buradan (/)(xx*) = (/)(x*x) > dir. Boylece ¢ izdir.
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Sonucg 7.

Eger M degismeli bir VNC ise M’ de tanimlanan her lineer, pozitif doniisiim bir

izdir.
Sonuc 8.

M sonlu (bu kavram asagidaki tammda 3. sik olarak verilmistir) ise V p e P(M)

igin ¢(p)<oo’ dir, burada ¢, M ’ nin herhangi bir izidir.

1.6.2. Siniflandirma

Tanim:

M < B(H) bir VNC ve p e P(M) olsun. Eger;
1) ge P(M), g<p ve g~ p=>q=p isep’ e sonlu izdiigiim denir.

Aksi halde p’ e sonsuz denir.
2) p sifirdan farkli sonlu alt izdiisiimii icermezse p’ e saf sonsuz denir.

3) 1 sonlu (sonsuz, saf sonsuz) ise M’ e sonlu (sonsuz, saf sonsuz) denir.

Onerme 1.
M c B(H ) bir VNC ve Z=M N M olsun. Z’ de maksimal, sonlu izdiisiim vardir.
Ispat:

z, = Sup{ ze P(Z):z sonludur } ile gosterelim. P(Z) kiimesi yan sirali kiime olup
tistten 1 ile siirhdir. Zorn Lemmasina gore Sup{ zeP (Z )} mevcuttur. Dolayisiyla z,

eleman1 mevcuttur. z, ’ in sonlu oldugunu gosterelim.
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Varsayalim ki Jq e P(M) :q<z, ve g~z olsun. P(Z) > den keyfi bir z sonlu
izdiistim alalm. O halde z<z olup z=zz ~zq  dm. z(zq) =z'q=zq Ve
(zq) z =zqz = zzq = zq oldugundan zqg <z’ dir. z=2zz ~zq <z olup z=zq’ dir. Buradan

z<gq olup z keyfi oldugundan z, <q’ dir. ¢ <z oldugundan z, =¢ elde edilir. Boylece

z, sonludur.

Onerme 2.

M cB(H) bir VNC, peP(M) ve Vg<p olsun. Eger p sonlu ise ¢ da

sonludur.
ispat:

Vg, eP(M):q1 <q ve ¢, ~q olsun. ¢, ~¢q oldugundan Ive M :Vvv=g,w =¢q,’
dir. u:=v+ ( p —q) ile gosterelim. O halde
uu=p ve uu :(p—q)+q1 < p’dir.
p sonlu oldugundan (p—g)+gq, = p’ dir.

Yani g, =¢q’ dir. Dolayisiyla g sonludur

Onerme 3.
Bir VNC merkezinin maksimal saf sonsuz izdiistimii vardir.
Ispat:

b

z,=sup{zeP(M)NZ:zsaf sonsuzdur | olsun. z,” iin saf sonsuz oldugunu
goterelim. V p e P(M ) ve p<z, ve p sonlu olsun. Z’ den keyfi ve sabit bir z saf

sonsuz izdiigiim alalim. p( pz) =pz= ( pz) p oldugundan pz < p’ dir. Onerme 2’ e gore
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pz sonludur. ( pz)z= pz=z( pz) oldugundan pz <z’ dir. Buradan z saf sonsuz
oldugundan pz=0’ dir. z keyfi oldugundan pz, =0’ dir, yani p=pz, =0’ d.

Dolaysiyla z, saf sonsuzdur.

Tanim:

M bir VNCve pe P(M) olsun. Eger
1) z, =0 ise M’ e yar1 — sonlu (semifinite);
2) z; =0 ise M ’ e asl sonsuz (properly infinite);

3) M, yari —sonlu (asl sonsuz) ise p’ e yar1 — sonlu (asl sonsuz) denir.

Teorem 20.

Bir M VNC’ nin
M=M®&M,®M,
olacak sekilde bir tek agilim1 vardir, burada M, = Mz, sonludur, M, = Mz, saf sonsuzdur,
M, = Mz, yar — sonlu ve asl sonsuz olup

Z,+z,+z,=1"dir.

ispat:

z, ve z, izdisiimleri varoldugundan M’ nin M, ® M, ® M, agilimi mevcuttur. Bu
agillmda M, =Mz’ in sonlu ve M,=Mz’ in ise saf sonsuz oldugu agiktir.
z,z,€ P(M)nZ ve zz;=0 oldugundan z,eP(M)nZ’ dir. Buradan
Z(M,)=M,nZ’ dir. O halde VeeP(M,)nZ(M,) i¢in eeP(M)nZ’ dir.
Dolayisiyla M,’ de z, =z, =0 oldugundan e saf sonsuz veya sonlu olamaz. Sonug olarak

M, yar1 — sonludur.
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Simdi bu agilimin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki M = Mp, @ Mp, ® Mp, ,
M’ nin baska bir agilimi1 olsun. O halde p, <z ve p, <z’ dir. Bu izdiisiimlerin hepsi
merkezden oldugundan i =2,3 icin

(z-p)pri=p(z-p) P =(20- P )P, =(2-p) p,” dir.
Dolayisiyla (z,—p,) p, < p,’ dir. p, sonlu oldugundan Onerme 2’ ¢ gore (z,—p,)p, ve
(Z, — pl) p, izdiigiimleri de sonludur. Ote yandan (z, — pl) p, € Mp,, (z1 - ) p; € Mp; ve
Mp,, Mp, asl sonsuz oldugundan (z1 - pl) p, =0 ve (z, - ) p;=0"dir.

O halde p,p, + p,p, =0 ve 1-p, = p, + p, oldugundan
=>zp,+tz,p;=0=z (p2+p3):0
=z (l—pl):O:>z1 -z,p, =0
=>zi=zp=>z=p.
Buradan

z, =p,’ dir.

Eger (23 —p3)p1 #0 (veya (23 —p3)p2 #0 ) ise, (23 —p3)p1 (veya (23 —p3)p2 )
saf sonsuzdur. Ciinkii

(z:=p3) Pips = Ps (2= ;) P = (230, — P3ps) P = (2= P3) 2y
oldugundan (23 - s ) p, < py’ dir. p, saf sonsuz oldugundan onun her alt izdiistimii de saf
sonsuzdur. Ote yandan

(23 —p3)p1 € Mp, (veya (23 —p3)p2 € Mp, )’ dir.
Oysa Mp, (veya Mp,)’ nin saf sonsuz olmamasiyla gelisir. Dolayisiyla (z;— p,) p, =0 ve

(z;-p;)p, =0 dir. Buradan z, = p,’ dir. Sonug olarak z, = p,, z, = p,, z, = p,” dir.

Teorem 21 [5]:

M bir VNC olsun. O halde
(1) M sonludur < M ’ nin asikar, sonlu, normal izi vardir.
(2) M vyari- sonludur < M ’nin asikar, yari- sonlu, normal izi vardir.

(3) M asl sonsuzdur << M ’ nin sifirdan farkli yari- sonlu, normal izi yoktur.
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1.7. Tensor Carpim

1.7.1. Hilbert uzaylarinin tensor ¢arpimi

(H 1 (oo ) ve (H 55 (or s ) iki kompleks Hilbert uzayi ve
B(HZ,HI)::{T:H2 — H|, T lineer, smlrhdlr} olsun. &eH, ve n,n'eH, igin
x:=¢£®n’ 1 s0yle tanimlayalim:

xn'=(E®n)n' ="\,
Agtkga  her n'eH, i¢in xp'=(E®n)n'eH, ve (®n:H,—>H, olup

x=¢(®neB(H,, Hy) dir.

i=1

H OH, :{u =Y é®n,neN, & eH,n, eHZ,i:1,2,...,n}
olsun. Bu uzayin bir 6klid uzay1 oldugunu gosterelim.

Vu=) £®n vev=) a,®p cH OH, alahm.

i=1 j=1

D) u=0:VEeH, ve Ve H, igin Y (&,&),4n,,1m),=0

i=1

2) vy =S (&) B

i=l j=1

Teorem 22.

(H, © H,,{.,.)) bir oklid uzayidur.

Teorem 22’ e gore (H1 OH,, |) bir normlu uzaydir, burada ||u|| = (u,u>%’ dir.

> e gore bir metrik uzaydir.

Dolayistyla bu uzay d (u, v):=u—v
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Tanim:

H, © H, uzaymin tamlastinlmasina H, ve H, uzaylarmin bir tensor ¢arpimi denir.

H, ve H, uzaylarmin tensor ¢arpimi H, ® H, ile gosterilir.

Onerme 4.

(H,(,)) ve (K,{,.),) iki kompleks Hilbert uzayr ve xe B(H), y € B(K) olsun.
O halde 31x® ye B(H®K):V&eHveVneK igin

(x®y)(£@n)=x5®yn ve [x® | =[] dir

Direkt toplam kavramini kullanarak A, ® H, uzaymni arastiralim:

|A|:=dim(H,) olmak iizere (e,) H, uzaymin bir normal ortogonal (Hamel) tabani

Aelh’

olsun. Her A i¢in H, :={ §®el|§ e H, } olsun. O halde H,, H, ® H, uzaymn bir alt
vektor uzayidir ve H, = H,’ dir. Bundan bagka

H®H,=@H,’ dir.
A
Simdi u, : H, - H, ® H, donlsimiini u,$ =& ®e, olarak tanimlayalim:
Onerme 5.
u,H, = H, ve u, bir izometriktir
Ispat :

u,’ mn tanimina gore u, H, = H, oldugu agiktir. Onerme 4’ € gore ”5@%” = ||§||||e;b||
oldugundan
[u:¢1=1¢ ® e =lellle.| =[i<]1 = 1€

Boylece u, bir izometriktir.

> dir.
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Onerme 6.

£,8'eH, ve ne H, igin
<u/168'3 68®77>1x2 = <Sg'a u; (§®U)>1
olarak tanimlanan u,:H, ® H, — H, déniisiimii lineer, u,H, = H, izometriktir ve her

p#Aiginu,H,={6}" du.
Ispat:

u, déniisiimiiniin lineer oldugu agiktir.

Simdi V¢ e H, ve Vipe H,, igin (£,u;n)=0 oldugunu gosterelim:
ne€H, oldugundan 35'e H, :n=5'®e,’ dir. O halde

(Goum) =&, =({®e,,m) =(E®e,, E'®e,)

=(¢,5'%e;.e,)=(5,570=0"dur.

& keyfi oldugundan u,n =@ dir. Buradan u, H L= { 6’} > dir.

Simdi u,H, = H, izometrik oldugunu gdsterelim:
V(E®e,)e H, alahm. V¢&'e H, igin

(§Lu,(E®e, ) =(u,8', E®e;) =(E'Ve,, E®e))

=(5',&Ne,,e;,)=(5", &) dir.
&' keyfi oldugundan
i, (£®e,) =& dir ®)
(8)" e gore
i (£@e,)| =} (@e,),u; (¢®e,))

—

8) .
= |u; (£®e,). &|=c. & = ||

> dir.

2 .
> dir.

Buradan Hul (f Qe, )H = ”5

Dolayisiyla u, H , = H, izometriktir.
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Onerme 7.

wu,, H, uzaymnda bir 6zdeslik doniisiimiidiir, yani &e H, i¢in wu,&=¢E" dir.

(uZuﬂ = 11)
Ispat:

V&, neH, igin
(o, &,m) =g, u,m) =(E@e,, n®e,) =(&,1m)

olup 7 keyfi oldugundan wu,u,& =&’ dir.

Onerme 8.

uu, =p,:H ®H, - H, bir izdiisiimdiir ve

D p,=1"dir.
A

Ispat :

V(¢®n)eH ®H, ve &'=u,(E®n) olsun. u,:H ®H,—>H, oldugundan
E'eH dirve uu, (E®n)=u,&'=¢E'®e,” dir. Buradan w,u, : H, ® H, —> H,’ dir.
V(£®e,)e H, olsun. (8) e gore

uﬂu;(f@)eﬂ):uﬂf:ﬁ@el’dir.

Dolayisiyla H, c H, ® H, alt kiimesi i¢in pl| =id’ dir. O halde p; =p,(p,)=p,’ dir.

Hy

*
*

P,= (”z”;) = (”:,) U, =u,u; = p,
oldugundan p; = p,’ dir.
Simdi ) p,=1  oldugunu  gdsterelim. V(E®n)eH, ®H,  alahm.
A

E®n = (—D(ﬁ@eﬂ) oldugundan
u
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A

2.p:(£®n)= 2w (£®n) =D uu; (eﬂ-)(mey)j
=(-#B(§®eﬂ)=§®77’dir.
Buradan ) p, =1’ dir.
7
Kolaylik i¢in A ve x’ isirasiyla i ve j ile gdsterelim. Vx e B(H, ® H,) i¢in

E3
xlfi =U; xuj

olsun. O halde
%, H,— H, ® H, — H,® H, — H,
oldugundan x, € B(H,)” dir.
VyeH ®H,=®H, igin xy =) (& ®e,) oldugundan (8)’ e gore
uxy =3 u; (5 ®e;) =1 (£,®¢) =4,
j

yani u, xy = &’ dir. Buradan

xy/zzi:(fi ®e,.):z(u;x7/®ei),

yani xy = Z(ujxyf ® e,.) > dir. ZM ju; =1 oldugundan ZM ju; y =y’ dir. Dolayisiyla
i J J

Xy = Z[Zufxuwjy}@ei = Z(injjg'j](@ei

i

olup, burada &', := u;y € H,’ dir. Sonug olarak Vy e H, ® H, igin

xy:Z(injjﬁ'j]@ei, § eH,

i\

olur. Her i i¢in H, = H, oldugundan in,jf'j ®e € H,’ dir. Dolayisiyla x € B(H] ®H2)
j

eleman1 asagidaki matris seklinde yazilabilir

x=(x,) .
Y7, jeA
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Lemma 4.

xz(xl.j),y:(yﬂ)eB(Hl(@H ) igin x.y = (lekykjj ’ dir.

i, jeA
Ispat:

=1 =u, =u, ldugund
Zukuk— s Xy =u;xu, ve y, =u, yu; oldugundan

* _x * * N .
u; xXyu —uix(Zukukauj —ink.ykj dir.
k k
Buradan

(), = (), = i
k

Dolayisiyla xy = ( ) (lek Vi j > dir.

i,jelA

Sonugc 9.

I, = (é;fll)i,jeA ve x.1,,= (xj) > dir.

i, jeA

Lemma 5.

xeB(H,) ve yeB(H,) olsun. (ej)' » H,’ nin bir Hamel tabani olmak iizere

JE

(%) < C, y’ nin Hamel tabandaki matrisi, yani ye; = Z age, olsun. O halde
x®y=(a,x) -~ di.

Ozel halde x®1, =(J,x) dir.

i, jeA
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Ispat:

& e H, igin

w (x®y)u g =] (x®)(£De ) =u] (£ ® e,

=u, (xf@Za,gekJ = Zuj (xcf@akjek) = Zakiu; (xaf@ek)

= al.ju,.* (xf@ e,.) =a;x¢&
oldugundan u; (x® y)u, =a,x’ dir. Buradan
(x®y)ii =u, (x@y)uj =a,x’ dir.
Dolayisiyla x® y = (aijx)i,jeA > dir.
y=1, olsun. Her j i¢in l,e,=¢, oldugundan a,=¢5," dir. O halde
i

x®1,=(8,x) _ dir

Sonug 10.

xeB(H,) ve yeB(H,) olsun. Eger dim(H,)=n<o ise, x®yeM,(B(H,))
olup 6zel halde,

x 0 ... 0

0O x ... 0 .
x®L, =/ . . . .| dir.

Lemma 6.

B(H,® H,) uzaymnda

{uiu;:i,je/\}y:{x®12:xeB(Hl)}’dir.
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Ispat:

VxeB(H,) alalm.
u, (x®12)(uiu;)u, =u, (x®12)ul.u;ut = dw.u;u,
= §Six(§i,1, ) =06,0,x= u:uluj (x ® lz)u, = uj (ulut )(x ®1, )ut

oldugundan x®1, € { uu i, j €A }" dir.

i jeA} olsun. u;u, =1, ve i # j i¢in u;u, = 6 oldugundan

Tersine Vy e { uu,;

* _ * * _ * *
u; yu; =u, y(”j”j”/ ) =u y(”j“z’)“j

*

_ * _ * * _ 9
=uuu VU, —(u,.uj)ujyuj =0’ dir.

Sayet i = j ise
uu

_ * * _ * Py .
gy, =uyuuu, =u yu, dir.

E3
uiyuizu JUiT

x:=u, yu, ile gosterelim. O halde x € B(H,) ve

*

y=x®Il, = (é’,.jx) = (é’,.juiyui) ’ dir.

Buradan ye{x®l,|xeB(H,)}|  dir. M cB(H) *-alt cebiri igin M bir VNC ve
Lemma 3’ e gore

lu’si, je A} ={x®L|xeB(H,)}
oldugundan { x®1,|xeB(H,)} bir VNC’ dir. Buradan asagidaki sonucun dogru oldugu

aciktir.

Sonug 11.

{x®1,|xe B(H,)} bir VNC’ dir.

1.7.2. Von Neumann Cebirlerinin Tensor Carpimi

68



Tanim:

M, c B(H,) ve M, c B(H,) iki VNC olsun.
N={x®y|xeM, yeM,) c B(H ®H,)

ile tanimlanan N’ e M, ve M, cebirlerinin tensdr ¢arpimi denir ve M I@M , ile gosterilir.

Yani;
M®M,={x®y|xeM, yeM,) dr
Bu tanima gore
B(H,)®Cl,={x®(y1,)|xeB(H,).yC}
={x®1,|xeB(H,)}  dr
Sonug 3’ e gore { x®1,| x € B(H,) | bir VNC’ dir. Dolayistyla
[x®L|xeB(H,)} ={x®1|xeB(H,)}" dir.

Sonug olarak

B(H,)®Cl,={x®1,|xeB(H,)}" dir.

Onerme 9.

M < B(H,) bir VNC olsun. O halde

M@B(Hz):{xeB(H1®H2):x:(x.,)i o N eM} > dir.

ij
ispat:

N:={xeB(H1®H2):x=(xij) ,xijeM} olsun.

i, jeA
Lemma 4’ e gore N bir VNC dir. Lemma 5’ e gore Vx®yeM@B(H2) igin
x®y= (a,.jx). _, Ve a;xe M oldugundan x® y € N’ dir. Dolayisiyla,

L, jE B

M®B(H,)c N dir.
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Tersine Vx=(x;,) e€B(H,®H,):x; €M olsun.VE, F < A igin

i, jeA

(E.F) X iGE,jGF,
x =t
i g
ile tanlmlayahm_ xE,F = (xi(jE,F) )i,jEA olsun. E ={ S } ve F ={ t } 1(;11'1 ()Cl.(jE’F) )[’je/\ !

(x(“)) ile gdsterelim. O halde
i, jeA

0 ... 0

(x(s,t))[,je/\: : Xt : :(é“‘ié‘ffxs’)i,/eA,dlr.
0 ... 0

Lemma 5’e gore

(6,6,%, ), =X ®8,6,1,” dir.
Buradan
Xy p = (xi(jE,F) )i,jEA - Z;‘(X(SJ) )i,jEA = Z;!XS[ ®5si5tj12 ve
teF teF

x, ®0,6,1,e M ®B (H,) oldugundan
Xp =D x,®©3,8,1, e M®B(H,)’ dir.

seE
teF

VéneH ®H, ve E,F = A i¢in

e S =), L, &m0

w

oldugundan x, , —>(x.,), _, =x’dir. Dolayisiyla x e M®B(H,)’ dir.
’ i, J€

)

Teorem 23.

M < B(H) bir VNC olsun. Eger (p,)_, < P(M):

2. p=lvepp =0, p~p, Vi#j
ieA

unit

ise, M = MP@B(K) ’ dir, burada p = p, ve K — Hilbert uzay1, dim(K)=|A|" dur.
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Ispat:

Her i igin p, ~ p, oldugundan 3(v,)_ < M:
p=p, =v.v, ve p,=vy,’ drr.
H,=pH ve L:=pH olsun. Agik¢a

H=@H,’ dir.

ieA

U:=Yv, olsun. O halde

ieA

UU =2 D v, =22 vy, =2 v, =Zp=lﬁ,

ieA JeA ieA jeA ieA
* * % %
UU=3 3 v,=22vv,=2 v =2 p=]
ieN  jeA ieA jeA ieA ieA

oldugundan U:H —> H bir uniter operatdrdiir, burada H =U (H)’ dir. Simdi H’ i

aragtiralim.

U(H)=2v@pH =@ pH = @pyH = DH',

ieA JjeA ieA ieA ieA
burada H' = pv H = pH =L’ dir.
pv; p.

H®H,=@H, H,={(®¢,|EcH,,(e,)H, |’ ¢gbre

AeA

@H =pH®K=L®K’ du,

ieA

burada K bir Hilbert uzay:1 ve dim(K ) = |A > dir. Dolayisiyla U :H — L® K bir Uniter

operatordiir. Buradan H = L ® K kabul edilebilir.
VxeM ve Vi, jeA igin x; =v;xvj €M, olup Onerme 6’ a gore
X= (xij)i,jeA eMp®B(K) > dir.
Buradan
M cM,®B(K)’ dir.
Benzer sekilde Vx e M ve Vi, jeA igin
xl;/. = vl.*x'vj = v:vjx' = 5l.ix'p € M; > dir.
Buradan

M cM,®B(K) =M,®Cl,’ du.
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Dolayisiyla

M=M >(M,8C1,) =M,8(Cl,) =M,8B(K),

yani

M =M,®B(K)’ du.

P

1.8. involutif *-Antiotomorfizm

Tanim:

M bir W -cebiri ve a:M —>M lineer olsun. Eger Vx,yeM icin
a(xy)=a(y)a(x), a(x*):a(x)* olup a(a(x)):x ise a’a, M’ de involutif *-

antiotomorfizm denir.

Ornek 48.

C’ de z=x+iy olmak iizere «(z)=x—iy donisimi involutif *-

antiotomorfizmdir.

Ornek 49.

M bir W —cebiri J:M M, J =J, J*=1 ve J es — lineer ise a(x)=Jx"J
doniisiimii bir involutif *-antiotomorfizmdir.

Genel olarak Vu-liniter eleman igin a(x) =Jux'u’J bir involutif *-

antiotomorfizmdir.
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Teorem 24 [5].

M bir W' -cebii ve «a, M’ de involutif *-antiotomorfizm ise
(M, a)::{ xeM:a(x)=x } kiimesi bir reel W’ -cebiri olup (M,a)+i(M,a)=M"
dir.

Tersine, eger R bir reel W' - cebiri ise U(R)=R+iR cebiri bir W’ -cebiri olup
U(R) cebirinde &yle bir « involutif *-antiotomorfizma meveuttur ki

R={er(R):a(x)=x*}’d1r.

Bu teoremden dolayr R’ i (M, ) ile gosterecegiz.
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2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE iRDELEME
2.1. involutif *-Antiotomorfizm invarianth (IAl) Kanonik 7" - gosterimi
2.1.1. IAl I’ - Uzay

M sonlu faktdr, 7, M *nin izi ve a:M — M keyfi, sabit, involutif *-antiotomorf
ve ro@ =7 olsun. O halde Teorem 24’ ¢ gore (M, a)={xeM :a(x)=x"]
bir reel faktérdiir. Ayrica
sy =7
(M, &)’ nin bir tek sonlu agikar izi oldugu gosterilebilir.
I}(M) ile M’ nin (x,y)=7(y'x) i¢ arpimina gore tamlastiriimasmi gosterelim
[24]. Asagida ayni uzay1 (M, a) igin tammlayacagiz.
Vx,ye(M,a) igin (x,y) = Re(rr (y*x))
reel ig garprmdir. Gergekten,
(i) (x.x)" =Re(z, (x*x)) >0
ae(M,a)c M oldugundan 7 (a)=r(a) olup
7, (x'x)=7(x"x)=(x,x), = (x, %), .
Boylece, 7, (x'x)eR.
Yani,
Re(z, (x'x)) =7, (xx).
(x,x) =0 = Re(z'r (x*x)) =0
er,(¥x)=0exx=0cx=0dr.
(i) Vx, ye(M,a) igin (x, y)" =(y, x)"" dur.
Gergekten,

(o =Rl (375 =, )



- Re((rroa)(x*y)) = Re(q (x*y)) =(y,x)"” dir.

(iii) (Ax, »)" = A(x, y) , AeR.

Gergekten,
(Ax,y)" = Re(rr (y* (ﬂx))) = Re(/%, (y*x))
= /1Re(z'r (y*x)) = Ax,y)" dir.

(iv) (x+y,2) =(x,2)" +{¥, z), x,y,zeM, )

Gergekten,

(x+,2)" =Re(r, (" (x+))) =Re(z, (z'x+2"y))

= Re(rr (z*x)+z'r (z*y)) = Re(T, (z*x))JrRe(Tr (Z*y))

= (x, z)" +(y, z)" "dir.
Boylece,
(x 3 = Refr, (373))
reel i¢ carpimdir.
(x,y)=r1,(y'x) x,ye(M,a)cMcB(H)
bir i¢ garptm olup

.y =7,(y'x) =7, (a(y)a(x))=7 (a(x'y))

£ (x'3)= (.00 = G0} i

Boylece,

(x, y) ={(x, y) oldugundan Re(r, (y*x)) =7, (y*x) olup

(x, )" =(x, y)elde edilir.

Bundan sonra

oy =Rl () =5 )
oldugundan

(x3) =7.(y'x)

olarak tanimlanabilir.
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Boylece asagidaki teoremin dogrulugu ispatlanmis olur.

Teorem 25.

((M , a) Loy .)’”) bir reel oklid uzayidir.

2.1.2. IAI I’ - Uzaymin Komplekslestirilmesi

Teorem 25° den dolay1 asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 1:

((M , a) Loy .)’) uzaymm tamlastinlmasini  L° (M , a) ile gosterelim. O halde

r (M , a) uzayl1 (M , a) ‘nin (.,.)" e gore kapanisi olup bir reel Hilbert uzayidir.

Teorem 26.
Hilbert uzay1 anlaminda L’ (M, &) +iLl* (M, &)=L (M) dir.
Ispat:

a,b,c,d €(M,a) igin

(a+ib,c+id)=7((c+id) (a+ib))=7((c ~id")(a+ib))
=z(c'a+d'b+ic'b—id'a)=7(c'a)+7(d'b)+ir(c'b)~ir(d"a)
=7,(c’a)+z,(d'b)+ir,(c'b)~it,(d"a)
=(a,¢)" +(b,d) +i(b,c) —i(a,d) .

Boylece oklid uzay1 anlaminda

(M,a)+i(M,a)=M" dir.
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Bir topolojik vektor uzaymda X +iX =Y = X+iX=Y oldugundan

M.a) +i(M, ) =" dir.

Boylece,
L(M,a)+il*(M,a)=L (M)’ dir.

2.1.3. iAl Kanonik W - gésterim Tanimi ve Onun Komplekslestirilmesi

l(M):{/lx:xeMveﬂX(y):xy,VyeM} ve
ﬂr(M,a):{/Vx:a(x)=x* veVyeM,a(y)=y* igin/irx(y)=xy} olarak

tanimlayalim.

Daha sonra A (M , a) cebiri (M , a) > nin kanonik W’ -gésterimi oldugunu
gosterecegiz. Asagidaki teoremde bu gosterimin komplekslestirilmesini ele alalim.

Teorem 27.

Topolojik vektor uzay1 anlaminda

A, (M, a)+i/1r (M, a) = /1(M) > dir.
Ispat:

XA, ed (M, a) olsun. O halde a(a)=a",a(b)=b" ve VyeM, a(y)=y
igin
2 (y)=ay, 2, (y)=by dir
Vxe(M,a) igin
(47, +id7, ) (x+iy) = (A7, +id", )(x)+i (A", +id", ) (»)
=", (x)+id", (x)+id  (»)-2", (»)
=ax+ibx+iay—by.

A

a+ib

(x+iy) = (a+ib)(x+iy) =ax +ibx +iay — by olup
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A ik, =2, dir.

a+ib
Boylece,
A (M,a)+il (M,a)=A(M)’ dir.

2.1.4. Kanonik Gosterimin Standart involutif *- Antiotomorfizmi

Bu paragrafta o * 1 kullanarak A, (M, @)’ iiireten A(M )’ nin involutif *-

antiotomorfizminin tanimini verecegiz.
Keyfi H reel Hilbert uzay1 i¢in B(H) +iB(H) = B(H + iH) oldugundan [24],

asagidaki Lemma dogrudur.

Lemma 7.
B.(L'(M,a))+iB, (L' (M,a))=B(L (M))’ dir.

A(M)” de cebirsel islemler asagidaki gibidir:

aeC, Vx,yeM veVzel’(M) igin

(222,)(2)=(4.(4,))(z) =4 (32)

O halde

Ao ﬂy = /1xy , ad =4, " dir.
Lemma 8.
A= A’ dir.
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Ispat:

VxeM ve Vy,zel’(M) igin
(1), 2 = A (2D = 22y =7 ((2) )

= r(z* (x*y)) =(x'y,z)= (4., 2)
oldugundan
A’ =2. du.

Simdi  kanonik  gosterimin  standart  involutif  *-antiotomorfizmi

p:A (M ) —> A (M ) doniisiimiinii su sekilde tanimlayalim:

B(A)= A VA eA(M)

Teorem 28.
S bir involutif *-antiotomorfizmdir.
ispat:

VaeC ve Vx,yeM igin

P+ 2)=Pl) = A=

a(x+y) a(x)+a(y)

=ak, = ap(4,)

oldugundan g lineerdir.
Bl 4) = B2 =y =

alw) — Ta(y)a(x)

= //la(y) O/la(x) = :B(ly)oﬂ(lx)

oldugundan £ bir homomorfizmdir.

79

i¢cin



oldugundan £ bir *-homomorfizmdir.
2 — — —
ﬂ (ﬂ/x) - ﬂ(ﬂa(x)) - /,ia(a(x)) - ﬂ/X
oldugundan B involutiftir. Dolayisiyla S ortendir, ¢inkii VA, eA(M) igin
)i (/lx) = ﬂa(x) > dir.

B(A)=0=>1,,=0=a(x)=0=>x=0

(x)
oldugundan B~ (0)={0}  dir.Yani £ 1-1 doniisiimdiir.

Sonug olarak B:A(M)— A(M) bir involutif *-anti otomorfizmdir.

2.1.5. 1Al Kanonik W - gosterimi

A (M , a) cebiriile £ arasinda asagidaki iliski vardir.

Teorem 29.

(M, a), ::{ﬂx eﬂ(M):,B(lx)::ﬂ*x} olmak iizere

A, (M,a)=(M,a)ﬂ > dir.
Ispat:

[5]” e gore (M, a)ﬂ bir Reel Von Neumann Cebiridir. A, (M, a) = (M,a)ﬁ
oldugunu gosterelim. Agikca

A € (M, a)ﬂ :>ﬂ(/1x) =1 = ﬂa(x) =4,
=S a(x)=x =>xe(M,a)’ dir

Buradan her 4, (M, 0‘)5 i¢in a(x)=x" olup,
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A eA(M)cB(L(M))=B.(I'(M,a))+iB, (L’ (M, «)) oldugundan
34,4, €B, (I (M, )) dyleki A =4, +4,° dir. O halde

B(A)=B(A, +2,)= B(2, )+ B(A, )= A ik
= A ik = AL
ve ff(4,)=A. oldugundan 2. =A. .~ dir. Buradan x" =", +ix’,, yani x =, —ix,” dir.
Ote yandan
¥ =a(x)=a(x —ix,)=a(x)—ia(x,)=x" -, di.
Dolayisiyla
x| +ix, =x =x",—ix,’ dir. Buradan x, =0’ dir.
O halde,
A=A, +A, =4 B, ((M, a)) olup
sonug olarak
(M,a), B (L'(M,a)) dir.
Tanima gore

/L(M,a)={l"xeBr(Lz(M,a)):a(x)=x* veVyeM,a(y)=y iginﬂ,rx(y)=xy}

oldugundan
(M,a)ﬂ c 4 (M,a)’ dir.
Simdi tersini gosterelim:

VA" el (M, a) alalim.
a(x)=x" ve A €4 (M,a)c A(M) oldugundan
B(A)=2 =2 =(4,) " d.

Buradan 1", € (M, a) , dir. Dolayistyla

/L(M,a)c(M,a)ﬂ’dlr.
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Sonuc 12.

A, (M,a)+il (M,a)=2(M) olup 4, (M,a) bir Reel Von Neumann Faktoriidiir.
Dolayisiyla {/1, (M )} ikilisi M’ nin bir asikar W -gdsterimi oldugundan [24]

{/L,L2 (M, a)} ikilisi (M, &)’ nin bir agikar reel W -gdsterimidir.

2.2. Kanonik Gosterim I¢in Komutant Teoremi

Simdi #:A(M) — A(M) déniisimiini soyle tamimlayalim:
B(A)=IB(JAJ)J, A eA(M),
burada
AM) ={ 2, eB(L(M)):d od =404,V A A(M)],
[24]" e gore
A(M) =JA(M)J ve A(M)=JA(M) J
oldugundan
JATeA(M)= B(JA.T) e A(M)=TB(JA.T)TeA(M),
yani f:A(M) - A(M) dur.
Simdi i kullanarak 4, (M, ) i soyle tanimlayalim:
A (Moa)={ A ca(M):B(2,)=2"].
Sonug 12” € benzer olarak
A (M,a) +id (M,a) =A(M)

olup 4 (M, a)' bir reel Von Neumann Faktoriidiir.

Teorem 30 (Kanonik Gosterim I¢in Komutant Teoremi).

A (M,a) =J2 (M, a)J dir
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Ispat:

VA, €A (M,a) alahm. O halde

JAJ eJA, (M, a)] ve B(A)=4

X

oldugundan
B(JAI)=TB(JIAIT)T =T B(A,)J]
=JA J=(JAJ),
yani f(JAJ)=(JAJ) dir. Buradan JA.J € 2 (M, a) tiir. Dolayisiyla
JA(M,a)J c A (M,a) du.
Tersine VA, € 4, (M, ) alalm. O halde B(2.)=4", d.
4, (M,a) c A(M) oldugundan A. € 2(M) dr.
[24]" e gore A(M) =JA(M)J dir. O halde
34, € A(M) byleki A. =JA,J " dir.
B(4.)=A. oldugundan
B(IAI)=TA T = JB(JIAIINT =JA T =JB(A,)]=JA" J=
= JB(4,))2 =020 = B(4,)=4, =
=>A,€l (M, a),
yani A, =JAJ=JA (M,a)J’ dir. Dolayisiyla

A (M,a) cJA,(M,a)J d.

Sonug 13.

A, (M , a)' cebiri A, (M , a) > nin reel komutantidir, yani

A (M) ={4 eB (I'(M,a)):4 04 =404,V €4 (M, a)}" dir
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Ispat :

Teorem 29° un ispatinda f yerine 4 aliirsa asagidaki 6zellik elde edilir:
B(2)=A", =4 eB (I'(M,a)) dir.
Dolayisiyla
A, (M,a) cB,('(M,a)) du.
Ote yandan 4, (M, @) < (M) oldugundan
A el (M,a) ve A, e A(M) igin A, 04 =2 04" dir.
A.(M,a)<c 2(M) oldugundan

VA, el (M,a) ve A, el (M,a)igin A oA =2 o4 dir.

2.3. Kanonik Gosterim Teoremi

Teorem 31.

M,cB(H,) ve M, cB(H,) iki W -cebiri o,:M, > M, (i=1,2)bir involutif -
antiotomorfizmi olsun. Eger ¢: M, — M, bir normal " -homomorfizmi olup,

poa, =a, 0@ ise, ¢ =@, o, o olacak sekilde

¢ M, —>M®CI,, boa,=a o,
¢2:M]@CIL_>(M]§C1L)I)'9 ¢2°&V1:glo¢2’
¢3:(M1é(C1L)p'_)M2’ ¢302¥;=0{20¢3,

déniisiimleri ve p e (M ®Cl1 L) . a, ( p') = p olacak sekilde bir p izdiisiimii mevcuttur,
burada L bir Hilbert Uzay, o, =¢,®id, 5{? = JI&I(JI ()J,)J, ®id  ve

a:(Ml§(C1L)p' —>(M1§(C1L)p', Z(.p'):: o, (.)p tir.

84



Ispat:

Biliyoruz ki M < B(H) VNC igin ME=H, EeH ise &, M’ nin bir cembersel
vektoriidiir.

Once (M,, ,)’ nin bir 17 ¢embersel vektdrii var oldugunu varsayalim. Bu durumda

(M27 az)ﬂ =H£ Olup

M =(M,, e, \n+i(M,,a,)n=H; +iH; = H,,
yani bu vektér M, * nin bir gembersel vektoriidiir.
¢oa,=a, o4 oldugundan Vae(M, ) i¢in
@, (¢(a))=¢(e(a)=4(a") =¢(a) .
yani ¢(a)e(M,,,)’ dir. Buradan ¢((M,, a,)) =(M,,a,)’ dir.
o(a)=(p(a)n. ), Vae(M, a)
olarak tamimlanan ¢:(M,, ;) — R doniisiimiinii ele alalim. Bu normal pozitif olup
o(a+ib)=p(a),  abe(M,a)
seklinde ¢ : M, — R -normal pozitif fonksiyoneline genisletilebilir. [25]” e gore

p(a)=2(a &) (Vae(M,a))ve D[] <

n

olacak sekilde bir (§n) c H', dizisi vardir. Buradan a,b € (M o2 ) icin

p(a+ib)=p(a)=) (aé,, &)’ dir.

L =1, :={(xn)c]R:ij <oo}, L=L +iL ve £:=(&)cH ®L,
¢1(a):=a®1L, VaeM,
olsun. O halde ¢ : M, - M ,®Cl,,
(doay)(a)=4(a(a))=a(a)®], =(a®id)(a®]1,)
o (¢ (a)=(a o4 ) (a)

ve her a E(Ml, al) i¢in
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9 (a)&,8)=((a®1, )&, &)=Y (ag,. &) =p(a)’ d.

Simdi p :H/ ®L, — ¢, ((M 2 ))gg izdiistimiinii ele alalim.

Vx=a®l, e((Ml, al)@]R{ILr) igin

¢1(a)§e¢l(Mlﬁal)§C¢l(Mlﬁal)g

oldugundan
(Px)s=p((a®1,)¢)=p (4(a)¢)=4i(a)¢
:(a®lLr)ff:x.f:x((l@)lh)§)=x(¢1(1)§)
=x(p (4 ()))=x(p ()= ()¢
Benzer diisiince ile Vy € Hf ® L :y # & igin
(Px)y=p (4(a)y)=0=x(0)=x(p'(4(1)7))
=xp ((1®1L, );/) —xp (7)’ dur.
Sonug olarak V y € H; ® L, ve ¥ x &((M,, &, )&RI, ) igin
(Px)y=(xp)y" dir.
Yani px=xp'tir. Dolayisiyla p'e((M,,,)®R1, ) dur, yani &, =J,a (J,(),)J, ®id
olmak iizere
P e(M®CL) ve a (p)=p dir.
$imdi ¢, : M,®Cl, - (M,®Cl, ) p" déniisiimiinii
4 (a®1,)=(a®1,)p, acM,
olarak tanimlayalim. O halde
(¢00)(a®1,) =4, (@ (a®1,)) = (e (a)®1,)
=(a,(a)®1,)p' =a,(a®1,)p
=a,((a®1,)p )=, (4, (a®1,))

=(@eg,)(a®1,),
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Yani ¢, o, =, 0, dir.
pE=p ((1®1,)é)=p (4 (1)) = (1)E=¢
oldugundan a € (M,, @) igin
($6)(a) &, ) =(($(a®1,))E, &) =((a®1, ) P, &)
=((a®1, )&, &) =4 (a)é &) =9p(a),
yani
p(a)=¢od)(a)é. &), Vae(M, qa).
Simdi u:¢((M,. @,))n— p (H; ®L,) lineer doniisiimiinii sdyle tanimlayalim:
up(a)ip:=(¢o4)(a)é=p(as,)=(as,), Vae(M, a).
Her ae(M,, o) igin ug(a)n=(¢, o4 )(a)é ve
(@(a)m.my=gp(a)=((¢ o4 )(a)& & oldugundan
|ug(a)n| =|¢(a)n|," dir. Yani u izometriktir, burada |, H, uzaymmn;

|||| ise H| ® L, uzaymnin normudur.

¢((M1’a1))77:(M2>a2)77 ve (¢2 °¢1)((jul’05l ))GC:¢1 ((Ml’al ))éc olup

H((My ) =(M,, )7 = H; ve

(¢20¢])(( ) (M a))gzp'(H{(@Lr)
oldugundan u doniigiimii bir u:H; — p'(H; ®L) initer doniisimiine genisletilebilir.
Ayrica her ae(M,, @) igin
up(a)u” =4, o4(a) 9)
O halde
b ()=u (Ju:((M,.)@R1, )p —>(M,.a,)
bir reel - izomorfizmi olmak iizere
(M, ) @RI, ) p +i((M,, ;) @RI, ) p'=(M,&CI, ) p

Ve

(M,,,)+i(M,, a,) =M,
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oldugundan ¢, doniistimii
¢, (a+ib):=¢,(a)+ip (b)
olarak bir ¢, :(M 1@@1 L) p—>M, *_izomorfizmine genisletilebilir, bu genisletme yine ¢,
ile gosterilmektedir, burada a, b € ((M AL L ) p dir.
O halde, (9)’ a gore
=@, 0p 0 dir.

Genel durumda 3(H,) < H; ve 3(n,) < H; :

H; =@H, ve H, =(M,,a,)n,, (V1) dir.
l

q,: H; %m = H! dogal izdiisiim olsun. O halde ¢, € (M,,a,) (¥I)’ dir. Her /
icin ¢ =q,¢:(M,,)—>(M,,,)q, bir normal "-homomorfizmidir. Bu déniisiim dogal
olarak bir ¢ : M, - M,q, normal “-homomorfizmisine genisletilebilir. Birinci duruma
benzer sekilde 3¢, ¢!, g :

=g g (Vi) dir.
O halde i =1, 2,3 i¢in

=y

olmak lizere g =@, o, o, olup ¢,, @,, ¢ doniisiimleri gerekli sartlar: saglar.

Teorem 32.

M bir sonlu faktor ve o, M ’ nin bir involutif “_antiotomorfizmi olsun. Eger {zr, H }
ikilisi M’ nin yoz olmayan bir asikar W -gdsterimi olup, bir a: 7Z'(M ) - 7Z'(M )
involutif “-antiotomorfizmi i¢in 7oa = a oz kosulu saglaniyorsa,

Wz(x) = (i(x)@lK )u , VxeM
olacak sekilde p e (/L (M,a)®1, ) bir izdiisimi, u:H, —>p (L2 (M, a) ®Kr) bir

uniter operatorii ve K, reel Hilbert uzay: vardir, burada K = K, +iK, ’ dir.
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Ispat:

M,=A(M) ve M,=rx(M) olmak iizereg(A(x))=7(x) olarak tammlanan
¢: M, —> M, déniisiimii bir "-izomorfizmi olup, ¢(4, (M, a))c (ﬂ(M), 07)’ dir. O halde

teoremin iddiasi direkt Teorem 31° dan elde edilir.

2.4. involutif *-Antiotomorfizm Invarianth Kanonik Von Neumann Es Sabit

Kavram

M bir sonlu faktér ve a, M’ nin bir involutif “-antiotomorfizmi olsun. {7[, H }
ikilisi M ’ nin yoz olmayan bir asikar W -gdsterimi olup, bir o 7r(M )—> JZ'(M ) involutif
“_antiotomorfizmi i¢in 7oa = aorm sartin1 saglasin. (72'(M) , ON{) +i(7z(M) , ON{) = 7r(M)
ve (M ) yari-sonlu oldugundan (7Z'(M ), gt) cebiri de yari-sonludur. O halde Teorem
21’ e gore (72'(M ), ge) > nin bir agikar yari-sonlu normal izi vardir. Simdi (zr(M ), gz)
tizerinde 7 r,;r dogal izini tanimlayalim:

L. Ozl  duwrum: {z,H}={A®LL'(M)®K} olsun. Bu durumda
(A(M)®1,) =JA(M)J®B(K) sonsuz olup, (M, @) icin
{ Ty H } ={4,®L1 (M,a)®K, |
(bundan sonra kolaylik olmasi agisindan 7;|(M,a) *1yine 7 ile gosterecegiz) ve
(%, (M.a)®1, ) =J4 (M,a)J®B(K,)" dir.
{ e}, K’ nimn bir ortogonal normal Hamel tabani olsun.
O halde her 7 € (A(M)®1, ) icin

t :(J/I(xy.)J), (xl./,)cM,
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seklinde tek tiirlii yazilabilir. Eger ¢ e (ﬂ,, (M,a)®1, ) ise, (t) = (t' )* oldugundan reel
W™ -cebirleri igin tensor carpim teorisi [24] kullamlarak (xl.j)c (M , a) oldugu yani her
i, j icin a(xij) = x; oldugu gosterilebilir.

Simdi 77, i sdyle tamimlayalim:
iy ()= (x), £ =(J2(%,)0)e(A(M)®1,)

i

izi (2(M)®1,)

+

burada 7, M’ nin « -invariant asikar, normal izidir. Agik¢a 7} rL'2 ()oK

izerinde agikar, yari-sonlu, normal izdir.

Her ¢ e(/%,, (M,a)®1, ) i¢in (xij.)c(M,a) olup 7o =7 oldugundan

T, ()= 2 2(5). £ =(Ja(x,)7)e(4, (M. @)®1 ) igin

i

Tr

(M)®K

= TrL2

o Jox, > dir.

(M,

[24] e gore T rL'2 « un tanimi {e,.} ailesinin se¢iminden bagimsizdir.

()@

2. Genel durum: {7Z',H }ikilisi M ’nin herhangi yoz olmayan bir asikar W’ -

gosterimi ve 7o = a oz olsun. Teorem 32’ ¢ gore
uﬂ(x)u* = (ﬂ(x)@l,()p', VxeM
olacak sekilde bir p e (ﬁr (M,0)®1, ) izdiisimii, u:H, — p (L2 (M, a) ®Kr) {initer
operatorii ve K reel Hilbert uzayi vardir, burada K = K +iK ’ dir.
Bu durumda 77, ’ i s6yle tanimlayalim:
Trfvl (t) = TrL'2

(oK (utu) , Vte 7Z'(M)+ .

[24]" e gbre Try,* nin tanimi p ve u’ dan bagimsiz olup, (M )+ > nin yari-sonlu, asikar,

normal izidir. Agik¢a

Trf'lf (t) = TrL'Z(M’a)Mr (utu) , Vte (ﬂ(M), a)

+

olarak tamimlanan 77, igin
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H‘(M,a) =Tr, * dir.

Dolayisiyla T rH , (72'(M ), a) ’ nin bir yari-sonlu, agikar, normal izidir.

Tanim 2:

M bir sonlu faktor, &, M’ nin bir involutif “-antiotomorfizmi, {7, H} ikilisi M’

nin yoz olmayan bir asikar W -gdsterimi ve 7oa = a o olsun.
dim,, ) (H,)="Tr, (1)

olarak tanimlanan dim, , (H,) sayismna (ﬂ(M ), a) ve (7Z'(M ), a) cebirleri arasindaki

involutif *-antiotomorfizm invariantli Von Neumann Es Sabiti denir.

2.5. Es Sabitin Ozellikleri
Teorem 33.

M bir sonlu faktér ve «, M’ nin bir involutif *-antiotomorfizmi olsun. Eger

{7, H} ve { 7, H } bu cebirin iki asikar W" -gdsterimi olup, 7oa =aorx ise,

Ispat:

Teorem 32° e gore

3p e P(4,(M,a)®1, ). 3u:H, —p(F((M.a))®K,) initer
ve

3¢ e P(4,(M,a)®1, ), 3v:H —q(L((M,a))®K,) initer:

u(ﬂ(M),Ol)u* ZP'(% (M’a)®11<,-)
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v(;r(M), a)v* = q'(/ir (M,a)®1, ) ’ dir.
Buradan p =uu’, g =w’ e(/ir (M,a)®1, ) olup

dim(M)a) (H,,) = TrL'Z(M,a)®K/_ (uu*)
dimy, , (H,)=Tr o (w07) dir.
O halde
dim(M,a)(Hr):dim( )(H;)<:>TrL'2 uu*):Tr'

M,a

ey,
T, apon, (P) =T, pon, ()
& (4, (M, a)®1, ) uzaymda p ~ ¢ dir.
Teorem 32’ ¢ gore
{mH}={(2®1)p,p (L (M a)®K, |
ve
{7, H = { (2, ®1, )q.q (I (M,2))®K, }
oldugundan (4, (M, @)®1, ) uzaymda
p~qe{rH|={7,H)|

yani bir we (lr (M, a)®1,(r ) uniter elemam igin { 7z, H };{ 7, H } > dir.

we (4 (M, a)®1, ) o z(a(w)=ar (w)=7(w)

oldugu g6z Oniine alinirsa 6nermenin ispati biter.

Teorem 34.

Eger M bir sonlu faktdr ve ¢, M ’ nin bir involutif *- antiotomorfizm ise,

dim,, (L' ((M,a)))=1" dir.
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Ispat:

Vael’(M,a) ve feK cK +iK,,
u:L’(M,a)— (M, a)®[&] niter doniisimiinii
u(a):za@f

olarak tanimlayalim, burada [£] , { £} * nin reel lineer zarfidur.

Simdi u :L'(M,a)®[&] »L(M,a) i¢in u (b®ué)=ub

gosterelim.
(a®8,6® ue), =(u(a), b@ ), =(a,u" (6@ i)

Ve

(a®&,b®ué), =(a,b), (&, pé),
= (a.b), el = ),
oldugundan 4(a,b), =(a,u’ (b® u&)) * dir. Yani
(a, ub), =(a,u" (b® u)) * dir.
Buradan u” (b® u&) = ub’ dir.
Acikea, uu’ (b® p&)=u(ub)= ub® & =b® ué ve

u*u(a):u*(a@)f):a > dir.

||§|| =1 olsun.

(#eR) oldugunu

Dolayisiyla p : I’ (M, a)® K, — L* (M, a)®[£] dogal izdiisiim olmak iizere

uu=1ve uu =p’ dir.

VA, (x)ed (M,a), ne’(M,a) ve y €K, olsun. O halde

P (A (x)8L J(n®y)=p (4 (x)n®y) =4 (x)n® p&,

(2 (x)®L )0 (n®7)=(4 (x)®1, )(n® u&) =4, (x)n ® ué

oldugundan p e (4, (M,a)®l, ) dir. Vae I} (M, a) ve ¥ u e[&], icin

,

uAi, (x)u* (a ®,u§) =ul, (x)(,ua) = ,u(u/lr (x)a)

=u(4(x)a®g),
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(2 (x)®1¢ )P (a®ué)=(4 (x)® )(a® ué)
= (x)a®ué
oldugundan uA, (x)u" = (/lr (x)®1 X ) p~ dir. Buradan Teorem 32’ € gore A=A +il igin
{ 4.1’ (M)} ikilisi M 'nin o -invarianth (yani Aea=a o) asikar bir " -gdsterimidir.
Yani { A, I} (M, e)} ikilisi (M, a)" nin bir asikar reel " -gosterimidir.

e, =& olmak iizere {e, } _ , K, +iK,’ nin bir Hamel tabam olsun. O halde p’ niin matris

gosterimi

p=(JA(x,)7) -~ dir

i, jeA
Burada x; = u,.*p'uj olup, j#1 igin p (a@ej) =0 oldugundan x, =1, x,=0

i

((i, j) # (1, 1)) > dir. Dolayisiyla
dim(M,a) (L2 ((M’ a))) = Terz(M,a) (uu*) - TrLIZ(M,a) (p')
=Zr(xil.)zr(l):1’ dir.
ieA

Teorem 35.

M bir sonlu faktér ve «, M’ nin bir involutif *-antiotomorfizmi olsun. Eger
{7z, H} M ninasikar W -gdsterimi ve 7oa = aor ise

(ﬁ(M), a) sonludur <> 77, sonludur < dimy,, ,(H,)<oo’ dur.

Ispat:
7Z'(M, a) = (/1, (M, 0‘)®1K,) ve l(l,(M,a)@lK’_)v = p =uu oldugundan
(M, a)' sonludur < p sonludur.
Ote yandan
p sonludur < TrL'z(M 28K, (p) <oo’ dir.
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Gergekten;
¢ bir iz olmak iizere, eger 7 sonlu ise Vxe(M, ) igin r(x)<oo oldugundan
r(l)<oo’ dir. Tersine eger Jxe(M,a) :v(x)=o isel-x>0 ve 7(l1-x)=0
oldugundan 0<7(1-x)=7(1)—7(x)’ dir. Buradan co=7(x)<7(1), yani 7(1)=c0’ dur.
Sonug olarak
z sonludur & 7(1)<o0” drr.
Buradan

dim,, , (H,)=1r,

L*(M,a)®K,

(p')<oo’d1r.
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3. SONUCLAR

Bu caligma ile elde edilen bazi sonuglar asagidaki sekilde verilebilir.
. a involutif *-antiotomorfizm déniisiimii ile reel * uzayr tanimlandi.
. Hilbert uzayi anlaminda L* (M, &) +iL* (M, a)= L’ (M) oldugu ispat edildi.
. IAI kanonik gosterimin standart involutif *- antiotomorfizmi tanimlandh.
. (M , a) > mn IAL W™ - gosterimleri elde edildi.
. Kanonik gosterim i¢in komutant hakkindaki teorem ispatlandi.
. (M , a) > nin IAT komutantinin kanonik gdsterimi elde edildi.
. Kanonik Gosterim Teoremi ifade ve ispat edildi.

. IAI Kanonik Von Neumann es sabiti tanimlandi.

. Es sabitin birkag 6zelligi gosterildi.



4. ONERILER

Calisma sonucunda elde edilen sonuclardan anlasilacag {izere asagidaki ¢aligmalarin
yapilmasi Onerilebilir.
1. involutif *- antiotomorfizme gore invaryant indeks kavrami tanimlanabilir.
2. Sonlu, yari-sonlu ve saf sonsuz faktorler i¢in invaryant indeks hesaplanabilir.

3. Reel operator cebirlerinin siniflandirilmasi incelenebilir.
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