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OZET
Siireksiz Gruplar ve Graflar

Ali Hikmet DEGER

Bu tez ¢alismasinda, hiperbolik geometrinin temel &zellikleri verildi ve T'j(N) nin

PSL(2,R) deki normalliyeninin alt yoriingesel graflariyla ilgili bazi sonuglar elde edildi.
Birinci boliimde, topolojik grup, topolojik doniisiim gruplart agiklandi ve ihtiyag
duydugumuz bazi tanimlar verildi.
Ikinci boliimde, hiperbolik geometri ve Fuchsian Gruplarin teorisine bir giris
yapildiktan sonra Normalliyenin graflar1 arastiildi. Son olarak normalliyenin eliptik

elemanlanyla iligkili baz1 sonuglar verildi.

Anahtar Kelimeler: PSL(Z, R) , Topolojik Déniisiim Gruplari, Hiperbolik Geometri,

Fuchsian Gruplari, Alt Yoriingesel Graflar, Modiiler Grup, Lineer
Kesirli Doniistimler

v



SUMMARY
Discontinuous Groups and Graphs

Ali Hikmet DEGER

In this thesis, the basic properties of hyperbolic geometry are given and some
conclusions related to the suborbital graphs of the normalizer of I';(N) in PSL(2,R) are

obtained.

In first chapter, we describe topological group, topological transformation group and
give some definitions we require.

In second chapter, we give an introduce hyperbolic geometry and the theory of
Fuchsian Groups, then we investigate the graphs of the normalizer. Finally we give some

results about elliptic elements of the normalizer.

Key Words: PSL(2,R), Topological Transformation Groups, Hyperbolic Geometry,

Fuchsian Groups, Suborbital Graphs, Modular Group, Linear Fractional
Transformations
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1. GENEL BIiLGIiLER
1.1 Giris

1.1.1 Topolojik Gruplar

Tamm 1: (G,-) bir grup ve ayni zamanda bir topolojik uzay olsun.

I)IM.GxG——G
(gh) —— gh

ii)m:G—)Cjl
g — g

doniigiimleri siirekli ise G ye bir Topolojik Grup denir.

Bundan boyle, aksi sdylenmedikce, g-h:=gh alinacaktir.

Lemma 1: G bir topolojik grup olsun. Bu takdirde;

mG——G

g — g

doniisiimii bir homeomorfizmadir.

Ispat: Oncelikle asagidaki iki doniisiimii g6z Gniine alalim:

i) k:Gx{e}—>G

(ge) — ¢

ii) t:(G) —>Gx{e}
g.e -1

g
olmak iizere,

G—Gx{e}—G

g — (g,e) — g
olsun. Bu durumda Gx{e} deki acik kiimeler Uc G agik olmak iizere Ux{e} nin

birlesimleri olarak yazilabilir. Dolayisiyla; t' (Ux{e}) =U acik olup t siireklidir. Ayrica



G topolojik grup oldugundan k siireklidir. Boylece m:=kot:G——G fonksiyonu da

g—)g

siireklidir. m(g) =g~ dir. Buradan;
mem(g)=m(m(g))=m(g"')=g=>m’=I=m=m"

olup m™ de siireklidir.

Simdi m:G——G doniisiimiiniin orten olup olmadigina bakalim. Bunun i¢in he G

g%g

keyfi olmak iizere m(g)=h olacak sekilde bir ge G bulmaliy1z.
m(g)=h=g"'=h=(g") =h'=g=h"=m(h")=(h") =h

olup m:G——G ortendir.

g—)g

Dolayisiyla m:G—— G doniisiimii bir homeomorfizmadir.m
g — g

Sonu¢ 1: G bir topolojik grup ve U < G agik bir kiime olsun. Bu takdirde
U'={u'eGlueU}cG

acik bir kiimedir.

Ispat: m: G——G doniisimi bir homeomorfizma oldugundan m fonksiyonu agik

g—>g

-1

kiimeleri agik kiimelere resmeder. Yani m(U)=U" aciktr.m

Lemma 2: G bir grup ve bir topolojik uzay olsun.

G bir topolojik gruptur < s:GXG—— G, doniisiimi stireklidir.

(gh)  — gn™

Ispat: " : Farzedelimki G bir topolojik grup olsun. s:GXG—— G doniisimiiniin

(gh) —— g

siirekli oldugunu gosterelim. V < G keyfi agik bir kiime olsun.s™ (V) nin GXG de agik

oldugunu gosterelim.  (a,b)es™ (V) keyfi olsun. M:GXG——G  doniisiimii
(gh) —— gh

(a,b'l)e M‘I(V) noktasinda siirekli oldugundan U, ( a nin komsulugu) ve Ub_l (b nin

komsulugu) meveuttur. Buradan U, XU _, cM™ (V) olup U, xU, cs™(V) dir. Bu



ise (a,b) nin s' (V) nin bir i¢ noktasi oldugunu gosterir. Dolayisiyla s~ (V) agiktir.
Buradan s siireklidir.

" : Simdi szG%G stirekli ise M:GXG—— G ve m:G——G nin
— 5 gh! (gh) —— gh g — g

siirekli oldugunu gosterelim.

VcG keyfi bir agtk kiime olsun. (a,b)e M (V)  alalim. (a,b’l)e s7(V)
oldugundan U, ve U _, ac¢ik komsuluklart vardir. (a,b'l)e U, xU, cs™(V) dir.
Buradan (a,b)e U, xU!, cM™ (V) dir. U}, agik oldugundan U, XU,  GxG de

acik olup M:GXxG—— G doniisiimil siireklidir.
(gh) — gh

m:G—— G doniisiimiimiin siirekli oldugunu gosterelim. s:GXG—— G doniisiimii

g — g (gh)  —— a0

stirekli oldugundan r: {e}xG—>G doniisiimii de siireklidir. Ayrica p: G—>{e}><G

(eg) — (e

doniisiimii de siireklidir. Dolayisiyla m:=rop: G%{C}XG% G siireklidir.m

I (e,g) — g

Sonug 2: G bir topolojik gruptur & t:GXG—— G doniisiimii stireklidir.
(gh) — &h

Ispat: Lemma 2 den s:GxG—— G donisiimii siireklidir. Diger taraftan, m:G——G

(gh) — e g — g
doniigimii  bir homeomorfizma oldugundan y: Gxg}——>G><G) doniislimiiniin  bir
(gh) — (gt
homeomorfizma oldugu agiktir. Sonug olarak,

t: =soy:GXG——>GXxG——> G
(gh) (gfl,h?l) — g

doniigtimii stireklidir.m

Lemma 3: G bir topolojik grup ve a€ G keyfi olsun. Bu takdirde,

A,:G—>G , p,:G—>G ve a,:G—> G

g — ag g — g g—)agd

doniistimleri birer homeomorfizmadir.



Ispat: A, :G——G doniisiimiiniin bir homeomorfizma oldugunu gosterelim.

g — ag

Once birebir oldugunu gosterelim. g,,g,€ G olmak iizere A,(g,)=2A,(g,) olsun.

A (2)=A,(g,) =ag =ag, > a'ag, =a'ag, >eg =eg, =g =g, olup A, :G—>G

g — ag

birebirdir.

Orten oldugunu gosterelim. he G olsun. Bu takdirde g:=a™'he G olup A, (g)=h dir.

Yani, A, :G——G ortendir.

g — ag

Simdi siirekli oldugunu gosterelim.

G——{a"'}IxG—25G

g — alg) —> ag

alalim.Bu takdirde A, :=peor dir. {a"l} XG cGxG ve t:GXG——> G doniisiimil siirekli
(@h) — ¢

oldugundan p:{a’'}xG——>G doniisiimii de siireklidir. Uc G keyfi acik bir kiime

(a™.g) > A8

olmak iizere r' ({a‘l}xU):U actk olup 1:G——{a"'}xG siireklidir. Dolayisiyla

& — @ly

A, =por sireklidir.

Son olarak (2, )_1 :G—— G ters doniisiimiiniin siirekli oldugunu gosterelim.

g — a’lg

-1
A, :G——>G doniisiimiiniin siirekli oldugunu gosterdik. Benzer sekilde (7»3) =\

g — ag

olup (A,)" :G—— G doniisiimii de siireklidir.
g

— a’lg

Sonug olarak A, :G——G doniisiimii bir homeomorfizmadir.

g — ag

Benzer sekilde p, : G—— G doniisiimiiniin bir homeomorfizma oldugu gosterilebilir.

g — g

o, :G—— G doniisiimiiniin bir homeomorfizma oldugunu gosterelim.

g — aga'1

Once birebir oldugunu gosterelim. g,,g,€ G olmak iizere o, (g,)=0,(g,) olsun.
a,(g)=0a,(g,) >aga’' =ag,a” = a'agaa=aag,a a=>g =g,

olup a, :G—— G_ birebirdir.

g — aga'l



Orten oldugunu gosterelim. he G olsun. Bu takdirde a,(g)=h olacak sekilde bir

1

ge G vardir. Gergekten o, (g)=h=aga”' =h=a'aga’'a=a'ha=g=a"'hae G olup

o, :G—— G_Ortendir.

g — elng1
Simdi siirekli oldugunu gosterelim.

a,=p oL :G—>G—>G

g — g — ag:«f1

alalim. A,:G——G ve p_:G——> G  doniisimleri siirekli oldugundan

g — ag ag —— aga'

o, =p_, oA, donisimii siireklidir.

Son olarak (O, )71 :G——> G ters doniisiimiiniin siirekli oldugunu gosterelim.

g — a’]ga

a,:G— G doniisiimiiniin ~ stirekli  oldugunu  gosterdik. Benzer sekilde

g — aga’

(o, )_1 =a_ olup o, :G—— G doniisiimii siireklidir.

g — a'g

Sonug olarak o, :G—— G doniisiimii bir homeomorfizmadir.m

g — aga’

Notasyon: X, G nin e birim elemanim iceren agik kiimelerinin bir ailesi olsun. Yani ;

X={UcG:Uagk veee U} dir.

Sonug 3:

1) {aU: Ue X}, {Ua: Ue X} ve {aUa': Ue X} a y1 ihtiva eden biitiin agik kiimelerin
ailesidir. aU, Ua ve aUa™ aciktirlar. Ciinkii

A,:G—>G, p,:G—G ve 0,:G— G

g — ag g — @ g —— aga’

doniigiimleri birer homeomorfizma oldugundan agik kiimeleri acik kiimelere resmederler.

2) G topolojik grubu verildiginde G deki topolojik yapiyr ancak X yi bilirsek belirleriz.
Gergekten @ # W < G keyfi acik bir kiime olsun. ge W alalim. Bu durumda g™'W agiktir
ve g 'ge g'W = ee g'W e X dir. Dolayisiyla herhangi bir acik kiime X nin bir elemani

ile G nin bir elemaninin ¢carpimina esittir.



Tanim 2: G bir topolojik grup ve UcG olsun. U=U" ise U ya bir simetrik kiime denir.

Lemma 4: Ue X olsun. Bu takdirde VVcU olacak sekilde Ve R simetrik kiimesi vardir

ispat: W:=M"(U)={(g,h)e GxG | ghe U} alalim. Bu takdirde eeU ve UUcW
oldugundan (e,e) e W dir. W e yi ihtiva eden acik bir kiimedir. Dolayisiyla V, XV, c W
olacak sekilde V, ,V,e X mevcuttur. Ciinkii (e,e) yi ihtiva eden agik kiime V,xV, dir.
Boylece M(V,xV,)=V,V,cU dur. V,=V NV, tanimmlarsak V,cV, V,cCV,

oldugundan V,V,cV,V,cU dur. V:=V,NV," alirsak m:G——G  doniisimil bir

g — g

homeomorfizma oldugundan V; , V,”" agik olup Ve X ve VVcU dur.

' = aeV,

V simetriktir. Yani V=V dir. Gergekten, acV olsun. = ae V, ve ac V"
vea'eV,>a'eV,'vea'leV,=>a'eV,'NnV,=V=ae V' = VoV dir.
Diger taraftan a'e V' olsun. > aeV=aeV, veacV, = a'eV," ve a'e V,

=a'eV, ' NnV,=V= V'V dir

Dolayisiyla Ve V™' ve V™' < V oldugundan V=V~ dir.m

Topolojik Gruplara Ornekler:

1) G herhangi bir grup olsun. G iizerinde bir ayrik topoloji varsa G topolojik bir gruptur.

2) (R,+) bir topolojik gruptur.

3 s :{Ze Cl |z|:1} kiimesi kompleks sayilarin carpma islemine gore bir topolojik

gruptur.



4) G bir topolojik grup ve H<G kapali bir alt grup olsun. G/H:={gHlge G} sol yan

sinif uzay,, @:G——>G/H kanonik doniisiimii tarafindan indirgenen topoloji ile

g — ¢H
(Yani, AcG/H acgiktr < ¢ '(A), G de agiktir), bir Hausdorff uzayidir ve ayrica

¢:G——>G/H siirekli ve agik bir doniistimdiir.

g — gH

1.1.2. Topolojik Doniisiim Gruplar:

Tanmm 3: G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu Takdirde;

A GXX— X

(2%)  —— Alzx)=gax
siirekli bir doniisiim ve
i) gn(hAax)=ghax , gheG, xeX
i) enx=x,eeG, xeX
sartlar1 saglaniyorsa [G, X,/\] ticliisiine veya [G,X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu
ad1 verilir. Bu durumda G ye X iizerinde hareket eder veya G ye X lizerinde bir hareket

grubu diyecegiz. Kolaylik olmas1 bakimindan g A x yerine gx yazacagiz.

Tanim 4: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. G,:={ge G|Vxe X i¢in gx=x}
kiimesine [G,X] topolojik doniisiim grubunun ¢ekirdegi denir. Eger G, ={e} ise [G,X]

topolojik doniisiim grubuna etkili topolojik doniisiim grubu adi verilir.

Lemma 5: X bir Hausdorff uzay1 ve [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. Bu

takdirde G,:={ge GIVxe X i¢in gx=x} c¢ekirdegi G nin normal alt grubudur ve

kapalidir.

Ispat: Once G, <G oldugunu gosterelim. G, <G < Vg,,g,€ G, iging,g, ' € G, .

£7'€Gy
vg,.g,€G, ve Vxe X igingg,'x = gx=x=gg,'eG, =G, <G

(g,€Gy=>gx=x= g2_1g2X = gz_lx = X= gz_lx = gz_l €Gy).



Simdi G, <G oldugunu gosterelim. G, <G < Vge G ve Vg, € G, i¢in gg,g '€ G, .

20€Gy

Vge G,Vg,e G, ve Vxe Xigingg,g'x = gg'x=x=gge'eG, =G, <G.
Simdi son olarak G, 1n kapali oldugunu gosterelim. xe X keyfi fakat sabit olsun.

A:GXxX——>X siirekli oldugundan T:GXx{x}—— X siireklidir. K:G—— Gx{x}

(gx) — & (gx) — & g — ox

doniisiimii de , K™ (Ux{x})=U agik oldugundan, siirekli bir doniisiimdiir. Dolayistyla

M, =KoT:G——X siireklidir. Buradan G,= M, ({x}) dir. Gergekten;
xeX

geG,=>gx=x=>M (g)=x=>ge Mx'l({x}):ge N Mx"l({x}):GO cn Mx_l({x})

ve ge N M, ({x})= vxe X icinge M, ({x}) = M, (g)e {x} > M, (g) =x = gx =x
xeX
= ge G, = N M, ({x}) =G,dir. Dolayisiyla, G, = N M, ({x}) dir. X bir Hausdorff
xeX xeX
uzay oldugundan; {x} kapali ve siirekli bir doniigim altinda kapali kiimelerin ters

resimleri de kapali oldugundan, M, ™ ({x}) kapalidir. Kapali kiimelerin arakesitleri de

kapali oldugundan G, kapalidir.m

Lemma 6: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve G, <G de bu topolojik doniisiim

grubunun ¢ekirdegi olsun. Bu takdirde s:G/G, ><X——>X ile [G/G,,X] bir etkili

(£Go.x)

topolojik doniisiim grubudur.

Ispat: ik ©nce G/G, m bir topolojik grup oldugunu gosterelim. Bunun igin

u:G/G,xG/G,——G/G, doniisimiiniin siirekli oldugunu gosterelim. :GxG—— G

(2Gy.hGy) g tho (g:h) g'h

doniisiimii bir homeomorfizma oldugundan siireklidir. ¢:G——>G/G, projeksiyonu

g 2Gy

siirekli oldugundan y = @Xx@: G><G——>G/ G,%xG/G, doniisiimii de siireklidir. Buradan,

(gG“ hGy)

M:G/GOXG/GO&)GXGHG—)G/GO olmak iizere WcG/G, keyfi

i
(£Gy+hGy) gh g7'hG,

acik bir kiime olsun. p™' (W) = (ox @) (t_l(p_l (W)) aciktir. = W siireklidir.



Simdi [G/ GO,X] in bir topolojik doniisiim grubu oldugunu gosterelim. Bunun igin ise;

$:G/G,xX—— X doniisiimiiniin siirekli oldugunu gosterelim. ¢:G——>G/G, siirekli

(£Go.x) & J 2Gy

oldugundan @xI: G(>< ))( ——>G/G,xX da sireklidir. A:GxX——>X topolojik
g,X

- (£Gy-x) (g:x — &

doniigiim grubunun tanimindan siireklidir. Buradan, s:G/G,xX U GxX—2X

(Gx) )
olmak iizere UcX keyfi agik bir kiime olsun. s™ (U) = ((p><I)(/\‘1 (U)) aciktir. Boylece s

sureklidir.

Son olarak [G/ G, ,X] topolojik doniisiim grubunun etkili oldugunu gosterelim. Yani
A={ae G/G,: VxeX i¢in ax=x}={ G, }={G,} oldugunu gosterecegiz. Aksini farzedelim.
Yani A G, dan farkh bir B elemanim ihtiva etsin. Buradan 3 Be G\G, ve 3 ge G/G,
oyleki B=gG,, dir.A nin tammindan gG,Ax=gx=x dir. Vxe X i¢in gx=x oldugundan G,
i tanimindan ge G, dir. Bu ise Be G\ G, oldugundan bir ¢eliskidir. Bu ¢eliski A nin tek
elemanli oldugunu gosterir.. Yani A= {G,} dir. Dolayisiyla [G/ G, ,X] bir etkili topolojik

doniisiim grubudur.m

Tanim 5: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve x,ye X olsun. Bu takdirde

x~y & Jge G: y=gx
olarak tanimlanirsa ~ bagintis1 X iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintist X
topolojik uzayimi denklik siiflarina pargalar. Her bir denklik sinifina bir G-yoriinge veya

kisaca yoriinge adi verilir. x € X noktasini iceren yoriinge Gx :={gx|ge G}dir. Eger X in

biitiin noktalar1 bir denklik sinifina aitse, yani bir tek yoriinge (3x,e€ X dyleki X=Gx,)

varsa, [G, X] topolojik doniisiim grubuna transitiftir veya gecislidir diyecegiz.

Notasyon: Biitiin yoriingelerin ailesini X/G ile gosterelim. Yani X/G :={Gx |x e X} dir.

X/G kiimesi iizerindeki, yukariya benzer, asagidaki gibi bir topoloji koyabiliriz:
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p: X—>X/G

Gx

doniisiimiinii gdz Oniine alalim. Bu durumda
UcX/G agiktir :< p'(U) c X
agiktir. Bu topoloji ile X/G ye bir yoriinge uzayi diyecegiz. p doniisiimii agikga siireklidir

ve projeksiyon olarak adlandirilir.

Tanim 6: [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve xe X olsun. Bu takdirde
S, ={geGlgx=x}

kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.

Lemma 7: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve X bir Hausdorff uzayi olsun. Bu

takdirde, S :={ge Glgx =x} G nin kapal1 bir alt grubudur.

Ispat: Once S _<G oldugunu gosterelim. S <G Vg,,g, €8S, igingg, ' €S, .

Vg,.g, €8, icingx=x, g,x=x=g, 'x=x>gg, 'x=¢g (g, 'x)=gx=x=gg, €S,

Simdi S, in G nin bir kapali alt kiimesi oldugunu gosterelim. xe X keyfi fakat sabit

olsun. T,:G——X doniisiimii siirekli ve aym zamanda X Hausdorff oldugundan

g — &

T, ({x})= S, kapalidir. = S_<G ve S, kapalidir.m

Lemma 8: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve y,e Gx keyfi fakat sabit olsun. Bu

takdirde, A ={ge Gly, =gx} bir Sx yan simfidir.

Ispat: y,e Gx oldugundan Jg,€ G:y,=g,x dir. Simdi g,S, =A oldugunu gosterelim.

ae g, S keyfi olsun. a=g,g, olacak sekilde g, €S, mevcuttur. ax =g g x=gx =Yy,

dir.Bu ise ac A oldugunu gosterir. Buradan g,S, < A dir.§imdi ge A alalim. Buradan
gx=y, dir.gx=y,=gx=>g, 'gex=x=g,'geS, =>ge g,

= A c g,S, dir. Dolayisiyla, g,S. < A ve A cg,S, oldugundan g S =A dir.m
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Lemma 9: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. xe X keyfi fakat sabit olmak iizere

7:G/S, —— Gx doniisiimii birebir ve ortendir.

g8, > X

Ispat: 7: G/S, —— Gx birebir oldugunu gosterelim. Iki yan simif ya ¢akisir ya da ayrik
gS

=
iki kiimedir. 7(g,S,)="1(g,S, ) olsun. Boylece,
gx=g,x=> glg,x=x=g'g,eS, = gegS,, (g,€8S,)= gS, =¢g,S, dir
(ae S, veae S =S =S).

Simdi T nun Orten oldugunu gosterelim. he Gx keyfi olsun. 3g,e G:h=gXx.

1(g,S,)=gx=he Gx=g,S € G/S, 3. = 71 ortendir.m

Lemma 10: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve y=gx (veya ye Gx) olsun. S, = gS g’

dir. Yani, bir yoriingedeki farkli iki elemanin sabitleyenleri eslenik alt gruplardir.

Ispat: g, e S, keyfi olsun. S :={geGlgy=y} oldugundan g,y=y dir. y=gx=
808X =8gX = g_lgogx =X= g_lgog €S, >ggegsS, > g€ gsxg_l =S, c gsxg_l ().
Simdi he gS, g™ olsun. 3g, €S, :h=ggg” = hy=gg,g"'y=gg,x=gx=y = heS,

= gS.g'c Sy ...(**). (*) ve (**) 1 sonucu olarak S = ¢S g dir.m

Topolojik doniisiim gruplarina érnekler:

1) G herhangi bir topolojik grup olsun. [G,G] cifti asagidaki gibi ii¢ degisik sekilde bir

topolojik doniisiim grubu olarak tanimlanabilir:

i) gAx=gx (sol gosterim)
ii) gAx=xg"' (sag gosterim)

iii) gAx =gxg™ (birlesik gosterim)
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2) G bir topolojik grup ve H< G kapali bir alt grup olsun. Bu takdirde;

i) [H,G] ikilisi, hag=hg ile, bir topolojik doniisim grubudur. Ozel olarak
G :=(C,+) ve H:=ZXZ almrsa [H,G] bir topolojik doniisiim grubudur.

ii) [G,G/H], g, Ag,H=g,g,H ile bir topolojik doniisiim grubudur.

3) X:=Cu{e}:=C_ Riemann kiiresi verilsin. X iizerindeki topoloji aligilmis topoloji, oo
un komguluklar1 kompleks diizlemin biitiin kompakt alt kiimelerinin biitiinleyenleridir.

G:{T:T(z): 2D | boe.de C.ad-be %0 }::PGL(Z,(C)
cz+d

fonksiyonlarin bileske islemine gore bir gruptur. Bu grup C_ dan C_ a otomorfizmlerin
grubudur. G {iizerindeki topoloji a,b,c,de C kompleks sayilar ile tamimlanir. Yani G nin
elemanlan (a,b,c,d)e C* olarak g6z Oniine alinirsa ve ayrica (-a,-b,-c,-d) ile (a,b,c,d) yi
denklestirirsek G iizerinde ©zdeslestirme ile bir topoloji tanimlanabilir. Bu durumda

[PGL(2,C),C..] bir topolojik doniisiim grubudur.

4) G :=PSL(2,R):= {T 2520 bedeR, ad—bc=l}
cz+d
. . 4 . . . . v e . az+b .
bir gruptur. G yi R"iin bir alt kiimesi olarak diisiinebiliriz. Sayet T:z — 1 ise
cz+

(a,b,c,d)e R* diir. (a,b,c,d) ~ (-a,-b,-c,-d) alirsak G tizerindeki topolojiyi
{(a,b,c,d)e R*:ad—bc = 1} / ~ lizerindeki topoloji olarak tanimlayabiliriz. Bu topoloji ile
PSL(2,R) bir topolojik gruptur. Buradan [PSL(2,R),U], U ={a+ibla,be R,b>0} bir

topolojik doniisiim grubudur.

Uyar1: Yukarida [PSL(2,R ),U ] nun bir topolojik doniisiim grubu oldugunu ifade ettik.

PSL(2, R ) nin herhangi bir elemaninin U yu U ya resmettigini gdstermemiz gerekir.
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Gergekten;
2
z +adz +bcZ +bd
T(2) = az+b’ 2eU . T(x)= (az+b)(cz2+d) _ aclz| +adz ZCZ
cz+d ez +d| lcz+d|
o Im(T() ==Y Y g

cz+d[  |ez+df
Ciinkii z=x+iye U ise y>0 dir. Dolayistyla her bir Te PSL(2,R) U yu U iizerine

resmeder.

Tanmm 7: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. PcX ve {gP | ge G} kiimeleri

ayriksa veya baska bir ifadeyle ge G\{I} iken PngP= ise PcX e bir G-paketleme denir.

Tanim 8§: [G,X] bir topolojik doéniisiim grubu ve CcX olsun. U gC=X ise CcX e bir

geG

G-Ortmesi denir.

Lemma 11: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve P bir G-paketleme olsun. Bu takdirde

xe X keyfi olmak iizere |Pme| <1 dir. Yani, P G-paketlemesi her bir yoriingeden en

fazla bir eleman igerir.

Ispat: Farzedelimki Ixe X oyleki |P N Gx| >2 olsun. Bu durumda y, # y, olmak iizere
dy,,y, € Gx Oyleki y,y,€P dir. y,,y,€ Gx=13g,,g,€G Oyleki
y=gxvey,=g,x.y,eP=>x=g7y eg P ve  benzer  sekilde y,€P
=x=g,'y,eg, ' P=g 'Png, ' P£I= Pngg, 'P#J. Dolayisiyla buradan P nin

bir G-paketlemesi olmadigi sonucu ortaya ¢ikar. Bu bir celiskidir. Bu c¢eliski

Vx € X igin |Pm Gx| <1 oldugunu gosterir.m

Lemma 12: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve C bir G-6rtmesi olsun. Bu takdirde

|C e Gx| 21 dir. Yani, bir G-6rtmesi her bir yoriingeden en az bir eleman icerir.
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Ispat: Farzedelimki CNGx=C olacak sekilde bir xeX mevcut olsun. Yani
Ixe X dyleki [CNGx|< 1 dir. Buradan CcX\Gx dir. | JgCcX\Gx oldugunu

geG

gosterecegiz. Sayet bu iddia yanhs ise, yani Ung:X\GX ise dye UgC oyleki

geG 2eG
yg X\Gx = yeGx dir. Jg,€ G oylekiye g C=yeGxveye g,C=ye Gxng,C

gU’IGx:Gx

= g,'vye(g,'Gx)nC = g, 'ye GxnC. Fakat Gx"C=@ oldugundan bu bir

celigkidir. Bu celigki UgCCX\Gx oldugunu gosterir. C bir G-6rtme oldugundan

geG

X= U gC < X\Gx dir. Bu da bir ¢eligkidir. Clinkii Gx= olamaz. Sonug olarak Vxe X i¢in

geG

GxNC=Y dur. Yani |C ﬁGx| >1 dir.m

Lemma 13: G bir topolojik grup ve H<G olsun. Bu takdirde H ayrktir < acik bir V H-

paketlemesi vardir.

Ispat: ‘=’: H ayniktir & Vhe H icin 3VcG 6yleki he V ve VAH={h}. H ayrik olsun. Bu
takdirde 3Ve R oyleki VmH={e} dir. [H,G] bir topolojik doniisiim grubudur. Ve X olsun.
Bu takdirde Ue X simetrik kiimesi vardir 6yleki UU'cV dir. U nun bir H-paketlemesi
oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in he H\{e} olmak iizere hUNnU=C oldugunu gosterelim.
Farzedelimki Jde#he H oOyleki hUNU#J olsun. Bu takdirde Ja,be U Oyleki ha=b dir.
Buradan h=ba"'e UU'K = he Vdir. VnH={e} oldugundan bu bir celiskidir. Bu
celiski U nun bir H-paketlemesi oldugunu gosterir.

‘<’: V acik bir H-paketlemesi olsun. Genellikten bir sey kaybetmeden Ve X alalim. her
bir he H uygun bir hV acik kiimesinde bulunur. HnhV={h} dir. Aksini farzedelim.Yani,
h#h, iken HnhV={h,h,} ise hVnh V3 = h;'hVAV#J = h;'h=e = h;=h. Bu bir
celigkidir. Dolayisiyla bu ¢eliski H 1n ayrik oldugunu belirtir.m

Lemma 14: G bir topolojik grup ve H G nin ayrik bir alt grubu olsun. Ayrica CcG

kompakt kiimesi verilsin. Bu takdirde HNC sonludur.
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Ispat: H ayrik oldugundan VAH={e} olacak sekilde Ve X mevcuttur. Ayrica uU'cv
olacak sekilde U,Ve X vardir. {Uglge G} G nin bir agik ortiimiidiir. Ayn1 zamanda CcG
nin de bir agik Ortiimiidiir. C kompakt oldugundan sonlu bir alt ortiime sahiptir. Yani

dg,.8,,....g, Oyleki Ug, uUg,u,...,uUg > C dir. her bir Ug de H nin en ¢ok bir eleman1
vardir. Yani |H ﬁUgi| <1, 1<i<n dir. Aksini farzedelim. Yani, Jve {1,2,...,n} Oyleki
|UgD mH| 22 olsun. Buradan h,=ug veh,=u,g (h, #h,, u,u,e U, h,h,e H)
vardir. = h,h,”' =u,u,'e H dir. Fakat u,u; '€ UU" cV ve VAH={e} oldugundan
u,u,” €{e} olup u,u,”" =e dir. = u, =u, = h, =h,. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu geliskiden
|Hngi| <1, 1<i<n sonucu ¢ikar. Buradan, [HN(Ug, uUg,u...uUg )] D HNC =
=HnNUg)UMHNUg,)u..uHNg,)>HNC=n2|@|>|HNC|=HNC

sonludur.m

Teorem 1: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. Eger agik bir G-paketlemesi mevcut

ise, G ayrktir.

Ispat: V acik bir G-paketleme olsun. xeV keyfi fakat sabit tutulsun. Bu takdirde,
Ux{x} = Gx{x} keyfi acik bir kiime olmak iizere L' (Ux{x})=UcG agcik oldugundan

L:G — Gx{x} doniistimii siireklidir. Ayrica, A:GXX——X doniisiimii siirekli olup

gx) — g
g—(g.x)

K:Gx{x}——X doniisiimii de siireklidir. Dolayisiyla,

(gx) — &

T=KoL:G—>GXx{x}—X

& = (ex) — &
doniisiimii siireklidir. Buradan T™'(V)={ge Glgxe V} acik bir kiimedir. T™'(V)={e}
dir. Aksini farzedelim. Yani, g,,g,€ T (V) ve g, #g, olsun. Bu durumda g x,g,xe V
dir. xeV oldugundan gxegV, g,xe g,V dir. Buradan gVNVzJdveg, VNV £J
dur. V bir G-paketleme oldugundan g, =g, =e dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu ¢eliskiden
T'(V)={e} elde edilir. {e} agikir ve G topolojik grup oldugundan VgeG

icin GNg{e}={g} dir. Dolayisiyla G ayriktir.m
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Tanmm 9: X topolojik uzayr baglantilidir < X, bostan farkli ayrik iki acik kiimenin

birlesimi seklinde yazilamaz.

Teorem 2: G bir topolojik grup olsun. Bu takdirde G deki birim elemanin bileseni G nin
normal bir alt grubudur.
xe X in bileseni x i ihtiva eden X in biitiin baglantil1 alt kiimelerinin birlesimidir ve X in

herhangi bir acik-kapali alt kiimesindedir.

Ispat: N, e nin G deki bilesenini gostersin. Once N<G oldugunu gosterelim.

t:GXxG—— G doniisiimii bir homeomorfizma oldugundan g'N baglanuli ve ee g”'N
(gh) — &h

dir. Dolayisiyla Vge N igin g”'N c N dir. Buradan g€ N ve N, e nin G deki bileseni

oldugundan N"'N c N olup N<G dir.

Simdi N <G oldugunu gosterelim. ac G keyfi sabit olmak lizere o, :G—— G

g — aga"

doniisiimii bir homeomorfizma oldugundan a—'Na baglantih ve ec a'Na dir. Boylece

a'NacNolup N<G dir.m

Tanmm 10: G bir topolojik grup olsun. Bu takdirde;
N, (G,)=N(G,)={te GGt =G}
kiimesine G, = G nin normalliyeni ve
M (G,)=M(G,)={te Gltg,t" =g, Vg, € G, i¢in}
kiimesine de G, € G nin merkezleyeni denir. M(G,) c N(G,) ve M(G,), N(G,)) <G

oldugu agiktir. Ayrica, M(G,) = (] M(g,) ve M(G,)= (] N(g,) dur.

20€Gy 20€Gy

Teorem 3: H G topolojik grubunun ayrik bir alt grubu olsun. Sayet AcH sonlu ise bu
takdirde M(A) " N(H), N(H) da acik bir kiimedir.
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Ispat: M(G,)= n M(g,) yani, bir kiimenin merkezleyeni elemanlarinin
20€Gy

merkezleyenlerinin arakesiti oldugundan ve ayrica acgik kiimelerin sonlu arakesiti agik
oldugundan he H olmak iizere M(h) min N(H) da acik oldugunu gosterelim. H ayrik
oldugundan JUe X oyleki hUnH={h} dir. geG keyfi sabit olmak iizere

J:N(H)—— G doniisiimii siirekli ve T(e) = ehe”' = hehU = ee T (hU) oldugundan

e
IVe X oyleki T(VAN(H))chU dur. VAN(H), N(H) da ac¢cik ve N(H) da e nin
komsulugudur. H, N(H) da normal oldugundan Vge N(H) ve Vhe Hicin ghg”' € H dir.
Dolayisiyla T(VAN(H))cH dir. Buradan T(VAN(H))chUNH olup ge VAN(H) keyfi
olmak iizere T(g)=ghg'e hUnH={h}=ghg”' =h=VNNH)cMh)"NH) dir.
Bu ise M(h)nN(H) grubunun e birim elemaninin M(h)NN(H) nin bir i¢ noktast oldugunu
gosterir.  h, e (M(h)\{e})nN(H) 1ise h,Vh, 1 ihtiva eden acik bir kiimedir.
h,VAh NH)=h,VANH) kiimesi h M(H)nh N(H)=M(h) "N(H) nin acik bir alt
kiimesidir. Dolayisiyla h;, N(H) da M(h) nin bir i¢ noktasidir. Sonug¢ olarak he H nin

merkezleyeni N(H) da aciktir.m

Teorem 4:

i) R nin asikar olmayan her ayrik alt grubu sonsuz devirli bir gruptur.

ii) ' ={ze C: |z| =1} in asikar olmayan her ayrik alt grubu sonlu devirli bir gruptur.

Ispat:
i) {0}#HcR ve O<acH olmak iizere H kiimesinin ayrik oldugunu varsayalim.
C={xeR: |x| <a} kompakt kiimesini goz Oniine alalim. C=[-a,a] araliginda H nin sonlu

tane elemani vardir. HNC sonludur. be H HNC de bulunan en kii¢iik pozitif say1 olsun. Bu

durumda <b> =H oldugunu gosterelim. Aksini farzedelim. Yani, <b> # H olsun. <b> =H
& VheH icin Ime Z dyleki h=mb dir. Bu takdirde 3x,e H yleki x, ¢ (b) cH dur.
Buradan Vme Z i¢in x, # mb = dm e Z 6yleki mb<x, <(m,+Db=0<x,-mb<b
dir. x,,be H ve H bir grup oldugundan x,—-m,be H dir. Bu ise b nin se¢imiyle celisir.

Dolayisiyla <b> =H dir. Sonug olarak H sonsuz elemanlidir.m
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ii) HcS' aynk olsun. (Sl,.) bir topolojik gruptur ve kompakttr. HcS' ayrik
oldugundan HNS' =H sonludur.

H={z,.2, .z, } = {Le", ", ..e* ).k, .k,, ...k, >0
seklinde yazilabilir. K=min{k,,k,,....k,, } alahm. H=(e") oldugunu gosterelim. Aksini

varsayalim. Yani, H¢<eik> olsun. Bu takdirde 3h =e™ e H &yleki he <eik> dir. Buradan

i(m—k)

k<m<k, alirsak O<m-k<k,-k = e € Hdir. m-k>0 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu

celiskiden H= <e“‘> dir.m

Tanmm 11: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve ge G olsun. Bu takdirde;
B={xe XlIgx=x}

kiimesine g nin sabit nokta kiimesi ad1 verilir.

Teorem 5: [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve gh=hg olsun. Bu takdirde g, h nin sabit

nokta kiimesini kendi iizerine resmeder.

Ispat: A={xe X | hx=x} olsun. x€ A alalim. gxe A oldugunu gosterelim. [G,X] topolojik

doniigiim grubu olup h(gx)=hA(gAax)=hgax=ghAax=ghx)=gxe A dir.m



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. Lineer Kesirli Doniisiimler

Tamm 12: C_ :=CuU{e} olmak iizere m:C_,——— C_ , ab,c,de C, ad-bcz0

z N m(z)::az+b

doniigiimiine bir Mobiiis doniisiimii ad1 verilir. Biitiin M6biiis doniisiimleri PGL(2,C) ile

gosterilecektir.

Notasyon: a#0 olmak iizere siireklilikten % oo a karsilik getirilecektir. Yani 3=lin})i
w—0 W

olarak alacagiz. a#0 oldugundan 2 20 di.

W w—0 w

i‘ y1 gbz Oniine alirsak lim 2 = oo (C de)
w

az+b
cz+d

oldugu goriiliir. Buna ragmen % tanimsizdir. Benzer bigcimde o un m(z)=

altindaki goriintiisiinii siireklilikle tanimlayalim. Yani,

. az+b a
m(eo) =lim =—
>ecz+d ¢

dir.

m(eo) iyi tanimhidir. Ciinkii ad-bc#0 oldugundan a ve ¢ nin en az biri sifirdan farklidir.

m(oo) :% den m(ec) =0 & c = 0,m(0)=§ oldugundan m(0)=0 < b=0 dir.

Sonug 4:

az+b

i) m(z)= Mobiiis doniisiimii birebir ve ortendir.

cz+d

ii) (PGL(2,C), o) bir gruptur. Grubun birim elemani1 m(z)=z doniigsiimuidiir.

Uyar1: Bir Mobiiis doniisiimiiniin bicimi C_ un a,be C ve a#0 olmak iizere f(z)=az+b,

ze C ve f(c0)=c0 homeomorfizmi ile j(z):l, z€e (C\{O} , j(0)=00, j(00)=0 homeomorfizmi
z
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bicimlerine benzerdir. Aslinda simdi gosterecegiz ki her Mobitis doniisiimil bu bi¢cimdeki

iki doniisiimiin bir bileskesidir.

Teorem 6: a,b,c,de C ve ad-bc#0 olmak iizere m(z) = az+b

Mobiiis doniistimiinii géz
cz+d
Oniine alalim.

c=01ise m(z) :EZ+E ,
d d

c20ise g(z) =c’z+d ve f(z)=—(ad—bc)z+E olmak iizere m(z) =f(j(g(z)))
c

dir.

Ispat: c=0 ise ispat aciktir. c#0 olsun. Bu takdirde;

_az+b (az+b)c acz+bc
cz+d (cz+d)c c’z+dc

m(z)

dir. ad-bc#0 oldugundan

m(z) = acz+bc _acz+ad—(ad—bc) _a azd—bc = f(i(2(2).

c’z+dc c’z+cd ¢ c’z+cd
Burada, g(z) =c’z+d ve f(z):—(ad—bc)z+E dir.m
c

Simdi Mobiiis doniisiimlerini sabit noktalarina gore siniflandiralim:

me PGL(2,C) doniisiimiiniin bir sabit noktasi m(z)=z sartim saglayan ze C_

az+b

noktalaridir. m doniisiimii birim olmasin. m(z) = Mobiiis doniisiimii icin m(oo):i
c

cz+d

oldugunu biliyoruz. Boylece m(ec)=c0<c=0 dir. c=0 ise m(z)= %Z+§ dir.

denklemin bir

m(z) :z:iz+2 olsun. = =1 ise C de ¢Oziim yoktur. Ltlise z=
d d d d d-a

¢oziimiidiir. Ozellikle c=0 ise m ya bir ya da iki tane sabit noktaya sahiptir.

az+b

c#0 ise m(oo)#co dur. Boylece m nin sabit noktalarnt m(z) = = z denkleminin

cz+d
coziimleridir. Dolayisiyla bu ¢oziimler cz’+(d—a)z+b=0 denkleminin kokleridir. Bu

durumda c#0 ise m ya bir ya da iki tane sabit noktaya sahiptir. Yukarida yapilan bu

hesaplamalar asagidaki onemli sonucu (Teorem 7) dogurur:
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Teorem 7: m(z), C_ da farkli ii¢ noktay1 sabit birakan bir Mobiiis doniisiimii ise m birim

doniisiimdiir [1].m

Lemma 15: PGL(2,C) nin en o6nemli oOzelliklerinden biri C_ da yegine iiclii

transitifligidir. Yani, C_ da farkli noktalarin (z,,z,,z,) ve (w,,w,,w;) gibi iki licliisii

icin 3'me PGL(2,C) dyleki m(z,) =w,, i=1,2,3 tiir.

Ispat: C_ da farkli noktalarm iki iicliisii (z,,z,,z,) ve (wW,,w,,w,) olsun. Farzedelimki
Jm,ne PGL(2,C) oyleki n(z,) =w, =m(z,), n(z,) =w, =m(z,) ve n(z,) = w, =m(z,)
tir. Teorem 7" den m™'on C_ da ii¢ farkli nokta sabit biraktigindan m™' on birimdir.

Boylece m=n dir.

Simdi (z,,z,,z,) noktasim1 (w ,w,,w,) noktasina resmeden bir PGL(2,C) doniistimii
bulabilmek i¢in m(z,) =0, m(z,) =1, m(z,)=c0 olan bir me PGL(2,C) bulmak
yeterlidir. Sayet boyle bir me PGL(2,C) olusturabilirsek n(w,) =0, n(w,) =1, n(w,) =o0
olan bir ne PGL(2,C) bulabiliriz. Bu durumda n™' om istenilen doniisiim olur.

Boylece m(z,) =0, m(z,) =1, m(z,) = olan bir me PGL(2,C) bulalim. Biitiin z, lar
C de olsun. Bu durumda C_ da

2—2,2,—2y (2,—24)2—2,(2,—2;)

-7, 2,—2, (2,—2,)2—2,(2,—2,)
doniisiimiinii goz oniine alalim. Acikga,
ad—bc=(z, -2,)(-2,(z, - 2)))— (~2,)(2, — 2, (2, —2,) = (2, =2, )(2, = 2, (2, —2,) # 0

oldugundan me PGL(2,C) dir.

Z,—17 z-7z
23 7, =00 alimirsa m(z):= L

Z—1Z, 7Z—1Z,

Sayet z, =co almirsa m(z):= ; Z, =c0 alirsa

"% elde edilir.m

z
m(z) =
Z,77Z
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Lemma 16: G X iizerinde hareket etsin ve x, € Xolsun. Vye X icin 3Ige G dyleki

g(y)=x, ise G hareketi ge¢islidir.

Ispat: yze X keyfi olsun. Jdg,.g,€ G oylekig (y)=x,=g,(z) dir. Bu takdirde

(g,) " og,(y)=z dirm

Not: PGL(2,C) nin C_ un farkli noktalarinin {i¢liileri iizerindeki hareketini hatirlarsak;

iki iiclii verildiginde birini digerine resmeden bir tek Mobiils doniisiimii vardi. Bu bize G
nin X kiimesi iizerinde tek bir sekilde gecisken hareket etme taniminin verilebilecegini
gosterir. Vx,ye X icin 3!lge G Oyleki g(x)=y ise G, X iizerinde tekli sekilde gecisken

(transitif) hareket eder diyecegiz.

Teorem 8: PGL(2,C) grubu C_ un farkli noktalarmin iigliilerinin T kiimesi {izerinde

tekli olarak transitiftir [1].m

Tamm 13: m;,m, € PGL(2,C) doniisiimlerine esleniktirler denir : < Jpe PGL(2,C)
Oyleki m, =pom, op™! dir.

Geometrik olarak m; ve m, p ile eslenik ise m; in C_ lizerindeki hareketi ile m, nin
p(C_)=C_, iizerindeki hareketi aynidir. Yani, esleniklik C_ iizerinde koordinatlarin bir
degisimini yansitir.

PGL(2,C) ::{T:(Cw —C_, T(z)=w= a”z la,b,c,de C,ad-bc £ 0 }
cz+

bileske grubu C_ Riemann kiiresi tizerinde hareket eder. Burada T,Ue PGL(2,C) ise
ToU=:TU olarak gosterilecektir.

PGL(2,C) tizerindeki topolojiyi a,b,c,de C ile, daha once verdigimiz PSL(2,R)
tizerindeki topoloji gibi, tamimlayalim. Yani PGL(2,C) nin elemanlar1 (a,b,c,d)e o
olarak goz oniine alinirsa ve ayrica (a,b,c,d) ile (-a,-b,-c,-d) yi 0zdeslestirirsek PGL(2,C)
tizerinde 6zdeslestirme ile bir topoloji tanimlanabilir. Bu durumda,

24D 4 be=1
d

T(z)=
cz+
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doniisiimiine  *(a,b,c,d) dortliisii karsihik gelir. A:= {(a,b,c,d)e C*:ad—bc= 1}

kiimesini tamimlarsak PGL(2,C) iizerindeki topolojiyi A/~ iizerindeki topoloji olarak
alacagiz. Yani, (a,b,c,d)e A, (a,b,c,d)~(-a,-b,-c,-d).

A — A/~ projeksiyon doniisiimiinii goz Oniine alalim. Bu
(a,b,c,d) > [a,b,c,dl={t(a,b,c,d)}

doniisiim siireklidir. U c A/~ agiktir : & p(U) c A agiktir. Bu topoloji ile PGL(2,C)
bir topolojik gruptur. Dolayistyla [ PGL(2,C),C_ ] bir topolojik doniisiim grubudur.
w=z alirsak

az+b
Z:

—=cz’+(d-a)z-b=0
cz+

quadratik denkleminin kokleri doniistimiin sabit noktalarini1 verir. Tl ise bu denklemin en
fazla iki tane kokii vardir. Yani bu durumda T doniisiimiiniin en fazla iki tane sabit noktasi

olacaktir. Eger bu sabit noktalar ikiden fazla ise T bir 6zdeslik doniigiimiidiir. Yani, a=d ve

b=c=0 dur.
Sonug 5:

i) PGL(2,C) C_ tizerinde transitif olarak hareket eder. Yani C_ da bir tek yoriinge
vardir. Benzer sekilde,

PSL(2,R)={T:(CM —>C_, T(z)=w= a”z la,b,c,de R,ad-bc =1 }
czZ+

topolojik grubu R _ iizerinde ikili (¢ift) transitif olarak hareket eder.

ii) a(x*+y’)+2gx+2hy+c=0, a,g,h,ce R ¢ember denklemini diisiinelim. Eger a=0 ise
bu denklem bir dogru denklemidir(dejenere cember veya sonsuz yarigapli ¢ember). Bu
takdirde ¢cember denklemimiz

azz+g(z+z)+ih(z-z)+c=0=azz+(g—ih)z+(g+ih)z+c=0

— AzZ +Bz+Bz+C=0, A=a,C=c,B=g-ih
. o z A B o ‘
seklinde yazilabilir. Buise ¢ = 1 ve p= B C olmak iizere ¢ p¢@ =0 Hermit formudur

(¢"=9").
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T(Z)=W= az+b =az+b=cwz+wd= (a—cw)z=wd-b=z=T"'(w) = —dw +b
cz+d cwW—a

y1 ¢cember denkleminde yerine yazarsak

A(—dw+bj(—ﬁv+_b]+B(—dw+bj+§(—izv+_b}rc=0
CwW—a Cw —a Cw—a CwW—a

— A(—dw +b)(—dw +b) + B(—dw + b)(cw —a) + B(—=dw + b)(cw —a) + C(cw —a)(cw —a) =0

denklemini elde ederiz. Bu denklem de bir Hermit formudur ve cemberleri cemberlere

resmeder.

iii) PGL(2,R) ::{T:Cm SC., T(z)=w= 42+D | b.e.de R,ad-be#0 }

cz+
alt grubunda sadece R biitiin doniistimler altinda invaryant kalir. Merkezleri R iizerinde
olan ¢cemberler ve R ye dik olan dogrular yani, R deki biitiin ortogonal ¢emberlerin
kiimesi PGL(2,R) nin elemanlar: ile kendi iizerlerine resmedilirler. Bu tip ¢emberlere
Oklid olmayan (hiperbolik) dogrular adi verilir. PGL(2,R)alt grubu R_un birbirinden
farkli ikili noktalar kiimesinde transitif oldugu gibi ayn1 zamanda Oklid olmayan dogrular
kiimesi iizerinde de transitiftir. Ayrica PGL(2,R) alt grubu, i noktasim U iist yari

diizlemindeki herhangi bir q+pi noktasina resmeden w=pz+q, (p>0) doniistimiinii icerdigi
icin, ayn1 zamanda U {ist yar1 diizlemindeki noktalar {izerinde de transitiftir. Bu sonuctan

asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 9: PGL(2,R), U iist yan diizlemindeki noktalar kiimesinde ve aym1 zamanda

Oklid olmayan dogrular kiimesinde transitiftir [1].m

Onerme 2:

i) PSL(2,R) U iist yan diizleminde transitiftir.

ii) PSL(2,R) R iizerinde ikili(¢ift) transitiftir.
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Ispat:

b
Z+—

a
o NN | o
i) ai+be U, (a>0), T(z) = 1 tanimlayalim. Te PSL(2,R) dir. Buradan T(i)=ai+b

Ja
dir. Dolayistyla i nin yoriingesi biitiin U ya esittir. Boylece PSL(2,R) nin U iizerindeki

hareketi transitiftir.m

ii) a,be R oyleki a>b olsun. S(z) = Z_; dontigiimiinii tammmlayalim. Se PSL(2,R) dir.
Z_
z  a

Ciinkii normallestirme ile S(z) = \/aZ—b \/ab_b . S doniisiimii (a,b) yi (0,00) a resmeder.

Ja—-b - va—-b
Ayrica z — 1 doniisiimii PSL(2,R) dedir ve (0,00) u (,0) a resmeder. Benzer sekilde
z

z — z+b doniisiimii de PSL(2,R) dedir ve (0,0) u (b,) a resmeder. Buradan (0,20) un

yoriingesi PSL(2,R) nin hareketi altinda (a,b) (a,be R_, a#b) ciftlerinden olusur.

o0 9

Dolayisiyla PSL(2,R) R_ iizerinde ikili transitiftir.m

oo

PSL(2,R) deki ii¢ cesit doniisiim sabit noktalar kiimesine gore siniflandirilir. Yani,

PSL(2,R) nin sabit noktalar1 PSL(2,R) deki reel katsayili quadratik denklemin
kokleridir. Ik dnce Te PSL(2,R)\{I} olmak iizere T(z)=z denkleminin koklerini bulalim.

T(z) = az+z =z, ad-bc=l > az+b=cz’+dz=>cz* +(d—a)z—b=0
CzZ+

= A=(d—a)’ +4bc=a’+d*>—2ad +4bc =a’ +d* + 2ad —4(ad — bc)

=a’+d’+2ad—4=(a+d)’ -4

_—(d-a)t\@a+d)’ -4

=7, ., =
1,2
2c

elde edilir. Bu durumda ii¢ olasilik vardir:

1) Kokler reel ve farkli ise yani, a+d| >?2 ise T doniisiimiiniin p,qe R gibi iki sabit

noktast mevcuttur. Bu durumda T doéniisiimiine hiperbolik eleman diyecegiz.
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ke R_\{0} olmak iizere o u o a resmeden herhangi bir lineer kesirli doniigiimiin

T(z)=kz+1 ve ayrica 0 1 da 0 a resmeden herhangi bir lineer kesirli doniisiimiin T(z)=kz

formunda oldugunu biliyoruz. T p,qe R sabit noktalarina sahip hiperbolik bir doniigiim

ve w=T(z) olsun. Buradan w, = W=P vez = 7P
w—q zZ—

alirsak w, = 0,00 noktalar1 z, = 0,0

0

noktalarmma karsilik gelir. Dolayisiyla w, ve z, arasindaki baginti w, =kz, yani,

WP _ k(z _P J seklini alir. U,Pe PSL(2,R) olmak iizere (z)= z7p (p>q) ve P(z)=kz
w-=q z—q z—q

ise w, =kz, denklemi UT(z)=PU(z) seklinde yazilabilir. Buradan P=UTU"! dir. P nin
normalleyenini biliyorsak T nin de normalleyenini buluruz. Ciinkii T—P=UTU™"
doniisiimii stirekli bir otomorfizmadir. P 0 ve o« sabit noktalarina sahiptir. Teorem 5 den P
nin normalleyeninin herhangi bir elemani (0,0) ikilisini (0,00) ikilisine resmetmelidir.
Bunu gerceklestiren iki tip doniisiim vardir:

i) 010aveocouowaresmeden w =kz,,

.. k
i) 01o0caveou(aresmedenw =—2 .

z
Basit bir hesapla i) in P ye karsilik geldigi ve ii) nin P ye karsilik gelmedigi goriiliir.
Boylece T hiperbolik doniigsiimiiniin normalliyeni R* c¢arpim grubuna izomorftur
(R toplamsal grubuna da izomorftur) ve aymi sabit nokta kiimelerine sahip olan biitiin
hiperbolik doniisiimlerden olusur.

Bir hiperbolik doniisiim sonsuz devirli ve ayrik gruplari olusturur.

T € PSL(2,R) p,qe R_ sabit noktalarina sahip bir hiperbolik doniisiim olsun. Bu
takdirde Onerme 2 nin ii). sikkindan dolayr 3Se PSL(2,R):S(p)=0 ve S(q)=c dur.

Boylece STS™ bir hiperbolik elemandir ve 0 ve o u sabit birakir. Buradan STS_1=Ul =z,
Ae R™\{0,1} dir. Eger B(z)= _% ise bu takdirde B U, B_lexl . Dolayisiyla U, ve le
PSL(2,R) de esleniktirler. Kolayca gosterilebilir ki k#A, A~ ise U, ve U, eslenik

olamazlar. Bu yiizden PSL(2,R) nin her bir hiperbolik eleman: bir ve bir tek U, (A>1)

elemanina esleniktir.
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2°) Kokler esitse (cift katli kok) yani, |a + d| =2 ise T doniisiimiine bir parabolik doniisiim
diyecegiz. Dolayisiyla T doniisiimii bir ve bir tek sabit noktaya sahiptir. Boylece parabolik

doniigiimlerin U iist yar1 diizleminde sabit noktast yoktur. Eger Te PSL(2,R)\{I}

pe R_ sabit noktasina sahip parabolik bir doniisim ve w=T(z) ise bu T doniistimii

w, = vez = olmak iizere w, =oo noktasim z, = noktasina karsilik getirir.

w-p Z—p

Buradan ke R\{0} olmak iizere w, ve z, arasindaki baginti w, =kz, +1 seklindedir. Sayet
k#1 ise ikinci bir sabit nokta mevcut olacagindan k=1 almaliyiz. Eger w, =1Iw, ve z, =1z,

alirsak w, =z, +1 elde edilir.

Bir parabolik doniisiim sonsuz devirli ve ayrik gruplarn olusturur. T(z)=w=z+1 in
normalliyeni Teorem 5 in sonucu olarak o u o a resmeder. Dolayisiyla w=kz+1
formundaki doniisiimler kiimesinin bir alt grubudur. Buna w=U(z) diyelim. w=z+1
doniigiimii yaparsak;

7 u! Z_l T Z_1+k U Z+k
k k

Elde edilir. Burada k=1 ise T(z)=z+1 e geri doneriz. Boylece parabolik bir doniisiimiin
normalliyeni R ile izomorftur ve ayn1 sabit noktali biitiin parabolik doniisiimleri icerir.

pe R_ T parabolik doniisiimiiniin sabit noktas1 olsun. Onerme 2 nin ii). sikkindan
dolayr 3Se PSL(2,R):S(p)=cc dur. Boylece STS™ bir parabolik elemandir ve o u sabit

birakir. Buradan W= STS™':z—z+b, be R\{0} dur.

V(z)= z alalim. Bu takdirde VWV‘l:z%zi b, b<0 se isaret “-“, b>0 ise isaret “+” dir

b
(detV:1.|b| >0). Buradan PSL(2,R) deki parabolik elemanlarin iki eslenik sinif1 vardir.

z—z+1 ile z—z—1 doniisiimleri PSL(2,IR) de eslenik olamazlar.

3°) Kokler kompleks ve birbirinin eslenigi seklinde ise yani, |a +d| < 2 ise T doniisiimiine

eliptik eleman adin1 verecegiz. Bu durumda T nin U diizleminde bir tek sabit noktasi

mevcuttur.
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p ve p iki kompleks eslenik sabit nokta olsun. Bu sabit noktalardan sadece biri U
diizlemindedir. Farzedelimki p, U diizleminde ve p, — U diizleminde olsun. Bu takdirde
bir eliptik doniisiim

WP _, 2P

W—ﬁ_ zZ-

=l

seklinde yazilabilir. Burada A nin reel olmasi gerekmez. Ancak reel eksen kendi iizerine

resmedildigi zaman z reel ise w reel yani, her ikisi de reel olmak iizere

z-p
z-p

=1

wW—p| _
w-p

dir. Dolayisiyla |k| =1 ve A €® formundadir. Buradan T bir eliptik doniisiim olmak iizere

W=p __oZ=D
w—p z—p
seklinde yazilabilir.
Te PSL(2,R) ile degismeli olan herhangi bir Ue PSL(2,R) déniisiimii (p,p) ikilisini

(p,p) ikilisine resmeder. Ozellikle p,pe U ise U hem p yi hem de P yi sabit birakir.

Dolayisiyla U doniistimii
= D02 P ()
w=p Z-p
seklindedir.

Tersine T ile degismeli olan (1) formundaki herhangi bir doniisiim alalim. Buradan T
nin normalliyeni biitiin U déniisiimlerinin grubudur.S' ile izomorf olan |z| =1 carpim
grubuyla izomorftur. Ayrica T nin normalliyeni kesinlikle T ile ayn1 sabit noktalara sahip
doniistimlerdir.

Eliptik doniisiimler sonlu mertebelidir. Buradan 3m,ne Z Oyleki m6 =nn olup eliptik
dontigiimler sonlu devirli gruplar1 olustururlar. Ayrica bir eliptik doniisiim sonsuz
mertebeli ise Teorem 4’ {in sonucu olarak ayrik olmayan devirli gruplar olusturur.

T bir eliptik eleman ve & U T nin sabit noktasi olsun. Onerme 2’ nin ii). sikkindan
dolayr 3Se PSL(2,R):S(€)=i dir. Bu takdirde S()=1i =i dir. Dolayistyla W=STS™ i

ve —i yi sabit birakan bir eliptik elemandir.
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Boylece;
W(z)-i k(z—ij
W(z)+i Z+1

dir. W R_ u R iizerine resmeder. Bu durumda Joe R: W(a)e R dir. Buradan

(W(o)—i
| W(o)+i

|oc—i|:
|oc+i|

=P 1= =1

dir. Boylece A=e® (0<0<2m). Dolayisiyla T, W ya eslenikti. Burada

WO _ o[ 221 (0<0<2m). Buradan 2=z, ' e 7 w'e D, birim
W(z)+i Z+1 Z+i W(z)+i

daire ve w =¢°z dir. Dolayisiyla PGL(2,C) de, T birim daire @ lik bir rotasyonuna

esleniktir.
Sonug 6:
1) a+d ye T nin izi diyecegiz. Yani, izT = a+d.

2) T(z) = z+1 ise 1zT=2 olup T bir parabolik doniisiimdiir. Buradan oo u sabit birakan T

parabolik elemaninin merkezleyeni:
Mo oy (T) = {S IST = TS}

dir. Teorem 5 e gore ST=TS ise S eleman1 T nin sabit nokta kiimesini kendi iizerine

resmeder. Dolayisiyla S oo u sabit birakir. Buradan;
MPSL(2,R)(T) ={Z —z+klke R}
dir.

3) My o5, (T) ={z > pzlp >0}, T:iz— Az, A>0, A #1)

4) i ve —i yi sabit birakan T eliptik elemaninin merkezleyeni

Mes ) (T) = {W @i e (Ej ,(0L06< 271:)}

W) +i  \z+i

dir.
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Onerme 3: PSL(2,R) nin birimden farkl herhangi iki eleman1 komutatiftir ancak ve

ancak bu elemanlarin sabit nokta kiimeleri aynidir.

Ispat: “=": V,,V,e PSL(2,R)\{I} ve V,V, =V,V, olsun. Farzedelimki V, parabolik ve

az+b
cz+d

o u sabit biraksin. Bu taktirde V,(z)=z+A, A #0 olur. V,(z) = , ad-bc=1 olsun.

V,,V, komutatif olduklarindan C:=V,V,V,”'V,™" =1 dir. Hesaplamalar gosterir ki :

(1+ack+czk2)z+k—azk—ack2

C =
@ c*Az+1—-ack

dir. Buradan
C(z)=I(z) & c=0ve M(1-a’ —ach) =0, A =0
oldugundan
l-a’—acA=0=a’=1=a=71, ad-bc=l= ad=1= d=F1.
dir. Boylece a+d =7F2 ve V, oo u sabit birakan parabolik elemandir.
Simdi V, 0,0 un sabit birakan hiperbolik eleman olsun. Bu takdirde
V(z)=0z, oo #0, 0 #1 (a>1 alabiliriz. Hiperbolik eleman bir ve bir tek U, =4z, A>1

elemanina esleniktir). Bu durumda,

(ad—bcat)z+ab(o—1)
cd(1-a)z+ (—bc+ada)

Cz)=qa

dir. C(z)=1(z) olmasi i¢in her seyden once ab = cd = 0 olmalidir. Bu durumu asagidaki

gibi iki sekilde ele alalim:
i)bc=0iscadbc=1=ad=1=2a#0,d#0=>b=c=0= Vz(z)z%:azz bir

hiperbolik elemandir ve 0,00 u sabit birakir.

ii) bc # 0 olsun. Bu durumda ad-bc = 1 = a = d = 0 elde edilir. Ciinkii ab = cd = 0.

2
Buradan bc = -1 dir. Boylece V,(z)= b = L bir eliptik elemandir ve i yi sabit birakir.
cz z

Ayrica C = I oldugundan o(ad—bco) =—bc+adoe=> o> =1yadao.=—1 dir. Bu olamaz.

Ciinkii o0 >1 idi. Dolayisiyla bc = 0 olmak zorundadir. Sonug olarak bc # 0 ise bu durum

onermemize uymaz. Yani dogru degildir.



31

V\V,=V,V, ve farzedelimki V, eliptik ve {eU yu sabit biraksin. V,,V, ile
komutatif oldugundan ve {e U= V,{e U= V, {=C dir. Ciinkii komutatif iki eleman
birbirlerinin sabit nokta kiimelerini kendi iizerlerine resmederler. Dolayisiyla V, nin de
sabit nokta kiimeleri aynidir. Yani V, bir eliptik elemandur.

“<":V,,V,e PSL(2,R) \{I} ayn1 sabit nokta kiimesine sahip olsun. Dolayisiyla V, ve V,
nin tiirleri aymdir.
Simdi farzedelimki V, ve V, parabolik olsun. Bu durumda bir Ae PSL(2,R) secebiliriz

oyleki V, =AV,A™' ve V, = AV,A™! sadece o u sabit birakan parabolik elemanlardur.
Dolayisiyla 'V, (z)=z+A,, V, =z+X,, A, 20#\, dir. Agikca V, ve V, komutatiftir.
Boylece,

V,V, =AVAT'AV, AT = AV,ATAV AT =V, V, = V,V, =V, V,
dir.

Ikinci olarak farzedelimki V, ve V, hiperbolik ve sabit noktalari o, olsun. Bu
durumda bir Ae PSL(2,R) segebiliriz Syleki V; = AV,A™ ve V, = AV,A™" 0 ve o u sabit
birakan hiperbolik elemanlardir. Dolayisiyla V, (z)=Az, V, =Ayz, A, #0,1# A, dir.
Agik¢a V, ve V, komutatiftir. Béylece V, ve V, komutatiftir.

Son olarak farzedelimki V, ve V, eliptik ve sabit noktalar1 i ve —i olsun. Bu durumda
bir Ae PSL(2,R) segebiliriz oyleki V, = AV,A™! ve V, = AV,A™" i ve —i yi sabit birakan
eliptik elemanlardir. Dolayisiyla

Vi(2)=i_ e (z=i) Va(2)=i_ o (z-i
(5

[ ) v _J, OSGI’GZ <2TE
V) (z)+i z+i) V,(z)+i

Z+1

dir. Buradan hesaplamalarla V, ve V, niin komutatif oldugu kolaylikla gbriilebilir.

Boylece V, ve V, komutatiftir.m

Onerme 4: PSL(2,R) de her hiperbolik (parabolik, eliptik) elemanin PSL(2,R) deki

merkezleyeni ayn1 sabit nokta kiimeli hiperbolik (parabolik, eliptik) elemanlardan ve birim

elemandan olusur.
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Ispat: Te PSL(2,R) hiperbolik olsun. Bunun merkezleyeni Mpg; , ) (T)={SIST =TS}.

S€ Mpg; (o) (T) ise ST =TS dir. S = 1 ise ispat agiktir. S # I ise Onerme 3 e gore S

hiperboliktir ve T ile ayn1 sabit nokta kiimesine sahiptir.m

2.2. Hiperbolik Geometri (Oklid Olmayan Geometri)

Hiperbolik diizlem i¢in bir model olusturalim. Bir model ile sececegimiz bir uzay ve
temel geometrik nesnelerin nasil temsil edileceginin bir se¢imini kastetmekteyiz. Burada
bu geometrik nesnelerin bazilar1 noktalar ve dogrulardir.

Calisacagimiz model {ist yar1 diizlem modeli olacaktir. Bu modelin uzay1

U:={ze C:Imz >0} iist yar1 diizlemidir.

Burada nokta ve ag¢1 kavramlar1 C deki nokta ve a¢1 kavramlaridir. Yani, U da iki egri
arasindaki agi, bu egriler C de diigiiniilerek tanimlanan egriler arasindaki agidir. Bagka bir
deyisle, ac1 teget dogrular arasindaki agidir.

U daki hiperbolik dogrular1 bilinen Oklid dogrular1 ve C deki Oklid gemberleri

cinsinden tanimlayacagiz.

Tamm 14: Goriiniiste farkl iki tip hiperbolik dogru vardir. Birincisi, C de R ye dik olan
Oklid dogrularimin Uile kesisimleri; digeri C de merkezi R iizerinde olan ¢cemberlerin
U ile kesisimleridir. Yani hiperbolik dogru dendiginde zayif bir tabirle reel eksene dik yar1

cemberler ve reel eksene dik yar1 dogrulardir. Dogrular yarigapi o olan ¢emberler olarak

diisiiniirsek, hiperbolik dogru reel eksene dik yar1 cemberlerdir.

TN

Sekil 1. Hiperbolik Dogrular
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Onerme 5: p,qe U farkli noktalar olsun. Bu takdirde U da p ve q dan gegen bir ve bir tek
hiperbolik ¢ dogrusu vardir.

Ispat: ki durum goz Oniine alalim. Ilk once Re(p) = Re(q) olsun. Bu taktirde

L={ze CIRe(z) =Re(p)} Oklid dogrusu reel eksene paralel ve p,q dan gecer. Boylece

¢ =T N L istenilen hiperbolik dogrudur.

Simdi farzedelimki Re(p) # Re(q) dur. Artik p ve q dan gecen Oklid dogrusu R ye dik
degildir. Dolayzst ile p ve q dan gegen ve R ye dik olan bir Oklid ¢emberi bulmaliyiz. L,
p ve q dan gegen Oklid dogru pargast ve K da L, nun orta dikmesi olsun. Bu takdirde, p ve
q dan gecen her Oklid cemberinin merkezi K iizerindedir. Re(p) # Re(q) oldugundan K R
ye paralel degildir. Boylece K ile R bir tek ce R noktasinda kesisir.

A merkezi c de yarigapi |c—p| olan Oklid cemberi olsun. Boylece A p den geger. ¢ K

tizerinde oldugundan |c—p| = |c—q| dur. Boylece K q dan da gecer. Dolayisiyla /=Un A

istenilen hiperbolik dogrudur.
p ve q dan gegen hiperbolik dogrunun tekligi Oklid dogrular1 ve Oklid cemberlerinin

kendi ingalarinda var olan 6zelliklerinden ¢ikar.m

Tanim 15: iki hiperbolik dogrunun arakesiti bos ise bu iki dogruya paralel dogrular denir.
Oklid geometrisinde paralel dogrular mevcuttur. Sayet L bir Oklid dogrusu ve ac C de
L tizerinde olmayan bir nokta ise a dan gecen ve L ye paralel olan bir ve bir tek K dogrusu
vardir. Oklid geometrisinde paralel dogrular esit uzakliktadir. Yani, L ve K paralel
dogrular ve a,beL ise bu takdirde a ile K arasindaki uzaklik b ile K arasindaki uzakliga

esittir. Hiperbolik geometride paralellik oldukca farkli hale sahiptir.

Teorem 10: ¢, U da bir hiperbolik dogru ve pe U, p¢ ¢ olsun. Bu takdirde p den gecen

ve ( ye paralel olan sonsuz farkli hiperbolik dogru vardir.

Ispat: Onerme 5 in ispatinda oldugu gibi iki durumu goz oniine alacagiz. Birinci olarak
farzedelimki ¢ bir L Oklid dogrusunun iginde olsun. p L iizerinde olmadigindan p den
gecen ve L ye paralel olan bir K Oklid dogrusu vardir. L R ye dik oldugundan K da R ye
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diktir. Boylece Uda p den gecen ve ¢ ye paralel olan U K hiperbolik dogrusu elde
edilir.

p den gecen ve ¢ ye paralel olan bagka bir hiperbolik dogru elde edelim. Bunun i¢in, K
ile L arasinda xe R olan bir nokta alalim. A da, x ve p den gecen, merkezi R de olan
Oklid cemberi olsun. Re(x) # Re(p) oldugundan boyle bir A Oklid gemberi vardir. A nin
alinigindan dolayl, ANL = &, yani U A hiperbolik dogrusu ¢ den ayriktir. Yani U
A, p den gecen ve /¢ ye paralel olan ikinci bir hiperbolik dogrudur.

K ile L arasinda R iizerinde sonsuz tane nokta oldugundan bu olusturma p den gecen ve
¢ ye paralel olan sonsuz tane hiperbolik dogru verir.

Simdi ikinci olarak farzedelimki ¢ hiperbolik dogrusu bir A Oklid ¢emberinde
bulunsun. D de, p den gegen ve A ile aym merkeze sahip Oklid ¢emberi olsun. Ayni
merkezli ¢cemberler ayrik oldugundan p den gecen ve ¢ ye paralel olan bir hiperbolik
dogru Un D dir.

Simdi p den gecen ve ¢ ye paralel olan ikinci bir hiperbolik dogru elde edelim. A ile D
arasinda herhangi bir xe R alalim. E, merkezi R iizerinde x ve p den gecen Oklid ¢emberi
olsun. Alinis geregi E ve A ayriktir. Boylece Un E p den gecen ve ¢ ye paralel olan
baska bir hiperbolik dogrudur.

R iizerinde A ile D arasinda sonsuz tane nokta oldugundan p den gecen ve ¢ ye paralel
olan sonsuz hiperbolik dogru vardir.m

Su ana kadar hareket edebilecegimiz bir model elde ettik. Yukarida bahsedilen
hiperbolik geometrinin gelisimi icin gerilere, tarihsel gelisimlere donelim. Bunun i¢in en
iyi yaklasim Oklid geometrisi aksiyomlar1 ile baslamak olacaktir. Aksiyomlardan biri
yukarida bahsedilen paralel dogrular hakkindaki ifadedir, yani bir L Oklid dogrusu ve
bunun disinda bir p noktas: verildiginde p den gecen ve L ye paralel olan bir tek Oklid
dogrusu vardir. Bu aksiyom “Paralel Postiilat1” olarak adlandirilir.

Bu durumda, hiperbolik geometri aksiyomlarin ayni kiimesini kullanarak tanimlanir.
Fakat paralel postiilatda hiperbolik degisiklik vardir. Bu, “verilen bir ¢ hiperbolik dogrusu
ve bunun diginda bir p noktasi icin, p den gecen ve ¢ ye paralel olan en az iki hiperbolik
dogru vardir” dir. Bu durumda iist yar1 diizlem modeli, hiperbolik dogrularla Oklid
olmayan geometrinin bir modelidir.

Simdi parcali siirekli diferensiyellenebilir bir Yy yolunun hiperbolik uzunlugunu

tanimlayalim. Bundan Once R? de bir B parcali siirekli diferensiyellenebilir yolunun
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Oklid uzunlugunu tanimlayalim. x ve y parcal siirekli fonksiyonlar olmak iizere

B:I—R?, 1=[0,1], B(t)=(x(t),y(t)) olsun. Bu durumda B mnin Oklid uzunlugu

ds? =dx* + dy2 formiilii yardimiyla tanimlanir. Daha agik olarak;
I dx dy
e(p) = dt=|ds
o1& (5ol

Benzer olarak U da hiperbolik uzunlugu su sekilde tanimlayalim:

dir.

dx? +dy2 _ |C1Z|2
y’ y*

Yani, y:1— U pargali siirekli diferensiyellenebilir bir egri ve y(t) = x(t)+1iy(t) = z(t) ise

ds? =

Z=XHy .

h(y) hiperbolik uzunlugu

BRI
dt tldt
dt dt :J.’dt

y 0y

- dt

1
h(y) =
0

olarak tanimlanir.
Simdi de E c U olg¢iilebilir kiimesinin hiperbolik alanini tanimlayalim. Bu durumda

eger integral mevcutsa E nin hiperbolik alani

58

olarak tanimlanir.
Bazi durumlarda kartezyen koordinatlar yerine (r,0) kutupsal koordinatlarim1 kullanmak
daha uygundur. Boylece sirasiyla yukaridaki formiiller

d32:2_2+‘2,
r-sin“0® sin“0

dr? de? hy) = I j\/dr +12de? W(E) = ”E drd6

rsin’ @

sekline doniisiir.

Teorem 11: Te PSL(2,R) keyfi olsun. Bu takdirde;
h(T(y)) =h(y) ve WT(E)) =u(E)
dir. Yani hiperbolik uzunluk ve hiperbolik alan biitiin PSL(2,R) nin elemanlar1 altinda

invaryanttir.
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Ispat: Te PSL(2,R) keyfi olsun. c#0 alalim. Bu takdirde w =T(z)= az+b doniistimii

cz+

_a_ b seklinde yazilabilir. Buradan 2 k,eR,c*=peR ve d_ k,eR
c 2( dj c c
cT|z+—
c

olmak tizere

p(z+k,)

alirsak

(@) W, W,; w=z+k, ke R (parabolik)

(b) V(z) = pz, (O<pe R) (hiperbolik)

() U(z) = —l (eliptik)
z

dir. c=0 ise T(z) = pz+k = WV (2).
Dolayisiyla hiperbolik yay uzunlugu ve alanmin U,V,W doniigiimleri altinda invaryant

kaldigin ispatlayalim.

(a) w=z+k (ke R) dx,dy ve y yi degistirilmemis birakir. Buradan hiperbolik yay uzunlugu
ve alan bu tip doniisiimler altinda invaryant kalir. Gergekten;

W(z)=w=z+k=(x+k)+iy, (ke R)

Wi IJ[d<x+k>] +(dy)? j\/dx2+dy
0

=h(y)

d(x+k)dy _ J‘J‘ dxdy —u(E).
E

W (E) = [

(b) V(z)=pz, (O<pe R ) = V(z)=px+piy=pz

1 d 2 d 2 1 d 2 d 2
—h(V)= Y X)p;(p 2 Jax 2y

RVE) = [ pdxpdy =11, d"dy— K(E).
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(¢ U@ = —l:— 1. = (r,0) kutupsal koordinatlar1 U doniisiimii altinda
z X +1y

U(r, 0)= (l ,T— Gj ya doniigiir. Gergekten;
r

Z=H+iy

Sekil 2. Teorem 11 i¢in yardimci sekil

Z=X+y , x=rcos 8, y=rsin 0

. X : y
= z=r(cos O +isin0) ve r= x2+y2:> c0s0=——, sinf=——=—.
/x2+y2 /x2+y2
2, .2
:>U(Z)=—l=— 2X S +i 2y > ver = X2 +}’22: L1
Z Xty X"ty (x“+y7) x*+y? T
X
2,2
= cos0, = LS = ¢0s0; =—cosO=cos(t—0) =>n-0=0,.
\/ x*+y? X2 +y?
x> +y*)?
Dolayisiyla;
2 2
1 1
[ ooy [T e
R [ -
(U) = Y 1. Ay 1.
—sin(n—0) —sin(mn—0)
r r
1 2 1 2
S S e o
_-”Y 1 _-”Y in @ =h(v)
—sin6 rsin
r
p dmd(n-e) p (—rlzdrj(—de) o
WU(E)) = = =], —77=WE).=
" 1sin2(7t—9) F 1sin29 Frsin” 6

T T
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Simdi U iist yan diizleminde herhangi iki nokta arasinda en kisa hiperbolik uzunluga
sahip bir tek yolun varligim gosterecegiz. Bu tiir yollara hiperbolik dogru parcgalar veya
kisaca H-dogru parcalar diyecegiz. Teorem 11 in bir sonucu olarak PSL(2,IR) nin her bir
eleman1 H-dogru pargalarin1 H-dogru pargalarina resmeder.

[k olarak gosterelim ki b>a>0 olmak iizere ia ile ib noktalarm birlestiren Oklid dogru

parcasidir.

K:[0,]] — U d—>O y(0)=a,y(1)=b
¢ — Km=0y@) dt

bu dogru parcasinin parametrik bir gosterimi olsun. Boylece;

2
(dYJ dy dy
h(K) = j LA = [9L gt u=y = =20 g,
y(t) 0 Y(® o Y(© dt
t=0 icin u=a
t=1 i¢in u=b

b
:h(K):j%“:lnm';:lng.

Simdi gosterelim ki ia noktasini ib noktasina birlestiren ve en kisa hiperbolik uzunluga
sahip egrinin parametrik gosterimi yukarida verildigi gibidir.

K: [0,1] — U ia y1ib ye birlestiren herhangi pargali siirekli diferensiyellenebilir bir egri

olsun. K(t) = (X(t), y(t)) alalim. Bu durumda;

BECI U

h(f{):j d/ \dt dtzj dt j dt= j dt ge=h(K)
) R y© 3y

dir. Esitlik ancak di(tt) =0ve d}cll( ) >0 ile miimkiindiir.

Sonug¢ olarak ia noktasini ib noktasina birlestiren H-dogru parcasit bu iki noktay1
birlestiren Oklid dogru parcasidir.
Simdi farzedelimki z; ve z, aym reel kisima sahip olmasin. z, ve z, yi birlestiren
dogrunun orta dikmesi reel ekseni bir r noktasinda keser. Bu r noktas1 z; ve z, den gecen
reel eksene dik olan ¢emberin merkezidir (Q ¢emberi). Q ¢cemberinin reel ekseni kestigi

noktalar z,” ve z,” olsun. PSL(2,R) nin her bir elemani gemberleri cemberlere resmeder
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ve agilari korur. Onerme 2 (i)’ den 3Te PSL(2,R) dyleki T(z, )=0,T(z, ) =co dur.
Dolayisiyla T eleman1 Q yar1 ¢emberini y-ekseninin pozitif kisimina resmeder. Boylece
T(z,) ve T(z,) y-ekseni iizerindedir ve bu iki noktay: birlestiren H-dogru parcast Oklid
anlamda dogru parcasidir. Teorem 11’ e gore PSL(2,R) nin elemanlari bu H-uzunlugu
degistirmediginden z, ve z, yi birlestiren H-dogru pargasi bu iki noktay1 birlestiren ve reel

eksene dik olan cemberin bu iki nokta arasindaki parcasidir.

Z ib

V%) 1a

ag

Sekil 3. H-Dogru Parcalari

Teorem 12: U daki H-dogru parcalari, merkezi reel eksen iizerinde bulunan yar1 cemberler

ya da reel eksene dik olan Oklid dogrularidir [2].m

Tanmm 16: Yukaridaki teoremde gecen cemberlere ve reel eksene dik Oklid dogrularina
Hiperbolik dogrular veya kisaca H-dogrular1 diyecegiz. Burada dik H-dogrularinin bir
bitim noktasin1 oo da kabul edecegiz. Dolayisiyla her bir H-dogrulann R_ da iki bitim

noktasina sahiptir.
Sonug olarak hiperbolik dogrular A|z|2 +Bx+C=0 esitligi ile gosterilir. Dolayisiyla

burada kesinlikle farkli iki p,qe U noktast vardir. Bu yay p,q dan gecen hiperbolik dogru

parcasidir.

Teorem 13: PSL(2,R) biitiin H-dogrularinin olusturdugu kiime iizerinde transitiftir.

ispat: P ve Q herhangi iki H-dogrusu 6yleki bitim noktalar1 sirsiyla s,t ve s,t olsun.
Burada s,t,;s,te R_ . Onerme 2 (ii) den 3T € PSL(2,R) Oyleki T(s)=s ve T(t)=t diir. T



40

elemam1 ¢emberleri cemberlere resmettiginden ve acilari korudugundan P cemberi Q
cemberine resmedilir. Ciinkii P ¢cemberi s ve t tarafindan tek tiirlii olarak belirlidir. Bir H-

dogrusu biitiin noktalar ile tek tiirlii olarak belirlidir. Yani T(P)=Q dur. m

Tanmm 17: z,we Uolsun. Z yi w ya birlestiren H-dogru pargcasinin H-uzunluguna

hiperbolik fark(uzaklik) deyip p (z,w) ile gosterecegiz.

|z—v_v|+|z—w|
p(z,w)=1Iny—c——r
=]l
. o1e . 2 1 |Z_VV|2
olarak formuliize edilir. Ayrica sinh”| —p(z,w) |= —— dir.
2 4ImzImw

NOT: (U,p) bir metrik uzaydir. Ucgen esitsizligi ise H-dogru parcasimin iki nokta
arasinda bir ve bir tek en kisa yol olma 6zelliginden ¢ikar. p metrigi ile U iist yar1 diizlemi

hiperbolik diizlemin bir modelidir.

Tanim olarak iki H-dogrusu paraleldir denir sayet bunlar hi¢ bir noktada kesismezlerse.

Teorem 14: z,we U ve Te PSL(2,R) ise
p(T(z),T(w))=p(z,w)

dir [2].m
Tamm 18: C_ =CuU{eo} olmakiizere U nun C, daki kapanisinda bir kapali kiimeye

n-kenarl1 hiperbolik poligon denir. Bu kiime n tane hiperbolik dogru pargasi tarafindan

sinirhdir.

A

() (b) () (d)

Sekil 4. Hiperbolik Poligonlar
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Sayet herhangi iki hiperbolik dogru parcasi kesisirse, bu takdirde bu kesisme noktasina

poligonun bir kosesi adi verilir. Reel eksenin hicbir parcasi bir hiperbolik poligona ait

olmamasina ragmen Sekil 4. (c) ve (d) deki gibi R_ da koseler olabilir ( Sekil4. (c),(d) ).

Tanmm 19: Udaki iki hiperbolik dogru parcasi arasindaki ac¢i bunlarin kesisme
noktasindaki tegetleri arasindaki acidir.

Sonug olarak R_ un bir noktasinda kesisen iki hiperbolik dogru parcasi arasindaki ag1

sifirdir.

Teorem 15 (Gauss-Bonnet): A o,f,y agili hiperbolik bir iiggen olsun. Bu takdirde;
nA)=n—o-p-y

dir.

Ispat:

Durum 1)

C a 0 b D
Sekil 5. Teorem 15 i¢in yardimci sekil

Bu durumda farzedelimki A nm iki kenari reel eksene dik Oklid dogru pargalari olsun.

Buradan A nin tabani Oklid yar1 cemberinin bir pargasi olur. A, ke R, A>0 olmak iizere

z— z+XK,z — Az dontisiimleri PSL(2,R) dedir. Bu dontisiimleri Sekil 5° e uygularsak
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cemberimizi 0 merkezli ve 1 yaricaph olarak diisiinebiliriz (Teorem 13 geregi verilen
cember 0 merkezli 1 yarigapli ¢cembere resmedilir). Teorem 11° den iiggenin alam

PSL(2,R) altinda degismediginden, yukaridaki doniisiimler hiperbolik alam
degistirmeyecektir. Dontisiimler ag1 koruduklarindan o, ve v agilart da degismeyecektir.

Buradan Sekil 5. deki durumu goz oniine almak yeterlidir. Dolayisiyla;

u(A):Q%:ILLdde _Iﬂ x=cos0 (0< 0 <)
B sin©
:EL Smede T—a—P.
Durum 2)

Sekil 6. Teorem 15 i¢in yardimci sekil

Simdi farzedelimki tiggenimizin, Sekil 6 daki gibi, bir kosesi reel eksen iizerinde olsun.
Onerme 2. ii) den 3T e PSL(2,R) 6yleki T(a) = oo dur. Ayn1 zamanda T, iicgenin alanin
degistirmez. Dolayisiyla;

H(A) =(T(A) =n—o—P
dir.
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Durum 3)

Sekil 7. Teorem 15 i¢in yardimci sekil

Simdi farzedelimki A nin R_ da hi¢cbir kdsesi bulunmasin ve A nin koseleri A,B,C
olsun. Diger taraftan AB hiperbolik dogru parcast R yi D de kessin. A; ACD hiperbolik
liggenini ve. A, BCD hiperbolik liggenini gostersin. Bu takdirde A=A, —-A, dir.
Dolayisiyla;

WA) = (A —(Ay) =Tt—a—(Y+8) —[1-0 - (m—B)| = - —P -

elde edilir. m

Not: Gauss-Bonnet formiiliinii hiperbolik poligonlarin bazi tiplerine genisletebiliriz.

Tamm 20: Cc U alt kiimesine hiperbolik yildiz bi¢imlidir denir < 3¢, € C dyleki Vpe C

noktasi i¢in ¢, ile p yi birlestiren hiperbolik dogru parcas1 C de kalir.

Tanmm 21: Cc U alt kiimesine hiperbolik konveks kiime adi1 verilir & p,qe C keyfi olmak

tizere p ve q yu birlestiren hiperbolik dogru parcasi C dedir.

Not: CcU hiperbolik konveks ise hiperbolik yildiz bi¢imlidir.

Sonu¢ 7: AcU bir n-kenarli hiperbolik yildiz bi¢imli poligon ve i¢ agilart o, 0,,--, 0,

olsun. Bu takdirde;
UWA)=(n-2)T—0 —0ly —+-— O

n

dir.



44

ispat: A nm koseleri A, A,,---,A, ve O da A min bir eleman: dyleki OA|,OA,,---,0A

hiperbolik dogru pargalar1 A dadir. OAA,,OA,A;,---,0A A, li¢ggenlerine Teorem 15 i

uygularsak istenilen elde edilir.
2.3. Fuchsian Gruplar

Tanmm 22: PSL(2,R) nin her bir ayrik alt grubuna bir Fuchsian grup ad verilir.

Ornek 1:

r‘;:{T;Z—> az+b’ a,b,c,de Z,ad—bc=1}
cz+d

Modiiler grubu PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubudur. Dolayisiyla da bir Fuchsian gruptur.

Tanmm 23: Y bir topolojik uzay ve G de Y nin homeomorfizmlerinin bir grubu olsun. G Y

tizerinde diizenli siireksiz (properly discontinuous) hareket eder diyecegiz < Y nin her bir

y noktast bir V komsuluguna sahiptir dyleki g(V)NV # O ise, bu takdirde g(y)=y dir.

Onerme 6: wcU ve Kc U kompakt olsun. Bu takdirde E={Te PSL(2,R)IT(w)e K}
kompakttir.
Ispat:
a b
SL(2,R) = {[ dj ra,b,c,de R, ad—bc= 1}
C

alalim. Bu takdirde;

b
PSL2.R)=1T:z -2 [* Plesior)
cz+d \c d

dir. Dolayisiyla
q:SL(2,R) —— PSL(2,R)

a b T.Z_)az+b
c d ’ cz+d

fonksiyonu siireklidir.
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Simdi

b
E =" "lesLr): Wtk
c d cw +d

kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim. Dolayisiyla E,; cR* iin kapali ve smirh

oldugunu gosterelim. B:SL(2,R)—— U siirekli bir doniisiimdiir. Buradan

a b
A=( ] s q(A).w
c d

E = B_I(K) dir. K kompakt oldugundan kapalidir. § da siirekli oldugundan E, kapalidir.

<M, dir. Ustelik,

y ot a b .. law+b
K smurh oldugundan 3M, e R Oyleki her e E, icin
c d cw +d

KcUkompakt  oldugundan  3IM, >0 dyleki Im aw +b

>M, dir. ad-bc=l ve
cw +d

m(aw+bj= Imw2 oldugundan |cw+d|£ /Imw ve bdylece |aw+b|SMl Imw
cw+d)  lew +d| M, M

dir. Buradan da a,b,c,d sinirhdir. Dolayisiyla E; simrhidir. Sonug olarak E; kompakt ve

boylece E={Te PSL(2,R)I T(w)e K} kompakttir. m

Sonu¢ 8: wcU ve KcUkompakt olsun. Bu takdirde eger A bir Fuchsian grup ise

A:{Te AIT(w)e K} sonludur.

Ispat: Onerme 6 dan dolay1 A kiimesi kompakttir. A A Fuchsian grubunun bir alt kiimesi
oldugundan ayriktir. Buradan A sonlu olmak zorundadir (Q bir G topolojik grubunun

ayrik bir alt grubu ve K, € G kompakt ise QK,, sonludur). m

Not: Bundan 6nce z,we U olmak iizere p(z,w) nin z ile w arasindaki hiperbolik uzaklik

oldugunu ve ayrica (U,p) nun bir metrik uzay oldugunu ifade etmistik. p hiperbolik

uzakhigr hiperbolik metrikle Oklid metriginde farkli olmasma ragmen ispatsiz olarak

asagidaki ifadeyi verebiliriz.

Teorem 16: Hiperbolik metrikle indirgenen topoloji Oklid metrik tarafindan iiretilen

topoloji ile aynidir [2].m



46

Ornegin, i merkezli & yaricapli hiperbolik ¢ember (0,coshd) merkezli sinh

yarigapli bir Oklid gemberidir. Bu gember C olsun. C={ze Ulp(z,i) =8} dir.

C={ze U lsinh® (lp(z,i)J =sinh® (lﬁj} ={ze Ul sinh? (lgjz |Z_1|}
2 2 2 4y
:{Ze U||Z_i|2 = 4ysinh* (%8}: {Ze Ulx*+y* +1= 2y(ZSinh2 [%8)"1): 2YCOSh8}

:{ze Ulx*+(y—cosh§)’ :cosh25—1:sinh25}

ki bu (0, cosh 8) =icoshd merkezli sinhd yaricapli Oklid gemberidir.

icoshé

Sekil 8. Teorem 16 i¢in yardimci sekil

Teorem 17:

(i) A PSL(2,R) nin bir alt grubu olsun. Bu takdirde A bir Fuchsian gruptur & A U iist

yar1 diizleminde diizenli siireksiz olarak hareket eder.

(i) A bir Fuchsian grup ve pe Uelemant A\{I} nin en az bir elemam tarafindan sabit
birakilsin. Bu takdirde p nin bir W komgulugu vardir 6yleki A\{I} nin hicbir elemam W

da p den bagska sabit noktaya sahip degildir (Kisaca A\{I} nin U daki sabit noktalarimin

kiimesi ayriktir).
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Ispat:

(i) “=": Ik 6nce A Fuchsian grubunun U iizerinde diizenli siireksiz olarak hareket ettigini

gosterelim. z,e U ve B,(z,) z, merkezli e-yaricapl kapali bir hiperbolik daire olsun.

Hiperbolik metrikle indirgenen topoloji ile Oklid metrikle indirgenen topoloji ayni

oldugundan B, (z,) kompakttir. Sonug 8. den {Te AlT(z,)e BS(ZO)} sonludur. Boylece

38:0<d<¢ oOyleki By(z,), z, in A yoriingesinde z, dan baska nokta ihtiva etmez.

V=By,(z,) alalm. Sayet bir Se A i¢in VNSVAD ise Jze V dyleki S(z) =V dir.

Boylece p(z,z,) < 8/2, p(S(z),zO)<6/2 ve buradan

p(20.5(20)) <p(2,.5(2))+p(S(2).5(2,)) = p(2,.5(2)) +p (2.2, <§+g= 5

dir. S(z,)e B;(z,) oldugundan ve & min tammindan S(z,)=z, dir. Dolayisiyla A U

tizerinde diizenli siireksiz olarak hareket eder.

Simdi (i) in tersini ispatlamadan 6nce (ii) nin ispatin1 verelim.

(ii) pe U I#Se A tarafindan sabit birakilsin. A bir Fuchsian grup oldugundan U iizerinde
diizenli siireksiz olarak hareket eder. Dolayisiyla p nin bir W komsulugu vardir 6yleki
WnNS(W)#AD olup p=S(P) dir. Sayet qe W I#£Te A tarafindan sabit birakilirsa bu takdirde
T(W)NW#D dir. Buradan T(p)=p, Te PSL(2,R) dir. Dolayisiyla Te PSL(2,R) nin U da

en fazla bir sabit noktasi olacagindan g=p olmak zorundadir.

(i) 7 «<”: Farzedelimki A bir Fuchsian grup olmasin. se Unoktast A\{I} mn hicbir
eleman: tarafindan sabit birakilmasin. A ayrik olmadigindan 3{T, } = A farkli noktalarin
dizisi oyleki T, =1, k > o dir. Boylece T, (s)—s dir. S A\{I} nin hicbir elemani
tarafindan sabit birakilmadigindan {Tk (s)} farkli noktalarin bir dizisidir. Boylece s nin her

komsulugu A, (s nin yoriingesi) nin s den farkli birgok elemanini ihtiva eder. Dolayisiyla

A U lizerinde diizenli siireksiz olarak hareket etmez. Sonug¢ olarak A ayrik olmak

zorundadir.
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Sonu¢ 9: A<PSL(2,R) olsun. Bu takdirde A bir Fuchsian gruptur < Vze Uigin A,

yoriingesi U nun ayrik bir alt kiimesidir.

Ispat: ”<”: A, U nun ayrik bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde 3e>0 oyleki B,(z) agik
hiperbolik dairesi A, nin z den baska bir noktasim ihtiva etmez. Boylece VcB,, (z)

alalim. Bu takdirde gosterelim ki Se A i¢cin VNSV#D ise S(z)=z dir. Dolayisiyla Teorem
17. den A bir Fuchsian gruptur.
“=": A bir Fuchsian grup ise bu takdirde A U {izerinde diizenli siireksiz olarak hareket

eder ve boylece A, U da ayriktir.

Sonu¢ 10: ze U,{T,} A Fuchsian grubunda farkli noktalarin bir dizisi olsun. Sayet

{Tn (Z)} oe C_ gibi bir limite sahipse ooe R_ dur. Biitiin miimkiin limit noktalarinin

kiimesine A nin limit kiimesi ad1 verilir ve L( A ) ile gosterilir.

Ornek 2:
1) ' Modular grup ise L(I')=R_ := RU{eo} dur.

2) Sayet A z — 2z doniisiimilyle iiretilen devirli grup ise L(A )={0,c0} dur.

Not: Genelde bir ayrik grubun diizenli siireksiz olarak hareket edip etmedigi, hareket ettigi

uzaya baglidir. Mesela, Modular grup R_ {iizerinde diizenli siireksiz olarak hareket etmez;
clinkii 0 n yoriingesi 'y Q_ == QuU{eo} kiimesidir. Bu kiime R_ da yogundur. Benzer
sekilde, Z[i]={m+nilm,ne Z} Gauss tamsayilar halkasi olmak iizere

PSL(2,Z[i]) = {T:T(z) E Ziz

, a,b,cde Z[i], ad—bczl}

Piccard Modiiler grubu PSL(2,C) nin bir ayrik alt grubudur. Fakat bu grubun C_
tizerindeki hareketi diizenli siireksiz degildir. Ciinkii O 1n yoriingesi {r+silr,se Q} U{eo}

dir. Bu kiime C_ da yogundur.
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2.4. Fuchsian Gruplarm Cebirsel Ozellikleri

Onerme 7: A, birimden farkl biitiin elemanlar1 ayn1 sabit nokta kiimesine sahip olan bir

Fuchsian grup olsun. Bu takdirde A devirlidir.

Ispat: Farzedelimki Se A hiperbolik olsun ve sabit nokta kiimesi 0 ve o dan olussun (Aksi

halde bir eslenik grup secebilirdik. Yani, S nin sabit nokta kiimesi {o,B} olmak iizere
Onerme 2 (ii) den 3T € PSL(2,R) oyleki T(a) =0, T(B) = oo dur. Ayerine TAT™" eslenik
grubunu  alrsak  bu  eslenik  grubun  sabit nokta  kiimesi  {0,cc}olur
(TAT™(0)=0, TAT " (c0) =o0).

AFuchsian oldugundan TAT™' da Fuchsian gruptur). Bu durumda Anin elemanlart
z— Az, A#0,1 seklindedir. A H={z—>AzIA>0} mn ayrik bir alt grubudur. H bir
topolojik grup olarak R, = (R, \{0},s) a izomorftur. R’ da bir topolojik grup olarak R ye

izomorftur. Buradaki izomorfizma x — Inx dir. R nin asikar olmayan her ayrik alt grubu
sonsuz devirlidir. Dolayisiyla A nin resmi sonlu devirli olur. Buradan A sonlu devirlidir.

Se Aparabolik olsun. farzedelimki S nin sabit noktast oo olsun. Bu duru A nin
elemanlar1 z—>z+A, 0#Ae R seklindedir. H,={z—>z+AlAe R} grubu (R,+) ya
izomorftur. A H, m ayrik bir alt grubudur. Dolayisiyla Anin resmi R nin bir aynk alt
grubuna izomorf olur. Bu grup devirli oldugundan A da sonlu devirlidir.

Son olarak A\{I} nin her bir eleman eliptik ve {i,—i} de sabit nokta kiimesi olsun. Bu

sabit nokta kiimesine sahip her bir elemanin

W(z)-i :eie(z_%

- —j, (0<£06<2n)
W(z)+i Z+i

formunda oldugunu biliyoruz. Buradaki W eliptik elemanimi W, ile gosterirsek
{W,10<0<2m} S'={|z|=1Ize C} = {eie 10<6< 27t} cemberine topolojik grup olarak
izomorftur. Buradan Ac {W,10<08<2x} dir. O halde A S' in bir ayrik alt grubuna

izomorftur. Dolayisiyla A sonlu devirlidir. m

Onerme 8: Bir A Fuchsian grubunun her bir eliptik elemani sonlu mertebelidir.
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Ispat: Se A keyfi bir eliptik eleman olsun. <S> bir devirli gruptur ve biitiin elemanlari
aym sabit nokta kiimesine sahiptir. Onerme 7. den <S> sonlu devirlidir. Dolayisiyla

dme N: |<S>| =m dir. Buradan S™ =1 dir. Yani S sonlu mertebelidir. m

Onerme 9: Her Abel Fuchsian grup devirlidir.

Ispat: A Abel Fuchsian grup olsun. Dolayisiyla VA,Be Aicin AB=BA dir. Buradan

Anm birimden farkli her Aelemam ayni sabit nokta kiimesine sahiptir. Dolayisiyla

Onerme 7’den A devirlidir. m

Onerme 10: A devirli olmayan bir Fuchsian grup olsun. Bu takdirde
NpsLom (A) ={Se PSL(2,R)ISA=AS}, A nm PSL(2,R) deki normalliyeni, bir

Fuchsian gruptur.

Ispat: Farzedelimki A nm PSL(2,R) deki normalliyeni bir Fuchsian grup olmasim.
Dolayisiyla farkli noktalarin sonsuz bir {T,} C Ny , ) (A) dizisi vardir yleki T, —1 dur.
Boylece Se A\{I}ise TST,”' — S dir. A ayrik oldugundan Ime N 6yleki Vn >m igin
T,ST,”' =S dir. Vn>m igin T, ile S aym sabit nokta kiimesine sahiptir. A devirli
olmadigindan A abel degildir. Dolayisiyla 3S,,S, € A odyleki S;S, #S,S, dir. Buradan
S, ve S, farkli sabit nokta kiimelerine sahiptir. Yukarida S yerine S, koyalim. Bu durumda
dm, e N oyleki Vn>m icin T, ile S, aym sabit nokta kiimesine sahiptir. S yerine S,
koyarsak dm, e N oyleki Vn>m, i¢in T, 1ile S, aym sabit nokta kiimesine sahiptir.
n>max{m,,m,} alirsak T, ile S, ve S, aym sabit nokta kiimesine sahiptir. Oysa S, ve
S, nin sabit nokta kiimelerini farkli almigtik. Bu bir ¢eliskidir. Buradan Ny , 5, (A) bir

Fuchsian gruptur. m

Teorem 18: Bir AcPSL(2,R) Fuchsian grubunun normalliyeni ayriktir sayet A devirli

degil ise.
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Ispat: A devirli degilse A abel degildir. Bu demektir ki Jg,.g,e A:gg, #g,g, dir
Boylece g, in sabit nokta kiimesi g, in sabit nokta kiimesinden farkhdir. g, (i=1,2)
elemanmin normalliyeni g, ile aym sabit nokta kiimeli elemanlar ile birim elemandan

olusur. (g,,g,) ciftinin merkezleyeni g, ve g, nin normalleyenlerinin arakesiti

oldugundan {e} den olusur. Boylece {e} N(A ) da aciktir. Dolayisiyla N(A ) ayriktir.m

2.5. Temel Bolgeler

Tamm 24: A cPSL(2,R) bir Fuchsian grup olsun. FEC_ kapali kiimesine A i¢in bir

temel bolgedir denir :> i) | T(F)=U , ii) FAT(F) =@, Te A\{I}.

Tell

F Y

¥

-1 -2 0 121

Sekil 9. A icin F Temel Bolgesi

Tamm 25: A bir Fuchsian grup ve pe U A\{I} nin hicbir eleman: tarafindan sabit
birakilmasin. Bu takdirde
D, (A) ={ze Ulp(z,p) <p(z,T(p)), VT e A}
={ze Ulp(z,p) <p(T(z),p), VTe A}

bolgesine bir Dirichlet bolgesi ad1 verilir.



52

L8

Sekil 10. Dirichlet Bolgesi

H, (p)={ze Ulp(z,p) <p(z,T(p))} 2 D, (A)
Ly (p) ={ze Ulp(z,p) =p(z. T(P))}

D,(A)= () H (p)

TeA\{1

Sonug 11: ze H,(p) & pe Hg,] (2).

Ispat: ze H,(p) & p(z.p) <p(z.2(p)) < plg” (2).g™ (P) <p(g~ (2).p)

© p(p.2)=p(z.p) <p(p.g ' (z) & peH  (z) m

Onerme 11: D, (A) A igin bir konveks temel bélgedir.

Ispat: Her bir H, (p) konveks oldugundan ve p yi ihtiva ettiginden D, (A) konveks bir

bolgedir. Ik once D, (A)mT(DPQ(A))zg, VTe A\{I} oldugunu gosterelim. Aksini

farzedelim. Yani,

IT, e A\{I} Syleki D, (A)NT,(D, (A) # 2

olsun. Bu durumda;

D, (A) ={ze Ulp(z,p) <p(T(z),p)}, VT e A\{1}
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oldugundan z,€ D, Q(A) olmak iizere T,(z,)€ D, Q(A) alabiliriz. Dolayistyla buradan
p(Ty(z),p) <p(T(T,(z,)),p). VT e A1}
ve boylece p(z,,p)<p(Ty(z,),p), VTe A\{I} dir. T=T,"' alam. Bu takdirde

p(z,,p) <p(T,(z,),p) <p(z,,p) olur. Bu bir celiskidir. Dolayisiyla VTe A\{I}i¢in

D, (A)NT(D,(A) =@ dur.

Son olarak T(D_(A))= U oldugunu gosterelim. T(D_(A))c U oldugu aciktir.
p g g P g 9

Tel Tel’

ze U keyfi alahm. Farzedelimki g,(z), z nin yoriingesinin bir elemani, p noktasindan
minimum uzaklikta olsun. Bu takdirde
p(goz,p) <p(ggyz.p), g€ A= gze D, (A) = z¢€ gO_I(Dp (A))

=ze | JTD,A)=U=JTD, @A)

Tell Tel’

olur. Béylece D (A), A i¢in bir temel bolgedir.m

Simdi,

F:z{T:z—) az+b ra,b,c,de Z, ad—bc:l}
cz+d

Modiiler grubu i¢in (aynm1 zamanda Fuchsian grubudur) bir temel bolge bulalim.

Lemma 17: U iist yar1 diizleminde bir z sabit noktas1 i¢in |cz+d| <lolan sonlu sayida

(c,d) tamsay ¢ifti vardir.

Ispat:  (c,d) tamsayr cifti |cz + d| <1 sartimm  saglasin. Bu  takdirde

|cz+d|2 =(cx +d)’ +c’y?, boylece de ¢’y <(cx+d)*+c’y’ <1. Bu durumda |C| < 1 dir.
y

Bu sarta uyan sonlu sayida c¢ vardir. ¢ nin bu sarttaki herhangi bir degeri icin

(cx+d)*> +c’y” <1 ifadesi bize ancak sonlu sayida d oldugunu gosterir.m

Tanmm 26: z = x+iye U olmak iizere y = Imz ye z nin yiiksekligi diyecegiz.
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Lemma 18: ze U keyfi olsun. {T(z)|Te I’} kiimesindeki elemanlarin yiiksekliklerinden

olugsan kiime Y :={y, |TeT vey, T(z) nin yiiksekligi} olsun. Bu yiiksekliklerden ancak

sonlu tanesi z nin yiiksekliginden biiyiik olabilir.

az+b a(x+iy)+b (ax+b)+iya
cz+d c(x+iy)+d (cx+d)+iyc

Ispat: z = xHy, yik(z) = y. T(z)= dir. Buradan

+b)+i +d)+i i(ad —
=[(ax ) 1ya][(cx ) 1yC]=Reel+1(ad bc)y.Yani sonug olarak

T
@ ez +d] ez +df
ImT(2) =% ImT(z)2Imz & lcz+df <1.
|cz+d

Boylece |cz+d|£1. Lemma 1 den |cz+d|£1 sartim1 saglayan (c,d) tamsayi ciftlerinin

sayist sonludur. Bu ise ancak sonlu tane yiiksekligin z nin yiiksekliginden biiyiik oldugunu

gosterir.m

Teorem 19: D:{ze U||RCZ|S% ve |z|21} kiimesi I' Modiiler grubu i¢in bir temel

bolgedir.

Ispat: D, = {ze Ul|Rez| S% ve [cz+d| > 1} (c=d=0 icin (c,d) tamsayi ¢ifti hari¢) c=1 ve

d=0 D, c D elde edilir. $imdi ze D keyfi olsun. Bu takdirde
|cz + d|2 =(cx+d)’ +c’y? =c*(x* +y)+2cdx +d*> >c* —cd+d* =1, (c=d=0 icin
(c,d) tamsayi ¢ifti hari¢). Buradan ze D, dir. Boylece D nin kapanis1 her bir yoriingeden

en az bir nokta ihtiva eder. Simdi gosterelim ki I'altinda esdeger olan noktalar D nin

kapanisindadir. Farzedelimki z,z'e D ve z;z' icin z'=Lz. Bu takdirde
Imz'=ImLz :>1:|cz+d| =(cx+d)’ +c’y* 2c* +d* —cd >1.

Boylece c=0,d=Flyadad=0,c=%1 dir. Buradan 1. durumda L = T , T:z—z+1 ve

ikinci durumda ise L = S, S:z——— dir. Bu ise ispat1 bitirir.m
zZ
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Tanmm 27: F bir A Fuchsian grubu icin temel bolge olsun. Bu temel bolgeye lokal
sonludur denir < her bir ae F noktast bir V(a) komsuluguna sahiptir 6yleki ancak sonlu

sayida Te A i¢in V(a) "T(F)# @ dir.
Teorem 20: Bir Dirichlet Bolgesi lokal sonludur.

Ispat: F= D, (A) ve p A\{I} nin hicbir eleman tarafindan sabit birakilmasin. a€F ve K
da a nin kompakt bir komsulugu olsun. farzedelimki K NT,(F) #Q olacak sekilde sonsuz

sayida birbirinden farkli T,, T,,... elemanlar1 mevcuttur. G :=supp(p,z) olsun. Bu takdirde
zeK

K simnirlt oldugundan p sonludur. w;€ KNT;(F) olsun. Buradan z;€ Fi¢in w,; =T,(z;)

ve boylece z; € D, (A) olmak iizere

PP, T,(p)) <p(p,w;)+p(w;, T;(p) =p(p, w;) +p(z;,p) < p(p,W;) +p(W,p) < 28
dir. Buradan T, (p),T,(p),... noktalarinin sonsuz kiimesi p merkezli 20 yaricaplh

H-dairesinin i¢ine diiser. Bu bir celiskidir. Ciinkii Sonug¢ 8. den ancak sonlu sayida T i¢in

bu saglanir.m

Tamm 28: F A Fuchsian grubu icin bir Dirichlet bolgesi ve u ve v de F nin iki kosesi
olsun. Bu takdirde T(u)=v olacak sekilde bir Te A doniisiimii varsa u ve v koselerine
esdegerdir (veya kongriidiir) denir. Bu esdeger olma F nin koseleri lizerinde bir esdegerlik
bagintisidir. Esdegerlik siniflarina devreler (cycles) adi verilir. Sayet u bir S eliptik elemamn
tarafindan sabit birakilirsa v de TST™' elemam tarafindan sabit birakilir. Béylece sayet bir
kose bir eliptik eleman tarafindan sabit birakilirsa bu devirdeki biitiin koseler de eliptik
elemanlar tarafindan sabit birakilir. Boyle bir devreye eliptik devre denir ve bu devrenin
koselerine de eliptik koseler diyecegiz.

F Dirichlet bolgesi bir temel bolge oldugundan U iist yar1 diizlemin her w noktast A
nin bir S' eleman (eliptik) tarafindan sabit birakiliyorsa bu nokta, bir Te A i¢in, T(F) nin

stmirindadir. Boylece u=T™'(w) noktast F nin sinirindadir ve S=T7'S'T eliptik elemant

tarafindan sabit birakilir. Boylece S sonlu bir k mertebesine sahiptir. farzedelimki k >3
olsun. S bir hiperbolik izometri oldugundan ve H-dogrularin1 H-dogrularina resmettiginden

u F nin bir kosesi olmak zorundadir ve acist 0 en fazla 2n/k kadardir.
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Sekil 11. Tanim 28 i¢in yardimci sekil

F konveks (hiperbolik olarak) bolgesi H-dogrularinin bir birlesimi tarafindan sinirlanir.
F nin bu H-dogrular ile arakesiti ya bir tek nokta veya bir H-dogru parcasidir. Bu parcalara
F nin kenarlar1 ad1 verilir.

Sayet S nin mertebesi 2 ise S nin sabit noktast F nin bir kenarinin i¢inde olur. Bu
durumda S bu kenarin bu sabit nokta ile ayrilmis iki parcasini birbiri {izerine resmeder.
Boyle eliptik sabit noktalarin1 F nin koseleri olarak g6z oniine alacagiz. Bu koselerdeki
acilar  kadardir.

PSL(2,R) nin trivial olmayan sonlu devirli alt gruplarn eliptik elemanlar tarafindan

tiretilmis alt gruplardir. Sayet Uda bir noktanin Ada trivial olmayan bir sabitleyeni
mevcut ise bu takdirde bu sabitleyen A nin sonlu devirli bir alt grubudur. Bu sonlu devirli

alt grup bir maksimal sonlu devirli alt gruptur.

Teorem 21: A bir Fuchsian grup ve F de A ic¢in bir temel bolge olsun. F nin eliptik
devirleri ile trivial olmayan maksimal sonlu devirli alt gruplarinin eslenik siniflar1 arasinda

birebir bir tekabiil vardir.m

Ornek 3: ' Modiiler grup olsun. F={ZE TUI|Rez| <1/2 ve |z| 21} I' i¢in bir Dirichlet

~1+iv3 N 1+iv3
2 b

} 2

bolgesidir. F nin koseleri z, = ve i dir.

Bunlar sirasiyla z — (—z—1)/z, z— (z—1)/z, z —1/z doniisiimlerinin iirettigi devirli

alt gruplar tarafindan sabit birakilirlar.

Tanmm 29: A bir Fuchsian grup ise A nin maksimal sonlu alt gruplarinin mertebeleri A

nin peryodlar1 olarak adlandirilir. Her bir peryod o mertebeden A nin maksimal sonlu alt
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gruplarinin eslenik siniflar kadar tekrar eder. Boylece Modiiler grup 2 ve 3 peryodlarina

sahiptir.

Not: Bir parabolik eleman sonsuz mertebeden bir eliptik eleman olarak diistiniiliir.

Tamm 30: A bir Fuchsian grup ve F A icin bir Dirichlet bolgesi olsun. s F nin bir kenari

olsun. Te A\{I}, T(s) F nin bir kenar1 ise bu takdirde s ve T(s) ye eslenik kenarlar
diyecegiz. T(s) aynm zamanda T(F) nin bir kenaridir. Boylece T(s)cFNT(F) dir. T(F) F nin
bir komsu yiiziidiir ve gosterilebilir ki T(s)=FNT(F) dir.

Ornek 4: T' Modiiler grubu icin elde ettigimiz temel bolgenin iki dik diisey kenarlar:

z—z+1 doniigiimii ile esleniktir. z, ve w, arasinda kalan birim ¢ember z — —1/z eliptik

elemanu ile kendi iizerine resmedilir.

Sekil 12. Ornek 4 icin yardimci sekil

Teorem 22: A bir Fuchsian grup ve F A igin bir Dirichlet bolgesi olsun. {T;} ile F nin

kenarlarini eslestiren A nin bir alt kiimesi ise {Tl} kiimesi A y1 liretir .

Ispat: A= <T1> olsun. Ac A oldugu agiktir. A=A oldugunu gosterelim. s, € A ve s, (F)
s,(F) nin bir komsu yiizii olsun. s,”'s,(F) F nin bir komsu yiiziidiir. Bdylece bir T, € {T,}
igin s,'s, =T, yani s, =sT, dir. s,e A dir. Sayet s,(F) s,(F) yi bir v kdsesinde keserse

bu takdirde v kosesini kdse kabul eden ancak sonlu sayida yiiz vardir. Buradan s, € Aelde
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edilir. Boylece efer X = Js(F), Y= [ ] s(F) ise XNY =@ dir. XUY =U dur. Buradan

seA sel"\A

X ve Y nin U nun kapal alt kiimeleri oldugunu gosterirsek bu takdirde U baglantili ve

X#J oldugundan X=U ve Y= elde edilir. Buradan A=A elde edilir.

Simdi UVJ. (F) herhangi bir birlesiminin kapali oldugunu gosterelim. farzedelimki
UVJ.(F) noktalarinin {z;} sonsuz dizisi bir /€ U limitine yaklagsin. Bir Ae A i¢in
fe A(F) dir. ¢ nin bir N komsulugu vardir 6yleki ancak sonlu sayida Vj(F) ile kesigir.
Bdylece bu sonlu ailenin bir yiizii, mesela V, (F), {z;} dizisinin ¢ ye yakinsayan bir alt
dizisini ihtiva eder. V_(F) kapali oldugundan ¢ € V_(F) dir. Boylece UVi(F) kapaldir.

Ozellikle X ve Y kapalidir.m

CcPSL(2,R) herhangi bir grup olsun. Biliyoruz ki C abeldir & C devirlidir. Bu
durumda C nin birim olmayan biitiin elemanlar1 ayn sabit nokta kiimesine sahiptir ve
bunlar aym tiptendir. (Eliptik, parabolik veya hiperbolik gibi). Bir A Fuchsian grubunun
parabolik alt gruplar1 yukaridaki asikar olmayan C< A devirli alt gruplart olarak tanimlanir
ve bu 6zellige gore bunlar maksimaldir.

A nim parabolik siif sayisi (s) Anm parabolik alt gruplarimin eslenik siniflarinin

sayisidir.

Lemma 19: I' Modiiler grubu Q_, tizerinde transitiftir.

Ispat: r= ac Q keyfi dyleki (a,c)=1 olsun. (a,c)=1 oldugundan Oklid Algoritmas: geregi
c

az+b eleman1 I" dadir. T(oo):3 =r=0I Q,

Jb,de Z oyleki ad-bc=1 dir. T:z—
cz+d C

tizerinde transitiftir. Yani I'_ =Q_ .m

Sonu¢ 12: A<I olsun. A mnmn parabolik alt gruplar trivial olmayan A_,(re Q)

sabitleyenleridir.
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Ispat: Her bir C<I" parabolik alt grubu bir tek re R_ noktasim sabit birakir. C grubu

az+b . L
T:z— parabolik eleman tarafindan iiretilsin.

cz+d
ar+b ) . <
T(r)= Fiadinde +(d-ar—b=0. T parabolik oldugundan [a+d|=2 ve
cr+
—dTJ(a—dy+4bc a-
ru:a Ty@=d) c_a de@m olup C<A..
’ 2c 2c

Simdi gosterelim ki her bir A ,(re Q_) sabitleyeni ya trivialdir ya da parabolik alt

gruptur. Yukaridaki lemmadan 3Te I 6yleki T(r)=c0 dur. Bu durumda TAT™ grubunu

gbz Oniine alalm. Burada A, yerine A_ alabiliriz. A, cI'_dur (I'_ = <T A z+1> ).
A, abel dolayistyla devirlidir. Bu grup birim eleman ve parabolik elemanlardan olusur.
Sayet A_ trivial degilse (Yani A_#{I}) bu bir parabolik alt gruptur. Ciinkii Anin daha
biiyiik devirli alt grubu oo u sabit birakacak ve dolayisiyla da A_ da bulunacaktir. Tersine
gordiik ki her parabolik C alt grubu A ,(re Q_) de bulunur. Buradan C=A_ veya daha

genel olarak C=A, elde edilir.m

Sonu¢ 13: A nin parabolik simif sayist A min Q_ {iizerindeki yoriingelerinin sayisidir

oyleki A, de trivial degildir. Yani s ={|A || A, trivial degil} .

Ispat: r,r'e Q_ ve A, ve A, sabitleyenleri trivial olmasin. r ve r' aymi yoriingededirler
& A, ve A, sabitleyenleri A da esleniktirler.
Sonu¢ 11. den biliyoruz ki parabolik alt gruplar trivial olmayan A _,(re Q_) idi.

Dolayisiyla A, lerin her bir eslenik sinifina bir ve bir tek yoriinge karsilik gelir.m

Lemma 20: A ve B bir G grubunun iki alt grubu ve C=AnB olsun. Bu takdirde
IB:C|<|G:A| dur.

Ispat: C nin B deki her bir bC yan smifina A nin G de bir bA yan simfim karsilik

getirelim. Bu yan smif temsilcilerinin se¢iminden bagimsizdir. Ciinkii b,C=b,C ise
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b,'b,e C<A dan b,A=b,A elde edilir. Farkli bC yan siniflari farkli bA yan smiflarina
karsilik gelir. Ciinkii sayet b,A=b,A, (b,,b,e B) ise b, 'b,e AnB=C. Buradan
b,C=b,C olur. Bdylece A nin G deki yan siniflarinin sayis1 C nin B deki yan siniflarinin

sayisindan fazladir.m

Sonuc¢ 14: A nin parabolik alt gruplart A _,(re Q_) sabitleyenleridir ve A nin parabolik

smif sayist A min Q_ iizerindeki yoriingelerinin sayisidir.

Ispat: Sonug 11 ve Sonug 12’ yi gz oniine alirsak her re Q_, icin A, sabitleyeninin trivial
olmadigim1 gostermek yeterlidir. G=I', A=A ve B=I', yazarsak Lemma 20. den

sonlu

I :A,

C=AnNnB=AnNI =A, dir. Boylece

I A

< |F : A| ve sonludur.

oldugundan A, trivial olamaz.m

Sonug 15: A nin parabolik sinif sayisi s olsun. Bu takdirde
I1<s<N, N=|F:A|

dir.

Ispat: Sonug 13. geregi s A nin Q_ iizerindeki ydriingelerinin sayisi oldugundan s >1dir.
Simdi AT,,..., ATy, A nmin I" daki yan smuiflar1 olsun. I' Modiiler grubu Q_, iizerinde
transitif oldugundan herhangi bir re Q_i¢in T=ST,, (i=1,2,...,N) diyelim. Bu durumda

r=s(T,(0)) AT (o) yoriingesindedir. Dolayisiyla en fazla N tane yoriinge vardir.m

2.6. I'j(N) nin Normalliyeninin Graflar Uzerindeki Ozellikleri

Ne N olmak iizere

az+b
cz+d

FO(N)2={T2Z—> , TeTl, CEO(modN)}

kiimesini géz Oniine alalim.
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[3] de oldugu gibi, I'((N) nin PSL(2,R) deki N'=N , ([,(N)) normalliyeni,

az+b

a b
matris gosterimi olarak, (ki biz burada T:z — , ad-bc=1, doniisiimiine 1( J
C

cz+d d

a
matrisini karsilik getirece8iz ve aksi sdylenmedikce de kisaca ( dj alacagiz )
c

ae %
C% de

sartin1 saglayan 24 {in en biiyiik boleni ve e”N/ h?, yani (e,N/eh?)=1, ve matrisin

matrislerinden olusur. Burada biitiin harfler tamsay1 ve h (h=h(N)) hz/ N

determinanti e dir.

I,(N/h:h):= {(; bé hj, ad-beN/h = 1}

1 1/h
grubu agitk¢a I'j(N) ve (0 /1 ] ile tiretilir.

2.7. N Normalliyeninin Q_ Uzerindeki Hareketi

%}e Q.. elemanim indirgenmis bi¢imde diisiinecegiz, yani (x,y)=1 olarak alacagiz.

a b . . . .(a Db ax + by
matrisinin y tizerindeki hareketi : y —_— olarak alinacaktir.
c d y c d y cx +dy

Buna gore %/ ve _% y tizerindeki hareketler aynidir.

Teorem 23: N nin N =2%.3%p.“ . p * asal carpanlara par¢alanisi verilsin. Bu takdirde N

Q.. iizerinde transitiftir ancak ve ancak o, <7,0, <3 ve i=3,...,n olmak lizere o, <1 dir

[4].m

Lemma 21: N yukaridaki gibi olsun. Bu takdirde @Q_ un herhangi bir noktasinin

sabitleyeni N nin sonsuz devirli bir alt grubudur.
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Ispat: Hareket transitif oldugundan Q_ daki iki noktanin sabitleyenleri N de esleniktir.

Boylece sadece oo elemaninin N, sabitleyenini almak yeterlidir. Bu agikca be Z olmak
1 b 11

lizere [ AJ elemanlarindan olusur. Boylece N, [ AJ ile iiretilen sonsuz devirli
0 1 0 1

gruptur.

Tamm 31: Bir G grubu bir Q kiimesi iizerinde transitif olarak hareket etsin. (G, Q)
ikilisine imprimitiftir denir : & Q lizerinde

(i) o,Be Q igin, a =P < a=f (6zdeslik bagintisi)

(ii) Vo,Be Q icin o= (evrensel bagint1)
bagintilar1 diginda bir “=” G-invaryant (yani a=f ise g(a)=g(B), Vge G) denklik
bagintis1 vardir.

Aksi halde (G, Q) ya primitiftir denir. Denklik siniflarina Bloklar adi verilir.

Lemma 22: (G, Q) transitif olsun. (G, Q) primitiftir ancak ve ancak her ote Q icin o nin
sabitleyeni G, G nin maksimal bir alt grubudur [S].m
Bu lemmaya gore bir ace Q icin G, £ H £ G ise Q iizerinde
goy=g(=g'geH

6 __%

ile tanimh bagimtist ile (G, Q) imprimitiftir.

Buna gore N, ZT'((N/h:h) £N oldugundan G yerine N normalliyenini; Q yerine

Q.. ve G, yerine N, alarak (N, Q) ikilisini olusturacagiz. v= %e Q_ ise db,de Z

(re,)e,’ %

S, % de,’
ve de e, =(s,%), s=se, €, = l%lh’ e,’ :(ez,%z), e, =e,e,’.

Benzer sekilde w =X ye Q.. verildiginde g (e0) = %{ olan bir g € N’ vardir. Boylece

oyleki g:= € N ve determinant g =e,’ ”N/ h*> ve gou % ye resmeder,

vew=g(o)=g(x) g 'gel, (% : h) & rye, —xs,f, =0(modh) dir. Burada %



63

den elde edilen y, ,f,; I/ den elde edilen s e, ye karsilik gelir. Buradan 1/ = I/ ise
1 2 S 1°+2 S O

62' =1 ve y, =0(modh) dir. Ve burada y, =0(modh) bize y, =0(modN) yi verir. Sonug

olarak oo un blogu

[]={ ¥, € @1y =0(moan)]

dir.

2.8. X' nin Q_ Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar

(N. Q.) transitif permiitasyon grubu oldugundan (N, Q_°) de, (a,,f)e Q. ve geN
olmak iizere g(a.B):=(g(a),g(B)) ile, bir permiitasyon grubudur. Bu hareketin

yoriingeleri N nin alt yoriingesel graflari olarak adlandirilir. (o,) nin O(a,f)
yoriingesinden agagidaki gibi bir A(a,) alt yoriingesel grafi olusturulur:
Koseleri Q_ un elemanlar1 ve (a,b)e O(a,B) ise a dan b ye bir yonlii kenardir. Bunu

genelde a—b ile gosterecegiz

O(a,B)=0(B, ) ise karsilik gelen graf ayni zamanda ters yonlendirilmis ciftlerden
olusur. Boyle graflara kendi eslenmis graf diyecegiz. O(a,B)#O0(B, ) ise A(B,o) oklar
ters donmiis A(a,B) grafidir. Bu durumda A(a,B) ve A(B,o) graflarina eslenmis graflar

diyecegiz. N QQ_ iizerinde transitif oldugundan bir ve QQ icin her bir alt yoriinge bir (co,v)
ciftini icerir. n>0 ve v= u i ,(u,n)=1 ise O(oo,%) yoriingesini O ile grafida A

ile gosterecegiz.
Bu yukaridaki kavram ilk olarak [5], [6], [7], [8]" de yer almislardir. Uygulamalari
genelde sonlu gruplar iizerine yapilmistir.

[6] daki Teorem 4.1. den

O(“’%):O(“’%N)

olacak sekilde u,m tamsayilar1 elde ederiz.
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Teorem 24: I - X A

s ¥y

u,mN

de bir kenardir ancak ve ancak e”N/ h*, N/(eh)Is olan bir
e€ Z vardir dyleki ya

a) ry-sx=mN/e ve x =urmod(mN/(eh)), y =us mod(mN) veya

b) ry-sx=—mN/e ve x =—ur mod(mN/(eh)), y =—usmod(mN) dir.

Ispat: LN A, .~ de bir kenar olsun. Bu takdirde N de determinanti eHN/ h*> ve ou
sy

ae  b/h
L u i X den bir A= 1 dir. Boyl
A ye % mN) Vi A ye resmeden bir (CN h dej elemam vardir. Boylece

+bmN/h
ae _r . (aeu M) X i amr ve s=cN/eh elde edilir. Boylece N/(eh)!s
cN/h s (cun/h+demN) vy

dir. Benzer sekilde x =#(cuN/(eh)+dmN) ve y=#(cuN/(eh)+dmN) dir. Bu durumda
1,j=0,1 olmak iizere
[ ae b/hj[l u J_( ae aeu+me/hJ B ((—1)ier (—l)jexJ
cN/h de O mN) (cN/h cuN/h (-D'es (=Diey
dir. i=j=0 ise x =ur mod(mN/ (eh)), y =usmod(mN) ve determinanttan ry-sx=mN/e dir.
i=1,j=0(veya i=0,j=1) ise b) elde edilir.

Tersine a) saglaniyorsa x =ur+bmN/(eh) ve y=us+dmN olan b,me Z vardir. Bu

durumda re b/h e N ve bu eleman o u V ye ve y yi de y ye resmeder
se de s (mN) y '

Sayet b) dogru ise islemler benzer sekilde yapilir.

Kolaylik olmas1 bakimindan bundan béyle m=1 alinacaktir.

Teorem 25: uv=-1(modN) ise A \ ve A  alt yoriingesel graflar eslegmistir.

Ispat: uv=—1(mod N) ve LN A, .~ de bir kenar olsun. Teorem (bir 6nceki) den
sy ’

eHN/ h*, N/(eh)ls ve a) veya b) yi saglayan bir e tamsayis1 vardir. Farzedelimki a)

saglansin. Bu takdirde ry—sx=N/e ve x=ur(modN/(eh)), y=us(modN) dir.
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uv =-1(modN) oldugundan r=-vx(modN/(eh)), s=-vy(modN) dir. Bu durumda

X 5~ kenan A, \ de bir kenardir. Dolayisiile de A  ile A,  eslesmistir.m
y 8 ’ ’

Sonug¢ 16: A kendi-eslesmistir ancak ve ancak u’= —1(mod N/h) dur.

Ispat: O(oo,%) :O(%,oo) olsun. Bu takdirde o u l%\l ye ve 1%\1 yi oo a resmeden N’

B we b/
de bir ¢= elemant vardir. Bu durumda ¢ elemam h | olmak
C% de ce —ue

zorundadir. Dolayisiyla e=1 dir. Boylece u”* =—1(mod N/h) dir.

Tersine u® =-1(mod N/h) olsun. Bu takdirde u®>=-1+bN/h olan bir be Z vardir.

v
Boylece h |e N dir ve istenilen 6zellikleri saglar.m
Ne -u



3. IRDELEME

Lineer kesirli doniisiimlerin grubu-PGL(2,C), 6zellikle 19. yy. da Oklid Olmayan
Geometriler ve Invaryant Teorinin kesfiyle biiyiik 6nem kazanmus, topolojik-grup yapisina
haiz olmasi nedeniyle gerek analiz, gerekse cebirsel metodlarla derinlemesine incelemis,
oldukg¢a iyi bilinen alt gruplar; PSL(Z,R) , Modiiler Grup ve Kongriians Alt Gruplariyla
onemli sonuglar alinmistir.

Bu tez calismasiyla literatiirdeki genel kavramlar 6zetlenmis ve galismalarimiza en

iyl modeli teskil etmesi bakimindan Hiperbolik Geometri irdelenmistir.

Son olarak bir Fuchsian grup olanT,(N) nin PSL(2,R)deki Normalliyeni ile ilgili

Graf teoriden yararlanilarak bazi1 6zgiin sonuglar elde edilmistir.



4. SONUCLAR

FO(N) nin PSL(Z,R) deki Normalliyeni sonlu iiretilmis bir Fonksiyon grubu

oldugundan simgesi vardir ve simge, grubun invaryantlarin1 ortaya koymasi bakimindan
son derece Onemlidir. Simgedeki parametreler; Grubun cinsi, Eliptik Elemanlarin
Mertebeleri ve Parabolik Smuif Sayisidir. Bu bakimdan bu tez calismasinda,

normalliyendeki eliptik elemanlarla ilgili teorem ve sonuglar olduk¢a 6nemlidir.



5. ONERILER

I, (N) nin PSL(2,R) deki N normalliyeni &zellikle Monster Basit grubu i¢in nem
arzetmektedir. Bu sebeple normalliyenin yapisim1 tam belirlemek oldukca Onemlidir.
Bunun i¢inde N ye farkli bigimlerde yaklasmak bir cikis yolu olarak goriilebilir. Graflarla
N nin eliptik iireticileri arasindaki iligki arastirilabilir. Bu iligkiyi aragtirma ileri bir

problem olarak alinip, iizerinde ¢aligma yapilabilir.
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