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OZET

Son zamanlarda kullanilan bilgisayar destekli tasarim (CAD) sistemleri iginde en
kararh sayisal ¢oziimleri veren egriler, Bezier ve rasyonel Bezier egrileridir. Bezier
egrileri, kontrol noktalar1 adi verilen bir takim noktalar yardumyla ifade edilen polinom
egrilerdir.

Bu ¢aliymada Bernstein polinomlar: ile ilgili bazi teoremler verilerek pargali Bezier
egrilerinin siireklilik kosullar1 incelendi. Daha sonra tezin 2.3, 2.4. ve 2.5. boliimlerinde
sirastyla Bezier egrilerine, rasyonel Bezier egrilerine ve Bezier ylizeylerine ait De
Casteljau ve bdlme algoritmalari ve bu algoritmalarm MATLAB programm ile sayisal
uygulamalart verildi. Tezin 2.6. bdliimiinde ise; Bezier egri ve ylizeylerine ait egriliklerin
kontrol noktalar1 cinsinden ifadeleri ve bu egriliklerin  MATLAB programinda
hesaplamalar i¢in algoritma kodlar1 verildi. Sonug olarak Bezier yiizeylerinin birinci ve
ikinci temel kuadratik formlar verildi.

Anahtar Kelimeler: Bezier Egrileri, Rasyonel Bezier Egrileri, Bezier Yiizeyleri,
MATLAB, Bezier Yiizeylerinin Egrilikleri



SUMMARY

Bezier Curves, Bezier Surfaces, and Their Numerical Algorithms Using MATLAB

The curves that have the most stable numerical solutions among of the curves
recently used in computer aided design (CAD) are Bezier and rational Bezier curves.
Bezier curves can be defined by points called control points.

In this study some theorems are given on Bernstein polynomials and investigated
continuity conditions of piecewise Bezier curves. Then the numerical algorithms such as
De Casteljau and subdivision, and their application using MATLAB on Bezier curves,
rational Bezier curves, and Bezier surfaces were given in chapter 2.3., 2.4., and 2.5.
respectively. In chapter 2.6. the curvatures of Bezier curves and Bezier surfaces are
represented by in terms of their control points and given codes of the algorithms on the
curvatures of Bezier curves and Bezier surfaces in MATLAB. Consequently the first and

second fundamental forms of Bezier surfaces were presented.

Key Words: Bezier Curves, Rational Bezier Curves, Bezier Surfaces, MATLAB and
Curvatures of Bezier Surfaces
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Girig

Bilgisayar destekli tasarimlarm (CAD) temelini parametrik egriler ve parametrik
yiizeyler olusturmaktadwr. Bilgisayar destekli geomeirik tasarimda (CAGD) siiphesiz ki
en 6nemli buluglar, Bezier Egrileri ve yiizeyleri, Coons yamalar (patch) ve daha sonra da
B- spline metodlaridir. Bezier egrileri ve yiizeyleri ilk defa 1958-1960 yillarinda otomotiv
sektoriinde, Citroen ve Renault firmalarmda miihendis olarak gbrev yapan Paul de
Casteljau ve Pierre Bezier tarafindan birbirlerinden bagmsiz olarak gelistirilmistir. De
Casteljau, P. Bezier’den az bir zaman Once gelistirmis, ancak yaptigi ¢cahigmalari herhangi
bir yerde yaymlamamigtir. Boylece, polinom egri ve yiizeylerin Bernstein formunda
ifadesiyle tamamen geligen Bezier efri ve yiizeyleri teorisi, P.Bezier’in ismiyle antlir hale
gelmistir [1].

CAGD, 1974 yihnda Amerika’da Utah Universitesinde yapilan konferansm ardindan,
Barnhill ve Riesenfeld’ in [2] 6nderliginde kendi iginde bir disiplin igine girmistir.

Son zamanlarda kullanilan CAD sistemleri iginde en kararh sayisal ¢oziimleri veren
egrilerin Bezier ve rasyonel Bezier egrileri olduklart da Farouki ve Rajan tarafindan
gosterilmistir [3].

Bezier egrileri ile ilgili pek gok galigmalar yapilmigtir. Ornegin, Offset yiizeylerle
ilgili olarak, G. Farin [4] , R. Farouki [5], J.Hoschek [6], W. Tiller [7], H. Potmann [8];
degisik ylizey ve koniklerle ilgili olarak, R.Farouki ve Carla Manni [9] , F. Chen [10], H.
Pottmann [11], R.Krasauskas [12] trigonometrik polinomlarin 6zellikleriyle ilgili olarak
Reyes [13], E. Mainar, J.M Pena ve Reyes [14]; kinematikle ilgili olarak, B. Jiittler [15],
Q.J. Ge [16}, B. Roth [17] ve smurh elemanlar metodu ile 1s1 transferlerinin uygulamasiyla
ilgili olarak R. Cholewa ve arkadaglarmmn [18] ¢caligmalar: verilebilir.

Bezier egri ve ylizeylerinin otomotiv sanayiinden ugak sanayiine kadar ¢ok genis bir
velpazede kullanihiyor olmasi [1], bizim bu konuyu se¢memizdeki Gnemli faktérlerden
biridir. Yapilan yazihm ¢aliymalarinda aranan en Onemli 6zellik, ortaya konan programn
istenilen sonuca ne kadar hizh erigim sagladifidir. Bu nedenle algoritmalarin uygulamalar:
MATLAB program ile verildi. MATLAB programmin en dnemli zelliklerinden biri de
islemlerin matrislerle yapiliyor olmasidir.



Yaptigimiz bu ¢aligmada Oncelikli olarak 1. bolimde Bezier egrileri, rasyonel
Bezier egrileri, Bezier yiizeyleri ve rasyonel Bezier yiizeyleri hakkinda genel bilgiler
verildi.

Tezin ikinci bolimiinde ise, Bernstein polinomlan ile ilgili bazi teoremler verilerek
parcah Bezier egrilerinin siireklilik kosullar1 incelendi. Daha sonra tezin 2.3, 2.4. ve 2.5.
boliimlerinde sirasiyla Bezier egrilerine, rasyonel Bezier egrilerine ve Bezier yiizeylerine
ait De Casteljau ve bolme algoritmalar1 ve bu algoritmalarm MATLAB program ile
sayisal uygulamalar1 verildi. Tezin 2.6. bdliimiinde ise; Bezier egri ve yiizeylerine ait
egriliklerin kontrol noktalar1 cinsinden ifadeleri ve bu egriliklerin MATLAB programinda
hesaplamalar: i¢in algoritma kodlar1 verildi. Sonug olarak Bezier yiizeylerinin birinci ve
ikinci temel kuadratik formlar1 verildi.

1.2. Bezier Egrileri

Bezier egrileri, 6zellikle mekanikte ¢ok Onemli bir yeri olan polinom egrilerdir.
Bilgisayar destekli tasarimda (CAD) ve bilgisayar grafiklerinde kullanilan egri ve
yiizeylerin en 6nemli gosterimlerinden biri de Bezier formlandir. n. dereceden bir Bezier
egrisi; kontrol noktalarn adi verilen, n +1 tane nokta ile belirlenen ve n. dereceden
Bernstein taban fonksiyonlar: ile lineer sekilde ifade edilen polinom egri pargalandir. Bu
egriler kullamm alanlarma gore literatiirde, diizlemde ve R® uzaymnda olmak iizere ayn
ayn1 incelendifinden biz de bu galigmamizda ayn olarak deginecegiz. Daha sonra rasyonel

Bezier egrilerini inceleyecegiz.

1.2.1 Diizlemde Bezier Egrileri
1.2.1.1. Lineer Bezier Egrileri

Lineer Bezier egrileri derecesi 1 olan ve iki kontrol noktasi bulunan polinom
egrilerdir. Bir lineer Bezier Egrisi kontrol noktalarm birlestiren dogru parcasidir. Lineer
Bezier egrilerinin vektSrel anlamda denklemini verecek olursak; kontrol noktalan
bo = (Po,.90) ve bi=(p1,.q1) olan bir linecer Bezier egrisi,

B(t)=(1-t)b,+1b, , te[O,l] (1)




biciminde verilir. Burada egrimiz, by noktasim b; noktasina birlestiren dogru parcasidir ve
baglama noktas1 B(0) = by , bitis noktas: ise B(1) = b; noktasidir. Daha acik bir ifade ile
yazacak olursak, kontrol noktalari by = (po,q0) ve b = (p1,q1) olan bir lincer Bezier
egrisinin parametrik denklemi;

B(t) = (x(t),y(t) ),

x(t) = (1=t) p, +1t py

¥t) = (1-t) q,+1t q, tG[O,I] 2)
ile verilir.
h g
b=,
ql ““““““
bm,qg I q1~ qo
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Sekil 1. Kontrol noktalar1 by = (po,qo) ve b; =(p1,q1) olan bir lineer Bezier egrisi

1.2.1.2. Kuadratik Bezier Egrileri

Kuadratik Bezier egrileri, derecesi 2 olan ve 1i¢ tane kontrol noktasi bulunan
polinom egrilerdir. Kontrol noktalart by = (po,qo) , b1 = (P1,d1) Ve by =(p2,q2) olan  bir
kuadratik Bezier Egrisi, baglangic noktast B(0) = by ve bitis noktas1 da B(1) = b, olan
ikinci dereceden bir egri parcasidir. Kuadratik Bezier egrilerinin vektorel anlamda
denklemini

B(t) = (1-t) by + 2(1~t)t b + 2 b, , te[0,1] 3)
bi¢iminde vermek miimkiindiir. Parametrik denklemi ise;

B(t) = (x(t), (1) ),

x(t)=(1-1)" p,+2(1-t)tp, +1*p,



y(t)=(1-1)’q,+2(1-t )ig, +1’q, te[0,1] €
olarak ifade edilir.

Ornek 1: Kontrol noktalart ; by = (1,2) , b= (4,-1) ve b, = (8,6) olan kuadratik
Bezier egrisinin vektorel ve parametrik denklemleri:

B(1)=(1-1)(1.2)+2(1-1 1(4,-1)+1°(8,6) , t[0,1]

x(1)=(1=1) +8(1~t )t +8> =* + 6t +1

Y(t)=2(1—1)* 21—t )t +6t> =10t =6t +2

B(t)=(?+6r+1 , 1062 —61+2) , t[0,1]
seklindedir. ( Sekil 2 ). Burada kontrol noktalarmin sirasi ¢ok 6nemlidir. Ciinkii, egrinin
yoniinii, seklini , baslangic ve bitim noktasmm kontrol noktalar1 belirler. Bunu bir bagka
Ornekle gosterelim.

Ornek 2: Yukandaki 6rnekte b; ile b, noktalarmm yerlerini degistirelim ve bu
degigimin egriyi nasil degistirdigini gézlemleyelim. Kontrol noktalart by = (1,2) , by =
(8,6) ve b, = (4,-1) olan kuadratik Bezier egrisinin parametrik ifadesi;

B(t)=( -11£+14¢+1 , 112+ 8¢+2) , re[0,]
bicimindedir. Bu egrinin grafigi ise Sekil 3’te verildigi gibidir.

Sekil 2. Kontrol noktalar1 by =(1,2) , b;=(4,-1) ve b, =(8,6) olan
kuadratik Bezier egrisi




& b1=(8.6)
s ol
a '”’/ 3

EY i A
&
"~ I,ﬂ'

&

A

& \ /é‘gy
ah 2 3 4' 7 s T 2
b2={4.-1)

Sekil 3. Kontrol noktalar1 by = (1,2) , bi=(8,6) ve b, =(4,-1) olan
kuadratik Bezier egrisi

1.2.1.3. Kiibik Bezier Egrileri

Kiibik Bezier egrileri, liglincii dereceden, dort tane kontrol noktasi bulunan polinom

egrilerdir. Kontrol noktalar1 by = (po,qo) , b= (p1,q1) , b =(p2,q2) ve b =(p3,q3) olan bir
kiibik Bezier egrisi, by noktasindan baglayan, b; noktasinda biten {iglincii derece polinom

egridir. Bu egri vektorel olarak
B(1)=(1-t b, +3(1—-t )’ tb +3(1-1 )’b, +1’b, , t [0,1] (5)
biciminde ifade edilir. Parametrik denklemi ise;
B(t) = (x(t), (1) ),
x(t)=(1=t)’ p,+3(1~t )’1p, +3(1-t )’ p, +£ p,
y(t)=(1-1) g, +3(1-t P1q, +3(1-1)P’q, +tq, t€[0,1] (6)
olarak verilir.
Ornek 3: Kontrol noktalar1 by = (-3,2) , by = (4,4) , b, =(6,-1) ve bs =(6,1) olan
kiibik Bezier egrisinin parametrik ifadesi:
x(1)=-3(1-t ) +12(1—t Pt +18(1—1 )1* + 6¢°
(1) =2(1-1) +12(1-1t=-3(1-1)F* +£ 1 €[01]
bicimindedir. (Sekil 4)




Sekil 4. Kontrol noktalar1 by =(-3,2) , bi=(4,4) , by =(6,-1) ve bs =(6,1)
olan kiibik Bezier egrisi

1.2.1.4. Genel Bezier Egrileri:

Tanmm 1: Genel Bezier egrisi, Kontrol noktalari by , by , by , ..., b, olarak verilen ve
baglangic noktast by , bitim noktas: b, olan n. dereceden bir polinom egridir. Genel
Bezier egrisi, vektorel formda,

B®)=Y bBi(t) , te[0,1] (M

i=0

olarak tanmmlamir. Burada B! (t) fonksiyonlar:

n! ;o
1-t)"'t, 0<i<n
B(o={i(@-Dl ®)
0, diger durumlarda

bigimde verilen Bernstein taban fonksiyonlari (ya da Bernstein taban polinomlar) dir.

ifadeleri de Binom katsayilaridir ve (f) yada "C, ile gosterilir.

n!
i!(n - i)!
Teorem 1: Bernstein taban polinomlar1 asagidaki 6zellikleri saglar.

1) iBf t)=1,tel0,1] (Toplamin birim olmasi) )

2) B'(1)20, te[0,] (Pozitiflik) (10)



3 BL()=B'(1-t), i=0,1,..0 (Simetri) an
4) Br(D)=(1—0B" (©)+t B(D) (indirgeme) (12)
ispat:

1) 1=1" =(1—-t+0)" =f;(;‘)(1—t)““i1£i =ZBZB?(t)

i=0
2-) te[0,1] oldugundan 0<t<1 = 0<1-t<1 = t20 ve 1-t>0 dir. O halde
pozitif bir saymm tiim reel kuvvetleri de pozitif olduundan B} (t) >0 elde edilir.

3-) te[0,1] igin,

B (0) = (1)t = ;‘ii),[(1—0%1—(1—0)“]

( 5

dir. 1-t=s dersek, s €[0,1] dir ve

B(1)= ii),[(sm ~)" ] =B =B (- 1)

elde edilir.
4-) A-9)BM' () +t B (1) ifadesinin  degerini  yazacak  olursak;

A-HB () +t BRI ) = (1—1)- ((n 111 )'(1 t)“"“iti+(1—t)(i_—(8%ﬁ(l—t)“‘iti”l

@) g @D
T SSE TArra rTAr TL

| @ @D ](l_t)n-iti

il(n-1-i)! " G-DYn-i)!
| @-n (@-1)! Ny
~Li(i—l)!(n—l-i)!+(i—l)!(n—i)(n—i—l)!](l ot

=-(n—i)(n—1)!+i(n_1)g ey
Li(n—i)(i_l)!(n_l—i)!:l(l t) 1

| (@-Dln-i+i)
liG-DYn-i)(n-1-i)!

:i (1 — t)n—i ti

n!
Liln-1)!
elde edilir. ¢

1l

}(1 0"t =B ()




1.2.1.5. Kontrol Poligonu

Tanmm 2: Kontrol noktalar1 by , b; , by, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir Bezier
egrisinin kontrol noktalarmi swra korumak kaydiyla birlestiren dogru pargalarmin
olugturdugu geometrik sekle Bezier egrisinin kontrol poligonu adi verilir.

4 B4
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Sekil 5. Kontrol noktalar1 by =(2,0), b;=(1,1), b =(3,4), b;=(4,3) ve by =(3,0)
olan Bezier egrisinin kontrol poligonu

Ornek 4: Kontrol noktalan by = (2,0), by = (1,1), b = (3,4), bz = (4,3), by = (3,0),
olan Bezier egrisinin kontrol poligonu Sekil 5’te gosterilmistir.

1.2.1.6. Konveks Hull

Konveks hull, ozellikle bilgisayar destekli tasarimlarda ¢ok Snemli bir yer tutar.
X ={x,,X,,..X,} gibin+l noktadan olusan noktalar sistemi i¢in, verilen konveks hull
su sekilde tanimlanmaktadir:

Tamm 3: X ={x,,X,,..X,} sisteminin konveks hulu:

CH(X)= {aoxo +aX +o.ta,x,: ya=1,a20,i= 0,1,...,n} (13)

i=0

olarak tanmmlamr. Yani diizlemde x,,x,,...x, noktalarms igeren en kiiciik konveks kiimeye

X ={x,,X,,..X,} sisteminin konveks hulu (Convex Hull ) denir.



Ornek 5: Dizlemde X={(2,0),(2,2).(3,1),(3,3).(3,4),(4,0), (4,3)} noktalarindan

olusan kiimenin konveks hulu:

CH(X) = {a0(2,0)+a1(2,2)+...+a6(4,3): Ya=1,2,20 ,i=0,1,...,n}

i=0

(x,y)eR?*:x=2(a, +a,)+3(a, +a, +a,) +4(a; +ay),

y=a,+2a, +3(a; +a,) +4a,; Y. a,=1,2,20,i=0,.,..,6
i=0

bi¢iminde verilir. Bunu daha iyi kavramak i¢in Sekil 6 incelenebilir.
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Sekil 6. X = {(2, 0),(2,2),(3,1),(3,3),(3,4), (4, 0),(4,3)} noktalarmin konvex hulu

1.2.1.7. Bezier Egrilerinin Ozellikleri

Teorem 2: Kontrol noktalar1 by , by , by , ..., by, olarak verilen n. dereceden bir
B = B(t) Bezier egrisi agaidaki zellikleri saglar:

1- BO)=by, B(l)=b, ( Son nokta interpolasyon 6zelligi) (14)
2- B(0)= %? wo= D(by—1yp) (Son nokta teget 6zelligi)

B'(l)=%?|t=l= n( by — by1 ) (15)
3- Vte [0,1] igin , B(t) € CH({b,,b;,....b,}) (16)

(Bezier egrisinin tamarm, kontrol noktalarimin konvex alam iginde kalmaktadir.)
4- F, bir Afin d6niigiimii olmak iizere,

F(B(1)) = F(Y bBI(1) = Y (b B (1) a7

i=0
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dir. (Kontrol noktalar1 b; , i = 0,1,...,n olan Bezier egrisinin bir Afin donliglimii altindaki
goriintiisti, kontrol noktalar1 F(b;), i=0,1,...,n olan Bezier egrisidir.)
5- Bir d dogrusu ile B(t) diizlemsel Bezier egrisinin arakesit noktalarinm sayis1 m,
B(t) Bezier egrisinin kontrol poligonunun arakesit noktalarmin sayis: s ise
m<s dir. ( Varyasyon Azaltma Ozelligi )
Ispat: 1- (7) formatinda verilen Genel Bezier Egrisinde,. t=0 igin; i # 0 iken
B! (t)=0 dir. i = 0 durumunda ise, Bj(t)=(1-t)" dir. Boylece,
B(0)= boBg 0)=b,(1-0)" =b,
elde edilir. Benzer sekilde, t = 1 i¢in; i # n iken B/ (f)=0 dir. i = n durumunda ise,
Bl (t)=t" oldugundan,
B()=bB;(1)=b,1"=b,

bulunur.
2- BI(t)= [Zoj b,B! (t)]' - [Zno:bi () a- e ]
N 21% ( )[‘(n —)A-t)" Mt +i(d -t~ ti-l]
=y [-n(-1"" ]+ ba[ - - 2+ -ty ]+
+b, () @-mA-t 2 + 20 -1yt ] ..
+b, [ -t +(@-D)(1- )" | +b,nt™
dir. Boylece,

B'(0)=-nb,+bn=n(b;—by) ve B'(l)=-b,_n+bn=n(b, -b, )
elde edilir.

3- vte[0,1] igin Bi ()20 ve D Bi(t)=1 oldufundan konveks hull tanimindan

i=0
B(t) € CH( {bo,...bn} )dir.
4- F bir afin doniisimi, F(x)=gx+c, geGL2Z,R),ceR?* biciminde ifade
edilebilir. O halde Vt [0,1] igin,

F(B() = F( bBI (1) = g3 b () +c

i=0 i=0
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dir. c=c.1 olarak alinwrsa ve (9) da 1 yerine ZB? (t) yazilirsa,

i=0

F(B()=g) bBf () +c.) B (1)
i=0 i=0

elde edilir. Ifade ayn toplam altinda yazildiginda:

F(B(1))=) (gb; +¢)B} (t) = Y F(b,)B (1)

i=0 i=0

elde edilir.

5- [1,p.54] ¢

Not: Varyasyon azaltma 6zellifi ilk kez I. Schoenberg [19] tarafindan verilmigtir. Bu
konuda daha genig bilgi Farin’ de mevcuttur.

” Arakesit Noktalarmmn Sayisi
DOGRU |BEZIER |[POLIGON

//\\ "
pZ N B a1 0 5
3 a2 1 2
,/; \ d-3 2 2

Sekil 7. Bir Bezier egrisi igin Varyasyon Azaltma Ozelligi

1.2.2. R’ Uzayinda Bezier Egrileri
1.2.2.1. R’ Uzayinda Genel Bezier Egrisi

R’ uzaymda tammlanan Bezier egrileri, aynen diizlemdeki Bezier egrileri gibi
tammlanir. Ancak burada kontrol noktalar diizlemin degil, R® uzaymm elemanlaridir,
Tamm 4: R*uzayinda Genel Bezier egrisi, Kontrol noktalari by , by , b, , ..., by olarak

verilen ve baglangic noktasi by , bitim noktas: b, olan n. dereceden bir polinom egridir.
Genel Bezier egrisi, vektorel formda,

B(t) :ibiB;‘ ® , tefo] (18)

i=0

olarak tammlamr. Burada B! (t) fonksiyonlan diizlemsel Bezier egrilerinde oldugu gibi
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! -
_ M _q-p™it, 0<i<n
B} (t)=14i!(n—i)! (19)

0, diger durumlarda

bi¢imde verilen Bernstein taban fonksiyonlar (ya da Bernstein taban polinomlarr) dir.

1.2.2.2. Kontrol Poligonu

R’ uzaymdaki kontrol poligonu da, diizlemde tanimlanan Bezier egrilerinin kontrol
poligonu tammina benzer sekilde tammlanabilir. Ancak, burada da kontrol noktalar1 R*{in
elemanlaridir.

Tanmm 5: Kontrol noktalari by , by , by, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir Bezier
egrisinin  kontrol noktalarii sira korumak kaydiyla birlestiren dogru pargalarimn
olugturdugu geometrik sekle Bezier egrisinin kontrol poligonu ads verilir.

Ornek 6: Kontrol noktalari by = (1,-2,0), by = (2,0,1), by = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1)
olan Bezier egrisinin kontrol poligonu Sekil 8 de gisterilmistir.

Sekil 8. Kontrol noktalar1 by = (1,-2,0), b; = (2,0,1), b = (3,1,1),
b3 =(-1,2,-1) olan Bezier egrisinin kontrol poligonu

1.2.2.3. Konveks Hulllar (Convex Hull)

Diizlemde verilen n +1 noktadan olusan X = {xo,x,,...xn} , noktalar sistemi i¢in
konveks hull tanimlanmigti. Uzayda boyle bir tanmm verecek olursak, artik burada bir
alandan degil, uzaym bir blgesinden bahsetmemiz. gerekecektir. R* uzaymda verilen n +1
noktadan olusan X ={x,,X,,..x,}, noktalar sistemi i¢in konveks hull su gekilde
tanimlanmaktadir:
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Tamm 6: X ={x,,X,,..X,} CR’ sisteminin konveks hulunun vektorel ifadesi:
CH(X) = {aoxo +aX, +..ta Xt xeX, > a=1,320,i= 0,1,...,n} (20)
i=0
olarak tanmlanir. Yani uzayda X,,X,,..X, noktalarm birlestirmek suretiyle elde edilen en
genis bolgeye X ={X,,X,,..X,} sisteminin konveks hulu denir.

Diizlemdeki Bezier egrilerinin zellikleri ile ilgili verilen teorem, benzer sekilde
uzaydaki Bezier egrileri i¢in de verilebilir. Ancak uzaydaki Bezier egrileri igin, Varyasyon
Azaltma Ozelliginde, “Bir Bezier egrisi ile bir dogrunun arakesit noktalar1” ifadesi yerine,
“Bir Bezier egrisi ile bir diizlemin arakesit noktalarr” ifadesi almacaktir [20, p.151].

1.2.3. Bezier Egrilerinde Tiirev Kavrami
Bezier erilerinde tiirevler, Bernstein polinomlarinm tiirevlerinden elde edilmektedir.

Teorem 3: 0<t<n i¢gin Bj(t)= (f )(1 —t)"'t' Bernstein taban fonksiyonlarmin

birinci ve ikinci tiirevleri

1- B'' (1) =n(B()-B'(t) yada @1
NS S T
B (0= B O @)
2- B (0 =n@-D[ B2 ®)-2BI7()+B(®)]  yada 23)
v (=D =2i(-Dt+n(n-Dt* ),
Bi (t) —( 112 (1_ t)2 )Bx (t) (24)

bigimindedir.

ispat: Bu teoremin (21), (22), ve (24) ifadeleri ve ispati ¢ok kisa olarak [20, p.153]
te verilmektedir. Ancak burada bu ifadelerin ispatim daha anlagilabilir bir ifadeyle verip,
(23) ifadesini ve ispatm da buraya ekliyoruz. Simdi bunlarm ispatim verelim.

- 0<t<n i¢in Bj(t)= (:‘ )(1 —1)""'t' oldugundan t —ye gdre tiirev almirsa

B} () =(})[-@-D- "t +it™ (1~ "]
=1t a-o - (M @-Da-ye (25)
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—{n _ n—iii_n n~11(n 1)
=(Na-oe-()a-oTt
_naenl_prgn (01
—Bi(t)t B()(1 -

1 n-—1
“(TT‘J

2 i—nt
~5 (t)(t(l—t))

elde edilir. (25) ifadesi baska bir gekilde ifade edilecek olursa, n-i = (n-1)—(i-1) oldugundan

(1-t)" D (n—i)(1-t)" "'t

B ()=

(n- )" (n- )m
_ n(n - 1)' n—-1-(i—1) 4i-1 n(n 1) n—1-i 1
e T TR
=n (n 1) (1 t)n—l—(i—l) ti—l —n (n - 1')' . (1 _ t)n—l—i ti

(n —-1-G-DHa-n! (n-1-1)!i!

=B (t) -nB; (1)
=n(B'(H-B" (1)

elde edilir.
2- (21) esitliginin her iki tarafinin t- ye gére tiirevini alirsak,

B "(t) = (B} () =B (1))
=n{@-D[B2O-B;®]-0-D[BT7O-B (1)
—n(n-D[BIZ(®-B(0)-B()+B 7 (]
=n(n-D[BZ()- 2B ()+B 7 (1) ]

bulunur. Ikinei tiirev olarak, (22) esitliginin tiirevi alnirsa,

ames | iDL o ‘
B; (t)—[t(l_t)Bi (t)}

| i-nt ' n i—nt ro. .7
—[ m_t)} B0+ [Br®]

—nt(l t)—(1-2t)(i—nt) B (i-nt)® _,
2a_1? Bi(t)+ 2a t)B()




15

[ -nt@-t-@-20G-nt)  G-nt) |,
1 2 (1-1)° +t2(l—t)2} a0
(iG=D)=2im-Dt+n@m-Dt* ).,

- t2(1—1)2 ]B‘ ©

seklinde elde edilir. ¢
Yukarida verilen teoremin bir sonucu olarak agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4: Kontrol noktalari b;, i = 0,1,...,n olan ve B(t) =ZbiB}‘ (t) bigiminde
i=0
verilen bir Bezier egrisinin tiirevi, kontrol noktalann b =n(b,,~b,), i = 0,1,....n-1 olan
(n-1). dereceden bir Bezier egrisidir. Yani,

n—1
Bi(t)=Y b¥BM(t) , b® =n(b,,,—b,) (26)

i=0

dir.

Ispat: B(t)=)_ bB!(t) bigiminde verilen Bezier egrisinin tiirevi (21) ifadesinden,
i=0

B(H)= Y bB! ® = ba(B5 ®-B()) = 0 bBT(®-nY bB (1)

i=0 i=0 i=0 i=0
seklinde elde edilir i = 0 igin BY'(t)=B%'(t)=0, ve i = n durumunda

B™(t)=B'(t)=0 olduklarmdan

n—1

B(®=nY bB(O-nY bB(t)

i=1

yazilabilir. Tekrar numaralandirma yapilirsa,

n-1i n~-1 n-1 n-1
B(t)=n) b,,BI"()-nY bB!"(t)= X n(b,, —b)BI"(t) = > b"BI"(1)
i=0 i=0 i=0 i=0

elde edilir [20, p.153].

Sonu¢ 1: Kontrol noktalan b;, i = 0,1,....,n olan ve B(t):ZbiB;1 (t) bi¢iminde
i=0

verilen bir Bezier egrisinin ikinci tiirevi, kontrol noktalarni b =n(n-1)(b,,,~2b,,, +b,),
1=0,1,...,0-1 olan (n-2). dereceden bir Bezier egrisidir. Yani,
n_z .
B'(t) = Zbi(Z)Bin 2, b® =n(m-1)(b,,, ~2b,, +b,) ey)
i=0

dir.



16

Ispat: B'(t) kontrol noktalart b{" = n(b,,, —b,) bigiminde olan (n-1). dereceden bir
Bezier egrisi oldugundan bir kez daha tiirev alirsak, kontrol noktalar1 (26) dan,

b = (b")® = (-, ~b) = (n-D[n(b,,, -b,,)-n(b,,, —-b,)]

b =n(n-D[(b,

1

w220, +b; ]

biciminde olan (n-2). dereceden Bezier egrisi olur. Yani,

n—-2

B'()=Y bPB[*(t) , b =n(n-1)(b,,-2b,, +b,)
i=0

olur. ¢
Senug 2: Kontrol noktalar1 b;, i = 0,1,...,n olan n. dereceden bir B(t) Bezier egri
fonksiyonu igin r. tiirev fonksiyonu, kontrol noktalar1 i = 0,1,..., n-r olmak {izere

b =n(n-1)..(n-r+1)) (-1)()b,; olan (n-r). dereceden bir Bezier egrisitemsil eder.

=0
Yani,
BO(t)=Y bOBI(t) , b® =n(n—1)..(n—1+ 1)i Db, (28)
i=0 =0
dir.

Ispat: Ispati tiimevarimla yapabiliriz. r = 1 i¢in ;
1
b =0y (1) IC)by,; = n(-b, +b,,,)
0

elde edilir ki bu (26) ifadesinden dogrudur. r i¢in dogru olsun. Yani,

b =n(n-1)..a-r+D) (Db,

=0

olsun. r +1 i¢in ;

b =(b{”)" = (a-r)0b)

i+1

-b™)

b§r+1) = (n _ 1‘) [(n(n _ 1)(1‘1 —r+ l)zr: (_1)‘”j (;)bi+l+j) - (n(n - 1)(n ~r+ l)zr: (—"l)r_j G)biﬂ' )]

= =0

= (0D (0 -1 +1)0 -3 [ Dby (Db,

= (@101 + D@ DY [ i+ (<D (b

=n(@=1)..n-r+Da -0 (-1 by + 1™ G)b; ) +..
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et (CDTEIy g + (1 by ) # ot (D Oy, + (D' OB, )|
=n(n = 1)...(n =+ 1) -1)[ D™ Eb; + 1 (G)+6))biyy +-o
e H(=D)! ((;_1) + (:))bp,r + (—1)°(i)b,»+,+1}
=n(n-D..n-r+ -0 D™ G )b + (=1 (s +-

e b D By, + (D Cbin
r+l1 R
=n(n-D..(n-r+)n-0)) D*GHb,,
0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir [20, p.154] . ¢
Sonug 1 ve Sonug 2 ifadeleri [20, p.153] de ispatsiz olarak verilmigtir. Ispat1 buraya
eklenmistir,

1.2.4. Parcah Bezier Egrileri

Bezier egrileri keyfi aralikta da tanimh olabilir. Bu durumda parametre doniigiimii
yapilarak Bezier egrileri [0,1] araliinda tammh standart Bezier formunda ifade
edilebilir. [a,b] kapah arahginda tanimhi, kontrol noktalar1 b; , i = 0,1,....n olan Bezier

.. t—a 4
efrisiy, t— = parametre doniisiimii ile
—a

< t—a
B(t)=) bB!(——
(1) Zo: BiG)
biciminde ifade edilebilir.

Tamm 7: Keyfi [a,b] araligmnda tammh bir Bezier egrisi icin ¢:[a,b] —>[0,1]

Oyleki, t > () = ;—:—% parametre donlisiimii yapildiginda elde edilen

By=3Y bB (o), te[0,1] 29)

i=0
ifadesine Bezier egrisinin normallestirilmesi denir.

Tamim 8: I = [ab] olsun. a=t;<t <t,<..<t_ <t =b I arahgmm bir

-1

pargalamisi olsun. teft;,t,,] icin bir B ; (1) keyfi aralikh Bezier egrisi bulunabilirse yle
ki,
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(i) PM=B,t) telt,t,] j=0,.,1-1

(i) P(t)=B.,(t) yada P(t)=Bt) j=1,..,r1

(i) P(t))=B,(t,) ve P(t)=B_(t)
ise P(t) egrisine parcali Bezier egrisi denir. t,t,t,....t ;,t, noktalarma da parcah
Bezier egrisinin kinlma noktalan denir.

Parcali Bezier egrisi, Bezier egrilerinin birlesimidir. Uygulamalarda genellikle
stirekli egriler g6zoniine alnmaktadir. Pargali stirekli Bezier egrisi igin P(t;) tek degerlidir
ve P(t;) =B, ,(t;)) =B,(t;) dir.

Ormek 7: B (t), te[-2,0]; B,(t), te[0,3]; B,(t), te[3,4]
bi¢iminde tanimh Bezier egrilerini gbzoniine alalim, Bunlarin kontrol noktalar ise,

B, (t) igin, boo = (2,-1), bo1 = (5,2), boz = (7,3), bos = (8,-1);

B, (t) igin, bio = (8,-1), bi1 = (8,-3), b1z = (7,-4), b13 = (5,-4);

B, (1) igin, by = (5,-4), ba1 = (3,-4), b2 = (4,-2), bys = (6,-2);
olsun. B,(t),B,(t),B,(t) lerden olugan parcali Bezier egrisi

B,(t), 2<t<0,
P(t)={ B,(t), 0<t<3,
B,(t), 3<t<4,

bigiminde ifade edilebilir [20, p.151-161].

1.3. Rasyonel Bezier Egrileri

Rasyonel Bezier egrilerini daha iyi kavrayabilmek i¢in, projektif geometriye ait temel
kavramlara ihtiyag duyulmaktadir. Bu konuyla ilgili detayl bilgi Farin, [1] ,Marsh [20],
Byoung K. Choi,[21] de mevcuttur. Biz bu boliimde, bize lazim oldugu kadariyla projektif
geometriye ait temel kavramlan agiklayip daha derli toplu bir halde rasyonel Bezier
egrilerini sunacagz.

Konikler, genel olarak ii¢ tip olarak simflandirilir: Paraboller, hiperboller ve elipsler.
Paraboller polinom fonksiyonlarla parametrelenebilir. Ancak, hiperbol ve elips ancak
rasyonel fonksiyonlarla parametrelenebildifinden hiperbol ve elips icin Bezier formlar
ancak rasyonel bigimde verilebilmektedir. Bu nedenle rasyonel Bezier egrilerinin ortaya
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konulmasinda, bilgisayar destekli tasarimlarda koniklerin Bezier formunda ifade
edilebilme problemi 6nemli rol oynamgtir.

Bugiin koniklerin, ucak endiistrisinden Dbilgisayar destekli matbaacibk alanlarina
kadar pek ¢ok alanda onemli &lglide kullamm alam vardir. Koniklerle ilgili yapilan
algoritmik g¢ahgmalar 1940-h yillarda gelismeye baglamugtir. Bu konuda R. Liming [22]
omek olarak verilebilir. Koniklerin rasyonel Bezier formlarmi veren E. Lee [23] dir
[1, p-213].

1.3.1. Projektif Kavramlar

Rasyonel Bezier egrileri projektif geometri ile yakindan ilgili oldugundan burada
biraz projektif geometriye ait temel kavramlardan bahsedecegiz. Oncelikle bilgisayar
grafiklerinde pek ¢ok kullamm alanma sahip olan projeksiyonlarla baglayahm.

1.3.1.1. Projeksiyonlar

Bir © diizlemini ve diizlemin diginda bir S noktasim g6z 6niine alahm. n diizleminde
bazi noktalar alahm. Bu noktalar1 A, B, C, ... olarak isaretleyelim. Bu noktalar ile belirli
dogrular1 da AB, AC, BC, ... olarak belirleyelim. S noktasindan A, B, C, ... noktalarma
dogrular gizilirse, elde edilecek olan, SA, SB, SC, ... dogrularna swastyla A, B, C, ...
noktalarmin Projektorleri; SAB, SAC, SBC.,... diizlemlerine de srasiyla AB, AC, BC,...
dogrularinm Projektorleri denir. Simdi bu projektdrlerin keyfi konumlu bir bagka =’
diizlemi ile arakesitleri almirsa, 6rnegin A’B’C’ figgeni elde edilir. (Sekil 9) Boylece, ABC
liggenine A’B’C’ iiggeninin 7 diizlemine projeksiyonu denir. 7t diizlemine de goriintii

diizlemi (image plane) ad: verilir [24, p.7].

1.3.1.2. Barisentrik (Barycentric ) Koordinatlar

Barisentrik koordinatlar, ilk defa F. Moebius [25] tarafindan verilmistir.
Tanim 9: a, x, b R? uzaymda dogrusal {i¢ nokta olmak lizere; a, x, b arasinda
x=aa+fb a+p=1 (30
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bigiminde bir bagmnt1 varsa, a, B ya X —in a ve b —ye g6re Barisentrik koordinatlar1
denir. Keyfi a,b,c dogrusal ii¢ nokta i¢in, b-nin a ve ¢ — ye gore barisentrik kordinatlars;
d(x,y), x ile y arasindakiuzaklk olmak iizere,

_d,0) _ lle —bp
d@a,c) |c—a
@n
_d@,b) _[b-1

p= d(a,c) lc—a]

bigiminde verilir,

Sekil 9. Merkezi projeksiyonlar (Central Projections)

Sekil 10. Lineer interpolasyon. a ve b arasndaki dogru pargas1 iizerinde alman bir x
noktasinn ab -yi t ve 1-t ile orantih olarak ikiye ayirmass
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Barisentrik koordinatlar yalmzca dorusal olan noktalar i¢in degil, diizlemsel noktalar
i¢in de verilebilir.

Tamm 10: a, b, ¢ ve p R’ uzaymda aym diizlemde bulunan (diizlemsel) dort nokta
ve a, b, ¢ bir dogru iizerinde bulunmayan ii¢ nokta olmak flizere; p —yi a,b,c —nin bir
barisentrik kombinasyonu olarak,

p=ua+vb+we u+v+w=l1 (32)
bi¢iminde yazmak miimkiindiir. Burada U:= (u,v,w) katsayillarma p —nin a, b ve c —ye

gore barisentrik koordinatlar1 denir.

/Q\ Ny ca

Sekil 11. Diizlemde {ii¢ noktaya baghi  bir p noktasinin barisentrik
koordinatlarmin gosterimi

Keyfi a,b,c ve p diizlemsel li¢ nokta i¢in, p-nin a, b ve c — ye gére barisentrik
kordinatlar1

- Alan(p, b,c)
Alan(a,b,c)

v Alan(a,p,c)
Alan(a,b,c)

W Alan(a,b,p)
Alan(a,b,c)

bi¢iminde verilir [1, p.20,304].

(33)

1.3.1.3. Capraz oranlar

Projektif geometri de 6nemli kavramalardan biri de rasyolardir. a, b, ¢ gibi dogrusal
ic noktanin rasyosu

d(a,b)

rasyo(a,b,c) = a(b.0)

€2
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dir. Eger a,B b —nin a ve ¢ -ye gore barisentrik koordinatlar: ise
rasyo(a,b,c) = E (35)
a

dir. Bu rasyolar afin doniislimler altinda invaryant kalmaktadr. Yani, ¢:R’> >R’ afin

dontistimii olmak iizere

rasyo(9(a). (b). (e = - (36)
dir. Dort dogrusal noktanin ¢apraz oram (cross ratio , cr), rasyolarm oram olarak
cr(a, b,c, d) = M (37)
rasyo(a,c,d)

bigiminde tanmimlanir.

Sekil 12. Capraz oran. a,b,c,d ve a*,b*,c*,d* noktalarmin ¢apraz oranlarinm
gordiikleri agtya bagl olmast

Onerme 1: Sekildeki gibi verilen L dogrusu iizerinde bulunan a,b,c,d noktalarinn
capraz oram, L’ dogrusu iizerinde bulunan a* b*,c*,d* noktalarmin ¢apraz oranina egittir.
Yani,

cr(a,b,c,d) =cr(a*, b*,c*,d%) (38)
dir.

Ispat: Kése noktalar1 p,q,r olan bir {iggenin alamm A(p,q,r) ile gdsterelim.

rasyo(a,b,c) = A(a,b,0)/A(b,c,0)
oldugundan a,b,c,d —nin gapraz orani,

rasyo(a,b,d) _aa, b,0)/a(b,d,0) _ala, b,0)a(c,d,0)

cr(a,b,c,d) =
rasyo(a,c,d) a(a,c,0)/a(c,d,0) a(b,d,0)a(a,c,0)
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; |ao||bo| sin(m1) ; |co||do|sin(m3)

%‘bo| |do|sin(m2 + m3) —; |ao||co|sin(m1+m2)

_ sin(ml) sin(m3)
sin(m2 + m3)sin(m! + m2)

dir. Gortildiigti gibi, capraz orami noktalarn O projeksiyon merkezine olan uzakliklarma
bagh degil, yalmzca noktalarm O merkezinde yaptifi agilara ve bu agilarin siniis
degerlerine baghidir. Bu nedenle a*,b*,c*,d* noktalarinin da merkezle yaptiklar agilar mi,
m2, m3 oldugundan,

cr(a,b,c,d) = cr(a*, b*,c*,d¥)

dir. ¢

1.3.1.4. Reel Dogrularm Projektif Déniigiimleri

Bir L dogrusunun P diizlemine projeksiyonu, Sekil 13 deki gibi bir L’ dogrusudur.
Bu suretle, projeksiyonlar, reel dogrular: reel dogrulara doniistiiren bir doniisiim olarak
gorebiliriz. Boylece, bir projeksiyon, reel dogrular reel dogrulara doniistiiren bir projektif
doniigtimdiir.

L dogrusu lizerinde bulunan a, b, d noktalarinin, L’ dogrusu iizerinde bulunan a*,
b*, d* noktalarma doniigtiigi bir projektif doniistimii géz Oniine alalm. L. dogrusu
tizerinde bagka bir t noktasmna, I’ dogrusu tizerinde bulunan t* noktasmn nasil karsilik
geldigi, capraz oran ile bulunmaktadir. Boylece, reel dogrulan reel dogrulara resmeden bir
projektif donliglim, a,b,c ve a*, b*, c* sayilan ile belirlidir. Bir t noktasmnm, t* projektif
resmi,

cr(a,b,t,c) =cr(a*, b*,t*,c*)
capraz oram ile hesaplanabilir [1, p.213]. Boylece,

cr(a,b,t,c)= 2——?0—((1—:1:—3— = cr{a*, b¥,t*,c*) = gz((j:’ﬁ:”z:;

d(a,b)/d(b,c) _d(a*,b*)/d(b*,c*)
d(a,0)/d(t,c)  d(a*,t*)/d(t*,c*)
(b—a)/(c—b) _(b*-a*)/(c*~b*)
(t—-a)/(c—t) (t*—a*)/(c*—t*¥)

yazabiliriz. Burada, (b—a)/(c-b)=v ve (b*-a*)/(c*-b*)=v* denilirse,
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v _ v*
(t—-a)/(c—t) (t*-a*)/(c*-t¥)
dir. Biraz daha diizenlersek,
vie—t)(t*-a*)=v*(c*-t¥*)(t-a)
olur. Buradan t* yalniz birakihirsa,
_Vv*c*(t-a)+a*v(c-t)
vic-t)+v*(t—a)
elde edilir. Daha kolay ve daha kullanthsh bir ifade igin, a = a* = 0; ve ¢ = ¢* =1 almirsa
t* ifadesi;

t*

(39)

v¥t

=
v(l-t)+v*t

(40)

halini alir. Boylece, bir projektif doniistim bir rasyonel lineer donislime kargilik
gelmektedir [1, p.213-216].

Sekil 13. Bir L dogrusunun L.’ dogrusuna projeksiyonu

1.3.1.5. Homojen Koordinatlar

Biittin afin donisiimleri bir doniisim matrisine sahiptir. Ornegin diizlemde, orijin
etrafinda o kadar ddnme hareketi g6z Sniine alinirsa, bir (x,y) noktasi bu d6niigtim altinda;

[x:]=[co'sa sinoe][x] @1
y —~sinot  cosa ||y
bigiminde ifade edilebilir ve ddnmeye ait matris ise,

coso. siha
A=|
-sina  cosa
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matrisidir. Hareketler sadece bir doniisiimden olusmayabilir. Ornegin hareket, A matrisi ile

5
verilen donme hareketi ve ardindan da B=[0 (3);1 matrisi ile verilen bir hareket ile

tanimh olsun. Bu durumda hareketin matrisi,
- ={ cos o sin(xJ[S 0} =[ 5cosa 3sinoa:|
—sina cosa {|0 3 —5Ssina  3cosa
bigiminde iki matrisin ¢arpim ile verilebilir. Ancak hareket, dteleme hareketi de igeriyorsa
o zaman hareketin matrisini 2x2 lik tek matriste ifade etmek miimkiin degildir. Bunun igin
yeni bir koordinat sistemine ihtiyag vardir,

Diizlemde bir ( x , y ) noktasma, o kadar donme ve p=(a,b) kadar Gteleme
uygulayalm. Yani, (41) donme hareketini yaptiktan sonra

xLy)=(x+a,y+b)
bigiminde p=(a,b) kadar Steleme hareketi yapsm. Bu iki hareketi ayn1 matriste géstermek
istiyoruz. Bunun igin, diizlemdeki bir x =(x,,x,) vektdriinii bir boyut daha ekleyip sanki
ti¢ boyutlu imis gibi x =(x,,x,,1) ile gbsterecegiz. Hareketin matrisini ise,

x' coso. sina a || x

y'|=|-sina cosa b|y (42)

1 0 0 1]1
bigiminde 3x3 matris ile gosterebiliriz. Burada da kullandigimz gibi diizlemin bir (x,y)
elemanmm (x,y, 1) bigiminde, veya r= 0igin (rx, ry,r) bicimindeki gdsterimine
homojen koordinatlan (ya da projektif koordinatlar) denir. E* nin (x, y) elemanmni,
[x y]" olarak; bu elemanin homojen koordinatlardaki kargihgmi da  [wx wy w]! ile
gosterebiliriz. [wx wy w]*, [x y]" noktasmn bir projektoriidiir.

Ornek 8: Diizlemde (2,3) noktasmmn homojen koordinatlari,

{(2r,3r,r) ireR ——{O}}
bigimindedir. ( x , y, w) bigiminde homojen koordinatlara sahip bir noktanmn diizlemdeki
kartezyen koordinatlardaki karsihg: ( x/w , y/w ) noktasidur.

Ornek 9: Homojen koodinati, (6,4,2) olan noktanm diizlemdeki kartezyen
koordinatim bulmak i¢in, homojen koordinatm son elemannm 1 olmas: saglamr. Bunun
icin homojen koordinatta verilen ifadeyi, son elemana béleriz. Bu sekilde % (6,42) =
(3,2,1) elde edilir. Boylece, noktanin diizlemdeki kartezyen koordinati (3,2) noktasidir.
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Diizlemdeki noktalarm homojen koordinatlarda gosterimi 3- boyutlu uzaym
clemanlarmm gdsterimi  bigimindedir. Benzer sekilde 3- boyutlu uzaym elemanlarmm
homojen koordinatlarda gosterimi de 4- boyutlu uzaym elemanlarmm gdsterimi
bigimindedir [20, -13-20].

1.3.2. Rasyonel Kuadratikler Olarak Konikler

Koniklerin bir ¢ok tanmm mevcuttur. Ancak biz burada ¢ok kullamgh olan bir tanmm
vermek istiyoruz.

E? uzaymda tammlanan bir konik pargasi, aslnda E®> de verilen bir paraboliin bir
diizleme projeksiyonudur. x = (x; ,X2 ) eF? elemamnin [wx; wx, w]' bigimindeki
homojen koordinatlarim kisaca, [wx w 1" ile gésterecegiz.

c(t) e E?, konik iizerinde bir nokta olsun. c(t) -yi [e®) 11" e E’ olarak
belirtebiliriz. Bu nokta, 3 boyutlu uzayda parabolik bir egri olarak verilen egrinin, (ki,
bunu bir Bezier egrisi olarak alabiliriz.) bir [ w(t)e(t)  w(t) 1" noktasmmn z = 1 diizlemine
projeksiyonudur. 3 boyutlu noktanmn figiincii bileseni w(t), t parametresine bagh ikinci
derece bir fonksiyon olmahdir. w(t) Bernstein formunda,

w(t) = w,B2(t) + w,B (1) + w,B}(t)
olarak ifade edilebilir. Béylece,

] C(t)i WiBiz ®
_ i=0

(o [c(t)] _ |:w(t)c(t)

YO S

dir. Esitliklerden elde edilen en son ifade, ii¢ boyutlu uzayda bir parabol belirttidinden, bu
egri Bezier formunda yazilirsa, kontrol noktalar1 b; —ler olmak iizere;

) c(t)i wB/(t)
YeBM=| 7
=0 > wBZ(t)

i=0
bigiminde yazilabilir. b; — kontrol noktalari, parabole ait olduklarmdan parabol ile aym

w(t) bilesenine sahiptir. Dolayisiyla b, = [Wipi} ,(pi € E?) dir. Yerine yazilacak olursa,
W.

1
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Sekil 14. a) Homojen kordinatlar ve projeksiyonu b) ii¢ boyutlu uzayda verilen bir
paraboliin z = 1 diizlemine projeksiyonu ile elde edilen konik pargas: (Bir
hiperbol kesiti )

) Fern o(t)Y, wiB] (1)
Z[VQPI}B? w=| 7
oL > wBI(t)

i=0

olur. Daha agik bir ifadeyle,
2 2
Y wpBl(D)| |c®> wB (1)
i=0 i=0
2 = 2
Z w;B(t) Z w,B! (1)
i=0 i=0

dir. Matrislerin esitliginden,
2 2
D wpBi(t)= e(t)d w,Bi (1)
i=0 i=0

elde edilir. Buradan c(t) yalmz birakilirsa,

2 w,p,B}(t)
o(t)="—— (43)
Z w,B (1)

elde edilir. Boylece elde edilen c(t) egrisi, kuadratik rasyonel Bezier egrisidir.
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1.3.3. Genel Olarak Rasyonel Bezier Egrileri

Bir 6nceki paragrafta, E2 deki bir konik pargasim, E* teki bir paraboliin projeksiyonu
olarak elde ettik. Burada yapilan is, E*> de Bezier formunda direkt olarak ifade
edemedigimiz konik par¢alarmmn, direkt olarak Bezier formunda ifade edebildigimiz E?
teki paraboliin E*> ye projeksiyonunu alarak rasyonel Bezier formunu elde etmek idi. Bu
islemi E? de derecesi n olan rasyonel Bezier egrisini elde etme problemine genisletirsek,
sOyle bir sonug elde edebiliriz: E? de derecesi n olan bir rasyonel Bezier egrisi, B3 te
verilen bir Bezier egrisinin E* ye projeksiyonu ile bulunur. Benzer sekilde, E® deki n.
derece rasyonel Bezier egrisi de, E* teki bir Bezier egrisinin E* — e projeksiyonu ile elde
edilir.

Rasyonel Bezier egrilerinin bilgisayar destekli tasarimlarda kullammlarimn giizel
birer 6rnekleri Coons [26] ve Forrest [27] vermiglerdir [1, p.231]

Tanm 11: Kontrol noktalar1 b;,i=0,1,....,n ve agirhkh katsayilart w,,1=0, 1,... ;n

olan n. derece bir rasyonel Bezier egrisi,

> wbB (D)
B()=2———  te[0,]] (44)
2 WBI ()

i=0

denklemiyle tamimlanir. Burada w, -lerin tiimii sifir olamaz. En az biri {O, 1,...,n} icin

w; #0 dir. Bir B(t) rasyonel Bezier egrisi; i € {0,1,...,n} igin,

_nWiB? ) , W, 20
JijB;‘(t)

RI(=4"" (45)
_BO g
2B
{ =0

olmak {izere
B() =Y bR () (46)

bigiminde ifade edilebilir. Burada agikca goriilityor ki, z R} (t) =1 dir [20, p.13-20].

i=0
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Ornek 10: Kontrol noktalan b, =(0,0,0), b, =(1,2,3) , b, =(2,2,4) ve agwrhklari

w,=0.5, w, =1, w, =0.5 olan kuadratik rasyonel Bezier egrisi, te [0,1] olmak {izere

__2 — 2 _2
B(t) = t°+2t , 3t +4t’ 1 +3t

ICIRINE R —t? +t+l
2 2 2

fonksiyonuyla tanimlanir.

Lemma 1: O merkezli, r yarigaph c¢ember lizerinde, merkezde O kadar ag ile

alman, b, =(r,0)noktasmdan baslayan ve b, =(rcos6,rsin0)noktasinda biten dairesel
yay1; kontrol noktalar;

b, =(1,0), b, =(r,rtang) ve b, =(rcos6,rsin0)

olan ve agirlik fonksiyonlar ise,

olan rasyonel kuadratik Bezier g6sterimine sahiptir.
Ispat: Kuadratik rasyonel Bezier egrisi ifadesinde kontrol noktalart ve agirhiklar

yerlerine yazilirsa,

r(1—t)* +2rt(1 - t) cosg +1t? cosO

X(t) = 5
1-t)*+2t(1 —t)cos—2~ +t’

ve

2rt(1—t)sing+rt2 sin O

y(®) = 5
(1-1)? +2t(1~t)cos5+t2
olur. x (t) ve y(t) —nin kareleri alimir ve toplanirsa,

X2 + y2 = r2
oldugu goriiliir. &

Teorem 5: Derecesi n, kontrol noktalar1 b; , agirhklan w; olan rasyonel Bezier
egrisi i¢in, herhangi bir wy agirhg, 8wy kadar arttirildginda, rasyonel Bezier egrisi
tizerindeki her b = B(t) noktasi,
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o= ow, Bl (1)
Z w; B} (1) + 6w, By (1)

i=0
olmak tizere
b, =(1-a)b+ab, =(1-a)B(t)+ab, 47)

noktasma doniistir.

Ispat: Verilen o icin 1-a degeri,

z w;B/ (D)
l1-g=—20
> wBl (1) + 3w, B (1)
i=0
dir. Bu durumda,

k-1 n
> b,w.B! (t) +b, (w, +5w,)B} (1) + > bw,B (1)

1 11

b, = i=0 T in=k+l
> wWBHB)+(w, +3w,)B(1)+ > wBl(1)
i=0 i=k+1

olur. Bu ifade biraz daha diizenlenirse,

zn:b.W.B?’ (t)+b,dw, B (t)

1 171

b =i
> w.BI (1) +8w,Bj()
i=0
b,w,B2(t) .

= § + 8“,I(Bk (t) bk
> wB () +dwW, B (1) D w.B] (1) +3w,Bi(1)
i=0 i=0

bwBI(® | DwB® .

_ % . Zo + dw, B, (t) b,
> wBHB)+3w, By (D) | D wBl®) | D wBI(t)+dw,By(t)
i=0 i=0 i=0

wB () > bw,BI (1) .

— ; . ; + 6Vvlek (t) bk
2 WBIO+3w B | D wBID) | Y wBl(D)+3wB (1)
i=0 =0 i~0

=(1-a)B(t) +ob,

=(1-a)b+ab,
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elde edilir. ¢

1.3.4. Kuadratik Rasyonel Bezier Egrilerinin Simflandiriimas:

Paragraf 1.3.2. de ifade edildigi gibi, herhangi bir konik, kuadratik rasyonel
fonksiyonlarla parametrize edilebilir. Tersine, kuadratik rasyonel fonksiyonlarla
parametrize edilebilen herhangi bir egri koniktir. Konikler; paraboller, elipsler ve
hiperboller olarak baghca ii¢ smfa ayrildigindan kuadratik rasyonel Bezier egrileri de
baghca {i¢ sinifa ayrilr.

Bir kuadratik rasyonel Bezier egrisi,
w,b,BZ(t)+w,b,B(t) + w,b,B2(t)

w,B (1) + w,B (1) + w,B5(t)
bigimindedir. Burada,

B(t) =

w?~w,w, <0 ise kuadratik rasyonel Bezier egrisine eliptik denir.
w~w,w, =0 ise kuadratik rasyonel Bezier egrisi bir parabolik denir.

w,>~w,w, >0 ise kuadratik rasyonel Bezier egrisi bir hiperbolik denir.

1.3.5. Rasyonel Bezier Egrilerinde Tiirev Kavram

Rasyonel Bezier eprileri, rasyonel fonksiyonlarla verildiklerinden rasyonel
fonksiyonlar i¢in tiirev kurallan burada da gegerlidir.

£(t)
Fy=—=+5 48
=20 (48)
biciminde verilen bir rasyonel fonksiyonun tiirevi,
F(t) = f '(t)g(t)z— f(e'® _ ') -g'(OF() )
g (v g(t)

olarak verilmektedir. Rasyonel fonksiyonlarin r. dereceden tiirevlerini almak icin, (48)
ifadesinden ,

f(t)=g(OF ()
yazilirsa, iki fonksiyonun c¢arpmmm r. dereceden tiirevi Leibnitz kuralma gére
alindiginda,
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()= (1) ePOF()

=gOF )+ Y (1) OF

i=1

biciminde yazilabilir. Buradan F(t) ifadesi yalmz birakilirsa,

10— ())e? OF ()
F(r) (t) — i=1
g(t)

olarak ifade edilir.
Rasyonel Bezier egrileri i¢in tiirev kavrammm ifade edelim. Derecesi n olan
> w;b,B; (1)
B(t)=2———
2 WBI(®)

i=0

denklemiyle ifade edilen bir rasyonel Bezier efrisini g6z Oniine

£()=Y wbB' (1), gt)=3 wBI(t) denilirse B(t)nin,
i=0

i=0

(i w;bB; (t)J - (z“: w; B/ (t)) B(®)
B '(t) — \i=0 ; i=0
> w.Bl\(t)

seklinde oldugu goriiliir {20, p.167-175].

1.3.6. Rasyonel Bezier Egrilerinin Ozellikleri

Teorem 6: Rasyonel Bezier egrileri agagidaki sartlar1 saglar.

(50)

alalim.

(51)

I- Her i e {0l.,n} igin w;>0 oldugunu varsayalm. Bu durumda,

vte[0,1] igin, B(t) € CH({b,,b,,....b,}) (Bezier egrisinin tamam, kontrol noktalarmm

konvex bolgesi iginde kalmaktadir.)
2- F, bir Afin doniiglimii olmak iizere,
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S whBI(D) | 3 wiFbBI()
F(B(1)=F | 2 ==

n

Z w, B! (1) i w;B{ (t)
i=0 i=0

dir.
3- B(@)=by ve B(1)=b, dir. ( Son nokta interpolasyon zelligi)
' dB w
4- B'(0) :El‘=° = n-vi( b, -b,) ve
! dB W - .o oy
B()= —d?lﬁ = n—=L(b, -b_,) (Son nokta teget dzelligi)
WI]
dir.

Bu teorem, [20, p.167] de verilmis, ancak ispat1 verilmemistir. {spat1 buraya biz ilave
ediyoruz.
Ispat:

1-Heri=0,1,2,...,ni¢in Bf(t)=0 dir ve w;>0 alrsak,

[ wB® o
ijB}‘(t)
RI®=1""
ijB}‘(t)
L =0

bi¢iminde verilen R[(t) fonksiyomu i¢in, R}(t)20 oldugu goriitiir. ZR:‘ (1) =1
i=0

oldugundan, rasyonel Bezier egrisini (46) formunda ifade edersek, konvex hull
ozelliginden rasyonel Bezier egrisinin kontrol noktalarmin konvex bélgesi icinde kaldig:
sOylenir.
2- F, bir Afin doniistimii ise, g ortogonal doniisiim ve b € E> olmak iizere,
F(x)=gx)+b
bi¢imindedir. g lineer oldugundan,

FB@)=F|= —
> wBl(1)

i=0

SwhBi(t)| .
=F( bR" (t)J

i=0
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- g(ibiR? (t))+b.1

i=0

=3 g(bRI (D) +bYRI(®) =3 g(b)RI(D+DYRED)

i=0 i=0 i=0 i=0

=3 (&(b) +D)RI® B RIOLHO

n

> wF(b,)B; (1)

_ i=0

] i wB; (1)

i=0

elde edilir.
3- t=0ise,
w,Bi (1) _
Ri () =9 W,B{ (D)
0, i#0

oldugundan, t = 0 ise, (46) ifadesinde B(0) = by elde edilir. Benzer sekilde t =1 ise,
woBi (1) _

R} (1) =4 w,B{'(t)
0, i#n

o4

olacagmdan, B(1) = b, elde edilir.
4- (51) den,

n(w,b, —w,b,) —n(w, —wy)b,

B (0)= -

=020 (b, —by,)
Wo
bulunur. Benzer gekilde,

' W,
B)== n7v‘¥(b!l -b,))

n

elde edilir. ¢
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1.4. Bezier Yiizeyleri
1.4.1. Parametrik Yiizeyler

Tanmm 12 (Parametrik Yiizey): U ¢ R? agik bir kiime olmak tizere, X:U R’
diferensiyellenebilir doniigiimiine R® te bir parametrik yiizey ( a patch) denir. R® teki bir
parametrik ylizey; her (u,v) €U i¢in,

X(u,v) = (X, (0, v),. X, (1, ), X, (0, V) (52)
bigiminde yazilabilir. X(u,v) fonksiyonunun u parametresine gore kismi tiirevi,
oX oX oX
X (u,v)= L(u,v),—=(u,Vv),—>(u,Vv 53
o )(m(UV)au(u)au( )) (33)

olarak tammmlamir. Benzer sekilde X (u,v), X (u,v), X (u,v) kismi ttirevleri de
tanimlanabilir.
Tamm 13 (Bir parametrik yiizeyin jakobiyeni ): Bir X:U - R’ parametrik

yiizeyinin jakobiyen matrisi,
By T2y Ty
IX)(u,v) = (54)
Ky Zeyy B,y
o o ov
bi¢iminde tanimlanir.

Bir X:U —R? parametrik yiizeyinin, verilen bir (up,v;) €U noktasinda jakobiyen
matrisinin rank1 2 ise, X parametrik ylizeyine (u,,v,) noktasinda regiilerdir denir.

Tamim 14 (Regiiler Parametrik Yiizey) : Bir X:U —R? parametrik yiizeyinin
jakobiyen matrisinin ranki, her (uv) €U igin 2 ise X parametrik ylizeyine regiiler
parametrik yiizey denir.

Tanm 15: Bir X:U — R? parametrik yiizeyi olmak tizere, her (u;,vy) , (ua,v2) €U
i¢in

X(u, v) =X(u,,V,)
oldugunda ancak, (u, v;)=(u,,v,) oluyorsa X-¢ bire- bir parametrik yiizey denir.

Onerme: X:U — R? regiiler parametrik ylizey olmak tizere, her (u,v) €U icin,
O X,(w,v)£0 ve X (u,v)=0 drr.
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@) X,(u,v) ve X, (u,v) lineer bagimsizdir.

@) X, (u,v)xX, (u,v)=0 dir [28, p.273 ].

Onerme 2: X:U - R? regiiler parametrik yiizey ve q € U olsun. Bu takdirde, g-
nun bir Uy komsulufu vardir 6yleki X:U, — X(U,) donistimi diffeomorfizmdir [28,
p.274].

Tanmm 16: X:U — R’bir parametrik yiizey ve (uo,vo) €U sabitlenmis bir nokta
olsun. Bu takdirde,

u - X(u,v,) ve v — X(u,,v) (55)
parametrik egrilerine X parametrik ylizeyinin sirasiyla u ~ parametre egrisi, ve v —
parametre egrisi denir. Parametre egrilerine koordinat egrileri de denir.

Tamm 17: X:U-—>R’ bire-bir parametrik yiizey, pe X(U) olsun. X —e p
noktasinda teget olan vektdr, v e Rf, teget vektortidir ve bu teget vektorii i¢in, bir
o.:(a,b) = R® egrisi meveuttur dyleki,

o(t) =X (u(t), v(t)) (a<t<b) (56)
dir ve a(0)=p a'(0)=v, dir. X parametrik ylizeyine p noktasmda teget olan vektdrlerin
kiimesini de X(U), ile gosterelim.

Lemma 2: X parametrik ylizeyine p noktasinda teget olan vektorlerin kiimesi X(U)y,
p=X(u,,v,)€ X(U) noktasinda, tabam Sp{X“(uo,vo), Xv(uo,vo)} olan vektér uzayr
olusturur.

Ispat: X —e p noktasnda tefet olan v, € R} teget vektdriiniin tammma gore (56)
ifadesiyle verilen bir o:(a,b)—>R*® egrisi a(0)=p «a'(0)= v, olacak gekilde
mevcuttur. (56) da tlirev alinirsa zincir kuralindan,

a'(t) =u'(®)X, (u(t), v(t))+ v'(OX, (ut), v(1))
elde edilir. 6zel olarak, t =0 almirsa,

v, =a'(0) =u'(0)X, (u(0), v(0))+ v'(0)X, (u(0), v(0))

=u'(0)X, (ug, vy )+ V(0)X, (uy, v)
elde edilir. X (u,,v,) ve X (u,,v,) -ler lineer bagimsiz olduklarmdan taban olduklan

goriiliir. ¢
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Tanmm 18: X:U — R? bire-bir parametrik yiizey, pe X(U) ile z, € Rf, verilsin.
Eger her v, e X(U), i¢in <zp,vp> =0 ise z, € Ri -¢ X parametrik ylizeyine p noktasinda
normaldir, ya da diktir denir.

Tanmm 19: X:U - R? parametrik yiizeyi lizerindeki V vektor alam, her bir q € U
elemanmi, p = X(q) olmak iizere, V(q) eRf, teget vektoriine karsiik getiren bir
fonksiyondur. Eger, her qeU igin, V(q) € X(U),,, ise, V vektdr alanma X parametrik
ylizeyine teget vektor alam denir. Benzer sekilde, X parametrik yiizeyi lizerinde vektor
alam, W olsun. Her q €U ve her v, € X(U)y,, i¢in, (W(q), VP) =0 ise W vektSr alanina

X parametrik ylizeyine normal ya da dik vektor alam denir.
Lemma 3: X:U — R’ bire-bir parametrik yiizey olsun. Bu takdirde, bir (u,v)eU
elemamm (u,v) > X, xX, doniistiiren vektor alam, X(U) ya heryerde normaldir.

Ispat: Vektrel garpmm tammindan X, x X, vektorli, hem X, ye hem de X, ye
diktir. X parametrik yiizeyine tefet olan keyfi v vektdrii, X, ve X -nin bir lineer
toplami bigiminde oldugundan (u,v) - X, x X, doniistiiren vektor alam, X(U) ya diktir. ¢

Tamim 20: X:U —>R? bire-bir ve regiiller parametrik yiizey icin birim normal

vektor alani,
X xX
N(u,v)=—2—""(u,v
(u,v) IXuXXVII( )
olarak tanimlanir.

Sekil 15. X(u,v) parametrik yiizeyi ve bir p noktasindaki teget diizlemi
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1.4.2. Parametrik Yiizeylere Ornekler
1.4.2.1. Hiperbolik paraboloid

Hiperbolik paraboloidin en basit parametrelenisi

X(u,v)=(u,v,uv)
bi¢imindedir. (Sekil 16) Hiperbolik paraboloidin en bilinen 6rnegi de eyer yiizeyi (Saddle
surface) dir. Eyer ylizeyi ise

X(u,v) = (u,v,u’ —3uv?)

olarak parametrelenir. (Sekil 17)
1.4.2.2. Eliptik Paraboloid

Eliptik paraboloidin kapah formda ifadesi,

2 2
X
2= 1L

a? b’
oldugundan parametrik ifadesi ise,
X(u,v) = (aveosu,bvsinu,v?*), (u,v) € [0,2n]x (—o0,0)

bigimindedir. (Sekil 18)

Sekil 16. X(u, v) = (u,v,uv) bigiminde verilen hiperbolik paraboloid



39

Sekil 18. Eliptik Paraboloid

1.4.2.3. Elipsoid

Elipsoidin kapali formda ifadesi,

2 2 2
X Z
1=5+ 545
a® b* ¢

oldugundan parametrik ifadesi
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X(u,v)=(acosvcosu,bcosvsinu,csinv), (u,v)e [O,Zn]x (—g,g)

olarak verilir. (Sekil 19)

1.4.2.4. Eliptik Tor

Eliptik tor, (u,v) €[0,27)x[0,27) olmak iizere,
X(u,v)=((a+bcosv)cosu,(a+bcosv)sinu,csin v)

bigiminde parametrize edilir [28, p.269-316].

Sekil 20. Eliptik Tor
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1.4.3. Bezier Yiizeyleri

Tanm 21: Bi(u) ve B} (v) swrasiyla u ve v parametrelerine bagh dereceleri n ve m
olam Bernstein taban fonksiyonlari olsun. 0<i<n ve 0<j<m olmak iizere p; kontrol

noktalar1 ile bir Bezier ylizeyi, (u,v) €[0,1]x[0,1] olmak lizere
B(u,v)=)" > pBl(WB(V) (37)
i=0 =0
fonksiyonuyla tanimlamr. (Sekil 21)
Bezier yiizeylerinin koordinat egrileri de birer Bezier egrisidir. Ozel olarak, B(u,0),
B(u,1), B(0,v), B(1,v) parametre egrileri, (Sekil 21) deki gibi verilen Bezier yiizeyinin

smir egrilerini tegkil eder.

Sekil 21. Bezier Yiizeyi

1.4.3.1 Bezier Yiizeylerinin Ozellikleri

Teorem 7: (57) ifadesiyle verilen bir Bezier yiizeyi asagidaki 6zellikleri saglar.
(1) (Son nokta interpolasyon 6zelligi) B(0,0) =p,, , B(,0)=p,,,
B(0,1)=p,,, B(,1)=p, dir
(2) (Konvex hull 8zelligi) Her (u,v)€[0,1]x[0,1] igin B(u,v) € CH{pyy.,.-.,D,, } dir.
(3 ) (Afin doniigiimler altinda degismeme 6zelligi) T bir afin doniisiim olmak {izere,

T(i 3 pB! <u>B§“<v>)=i 3 T(p,)B (BT (v)

i=0 =0 i=0 =0

dir.



42

. . (1-uw)", i=0 o a-wv", j=0
Ispat: (D)u=v=0 B'(u)= ve BY(v)= dir,
spat: (1) igin, B/'(u) { 0, i%0 (V) 0, 50

Boylece,

n

B(0,0)=), ipijB? (0)B}(0) = Pgo (1—0)" (1~ 0)" = pyq

i=0 =0

u', i=n

elde edilir. Benzer sekilde, u=v=1 igin, Bi(u)= { 0 ve BI(v)= {V > =M

, i#n 0, j#m

dir. Boylece,

it}

BLD=Y, D pBI (OB} () =P l'” =P

i=0 =0

. -uy, i=0 o, ", j=
elde edilir. Aym yolla, u =0, v=1 igin, B{(v) = ( u). ! ve B (v)= M J m
0, i#0 0, j#m

a

dir. Boylece,

BO.)=3 3 pB OB (D) = pond—0)1" =Dy,

i=0  j=0

bulunur. Benzer sekilde, u = 1, v = 0 igin, B}‘(u):{u ’ .1=n ve

0, 1#n

BT (v)= {(l s ’ =8 dir. Boylece,
0, j#0

BALO=Y, 3pB OB 0)=p,u(-0"1" =p,0

i=0  j=0
elde edilir.
(2) Bunun igin (wv) € [0,1]x[0,1], 0<i<n ve 0<j<m olmak tlizere
B/ (wW)B}(v)20 ve Z ZB:‘ WB{(v)=1
=0 j=0
oldugunu gostermemiz gerekmektedir. B} (w)B (v)20 oldugu agiktir.
> Y BBV =Y B (Z By (v)] =Y BW=1
i=0  j=0 i=0 =0 i=0
elde edilir. Boylece, her (u,v)€[0,1]x[0,1] i¢in B(u,v) = CH{Pgy>+-»Ppm }dir.
(3) T bir afin doniigiimii ise, her x € R igin T(x) =g (x) + ¢ bigimindedir. Burada g,
determinant: sifirdan farkli bir déniisiim, ¢ € R? tiir. Buna gore,
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T(i ipijB? (U)B}n (V)} = g(iipu . (u)Bm (V))-!— c.1

i 0 i=0 j=0

=

ig (pyB! (WBT () + 0(2 iBE‘ (W)B{ (V))

= i i g (P,-j ) B (u)B'(v) + (i i ¢.B} (w)B}" (V))
=22 (e(py) +e)BI@BI ()
=3 3 1B @B W)

oldugu goriiliir. ¢

1.4.3.2. Berzier Yiizeylerinde Tiirev Kavrams

Bir Bezier yiizeyi parametrik olarak,
B(u,v)= Z ZPUB" OLEAGEDY (Z p;B; (u)) B} (v)
i=0 j=0 =0 \ i=0
bigiminde yazilabilir. Bu durumda u parametresine gore kismi tiirev alinacak olursa,

.- 23 Smw e -3 ZSpp B

0 i=0
oldugu gorilir. ipﬁBgl (u) ifadesi derecesi n olan bir Bezier egrisi oldugundan, Bezier
i=0
egrilerini temsil eden fonksiyonlarda tiirevler kullanilarak,
B,(1.v)= J_Zo(ng(pmm p,gB""(u))B‘“(v)
=33 n(pg -2 BT B ) (58)
0 =
elde edilir. Burada, B(u,v) fonksiyonunun birinci dereceden u parametresine gére kismi
tiirevini aldigimizi belitmek igin, Bezier egrilerinin tirev kavraminda oldugu gibi,

N(D.yy; —Py) ifadesini p§” ile gosterirsek, u parametresine gore kismi tiirev,



B,(wv)=3'S piVBM (w)BY (v) (59)

i=0 j=0
bi¢iminde bir gdsterime sahip olur. Benzer sekilde, B(u,v) fonksiyonunun v parametresine

gore kismi tiirevi,

B, (1v)=3 3 pOVB! (w)B™ (v) (60)

i=0 j=0

olacaktr. Burada p{*’ = m(p

i —Py;) dir. Elde edilen kismi tiirevlerin tekrar u ve v
parametrelerine gore tlirevlerini almaya devam edersek, yiiksek dereceden tiirevlere
ulagiriz. Bu gekilde elde edilen B, (u,v) ve B (u,v) tiirevlerini sirasiyla B (u,v)ve
B (u,v) ile gosterelim. Bu gosterime gore B, (u,v) ikinci derece tiirev ifadesi de
B®D(y,v) ile gosterilmis olacaktir.

Teorem 8: (57) ifadesiyle verilen bir Bezier yiizeyi igin u parametresine gére a.

dereceden, v parametresine gore de B. dereceden tiirev alinirsa;

n—o m—f

B9 (0, v) = B (,v) = Z Z pla mpr-e (u)Bm~B )
i=0 j=0 (61)
elde edilir. Burada
| o B
pes 0 > Y D D I Pt ©2

(n—-a)! (m B)' k=0 s=0
dir.
fspat: (59) ifadesinin v parametresine gore tiirevini alalm.
n-1 m-1

By, (1,¥)= 3. 3 m(p{f), ~pf”)B; () B} ()

i=0 =0

,._

m-1

Z m (I:n(p(l+1)(_]+1) PI(JH))] [:l'l(p(l_ﬂ)J plj)]) Bn-l (u) Bm l(V)

=0

dir. Burada m([n(p(i+l)(j+1) —pi(jﬂ))]_[n(p(iﬂ)j _pij)]) ifadesine pE}’" denirse,

o

i\
=

n-1 m~1
B, (u,v)= "> p{"BI " (w)BI ™ (v)
i=0 j=0

elde edilir. p{" ifadesi de yeniden diizenlenirse,

1,1 _
p;’ = mn (p(1+1)(1+1) ~Pijy " Pasny; t Py )
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1

! 1
i i OO

olarak yazilabilir. Boylece (o,B)=(1,1) i¢in dogru oldugu gorilir. Simdi (a—1,p—1) igin

dogru olsun. Yani,

o+B-2 n—a+1 m—P+1
B(a—l,B—l) (u, V) - — = B(u’ V) — Z Z p(a—l B Bn—a+l (u)Bm—B+l (V)
611 av i=0  j=0

olsun ve p{*™**™ ifadesi de,
py T = n! az_iﬂi(—l) -1 (k_l)(B_I)P(.m—k—l)( B-s-1)
! (n—a+h!(m- B+1)'k =0 5=0 jebs
olsun. B (u,v) ifadesinin u ve v parametrelerine gore birer kez daha tiirevini alahm.

(59) ifadesinden,

n—o m—B

B(u V=3 ¥ (pe ) B @B (v)

i=0 j=0

B(a,ﬂ) (u, V) -

olur. Burada pi(j“"’) ifadesi de,
a-1.8-1 \{LD a-1,B- o a a-
(7)™ =[n~(@=D][n-B-D][pde Py PG +p ]
(n-a+hn!m—-B+Dm! || G&E i, ys oty B
= + D (-1)° , "y
[ (n—(x+1)! (m—B+1)' ;on( ) ( ) k )(s )p(1+a—k)(J+B s)
a-1 B-1

=Y 3 D DM EE Pk

k=0 s=0

a-1 B-1

—Z Z (_1)k+l (_1)s+1 . )(B— )p(1+0.—k)( j+B-s-1)

k=0 s=0

a-1 -1
+3 > DM EDMEC P grakeix j+B—s—1)}

k=0 s=0

o O
dir. Boylece, (pf;" 1P 1)) =p{" almirsa,

! ! 1j& +1 fa—1 3 s+1 /-1
pfja B — l:(n fa)' (mn_l 5 {Z[(—])k l(k )(i (-1) (E )(p(i-}—a—k)(j+ﬂ—s) ~ Piira—ky j+B—s—l))):]

1ik=0 s=0

a-1 [ B-1
"'Z( l)k+1 o Z (_1)s+1 (E_l) (p(i-Hx—k—l)( j+p-s-1) ~ P(ira—k-1)j+B-s) ):‘}

L s=0

olur. Bu ifade diizenlenirse,
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m!

n! !
{(n—a)! (m—B)J

3
_ Nk a1 _ 1\8(B-1 _ _
{Z( D*Go [i( DG (p(im-k+l)(j+3—s+l) Plisatstjp-s) T Ptatyrp-s) p(i+u—k)(j+B~s+l))i|
k=1

s=1

(a.B) _
piP =

(‘;j ) = 5( Z) oldugundan, [(n f!a)! (mnilﬁ)!] = A dersek,

a. N k « 2 s 8
Pi, P = A; {("‘Dk ;(k )I:zl (_1) E(g )(p(im—kﬂ)( HB-s+) p(i-l-a—k+1)(j+B—s) + p(i+a——k)(j+]3—s) - p(i+a—k)( JHB-s+1) )}}
olur. Indislerin yeniden diizenlenmesiyle;

o B
p{P = A;z;(— D0 (3)(2) Pscionioncs

elde edilir. ¢
1.4.4. Rasyonel Bezier Yiizeyleri

Tamum 22: Bi(u) ve B} (v) swrasiyla u ve v parametrelerine bagh dereceleri n ve m
olan Bernstein taban fonksiyonlan olsun. Kontrol noktalan 0<i<n ve 0<j<m olmak
lizere p;-ler olan ve afwhkh katsayilari w; — ler olan bir rasyonel Bezier yiizeyi,
parametrik olarak (u,v)e[0,11x[0,1] olmak tizere

Z Z w;p;Bi (W)B] (v)
B(u,v)="-5 (63)
> w,Bl(WB](v)
i=0 j=0
seklinde tanimlanir.

v

1 5
0 1

Sekil 22. Rasyonel Bezier Yiizeyi
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Bezier ylizeylerinde oldugu gibi, rasyonel Bezier yiizeylerinin de koordinat egrileri
birer rasyonel Bezier egrisidir. Ozel olarak, B(u,0), B(u,1), B(0,v), B(1,v) parametre
egrileri, sekildeki gibi verilen rasyonel Bezier ylizeyinin simir egrilerini teskil eder.

1.4.4.1 Rasyonel Bezier Yiizeylerinin Ozellikleri

Teorem 9: (63) ifadesiyle verilen bir Bezier yiizeyi asagidaki 6zellikleri saglar.
(1) (Son nokta interpolasyon &zelligi) B(0,0)=p, , B 0)=p,, BO.1)=p,..
B(,)=p,, dir
(2) (konvex hull dzelligi) Her ij i¢in, w; >0 (en az bir w;>0) ise her (u,v) €
[0,1]x[0,1] ig¢in B(u,v) = CH{ pyyse-esPpg § dir.
(3) (Afin doniisiimler altinda degismeme 6zelligi) T bir afin doniigiim olmak iizere,

22 WRBIWBIW) | D> w,T(p,)B} (WBT (V)
T| =00 _ =0 50
> w B (WBT(v) > > w,B (WB}(v)
i=0 j=0 i=0 j=0
dir.
Ispat: Ispat Bezier yiizeyleri igin verilen teoremin ispatma benzer sekilde yapilir.
. . (1-u)', i=0 1-v)", j=0
) u=v=0icn, B(u)= ve Bl'(v)= dir.
M ¢ (u) { 0, i#0 i\ 0, j#0
Boylece,
w,p;B! (0)B (0) o
° o m n m  F00
Yy wB OB Vel @0
i=0 j=0
elde edilir. Benzer sekilde, u =v =1 i¢in, B(u)= R B (v)= v J=m
0, n 0, j#m

dir. Boylece,
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n m

Z Z Wl.lpl,an (1)Bm (1) 1n1m
B(L,1) =2 _-%F_ =P,
2.2 wBI (OB (D)
i=0 j=0
1'— B i = m 1 =
bulunur. Aynt yolla, u = 0, v =1 igin, Bf (u) = (1-u ’ i=0 ve BI(v)= v .J m
0, i=0 0, j#m
drr. Boylece,
w;p; B (0)B} (1) o
B(O 1)_1=ZO§ i — WomP Om(1 0)1 —
T E w, (1-0y1"  Fom
2.2 wB (OB} () om
i=0 j=0
olur. Benzer sekilde, u =1, v =0 i¢in, B/ (u)= il .1=n ve Bl(v)= (=) ? j=0
0, n 0, j=0

dir. Béylece,

Y, wp;Bl (DB (0) .
B(1,0)=§J‘=° T Walu (O

ZZWU : (DB;(0)

w (1—0p1® P
i=0 =0

elde edilir.
(2) Bunun i¢in (u,v) € [0,1]x[0,1], 0<i<n ve 0<j<m olmak {izere

B! (W)B}(v)20 ve ZZB“ (WB}(v)=1

i=0 =0

oldugu gosterilmisti. Burada,

BB g WE@EO
ZZWijB}‘ (W)B;{'(v) 0 =0 ZZWU i (0BT (V)
i=0 j=0 i=0 j=0

oldugu acikca goriilebilir. Boylece, her (u,v)€[0,1]1x[0,1] i¢in
B(w,v) = CH{ pyg>-++s Py ydir.

(3) T bir afin déniistimii ise, her x € R? i¢in T(x) =g (x) + ¢ bi¢cimindedir. Burada g,
determinanti sifirdan farkl bir doniisiim, ¢ R? tiir. Buna gore,

iiwijpﬁB? WB(v) ZZWUPUBH (WB(v)

T| = H) =g +c.1

Z ZWU i (U)Bm (V) ZZWU i (u)Bm (V)

i=0 j=0 i=0 =0
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o mm@wm 2@ mwwwm
Zg +c. ZZ .
=0 0 szmwmm ﬂﬂzzmmmwm

i=0 j=0 i=0 =0

w,B! (1)B” (v) n&  wB'WB"(Y)
(ps) YD

i

n m

=0 j=0 ZZWU Bl (wB?(v) | =+ > w,;Bl(WB?(v)

i=0 j=0 i=0 j=0
S 5ol )OO
o ZZm,@mm
i=0 j=0
iiﬂwmmwmm
_i=0 j=0
33 w,B WB ()
i=0 j=0

oldugu goriiliir. ¢

1.5. Egri ve Yiizeyler Igin Egrilikler
1.5.1. Diizlem Egrilerde Egrilik

Tanmm 23: a(t), I = [a,b] aralifinda tanimli, istenilen mertebeden tiirevienebilir bir
parametrik egri olsun. Eger, her t € [a,b] i¢in o'(1)=0 ise o(t) parametrik eZrisine

regiilerdir denir. Eger her t € [a,b] igin o' (t)]| =1 ise o~ ya birim huzh denir.
Tamim 24: I = [a,b] araliginda tanimh, siirekli ve tiirevienebilir bir a(t) parametrik
egrisi i¢in, yay uzunlugu,
b
)= flo ] at

ile tammlanr. ty € [a,b] olmak iizere, to dan itibaren t nin artan degerlerine karsim, o
parametrik egrisinin yay uzuntugu fonksiyonu u e [a,b] olmak iizere,

s, (D) = tﬂ|a'(u)\| du (64)
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ile tanmhdir. s (t) - nin aldig degerler [0, s,(t)] arahgmnda degismektedir. Agikca
goriilebilir ki,

d . ,

550 =5.0=[a'®)

dir. ”oc' (t)” >0 oldugundan s, (t) fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur. Dolayisiyla
tersi meveuttur. Bu ters fonksiyon, a(t) parametrik egrisi icin s €[0,s,(t)] elemanm:
t=t,(s)e[a,b] elemanma doniistiiren bir parametre déniigiimiidiir. Boylece, s,(t) ve
t,(s) ters fonksiyonlar olduklarindan, t,(s,(t)) =t ve s,(t,(s))=s elde edilir. Bu sekilde
elde edilen t = t,(s)  parametresine yay uzunlugu parametresi denir. Bir a(t)
parametrik egrisi, s yay uzunlugu parametresine gore B(s)=a.(t,(s)) biciminde yeniden
parametrize edilebilir [28, p.11-12].

Bir ot) parametrik egrisi iizerinde Frenet gatis1 denilen { T, N, B } catis1 inga
edilebilir. T(s) ve N(s) vektorleri, sirastyla a(t) nin birim teget ve birim asal normal

vektorleri  olsun. (T(s),T(s))=1 oldugundan tirev alinirsa, <T(s),ad—T(s)> =0 elde
s
edileceginden diT(s) , T(s) vektoriine dik ve N(s) vektoriine paralel olur. Boylece,
]
d
d—T(S) =K(S)N(s) (65)
s

yazilirsa, k(s) ye, o nin verilen s(t) noktasmdaki egriligi denir. —% ifadesine de o nin s
k(s

noktasindaki egrilik yamcapr denir. Bir parametrik egrinin herhangi bir noktasmdaki
egriligi, egrinin yay uzunluguna gére o noktadaki tegetinin donme hizidir. T(s) birim teget

vektoriiniin t parametresine gére tiirevi almirsa, zincir kuralina gore,
iT (s®)= iT (s(1) is(t) =x (s(t))is(t)N (s(t) (66)
dt ds dt dt

dir. o eprisi, o(t)=(x(t),y(t)) olarak alndigmda t ye gore tirevi o (t)=(x' ®,y (t))

olur. Boylece,

L0 -Joo] =<0 +(y o]

dir. Bu ifadeye v(t) denilirse ve (66) ifadesinde yerine yazilirsa,
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ditT () =x()vV(HN(t) (67)
elde edilir.
Teorem 10: C(t) =(x(t),y(t)) regiiler diizlem egrisinin egriligi,
dx(t) d’y(t) d’x(t) dy(t)

__dt  df? dt*  dt
O el

(68)

dir.
, C_ C c®
Ispat: T(t)= =Tl
O ol fxw)+(yof

dirr Buradan t ye gbre tirev almr ve C(t) =(x(1), y(t)) ile

v(t) = IIC (t)“ = \/ (x'(t))2 + (y' (t))2 ifadeleri yerine yazilirsa,

C (t)v(t)-C (1) ( XX O)+y Oy (t))

(0= CHvVO-COVE _ v(t)

(v®) (v)
_CoEo) -COEOX®+y 0y ®)
(V)

(0 -(x O Jx ©-x Oy 05 OO -(y©) )y ©-y Ox Ox )
(V)
(YO oro-x0y®)Xo(x oy ©-y©Ox 0))
(vv)’
_(voxXo)(xoy ®-yox ®)
vy
elde edilir. (67) den

- \TONO) Xy m-yOx® _£0y -y ©x'©
v(t) (v(®)) lc®)?

oldugu goriiliir [20, p. 239]. ¢
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1.5.2. Uzay Egrilerinde Egrilik ve Torsiyon

Ct)=(x(t),y(t).z(t)) ,I=[a,b] arahginda tammh, regiiler bir parametrik uzay

egrisi olsun. Diizlem egrilerde oldugu gibi C(t) egrisi, C(t(s)) biciminde yay uzunlugu
parametresine gére parametrelenip birim hizh yapilir ve C(t(s)) lizerinde {T,N,B} catis1

insa edilirse,
iC(s)
-
ll& C(s)
d d
NG = £T(s) _ £T(s) ' (69)
d K
”Eg T(s)
B(s) = T(s)x N(s)

bigiminde ifade edilebili. Burada, B(s), eprinin  binormalidir ve (T(s),B(s))=0
oldugundan s ye gore tiirev alnirsa,

(T'(5),B(s))+(T(s), B ()) =0
dir, (65 ) ifadesinden

(x(5)N(s), BE)+(T(s), B (5)) =0
ve (N(s),B(s)) =0 oldugundan,

(T(s),B'(s))=0 (70)
elde edilir. Boylece, B'(s), T(s) ye dik olur. Ayrica B'(s), B(s) ye de dik olacagindan
B'(s), N(s) yoniinde olacaktir. Bu durumda,

-:;B(s) = —x(s)N(s) (71)
oldugu goriiliir. Burada (-) igareti s nin artan degerlerinde binormalin donme yoniinden

kaynaklanmaktadir, Yani, diB(s) ,» N(s) vektoriiniin ters yoniindedir. Boylece,
s

(s) = (72)

d
la; B(s)
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ifadesine C(t) parametrik egrisinin bir s(t) noktasmdaki torsiyonu (burulmasi) denir. Bu
ifade ile de anlagilacagi gibi, bir parametrik egrinin herhangi bir noktasindaki burulmasi,
egrinin yay uzunluguna gére o noktadaki binormalinin dénme hizidir.

Boylece toparlarsak, T, N ve B vektorlerinin s parametresine goére tiirevlerini

formiillestirirsek,

T =N
N =tB—«T (73)
B =—N

biciminde ifade edebiliriz. Bu formiillere Frenet- Serret formiilleri denir. Bu formiiller,
1851 de Serret, 1852 de de Frenet tarafindan verilmistir. [29]
Teorem 11: C(t) regiiler bir parametrik egri olsun. Bu takdirde,

C(t)x ¢ 2CO <( C(t)x ¢ C(t)} ¢ C(t)>
Ilag ”—cm £3C)
d2
4w —C(t)x 2 CO
T=-dt , ve N=BxT
“ C(t)“ "C(t)x _C(t)

dir.
ispat: [20, 248], [28, 192]

1.5.3. Yiizey Egrilikleri

U, R? de agik kiime olmak iizere, (u,v) eU igin, X(u,v) = ( Xi(wv) , X(uwv) ,
X3(u,v) ) bigiminde verilen parametrik yiizeyi g6z oniine alahm. U icinde bir egri pargast
alalm. Yani, te [a,b] olmak {izere X yiizeyi lizerinde bir parametrik egri olarak
C(t) = X( u(t), v(t) ) almabilir. C(t) parametrik egrisinin t parametresine gore tiirevi zincir
kurahndan,

d d d
30O =X, V) 00+ X, (0,¥) V(D) (74)

bigiminde alinir. N(u,v), X yiizeyinin birim normali olmak {izere,
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d d d _
<a C(t), N> = <Xu (u, v)au(t) +X,(u, v)a v(t), N> =0

-4 4 -
3O (X, (u,v),N)+ 'O (X,(u,v),N)=0

bulunur. Béylece C(t) egrisine teget olan her vektér aym zamanda ylizeye de tegettir.

Lemma 4: X:U > R? regiiler yiizey olsun. Eger bir v vektorii X yiizeyine bir p
noktasinda teget ise, 0 zaman yiizey iizerinde bir C(t) egrisi mevcuttur dyleki C(0) =p ve
%C(t) » =v dir. [20, 255.]

Lemmadan da goriilebilecegi gibi, yiizeyin bir p noktasmmdaki teget vektorler (74)
formatinda verilmektedir.

Bir p=X(u,,v,) noktasi regiiler nokta olsun ve p noktasmnda yiizeye teget vektdrler
teget diizlemi denilen bir diizlem olustururlar. Bu diizlemin bir tabam
Sp{X,(u,,vy),X,(y,v,)} oldugu daha once gosterilmisti (Lemma 2) Yizeyin p
noktasmdaki herhangi bir v teget vektorii ile N(u,v) birim normal vektdriiniin olusturdugu
diizlem ile ylizeyin arakesiti bir C(t) parametrik egrisidir. ( Sekil 23)

C(t) egrisi, C(0) =p ve %C(t) =v olacak bigimde parametrize edilebilir.

t=0

Sekil23. Yiizeyin p noktasmdaki herhangi bir v teget vektodrii ile N(u,v) birim normal
vektoriiniin olusturdugu diizlem ile ylizeyin arakesitinden elde edilen C(t)
parametrik eZrisi
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Tamm 25: C(t) parametrik egrisinin t = 0 daki egrilifine ylizeyin p noktasindaki v
yoniindeki normal e@riligi denir ve x,(v) ile gosterilir.

C(t) = X(u(t),v(t)) , X parametrik yiizeyi tizerinde bir parametrik egri olmak {izere
tiirev

du(t) dv(t)

iX(uv) =X, (W) —=+X, (u,V)

bigiminde yazilabilir. Kisalik olmasi igin, ad—X(u, =X, diX(u, vV=X,, ut)=uve
u v

v(t) = v ile gosterilirse, ikinci tiirev,
2 2 2
X _x, (d“] sox, v, ¢ (d") ix, Lo, x 4V (75)
dt dt dt dt dt dt dt
bicimindedir. Pisagor bagntisindan ¢ok iyi biliyoruz ki, diizlemde

Ay
v ds? = dx? +dy>

d=
dir. Yiizey iizerinde bulunan bir egrinin yay uzunlugu kullanilirsa,

(7] —feof (oo

<X @)X v VO X v V2 x )dV(t)>

du)’ du dv dv)
=X, X ) — 2(X X }—— R —
0§ ) +20mx) S8 x ) ()

clde edilir. Burada, (X,,X,)=E, (X,.X)=F, (X,,X,)=G denirse,

u®

ds

\Edu

bigiminde ifade edilmis olur. Bu ifadeye yiizeyin Birinci Kuadratik Formu ya da Birinci

Temel Formu adi verilir. Benzer gekilde C(t) = X(u(t),v(t)) nin ikinci tiirevinin N(u,v)

d*X(u,v)
dt?

NG 4 _ B 4 2Fdudv + Gdv? (76)

birim normal vektor tizerine izdiigiimil yazildigmda, C’(t) = oldugundan
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de(u v)

CtN
®, T

> (X du? +2X , dudv +X,,dv* +X,d*u+X 4"V, N)

=(X,,N)du® +2(X,,,N)dudv+(X_,N)dv* +(X,.N)d*u+(X,,N)d*v

elde edilir. (X,,N)=(X,,N)=0 oldugundan,
(X

(C'@®).N)=
bulunur. (X, N)=e¢, (X,,,N)=f, (X, N)=g alnrsa,

N)du® +2(X,,,N)dudv +(X,,,N)dv’

uu ? uv?e

(C'®),N)=e du’ +2 f dudv+g dv’ (77

ifadesi elde edilir. Boylece, (77) ifadesine de yiizeyin Ikinci Kuadratik Formu ya da
ikinci Temel Formu denir. [20, 255-256][28, 342-368]

Lemma 5: X(u,v) , birebir regiiler bir parametrik yiizey ve p = (up , vo ) X lizerinde
bir nokta olsun. v, ise, X parametrik ylizeyinin p noktasindaki

v, =aX (u,v)+bX, (u,v)

bigiminde yazilan keyfi bir teget vektorii olsun. Bu takdirde, ylizeyin p noktasindaki ve v,

y6niindeki normal egriligi
2 2
K (v.)= ea 2+2fab+gl;
P* P Ea’+2Fab+b
dir.

Ispat: [28, 370]

Teorem 12 (Euler): X(u,v) yiizeyi ve onun bir regiiler p noktasi verilmis olsun.
Farzedelim ki, ylizeyin p noktasmndaki ve bir v teget vektdrii yoniindeki normal egriligi
(x,(v)) sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde Syle bir Vs ve bir Vi, birim
teget vektorleri tek tlirli olarak vardir &yle ki, p noktasindaki normal egriliklerden vy
yoniindeki normal egrilik maksimum egriik ve vy yOniindeki normal egrilik de
minimum egriliktir. Yani, K (Vp,)=%g, Ve &, (Vy,)=x,, dir

Ispat: [20, p.257-258].

Bu teoremde de bahsedildigi gibi, bir ylizeyin verilen bir regiiler noktasmda bir v
teget vektoril yoniindeki normal egriligin maksimum ve minimum degerleri olarak verilen

Koox V€ K. degerlerine, ylizeyin asal egrilikleri adi verilir. Baz kitaplarda k,(p) ve
k,(p) ile de gosterilir.
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Teorem 13 (Euler): X(u,v) parametrik yiizeyinin bir p noktasindaki ve keyfi bir v,
teget vektdrii yoniindeki normal egrilifi, v, ile Vmx teget vektorleri arasindaki ag1 0 olmak
lizere,

K, (V,) = Ky €08” 0+1%,;, 5in’ 0
seklindedir.

Ispat: [28, p.372]

Yiizeylerde asal egrilikler ¢ok Onemlidir. Ancak bu egriliklerden ziyade yine asal
egrilikler yardimiyla tammlanan Gauss ve ortalama egrilikler ¢ok kullamghdir.

Tamm 26: K=1x_ %, ve H= %(Km +%,,) ifadelerine bir yiizeyin
verilen bir p noktasindaki sirasiyla Gauss egriligi ve ortalama egriligi ad1 verilir.
Teorem 14: X:U — R’ regiiler parametrik yiizey olsun. N(u,v) ise, yiizeyin birim

normal vektorii olmak tzere, (X,,X,)=E, (X,.X,)=F , (X,.X,)=G e
(X Ny=e, (X,,N}=f, (X,.N)=g almrsa, X parametrik ylizeyinin verilen bir p
noktasindaki Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla
eg—f’ - 1(eG—2fF+gE)

"EG-F 2 EG-F
ifadelerine esittir.

Ispat: [28, p.377]



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE iRDELEME

Bu bolimde Bernstein polinomlarma ait bazi Onerme ve teoremler verilmistir.
Ayrica, literatiirde mevcut, ancak acikca ispati verilmemis pargali Bezier egrilerinin
stireklilik sartlarma ait bazi teorem ve 6nermeler, alinan sonuglar verilmistir. Daha sonra
Bezier egrileri ve yiizeylerine ait literatiirde bulunan sayisal algoritmalar, bir biitiinliik
arzetmesi icin  bu bolimde ifade edilmis ve MATLAB programu kullamlarak bu
algoritmalarm  bilgisayar ortaminda hesaplamalarim yapmak, grafiklerini ¢izmek vs.
amacityla programm kodlari da burada sunulmustur.

2.1. Bernstein Polinomlan ile Tigili Baz1 Ozellikler

Teorem 15: neN olmak tizere, Bj(t), B/(t), Bj(t),...., Bi(t) bicimindeki n.
derece Bernstein taban polinomlar: lineer bagimsizdir.
Ispat: Bernstein polinomlari t < [0,1] olmak tizere,

n! 16
1-t)"t, 0<i<n
B'(t)= i!(n-i)!( )
0, diger durumlarda
olarak tammlanmugt1.

t=0ise, B/(t)= B(t)=..=BX(t)=0 ve Bj(t)=(1-1)"#0;

t=1ise, Bj(t)=B/(t)= B(H)=..=B] (t)=0 ve BI(t)=t" =0 (78)
dir. Ancak te(0,1) igin, Bj(t)#0, Bi(t)#0, .., BX(t)=0 dir. Simdi, B(t), B(1),
B3(1) ..., By(t) bigimindeki n. derece Bernstein taban polinomlarinm lineer bagmsizhgmm
tiimevarimla gosterelim,

n=1 durumunda, By(t)=1-t ve Bj(t)=t dir. Simdi dyle bir A,, A, R sayilan
mevcut olsun dyleki, her t e [0,1] i¢in

A(l-t)+At=0
olsun. Bu durumda, t=0igin A;=0 ve t=11i¢n A, =0 elde edilir. Boylece,

Ao =X, =0 dirve B(t) ve Bl(t) lineer bagimsizdur.
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n — 1 durumunda, Bi'(t), BI'(t), By'(t),..., B'(t) -ler lineer bagmsiz olsun.
Yani, yle Ay, A;,..., A, €R sayilari mevcut olsun ki, her t € [0,1] i¢in

ABi () +ABI (1) +A,B () +...+ A, BXI() =0

n-1
iken
A=A =.=A,,=0 (79)
olsun.
n durumunda da Bj(t), B/(t), Bj(t),..., Bi(t) -lerin lineer bagmmsiz olduklarmi
gosterelim. Yine Oyle A, A,,..., A, €R sayilar1 mevcut olsun ki, her t e [0,1] i¢in
ABy () +AB{ (1) +...+A Bl (1)+A,BX(t)=0 (80)
olsun. Bu durumda A,= A,=..= A_= 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in Bernstein
taban polinomlarmn indirgeme 6zelligi kullanihirsa (80 ) ifadesi,
ho[ A=0B} (O +BY' (1) ]+, [A- OB (®)+ By () | +...+
gy | A= DB () + B (0) | +4, [ - 0B () + B (1) [=0

n-1
olarak yazlabilir. B"'(t)=B""'(t)= 0 oldugundan,

(A=) +A,) BY (1) + (A, (1~ 1) + Ayt) Bl () ...+ (A, (A=) + A, ) Bl (1) =0
olur. Bu ifade biraz daha diizenlenirse, her t e [0,1] igin

(Ro + (A =R )E)BY () + (A + Ay —=ADE)BI () +.t (A, + (A =, ) BY (1) =0

bulunur. Buradan her t e [0,1] igin
(By () + MBI () +...+ A, BN (1) +

(A =) BEH (O +(Ry =) BI (D) .o +(R, — A, ) B (1)) =0 @b
elde edilir. t = 0 oldugunda,

ABI ) +ABIT () +.+ A, B (1) =0 (82)
ve t =1 oldugunda,

ABy () +ABI (1) +..+ A, B (1) =0 (83)

elde edilir. B;™'(t), BI'(t), By '(1),..., BXj(t) -ler lineer bagmsiz olduklarmdan
A= A== A, =0 ve A=.=A_ =A =0

egitlikleri bulunur. Buradan
A= hy=m A =A.=0
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elde edilir. Boylece, By '(t), B''(t), B} '(),.., Bi(t) n. derece Bernstein taban

polinomlan lineer bagimsizdir. ¢

Sonu¢ 3: Derecesi n ye kadar olan (<n)keyfi P(t) polinomu, Bj(t), B/(t),
B;(1),..., By(t) ler yardimyla, p, R, i=0,1,..,n olmak iizere

P(t) = 1oBo (O + 1By (1) +-..+ 1, B (1)
bigiminde tek tiirlii olarak ifade edilebilir.

Ispat: Tiim derecesi n ye kadar olan polinomlar kiimesi R iizerinde (n+1) boyutlu
lineer uzay olusturur. Bu lineer uzay1 H ile gosterelim. { B;(t), B{(t), Bj(t),..., B(t)}
ler n. dereceden ve lineer bagimsiz olduklarindan n+1 boyutludur ve H nin bir tabamdir.
Boylece H nin keyfi elemam {B;(t), By (t), B;(t),..., B (t) } lerle tek tiirlii olarak lineer
bigimde ifade edilebilir. ¢

Teorem 16: Kontrol noktalar1 b,, i=0,1,..,n olan n. dereceden bir Bezier egrisi,

h, =(f)zl(;("j)bj(—1)i+j Y (JERY .

=
olmak iizere;

B(t)=h, +ht+h,t" +...+h t* (84)
bi¢iminde derecesin olan bir polinom egridir.

Ispat: n + 1 tane kontrol noktas: bulunan n. derece Bezier egrisi, (7) formuyla
verilmektedir. Ispat1 tiimevarimla yapahm.

n =1 durumunda,

B(t) =b,B} (t)+bB;(t) =b,(1-t) + bt

=b, ~b,t+b,t
=b, +(b, —by)t

dir. Teoremin ifadesine gére n =1 durumunda,

= (1) 3500 =

j=0

h=(3) 2} )by-D" =-by 4,
0

p
dir. Boylece, b, =h, ve b,—b, =h, oldugundan
B(t)=h, +h;t



61

elde edilir.

n -1 durumunda Snerme dogru olsun. Yani,

h, =(;‘"‘)Zl:(§)bj(—l)‘+j , i=0,1,..,n

=0
olmak {iizere;

B(t)=h, +ht+h,t* +..+h t"" (85)
bigiminde  ifade edilebilir olsun. $imdi n durumunda da benzer bigimde ifade

edilebildigini gdsterelim. n durumunda bir Bezier egrisi,
B(t) =b,Bj (1) + b,B} () +..b, B} (1)
bigiminde ifade edilmektedir. Bernstein polinomlarmin indirgeme ozellifinden dolay,

derecesi n olan Bezier egrisi

B(D) = b, ((1-£) B (0)+ 1B (0) + b, ((1- ) B+ B (©) +-b, (1-)BY" (O + B (0)
= (b, (1-t)+b,8) By (1) + (b, (1—t) + b, ) B (©) +...+ (b, (1-t) + b, ) B} (®)
olarak ifade edilebilir. Bu egri, kontrol noktalar1 b; =b,(1-t)+b,,t, i=0,1,..,n~1 olan

(n-1). dereceden bir Bezier egrisidir. Derecesi n-1 olan Bezier egrilerinin (85) bigiminde
yazilabildigini varsaymistik. Buna gére bu egri de
B(t)=hy +h;t+hyt* +...+h,_t""

n~1

seklinde ifade edilebilir. Ancak burada h; lar

h! =(;‘-1)Zi:(;)(bj(l—t)+bj+1t)(—1)*+j ) i=0,1,..,n—1

=0

bi¢imindedir. Bu ifade diizenlenecek olursa,

b= () 36) 0, by -1

()20 + ()2 () By~ b))

i= =

PO (EMHEEERMON

=0 = =0
=h, +t(h; —h,)

i i

bulunur. Burada b, =(1")Y (})b,-D™  ve b =(}")>(})b;(-)™ dir. Boylece

i
=0 0

polinomumuz,
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B(t)=hy +hit+ht* +..+h _t""
=[h, + (0, —hy)t]+[ b, + (b —h)t]t+..[ b, + (b, ~h, t]e"
=h, +(h, ~hy+h)t+(h, —h, +h)t* +..+(h,_, —h )t

olur. h;—h, +h,, ifadesi incelendiginde

by iy =(57) 20(0) (B3 )0+ () 2 () oy
= F

) [HTI(?“ )};‘ (1 - 1_4Jr_1(3+1 )] (bju =) (-D™ - Kl - l_:_lj (?,,1 )}g(?l)b_ﬁ (=1y

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa ve numaralandirma da tekrar diizenlenirse,

B ==+, =(1) 3 ()b, i=0,12,..0

=0
elde edilir. Boylece,

B(t)=h) +h/t+hjt* +...+ hit"
bigiminde bir polinom gisterime sahiptir. ¢

Bir Bezier egrisinin derecesi n ise, en az nt1 tane kontrol noktasi vardir. Eger bir
Bezier egrisi, derecesi n oldugu halde n + 1 den daha fazla kontrol noktasmna sahipse, yani,
n+ 1 den daha fazla kontrol noktas: bulunan n. derece bir Bezier egrisi, derecesi n olan ve

B(t)=h,+ht+h,t* +h,t’ +...+h_t"

bigiminde bir polinom oldugundan n. dereceli terimin katsayisi olan h_ den sonraki h

n+l?

h ., ... katsayilar: sifirdir.

n+2 3
Teorem 17: B(t), kontrol noktalari, b,, i=0,1,..,m—1 ve derecesi n olan bir Bezier
egrisi ise, B(t) - nin polinom ifadesinde m>n+1 olmasi durumunda,
h,,=h,,=..=h =0
dir.
Ispat: m tane kontrol noktas: bulunan bir Bezier egrisi,
m~1
B(t) =Y bB(t), t € [0,1]
i=0
olarak ifade edilebilir. Bu ifade agilirsa, derecesi m-1 olan bir polinom elde edilir. Bu
polinom,
B(t)=h,+ht+..+h t*+h_ t""+. . +h

m-1
n+l m~1t
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bi¢imindedir. B(t) — nin derecesi n olduguna gére, polinomlarm esitliginden i > n igin
h; =0 olmahdir. Buna gore,

h,=h,=.=h ;=0
bulunur.

Bir Bezier egrisinin derecesi n ise, en az ntl tane kontrol noktas: vardir. Eger bir
Bezier egrisi, derecesi n oldugu halde n + 1 den daha fazla kontrol noktasmna sahipse, bu
kontrol noktalar1 arasmnda bir iliski s6z konusudur. Yani ntl den fazla olan kontrol
noktalari, nt+1 tane kontrol noktasimnimn bir lineer toplam seklindedir. ¢

Teorem 18: B(t) ve C(t), dereceleri n olan iki Bezier egrisi olsun. B(t) nin kontrol
noktalar1 b,,b, ..., b, ve C(t) nin kontrol noktalar1 c,,c,,..., ¢, olsun. Bu takdirde t €
[0,1] igin B(t) = C(t) dir ancak ve ancak i=0,1,..,ni¢in b, =c, dir.

Ispat: t = 0 igin B(t) = b, ve C(t) = ¢, oldugundan B(t) = C(t) ancak ve ancak
b, =c, denilebilir. Benzer sekilde t = 1 igin, B(t) = b, ve C(t) = ¢, oldufundan
B(t) = C(t) ancak ve ancak b, =c, denilebilir. te(0,1) durumunda ispati timevarmmla
yapacagiz.

n =1 durumunda;

B(t) =b, +(b, —=b,)t ve C(t) =c, +(c, —c,)t
dir. B(t) =C(t) oldugundan

b, +(b, =by)t=c, +(c, —c )t
dir. Buradan b, =c, ve b, —b, =¢, —¢, dir. Boylece, b, =¢, ve b, =c¢, elde edilir. Tersi
zaten agiktir. Yani, b, =c, ve b, =c¢, durumunda B(t) = C(t) elde edilir.

n-1 durumunda dogru olsun. Yani B(t) = C(t) ancak ve ancak i = 0,1,..,n-1 i¢in
b, =¢; olsun. Bu durumda, B(t) ve C(t) dereceleri n-1 olduklarmdan

B(t)=h; +hit+hjt* +...+h_t""

City=k +kt+It* +...+k_t*

n—1

bigiminde ~ yazilabili. Burada  i=0,1,.,n—1 igin k' 2(?_1)51(; Yo, 1),
=0
K, =(?—1)i(ij)cj (-1y  dir. Polinomlarm esitliginden h’ =k dir. Varsaymumza gore

=6

i=0,1.,n-1i¢in h; =k; durumunda b, =c, dir.
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n durumunda inceleyelim. B(t) = C(t) olsun. B(t) ve C(t) dereceleri n olduklarindan

B(t)=h,+ht+h,t* +...+h_t"" +h t"
Ct)=k, +kt+k,t* +. . +k " +k t"

i

yazilabilir. Burada i=0,1,..,ni¢in, h, = (? )Z(;)b; (-,

bigiminde
j=0

k =(“)zi:(§)cj(—1)i+j dir. Polinomlarm esitliginden i=0,1,..,n igin h;=k; dir. Bu

i i

j=0
durumda
h = ()% ()00 = () R0 =5
ki =(1)20)ec0” = 5 R () = 5K
olur. h; = k; durumunda h: :k: elde edilir ve bu durumda da varsayimmiza gére

i=0,1,.,nigin b, =c, dir. ¢

2.2. Parcah Bezier Egrileri icin Siireklilik

3 +2t+1, t<0 .
P =(x(),y(t) =(tE(1) , f(t)= (sekil 24)
t+1, t>0
efrisini goz Oniine alalm. polinom fonksiyonlar her yerde C® smifindan oldugundan

t, t+1, 3t2+2t+1eC” dur. f'(t) tiirevi incelenecek olursa,

6t+2, t<0

o= {1, £>0

bulunur. Agikga gorililyor ki, f(t), C° smfindandir, ancak C' simfindan degildir.

Ciinkti  t =0 noktasmda-f'(t) siirekli degildir. (sekil 25)

Bu o6rmekte incelenen P(t) pargah egrisi o :(x(t),y(t)) = (t,3t* +2t+1) ve
B:(x(t),y(t))=(t,t+1) egrilerinin birlesiminden olugmaktadir. Burada o egrisinin
derecesi d(a) =2, P egrisinin derecesi d(B) =1 oldugundan P(t) pargah egrisi maksimum

k =min(d(a),d(B)) = min(2,1) =1
olmak tizere C* =C' smifindandir. Simdi, I = [a,b] arahginda tammh, kiriima noktalar
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k] -2
2 4

-3
)

Sekil 24. f (t) parcal egrisi Sekil 25. f'(t) parcah egrisi
a:to’tl,tz,...,tr_l,tr=b olan ve B(1), tte=[tj,tj+1] , j = 0,1,..,r-1 Bezier

egrilerinden olusan P(t) parcall Bezier efrisini goz Oniine alahm. P(t) nin koordinat
fonksiyonlar1 polinom fonksiyonlar oldugundan, kirik nokta olmayan her noktada
C” snifindandur.

Onerme 3: P(t); Kirlma noktalar1 a =to b thdhesl ot =b olan, I = [a,b] aralifinda
taniml ve k € {0,1,2,...,r—1} olmak lizere kontrol noktalar: b, by, by,...,b; olan B, (1),
tel, =[t,,t,,,] arahfmda tammh , n, dereceden Bezier egrilerinden olusan parcali
Bezier egrisi olsun. Bu takdirde P(t), t=t, noktasmda siireklidir ancak ve ancak

bk =DbY dr.

Dy

Ispat: P(t), siireklilik tanimmdan t=t, noktasinda siireklidir ancak ve ancak

lim P(t) = lim P(t) = P(t,) olmalidir. lim P(t) =lim B, ,(t) = b‘;: ve
1>t t->t) 1, 1) !

lim P(t) = lim B, (t) = by olduklarmdan P(t), t=t, noktasmda stireklidir ancak ve
t-?tk t—>tk

ancak bi =bf dir. Yani P(t) pargah Bezier egrisinin t=t, noktasida siirekli olmas:
icin B, ,(t) Bezier egrisinin son kontrol noktas1 ile B, (t) Bezier egrisinin ilk kontrol
noktast ayni nokta olmahdr.

Sonug 4: P(t) C* smifindandir ancak ve ancak Vm<p ve her ke{0,1,2,..,r—1}
icin
1

1
— B®™(Q)=—————B™(Q) dir. 86
(tk _tk—l)m k—l() (tk+l _tk)m : ( ) ( )
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Ispat: P(t) C® smifindan olabilmesi igin Vm<p ve her ke {0,1,2,...,1'—1} icin
t =t, noktalarmda B{™(t,)=B{™(t,) olmahdir. B, (t) Bezier egrileri

Bk(t)=ﬁk(t‘;t‘““4->

max L nin
bigiminde [0,1] arahgmnda tanimh normallestirilmis Bezier egrileri haline getirilir ve her iki
tarafin da m. dereceden tiirevi almirsa, zincir kuralindan
B =
(t =t )" (te — )"
ifadesi elde edilir.
Tamm 27: B, (t) , k=0,1,..,r-1 Bezier egrilerinden olusan Bir P(t) parcali Bezier

B (0)

egrisi igin, eger Iu, katsayilari yle ki bir t, ; k=0,1,..,r—1 noktasi igin

B (t) =B, (t,)
ise P(t) parcal Bezier egrisine t=t, noktasmda gorilebilir tegetsel stirekli ( visually
tangent continuous) denir.

Eger, P(t) pargali Bezier egrisi, her t, ; k=0,1,.,r—1 kmlma noktalarmda
goriilebilir tegetsel siirekli ise, P(t) parcal Bezier egrisine goriilebilir tegetsel siirekli egri
denir.

Eger, her k=0,1,..,r—1 igin, p, =1 ise, P(t) pargah Bezier egrisi, C' smfindandir.

Teorem 19: B(t), kontrol noktalari b, i=0,1,..,n olan n. dereceden bir Bezier
egrisi ve C(t) de kontrol noktalar1 ¢, i=0,1,.,n olan n. dereceden bir Bezier egrisi
olsun. B(t) ve C(t) nin birlesiminden olugan P(t) pargali Bezier egrisi igin;

1- P(t), C° siireklidir ancak ve ancak b_ =c, ise.

2- P(t), C' stireklidir ancak ve ancak b, =c¢, ve ¢, =2b_—b__ ise.

3- P(t), goriilebilir tegetsel stireklidir ancak wve ancak b, =c, ve
¢, =(1+p)b, —pb,_, ise.

Ispat: B(t) ve C(t) nin birlesiminden olusan P(t) pargali Bezier egrisi icin kmilma
noktasi t_olsun. B(tm) = b, ve C(tm) = ¢, dur.

1- Onerme 3 ten P(t), C° siireklidir ancak ve ancak b, =c, dir.
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2- Bezier egrilerinin son nokta teget ozelliginden dolayr B'(t,)=b, —b,_, ve
C(t,)=c,—¢, dir. P(t), C' siirekli isc aym zamanda C° siireklidir. Bu durumda b_=c¢,
dir. O halde P(t), C' siirekli ise B(t,)=C(t,) oldugundan b, -b_, =¢, —¢, =
¢, =c,+b, —b,, ve b, =c; oldugundan c, =2b, -b_, elde edilir.

3- P(t), gorilebilir tegetsel sirekli olsun. Bu durumda, pB'(t )=C'(t,) dir.
B(t,)=b,—b,, ve C(t,)=c, —c, oldugundan c, =c,+ub —pb_, elde edilir. Ancak
goriilebilir tegetsel siirekli olabilmesi i¢in, C° siirekli olmasi gerektiginden, b_=c, dir.
Boylece, b, =c, ve ¢, =(1+p)b, —pb__, elde edilir.

Sonu¢ 5: P(t), kontrol noktalan bf, by, b,..,btolan n. dereceden B, (1),
ke{0,1,2,..,r—1} Bezier egrilerinden olusan pargali Bezier egrisi igin,

1- P(t), C° siireklidir ancak ve ancak b* =bg™ dr.

2-P(t), C' siireklidir ancak ve ancak b* =bk™" ve bk =2b* —b*  dur.

3-P(t), goriillebilir tefetsel siireklidir ancak ve ancak bf=b" ve

b = (1+p)bk —pb_, dur.

2.3. Bezier Egrileri Icin Sayisal Algoritmalar

Bu boliimde bir B(t) Bezier egrisinin herhangi bir t ¢ € [0,1] noktasindaki B(t o)
degerini hesaplamak igin gelistirilen sayisal algoritmalar1 verecegiz. Sayisal Algoritmalar
Uygulamali Matematikte, mekanikte, Bilgisayar destekli tasarrnda ve daha bir ¢ok alanda
kullamimaktadir. Giiniimiizde iglemler ¢ok biiyiik boyutlarda gerceklestirilmektedir. Bir
t o € [0,1] noktasindaki B(t o) deBerini hesaplamak i¢in, 6nce B(t) Bezier egrisinin
parametrik denklemi bulunur, daha sonra bu denklemde t o degeri yerine yazilir ve sonucu
bulunabilir. Burada, derecesi kiigiik olan Bezier egrileri igin belki fark etmeyebilir, ancak
derece bilyiidiikge ¢ok daha fazla islem yapilmas: gerekecektir. Bir t o € [0,1] degeri igin
(t o)" degerinin hesaplanmasmda n biiytidiikge sayilarm incelikleri yani virgiilden sonraki
rakamlar ¢ok fazla olacagmdan istenilen defere tam olarak ulagmak miimkiin
olmayabilecektir. Bu durumlarda, iglemlerin fazlahgindan ya da sayilarin inceliklerinden
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kaynaklanabilecek hata miktarru en aza indirgemek igin saywsal algoritmalar
gelistirilmistir.

2.3.1. Bezier Egrileri i¢in De Casteljau Algoritmas

De Casteljau Algoritmasi, bir Bezier egrisinin t o € [0,1] noktasmdaki B(t o) degerini
hesaplamak igin gelistirilmis bir algoritmadir. Ayrica verilen bir Bezier egrisinin iki ayr
parcaya ayrilmasmda da yine siklikla bu algoritma kullamlmaktadir. Kontrol noktalart
bo, by, by, ..., by olarak verilen n. dereceden bir B = B(t) Bezier egrisi igint =1 o
noktasmdaki degerini bulmak i¢in De Casteljau Algoritmasmn ifadesi asagidaki teoremle
verilebilir:

Teorem 20 : Kontrol noktalar1 by , by , by, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir B =
B(t) Bezier egrisinin, t =t ¢ noktasindaki degeri B(t,)=b; dir. Burada j = 1,..,n ve

i=0,1,..,nj icin;
b? = bi
b = (1-t, )bl +t,bl,

i+l 2

87

dir.

Ispat: Genel Bezier egrisi, (7) de ifade edilmisti. Ayrica Bernstein polinomlarmm
indirgeme (12) dzelligi verilmigti. Bu kullamlarak;

B(t) =) bBi(t)= Y b, ((1-t)B{™ () + B (1))

i=0 i=0
=Y b (1-)B (1) + 3 bitBY(D);
i=0 i=0
elde edilir. B*'(t)=0 ve BX'(t)=0 oldugundan

B(H) =5 b,a-0Br 1)+ 3 bB (1)
i=0 i=1

yazilabilir. Iki toplammn da sifirdan baglamas: i¢in, ikinci toplamda i yerine i+1 almr ve
sifirdan baglatilirsa bir sey degismeyeceginden;

n-1 n—1
B(t) =) b,(1-t)B}"(t) + )b, B (1)
i=0 i=0

n—1
= [b,A—-1)+b,,t]BI(t)
=0

i



69

olur. Boylece; b, =b) ve bl =(1-t)b} +1tb;

i+l

i=0,1,...,n0-1  denilirse;

B(H) =3 0B (1) (88)

elde edilir. Burada (88) ifadesi bize gosteriyor ki, B(t) Bezier egrisi, kontrol noktalar1
bbb

n—1

kullamlarak benzer sekilde

olan (n-1). dereceden bir Bezier egrisidir. Indirgeme Ozelligi tekrar

B(H =S bB2(0) 89)

elde edilir. Burada; b’ =(1-t)b] +tb}, , i=0,1,.,n-2 bicimindedir. Indirgeme

Ozelligi tekrar tekrar uygulanirsa, ifade daha genel olarak, (tlimevarim yOntemi
kullamilarak),

B(t)=§be:"j(t) (90)

i=0

bigiminde verilebilir. Burada b’ =(1-t)b™" + b/} i=0,1,...,n-j dir. j=n almirsa;

i+l ®

B(H)=Y bBY() = b}

i=0
elde edilir. ¢
by b ... b, b’
by b - by
IR 1)
by B
by

Sekil 26: De Casteljau algoritmasmin sematik gosterimi

Ornek 11: Kontrol noktalar1 by =(2,0), b;= (1,1) , b, =(3,4), b3 =(4,3) ve by =(3,0)
olan Bezier egrisinint = 0.25 degerini De Casteljau Algoritmas: ile bulalim:

bo = (2,0) bi=(1,1) : by =(3,4) s by=(4,3)  ; by=(3,0)
TR R A NS UL I po B3y 59
by=3bot b =) b (4,4) s by (4,4) s by (4,4)
2 _3p 1y 21100 42 313604, 54 24
=30t =0e1e P =here) P (16’16)
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, 3.1 112 6645 _ 147 132
b°~4 (64 64) e (64 64)

3 1 483 340
b=+ b= (o, —
0470 4 (256 256)

483 340

B(0,25) = b! =(—=,2—)=( 1.88671875, 1.328125
= B(025)= 15, 256 256) ( )
olarak bulunur.

2.3.2. MATLAB ile Bezier Egrileri I¢in De Casteljan Algoritmas:

De Castaljau algoritmasmin MATLAB programu ile uygulamas: asagidaki bigimde
yapilabilir.

n=input('kontrol noktalarinin sayisini giriniz''\n');
tO0=input (*t0 dederini giriniz''\n');
BO=input ('kontrol noktalarini giriniz''\n');
p=(n.*(n+l))./2;
for i=l:n
B(i,:)=BO(i,:);
end
for ] =l:n-1
=(3.*n)-((F.*(3-1))./2);
k—((] 1). *n)—((j 1).*(3-2))./2;
for i=l:n-j
B(s+i,:)=B(k+i,:).*{1-t0)+B(k+i+l,:).*t0;
end
end
bt0=B(p,:);
bt0

2.3.3. Bezier Egrileri i¢in Bilme (Subdivision) Algoritmas:

Kontrol noktalart by, b, by, ... ,by olan n. dereceden bir B(t) Bezier egrisi [0,1]
kapali arahfinda tanimlanmaktadw. [0,1] arabi@i bir o € [0,1] noktasmdan ikiye
ayrildiginda, B(t) Bezier egrisi de B(a) noktasindan ikiye ayrilacaktir. Boylece elde edilen
iki ayr1 egri pargasmdan B(a) noktasinmn solunda kalan kismt By , sagmnda kalan kism da
By olarak ifade edilecek olursa, bu iki efrinin tanim arahklan sirasiyla [0,a] ve [a,1]
kapali arabklart olur. Her iki efri par¢ast da, parametre doniistimili yapilarak [0,1]
araliginda tamimh Bezier egrisi formunda ifade edilebilir. Boylece, elde edilen yeni Bezier
egrilerinin dereceleri de, ilk egrinin derecesi ile aym olacaktir. Kontrol noktalar1 da
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degisecek ve toplam 2n+2 tane olacaktir. Yani n. dereceden bir Bezier egrisi, yine
dereceleri n olan iki ayr1 parcaya ayrilmaktadir. (Sekil 27 )

Elde edilen yeni Bezier egrilerinin kontrol noktalar1 bdlme algoritmas: ile
bulunmaktadir. Bu algoritmada De Casteljau algoritmas: kullamilir. Bu algoritma ile elde
edilen By, ve Bgy Bezier egrilerinin kontrol noktalan su sekilde bulunur:

Sekil 28 incelendiginde I oku yoniindeki noktalar, yukaridan agafiya dogru sirasiyla
by, b, ..., by, by noktalari, Bsy Bezier egrisinin kontrol noktalars; II oku yoniindeki

noktalar, asagidan yukartya dogru swasiyla bf, b, ..., b._,, b} noktalar,, By Bezier

egrisinin kontrol noktalaridir. Bu durum bir teorem olarak agagidaki sekilde verilebilir:
Teorem 21: Kontrol noktalar1 by, by, by, ... ,b, olan n. dereceden bir B(t) Bezier
egrisini ikiye bolmek suretiyle elde edilen Bgy ve Bgg Bezier egrilerinin kontrol

noktalars, Bsyy igin b)), by, ..., by, by ve By iginise b}, b, ..., b, b noktalandur.

Burada b/ , (87) de verildigi gibidir.
Ispat: [20, p.145]

Bog
B(x
Bsol
—_——
0 a 1

Sekil 27: Bir Bezier egrisinin ayriimas:

BB . BOLE
by b - b
I : : - 92)
by bt
b II

Sekil 28: Bir Bezier erisi i¢gin bolme algoritmasi
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2.3.4. MATLAB ile Bezier Egrilerinin Bolme Algoritmasi

De Castaljau algoritmasi yardimiyla olusturdugumuz bolme algoritmasmm
MATLAB kodu asagidaki gibidir:

n=input ('kontrol noktalarinin sayilsini giriniz'*\n');
tO0=input {'t0 dederini giriniz''\n'};
BO=input ('kontrol noktalarini giriniz®'*\n');
P=(n.*(n+l))./2;
for i=l:n

B(i,:)=B0O(i,:):

end
for j=l:n-1
s=(j.*n)-((3.*(3-1))./2);
k=((3-1) .*n)-((3-1).*(3-2))./2;
for i=l:n-j}
B(s+i, :)=B{k+i,:) . *(1-t0)+B(k+i+l,:).*t0;
end
Bsol(j+1,:)=B(s+1l,:);
Bsag(n-j+1,:)=B(s,:);
end
Bsol(1l,:)=B(1l,:);
Bsag(l,:)=B(P,:);
Bsol
Bsag

2.3.5. Bir Bezier Egrisine Lineer Yaklasimiar

Bu bolimde De Casteljau algoritmasmn bir uygulamasi olan Bezier egrisine lineer
yaklasimlar i¢in algoritmalar verilecektir. Bunun i¢in Once maximum minimum smir
doértgeni ve hemen hemen lineerlik tamimlar verilecektir.

Tamm 28: Diizlemde verilen bir Bezier egrisinin tiim kontrol noktalarm i¢ine alacak
sekilde eksenlere dik olarak ¢izilen en kii¢iik dikdortgene, Bezier egrisinin maximum-
minimum s dértgeni denir. (Sekil 29)

Tanm 29: Bir € degeri igin bir Bezier egrisinin max. min siir dortgeninin yatay ya
da dikey uzunlugu £ dan kiiciik ise bu Bezier egrisine hemen hemen lineer denir. £ ne
kadar kiiciik olursa, hemen hemen lineerlik o kadar kuvvetli olur.

Bezier egrisinin ¢izimi igin verilen lineer yaklagim algoritmasi:

Bu algoritma {i¢ admda gergeklestirilir.

1. Admm: Verilen B Bezier egrisi t = Y2 noktasinda b6lme algoritmasi ile By, ve
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(Xmax.Ymax)

VYmax

Ymin

(Xmin,Yimin)

Xmin Xmax

Sekil 29 : B(t) Bezier egrisinin max. min. smir dortgeni

By Bezier egrilerine aynlir. By ve By Bezier egrilerini sirastyla By, ve Bg ile
gosterelim
2. Adim: i) Eger, By Bezier egrisi hemen hemen lineerse 3. adima gegilir, degilse

ooooooooo

B, ve Bng olarak ikiye ayrilir. Burada B, ~Bezier egrisini By, ve BLW Bezier egrisini

de By olarak gosterebiliriz.
i) Eger, Br Bezier egrisi hemen hemen lineerse 3. adima gegilir, degilse Bg egrisi
igin algoritma yinelenir. Br efrisi i¢in 1. adim tekrar uygulanir ve Br egrisi, B, ve

B, , olarak ikiye ayrilir. Burada da B, Bezier efrisini Br. ve B, Bezier efrisini de
Bgr olarak gosterebiliriz.

3. Adim: Bu Bezier egri parcas: hemen hemen lineerdir ve bu Bezier egrisinin
yerine kontrol poligonu g¢izilebilir. Bu kontrol poligonu hemen hemen lineer pargalarda
Bezier egrisi igin bir yaklagundir.

Boylece elde edilen hemen hemen lineer Bezier egri parcalarmma ait kontrol

poligonlarmin birlesimi orjinal Bezier egrisine lineer yaklagimlari verir.



2.3.6. MATLAB ile Bir Bezier Egrisine Lineer Yakiayuniar

Bezier egrisinin hemen hemen lineer olan kontrol noktalarmmn geometrik yeri,

Bezier egrisine  fineer  yaklagim  olarak  alinmakiadwr. Bu  algoriimayr MATLAB
programmda verehn.

% lineer afac yapisi

b0=input ('kontrol noktalarini giriniz''\n");
t=0.5;
e=input {'epsilon de§erini giriniz'‘'\n’);

ze (b0,1):;

function alt oki(b.t.e.n)
if{ (max(b{:, 'I\\—m'n'\(h(' IWVY<e imaxi(b(:

yallad ks (& LM SIR B 8, s 7 ]S RdlaX

b %Db matrlslnl ekrana yaz

return
else
P=(n.*(n+1))./2;
for i=l:n
B{i,:)=b(i,:});
end
for 1=1:n-1
s=(3.*n)-((F.*(3-1))./2);
k=((j=-1).*n)-((j-1).*(J-2))./2;
for i=1:n-1
B{s+i, :}=B{k+i, :) . * (L-£)+B(k+i+1, :) . *t;
end

Bsol (j+1, :)=B(s+l,:);
Bsag(n—-j+1,:)=B(s,:};
end
Bsol(l,:)=B(1,:);
Bsag(l, :})=B(P,:);
alt ck(Bsol,t,e,n);
alt_cok({Bsag,t,e,n):
end
return

2.3.7. Diiziemde Bir Bezier Egrisi ile Bir Dogrunun Arakesiiinin Bulunuyu

Kontrol noktalar1 by, b, by, ... ,by olan n. dereceden bir B(t) Bezier egrisi, n. derece
bir polinomdur. n. dereceli bir polinomun bir dogru ile oriak ¢Ozimil yapidigmda en fazla
n tane ortak ¢6ztmi oldugu goriilir. Bu nedenle n. derece bir Bezier egrisi ile bir
dogrunun arakesii nokfalarmm saywis1 en fazla n  tanedir.  Arakesit  npoktalarmm
bulunmasinda egrinin derecesi arttikga arakesit noktalarmi hesaplamak giiclesir. Ornegin

y=ax +bx+c¢ paraboli le y=mx+n dogrusunun arakesit noktasmu bulmak igin
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y=ax’+bx+c ve y=mx+n ortak ¢dziimiinden ax’+(b-m)x+c—n=0 ikinci
dereceli bir bilinmeyenli denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek miimkiindiir. Ancak
egri olarak parabol yerine daha yiiksek dereceli bir polinom alindifinda, Ornegin
y=ax’ +bx®+cx’ +dx* +ex® + &’ +gx+h  polinomu ile y=mx+n dogrusunun
arakesit noktalanm bulmak o kadar kolay olmamaktadwr. Bu durumda
ax” +bxS +ex’ +dx* +ex* +fx? +(g~m)x+h-n=0 gibi yedinci dereceden bir
polinomun ¢dziim kiimesini bulma problemi ile kars1 kargiya kalimmaktadir. Bu problemi
ortadan kaldirmak i¢in bir algoritma gelistirilmistir:

1. Adim: Bezier egrisinin kontrol poligonu ile dogrunun arakesitinin olup olmadig:
arastinihr. Eger arakesit noktalar1 yoksa, o zaman Bezier egrisi ile dogrunun arakesiti de
yoktur. Eger arakesit noktalar1 mevcutsa 2. Admma gegilir. Burada, bir dogru ile Bezier
egrisinin kontrol poligonunun arakesitlerinin olup olmadid: ise su sekilde test edilir:

Bir dogru ile kontrol poligonunun arakesitlerinin olup olmadig; testi:

Bildigimiz gibi bir dogru, bir diizlemi iki ayrik bdlgeye aymrir. Bir ax+by+c=0
dogrusu, dizlemi, A: ax+by+c<0 ve B: ax+by+c>0 gibi iki bdlgeye ayurir.
Bezier egrisinin kontrol noktalarmin tamam A bolgesinde ya da B blgesinde kahyorsa
Bezier egrisinin kontrol poligonu ile dogrunun arakesit noktalar1 yoktur. Yani bunlar
kesigmezler. Eger kontrol noktalarmin bir boliimii A bolgesinde ve bir bsliimii de B
bolgesinde kaliyorsa, dogru ile Bezier egrisinin kontrol poligonunun arakesit noktalari
vardir. Yani bunlar kesigir. Burada sunu belirtmek gerekir ki, Bezier egrisinin kontrol
poligonu ile dogrunun arakesit noktalarmin mevcut olmasi, dogru ile Bezier egrisinin
arakesit noktalarmin mevcut olmasim gerektirmez. Sekil 30 (b) de de goriildiigii gibi,
dogru ile kontrol poligonu kesigmesine ragmen Bezier egrisi kesismez

2. Adim: Bezier egrisinin hemen hemen lineer olup olmadidi test edilir. Eger hemen
hemen lineerse 3. Adima gegilir. Sayet hemen hemen lineer degilse, bilme algoritmasmnda
oldugu gibi Bezier efrisi t = %2 noktasinda bolme algoritmasi ile By ve By Bezier
egrilerine ayrihr. Daha sonra By ve Bgy Bezier egrileri  ile dogrunun arakesit
noktalarmm mevcut olup olmadifim test etmek icin algoritma her iki egri igin yinelenir,

3. Admm: Bezier egrisi hemen hemen lincer oldugundan efri yerine kontrol
poligonunu almabilir. Boylece Bezier egrisinin kontrol poligonu ile dogrunun arakesit
noktalan Bezier egrisi ile dogrunun arakesit noktalaridir.
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& AT AT

Sekil 30: (a) Dogru ile hem kontrol poligonu, hem de Bezier egrisi kesigir.
(b) Dogru ile kontrol poligonu kesisir, ancak Bezier egrisi kesismez.
(c) Dogru ile ne kontrol poligonu, ne de Bezier egrisi kesigmez.

2.3.8. MATLAB ile Bir Diizlem Bezier Egrisi ile Bir Dogrunun Arakesitinin

Bulunusu

Bir Bezier egrisi ile diizlemde y = m x + n bigiminde verilen bir dogrunun
arakesitinin bulunmasi icin agagidaki gibi bir algoritma verilebilir.

tdel birlik.txt

bO=input{'kontrol noktalarini giriniz''\n');
$b0=[{0.5 1.5; 0.5 2.6; 0.7 2.6; 1 2.6; 1.3 2.6];
t=0.5;

e=input{'epsilon degerini giriniz'*\n');
%e=0.05;

n=size(b0,1);

alt ok(b0,t,e,n);

load birlik.txt
bl=birlik(:,1);
b2=pbirlik(:,2);
bb=[birlik(abs (bl-b2) >e,1l) birlik(abs(bl-b2) >e,2)]
x=bb(:,1);
y=bb(:,2);
m=input (' y=mx+n dofrunun m deferi gir: ');
n=input ('y=mx+n dorunun n dederi gir: °);
dogru=y-m*x-n;
poz=dogru {dogru>0) ;
neg=dogru (dogru<0) ;
if (length(poz) & lengthi{neg))
[a,i]=min (abs (dogru));
ara=bb{i,:)
else
disp(‘ara kesit yoktur');
end

figure;plot(bb(:,1},bb(:,2),b0(:,1},b0(:,2),'r0")
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2.3.9. Iki Bezier Egrisinin Arakesitinin Bulunusu

Bezout teoreminin bir sonucu olarak, derecesi m olan bir Bezier egrisi ile, derecesi n
olan bir diger Bezier egrisi, (m.n) sayida noktada kesisebilirler. [30] Iki Bezier egrisinin
arakesitinin bulunusunda asagidaki gibi bir algoritma verilebilir:

Algoritma: iki Bezier egrisinin konvex hullarmm kesisip kesismedifi test edilir.
Eger konvex hullar kesisiyorsa, ikinci adima gegilir. Eger kesigmiyorlarsa, o zaman bu iki
Bezier egrisinin arakesitleri bos kiimedir.

Iki Bezier egrisinin konvex hullarmnin Kesigip kesismedigi testi:

1. Admm: Iki Bezier egrisinin konvex hullarmm kesisip kesismedigini test etmek icin,
her iki konveks hulun da maksimum minimum smir ddrtgeni olusturulur. Daha sonra bu
dortgenlerin  kesigip kesismedigine bakilir. Sayet kesisiyorlarsa, konveks hullar da
kesisiyor demektir.

2. Adim: Bezier egrilerinin hemen hemen lineer olup olmadiklari test edilir. Eger
Bezier egrilerinin ikisi de hemen hemen lineer ise 3. adima gegilir. Egrilerin ikisi de hemen
hemen lineer degilse her ikisi de hemen hemen lineer oluncaya kadar De Casteljau
algoritmast kullanilarak, blme algoritmasi ile hemen hemen lineer hale getirilir.

3. Adim: Bezier egrileri hemen hemen lineer oldugundan egrilerin yerine kontrol
poligonlarmi alinabilir. Boylece Bezier egrilerinin  arakesit noktalar1 olarak kontrol
poligonlarmin arakesit noktalari almabilir.

2.3.10. MATLARB ile iki Bezier Egrisinin Arakesitinin Bulunusu

Diizlemde iki Bezier egrisinin arakesitinin bulunmasi igin asagidaki gibi bir
algoritma verilebilir.

% lineer agac yapisi

'del birlik.txt

bO=input{'Birinci Bezier edrisinin kontrol noktalaraini
giriniz®'\n'};

$b0={0.5 1.5; 0.5 2.6; 0.7 2.6 1 2.6; 1.3 2.6];
t=0.5;

e=input(‘'epsilon deferini giriniz®'\n');

%e=0.05;

n=size (b0, 1);

alt _ok(b0,t,e,n);
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load birlik.txt
bl=birlik;

% lineer adac yapisi

tdel birlik.txt

bO0=input ('Ikinci Bezier efrisinin kontrol noktalarini
giriniz''\n’);

%b0=[0.5 1.5; 0.5 2.6; 0.7 2.6; 1 2.6; 1.3 2.6];
t=0.5;

$e=input {'epsilon dederini giriniz®''\n');

%e=0.05;

n=size(b0,1);

alt ok(b0,t,e,n):

load birlik.txt
b2=birlik;
wer=size(bl,1);
wez=size(b2,1);
pol=0;
for i=l:wer
for j=l:wez
if bl{i,:)==b2(],:)
kale=bl (i, :)
else
"arakesit noktasi yok’
return
end
end
end

2.4. Rasyonel Bezier Egrileri I¢in Sayisal Algoritmalar

2.4.1. Rasyonel Bezier Egrileri I¢in De Casteljau Algoritmasi

Bir Bezier egrisinin ty € [0,1] noktasindaki B(t o) degerini hesaplamak igin
gelistirilmis bir algoritmadir. Ayrica verilen bir rasyonel Bezier egrisini iki ayri pargaya
bdlmek i¢in de yine siklikla bu algoritma kullanilmaktadir. Kontrol noktalari by, by , by,
..., bp Olarak, agirbklar1 da wo , wy , wa , ..., W, olarak verilen n. dereceden bir B = B(t)
rasyonel Bezier erisinin t = t ¢ noktasmdaki degerini bulmak i¢in, De Casteljau
algoritmasmn ifadesi asagidaki teoremle verilebilir:

Teorem 22 : Kontrol noktalari by , by , by, ..., b, olarak, agirliklar: da wo, wy, wa, ...,
wy olarak verilen n. dereceden bir B = B(t) rasyonel Bezier egrisinin t =t ¢ noktasmdaki

degeri B(t,)=Db; dir. Buradaj=1,...n ve 1=0, 1, ...,0- i¢in;
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0 _ 0 _
b/ =b, ,w, =w,
]4

(lt)

bj“ +1, ‘*1 bﬂ (93)
w!
=i i
dir.
ispat: Bezier eprilerinde oldugu gibi, Bernstein polinomlarmm indirgeme

Szelliginden kolayca goriilebilir. ¢

2.4.2. MATLARB ile Rasyonel Bezier Egrileri icin De Casteljau Algoritmas:

Rasyonel Bezier egrileri i¢in De Casteljau algoritmasim bir de MATLAB ile verelim.

=input (*kontrol noktalarinin sayisani giriniz'‘'\n');
tO0=input ('t0 dederini giriniz®'\n’);
BO=input ('kontrol noktalarini giriniz'‘\n');
Wo=input {'wi adirliklarini giriniz'‘\n‘};
p=(n.*(n+l))./2;
for i=l:n
B(i,:)=BO(i,:);
W{i,:)=WO(i,:);
end
for j =1l:n-1
=(3.*n) = ((3.*(3-1)) ./2);
k ((3-1).*n)-((j-1).*(3-2))./2;
for i=l:n-j
W(s+i, :)=W(k+i, ). *(1-tO)+W(k+i+1,:).*t0;
end
end
w=W(p,:);
for j=1l:n-1
s=(j.*n)-

((3.*3~-1))./2);
k={(j-1).*n)~(
J
)

(3-1).*(3-2))./2;
for i=l:n-

B(s+i,: —B(k+1, Yo (W{k+i,:)./W{s+i,:)).*(1-t0)
B(k+i+1,:) . *t0.* (W(k+1+1i,:)./W(s+i,:));
end
end
bt0=B(p, :);
W
bt0

2.4.3. Rasyonel Bezier Egrileri icin Bélme Algoritmas:

Kontrol noktalar1 by , by , b, , ..., b, olarak, agirhklari da wy , wy , wa , ..., W, olarak
verilen n. dereceden bir B = B(t) rasyonel Bezier egrisi [0,1] kapah araliginda
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tanimlanmaktadir. [0,1] araligt bir a € [0,1] noktasindan ikiye ayrildiginda, B(t) Bezier
egrisi de B(a) noktasmdan ikiye aynlacaktir. Boylece elde edilen iki ayn egri parcasmdan
B(ct) noktasimn solunda kalan kismu By, , safmnda kalan kismu Bgy olarak ifade edilecek
olursa, bu iki egrinin tanmm araliklar sirastyla [0,a] ve [a,1] kapal araliklaridir. Her iki
egri parcast da, parametre doniisiimii yapilarak [0,1] aralifinda tanimli rasyonel Bezier
egrisi formunda ifade edilebilir. Boylece, elde edilen yeni rasyonel Bezier egrilerinin
dereceleri de, dnceki ilk egrinin derecesi ile ayni olacaktir. Kontrol noktalar: da degisecek
her ikisinin de (nt+1) er olmak lizere toplam 2n+2 tane olacaktir. Yani n. dereceden bir
rasyonel Bezier egrisi, yine dereceleri n olan iki ayn pargaya ayrilmis olacaktir.

Elde edilen yeni rasyonel Bezier egrilerinin kontrol noktalarn ve agwhklari De
Casteljau algoritmas1 yardimm ile bulunmaktadir. Bu algoritmada elde edilen By ve By
rasyonel Bezier egrilerinin kontrol noktalar: (93) te verildigi sekliyle elde edilip (92) deki
gibi bir gosterime sahip olur. Burada ayrica, agirhklarda (92) gibi bir gdsterim ile
verilebilir.(Sekil 31)

0 0 0 .0
wp Wy .. wow?
1 1 1
Wy W om Wy
1 : - (94)
n-1 n—1
W, W

|

Sekil 31: Bir rasyonel Bezier egrisi i¢in agirhiklarm bolme algoritmasi

I oku yoniindeki noktalar, yukaridan asagiya dogru swrasyla by, by, ..., bi", b}
noktalari, By, Bezier egrisinin kontrol noktalary; II oku yoniindeki noktalar, asagidan
yukariya dogru swasiyla bj, b}, ..., b,,, b} noktalar1 Bgs Bezier egrisinin kontrol

n~1> n

noktalanidir.

2.4.4. MATLARB ile Rasyonel Bezier Egrilerinin Bélme Algoritmas:

Rasyonel Bezier egrileri i¢cin De Casteljau algoritmasmm MATLAB kodlar
asagidaki gibidir:

n=input (‘kontrol noktalarinin sayisini giriniz''\n');
t0=input ('t0 deferini giriniz''\n');
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BO=input ('kontrol noktalarini giriniz''\n");
WO0=input ('wi adirliklarini giriniz''\n");
p=(n.*(n+l))./2;
for i=1l:n

B(i,:)=B0(i,:);

W(i,:)=WO(i,:);

end
for j=l:n-1
s=(j.*n)-((3.*(3-1))./2);
k=((3-1) .*n)-((j-1).*(3-2))./2;
for i=l:n-j
W(s+i, :)=W(k+i,:).*(1-t0)+W (k+i+1,:).*t0;
end
Wsol (J+1,:)=W(s+1,:);
Wsag (n~j+1,:)=W(s,:);
end

Wsol(1l,:)=W(1l,:);
Wsag(l, :)=W(p,:);
Wsol
Wsag
for j=l:n-1
s=(J.*n)-((J.*(J-1))./2);
k=((3=1) .*n) = ((3-1) . *(§-2)) ./2;
for i=l:n-j
B(s+i,:)=B(k+i, ) . * (W({k+l,:)./W(s+i, :)).* (1~
t0)+B(k+i+l,:) . *t0.* (W(k+1+i,:)./W{s+i,:));
end
Bsol (j+1,:)=B(s+l,:);
Bsag(n-j+1,:)=B(s,:);

([

end
Bsol(l,:)=B(1l,:);
Bsag(l,:)=B{(p,:);
Bsol

Bsag

Ornek 12: Kontrol noktalar1 (0,0,1), (01 4), (02 5), (32 1); agrlklary, 1,2,1 ve 0.4
olan kiibik rasyonel Bezier egrisine ty = 0.5 noktasinda bSlme algoritmasi uygulanirsa,
MATLAB de yukaridaki algoritma kosturuldugunda ekran bilgileri asagidaki gibi olugur:

kontrol noktalariin sayisim giriniz'
4
t0 degerini giriniz’
0.5
kontrol noktalarm giriniz'
[001;014,025321]
wi agirliklarim giriniz'
[1;2;1;0.4]
Wsol =

1.0000

1.5000

1.5000

1.3000
Wsag =

1.3000

1.1000
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0.7000
0.4000
Bsol =
0 0 1.0000
0 0.6667  3.0000
0 1.0000 3.6667
0.1154 1.2308 3.8846
Bsag =

0.1154 1.2308  3.8846
0.2727 1.5455  4.1818
0.8571 2.0000  3.8571
3.0000 2.0000  1.0000

2.5. Yiizeyler Icin Sayisal Algoritmalar
2.5.1. Bezier Yiizeyleri Icin De Casteljau Algoritmas:

Bezier ve rasyonel Bezier egrilerinde oldugu gibi (57) bigiminde verilen bir B(u,v)
Bezier ylizeyinin bir (u,,v,) noktasmdaki degerini sayisal olarak besaplamak icin de De
Casteljau algoritmasi verilebilir. Bunun igin algoritma B(u,v) Bezier yiizeyinin énce v
parametresi yoniinde, daha sonra da u parametresi yoniinde uygulanir. Algoritmay v
yoniinde uygulamak i¢in, P; kontrol noktalarmm her bir i koki igin i - ler sabitlendiginde
elde edilen j~ ye bagh kontrol noktalary;, her bir i kokil i¢in v parametresine bagh bir B(v)
Bezier egrisinin kontrol noktalar1 olarak diisliniilir ve v = vy noktas: igin De Casteljau
algoritmas: hesaplanir. Daha sonra, benzer sekilde j. kokler sabit birakilarak elde edilen i
ye bagli P, kontrol noktalar igin u = uy igin De Casteljau algoritmas: hesaplanir.

Bu algoritmay1 daha iyi anlamak i¢in yiizeylerde verilen bome algoritmasmm da
kavramak gerekebilir. Ciinki, bu iki algoritra birbirleriyle i¢ igedir.

2.5.2. MATLAB ile Bezier Yiizeyleri i¢in De Casteljan Algoritmas:

Yiizeyler ig¢in De Casteljau algoritmasmin MATLAB kodlan asagidaki gibi
verilebilir:
n=input ('Ylzeyin u parametresine gdre derecesini giriniz (n)**\n’});

m=input ('Yizeyin v parametresine gdre derecesini giriniz (m)**\n'};
ul=input ('ul de§erini giriniz''\n'});
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vO=input {'v0 dederini giriniz'*\n'");
BO=input ('Pij kontrol
noktalarini, [P0O0;...;POm;P10;...:Plm;...;Pn0;...;Pnm] biciminde
giriniz''\n'");
=((n+2) .*(n+1))./2;
g=( (m+2) . * (m+1)) . /2;
for a=0:n
=B0 (a.* (m+1)+1: (a+1).* (m+1),:);
for j=1l:m
s=(J.*{m+l))-{((J.*(J-1))./2);
k=((§=1) .* (m+1)) - ( (3-1) . *(3-2)) ./2;
for i=l:m+1-3
D{(s+i,:)=D(k+1i,:) . *(1-v0)+D(k+i+1,:).*Vv0;
end
Bsol(j+1,:)=D(s+1,:);
Bsag (m+1-j+1, :)=D(s, :);
end
Bsol (1, :)=D(1,:);
Bsag{l,:)=D(qg,:);
Ysol({{a.*{(m+1)+1: (a+l).* (m+1l)), :)=Bsol;
Ysag({(a.* (m+1l)+1l: {(a+1).* (m+l)),:)=Bsag;

end
Ysol;
Ysag;
for a=0:m
for b=0:n
Cib+l,:)=Ysol (b.* (m+1l)+1+a,:);
end
for j=1:n
s=(Jj. (n+l))—((j-*(j—1))./2);
k={((3-1) .* (n+1)) = ((J-1) . * (§=2)) . /2;
for i=l:n+1- j
Cls+i,:)=C({k+i,:).*(1-ul)+C(k+i+1, :).*ul;
end
Ksol (j+1,:)=C{s+1,:);
Ksag(n+l-j+1,:)=C(s,:):;
end
Ksol(1l,:}=C(1,:};
Ksag(l,:)=C(p ) ;
Ysolsol ({(a.*(n+l)+1: (a+1l).*(n+1)), :)=Ksol;
Ysolsag{(a.* (n+1l)+1: (a+l).*(n+l}),:)=Ksaqg:
end
Ysolsol;
Ysolsag;

for a=0:m
for b=0:n
C(b+1, :)=Ysag(b.* (m+1l)+1l+a,:);
end
for j
=(j. (n+l)) ({(J.*(3-1))./2);
3-1) % (n+1)) = ((3-1) . *(3-2)) . /2;
or i=l:n+l-j
C{s+i,:)=Clk+i,:).*(1-u0)+C{k+i+1, :).*ul;
end
Ksol(j+1,:)=C{s+1,:);
Ksag(n+1-j+41,:)=C(s,:);
end
Ksol(1,:)=C(1,:);
Ksag(l,:)=C(p,:);

=1z
s=(j
k={{]
£
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Ysagsol(a.* (n+l)+1:(a+l).*(n+l),:)=Ksol;
Ysagsag{a.* (n+l)+1: (a+1).* (n+l), :)=Ksag;
end
Ysagsol;
Ysagsag;
*B(ul,v0) degerif
Ysagsag(l,:)

2.5.3. Bezier Yiizeyleri icin Bélme Algoritmasi

Parametrik olarak verilen bir Bezier yiizeyini, verilen bir (u,,v,) noktasinda
ylizeye ait B(ug,v) ve B(u,vp) koordinat egrileri ile 4 ayn ylizeye b6lmek miimkiindiir.
Elde edilen yeni ylizeylerin kontrol noktalar1 De Casteljau algoritmasi ile hesaplanr.

Ornek 13: Kontrol noktalar1

P,=(2,3,0) P,=(2,63) P,=(2,10,0)

P,=(6,2,1) P,=(6,6,4) P,=(6,91)

P, =(10,2,0) P, =(10,6,3) P, =(10,10,0)
olan bir B(u,v) Bezier yiizeyine (u,,v,)=(0.5,0.25) noktasinda bdlme algoritmasmi
uygulayarak, B(0.5,0.25) degerini hesaplayalim. Bunun i¢in, her bir i degerine karsm P,
kontrol noktalarim1 De Casteljau algoritmasma uygulayalm. vo= 0.25 i¢in algoritma,

(2,3,0) (2,6,3)  (2,10,0)
i=0igin, 1| (2,3.750.75)  (2,7,2.25)

(2,4.5625,1.125)
II

(6,2,1) (6,6,4) (6,9,1)
i=licin, (6,3,1.75) (6,6.75,3.25)
(6,3.9375,2.125)

(10,2,0) (10,6,3) (10,10,0)
i=2igin, (10,3,0.75) (10,7,2.25)
(10,4,1.125)
bigimindedir.Bdylece, mevcut kontrol noktalarmdan I ve II ySnlerinde ayr: ayr her bir i
degeri i¢in noktalar elde edilmis olur. Bu elde ettigimiz kontrol noktalar1 I ve II yiizeyinin
kontrol noktalaridir. Yani, I ylizeyi i¢in yalmz I ydniindeki noktalar alirsa 1 ylizeyinin
kontrol noktalari,
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i=0icin  P,=(2,3,00 P,=(2,3.75,0.75) P, =(2,4.5625,1.125)

i=ligin P, =(6,2,1) P, =(6,3,1.75) P, =(6,3.9375,2.125)

i=2i¢in P, =(10,2,0) P, =(10,3,0.75) P,, =(10,4,1.125)
bigimindedir.

Benzer sekilde, 11 yiizeyi icin her i degerine karsiik yalmz II yoniindeki noktalari
almirsa, I yiizeyinin kontrol noktalar1 da

i=0icin Py, =(2,4.5625,1.125) P, =(2,7,2.25) P, =(2,10,0)

i=ligin P, =(6,3.9375,2.125) P, =(6,6.75,3.25) P, =(6,9,1)

i=2i¢in P,, =(10,4,1.125) P, =(10,7,2.25) P,, =(10,10,0)
biciminde elde edilir.

Bdylece, B(u,v) ylizeyi vo= 0.25 i¢in B (u,0.25) koordinat egrisi ile I ve II yiizeyleri
olarak iki ayr1 yiizeye ayrilmis olur. Simdi, her iki yiizeyi de up = 0.5 igin B(0.5,v)
koordinat egrisiyle ayrralm. Ancak burada iglemleri her bir j degeri igin yapacagiz.

I ylizeyi i¢in kontrol noktalarina De Casteljau algoritmasi uygulanirsa,

(2,3,0) (6,2,1) (10,2,0)
j=0igin, 1 | (4,2.5,0.5) (8,2,0.5)
(6,2.25,0.5) / 2
(2,3.75,0.75) 6,3,1.75)  (10,3,0.75)
j=ligin (4,3.375,125) (8,3,1.25)

(6,3.1875,1.25)

(2,4.5625,1.125) (6,3.9375,2.125)  (10,4,1.125)
j=2i¢in (4,4.25,1.625) (8,3.96875,1.625) (95)
(6,4.109375,1.625)

elde edilir. Boylece, I ylizeyi de 1 ve 2 ydniinde iki ayr1 Bezier ylizeyine ayrilmis olur. Bu
yiizeyleri 1, ve I, yiizeyleri diye adlandirirsak, I, yiizeyinin kontrol noktalan

j=0i¢cin P, =(2,3,0) P, =(4,2.5,05) P, =(6,2.25,0.5)

j=licn P, =(2,3.75,0.75) P, =(4,3.375,1.25) P, =(6,3.1875,1.25)

j=2i¢in Py =(2,4.5625,1.125) P, =(4,4.25,1.625) P,, =(6,4.109375,1.625)
bigimindedir. I, yiizeyi i¢in yalmz 2 ySniindeki noktalar1 aliursa, I, yiizeyinin kontrol

noktalar
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j=0i¢in Py, =(6,2.25,0.5) P,, =(8,2,0.5) P, =(10,2,0)

j=1ligin P, =(6,3.1875,1.25) P, =(8,3,1.25) P, =(10,3,0.75)

j=2igin P,, =(6,4.109375,1.625) P, =(8,3.96875,1.625) P,, =(10,4,1.125)
biciminde elde edilir.

Benzer sekilde, II yiizeyi i¢in kontrol noktalarma da De Casteljau algoritmasi
uygulandifinda,

(2,4.5625,1.125) (6,3.9375,2.125) (10,4,1.125)
i=0igin, 1| (4,4.25,1.625) (8,3.96875,1.625) (96)
(6,4.109375,1.625) )
(2,7,2.25) (6,6.75,3.25) (10,7,2.25)
j=1licin (4,6.875,2.75)  (8,6.875,2.75)
(6,6.875,2.75)
(2,10,0) (6,9,1) (10,10,0)
i=2icin  (4,9.5,0.5) (8,9.5,0.5)
(6,9.5,0.5)

elde edilir. Boylece, Il yiizeyi de 1 ve 2 yoniinde iki ayr1 Bezier yiizeyine ayrilmus olur. Bu
ylizeyler de II, ve II, yiizeyleri diye adlandirilirsa, II, yiizeyinin kontrol noktalar
j=0i¢in P, =(2,4.5625,1.125) P,, =(4,4.25,1.625) P,, =(6,4.109375,1.625)
j=ligin  P,=(2,7,2.25) P, =(4,6.875,2.75) P, =(6,6.875,2.75)
j=2igin P,, =(2,10,0) P,, =(4,9.5,0.5) P,, =(6,9.5,0.5)
bigimindedir. II, yiizeyi i¢in yalmz 2 y6niindeki noktalar almirsa, II,yiizeyinin kontrol
noktalart

j=0igin Py, =(6,4.109375,1.625) P, =(8,3.96875,1.625) P, =(10,4,1.125)

j=ligin P, =(6,6.875,2.75) P, =(8,6.875,2.75) P, =(10,7,2.25)

j=2i¢in P,, =(6,9.5,0.5) P,, =(8,9.5,0.5) P,, =(10,10,0)
biciminde elde edilir.

Bu iglemlerden sonra goriiltiyor ki, I ylizeyinin kontrol noktalarma De Casteljau
algoritmas1 uygulandiinda elde edilen j = 2 durumlu (95) algoritmasi ile, II ylizeyinin
kontrol noktalarma De Casteljau algoritmasi uygulandifinda elde edilen j = 0 durumlu
(96) algoritmast aym noktalar1 icermektedir. Bu nedenle (95) ya da (96) algoritmasmin
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sonunda elde edilen (6,4.109375,1.625) noktast B (0.5,0.25) degerini vermektedir.

Boylece,
B(0.5,0.25)= (6,4.109375,1.625)

du.

2.5.4. MATLAB ile Bezier Yiizeyleri icin Bolme Algoritmas:

Yiizeyler igin De Casteljau algoritmasmin MATLAB kodlann agagidaki

verilebilir:

n=input ('Yizeyin u parametresine gdre derecesini giriniz (n)''\n');
m=input ('Ylizeyin v parametresine gére derecesini giriniz (m)''\n‘');
ul0=input ('ul deJerini giriniz’'\n'});
vO0=input {'v0 dederini giriniz'‘\n");
BO=input {'Pij kontrol
noktalarini, [PO0;...:POm;P10;...;Plm;...;Pn0;...;Pnm] biciminde
giriniz''\n');
p={{n+2) .*(n+1))./2;
g=( (m+2) . * (m+1)) . /2;
for a=0:n
D=BO({a.* (m+l)+1l:(a+l).*{m+l),:);
for j=l:m
s=(3.*(m+1)) - ((F.*(3-1))./2);
k=((§-1) . * (m+1) ) = ((3-1) . * (§-2)) . /2;
for i=l:m+l—]
D(s+i,:)=D(k+i,:).*{1-v0)+D(k+i+1,:).*v0;
end
Bsol (j+1,:)=D(s+1,:);
Bsag (m+1-J+1,:)=D(s,:);
end
Bsol(1l,:)=D(1,:);
Bsag(1,:)=D(q,:);
Ysol((a *{m+1)+1: (a+l) . * (m+1)), :)Y=Bsol;
Ysag{({a.*{m+1)+1: (a+1l) .*{m+1})), :)=Bsag;
end
Ysol;
Ysag:;
for a=0:m
for b=0:n
C(b+1l, :)=¥Ysol(b.* (m+l)+1l+a, :);
end
for j

-1) .* (n+1) (3-1).*(3-2))./2;

or i=l:n+l-j

C(s+i,:)=C({k+i,:).*(1-u0)+C(k+i+1,:).*ul;
end

Ksol {j+1,:)=C{s+l,:);

Ksag(n+l-j+1,:)=C(s, :):
end
Ksol(1,:)=C(1l,:);
Ksag(l,:)=C(p,:):
Ysolsol{{a.* (n+1)+1: {a+l).*{n+1)), :)=Ksol;

=l:n

(3. (n+1)) ((3.*(3-1))./2);
(3 )=

fo

gibi
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Ysolsag{(a.* (n+1l)+1: (a+l1l).*(n+l}), :)=Ksag;
end
Ysolsol
Ysolsag

for a=0:m

for b=0:n
C{b+l,:)=Ysag(b.* (m+l)+1l+a,:);

end

for j=1l:n
s=(3.* (n+1))=((F.*(3-1))./2);
k=((3-1) . *(n+1)) - ((J=-1) . *(J-2})./2;

for i=l:n+1-j
C(s+i,:)=C(k+i,:).*(1-u0)+C(k+i+1,:).*ul;
end
Ksol(j+1,:)=C(s+l,:);
Ksag (n+1l-j+1,:)=C(s, :);
end
Ksol (1,:)=C(1,:);
Ksag(l,:)=C(p,:};
Ysagsol{(a.*(n+1l)+1: (a+l).* (n+l), :)=Ksol;
Ysagsag(a.* (n+l)+1: (a+l).*(n+1), :)=Ksag;
end
Ysagsol
Ysagsag

2.6. Bezier Egri ve Yiizeylerinin Egrilikleri
2.6.1. Bezier Egrilerinin Egrilikleri

Teorem 23: Kontrol noktalar: by,b,,...,b, olan n. dereceden bir B(t) Bezier
egrisinin t = 0 noktasinda egrilikleri

n-1Db
K=—.—
n a

1:_11—2 c
’ n b

dir. Burada, a =|b, - b, ,b=](b, =b,)x (b, —b))|| ve ¢={(b, =by)x (b, —b,),(b, —b,)}
dir.

Ispat: Bezier egrilerinde tiirevler ve son nokta teget ozellikleri kullanilarak,

d

EB(t) i =nj(b, —by)|

j—;B(t) =n(n-1)(b, —2b, +b,) =n(n-1)|(b, —b) — (b, - b,)|
%B(t) =n(n-1)(n~2)|(b, ~3b, +3b, ~b)|
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oldugu gortiliir.
2
Il~ B(t) x B(t)
g =
B

_ @=Djltb, —by)x (b, ~b)|| _ (n-1b
(b, —by)[ na’

o _ 2 @—D][(by —by)x[(b, b)) ~ (b —by)]]
n*|(b, - bo)"3

< B(t)x d 42 BO: & B(t)>

t=0

L=0 2

"" B(t)x & B0

_ (n—2)((b1 _bo)x(bz —b,),(b; —3b, +3b, —bo)>
n||(b, ~by)x (b, ~b))|’

. (n"'z)((bl —by)x (b, —b,),(b, _b2)> _(n-2)c

- n]|(b, —by)x (b, =b,)|f b’

elde edilir.
Teorem 24: Kontrol noktalar1 b,b,,...,b, ve agirliklari w,,w,,...,w_ olann.

dereceden bir B(t) rasyonel Bezier egrisinin t = 0 noktasinda egrilikleri

n-1 ww, b n_2_ WoW; C

n .(Wl) ‘a n  w,w, b

dir. Burada, a=|b, —b,| ,b=](b,—by)x(b,—-b,)| ve c=((b,—b,)x(b,—b,),(b, —b,))
dir.[20, 253.]

Bir B(t) Bezier egrisinin keyfi bir t, €[0,1] noktasindaki egriliklerini sayisal olarak
elde etmek igin su yol takip edilir: Bezier egrisi t=t, noktasmda De Casteljau
algoritmasi yardimiyla By ve Bgg olarak ikiye aynlir. Bgy erisi, tekrar [0,1] arahginda
parametrelenir. Bu parametrelemeden sonra, t=t, noktasy, t(u)|n -, =1, bigiminde bir
nokta olacaktir. Boylece, By Bezier egrisinin u = 0 noktasindaki egrilikleri, B(t) egrisinin
t =t, noktasmdaki egriliklerini vermektedir.
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2.6.2. MATLARB ile Bezier Egrilerinin Egrilikleri

MATLAB ile bir Bezier egrisinin verilen bir ty noktasindaki e@riliginin hesaplanmast
icin agagidaki algoritma verilebilir:

n=input {'kontreol noktalarinin sayisini giriniz''\n');

BO=input (*kontrol noktalarini giriniz''\n'});

£0=input ('t0 deferini giriniz'’'\n');

if t0==0;
x=B0(2,:)-B0(1,:)
y=B0(3,:)-B0(2,:)
f=cross(x,vy);
b=norm(f);
a=norm(x) ;
K={(n-2)./(n-1)).*b./(a."3);

.
’
-
r

K
else
P=(n.*(n+l))./2;
for i=l:n
B(i,:)=BO(i,:):
end
for j=l:n-1

s=(j.*n)-((J.*(3-1))./2);
k=((3-1) .*n) = ((3-1) .* (§-2)) ./2;
for i=l:n-j
B(s+i,:)=B(k+i,:).*(1-t0)+B(k+i+1,:).*t0;
end
Bsol (j+1,:)=B(s+1,:);
Bsag(n-j+1,:)=B(s, )
end
Bsol(1l,:)}=B(1,:):;
Bsag(l,:)=B(P,:);
Bsol;
Bsag;
x=Bsag(2,:)-Bsag(1l,:);
yv=Bsag (3, :)-Bsag(2,:);
f=cross(x,vy);
b=norm(f) ;
a=norm{x);
K=((n-2)./(n-1)).*b./(a.”3);
K
end

~e o~

Bir Bezier egrisinin torsiyonunun hesaplanmas: i¢in ise asagidaki algoritma
verilebilir:

n=input {'kontrol noktalarinin sayisini giriniz''\n'};
BO=input {'kontrel noktalarini giriniz'‘*\n’'};
tO0=input {'t0 deferini giriniz''\n');
if t0==0;
x=B0(2,:)-B0(1,:);
y=B0(3,:)-B0(2,:);
z=B0 (4,:)~B0(3,:);
f=cross(x,y):
b=norm(f);
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a=norm(x) ;
c=f*z';
T=((n-3)./(n-1)).*c/(b."2);

else

s=(J.*n)-((3.*(3~-1))./2);
k=((3-1) .*n)-((J-1).*(3-2))./2;
for i=l:n-j
B{s+i, :)=B(k+i, :).*(1-t0)+B(k+i+1l,:).*t0;
end
Bsol (j+1,:)=B(s+1,:);
Bsag(n-j+1,:)=B(s,:);
end
Bsol(1,:)=B(1,:):
Bsag(1l,:)=B(P,:);
Bsol;
Bsag:;
x=Bsag (2, :)~Bsag(l,:);
y=Bsag (3, :)~Bsag(2,:);
z=Bsag(4,:)~Bsag(3,:);
f=cross (x,vY);
b=norm({f);
a=normi{x) ;

c=f*z"';
T=((n-3)./(n-1)).%*c/ (b."2);
T

end

2.6.3. Bezier Yiizeylerinin Egrilikleri

Teorem 25: B(u,v)= ZZP B (1)BY (v) bigiminde verilen bir Bezier yiizeyi igin

i
i=0 j~0

son nokta interpolasyon ve son nokta teget dzellikleri agagidaki bigimde verilebilir:

1- B(u,v)| w0 =P Ve B(uV) @iy =P dir. (son nokta interpolasyon 6z.)

2- Bu (u9 V)I(u,v)=(0,0) = n(I’IO - POO) ve Bu (u’ V)l(u,v)=(l,1) = n(an - I)(n—l)m)

B,(u,v P,) ve B,(u,v)| =m(P

nm n(m

) l(u,v)=(o,0) =m(F, ) dir.

(son nokta teget 6z.)

(u,v)=(L,1)

Ispat: 1- Verilen Bezier ylizeyinin (0,0) noktasinda sahip oldugu degeri,

B(u,v) (,v)=(0.0) £ ( OPUB;“(O)JB ©
=
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bi¢iminde yazilabilir. Bezier egrilerinin son nokta interpolasyon 6zelliginden (14) biliyoruz
ki, j indisine gbre yazilan Bezier egrisinin v = 0 noktasmdaki degeri, j = 0 olan kontrol
noktasina esittir. Buradan,

(a,9)=(0.0) Z.; (Pio )B:l O]

yazilabilir. Yine (14) ten i1 indisine gore verilmis bir Bezier egrisinin u = 0 daki degeri
i =0 indisli kontrol noktasina esit oldugundan

B(u,v)

B(u’ V)l(u,v)=(0,0) = P00
dir. Benzer gekilde

B(u,v) v = P
oldugu goriilebilir.

2~ (57) bigiminde verilen Bezier yiizeyi i¢in u ve v parametrelerine gore kismi
tirevler almirsa, bu kismi tiirevlerin (0,0) noktasinda sahip olduklar1 degerleri bulunabilir.
u parametresine gore kismi tiirev igin,

n—i

B, (W V)|, o) = Z(i n(Pyp); —Py) BT (0))]3?-1 0)
i=0 \ 0
- nni (2 P1+1)J j i (0)- Z PIJBT (O))B;H ©)

i=0 \_j=0

= nz (P, G+ Py )B;H 0)

=n(P, —Py)
bulunur. Paralel sekilde,

n—1

B, (u, V)l el = Z(Em: n (P(i+1)j ~P ) BT (1))]3?—1 )
i=0 \_j=0
= nz (2 Piiny; JBIJD O~ Z P‘JB;]1 (1))B‘i‘~1 M

=0

n-1

—nz( (i+)m Pm)B?_l(O)

i=0

=n(P,, (n—~l)m)

oldugu goriilir. Benzer gekilde v parametresine gére kismi tiirev alndigmda diger
ifadelerin de dogru oldugu kolayca gériiliir. ¢



93

n m

Teorem 26: Parametrik ifadesi B(u,v)= ZZP B (u)B{'(v) bi¢iminde verilen bir

i
i=0 j=0

Bezier ylizeyine ait ikinci tiirevler,
1- B, (u, v)l(u,v)=(0,0) =n(n—1)(Py, —2P,, + Py)

2- B, (W V)|, 00, = AP, — Py =Py +Byy)
3-B,(u, V)l(u,v)=(0,0) =m(m—1)(Fy, - 2P, +Fy,)
dir.
n—-2 m
ispat: 1- B (u,v)= ZZ[n(n D®uz; = 2Py Pij)] B! (u)B" (v)dir. O halde,
i=0 i=0
n—2
Blm (u9 V)‘(U,V)=(0,0) = Z( [n(n 1)( (1+2)] (l+l)j )] Bm (O)JB 2 (0)
i=0 \ i=0
n-2
=n(n- 1)2 (P(1+2)0 (1+1)0 +P, )Bn—2 )]
i=0
=n(n-— D(Z PriayoBi B{™*(0)- 22 PriyoBi B! (0) "‘2 P, B (O))
i=0 i=0
=n(n—1)(Py —2P,, +Py)
bulunur.
n—-1 / m~1
2-B,,(u, V)l(u,v)=(0,0) Z(z [nm( GG T (1+1) i 1(j+1 )] Bm-l (O)JBD—I 0)
i=0 \ i=0
-1
= an( ity — Psnyo — B + Py H V)
i=0
n-1 n—1 n-1
= nm(z Py Bl (0)—~ 22 inoBi (0)— 22 P,B{™(0) +Z P,B;™ (0))
i=0 i=0
= nm(Pn —Py—Py +Poo)
elde edilir.
n m—2
3- B, (u,v) = Y[ m(m—1)(Py;, — 2P,y + ) | B} (@)B}*(v) dir. O halde,
i=0 i=0

n—2

IO I, ( D [0~ )P~ 2P0+ By) |BRO) [BE2(0)

=

=m(m—l)i( —2P, +P,)B!(0)

i=0
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=m<m«1)[i B,BI(0)-2) BBI()+)] PwB:‘m))

i=0
=m(m—1)(Py, — 2P, +Py)

bulunur. ¢

Teorem 27: B(u,v)= ZZPﬁB? (w)B7(v) biciminde verilen bir Bezier yiizeyinin
i=0 j=0

birinci kuadratik form ifadesindeki E, F, G katsaylarmm, (u,v) = (0,0) noktasindaki

degerlerinin kontrol noktalari cinsinden ifadeleri,

1- E=(B,(1,v),B,(u, V)>((u,v)=(0,0) =0’ [P~ Py “2
2 F=(B, @B, @), o0 =DmM(Po ~Poo, Py~ Pay)
3-G=(B,(WV)B, (W), 00 =M [P = Poo

dir.
Ispat: 1- E=(B, (u,v),B,(u,v))

o = (8 (Pro = Pon)s 1Py =Pip))
=0’ ((Py ~Poo)s(Bo P )
=0 |B, =By

dir.

2- F=(B,(,v),B, (V)| o ={n( ~Pp),m(Py; ~Pp))

.—.-nm((PlO —Poo)>(Po1 —P00)>

dir.
3-G=(B,(u,v),B,(u, ")>Lu,v)=(o,0) = (m(P,, —Py), m(P;, — Py, )}
=m’ [P, ~ Py, "2
oldugu rahatga goriilebilir. ¢
Sonu¢ 6: Kontrol noktalari Pj; noktalari olan ve B(u,v)= Zn: iPﬁBﬁ‘ (WBT (V)
i=0 j=0

biciminde verilen bir Bezier ylizeyinin Birinci kuadratikk formunun  (u,,v,)=(0,0)
noktasmdaki ifadesi
ds* =n’|Py ~ Py | du® + 20m(P,, Py, Py, ~ Py ) dudv+m? B, ~ P ||” dv?
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bigimindedir.
Ispat: Aciktir. ¢

i
i=0 j=0

Sonug 7: Kontrol noktalari Pj noktalan olan ve B(u,v)=) » PB!(WB}(v)

bigiminde verilen bir Bezier ylizeyinin Birinci kuadratik formunun verilen keyfi bir
(u,,V,) noktasmdaki ifadesi

ds” =n? [Py ~ Py | du? + 20m (P, — Py, By, — P,y ) dudv+m? [P, ~ P, [ dv?
bigimindedir. Burada P,,,P,, ve P, noktalari, Bezier ylizeyinin (u,,v,) noktasmda bdlme

algoritmasi ile elde edilen Yepes Bezier ylizeyinin kontrol noktalaridir.
Ispat: Aciktir. ¢

Teorem 28: Parametrik ifadesi B(u,v)= ZXPUB:‘ (u)B}' (v) bigiminde verilen bir
i=0 j~0

Bezier ylizeyinin normal vektdrii ile ikinci kuadratik formun katsayilar olan e, f, g
fonksiyonlarmin (u,v) = (0,0) noktasindaki degerlerinin, kontrol noktalar1 cinsinden
ifadeleri asagidaki gibidir:

— ((PIO _Poo)x(Pm“‘Poo))
' “((Pl() = Poo ) x (Py; — Py ))”

1- N(u, V)

2 e=(By WIN@W), 0 =ﬁc(~nx;cl)"<cl,(c4xcs)>

3- £ =(B,, (u,V),N(u,v))

_ nm
(wv)=(0,0) "04 Xc, ” <C3a04 X c5>

2D (eyxey))

4- g= (Bw (u,v),N(u, V)> @V=0.0) ”04 XCs "

dir. Burada ¢, =Py-P, , ¢,=P,-P;, ¢;=P,~B,, ¢, =P ~Py, c,=P, ~ Py,
bi¢imindedir.

(6B, -hy)
(,9)=(0,0) "(n(P10 —Py)xm(P, - Py, ))”

nm ((By —Py) x (P ~Py))
nm (P, — Py, ) x (P, — POO))“

((Pm =P ) x (B, =Py ))
((Plo - Poo )% (Pm - Poo ))H

Ispat: 1- N(u, v)|
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((PIO — Py )X Py = Poo)) >

2- e= (Buu (u,v),N(u, V))I(u,v)=(o,0) - <n(n - (P20 ol ) ’ ll((Pw —Poo ) By =P ))“

_ n(n-1) NP . i
) TR (P =)~ (Bro —Poa))- (B ~Pon)x By ~B))
_ n(n—1) ~ B .

= ((Plo _POO) X (PO1 _Poo )) ((on Plo)’((Pm Poo)x (Pm Po0 ))>

=M c,,{C, XC
e %)

3- f=(B,(u,v),N(u,v))

((Pw—Pm)x(Pm—Pm))>

(0 i <IHH(PH oot POO ) , “((PIO —Poo)x (Po, — Poo ))”

nm
B H((Plo — Py ) x (B = Pog ))“

i} II((PIO — Py ) x (Py; — Py ))"

<((P11 - PlO) - (POl — Py )) > ((Plo — Py ) x (P, — Py ))>

((Pu -Py ) 7((P10 =Py ) x (P, — Poo)»

=m<c3,c4xc5)

P,—P P, -P
4- g= <Bw(ll, V)a N(ll, V))l(u,v)=(0,0) — <m(m - 1)(P(yz - 2P01 + Poo)3 "(( - * ) X ( — - )) >

((PIO e Poo) X (P, = Pyy ))“
_ m(m—1)

ﬂ((PIO —Py) x (P, — Py ))”
m(m—1)

) “((PIO =Py ) x (By =Py ))“

m_(m—_l)_(cz,(% xc,))

) Jesxcs

dir. ¢

<((P02 —Fy ) "(Pm —Py )) ’((PIO — Py ) x (Py; —Fo ))>

<(Poz - Pm )’((Pm - Poo) X (Pm - Poo )))

Sonu¢ 8: Kontrol noktalari Pj noktalari olan ve B(u,v)= P.B" (u)BY (V)
i j

i
i=0 j=0

bigiminde verilen bir Bezier ylizeyinin fkinci kuadratik formunun  (u,y,v,)=(0,0)
noktasidaki ifadesi ¢, =P, —Pg , ¢, =Py, — Py, ¢, =P, —Py, ¢, =P —Py, s =P, —Fy

olmak tizere,
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n(n-1)

e, x

bi¢imindedir.
Ispat: Agiktir. ¢

< (c4xcs))du +2—

<C (®), N) o ——{c5.¢, ><cs>dudv+Lngn—_g@z,(c‘,><<:5)>dv2

o fouxed]

Teorem 29: B(u, V)=22P BI(WB}(v) bigiminde verilen bir Bezier yiizeyinin

1
i=0 j=0

Gauss ve ortalama egrilikleri kontrol noktalar1 cinsinden, ¢, =P,,—P, , ¢, =P, -F,,
c,=P,—-P,, ¢, =P, ~P,, ¢, =P, —P, olmak lizere agagidaki gibi ifade edilebilir:
~D(n-1
(m=T)n- )(n )<c1 (c4xcs)>( 2,(c4><c5)>—<c3,c4><cs>2
Jeoxes[? (Jeul ool ~(ecrc,)’)

1 {"05"2 @-h (cv(c4 xcs)>-2(c4,cs>(c3,c4 xcd*'w(cl’(c‘* xc5)))

eoced
" )
dir.
Ispat:
n(n-1) e (c m(m-1) C, XC c..c, xc. Y
B L il 6 Lk Y i
EG-F* n’ “Plo’"Poo”2 m’ [Py, — Poo" —n’m” (P —Pyo), (Py; — P°°)>2

5" ((m—l)(n—l)(cl,(c4 X cg)x(:z,(c4 X 05)) —nm(c;,c, % 05>2)
m (fo [ s I (o5’

@%llg(cl,(q x5 )){c,. (<, ><c5))—(c3,c4 xcg)’

ooy (Jeal fesl” ~{euscs))

1(eG—2fF+gE
H=_|——
2\ EG-F

”°4

nmzuts)\i C(SIIlI -b {c»(cq xc5)) —2%%(03,04 xcs)-l-glilﬁ::——i%l@p(% xcs))

N )
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nm

o g sl =D e xes)) =2 ey s ntam=Dl oo )

e S

B M_||c5||2(n—l) c,(c,xc.))-2{c,,c.){c,,c, xc +~_ﬁ__?(m—1)"c4"2 c,,(c,xc
“04)<05“( n ( 13( 4 5)) 2( 49 5)( 35Cy 5> m ( 2:( 4 5))]
(“c4“2 “05”2 _("4705))

dir. ¢

Boylece, (u,v) = (0,0) noktasmdaki egrilikler verilmis oldu. Bir Bezier yiizeyinin
keyfi bir (u,v) noktasindaki egriliklerini elde etmek igin, (ug,vo) noktasmda Bezier
yiizeyine bSlme algoritmast uygulanir. B(ug,vy) degeri ve alt ylizeyler elde edilir. Elde
edilen alt yiizeyler, B(up,vo) degeri (0,0) noktasina karsihk gelecek sekilde tekrar
parametrelenir ve yeni ytizeylerin (0,0) noktasindaki egrilikleri baslangigtaki B(u,v)
Bezier ylizeyinin egriliklerini verir.

2.6.4. MATLARB ile Bezier Yiizeylerinin Egrilikleri

MATLAB ile bir Bezier yiizeyinin verilen (uo,vo) noktasindaki Gauss egriligi icin
asagidaki gibi bir algoritma verilebilir:

n=input ('Yizeyin u parametresine gdre derecesini giriniz (n)"'\n');
m=input {'Yizeyin v parametresine gdre derecesini giriniz (m)''\n');
ul=input ('u0 degerini giriniz''\n'");
vO=input ('v0 dederini giriniz''\n'});
BO=input{'Pij kontrol
noktalarini, [PO0;...;POm;P10;...;Plm;...;Pn0;...;Pnm] biciminde
giriniz''\n');
if u0==0 & v0==0

cl=BO(2.* (m+1)+1,:)-BO(m+2, :);

c2=B0O(3,:)-B0(2,:);

c3=B0 (m+3, :)-BO(m+2, :);

c4=B0 (m+2, :)-BO(1,:);

c5=B0(2,:)-B0O(1,:);

x=cross{c4,ch);

y=norm(x) ;

K=({({m~-1).*(n-1)) ./ (m.*n)).*((cl*x").*(c2*x")~
(e3*x").72)) ./ {{norm(x)."2) .*{{{norm{c4)).”2) .* (norm(c5)) ."2) -
(cd*ch')."2);

'Yizeyin (u0,v0) noktasindaki gauss eJriligif

K
else

((n+2) .*(n+1))./2;

P
g={(m+2) . * (m+l})./2;

o
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for a=0:n
D=BO0(a.* (m+1l)+1: (a+l).*(m+1l),:);
for j=1l:m
=(J.F (L))~ ((F.%{3-1))./2);
=((3-1) . * (m+1)) = ( (3-1) . * (§-2)) . /2;
for i=l:m+1-j

D(s+i,:)=D(k+i,:).*(1-v0)+D(k+i+1,

end
Bsol (j+1,:)=D(s+1l,:);
Bsag{m+1-j+1,:)=D{(s, :);
end
Bsol(1l,:)=D(1,:);
Bsag(l,:)=D(g,:);
Ysol{{a.* (m+1)+1: (a+1l).* (m+1l)), :)=Bsol;
)R

Ysag{{a.* (m+1)+1: (a+l).* (m+1)),:)=Bsaqg;
end
Ysol;
Ysaqg;
for a=0:m
for b=0:n
C(b+1l, :)=Ysol (b.* (m+1)+1l+a,:);
end
for j=l:n
s=(3.*{n+t1))-((J.*(3-1))./2);
k={((3-1).*(n+1))=-((3-1) . *(3-2))./2;
for i=l:n+l-j
C(s+i,:})=C(k+i,:).*(1-u0)+C(k+i+1, )
end
Ksol(j+1,:)=C(s+1,:);
Ksag(n+l-j+1,:)=C(s, :);
end

Ksol(1l,:)=C(1l,:);
Ksag(l,:)=C(p,:);
Ysolsol((a.* (n+1)+1: {a+l).*(n+1)),:)=Ksol;
Ysolsag({(a.* (n+l)+1l: {a+l).*(n+l)), :)=Ksag;
end
Ysolsol;
Ysolsag;

for a=0:m
for b=0:n
C{b+1l,:)=Ysag(b.* (m+1)+1+a,:);
end
for j=1:n
s={(j.*{n+1))-((
k=((j-1) .*(n+l)
for i=l:n+l-j
C(s+i,:)=C(k+i, :).*(1-ul)+C(k+i+1,:)
end
Ksol (j+1,:}=C(s+1,:);
Ksag (n+1-~j+1,:)=C(s,:);
end
Ksol (1, :)=C{
Ksag(l,:)=C{
*{
*(

J.*(3-1))./2);
)=({3-1). *(j 2))./2;

r $):
’ t):
+1¥+1: (a+1) . * (n+1), : )=Ksol;
n+l)+1: (a+l) .*{n+l), :)=Ksaqg;

1
B
Ysagsol(a.*(n
Ysagsag(a.
end
Ysagsol;
Ysagsag;
cl=Ysagsag{2.* (m+1l)+1,:)-Ysagsag(m+2,:);

:) *v0;

-*ul;

.*ul;
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c2=Ysagsag (3, :)-Ysagsag(2,:);
c3=Ysagsag (m+3, :)-Ysagsag(m+2,:);
cd=Ysagsag(m+2, :)~Ysagsaqg(l,:):
c5=Ysagsag(2,:)-Ysagsag(l,:);
x=cross{c4,cbh);
y=norm(x);
K={(({m-1).*(n-1))./{m.*n))
(c3*x').72)) ./ ((norm(x) ."2) . *(
(c4*ch')."2);
'Yizeyin (u0,v0) noktasindaki gauss edriligi’
K
end

*((cl*x") .* (c2%x") -
(

E norm(c4)).”2).*{norm(ch)) .”2)~

Benzer sekilde, MATLAB ile bir Bezier yiizeyinin verilen (uo,vo) noktasindaki
ortalama egriligi icin de asagidaki gibi bir algoritma verilebilir:

=input('Ylizeyin u parametresine gore derecesini giriniz (n)''\n");
m=input('Ylzeyin v parametresine gore derecesini giriniz (m)''\n');
ulO=input {'u0 dederini giriniz''\n");
vO=input {('v0 deferini giriniz'’'\n'};

BO=input{'Pij kontrol
noktalarini, [P00;...;P0m;P10;...:;Plm;...;Pn0;...;Pnm] biciminde
giriniz''\n');
if u0==0 & v0==
cl=BO(2.* (m+1)+1,:)-BO(m+2,:);
c2=B0(3,:)-B0(2,:);
¢3=B0 (m+3, : ) ~BO {(m+2, ) ;
c4=B0 (m+2,:)-BO(1,:);
c5=B0(2,:)-BO(1,:);
x=cross{cd4,ch);
y=norm{x) ;
e=norm(x).* ({norm(cd) .*norm{c5})."2-(cd*cH')."2);
we={ (norm(c5)).”2) . *({{n-1)./n).*(cl*x");
we={(m-1)./m) .*(c2*x").* (norm(c4)) . 2;
H=(we-2.*{cd*cH").* (c3*x")+we) . /e;
*Yizeyin (u0,v0) noktasindaki ortalama edriligi’
H
else

p=((n+2) .*{n+1})./2;
g=((m+2) . * (m+1})./2;
for a=0:n
D=BO(a.* (m+1l)+1l: (a+1) . *(m+1l),:);
for j=1:m
s=(J.* (m+1)) - ((J.*(3-1)) ./2);
k=((3-1) > (m+1)) - ((3-1).*(J-2))./2;
for i=l:m+l-3
D(s+i, ¢)=D(k+i,:) . *{1-v0)+D(k+i+1, :).*v0;
end
Bsol (j+1,:)=D(s+1,:);
Bsag (m+l-j+1,:)=D{(s,:);
end

Bsol({1l,:)=D(1,:);
Bsag(l, :)=D(q,:);
Ysol({{a.*{(m+1)+1: (a+l) .*(m+1)), :)=Bsol;
Ysag((a.*(mt+l)+1: {a+l).* (m+1)), :)=Bsag;
end
Ysol;
Ysag;
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for a=0:m
for b=0:n
C(b+l,:)=Ysol({b.* (m+1l)+1l+a,:);

end
for j=l:n
s=(F.* (n+1) )~ ((F.*(3-1))./2);
k=((j=1) .* (n+1) )~ ((3-1) . *(§~2)) . /2;
for i=1l:n+l-j
C(s+i,:)=C(k+i,:).*(1-ul)+C(k+i+1,:).*ul;
end

Ksol (j+1,:)=C(s+l,:);
Ksag{n+l-j+1,:)=C(s,:):
end
Ksol(l,:)=C(1l,:);
Ksag(l,:)=C(p,:);
Ysolsol{{a.* (n+1)+1:(a+l).*(n+1)), :)=Ksol;
Ysolsag((a.*(n+l)+1l: {(a+l).*(n+1l)), :)=Ksag;
end
Ysolsol;
Ysolsag;

for a=0:m
for b=0:n
C(b+1,:)=Ysag(b.* (m+1l)+1l+a,:);
end
for j=l:n
- (3.%(n+1)) = ((3.* (3=1)) . /2);
=((3-1) .*(n+1)) - ((F-1).*(3-2)) ./2;
for i=l:n+1l-j
C(s+i, :)=C(k+i,:).*(1~u0)+C(k+i+1,:).*ul;
end
Ksol (j+1,:)=C{s+l,:);
Ksag(n+l-j+1,:)=C{(s,:);
end
Ksol(l,:)=C(1,:);
Ksag(l,:)= (p,.),
Ysagsol(a. (n+1)Y+1: (a+1) . * (n+1), : )=Ksol;
Ysagsag(a. *(n+1)+1 {a+l) .* (n+l), :)=Ksag;
end
Ysagsol;
Ysagsag;
cl=Ysagsag(2.* (m+1)+1, :)~-Y¥Ysagsag(m+2,:);
c2=Ysagsag (3, :)-¥Ysagsag{2,:);
c3—Ysagsag(m+3,:)—Ysagsag(m+2,:);
cd=Ysagsag(m+2, :)-Y¥Ysagsag(l,:);
chb=Ysagsag(2,:)-Ysagsag({l,:);
x=cross (cd,cd);
y=norm(x) ;
e=norm(x).* ({norm{cd).*norm(cb)) . 2-(cd*ch")."2);
we={ (norm({c5))."2).*{{n~1)./n).*{cl*x");
we={(m-1)./m).*{c2*x").* (norm(cd))."2;
H=(we—-2.* (cd*c5"') .* (c3*x")+wc)./e;
'Yizeyin (u0,v0) noktasindaki ortalama edriligi'
H
end



3. SONUCLAR

Tezde elde edilen 6nemli sonuglar sunlardir:

1. Bernstein polinomlarinmn lineer bagimsizhgmdan dolayr Bezier egrilerinin kontrol
noktalarryla tamamen ve tek tiirlii olarak ifade edilebilecegi gosterilmistir. Bu konuda
Teorem 15,16,17 ve 18 ile Sonug 3 verilmistir.

2. Sonug 4 ile Pargali Bezier egrilerinin ancak (86) sarti saglandign takdirde C°
sinifindan oldu@u verilmistir.

3. Bezier ve rasyonel Bezier egrileri ile Bezier yiizeyleri i¢in sayisal algoritmalarin
MATLAB programinda kodlar1 sunulmustur.

4. Teorem 23 ve Teorem 24 tc Bezier ve rasyonel Bezier egrilerinin egrilik ve
burulmalarinin (torsiyon) kontrol noktalar1 ve agihklart cinsinde ifade edilebilecegi
gosterilmis ve bunlarn kontrol noktalan tiirlinde ifadeleri verilmistir.

5. Sonug¢ 6 ve sonu¢ 7 ifadeleri ile bir Bezier yiizeyinin birinci temel kuadratik
formunun  (wv) = (0,0) noktasmdaki ifadesinin tamamen kontrol noktalar1 ile
verilebilecegi belirtilmistir. (u,v) # (0,0) durumunda ise, birince temel kuadtarik form
ifadesinin, yiizeye (u,v) noktasmda bolme algoritmasi uygulanarak elde edilen Yggeme
Bezier yiizeyinin kontrol noktalar cinsinden ifade edilebilecegi g&sterilmistir.

6. Sonug 8 ve Teorem 29 ifadeleri ile de bir Bezier yiizeyinin ikinci temel kuadratik
formunun, ortalama ve Gauss egriliklerinin  (u,v) = (0,0) noktasmdaki ifadelerinin
tamamen kontrol noktalan ile verilebilecegi belirtilmistir. (u,v) # (0,0) durumunda ise
kontrol noktalar: olarak, ylizeye bolme algoritmas: uygulanarak elde edilen Yageag Bezier
ylizeyinin kontrol noktalar alnabilecegi ifade edilmistir.



4. ONERILER

1. Bezier egrive ylizeylerinin otomobil sanayiinden ugak sanayiine kadar ¢ok genis
bir yelpazede kullanihyor olmasi ve yapilan modellemelerde knot denilen kontrol
noktalarmin kullaniiyor olmasi nedeniyle tezde alman sonuglarm ilgili sektorlerde
yapilacak olan ¢aligmalara katki saglayabilir.

2. Yiizeyleri tanmak, bir takim dOnliglimlerde nasil bir degisime ugrayacagim
kestirmek igin pratik en iyi bilgi ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleridir. Bu egriliklerin
Onemi bunlarn parametre degigimine bagh olmamalarmdan gelmektedir. Bu nedenle de
yiizeye ait birinci ve ikinci temel kuadratik formlarla Gauss ve ortalama egriliklerin
kontrol noktalar1 ile ifade edilebilmesi ¢ok onemli olmaktadir. Yapilan bu ¢aliyma ilgili
sektdrlerde yapilacak olan ¢alismalara bu konuda da yardmmce: olabilir.

3. Bezier ylizeyleri, koordinat egrileri Bezier egrileri olan ylizeylerdir. Koordinat
egrileri, bir parametreye gore Bezier egrileri, difer parametreye gére ise Bezier formatinda
olmayan parametrik egriler olarak alnarak yari-Bezier yiizeyleri tamimlanabilir. Boylece
diferansiyel geometri agisindan daha genis bir perspektifte incelenebilir.
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