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SIMETRILERININ SAPTANMASI UZERINE DIFERANSIYEL BiR YAKLASIM:
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Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Yasemin SAGIROGLU

2022, 74 Sayfa

Bu tez calismasinda, iki 6nemli denklik problemi ele alinmistir. Birinci problem
parametrik hiperyiizeylerin Oklid denkligi iken, ikinci problem ii¢ boyutlu rasyonel ce-
birsel egrilerin projektif denklik ve simetrilerinin tespitidir. Bu problemler i¢in invaryant
teorinin etkin kullanimi ile ¢6ziim tiretilmesi amag¢lanmistir. Birinci problemin ¢6ziimii i¢in
hiperyiizeylerin Oklid grubuna gore diferansiyel invaryantlari tespit edilmis ve bu in-
varyantlarin tam sistemi elde edilmistir. Yine benzer sonuclar 6zel Oklid grubu icin de
arastirllmistir. Buradaki sonuclar sayesinde tezin diger probleminin ¢oziimii icin gerekli
bakis agist olusturulmustur. Ikinci problem icin rasyonel egri parametrizasyonlari projektif
uzayda ele alinmis olup, bu sayede rasyonel fonksiyonlarin kullanimindan kag¢inilip, bunun
yerine tiim girdileri polinomlardan olusan temsillerle calisilmistir. Indirgenmis formdaki
rasyonel egrilerin uygun parametrizasyonlarinin, bilineer yeniden parametrelenislere gore
tek tiirlii bir temsil oldugu bilinmektedir. Bu bilginin iizerine insa edilmis ve projektif
diferansiyel invaryantlar1 merkezine alan bir yontem olusturulmus, bu yontem bir algoritma
haline getirilip, MAPLE™ (2021) bilgisayar cebir sistemi kullanilarak genis kapsamli

testlerle algoritmanin performansi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel invaryant, Projektif denklik, Projektif simetri, Algoritma,
Hesaplamali cebirsel geometri
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In this thesis, two important equivalence problems are discussed. While the first
problem is the Euclidean equivalence of parametric hypersurfaces, the second problem is
the detection of the projective equivalences and symmetries of three-dimensional rational
algebraic curves. It is aimed to produce solutions for these problems with the effective
use of invariant theory. For the solution of the first problem, differential invariants of the
hypersurfaces according to the Euclidean group are determined and the complete system
of these invariants is obtained. Again, similar results are also investigated for the special
Euclidean group. Thanks to the results obtained here, the necessary perspective for the
solution of the other problem of the thesis is formed. For the second problem, the rational
curve parametrizations are considered in the projective space, thus we avoid the use of
rational functions, instead, we study with representations whose inputs are all polynomials.
It is known that proper parametrizations of rational curves in reduced form are a uniform
representation with respect to bilinear reparametrizations. A method based on projective
differential invariants is constructed based on this knowledge. This method is turned into
an algorithm and the performance of the algorithm is examined by extensive tests using the
MAPLE™ (2021) computer algebra system.

Keywords: Differential invariant, Projective equivalence, Projective Symmetry, Algorithm,
Computational algebraic geometry
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Unlii matematikci Sophie Germain, ” Algebra is nothing more than geometry, in words;
geometry is nothing more than algebra, in pictures.” sozii ile geometri ve cebirin ne kadar
i¢ ice oldugunu vurgulamistir. Cok gecmeden Felix Klein, Erlangen Program (Klein, 1872)
adl {inlii calismasiyla, geometrileri grup teori temelli siniflandirmigtir. Bu tarihlere kadar
geometri dendiginde aslinda Oklid geometrisi anlagiimaktaydi. Farkli geometriler (Oklid ol-
mayan geometriler) ise bu tarihten sonra ortaya atilmisti. Fakat bu geometrilerin birbiriyle

iligkisi ve hiyerarsik yapisi belirlenememisti. Erlangen Program’da,

* Projektif geometri, Klein’1n ele aldig1 diger tiim geometriler icin birlestirici bir ¢erceve
olarak vurgulanmistir. Ozellikle Oklid geometrisi afin geometriden daha kisitlayicidir,

afin geometri de projektif geometriden daha kisitlayicidir.

* Klein, simetri fikrini soyutlamak icin cebirsel yontemler kullanan bir matematik
dali olan grup teorinin geometrik bilgiyi diizenlemenin en yararli yolu oldugunu

vurgulamistir.

* Klein, her geometrik dilin kendine 6zgii uygun kavramlar1 oldugu fikrini cok daha agik

bir sekilde ortaya koymustur.

Burada en 6nemli sonug iiciincii sonuctur. Klein, her geometrinin kendine ait bir kon-
septe sahip oldugunu gostermistir. Yani, bir geometrideki anlamli bir yapi, diger bir geomet-
ride bir sey ifade etmeyebilir. Ornegin, projektif geometri, konik kesitler hakkinda bilgi ve-
rirken, cemberler ya da acilar hakkinda bilgi vermez. Ciinkii, cemberler ve acilar, projektif
doniistimler altinda invaryant (degismez) degildir. Boylece, bir geometrinin, onu belirleyen
doniisiim grubuna gore invaryantlardan olustugu sdylenebilir. Bu da, geometri problemlerini

cozmede invaryant teori yontemlerinin ne kadar biiyiik bir oneme sahip oldugunu gosterir.

Invaryant teori, gruplarin ¢esitli matematiksel yapilar lizerindeki hareketlerini ve bu
hareketin fonksiyonlar iizerindeki etkisini inceleyen, cebirin bir alt dahidir. Klasik teoride
problem, bir doniisiim grubunun elemanlar1 altinda degismeyen ya da invaryant olan po-
linomlarin acik bir bigimde belirlenmesidir. Ornegin, 6zel lineer grubun, n x n tipindeki

matrisler grubu iizerindeki hareketini ele alalim. Bu hareket i¢cin determinant fonksiyonu



invaryanttir. Cilinkii bir matrisin determinanti ile ayn1 matrisin grup hareketi altindaki deter-

minant1 aynidir.

Invaryant teorinin birinci problemi: G bir grup, V, bir I’ cismi iizerinde taniml1 sonlu
boyutlu bir vektor uzayi, F/[V] kiimesi de katsayilart £ de olan, V' nin polinomlarinin halkasi
olsun. Diger yandan herhangi bir f € F[V] ve her g € G i¢in eger f(gx) = f(z) oluyorsa,
f polinomuna G-invaryanttir denir. Tiim invaryant polinomlarin cebiri ise F'[V]¢ ile ifade
edilir. £[V]% sonlu iiretilmig midir? Yani bu cebirin her bir elemam sonlu sayidaki invaryant

polinomlar cinsinden yazilabilir mi?

Ormnegin, G olarak ozel lineer grup ve V olarak da n x n tipindeki matrisler grubu
alinirsa, F'[V]¢ cebiri, determinant polinomu tarafindan iiretilen, tek degiskene bagli bir po-
linom cebirine izomorftur. Daha acik bir ifadeyle, F[V]¢ cebirindeki her bir invaryant poli-
nom, determinant polinomunun kuvvetlerinin bir lineer toplami seklinde yazilabilir, yani her

bir invaryant polinom, determinant ile iiretilebilir.

Invaryant teorinin ikinci problemi: Eger birinci problemin yaniti evet ise, minimal bir
taban bulunabilir mi? Yani, iiretec olarak elde edilen invaryant polinom sistemi i¢cindeki poli-
nomlar arasinda iligkiler elde edilebilir mi? Bu iligkiler kullanilarak, iiretec sayis1 azaltilabilir

mi?

Minimal bir baz (sistem) elde etmenin avantaji, incelenecek ya da hesaplamaya dahil
edilecek polinom sayisint minimum seviyede tutmasidir. Boylece hesaplama basamaklari

azaltilmig ve hesaplama siiresi de kisaltilmig olacaktir.

Burada verilen yaklasimlarin cevaplayabilecegi en 6nemli problemlerden biri denklik
problemi” dir. G bir grup ve V' de bir vektor uzay1 olmak iizere, G nin V' lizerindeki hareketi
dikkate alinsin. u, v € V iki vektor olmak iizere, eger G nin bir g elemant i¢cin v = gu olu-
yorsa, u vektorii v vektoriine G grubuna gore denktir (G-denktir) denir. Bu tanimlama sonlu
sayida vektorden olusan iki sistem i¢in de gecerlidir. Burada invaryant teorinin denklik prob-
lemine dahil oldugu nokta denk olan vektorlerin invaryant polinomlar altindaki goriintiileri-
nin esit olmasidir. Yani, u ve v GG-denk iki vektor ise bu durumda bir f invaryant polinomu
icin f(u) = f(v) dir. Bu dogal gerektirmeyi elde etmek kolaydir: u ve v vektorleri, G-denk
olduklarindan, v = gu olacak sekilde bir ¢ € GG elemani mevcuttur. Bu durumda, f bir in-
varyant polinom oldugundan f(v) = f(gu) = f(u) dur. Bu gerektirmenin tersi her zaman
dogru degildir. Bu ise bir bagka 6nemli problemi ortaya ¢ikarmaktadir. f bir invaryant poli-
nom ve f(u) = f(v) iken hangi kosullarda u ve v vektorleri G-denktir? Bu ancak minimal

tirete¢ sistemindeki tiim invaryant polinomlarin esitligi ile gergeklenir.

Denklik problemi, matematigin her alanini ilgilendirdigi gibi geometri alani icinde de



kendine yer bulmustur. Klein’in elde ettigi sonuglara gore her bir geometri, ilgili doniistim
grubuna gore invaryantlar ile tanimlanir. Bahsi gecen doniisiim grubu, o geometrideki
yapilarla 6nemli bir iligki icerisindedir. Eger bu doniisiim grubunun bir eleman vasitasi ile,
o geometrideki iki yap1 arasinda gecis yapilabiliyorsa, bu yapilara ilgili geometriye gore
denktir denir. iki yapinin denk olmasi demek de, o geometride bu yapilarin ayn1 geomet-
rik Ozelliklere sahip oldugu anlamina gelir. Boylece bu yapilarin simiflandirilmasi saglanmis
olur. Dolayisiyla herhangi bir geometrideki denklik problemini ¢c6zmek, ger¢cek hayat prob-
lemleri i¢in nemli fikirler verir. Ornegin, Oklid geometrisinde, denk egrileri ele alalim. Bu
egrilerden biri, digerinin dondiiriilmiis ve otelenmis halidir. Yani uzaydaki bir egri, egilip
biikiilmeden, bagka bir konuma gétiiriiliirse, elde edilen yeni egri Oklid geometrisine gore
ilk egriye denktir ve ilk egriyle ayn1 geometrik 6zelliklere sahiptir. Bu islemin bir avantaji,
bu iki egriden hangisi ile ¢calismak, ilgilenilen problemin ¢oziimiine kolaylik sagliyorsa, o

egri ile ¢aligilabilmesidir.

Genel olarak geometrinin 6nemli bir problemi olan denklik problemi, diferansiyel ge-
ometri ve cebirsel geometrinin ortak konusudur. Iki calisma alaninda da ortak ilgi, temel
olarak her bir doniigsiim grubu i¢in egri ve yiizeylerin denkliklerini acik bicimde elde ede-
bilmektir. Ancak burada en 6nemli ayrim egrilerin parametrelenigleridir. Ciinkii iki egrinin
ya da ylizeyin denkligini hesaplamak i¢in Oncelikle parametreleniglerin bu duruma etkisini
belirlemek gereklidir. Ornegin, cebirsel egrilerin denklikleri hesaplanirken, ilgili gecis pa-
rametrizasyonlar1 karakterize edilmistir (Sendra vd., 2007). Bu ge¢is parametrizasyonlari
literatiirde 1y1 bilinen Mobius doniisiimleridir (Beardon, 1995; Arnold ve Rogness, 2008).
Diger yandan, daha genel egriler (cebirsel olmayabilir) i¢in boyle bir simiflama yapabil-
mek miimkiin degildir. Bu zorlugun iistesinden gelinebilmesi icin invaryant parametrizas-
yonlarin bulunmasi gerekmektedir (Aripov ve Khadjiev, 2007). Fakat, geometrinin yapisi
karmasiklastikca (afin geometri, projektif geometri gibi), bu parametrizasyonlarin elde edil-
mesi oldukca giiclesir. Ornegin, afin (2-boyutlu uzay hari¢ (Sagiroglu, 2015)) ve projektif

geometri i¢in bu durum heniiz ¢oziime kavusturulamamaisg bir problemdir.

Bu tez calismasinda, bu iki alanin ortak problemine farkli varyetelerle ¢oziim
aranmistir. Yapilan calismalarin ilk kisminda sabit parametrelenis durumunda hiperyiizey-
lerin Oklid geometrisindeki denklik problemi arastirilmistir. Tkinci kisimda ise ii¢ boyutlu

cebirsel egrilerin projektif ve afin denklik problemleri arastirilmisgtir.

Cebirsel egrilerin ele alinmasinin en onemli nedeni, bu yapilarin diger alanlarla
(Oriintii Tamima, Bilgisayar Grafikleri ve Bilgisayarli Gorii gibi) iliskisi ve gercek ha-
yat problemlerinin modellenmesine elverisli olmasidir. Cebirsel egrilere ve bilgisayar des-
tekli tasarimdaki rollerine dair en 6nemli O0rnek Bezier egrileridir (Bkz. Sekil 1). Bu

egriler, Renault’da bir miihendis olan Bézier (1968) tarafindan, ara¢ kasalarinin tasarim igin
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Sekil 1. Bezier egrisi ve kontrol noktalari

gelistirilmistir.

Bu formdaki egrilerin tercih edilmesi ya da iizerlerinde 6nemli Olciide calisma
yapilmasimin baglica nedeni bu egrilerin miidahaleye ya da yeniden sekillendirmeye miisait

olmalaridir.

1.2. Problem ve Temel Bilgiler

1.2.1. Tezin 1. Problemi Uzerine

U € R" baglantih ve acik bir kiime olmak iizere, z : U — R"*!, C> fonksiyonuna
R"™™! de bir hiperyiizey denir. z (u) = z(uy,us, ..., u,) hiperyiizeyinin birinci ve ikinci
temel formlari sirastyla g (z) = 3" gij(v)du;du; ve L (v) = > Lij(v)du;du; olarak

ifade edilsin. Eger her v € U i¢in 0, = det ||g;; (x (u)) # 0 ise z hiperyiizeyine

[
regiilerdir denir. Eger her u € U igin Ly (x(u)) # 0 ise z hiperyiizeyine d—nondejeneredir
denir.

T = (21,22, Tns1) V€Y = (Y1, Y2, - - -, Yny1), R"T de iki vektor olmak iizere

<,y >=2191 + 22Y2 + ... + Tpt1Ynta,

bu vektorlerin i¢ carpimlarim gostersin. a; € R™"! vektorlerinin ||< ag, a; >||; ,_, Gram

matrisinin determinant1 ise detGr(aq,as,...,a,) ile gosterilsin. &1 = (1,0,...,0),e9 =
(0,1,0,....,0),...,6041 = (0,...,0,1) R™ de standart ortonormal baz olmak
lizere {€1,¢y,...,6,41} kiimesini goz Oniine alalm. R™! deki {a;,as,...,a,} vektor

kiimesi icin, siitun vektorleri olarak 7' transpoze operatoriinii gostermek iizere a; =



T
(aij,agj,...,an1145)" ve e = {e1,e9,...,6n41} olarak alnsm. k& = 1,2,....n + 1

icin Py = det ||ailli_y oy pi1miriimt..n V€ Ak = (=1)'*F Py olsun. [saras ... a,] =

Ajer + Ages + ..+ A1 € R olarak tanimlansin. Bu durumda
< learay...a,),[earas. .. a,] >= detGr(ay,as, ..., ay)

oldugunu gostermek kolaydir. n = 2 icin bu esitlik Genisletilmis Lagrange Ozdesligidir
(Hummel, 1965).

R™1 deki herhangi {b,ai,as,...,a,} vektor kiimesi i¢in, [bajas...a,] =

det ||bajas . . . a,|| olarak almsmn.

Eger {a1, as, ..., a,}, R" de lineer bagimsiz bir vektor kiimesi ise bu durumda

[earas . . . ay)

VdetGr(ay, as, . .., a,)

n =

vektorii bir birim vektordiir ve her j = 1,2,...,n i¢in ([eaas . .. a,],a;) = 0 dir. Ayrica

b € R™! olmak iizere

b c.Qp
<7, b>= bards . an]
VdetGr(ay, ag, . .., ay,)
dir.
z(ug, us, ..., uy,), R*™ de bir regiiler hiperyiizey ise z in ikinci temel formunun kat-
sayilar1 2, 7 = 1,2, ..., n olmak iizere
O*x Or 0 0 _1
L(x) xr Or Ox x 5o

B Ou;0uj Ouy Ouy ~ Ouy,

bigimindedir (Aminov, 2001). n = 2 icin L;; katsayilar1 (Kreyszig, 1998) ¢aligmasinda

verilmisgtir.

Bu ¢alismada incelenecek olan geometriyi meydana getiren dontigiim gruplart M (n) ve
SM(n) gruplaridir. Burada M (n) = {F :R" — R"|F (x) = gx +b,g € O (n),b € R"}
olup O(n) biitiin n x n tipli reel ortogonal matrisler grubudur. Diger yandan SM (n) =
{F:R" = R"|F(x) =gz +b,g€ SO (n),becR"} olup burada SO (n), determinant1 1

olan n X n tipli reel ortogonal matrisler grubudur.

T = {(i,j) € Z x Z|1 <i < j < n} bir indis kiimesi olsun. Bonnet Teoremine gére
(Aminov, 2001), z(u) ve y(u) iki regiiler hiperyiizey olmak iizere, her (i,j) € T ve her
u € Uigin g;; (x (v)) = gi;(y(u)) ve Lj (z (u)) = L;j(y(u)) ise y = F(z) olacak sekilde



bir /' € SM(n + 1) doniigiimii vardir. Diger yandan, birinci ve ikinci temel formlarin
katsayilarinin bagimsiz olmadig1 bilinmektedir. Bu katsayilar arasindaki bagintilar Gauss-
Codazzi denklemleriyle verilir (Bobenko ve Eitner, 2000). Bu sebeple asagidaki temel prob-
lem ortaya ¢ikmaktadir: x,y iki regiiler hiperyiizey olmak iizere, her (i,j) € T} C T
ve her u € U igin gy (¢ (u)) = g;(y(u)) ve Ly (¢ (u)) = Li(y(u)) iken y = F(x)
esitligini saglayan bir ' € SM(n + 1) doniisiimii elde edilecek sekilde bir 77 C T alt
indis kiimesi bulunabilir mi? Yani birinci ve ikinci temel formun tiim katsayilarini kullanma-
dan denklige ulagsmak miimkiin miidiir? Eger cevap haywrsa {g;;, L;;| (¢,j) € T} sistemine

SM (n + 1) —invaryantlarin bir minimal tam sistemi denir.

Diger yandan, SM (n + 1) —invaryantlarin bagka iirete¢ sistemleri de bulunabilir (Bo-
benko ve Eitner, 2000). Bu ¢alismada da, SM (n + 1) —invaryantlarin farkli bir minimal tam

sistemi elde edilmigtir. Ayrica M (n+ 1) grubu i¢in de bir minimal tam sistem elde edilmistir.

Bu tez ¢alismasinda iki d—nondejenere hiperyiizeyin SM (n + 1) ve M (n + 1) grup-
larima gore denklik probleminin ¢oziimii global olarak ve diferansiyel invaryantlar kul-

lanilarak verilmistir.

1.2.2. Tezin 2. Problemi Uzerine

Bu tez galigmasinin ikinci problemi olan denkliklerin saptanmasi iizerine yayimlanan
arastirmalar konunun giincelligini ve literatiirdeki 6nemini agik¢a ortaya koymaktadir. Bu
calismalarin girdi egrisinin ya da ylizeyinin verilis bicimine gore ikiye ayrildig1 goriilmek-
tedir: Kapali formda ve parametrik formda. Literatiirde kapali formda verilen bir cebirsel
egrinin, parametrik formunu elde etmeye yoOnelik algoritmalar (Alcazar vd., 2015, 2018,
2019; Alcazar ve Quintero, 2020) caligmalarinda elde edilmistir. Bu calismada yalmzca pa-
rametrik formdaki egri ve hiperyiizeyler icin denklik problemi ele alinmistir. Kapali formda
verilen cebirsel egriler ve ylizeyler icin de parametrik forma doniistiiriiliip bu ¢alismadaki

yontemler uygulanabilir.

Cebirsel egrilerin denkliklerinin, simetrilerinin ve singiilerliklerinin belirlenmesi,
giincel literatiirde oldukga ilgi gormektedir (Pérez-Diaz, 2007; Lebmeir ve Jiirgen, 2008;
Chen vd., 2008; Shi vd., 2013; Alcazar vd., 2015, 2018, 2019; Alcazar ve Quintero, 2020;
Hauer ve Jiittler, 2018). Bunun sebebi bu calismalarin ¢iktilarmin Oriintii Tanima, Bilgi-
sayar Grafigi ve Bilgisayarli Gorii’de nemli problemlere ¢oziim getirmesidir. Ornegin, si-
metri tespiti, bilgisayar grafiginde, goriintiileri belirlemek i¢in 6nemli katkilar saglamaktadir:

Goriintii sikistirma ya da goriintii tamamlama islemlerinde kullanilmaktadir. Cebirsel



egrilerin denklikleri ve simetrilerinin belirlenmesi iizerine yapilmis olan ilk ¢caligmalardan
biri ucaklarin siluetlerini simiflandirmak ic¢in B-spline momentlerinin kullanildigi, afin
doniisiimler iizerine bir incelemedir (Huang ve Cohen, 1996). Bral ve Knauer (2004) ii¢
boyutlu ayrik nesnelerin Oklid simetrilerinden hareket ederek, Bezier egri ve yiizeylerinin
simetrilerini elde etmislerdir. Son yillarda Alcazar vd. (2015, 2018) benzerlik dontisiimleri
altinda parametrik rasyonel egrilerin denkliklerini ve simetrilerini belirlemek icin bir dizi
calisma yayimladilar. Sanchez-Reyes (2015), calismasinda polinomsal Bezier egrilerinin
Oklid simetrilerini belirleyebilmek i¢in Bernstein tabanlarim1 kullanarak olusturdugu bir
metot gelistirmistir. Egriler i¢in yapilan giincel calismalar incelendiginde, bu calismadaki
probleme yaklagimin (diferansiyel invaryantlar) literatiirdeki herhangi bir calismada ele

alimmadig goriilmektedir.

Tez ¢alismasinin bu boliimiinde 3 boyutlu rasyonel cebirsel egrilerin projektif denklik
ve simetrilerinin saptanmasi problemini ele alacagiz. 3 boyutlu rasyonel egrileri, P3(R),
3 boyutlu genisletilmis Oklid uzayinda goz oniine alacagiz. P3(R) uzayindaki noktalari,
r = (xg,21,72,723)7 € P3(R) homojen koordinat temsili ile ifade edecegiz. Dolayisiyla
homojen koordinatlarda = ve Az noktalar1 A # 0 i¢in P3(R) uzaymnin ayn1 noktasini temsil

edecektir.

P3(R) uzaymmda C; ve C, rasyonel egrileri asagidaki uygun (birasyonel)

parametrelenigler ile verilir:

p: PY(R) = C C P*(R), (to, t1) = p(to, t1) = (po(to, t1), p1(to, t1), p2(to, tr), ps(to, t1)),

q: P'(R) = Cy C P*(R), (to, t1) = q(to, t1) = (qo(to, t1), g1 (to, t1), g2(to, 1), g3(to, t1))-

Burada iki parametrizasyonun da homojen koordinatlari, derecesi n olan, asagidaki homojen

polinomlardan olugsmaktadir:

pilto, 1) = Zcﬂtg It ve q;(to, t1) Zc I 0<i<3.
7=0

Bu homojen polinomlarin katsay1 vektorleri sirasiyla asagidaki sekilde tanimlayalim:

_ T I / / 1 \T
cj = (¢j0, €15 Cj2: Cj3)" C; = (Cj,07cj,1’ cj,chj,S) :

Tez caligmasinin bu kisminda yalnizca homojen temsil ile verilmis, uygun parametri-

! yazilarak

zasyonlarla ilgilenecegiz. Ciinkii standart bigimde verilen egriler; ¢/ yerine ¢,
kolayca homojen temsile doniistiiriilebilir. Ayrica (Hauer ve Jiittler, 2018; Sendra vd., 2007)

caligmalarinda, her rasyonel egrinin, uygun bir parametrizasyon elde etmek i¢in yeniden pa-



rametrelenebildigi kanitlanmustir.

Metodun dogru sekilde olusturulabilmesi icin asagidaki ek varsayimlara ihtiya¢ duyu-

lacaktir:

1. p ve q parametrizasyonlar1 indirgenmis formda olmalidir. Yani

ged(po(to, t1), p1(to, t1), p2(to, t1), p3(to, t1))
ged(qo(to, t1), qi(to, t1), g2(to, 1), qs(to, t1))

Y

1
1

Y

olmalidir. Burada gcd, koordinat fonksiyonlarinin en biiyiik ortak bolenini temsil et-

mektedir.

ii. Parametrizasyonlar ayni n derecesine sahip olmalidir. Ciinkii projektif doniisiimler de-

receyi korudugundan, projektif denk egrilerin dereceleri ayn1 olmak zorundadir.
iii. Diferansiyel bir metod insa edileceginden, n > 4 oldugu kabul edilecektir.

iv. Egrilerin hicbirinin bir hiperdiizlemde yatmadigi kabul edilecektir. Ciinkii, hi-

perdiizlemde yatan egriler arasinda sonsuz projektif denklik bulunmaktadir. Bu ka-

/

buliin bir sonucu olarak, katsay1 vektorlerinden olusan (c;;) ve (¢ ;

ranklar 4 olacaktir (Hauer ve Jiittler, 2018).

) matrislerinin

Homojen koordinatlarda ¢alistigimiz igin bir f projektif doniisiimii asagidaki matris

temsili ile ifade edilebilir:
fE = E:xw flo)=M- 2.
Burada M = (m;;)o<i j<3, regiiler 4 x 4 tipinde bir matristir.

M = (my;)o<ij<s. [ projektif doniisiimiine karsilik gelen matris olsun. Eger mqy #

0, mo1 = Moz = moz = 0 ise f bir afin doniistimdiir.

Tanim 1. C; ve C; egrileri i¢in f(C}) = C olacak sekilde bir f projektif doniigiimii varsa,
bu egrilere projektif denktir denir.

Tanmm 2. C egrisi i¢in f(C) = C olacak sekilde birimden farkli bir f projektif

doniislimii varsa, bu egriye projektif simetriktir denir.

(Sendra vd., 2007) calismasinda kanitlandig1 iizere, bir rasyonel egrinin iki uy-

gun parametrizasyonu bir dogrusal rasyonel doniisiim ile iligkilidir. Bu dogrusal rasyonel



doniistim 3 boyutlu egriler durumunda bir M&bius doniisiimiidiir ve bu doniisiime projektif
dogrunun bir dogrusal doniisiimii gdziiyle bakilablir. Dolayisiyla homojen koordinatlarda bu

doniisiimii asagidaki sekilde tanimlayabiliriz
p: PYR) = PY(R),  (to.t1) = @(to, t1) = (ato + bty cto + dt1).

Burada ad — bc # 0 dir. Buradan da, sirasiyla p,q uygun parametrzasyonlari ile
parametrelenmis C, C5 egrilerinin projektif denk olmasi icin gerek ve yeterli kosul Mp =
q(p) olacak sekilde bir regiiler 4 x 4 M matrisi ve p(to,t1) = (aty + bty,cty + dty),
ad — bc # 0 seklinde bir Mobius doniisiimiiniin var olmasidir. Tez ¢alismasinin bu ikinci

boliimiinde olusturacagimiz metodu, bu sonuca dayandiracagiz.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Hiperyiizeylerin Diferansiyel Invaryantlar

2.1.1. G=M(n+1)veG=SM(n+ 1) Invaryantlarin Urete¢ Sistemleri

Tanmm 3. (Kaplansky, 1957) = (u) = z(uy, us, . . ., u,), R"™! de bir U—hiperyiizey olsun.
8m1+m2+4..+mnx
8u§n1 8u;n2 oupt™

tanimlansin. Katsayilar1 R de olan, z ve x in sonlu sayida kismi tiirevlerinin herhangi bir

Her m; € Nvei = 1,2,...,n icin 2000 = g ve glmimz...mn)

p(z, pH00) 010 0 g (masma..mn)) polinomuna « in bir diferansiyel polinomu denir

ve bu polinom kisaca p{z} ile ifade edilir.

x in reel katsayili tiim diferansiyel polinomlarimim kiimesi R{z} ile ifade edilir. Bu

0 9 9
Ou1’ Ous? " " " Oun

ayn1 zamanda bir tamlik bolgesidir. Bu kiimenin bdliim cismi R < x > ile ifade edilir. Bu
o 9

> Ouy’ Oug’ ™ °

h elemanina, x in bir diferansiyel rasyonel fonksiyonu denir ve bu fonksiyon kisaca h < x >

kiime tiirevlerine gore bir diferansiyel R—cebirdir. Bu diferansiyel R-cebir,

kiime ise

oy % tiirevlerine gore bir diferansiyel cisimdir. R < z > kiimesinin bir

ile ifade edilir.

m,k € N olmak iizere 1 = x(u), 12 = x3(u),..., 0y = z,(u), R*
de sonlu sayida U—hiperyiizeyler ve fi,fo,...,fr € R < x1,29,...,2, > olsun.
1,2, ... Tm, f1, fo, ..., fr nn bir diferansiyel polinomu benzer sekilde tanimlanir ve bu
polinom p{x 1,29, ...,%m, f1, fo,..., fi} ile ifade edilir. 1, x9,... 2Ty, f1, fo,..., fr nin
tim diferansiyel polinomlarinin diferansiyel R-cebiri R{xy, zo,. .. xm, f1, fo, .., fr} ile
Ve T1,%9,...%m, [1, f2,..., fr nin tim diferansiyel rasyonel fonksiyonlarinin diferansiyel
cismiise R < x1, %, ... 2y, f1, fo, ..., fr > ile ifade edilir.

Tanmm 4. G, M (n+ 1) in bir alt grubu olmak iizere, bir h < 1, o, ..., Tm, f1, fo, -+, [ >
diferansiyel rasyonel fonksiyonu verilsin. Eger her g € G i¢in

h <gxi,9x2,...,9Tm, f1 < gT1, 9%, ..., GTm >, ..oy frn < gT1, GTo, ..., Ty >>

=h<x,To,....,%m, f1 <T1,...,T;m >,..., [L<X1,...,0,; >>

saglaniyorsa h fonksiyonuna G —invaryanttir denir.
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X1, Ta, ..., Ty hiperyiizeylerinin ve fi, fo,..., fr fonsiyonlariin tim G —invaryant
diferansiyel rasyonel fonksiyonlarinin kiimesi R < x1, 29, ..., %m, f1, fo,..., fu > ile
ifade edilir. Bu kime R < zq,x9,...,%m, f1, fo,..., fr > diferansiyel cisminin bir
alt diferansiyel cismidir. xq, zo, ..., z,, hiperylizeylerinin ve fi, fs,..., f; fonsiyonlarinin
tiim G —invaryant diferansiyel polinomlarinin kiimesi R{xz1, zo, ..., Zm, f1, f2, ..., fx}C ile
ifade edilir. Bu kiime R{x1, zo, ..., 2, f1, f2, - - -, [} diferansiyel cebirinin bir alt diferan-

siyel cebiridir.

Tanmm 5. K, R < x1, 2o, ..., x,, > diferansiyel cisminin bir alt diferansiyel cismi ve S C K
olsun. Eger K nin S yi iceren en kiiclik diferansiyel alt cismi K ise S alt kiimesine K

diferansiyel cisminin bir lirete¢ sistemidir denir.

Tanmm 6. fi, fo,..., fr E R < zy,29,...,2, >ve K daR{xy,20,...,2m, f1, fo, ..., f}
diferansiyel cebirinin bir diferansiyel alt cebiri olsun. S C K olmak iizere, eger K nin S
yi iceren en kiiciik diferansiyel alt cebiri K ise S alt kiimesine K diferansiyel cebirinin bir

iiretec sistemidir denir.

Ox Ox
Bir z hiperyiizeyi icin A, fonksiyonu y; = 2y = —, ..., Yn = 2p = ——, Y11 =
) 8u1 8un
0°x
bl = 53 olmak iizere Ay = |[|< w2 >|'/2; seklinde tammlansin. Bu du-
d

rumda x hiperyiizeyi ve A;l fonksiyonunun tiim G—invaryant diferansiyel polinomlarinin
diferansiyel cebiri R{z, A;'} olmak iizere < z(m1m2-mn) gP1p2pn) > fonksiyon-
larinin M (n + 1) —invaryant olduklari biliyoruz. Dolayisiyla A, ve Agl fonksiyonlar1 da
M (n + 1) —invaryanttir. Bu kisimda A = A; olmak iizere R {z, Afl}G diferansiyel cebi-

rinin Ozelliklerini inceleyecegiz. Diger d degerleri i¢in de benzer islemler yapilabilir.

O(n+1)
1\ Mn+1) oz Oz Ox -1
Lemma 7. R{z, A~} —R{a_maa_ma--waun?A }
ispat. q{z, A7} =¢ (x, %, 8879”2, cee gf’;, ., pmime,.mn) A—1> = R{x,A—l}M(nH)

olsun. Bu takdirde her g € O(n + 1) ve b € R"™! i¢in

q{g:c—l—b, AL (gm+b)} =
. <gx i, d(gx + ) d(gx + )

N b)(ml’mZ,m,mn)’ A1 (gx + b))

Dy ey aun
ax 8x ax
= b a Ty e e (ml’m27-'-vmn) A—l
q<g“ RN PN A ()
or Ox ox
= L DE e A
(Z<x’8u1’8u2’ 7aun’ L ) ($)>

= q{z, A7 (=)}
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yazilir. Yukaridaki esitligi kullanarak ¢ polinomunun z ten bagimsiz oldugunu gosterelim.
Esitlik her ¢ € O(n + 1) i¢in saglandigindan, g = I € O(n + 1) birim matrisi i¢in de
saglanir. Bu durumda

¢ (a: b Jxr Ox Ox L glmimaema) A1 (x)) _

7au17au27"'7auﬂ7
< or Ox ox
:q aj‘

TOuy Qug’ T Oy,

elde edilir. Diger yandan, bu esitlik her b € R"*! icin saglandigindan, keyfi bir v, € R”

noktast i¢in b = —x(uy) i¢in de saglanir. Boylece,
ox ox _
0 (2 (00) = (), ). 1) ), A (o) () ) =
ox ox _
X (m(uo), 8_m(u0)’ C %(UO), Ly ptmumzesmn) (N AL () (uo))

ox ox
— (m1,ma,...,mn) -1
q<8u1<u0)?"'7aun(uo)w"ax (Uo),A ('T) (UO))

Son esitlik her v icin elde edilebildiginden

Jr  Ox ox
> ~  2RF — 5 i (m1,ma,....,mnp) Afl
q (xy aula 8”27 ) au”7 , L , (l’))
< Or Oz or
=q

8u1’8u2""’8un

O(n+1)
elde edilir. Buradan ¢ € R {8_517 ﬁ, e ﬁ,A } elde edilmis olur. Tersine,
O(n+1)
q (gTaa—axmm ----- mn) AL (x)) c R{%,%,...,%,A—l} alalim,

Bu polinom &telemelere gore invaryant oldugundan ¢ € R{x,A‘l}M("H) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmus olur. 0

Lemma 8. {< g(mimn) gbrepn) > 5™ > 15" p; > 1,m;,p; € N} kiimesi

O(n+1)
Po Dz diferansiyel cebirinin bir iirete¢ sistemidir.
Ouy’ ? Qun

. ) ) O(n+1)
R{x(ml ..... m")7mi c N}O( +1) — R{%,,%}
1 n

oldugu aciktir. Diger yandan (Weyl, 1946) calismasinda verilen, O(n) igin temel teorem
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geregince,

{< :L‘(m17.”7mn)7x(p17'..7pn) >t Zmz Z 172])1 2 17miapi € N}

i=1 i=1

. . O(n+1) . . e . o
sistemi R{x(ml’“"m"),mi € N} (+) diferansiyel cebirinin bir iirete¢ sistemidir. Do-

layistyla bir 6nceki esitlik dikkate alindiginda

{< :L.(mh.--,’mn)’:L,(p1,--.,pn) >t Zmz Z 172])1 2 17miapi € N}

i=1 i=1
e 100D o o
sistemi R { Bugr ﬁ} diferansiyel cebirinin bir iirete¢ sistemidir. L]
Lemma 9. {< g(Mirmn) g (Prepn) > AL Somam > 1,3 pi > 1my,p € N}
O(n+1)
kiimesi R {88_;1’ e a%, Afl} diferansiyel cebirinin bir iiretec sistemidir.
5 O(n+1) . .
Ispat. f € R { P A‘l} olsun. Bu takdirde f fonksiyonu, h €
o ! i MFEFE)
R {a_ul’ e 8u £ A~ } ve m € N olmak iizere, f = ———"% seklinde

yazilabilir. Keyfi bir ¢ € O(n + 1) elemam icin f bir O (n + 1) —invaryant fonksi-
h(m M) h(@ . oz )

Ouq 77 Oup Ouy " Qun

yon oldugundan yazilir. Diger yandan A fonksiyonu bir

A7 (ga) - A™(z)
M (n + 1) —invaryant fonksiyon oldugundan A (aa(%f), ey afgun ) =h (am ey 5%) bu-
(n+1)
lunur, yani h € R{ B ,...,6%} elde edilir. Lemma 8 kullanilirsa ispat tamam-
lanir. O

V= {<—’”—>1<2<]<n< >1<r<n}kiimesitammlans1n

Au;’ Ou 6u2’ 8u18u
P Ontl) . : : . .
ve R{V} de Rq 2z Oz 0z A-l nin V ile iiretilen diferansiyel alt cebiri ol-
Ouy’ Oug’ ) Oup?
sun. R ¢ =% =2 A~ nin V' nin elemanlar1 ve A™" fonksiyonu ile iiretilen
Ou1’ Ous’ ) 811, ’

diferansiyel alt cebiri R{V, A~'} ile ifade edilsin.

Vo = {< ﬁ, Gu > 1<i<j< n} kiimesi tamimlansin ve R{V;} da

O(n+1)

R {6?_51’ 59_@2’ e ;Txn, AN nin Vj ile iiretilen diferansiyel alt cebiri olsun. 1, C V

oldugundan R {V5} C R{V'} oldugu agiktir.

Lemma 10. Heré,j,1 € {1,2,... ,n} i¢in < 5 dxu ’8u >c R{V;} dir.

Ispat. Heri,j € {1,2,...,n}igin 52 < 22, 22 >= 2 < 855’“ , 5% > elde edilir. Vg

7 7 7

kiimesinin tammindan < 22, 22 >¢ V; dir ve dolayisiyla < 85 L 0z »e R{Vy} elde

7 7 J 7
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02z ox

13 y o) ox Oz _ 9z Oz ox Oz
edilir. Diger yandan Bur < Buy Buy T oud ouy + < 5. oy ous olup, < Bur u;
02 o o o2 o ey . .o .

, < auiazujv 5w >€ Vo oldugundan < ﬁ, 8—; > R{Vp} elde edilir. i # j,i #lvej #1

olsun. Bu durumda agagidakiler elde edilir:

2 2
0 0z Or o Ox Oz o 4 o O Iz

8_uj Ou;’ Ouy Ou;0uj’ 8_ul Ouj;0u;’ Ou;
0 ox Oz _ Pz Oz &%z Oz
ou; < 8Tj’ 8_1” >=< Ou;0uj’ Ouy >+ < Ou;0uy’ Ouy > (1)
Jé) dx Oz _ 0%z Ox 9%z Ox
u <y O Buow 0w, T S Gwou oup
8<8x8x> 8<8x8x> 8<(9xax>b
< a5 o=, < g, 5 >=0, s < 7,5 >=03
Juj ~ Ou; Oy "Ou;  Ouy’ Ouy Tow  Ou; Ouy ’
> 0%*x 8x> _ 0%z 8x> _ 0%z 83:>
_ A = w1y — Ay = Wo S i = w3
du;0u;’ Oy T Quiou’ Ou, T Q0w O
diyelim. Bu durumda (1) denklem sistemi
wy + we = by
w1 + w3 = bg
Wy + W3 = bg
seklini alir. Bu sistem i¢in
1
wy = 5(by + by — b3)
1
Wy = §(b1 + b3 - bg)
1
W3 = 5(62 + b3 — bl)
ozimi elde edilir ve < 2% 9z ~ o 9z dz o o Or Or - I oldugundan
¢ Ou;’ Ouy ) Ouj’ Oug ’ Ou;’ Ouj 0 g ’
wy, wy, w3 € R{V,} olur. Boylece ispat tamamlanr. O

Lemma 11. A € R{V'}.

. . 2 ~
Ispat. A = det ||< y;, z; >H?j:11 Vi =z = g—lz, 1<i<nvey,i1 = 2n41 = g_usz oldugunu

biliyoruz. A € R{V'} oldugunu géstermek i¢in, her 4, j i¢in < y;, z; >€ V oldugunu goster-

. .« qe . . . .« . 8 8
memiz yeterlidir. V' nin tanimindan, her 1 < ¢, 5 < ni¢in < y;, 2; >=< 6—51_, %“; >c Vve
2, 92 Ot e . .

< Ynt1, 1 >=< %, ng >¢c V oldugu goriiliir. Diger yandan7 = n+1veherl1 < j <n
1 1

icin < y;, 25 >=< %, % > dir. Yine benzer sekilde 7 = n+ 1 veher1 < ¢ < n i¢in
1 J

< Yi, 25 >=< g%?, 3—; > dir. Lemma 10 kullanilirsa her 1 < 7 < n i¢in < g%“%", 5_12 >c V

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O

Lemma 12. (Weyl, 1946) R™™! deki tim yi,¥s, ..., Ynt2, 21, 22, - - - , Zngo vektorleri icin

detGr (Y1, Y2, - - - Ynt2; 21, 22, - - -, Zng2) = det ||< ys, 2 >||?j2 =0.
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Lemma13. > m; > 1ve) "  p; >1olmakiizere (my, ms,...,my), (p1,p2,...,Pn) €

. . oy . 2 2
N sirali n—lileri verilsin. < x(ml”"?""’m”),% >, < x(pl’m"“’p"),% >c R{V,A™'} ve
1 1

her 1 < i < nigin < g(mm2mn) 08~ g(p1p2,pn) % > R{V,A~'} olsun. Bu

) Qu;

Ispat. Lemma 12 asagidaki vektorlere uygulanirsa

Ox Ox
== Yn =2 = —
hn 1 8U1 ) » Yn n aUn7
0%z
Ynt+1 = Zn1 = 55, Yny2 = g(mmaeamn) o = g®LP2-Pn)
ouy
A=<y z >H?:+12 olmak iizere, det A = 0 elde edilir. j = 1,2,...,n + 2 olmak iizere,

A matrisinin < y,40,2; > elemanmn kofaktoriinii D, ,o|; ile ifade edelim. det A = 0

oldugundan

< Yny2:21 > Dpgopi+. oo+ < Ynyo, Znp1 > Digoprit < Yng2s Zng2 > Digopye = 0 (2)
elde edilir. D), 2,42 = A oldugu dikkate alindiginda, A # 0 oldugundan, (2) den

< Yna2y Znio > =< m(ml,mz,..-,mn)7 2(P1P25Pn) >

—1
=—-A (< Yn+2,21 > Dpyopn + ..o+ < Yng2, 2oy > Dn+2|n+1)

. . o 2
elde edilir. Lemmanin kabulleri geregince < 9,19, 2p11 >=< x(ml’m%“’m”),g—é >c

R{V,A7'} ve her 1 < i < nigin < ypi0, 2 >=< glmomzemn) L e RV AT}
dir. $imdi tim 1 < s < n + 1 i¢in Dy4os € R{V, A™'} oldugunu gosterecegiz. D,
tanim geregi asagidaki gibi hesaplanir:

n4+2+s
Dypyops = (—1) det Gr(Yn, Y2, -+ s Ynt1) 21y 225+« + 3 Zs—1y Zstly -+ s Zntl)-

V nin tammindan < y,,11, 2,41 >€ R{V} veher 1 <i,j <ni¢in < y;, z; > R{V'}
dir. Lemma 10’dan her 1 < 4,5 < ni¢in < yn41,2; >, < yi, 2011 >€ R{V'} elde edilir.
Lemma kabuliinden her 1 < i < nigin < ;, 2,40 >=< g—i, xPrp2pn) > R{V, A1} ve
< Yntl, Znpa >=< giu“%", gPrpzepn) > R{V, A~1} dir. Dolayisiyla her 1 < s < n + 1 igin
Dyios € R{V, A7} oldugundan < y,,19, zp42 >€ R{V,A7'} elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. O]

.. . . o2 o2 _ .
Lemma 14. Her 1 <4, j < nigin < 575~ aulguj >e R{V,A'} dir.

Pz Oz
Ou10u;’ Ouj

Ispat. Lemma 10°dan, her 1 < 4, j < n icin < >¢€ R{V'} oldugunu biliyoruz. V'
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0%z
Gu au ’8u

saglanmis olur ve her 1 < 7,5 < nicin <

nin tanimindan, her 1 < ¢ < n igin < =% >¢€ V dir. Boylece Lemma 13’iin sartlar
8u18u ; 5u18u >e R{V, A~!} elde edilir. Boylece

ispat tamamlanir. O

Lemma 15. Her 1 < 4,5 < nigin < qu 78u >c R{V, A~'} dir.

Ispat. Her 1 < i,j < n icin asagidaki esitlik elde edilir:

0 _ ?x  Ox -y Px @>+< 0%z 0%x - 3)
Ou; ~ OuOu; Ou; ~ - Ouidu;’ Ou, OuiOu;’ Ouyduj ~

Her 1 < 4,57 < n i¢in, Lemma 10’dan < 85;&,% >c R{V} ve Lemma 14’ten
1 1 J

Po_ _0%r_ - R{V, A~'} dir. Dolayisiyla, (3) denkleminden < Pr_ Or -

Ou10u;’ Ouy0u; 8u%8ui ? Ou;

R{V, A~} elde edilir. 0

Lemma 16. Her 1 < i, j < nigin < ﬁ”, . 5 >€R{V, A~ '} dir.

Ispat. Her 1 < i,j < n icin asagidaki esitlik elde edilir:

0 9’x Ox PBr Oz 0%r  0%x

AR LNy ALy A . 4
Ou; <8u%’8uj y <8u%8ui’8uj >+<8u%’8ui8uj ~ “®

Her 1 < 4,7 < n i¢in, Lemma 10°dan < Py 0z R{V} ve Lemma 15’ten <

Ouf’ du;
852 ot au >¢c R{V, A~'} dir. Dolayisiyla, (4) denklemmden < & “27, 8u au > R{V,A '}
elde edilir. ]
. .« . 2

Lemma 17. Her 1 <i < nigin < gu aUQau >c R{V} dir.

i 8 Pz 9z _ &z 9%z : Pz 9%z s
Ispa2t. = < 9ul 0w >= 2 < a2 Bulow; > dir. < oul 0w >¢c V' oldugundan,
< gug, au2 g € R{V} elde edilir. O
Lemma 18. """  m; > 1 olmak iizere tim (my,mo,...,m,) € N" sirali n—lileri i¢in

n 8 - El geestlitm 82 - 1
< gmuma,.mn) b >eR{V, A 1} ve < g(mimz.mn) 8—;%5 >e R{V,A'} dir.

Ispat. » = m; + my + ... + m, olmak iizere, ispat icin r iizerine tiimevarim uygulayalim.

= 1 olsun. Bu takdirde V' nin tanimindan < g(m1m2:mn) % >=< %, % >e V
i j i

dir. V. C R{V, A"} oldugundan < z(mimz-mn) D& e R{V, A"} elde edilir. Diger

02z ox 0%z -1
o =< guow € R{V, A"} elde

edilir. Dolayisiyla » = 1 icin iddia dogrudur. Kabul edelim ki iddia r i¢in dogru olsun
yani < g(mmeomn) 0L~ g (mama,mn) Pz ¢ R{V, A~'} olsun. Simdi iddianin

) Ouy 8u%

r + 1 icin dogru oldugunu gosterelim. Lemma 10 kullanilirsa, her 1 < 7,5,1 < n igin

yandan Lemma 10 kullanilirsa < x(m1m2:mn)
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67?1_25';‘7_, 88_51 >c R{V} ve diger yandan Lemma 16 kullanilirsa, her 1 < 4,5 < n
Pz _Pw
Ou?? du;Ou;

alinirsa 2(m1m2smn) ye

<

>c R{V,A™'} elde edilir. Dolayisiyla, tiimevarim hipotezi de dikkate

9%z
Ou;Ou;

1<4,7 <nicin < p(mima,...;m n)

icin <

turevlen icin Lemma 13’iin sartlar1 saglanir. Boylece her
>c R{V, A"} elde edilir. < x(m1:m2smn) 02

’ 8u Bu 7 Ouy
carpiminin u; ye gére tiirevi alinirsa g—”””i < glmamzemn) g—fj >=< W, 5‘?—3;
+ < glmume,mn) 07 T a > elde edilir. < g(m1m2mn) g"” >, < glmamze ”),—aizguj >€
R{V, A"} oldugundan, yukanda esitlik yardimiyla < W, ad_fj >e R{V,A"1}
3z ox

Ouidu;’ duj €

R{V,A"'} ve Lemma 17’den, her 1 < i < n i¢in < %,% >c R{V} yazilir.

oldugu elde edilir. Diger yandan, Lemma 15’ten, her 1 < 7,7 < n i¢in <

Bu durumda tiimevarim hipotezi de dikkate alinirsa z(m1m2mn) ve % tiirevleri i¢in
Lemma 13’iin sartlar1 saglanir. Boylece, her 1 < 7 < n igin < x(ml’m2""’mn), afjguz >c
R{V, A~} elde edilir. < z(mm2:mn) gff > carpiminin u; ye gore tiirevi alinirsa gxl <
g (M1m25iin) giu%” >=< —ax<ml’§; """ m"), giu? > + < gmume...mn) 85%381” > elde edilir.
< m(ml’m%'“’mn),% >, < gmuma.ma) 85%3gui >c R{V,A™'} oldugundan yukaridaki
esitlik yardlmlyla <4 W, 227%5 >c R{V,A"!} oldugu elde edilir. Sonug olarak
8I(m1’§; """ ! tiirevi igin < —am(ml’g; AAAAA - 5—7@ >, < —MWLg; AAAAA = a 2 > R{V,A~!'} bu-

lunur. Bu ise iddianin » + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterir. Boylece 1spat tamamlanir. [

Lemma 19. > " 'm; > 1 ve Y " p; > 1 olacak sekilde tim (mq,ms,...,m,),
(p1, P2, -+, pn) € N srall n—lileri igin < x(mumzemn) g@upzepn) > R{V, A1} ve
R{V,A™1} = R{z, A=}M") gir

Ispat. Lemma 13 ve Lemma 18den Y " m; > 1 ve S pi > 1 ola-
cak sekilde tim (mq,ms,...,m,),(p1,02,...,pn) € N" sirali n lileri icin <
g (M1m2smn) g (PLP2Pn) > R{V A=Y dir. R{V, A7} = R {z, A= }M" Y esitligi icin
R{V,A™'} € R{z,A™ 1} "1 5ldugu agiktir. Lemma 7 ve Lemma 9’dan biliyoruz ki
Yoo omg > 1ve> " p; > 1 olacak sekilde tim (mq,mo,...,my), (p1,p2, ..., pn) € N”
siralt n—lileri igin < x(m1m2swma) p@1p2e-pn) > sistemi R {z, A=} diferansiyel

cebirinin bir iirete¢ sistemidir. Diger yandan R {V, A~!} diferansiyel cebiri bu iiretegleri

icerdiginden R {V, A=} = R {z, A=} elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. O
Teorem 20. < gw  hee >, 1< < j << dQﬁ,ﬂ >.1 < r < n;A~! elemanlarinin
u o Oui’ OuiOuy

kiimesi, R {z, A~ 1} () diferansiyel cebirinin bir iireteg sistemidir.

Ispat. Lemma 7, Lemma 9 ve Lemma 19’dan agiktir. 0

dr Oz

= = tiirevlerinin tiim diferansiyel rasyonel fonksiyonlarinin diferansiyel
Ouy ’ Ous’ ) <9u
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cismi R < 851, 88;”2, ceey W > ve 88—51, (%’2 e ﬂ tiirevlerinin tiim G —invaryant diferan-
Oz Oz G
siyel rasyonel fonksiyonlarinin diferansiyel cismi R < Bur Bugr au > olsun.
Lemma2l. R < g >MH=R < dz Oz Dz 0(n+1),
* Oui’ Ouz’ """ Oun
Ispat. f <z >=¢q <x, R, g mmee m")) € R < z >M®+D olsun. Bu

takdirde her g € O(n + 1) ve b € R™** i¢in

f<gx+b>
B d(gz +b) d(gz +b) d(gz +b) (ma,m2,eecmn)
—f<g$‘|‘b7 8“1 ) au2 )ttty aun ,,(gl’+b)
or Oz ox
(m1,ma2,....,mn)
f(g:z:—l—bga au2...,g—8un,...,gaj )

_f(a or Ox ox
n "Ouy Ouy’ T Oy,

yazilir. Yukaridaki esitligi kullanarak f fonksiyonunun x ten bagimsiz oldugunu gosterelim.
Esitlik her ¢ € O(n + 1) i¢in saglandigindan, g = I € O(n + 1) birim matrisi i¢in de

saglanir. Bu durumda

dr  Ox Ox
b . r .. (m1,ma,....,mnp)
f(“ . By Bl )

oxr Ox ox
_ (m1,ma,....,mn)
f<x’8u1’8u2"”’6un"”’x )

elde edilir. Diger yandan, bu esitlik her b € R"*! icin saglandigindan, keyfi bir v, € R”

noktast i¢in b = —x(uy) i¢in de saglanir. Boylece,

ox ox oz
_ e It el (m1,m2,...;mn)
f (m (uo) — (uo), Dy (uo), Oty (uo)s-- -, o, (uo)s-- -, (Uo))

ox ox
(m1,ma,....,mn)
f<8u1< 0)’8u2<u0)77aun(u0)7?x (UO))

Son esitlik her v icin elde edilebildiginden

or Oz ox
7 it (m1,m2,....,mn)
f($,8u1,au2,...,aun,...,w )

or O ox
o It (m1,m2,...,mn)
f((’?ul 8u2...,aun,...,x )

elde edilir. Buradan f € R < 851’ 852 PN a% >0(+1) elde edilmis olur.
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Tersine,

o o o
Oouy’ Ouy’ 7 Ouy,

O(n+1)

( or Ox or

(m17m27-~~7mn)
. T ceR <
Oouy Oug’ T Ou, )

olsun. Bu polinom 6telemelere gore invaryant oldugundan f € R < z >M®+1 elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. [
Lemma22. f ¢ R < 851 , 8;2 ""8u >0(+1) olsun. Bu takdirde, f = f1 olacak sekilde

f1ve fa, O (n+ 1) —invaryant diferansiyel polinomlari mevcuttur.

Ispat. f € R < vil’ 852 ..,6% >0+ olsun. Bu takdirde tanim geregi, f = f1 olacak
sekilde, carpanlart A olan f; ve f5 nispi invaryant diferansiyel polinomlar1 mevcuttur Ancak
O(n + 1) grubu i¢in nispi invaryantlarin ¢arpanlari +1 ya da —1 dir. Dolayisiyla f = f L

olacak sekilde f; ve fo O (n + 1) —invaryant diferansiyel polinomlari mevcuttur. D

Lemma 23. {< z(mmemn) g@ireepn) .S > 15 50> 1 pe N
kiimesi R < 851 , 5952 .o 597”5 >O(n+1) diferansiyel cisminin bir iiretec sistemidir.

. Oo(n+1) .. . .
Ispat. R{x(ml’m”"’m"),mi € N} (1) kiimesi, m; € N, Z?:l m; > 1 olmak iizere,

{p(mumz.ma)L gisteminin - O (n + 1) —invaryant ~diferansiyel polinomlarinin ~ dife-

ransiyel cebiri olsun. g(mm2eama) - tijrevleri aa—fl, aa—qu, e ;T”” tiirevleri ile {retilebi-
.. O(n+1) O(n+1) y
leceginden R {x(ml’mQ’“"mn)? m; € N} = R {%, 5—7;”2, c a%} oldugu
agiktir. Diger yandan (Weyl, 1946) caligmasinda verilen, O(n) i¢in temel teorem
geregince, {< p(mima,..mn) $(P1,P2, wPn) - Z ym; > 1 Z Lpi > 1,my,p; € N}
. . 1)
sistemi R {x MM, s € N} () diferansiyel cebirinin bir

tiretec  sistemidir. ~ Dolayisiyla ~ bir  o6nceki  esitlik  dikkate  alindiginda
{< lmmasemn) g e o) > Do mi > 1,3 pi > 1,my,pi € N}

O(n+1)

. . 8r Oz oz . . .. . .
sistemi R {8_u17 Bugr W} diferansiyel cebirinin bir
iireteg sistemidir. Lemma 21 ve Lemma 22 dikkate alinirsa,
{< g (MM smn) g (P1P2,ePn) Somam > 1,3 pi > 1my,p; € N} kiimesi
R < 2z Ov 9z 0(n+l) diferansiyel cisminin bir iirete¢ sistemidir. 0

6ul7 8u2 ? Oup,
Oz Oz . . . %x 9%z
Teorem 24. < %,% >1 <1 <7< < a2 Burdur > 1 < r < n elemanlarinin

kiimesi, R < z > M(nt1) ) diferansiyel cisminin bir iirete¢ sistemidir.

Ispat. 1 kiimesi teoremin ifadesinde verilen sistem olsun. Lemma 7’den A € R{V} C
R < V > elde edilir. Buradan

Ox Oz Ox O(n+1)

R{V, A7} R<V R
{’ }C sV oc <8u1’8uQ’ " Ou,,
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elde edilir. Lemma 23’ten biliyoruz ki

{< :L‘(m17m27-..,mn)’x(p17p27"-7p’n) >: Zml Z 1’ Zpl Z 1’mz7pl E N}

i=1 i=1

dx Ox Oz >O(n+1)

Ouyp’ Oug’ " " "7 Oun

ki> " m; > 1ved  p; > 1olacak sekildeki tim (mq,mo, ..., my), (p1,p2,--.,Pn) €
N" sirali n—lileri igin < g(m1m2-mn) g(Prp2pn) > R{V, A7} dir. R{V,A'} C R <
V' > oldugundan, > ", m; > 1ve Y " p; > 1 olacak sekildeki biitiin (mq,mo, ..., m,),
(p1,p2,---,pn) € N" sirall n—lileri icin < gm1m2emn) g (PLp2e-pn) > RIV} olup,

kiimesi, R < nin bir iiretec sistemidir ve Lemma 19°dan biliyoruz

R{V} = R < gz Dr 08 00+ elde edilir. Lemma 21’den R{V} = R <
x >M(+1) elde edilir. Bu ise ispat: tamamlar. 0

a;j = (ayj,a,... ,an+1j)T vektorii bir siitun vektorii olmak tizere, R"T! deki her
{a1,as, ..., a,+1} vektor kiimesi i¢in [ajas . .. a,41] = det HaUHf;L:ll olsun. R™*! deki her-
hangi bir ZB(U) hiperyiizeyi igin I::l':(mll»m127--~7m1n)x(m217m227~--am2n) - 'x(mn+l,1)mn+2,27--~7mn+l,n)j|
ve y, = 21 = g—u””l, Yo = 29 = 38_127"'7?/“ = = (%L olmak iizere 6 = 0, =
det Gr(y1,va, - - -, Yn; 21, 22, - - - , 2, ) determinantlarin1 g6z Sniine alalim.

-1 A-1\SM(n+tl) _ oz 8 o) —1 A-11S0(n+1

Lemma 25. R {z,5~!, A~} = R{ZZ, 2L .., 22 5!, AT1}S00+D,

ispat. ¢{z,671, A1} € R{z, 67", A=} olsun. Bu takdirde her g € SO(n + 1) ve
b € R" icin

q {gCL’ + ba 5g_xl+b= A_l (g:E + b)}

d(gr +b d(gr +b 3 3
ZQ(9$+6, <8u1 >,..., ((9u ),...,5gx1+b,A 1(gm+b))
oxr Ox ox
_ L N N N
q<9x+ 50 990y I 97 0 (@)

7au178u277aUn7 yYax )

—y <l’ 8x aZL’ 8x '7$(m1,m2,...,mn) 571 Afl (l’)) — q{x,é;l,Afl(x)}

yazilir. Yukaridaki esitligi kullanarak ¢ polinomunun z ten bagimsiz oldugunu gosterelim.
Esitlik her ¢ € SO(n + 1) i¢in saglandigindan, g = I € SO(n + 1) birim matrisi igin de

saglanir. Bu durumda

dr Oz ox
b e . (mhmz,...,mn) 5_1 A_l
q(x+ 78u178u2’ ’aun’ & Yo (x)

or Ox ox
- (m1,ma,.;mn) s=1 A—1
q(x,au1,au2,...,aun,...,x 0L (93))
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elde edilir. Diger yandan, bu esitlik her b € R"™! i¢cin saglandigindan, keyfi bir v, € R”

noktasi i¢in b = —z(up) i¢in de saglanir. Boylece,
Ox Ox _ _
q (a: (wo) , o (wo) -+, v (ug) , ..., x™rmn) (yg) 6= (ug), A7 () (u0)>
Ox Ox . m _ _
<8_u1 (wo) -+, v (ug) , ..., x™mn) (o) 67 (ug), A7 (z) (u0)>

elde edilir. Son esitlik her 1 i¢in elde edilebildiginden

( oxr Ox ox plmimama) 51 A1 (x))

78u17au27 7au’n7 ) Yy a0

Jxr 0 0
Lg% 008 1 A
Oouy’ Ousg ou,,
SO(n+1) o
elde edilir. Buradan ¢ € R { i A } elde edilmis olur.
Tersine, g (;—fl, 88—52, ' 8679””, oy pmemeemn) (51 AL (g )> polinomunu alalim ve
. a a 8 So(n+1) o . . .
bu polinom, R {a—fl, iy . o1t A‘l} kiimesinin bir elemani olsun. Bu poli-

5—1’ A—I}M("‘H)

nom otelemelere gore invaryant oldugundan ¢ € R {z, elde edilir. Boylece

ispat tamamlanmuis olur. [

Lemma 26. >7  m; > 1,50, p; > 1,377 ¢ > 1 olmak iizere 6!, A7,
[x(mllw-'ymln)x(le7-~~7m2n)” (mn+1 17-~'7mn+1n):|’ < x(my---,pn) x(‘]ly“'v‘]n) > elemanlarinin

kiimesi, R{ 2=, 2= 61, A=1}90(+1) diferansiyel cebirinin bir iirete sistemidir.

.'78’11, 5

50(n+1) ‘
} kiimesi, Z?:l m,; > 1 olmak iizere, tiim

Ispat. R {x(ml’m%“"m"), Soiymi>1

gmamzemn) tijrevlerinin SO (n + 1) —invaryant polinomlarlmn cebiri olsun. Z;‘ L my >

ox Oz

1 olmak iizere, x(™m2mn) tiirevleri tiirevleri ile iiretilebileceginden

Bul’auz""78u
SO(n+1)
SO(n+1) o sy
R {x MM, Mn) s € N} ( =R %, a%, ceey ;jf } oldugu aciktir. Diger

yandan (Weyl, 1946) ¢alismasinda verilen, SO(n) i¢in temel teorem geregince,

[w(mn,m12,---7m1n)x(m21,m227---,m2n) N ‘x(mn+l,17mn+2,21---7mn+1,n)j| ’ E mi > 1

j=1

n n
< gPrp2pn) g (41,02,0n) >’Zpi >1, qu. > 1

=1 =1

SO(n+1)

sistemi R {a(mumzesmn) i, € N} diferansiyel ~cebirinin  bir iirete¢  sis-

temidir. Dolayisiyla bir Onceki esitlik dikkate alindiginda, yukaridaki sistem
SO(n+1)
{890 oz 81‘}

Bl Bug) ) Dun diferansiyel cebirinin bir {rete¢ sistemidir. Diger
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yandan, f € R{Z% 671, AT1}00+D) olsun, Bu takdirde f fonksi-

’aug ""8un

yonu, h{a—i,g—é,...,%} = R{Ti’%""’%} ve m,k € N olmak iizere,
oz

f = G ety ’ﬁjj'z’k "D} seklinde yazilabilir. Keyfi bir ¢ € SO(n + 1) eleman igin f bir
h(@(gz)75(gw)7._.7q(gw)) h(piz7@7...7p7z)

SO (n + 1) —invaryant fonksiyon oldugundan ‘9“15%‘2",3 o) dun ) o ;Z‘Zk ) Bun

yazilir. Diger yandan §, A fonksiyonlart M (n+ 1) —invaryant fonksiyonlar ol-

duklarindan h (aéfj), aéi:)’ o a;i?) = h (g—lj’l, 8%, o a%) bulunur, yani

SO(n+1) . .
heR {8’3—51, 83—52, ey (‘?Ti} elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

dxr Oz : : . 9%z 0%z dz Ox 8x82_x
<8u’8u >1<Z<]<n<8u2’8u18u >2<8§n|:8u18ug' Bunﬁul

elemanlarinin kiimesi Z ile ifade edilsin. R{Z}, R{ B S A 1}50(n+1)

’ 8u2 T au ’
diferansiyel cebirinin, Z sistemi ile iiretilen diferansiyel alt cebiri olsun. Diger yandan,
R < fz Qo 0 -500t) diferansiyel cebirinin {Z,6~!, A~'} sistemi ile iiretilen
u1 ) Oug Oun ) 5

diferansiyel alt cebiri R {Z, 61, A~'} ile ifade edilsin.

Lemma 27. § € R{Z}.

Ispat. Her1 < i < j < nigin < Yi, 2j >=< aTx’ aT >¢€ Z oldugundan 0 € R{Z} dir. [

Lemma 28. (Weyl, 1946) R""! deki her 1,92, ..., Ynt1s 215 22, - - -, Zny1 Vektorleri icin

[V1Y2 -« - Yns1] [2122 - - 2npa] = det [|[< yi, 25 >||ZJ | asitligi saglanr.

Lemma 29. A € R{Z}.

ispat. Y1 =21 = g—i,yg = 29 = g—lz,...,yn = 2z, = ;f s Untl = Zntl = % vektorleri
1
icin Lemma 28 uygulanirsa
Ox Ox or 02x]? det ||< S = A 5)
C = de iy 24 L. =
0u1 8U2 8un 8%% Yir % =1
olup A € Z elde edilir. O

Lemma30. < 22 22 ~c R{Z,6~'} ve V C R{Z,57'} dir.
1 1

Ispat. 1 < j < n + 1 olmak iizere, (5) denklemindeki |< y;,2; >||/7_, matrisinin

1,j= 1
< Yn+1, 2j > elemaninin kofaktoriinti D,,; ile gosterelim. Bu takdirde (5) denkleminden

A=<yYpi1,21> Dppip+ .-+ < Yng1, 20 > Dpgipnt < Yngs Zng1 > Dypgingr (6)
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elde edilir. D), 1},41 = 0 ve 0 # 0 oldugundan, D, },1 # 0 olup, (6) denkleminden

_ s 0Pr 0%x
15 Zn+1 =< 3 9543 9
Ynt1, Znt au%a au%

—1 -1 -1
=Af —< Yn+1, 21 > Dn-l—l\l(; — .= < Ynt1,2n > Dn-l—l\n(s

elde edilir Vj C Z oldugundan R{V,} < R{Z} dir. Lemma 10’dan biliyo-

ruz ki her 1 < j < n ig¢in < ypp1,2; >=< g%’a% > R{W} C
1

R{Z} dir. Simdi her 1 < s < n igin D,y € R{Z} oldugunu gostere-

lim. Dy 145 = (—1)"+1JrS det Gr(y1, Y2, - -+, Ynj 21, 22, « -+ » Zs—15 Zs41s - - - » Zny1) Oldugunu

Dy, 41)s tammindan biliyoruz. Bu esitlikten D,, 1|, nin elemanlarinin 1 < 4,5 <nvej # s
icin < y;,2; > ve 1 <k < nig¢in < Y, 2,41 > formunda oldugu elde edilir. Her 1 <7, j <
nve j # sigin, Z nin tanimindan < y;, z; >€ Z C R{Z} elde edilir. Diger yandan, Lemma
10°dan, her 1 < k < nigin < yx, 2,41 >€ R{Vy} C R{Z} elde edilir. Dolayisiyla her
1 <s < nigin D,yqs € R{Z} olur. Béylece < y,11, 2p41 >=< giu‘g, g% >e R{Z, 6}
elde edilir. V C Z U{< Ypn11, 2ny1 >} oldugundan V C R{Z, 5~ '} elde edilir. Bu ise ispat1

tamamlar. n

Lemma 31. > " p; > 1,>°" r; > 1.p;,r; € Nigin < xPrp2Pn) g (rr2eam) S e
R{Z,6~1, A~} dir.

Ispat. Lemma 30°dan R{Z,6~'} oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla R{V,A"'} C
R{Z,67',A™'} dir. Lemma 19°dan > " ' p; > 1,50 7 > 1,p;,r; € N olmak iizere
< gPrp2cepn) g(rirzern) e R{Z, 671 A~'} elde edilir. O

Lemma 32. Z;‘:l m;; > 1,1 <i<n+1,m; € Nigin
|:x(m117m12 ,,,,, mln)x(m21,m22 ,,,,, man) .x(mn+1\1’mn+1\2 ::::: mn+1\n)] c R{Z, 5—1’ A—l}

dir.

Ispat.

ox ox ox 0%z

Y1 = Y2 = yees Yn = y Yntl =
aul (9u2 (9un 8u%
2 = plmismaz,..., mln)’ 2y = plmarmaz,..., m2n)’ ey Zpg = w(mn+1|17mn+l\2 ----- mn+1|n)

vektorleri i¢cin Lemma 28 uygulanirsa

[Wiye - Ynia] [2122 - 20a] = det ||[< yi, 25 >[[7 7 (7



24

elde edilir. (4) denkleminden A = [ylyg...ynﬂf oldugunu biliyoruz. (7) denk-
leminden [z122...2,01] = A7'[yays...yYnsa)det || < yi, 25 >||ZL;;11 yazilabilir. Lemma

31”den her 1 < 4,5 < n+ 1ic¢in < y;,2; >€ R{Z,d ' A~'} dir. Dolaysiyla
det ||< s, zj >H?;;11 € R{Z, 6 A7} dir. Ayrica [y192...Yns1] € Z oldugundan
[Y1y2 . Yns1] € R{Z, 671 A~} dir. Boylece [2125 ... 2,01] € R{Z,671, A~} olup, is-

pat tamamlanir. 0

Oz Oz 0z &%z | . s—1. A—1. Oxr Oz ; : . 9%z 9%z
Teorem 33. [6_1”%%8_@] 7(5 ,A < Bu;’ u; >,1§Z§j STL,< 8u%73ulaus R
.. . _ _1vSM(n+1) ;. . e e
2 < s < n elemanlarmin kiimesi, R {x, 51 A~! (n+1) diferansiyel cebirinin bir iirete
) ) y ¢
sistemidir.

51, A=15MOHD) diferan-

Ispat. Lemma 25’ten, Lemma 26 nin ifadesindeki sistem R {x,
siyel cebirinin bir iirete¢ sistemidir. Lemma 31°den >  p; > 1, > " 1, > 1, p;,;m; € N
igin < gPrp2opn) grirom) >e R{Z,671, A7} ve Lemma 32°den Y7 my; > 1,

1 <i<n+1,m;; € Nigin

|:x(mll7m12,--~7m1n)x(m211m227---7m2n) N .x(mn+1\l’mn+1\27"'7mn+1\n)] c R{Z, 5—1’ A—l}

dir. Yani, R{Z,6~!, A~} diferansiyel cebiri R {z, 5", A=} "™ giferansiyel cebiri-
nin iireteclerini icerir. Dolayistyla R {Z, 671, A1} = R{z, 61, A=1}M D elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir. 0
Lemma 34. R < ¢ >SM+)_R « 9z Oz B SO(n+1)

: dui’ Duz’ """ Oun .
Ispat. ¢ < = >= q(55759_517@(9_127---,%,...,:6(7”1”2 """ m"),A_l) € R < g >SMr+1)

olsun. Bu takdirde her g € SO(n + 1) ve b € R i¢in

g<gr+b>

(s 2O D) D) )
_ b ox ox Ox (m1,m2,....;mp)

_q<g:v—|— ,ga—ul,ga—w,...,ga—%,...,gm >

B or Ox Ox (m1ma,..mn) | _
_q<x7au1,au2,...,aun,...,1’ )—q<flf>

yazilir. Yukaridaki esitligi kullanarak ¢ polinomunun z ten bagimsiz oldugunu gosterelim.
Esitlik her ¢ € SO(n + 1) i¢in saglandigindan, g = [ € SO(n + 1) birim matrisi igin de
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saglanir. Bu durumda

dx  Ox Ox
b C.. C.. (m1,ma,....,mn)
q ($+ 7au17au27 7aun) ,:E )

dv Ou Oz (m1,ma,...,myn)
= q x? 9 g ey P ,x s1I0Z ey n
Our’ Qus ouy,

elde edilir. Diger yandan, bu esitlik her b € R"™! i¢cin saglandigindan, keyfi bir v, € R”

noktast i¢in b = —x(uy) i¢in de saglanir. Boylece,
ox ox ox
q (.CC (UO) - .T(UO), a—m(uo), a_u2<u0)’ RN a—un(uo)7 . ,.I‘(ml’mz """ mn)(lm))
ox ox ox

= _ . - (mlamZ ~~~~~ mn)

q <x(u0), 90, (uo), 90, (o), .-, . (ug),...,x (uo))

ox ox ox

— - i’ (m1,ma,...,mp)

~ 0 ) ) ) ()

elde edilir. Son esitlik her 1 i¢in elde edilebildiginden

q ( a_x @ % x(mlvmz 7777 m’n))

) aulv au27 ) 8’&”7 )
— @’@7“"@,“";5("11”12 »»»»» mn)
Oouy’ Ousg ou,,
yazilir. Buradan g € R < 2£, 2e 02 >50(n+1) elde edilmis olur.
Tersine,
Oor Oz ox TN or Ox N ox _50(n+1)
Oouy Ous’ T Ou, Ouy Ouy’ " Ou,

olsun. Bu polinom &telemelere gore invaryant oldugundan ¢ € R < z >SM(+1) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. [
Lemma35. fe R < 2z 0o 00 5500t olsun, Bu takdirde, f = % olacak sekilde

five fo SO (n + 1) —invaryant diferansiyel polinomlar1 mevcuttur.

Ispat. f cR < afl, 652 Cee 8‘1‘” >50(+1) olsun. Bu takdirde tamm geregi, f = % olacak

sekilde, carpanlart A olan f; ve fs nispi invaryant diferansiyel polinomlari mevcuttur. Ancak
SO(n + 1) grubu i¢in nispi invaryantlarin ¢arpanlari +1 dir. Dolayisiyla f = % olacak
sekilde f; ve fo SO (n + 1) —invaryant diferansiyel polinomlari mevcuttur. [

Lemma36. 1 <i<n+1, Z?:l mi; > 1,30 pi > 1,5 " ¢; > 1 olmak iizere,

[x(mu ~~~~~ min) p(m2tyeman) 2 (Mngajnse mn+1|n)] < 2 Propn) g (drsendn) (8)



26

Oz Oz Oz

Pz >50(+1) diferansiyel cisminin bir iiretec sistemidir.
Bu ) Qug? ) au

sistemi R <

SO(n+1)

i1 kiimesini  gbz  Oniine  alalim.

Ispat. R {zp(mimz.wma) o S0, > 13
(Weyl, 1946) calismasinda verilen, SO(n) igin temel teorem geregince, (8)

. . SO(n+1 .. . . . 1
sistemi R {g(muma-mn) S > 1) "+ dein bir  dreteg  sistemidir.
: 50 n+1) 9z 1 SO(n+1 su di
R {glmumaeemn) o 5™, > 1} = R{FE 2=, .., 221500 ) oldugu dik-
kate alinirsa, Lemma 35 kullanilarak ispat tamamlanmis olur. 0
Oz Ox 9z 9%z |. oz T
Teorem 37. [8_m8_w"'8un8_u%:|’<8u’8u >, 1<Z<J<n<8u2’8u18u > 2<s<n

elemanlari ile olusturulan kiime R < z >%("+1) diferansiyel cisminin bir iirete¢ sistemidir.

T ox Oz . . . 9%z 9%z

Ispat. 7, < Bu;* Du; >1 < 1 < 53 < m< 943 Burous >2 < s <

n; [—86”” e ooy —6292” ] elemanlarimin kiimesi olsun. Lemma 27 ve Lemma 29’dan §, A &
w1 Oug Oun Ous )

R{Z} € R < Z > elde edilir Boylece R{Z,67},A™'} € R < Z >C

{8u1’ B ""6u D2 150(m+1) olur. Lemma 30 ve Lemma 32’den < x(P1n) p(rira)
) [I(m“’ m1n) g (matsemzn) (Mg "Hln)} e R{Z, 5*1 ,A™'} C R < Z > oldugunu

biliyoruz. Lemma 36’dan bu elemanlarin R{-2% B ng N au Oz 150(n+1) diferansiyel cebiri-

nin iiretecleri oldugu dikkate alinirsa R < Z >= R{2% ot 8—W e 8‘% SO(n+1) elde edilir.

Boylece Lemma 34’ten R < Z >= R < 2 >%M(+1) elde edilir. Bu ise ispat: tamamlar. [

W = {< e g s G e e 1<i<j<n,] <s<n} kiimesini
g6z oniine alahm. R{W} kiimesi, R < 85’1, 59—1;”; ...,%xn >0 +1) diferansiyel cisminin 1V
nun elemanlariyla iiretilen diferansiyel alt cebiri olsun. R{W, 5!, A~} kiimesi de, R <
%, g—é, cey 8‘% >O0(nt1) diferansiyel cisminin 1/ nun elemanlar1 ve §—*, A~! fonksiyonlari

ile iiretilen diferansiyel alt cebiri olsun.

Ou; ’6u
alahm. Vo € W ve 6 € R{V;} oldugundan § € R{Vy} C R{W} ve R{V,, 67 '} C

R{W,os~* A‘l} elde edilir. Diger yandan Lemma 10’dan her i,5,0 € {1,2,...,n} i¢in

Daha onceden tanimlanis olan Vy = {< Gz O . ] <j<j< n} kiimesini ele

83 e 8u >¢e R{Vy} oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
?x  Ox
>c R{W lell,?2,. 9
< o >E BAWLiIE (12,0} ©)
elde edilir.
. . . 2
Lemma 38. Her 1 < i < nigin < gu 8u18u > R{W, 671, A~1} dir.
Oz Oz &z _ Oz _ Oz &z

Ispat. y; = Bu oY T GuUndl T 52081 T gy T gu0 Bl T Guog
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vektorlerine Lemma 38 uygulanirsa

[1y2 - Ynia] [2122 . 20a] = det || < i, 25 >||Z;:1 (10)

yazihr. 1 < j < n + Licin D,y [|< ws, 2 >H:L;r:11 matrisinin < y,,4+1,2; > elemaninin

kofaktorii olsun. (10) denkleminden

Y192 -« Yna] [2122 - - - 2p41]

=< Ynt1,21 > Doy + oo+ < Yni1, 2001 > Dogaper

elde edilir. Buradan da

< Yn+1s Znt1 > Dogpnga

= [y Y] [2122 - Znga] = < Yng1, 21 > Dypip — oo = < Ynt1,20 > Dpyapn

yazilabilir. D, 1,41 = 0 oldugu dikkate alinirsa,

< Yn+1, Bn+1 >
= 5_1 [ylyg o o yn-i—l] [2’122 e Zn+1] (11)

-1 il
=0 <Yns1,21 > Dypgip— - =07 < Yng1, 20 > Dpgapn

esitligi olusturulabilir. W kiimesinin tammundan [y19s . . . Yn11], [2122 - - - 2Zny1] € R{W} ve
dolayisiyla [t19s . . . Yns1] [2122 - - - 2ns1] € R{W} dir. Diger yandan, (9) denkleminden, her
1 <i<nigin < Y1, 2 >=< %, % > R{W} dur. Simdi de son olarak her 1 < s <n
1 T

icin D,,qs € R{W, 6, A~} oldugunu gosterelim. D, 1|5 nin tammindan

n+1+s i
Dn+1|s = <_1) det Gr(ylay% ey Yni 21, %2, 000y Bs—1y R4y - - - 7Zn+1)

yazilir. Bu esitlikten D, 1|, nin elemanlarinin 1 < 7,7 < nigin < y;, z; > seklinde ve
1 <k < nigin < y, 2,41 > seklinde oldugu goriiliir. W nun tanimindan, her 1 <i,5 < n
icin < y;,z; >€ R{IW} oldugu elde edilir. Ayrica Lemma 10’dan da her 1 < k < n i¢in
< Yk, 2ns1 >€ R{Vp} C R{W} elde edilir. Dolayisiyla her 1 < s < nigin D, qs €

R{W,5~, A~'} dir. Sonug olarak, (11) denkleminden < ¥,,,1, 2ps1 >=< g%uf, 651256% >e
R{W, 5~ A~'} elde edilmis olur. Bu ise ispati tamamlar. [
Teorem 39. 1 < s < nvel < i < j < n olmak iizere < 22, 22 > §71 A7l
i j
aizgus g e J5 | sistemi, R {x, 67", A=Y MOFY diferansiyel cebirinin bir iireteg sis-
temidir.

Ispat. Z ve IV kiimelerinin tanimlar1 dikkate alinirsa, Lemma 38’den Z C R {W, 5!, A~'}
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elde edilir. Teorem 33’ten R{Z, 61, A~1} = R{z, 61, A~11" M yazilir. Bu iki ifa-
deden anlagilir ki R {1,651, A~1} diferansiyel cebiri, R {z,0~!, A=}V diferansi-
yel cebirinin iiretegleri olan {Z, 6!, A~'} kiimesini igerir. O halde R{W,§ ! A~} =

R {z,5~1, A=1}¥M) olup, ispat tamamlanr. O
oz Oz : : . &%z Or Ox oz : :
Teorem 40. < Du; % > 1 <1< J < n; |:6U18u3 Duy Dug " Dun | 1 < s < n sistemi

R < z >M®+1) diferansiyel cisminin bir iireteg sistemidir.

Ispat. A nin tanimindan A = [%68_128% . %‘n] i olup, A € R{W} yazilir. Dolayisiyla
A™t € R < W > elde edilir. Benzer sekilde § € R{WW} oldugundan 6! € R < W >
dir. Boylece R{W,6" ', A~'} ¢ R < W > olur. Lemma 38'den Z C R{W,6 ', A~}
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla Z € R{W,0", A™'} C R < W >C R < g >5M+1)
elde edilir. Teorem 37’nin ispatindan R < Z >= R < z >“M"+1) elde edilmisti. Bunun
anlami Z kiimesi R < z >SM(+1) diferansiyel cisminin bir iirete¢ sistemidir. Yukaridaki
zincirdenise Z C R < W >C R < 2 >%M(+D elde edilmisti. Boylece R < W >,
R < 2 >3M+1) diferansiyel cisminin iireteci olan Z kiimesini icerdiginden R < W >=

R < z >M"+1) elde edilir ki bu da ispat: tamamlar. O

Lemma 41. d € {1,2,...,n} olmak iizere, x bir d—nondejenere hiperyiizey olsun. Bu

takdirde z bir regiiler hiperyiizeydir ve her v € U igin d,, (u) > 0 dir.

Ispat. = bir d—nondejenere hiperyiizey olsun. Bu takdirde her u € U icin Lgq () (u) #

0 dir. Lgg nin tanimindan, 1 < i < n igin q;(x) = 88_12 ve any1(x) 2272
olmak iizere [a; (z)as(x)...ant1(z)] # 0 elde edilir. Bu ise her v € U igin
aj (x),as(x),...,a,41(x) vektorlerinin lineer bagimsiz oldugunu ifade eder. Dolayisiyla
ay (x),as(x),...,a,(x) vektorleri de lineer bagimsizdir. Bu takdirde her u € U igin

0y (u) = det||[<a;(x),a;(x) >[|;,_, # 0 olup, = hiperyiizeyi regiilerdir ve d, (u) > 0
dir. [

R™*! deki bir x hiperyiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarimn tiim katsayilarinin
kiimesi {g;;, Lij : 1,7 = 1,2,...,n} olsun. Kabul edelim ki z, R"™! de bir d—nondejenere
hiperyiizey olsun. Bu takdirde her u € U igin A4 (z) (u) # 0 dir. Dolayistyla A)' fonksi-
yonu mevcuttur. Lemma 41°den de biliyoruz ki d,. (u) > 0 dir, dolayisiyla 5 1/2 fonksiyonu

da mevcuttur.

Teorem 42. d € {1,2,....,n} ve z, R"™ de bir d—nondejenere hiperyiizey
_1

olsun. Bu takdirde {gij (z), A1 (2), 042, La, (x):i,j,rzl,Q,...,n,igj} kiimesi

_1
R { gi; (), A (), 0.2, Lij (2) 11 <i<j < n} diferansiyel cebirinin bir iirete¢ sistemi-
dir.
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Ispat. d = 1 icin W, = {g; (), L1, (¥):i,5,7=1,2,...,n,i < j} kiimesini goz
oniine alalim. R{WI,A*,(S—%}, R{gij (2), A7 (x),0:2, Lij () 1 1<i<j< n} di-

feransiyel cebirinin, W; kiimesi ve A‘l,é‘% fonksiyonlar1 ile iiretilen diferansiyel alt

s 0z 0 Ou
Ou10uj Ouy Quz °°° Ounp

5%L1j(x) elde edilir. Buradan 5%L1j () € R{Wl,Afl,é_%} oldugundan her
1 < j < n icn [8325%551;’—;2...%} c R{WI,A*,(S‘%} elde edi-

lir. Buradan W C ]R{Wl,A_l,(S_%} elde edilir. Dolaysiyla R{W, A" 571} C

cebiri olsun. L;j(x) in tammindan her 1 < j < n igin [

R{Wl,A_l,éfé} dir. Teorem 39°dan R{W,0~!,A~1} = R{z, 61, A-1}M0OHD
oldugunu biliyoruz. O halde her 7,7 = 1,2,...,n i¢in [&iéfu? gfl 6652. ‘88112} S

R{W,A"! 61} dir. Diger yandan R{W, A1 5§71} C R{Wl,A ,5_%} oldugundan

Ou;0uj Oul Oua Oun

Lij(z) = [87228"”%;—&59—12...%} 572 € ]R{Wl,A_l,é_%} elde edilir. Buradan da

R{Wl,Afl,é—%} - R{gij (@), A7 (@), 0,2, Ly (2) 1 1<i<j < n} olur. d = 1 icin

ispat tamamlanmis olur. Diger d degerleri i¢in de benzer yontemle istenilen elde edilir. [

[ FEERO: o Y @} eR {Wl, AT 5_%} elde edilir. Sonug olarak L;;(x) in tanimindan

2.1.2. Hiperyiizeylerin Invaryantlarmm Tam Sistemi

G, M (n + 1) grubunun herhangi bir alt grubu olsun.

Tamim 43. z ve y, R"*! de iki hiperyiizey olsun. Eger her v € U i¢in y (u) = Fx (u) olacak
sekilde bir /' € G doniisiimii mevcut ise x ve y hiperylizeylerine G—denktir denir ve bu

durum z < y ile ifade edilir.

Her 1 < i < nigin a;(z) = 2% ve apqq (z) = gg stitun vektorleri olmak iizere
A(x) = |lay () ag (). ..ane1(z)]| matrisini ve det(A (x )) = a1 () ag () ...apni1(z)]

determinantini tanimlayalim.

R"*1 deki her 1—nondejenere hiperyiizey kisaca bir nondejenere hiperyiizey olarak
adlandirilir. 2, R"*! de bir nondejenere hiperyiizey olsun. = nondejenere oldugundan, her

uw € Uicin A(x) = [a1 () az (x)...anH( )]? # 0 dir. Dolayisiyla her u € U igin

lay (z) ag (z) ... apea(x)] # 0 olup A(z) " tanimhidir. Her 1 < s < n icin BA—lES) =

Hagﬁ) agix) ...a“"“ @) seklinde tammlansm. A (z) ™" 85415:” ||p5;(z)|| matrisini goz

Ontine alalim.

Lemma 44. Her 1 <i,j <n+1veher 1 <s < niginp;(z) € R{V,A™"'} dir.
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Ae) 52 = |lpy(@)|| esidiginden A () [lpj; ()] = %5

nondejenere hiperyilizey oldugundan, her v € U igin A, (u) = (d etA (x) (u)) # 0
dir. detA(z)(u) # 0 oldugundan, 1 < i,7 < n+1vel < s < n olmak iizere

) ||pg; (2

H = 8A(x) lineer denklem sistemi agagidaki ¢oziime sahiptir:

da; (x)

pi;(z) = {al (x)...a;-1(x) 8]u3 a1 () ... an+1(x)} [ay (x) ... an+1($)]_1

Buesitliktenher 1 <7,7 <n+1veherl < s <nigin

Ja; ()

@) = |01 @) 0 2 0.0 0] o1 )t )] 2

elde edilir. Lemma 28 ve Teorem 20’den

{al ()...a;-1(x) aaaj@fj) a1 () .. .an+1(x)] la1 (z) ... anp1(x)]

ifadesinin, R {V, A~!} kiimesinin elemani oldugu bulunur. A~! € R{V, A~'} oldugundan

1<4,

j<n+1vel<s<mnolanheri,j,sicinp;; (z) € R{V,A™"} dir. O

Teorem 45. x ve y, R"*! de iki nondejenere hiperyiizey olsun.

)

i1)

Ispat.

T ) y olsun. Bu takdirde, her 1 <, j,s < nveheru € U i¢in

or O oy 0Oy Pr  0%x 0y 0%y

< —, — >=< >, < >=< —F
du;’ Ou; Ou;” Ou; ~ 7 Out’ Ouydus Ou?’ OuyOu,

> (12)

dir.

(12) esitlikleri saglansin. Bu takdirde, M y dir. Buna ek olarak, her v € U icin

y(u) = gz (u) + b olacak sekilde bir tek ¢ € O(n + 1) ve bir tek b € R™"! vardur.
Acik bir bicimde g = A (y) A (z) " ve b=y — A(y) A (z) " x seklindedir.

M(nt1) y olsun. Bu takdirde, her v € U igin y (u) =

1) Kabul edelim ki z
gz (u) + b olacak sekilde bir g € O(n + 1) ve bir b € R"*! vardir. < 22, 2=
ve < Lz 0z fonksiyonlarl birer M (n—i— 1) —invaryant olduklarindan

(9u2 ’ 6u18u
Oz Oz Oy 2z 9%y
u; 8u] >=< au v ou; Ve 8u27 8u18u (9u2’ Burou,

ANV

>=< > elde edilir.

Kabul edelim ki (12) esitlikleri saglansin. Bu takdirde, Lemma 11°den her v €
U icin A (z) (u) = A(y)(u) elde edilir. x ve y hiperyiizeyleri nondejenere ol-
duklarindan her v € U igin A (z)”" (u) ve A(y)~" (u) tammhdir ve dolaysiyla
A(z) " (u) = A(y) " (u) elde edilir. f{z} € R{V,A"'} polinomunu alalim.
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Teorem 20°den biliyoruz ki R{V,A™1} = R{z, A=} dir. Diger yandan
A (z)"" (u) = A(y)~" (u) oldugu dikkate almirsa her v € U igin

fAz ()} = Hy(w)} (13)

elde edilir. (12) ve (13) esitlikleri ile Lemma 44 kullanilirsa, heru € U ve 1 < 1,5 <
n+1vel < s < nolan her i, j, s igin pj; (v(u)) = pj; (y(u)) elde edilir. Buradan

Az)™! 8545:) = ||pfj(x)|| esitliginden her u € U ve 1 < s < n olan her s igin

—1 0A(z(u))

A ((u)) w4 (y(u))

-1 0A(y(v))

i, (14)

bulunur. Boylece her u € U ve 1 < s < n olan her s icin

8’&5 Gus 8U$
= P2 g0y~ A D )

= 40) (40" 52 - 4@ ) Ay

elde edilir. Bu esitlik ve (14) denklemi kullanilarak, 1 < s < n olan her s i¢in
8(A(ygA(ﬂﬁ)‘l)

bu esitligi 1 < s < n olan her s i¢in kullamrsak A(y (u))A(x (u))~" ifadesinin
1

= 0 bulunur. U, R™ de baglantili ve acgik bir altkiime oldugundan

u € U ya bagl olmadig1 goriiliir. ¢ = A(y)A(x)~' olarak alalim. Her v € U igin
det(A(z)(u)) # 0 ve det(A(y)(u)) # 0 oldugundan det(g) # 0 dir ve her u € U i¢in
A (y) = gA(z) elde edilir.

Simdi g € O(n + 1) oldugunu gosterelim. Lemma 18, (13) esitligi ve A (z)" A (z) =
< a; (z),a;(z) >H?;r:11 esitliginden A (2)" A (z) = A(y)" A (y) elde edilir. A (y) =
gA(z) oldugundan, I birim matrisi gostermek iizere, g g = I bulunur. Buradan g €
O(n + 1) oldugu elde edilir.

A, (u) = gA,(u) esitliginden her u € U ve 1 < s < n olan her s i¢in %y—fz) = gaa’”—g)
esitligi elde edilir. Bu esitlikten her u € U i¢in y (u) = gz (u) + b ifadesi bulunur. Bu

ise b € R""! elemaninin varligin gosterir.

Simdi bu denkligin tek oldugunu gosterelim. ki hiperyiizeyi birbirine doniistiiren
ikinci bir doniisiim mevcut olsun. Yani, her v € U i¢in y (u) = Dx (u) + ¢ olacak
sekilde bir ¢ € R"" ve D € O(n + 1) mevcut olsun. Bu durumda her i = 1,2,...,n
ve u € U icin %y—q? = D%z—g dir. Bu denklemleri kullanarak her v € U igin
A(y(u)) = DA(z (u)) elde edilir. Buradan D = A(y)A(z)"' = ¢ bulunur.

y (u) = Dz (u)+cve D = A(y) A(z) " esitliklerinden c =y — A (y) A (z) 'z =1
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

]

Teorem 45, (12) denklem sisteminin R™** deki biitiin nondejenere U —hiperyiizeylerin

kiimesi iizerinde M (n + 1) —invaryantlarin bir tam sistemi oldugunu gosterir.

Teorem 46. x ve y, R"*! de iki nondejenere hiperyiizey olsun.

1)z SM(n+1) y olsun. Bu takdirde, her 1 < 1,7 <n,her2 < s <nveheru € U i¢in
Lo e oy oy e Fe 0 %y
Ou;” Ou; ~ " 0w’ Ou; T T 0w Quydus T Oud’ OuyOug
or Ox oz 0256] r {Gy Oy dy 0%y

Ouy Ouy " Oup, Out| | Ouy Oug " Ouy, QU2

(15)

dir.

1) (15) esitlikleri saglansin. Bu takdirde, x oy y dir. Buna ek olarak, her u € U icin

y (u) = gz (u) + b olacak sekilde bir tek g € SO(n + 1) ve bir tek b € R™"*! vardur.
Acik bir bicimde g = A (y) A (z) " ve b=y — A(y) A (z) "z seklindedir.

. . . . SM(n+1) . ..

Ispat. 1) Kabul edelim ki = ~ y olsun. Bu takdirde, her v € U igin y (u) =
gx (u) + b olacak sekilde bir g € SO(n + 1) ve bir b € R"*! vardir. < 2% 22 >

Ou;’ Ou;
02z 02z ox Oz oz 0%z . .
< 92 Buou, > V€ [ Bul Bus  Bu 8u%} fonksiyonlart SM (n + 1)-invaryant olduk-
e dx o __ Oy Oy e _Px o __ Oy 0%y
larindan < Ou;? duy >=< Ou;? Ouy >, < au%’ OuqOus >=< au%’ Ou10us > ve
Oz O Oz x| _ |0y 9y Oy &% T
[ B Bus - Dus Bu%] = [ Dur Dus * D 00 elde edilir.
i1) Tersine, (15) esitlikleri saglansin. < Oz Or o | << < e Pu O
’ g ) Ou; ? Ouj e AT Ou?’ Ou1dus
2 . . . . . .
2 < s < |20z Oz 02| alemanlarinin kiimesi Z ile ifade edilsin. R{Z},
) ' | Ouy Ous Oun Ous
Do 0o - Or 51 AT1}SO(H) diferansiyel cebirinin, Z sistemi ile iiretilen di-
Ouy’ Ous’ ) Oup? )
. G _ _ Oz _ __ Oz _ _ Oz
feransiyel alt cebiri olsun. v; = 23 = Fu V2 = 22 = FuoreoUn = Zn = G-
olmak iizere § = 0, = detGr(vy, vy, ..., Un; 21,22, ...,2,) Olsun. Lemma 27 ve

Lemma 29°dan J,, A,eR{Z} dir. Boylece (15) denklemlerinden her v € U igin
0y = 0y, A, = A, elde edilir. x (u),y(u) nondejenere hiperyiizeyler oldugundan,
her u € U igin Ay(u) # 0 ve Ay(u) # 0 dir. Lemma 41 ile her v € U igin
dz(u) > 0 ve §y(u) > 0 elde edilir. 6, = 6, ve A, = A, esitlikleri ve Lemma
41°den her u € U i¢in 6, = &, ve A;' = Ay bulunur. R {7,671, A=1}5M0D,
Teorem 33’teki diferansiyel cebir olmak iizere f {z} € R{Z,6~1, A=1}"M D g

sun. Bu durumda §;' = 0, ve A;' = A! denklemleri ve denklem (15) ten her
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u € Uigin f(z) = f(y) elde edilir. Lemma 30, (15) denklemleri ve f (z) = f(y)
esitlikleri kullanilarak (12) denklemleri elde edilir. Boylece Teorem 45°ten her u € U
i¢in y(u) = gx (u) + b olacak sekilde bir tek g € O(n + 1) ve bir tek b € R™"*! vardur.

Buradan (15) denklemleriyle det(g) [;—ia‘r’—é . ;Txgig] = [8‘9_915—?/2 . aa_ygig] dir.
n U/l u U Un, ul

2
Her u € U igin A, (u) = [f”—xﬁ . 8—3—} # 0 oldugundan, detg = 1 elde edilir.

Oui Oug " " " Oup 8u%

Teorem 45ile g = A (y) A ()" veb=y — A(y) A (x)"" z seklindedir.

O

Teorem 46, (15) denklem sisteminin R™*! deki biitiin nondejenere U —hiperyiizeylerin

kiimesi tlizerinde SM (n + 1) —invaryantlarin bir tam sistemi oldugunu gosterir.

Teorem 47. x ve y, R"*! de iki nondejenere hiperyiizey ve d € {1,2,...,n} olsun.
. SM(n+1) . . . .o
i) x ~ " yolsun. Bu takdirde, : < jolanher 1 <1,7,s < n, her 2 < s < n ve her
u € U igin
9i5 (%) = 9 () , Las (v) = Las(y) (16)
dir.

i1) (16) esitlikleri saglansin. Bu takdirde, x SMHD y dir. Buna ek olarak, her v € U i¢in
y (u) = gz (u) + b olacak sekilde bir tek g € SO(n + 1) ve bir tek b € R™"*! vardur.

Acik bir bicimde g = A (y) A (z) " ve b=y — A(y) A (2)" x seklindedir.
Ispat. i) Kabul edelim ki = ML y olsun. Bu takdirde g¢;; (z) ve L, (z) fonksiyon-
lart her 1 < 7,4, < nigin SM (n + 1) —invaryant olduklarindan (16) denklemleri

saglanir.

ii) Tersine, (16) esitlikleri saglansin. Teoremi d = 1 durumu icin ispatlayacagiz. W1,
Teorem 42’nin ispatinda kullanilan kiime ve R {1} yine Teorem 42’nin ispatindaki
diferansiyel R-cebir olsun. Ayrica 6 = §, Teorem 33’{in ispatinda kullanilan fonksiyon
olsun. § = det [|g;;|[;,_, oldugundan, 6 € R{IW,} dir. Buradan A = §(Lqp)? dir. O
halde A € R {IW;} dir. x ve y nondejenere hiperyiizeyler oldugundan her v € U i¢in
A, (u) # 0ve Ay(u) # 0 dir. Lemma 41 ile §, (u) > 0 ve 6, (u) > 0 dir.

R {Wl, AL 5*%} kiimesi Teorem 42’nin ispatinda kullanilan diferansiyel cebir ol-
sun. Teorem 42 ile her 4, = 1,2,....n icin L;; € R{Wl,A‘l,cS*%} dir. Bura-
dan heri,j = 1,2,...,n icin [ Pr_ox ou O ] = 0~3L;eR {Wl, AL 5—%}

Ou;0uj Oui Ouz " Oun

elde edilir. Buradan W, Teorem 39’un ispatinda kullanilan kiime olmak iizere, W C
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]R{Wl,A_l,é_%} dir. Boylece, R{W,A~1 5§71} C R{WI,A_l,é_%} bulunur.
Z, Lemma 27°de kullanilan kiime olmak iizere, Z C R {W, A~ §~'} dir. Buradan
R{Z} CR {Wl,Afl,a—%} dir.

0, = 0, ve A, = A, esitliklerinden her u € U igin ;' = 6, ve AJ! = A
elde edilir. f{z} € R{Z} C R{Wl,A_l,é_%} olsun. Bu durumda 0, " = 4,",
A7t = A" ve (16) esitliklerinden her v € U igin

fAz(u)} = f{y(w)} (17)

olur. R{Z} C R {Wl, AL 5‘%} oldugundan, (17) esitliginden (12) esitlikleri elde

edilir. Bu durumda, Teorem 46’dan x My y dir. Ayrica, yine Teorem 46’dan her

u € Uiginy (u) = gz (u)+b olacak sekilde bir tek g € SO(n+1) ve bir tek b € R**!
vardir ve g = A (y) A ()" ve b=y — A(y) A (z)~" z seklindedir.

2.2. 3-Boyutlu Rasyonel Cebirsel Egrilerin Projektif Denklik ve Simetrileri
2.2.1. Temel Projektif Diferansiyel Invaryantlar

Tanim 48. Uygun bir p(to,t1) = (po(to,t1),p1(to,t1), p2(to, t1), ps(to, t1)) parametrizas-
yonu ile parametrelenmis C' rasyonel cebirsel egrisi verilsin. £,/ > 0 tam sayilar olmak

lizere p nin kismi tiirevlerini asagidaki sekilde gosterecegiz:

aka
Pt = W(tmtl)-

Lemma 49. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C rasyonel cebirsel egrisi
verilsin. Bu takdirde Dylrks k=0,1,...,[ kismi tiirevi, her [ > 1 i¢in Dt1>Ptos Pi2s - - Pt
kismi tiirevleri ile iiretilebilir. Yani Py-kp = fi—kkoPt, + fick 1D+ F fl—k,k,lpté olacak

sekilde ¢, t; degiskenlerine bagh fi_x k.0, fi—kk.1,-- -, fi—kk,; rasyonel fonksiyonlar: vardir.

Ispat. n, p parametrizasyonunun derecesi olmak iizere, Euler’in homojen fonksiyon teore-

minden

tops, + tipy, = np (18)



35

elde edilir. (18) denkleminin ¢, de§iskenine gore tiirevi alinirsa,

n—1 t()
P P (19)

ptotl -
elde edilir.

Benzer sekilde (18) denkleminin ¢; de8iskenine gore tiirevi alinirsa, ve yeni esitlikte

(19) denklemi yerine yazilirsa,

n—1 n—1 t2
Pz = —7150]% + 1, n + Eptg
bulunur. Boylece lemmanin hipotezi [ = 2 i¢in saglanir.

Simdi, hipotezin [ i¢in saglandigin1 kabul edelim, yani £ = 0, 1,... [ icin
Pylkgr = Ji—k k0Pt + fimkgeiDeo + .-+ fl—k,k,lptéa (20)

esitligi saglansin.

(20) denkleminin ¢, degiskenine gore tiirevlenmesiyle ve (19) denkleminin yerine

yailmasiyla, £ = 0,1, ...,/ icin

Pkt = Gi-k k0Pt T ik k1Dt T o Gk kiPy G-k k11D (21)
elde edilir. Burada, i = 3, ..., i¢in g_gz; = Wé;;;’” + fiokkio1 Ve
1—k,k,0 = _8fgtz:),k,o
Jl—k k1 = afgt];’k’l + nt_l 1fl—k,k,0
J—kk2 = afg_t/;,k,z + fimkg1 — i—?ﬁk,k,o

91—k k41 = Ji—k ki
dir.

Boylece ispati tamamlamak icin Dy kismi tiirevinin hipotezdeki kismi tiirevlerle {ire-

tildigini gostermek yeterlidir. £ = [ ifadesi (20) denkleminde yerine yazilirsa,

P = fouope, + fouapbe + - -+ forpy (22)
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ifadesi elde edilir.

Son olarak (22) denkleminin ¢; degiskenine gore tiirevlenmesiyle ve p;2 kismi tiirevinin
esiti, (20) ve (21) denklemleri yerine yazilirsa, esitligin sag tarafindaki ifadelerin hepsi hipo-
tezdeki kismi tiirevlerle iiretilmis olur. Dolayisiyla Pyt tiretilir. Boylece ispat tamamlanmus
olur. 0

Tamm 50. D(p) := ||ps, pt, Di2 D3 || matrisi ve onun determinanti A(p) := Det(D(p)) =
[Pto Dty Pe2 Pe3 } tanimlansin.

Lemma 51. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C rasyonel cebirsel egrisi
icin, C' egrisi bir hiperdiizlemde igerilmez ancak ve ancak A(p) determinanti sonlu sayida

singiiler nokta hari¢ 6zdes olarak sifir olamaz.

Ispat. p uygun parametrizasyonu icin asagidaki temsili goz 6niine alalim:

R

"t

I
N

p(t07 tl) . ) (23)
titn

to

Burada A, p parametrizasyonuna karsilik gelen 4 x (n + 1) tipindeki katsay1 matrisidir. (23)
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ifadesinin art arda tiirevlenmesiyle

_ . -
!
Pio(to, t1) = A - Tp, Ty = :
(n — Dttg 2
nty !
[ nty!
(n — 1)t7 2,
pi (to, t1) = A - 1T, 7= :
to!
0
piz(to,t1) = A- Ty, T = ;
(n —1)(n —2)t,t5 2
n(n — 1)tp—2 J
- 0 ;
0
0
pe(to,th) = A- T, I5 =
(n—1)(n —2)(n — 3)ttp~*
n(n —1)(n — 2)tg~*
elde edilir.Boylece

bulunur ki burada 7' = ||T, 17 T T3|| dir. n > 4 oldugundan, Rank(T') = 4 elde edilir.

Yeter sart icin kabul edelim ki A(p) = Det(A - T) 6zdesge sifir olsun. Bu tak-
dirde Rank(D(p)) < 4 dir. C bir hiperdiizlemde icerilmediginden, Rank(A) = 4 olup,
boylece AT - A carpimimn ranki 4 tiir. Burada A”, A matrisinin transpozudur. Ayrica
n > 4 oldugundan, Rank(T) = 4 tir. D(p) = A - T ifadesini soldan AT ile ¢arparsak,
AT.A.T = AT . D(p) bulunur. Son olarak bu denklemin sol tarafindaki matrisin ranka 4 tiir.
Fakat Rank(AT) = 4 ve Rank(D(p)) < 4 oldugundan, esitligin sagindaki matrisin ranki
4 ten kiigiiktiir. Bu bir ¢eligkidir, dolayisiyla A(p) yalnizca sonlu sayida singiiler noktalarda

sifir olabilir.
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Gerek sart i¢in kabul edelim ki C egrisi bir hiperdiizlemde igerilsin. Dolayisiyla
Rank(A) < 4 tir ve n > 4 oldugundan, Rank(T) = 4 tiir. Boylece Rank(A - T) >
min(Rank(A), Rank(T)) = Rank(A) < 4 olup Rank(D(p)) = Rank(A-T) < 4 elde
edilir. Buradan da Det(D(p)) = A(p) determinantinin dzdesce sifir oldugu bulunur. Bu da

bir ¢celigkidir. Boylece ispat tamamlanr. 0

Bu lemma, ele aldigimiz egrinin p parametrelenisi i¢in, sonlu sayida singiilerlik du-
rumu disinda A(p) determinantinin sifirdan farkl oldugunu garanti eder. Bu egrileri inceler-
ken bu singiiler noktalar1 islemlerimizde dikkate almayacagiz, ¢iinkii bu singiilerlikler, denk-
lik durumunda, projektif doniisiimler tarafindan korunur. Yani, birinci girdi egrisindeki bu
singliler noktalar, e8rileri denk yapan projektif dontisiimlerle ikinci egri lizerindeki singiiler
noktalara doniistiiriiliir. Bu nedenle, eger egri bir hiperdiizlemde yer almiyorsa, o zaman

A(p) determinantinin sifir olmadigini varsayabiliriz.

Simdi bir C' egrisinin baz1 diferansiyel invaryantlarini, egrinin uygun parametrizas-

yonu p iizerinden tanimlayacagiz.

Tammm 52. p parametrizasyonunun projektif diferansiyel invaryantlar1 asagidaki sekilde

tanimlanir:
Ai(p) As(p) Asz(p) Ay(p)

I _ I — I = ) -

1(p) A(p) 2(P) A(p) 3(p) A(p) (p) A(p)
Burada

Ai(p) = Dit Pty P2 Pi3 | >

As(p) = |Pro Py Pz D3 | »

A3(p) = |Pro Pty Pia P13 | »

As(p) = |Pro 1y Pz Ped | -

dir.

Lemma 53. Uygun bir p(to,t1) = (po(to, 1), p1(to, 1), p2(to, t1), p3(to, t1)) parametrizas-
yonu ile parametrelenmis bir C' rasyonel cebirsel egrisi verilsin. Bu takdirde ¢, A(p) nin bir

carpanidir.

Ispat. Parametrizasyonun derecesi n oldugundan,

n

pk(t()atl) = Zar,ktg_th, 0 S k S 37
r=0
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yazilir. Bu polinomlarin ¢, degiskenine gore ¢.mertebeden kismi tiirevleri

J'pr — (n—r)! —r—i
; t t — ——a, tTL s ZtT’
8156(0’ 1 ;(n—r—i)!a’ko !

seklinde hesaplanir. Tanimdan

Ipo
oty
op1
oty
Op2
otq
Ops
oty

apo
Oty
op
Jtg
ps
Oty
ps
Otg

<t07 Zfl)
(t()a tl)
A(p) = [pto Pe Pe2 pt8i| -
<t07 tl)

(to,t1) -

1<0<3

82

ot
0” b
o2
0” D2
81&2
0” P3
otz

(tovtl)
(to, t1),
(to, 1),

(to, t1),

693
8153
63}71
8153
o b2
8t3
o? D3
8163

(tO’tl)
(to, 1),
(to, t1),

—5 (to, 1),

oldugunu biliyoruz. A(p) determinantini birinci siituna gore acarsak

82

ot
8 P2
o D3

9
P ko, 1),

(thtl)

—5 (to, 1),

693

8t3
53172
8t3
9 D3

= (to, t1)

—3 (to, t1)

o2

0? Po
8t2

<t07t1) atg

apo

(t(]a tl) ats

(to, 1)

— 5 (to, 1)

0? Po
6152
32]?1
o2
0? 2!
0152
0” Po
8152
0” b
o1
9” b2
(‘9752

dpo
oty
Op
oty
Ops
oty

9
I (19, 1),

- (to, t1),

L op

ato (t07 tl)

-~ (to, 1),

- (to, t1),

9” P2
8152
o8 Y25
o1

(t07t1)

—5 (to, t1),

(tost1), &5
—5 (to,t1), o3

(t07t1)

8 Po
6t3
83?1
o3
0 b2
81&3

(t07t1>
(to, t1),

(to, 1),

0 3P2
0 3293
at3

(to, 1)
—5 (to, 1)

(to, 1)

—5 (to, t1)

—5 (to, 1)

> (to, 1)
—5 (to, t1)
(to, t1)

(to, 1)
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elde edilir. Ardindan her bir siitun girdisinin katsayilar1 olan kofaktorler tekrar birinci siituna

gore acilirsa

0 pi pi >Pp 0°pi
a—t%(to,h)a—%(to,h) - 0_t8<t0’t1)8—t(2)(t0’t1) =
— — (n — T)' (TL — S)‘ 10 lt2n7(r+s+5)tr+s
(n—r—2)(n—s—3) "0 !
r=0 s=0
n—2 n—3
(TL B T)' (n B 8)' 2n—(r+s+5) ;r+s
_ZZ (n—r—2)!(n—s—3)!as’kar’lt0 h
r=0 s=0
— (Tl — T)' (TL — S)' 2n—(r+s+5) ;r+s
= (n —p— 2), (n s 3)' (as,kar,l - ar,kas,l)to tl )
r=0 s=0 : '

elde edilir ki burada 0 < k£ < [ < 3 dir. r = s oldugunda a, ya,; — a,ras; = 0 oldugu
asikardir. Boylece » + s > 0 kabul edilebilir. Dolaysiyla ¢, her 0 < k < [ < 3 igin

0? 3 03 0?
pj (to,t1) p;l (to, t1) — —p;(to, tl)—p;l(to, t1) ifadesinin bir ¢arpanidir. A(p) nin hesabi
otg ot} ot} otg
dikkate alindiginda, ¢; in A(p) nin ¢arpani oldugu elde edilmis olur. U

Lemma 54. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C' rasyonel cebirsel

egrisinin projektif diferansiyel invaryantlar1 asagidaki sekilde veilmis olsun

_ Aip) _ Ax(p) _ As(p) _ Aalp)

Ii(p) : Alp)’ LI(p) : A I3(p) : Alp)’ 14(p) A (25)
Bu takdirde

Al = Asal) — = 4a(0)

Az(p)ty = As2(p)

As(piy = Asalp) + 2 As(p) = Ar(p)

As(p)ty = As4(p) — A3(p),
dir ve burada

Asa(p) = [Ptg Pty i3 ptg} : Asa(p) = |:pt0 Pig D2 ptg} :

As5(p) = [pto Pty Pig pt8i| : Asa(p) = [pto Pu Pi3 pt8i|

seklindedir.

Ispat. Lemmanin ispat1 determinant fonksiyonunun lineerlik 6zelliginden aciktir. 0
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Asagidaki lemma klasik invaryant teoride standart olan bir bracket syzygy esitligidir.

Bu yiizden bu lemmay1 ispatsiz olarak verecegiz.

Lemma 55. xy, z1, ..., 2, Y2, Y3, ..., Y € E™ vektorleri i¢in asagidaki esitlik saglanir

(21 Zo oo ] [T Yo oo Yn) — [To T2 oo ] [T1 Y2 oY) — oo — [T1 o Ty o] [0 Y2 .o yn] = 0.

(26)

Lemma 56. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C rasyonel cebirsel egrisi

verilsin. A;(p), A(p) ve A;(py, ), A(pe,) determinantlari asagidaki iligkileri saglar

n—1
1
n—1

A(pto) ==

Az(p)

Ai(pr) = " %@Mw@—b@Mm@»—%@@Mm@—h@Mm@)
As(pry) = L2(p)As1(p) — Li(p) As 2(p)
As(pry) = P (Lu(p) As2(p) — La(p) Asa(p)).

1

Ispat. Lemmay1 yalmzca A, (pt,) icin kanitlayacagiz, ciinkii digerleri de benzer sekilde elde
edilebilir. A; determinantinin tanimindan, A;(p;,) = [ptg Dtyto D3 ptg] oldugunu biliyoruz.
(19) denkleminden,

n—1

Al(pto) = T

lo
[ptg Pty Pe3 pt‘é} - [Ptg D2 Pg3 ptg}

i
elde edilir.

Simdi py,, piz, Pro, Pi3, Pet V€ Pro, P2, 3 vektorleri igin Lemma 55 uygulanirsa ve so-

nucu sifir gelen determinantlar elenirse,

{Ptg Py P ptg} {Pt 1 Pto Pe2 pt%} - {pzl Dty Pi3 Ptﬁ} {Pt;"; Pty P2 ptg} - {Pt{; Pio Pi3 ptl} {ng Pty Pi2 pt%} =0
bulunur.

As(p), As(p), As2(p), As 3(p), A(p) determinantlarinin tanimindan,

(223 2o iy Pig | AD) = Aa(p) Asa(p) — As(p) Asap)

yazilir. Boylece Lemma 51°den

[Ptg DPto D3 ptg} = I(p)As3(p) — I3(p)As,2(p) (27
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elde edilir.

Benzer sekilde, py,, Di5, D2, D3, Py V€ Py s P2, Py vektorleri icin Lemma 55 uygulanirsa

ve sonucu sifir olan determinantlar elenirse,

|:pt8 D2 Pg3 Ptg} {Pto P, P2 ptﬁ} - |:pto Dz P pté] |:pt8 Dty Pe2 Ptg} - [Ptg D2 Pe3 ptoi| {ng Dty Pe2 Ptg} =0

bulunur. A, (p), A2(p), As1(p), As2(p), A(p) determinantlarinin tanimindan

(g Pz Pis Pt A(p) = A2(0) As.1(p) — A1(p) As2(p)

elde edilir. Boylece Lemma 51°den

[ptg P2 Pe3 pté} = I(p)A5,1(p) — L1(p)As2(p) (28)

sonucuna ulagsilir. (27) ve (28) denklemleri birlestirilirse,

n—1

Ai(py,) = » (Is(p)A5,z(p)—Ig(p)As,g(p))—i—?(lz(p)As,l(p)—ll(p)Asz(p))-

olup, istenilen elde edilir. O]

Lemma 57. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C rasyonel cebirsel egrisi
verilsin ve p parametrizasyonunun katsay: vektorleri ¢;, j = 0, ..., n olsun. Eger A;(p), i =

1,2,3 ve A(p) determinantlart t, degiskenine bagli degilse ¢y = 0 dur.

Ispat. ¢, = 0 oldugunu gostermek icin n iizerinden tiimevarim uygulayacagiz. n = 4 icin

4 4 4 4
plto,tr) = (O cioty 0, ciaty D cinty LY ity )
=0 =0 =0 =0

yazilir ki burada ¢;;, 0 < ¢ < 4 reel sayilar1 ¢;, 0 < 7 < 3 katsay1 vektorlerinin bilesenlerini

ifade etmektedir. Simdi A(p) determinantim agagidaki sekilde hesaplayalim

A(p) = — 192 g ¢35 ¢1 ¢ tét‘;’ —192[co ¢4 ¢ o) tgt? + 288 [c3 ¢4 1 ¢ tgt;
+ 384 [c3 ¢4 o o) tot] + 96 [c3 ¢4 o 1] 1.

A(p), to degiskenine bagl olmadigindan,
[c3eqcacr] #0,[cgeqcacol =0, [czcqcrco) =0, [cacacr o] =0, [cacsgercol =0

elde edilir. [c3 ¢4 ca co] = 0 ve [e3¢4 o 1] # 0 oldugundan, cg = Ajcs + A\acq + Azce olacak



43

sekilde A1, Ao, A3 reel sayilar1 vardir. ¢ = Ajc3 + Aacy + A3co ifadesi sonucu sifir olan

determinantlarda yerine yazilirsa, A\; = Ay = A3 = 0 sonucuna ulagilir. Yani ¢y = 0 dir.

Lemmanin hipotezinin n i¢in saglandigin1 kabul edelim ve derecesi n + 1 ve katsay1
vektorleri ¢;, ¢ = 0, ...,n + 1 olan bir p parametrizasyonu i¢in hipotezin saglandigin goste-
relim. Kabul edelim ki A;(p), i = 1,2,3 ve A(p) determinantlar1 ¢, degiskenine bagl ol-
masin. Boylece ¢y = 0 oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in de derecesi n ve kat-
say1 vektorleri ¢, j = 0,...,n olan ¢ = p;, parametrizasyonunu gz oniine alalim. A;(p),

i =1,2,3 ve A(p) determinantlari ¢, degiskenine bagl olmadigindan,
Ay(p) = kit1"78, Ag(p) = kot]"78, As(p) = kst{™, A(p) = kot]" 3, (29)
yazilir ki burada kg, k1, ko, k3 sabittir. (27) denklemi ve Lemma 54 kullanilirsa
As1(p) = nkat]™ ", Asa(p) = 0, As 3(p) = kat1" ™ — katoty" ™", As 4(p) = kst1" ™" (30)

elde edilir. Ayrica Lemma 56, (29) ve (30) denklemlerinden, A;(q), i = 1,2,3 ve A(q)
determinantlarinin ¢, degiskenine bagli olmadigi bulunur. Hipotez n i¢in dogru oldugundan
¢t = 0 bulunur. p parametrizasyonunun ve ¢;, j = 0, 1, 2, 3 katsay1 vektorlerinin tanimindan,
i=0,..,nigin¢; = (n+ 1 —i)c, oldugu kolayca goriiliir. ¢, = 0 ve n > 4 oldugundan,

co = 0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Sonug 58. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C' rasyonel cebirsel egrisi
verilsin. A;(p), i = 1,2,3 ve A(p) determinantlarindan en az biri hem ¢, hem de ¢,

degiskenlerine baghdir.

Teorem 59. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C' rasyonel cebirsel egrisi
verilsin. p parametrizasyonu tizerinde tanimlt 11 (p), I>(p), I3(p), I4(p) projektif diferansiyel

invaryantlar cebirsel bagimsizdir.

Ai(p) A3(p) As(p) Aa(p)
, I(p) =  Is(p) = , Lu(p) =

Ap) 2P = A B = R ) =g

fonksiyonlar1 cebirsel bagimlt olsun. Bu takdirde A(p), A;(p), Aa(p), As(p), As(p) homojen

Ispat. Kabul edelim ki [;(p) =
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polinomlar1 da cebirsel bagimlidir. Bunun anlam

)-

p)

p)

6A(
DA, %
ot
0As(p) mﬁ
aA?,%
aAj

p)

Jakobiyen matrisinin rankinin bir olmasidir. n > 4, p parametrizasyonunun derecesi ol-
mak tizere, A(p), A1(p), Aa(p), As(p), A4(p) homojen polinomlarinin derecelerinin sirasiyla
dn — 7,4n — 10,4n — 10,4n — 9,4n — 8 oldugu aciktir. J(p) nun ikinci siitunundaki ¢,
degiskenine gore kismi tiirevi elimine etmek i¢in Euler’in homojen fonksiyon teoremini uy-

gularsak, J(p) matrisini

i 8A dn — 7 _ t9A(p) i
DA fp 1n 10 o A1 (p)
! Al (p) t 8t0
0A n 10 to OA
J(p) = 2?}) Az(p) = t? 82t((> "
0A3 8}9 4n — to 0As(p)
As(]? - E ot
8A42p 4n — A (v) - t_08A48p)
L a tl 4P tl 8150

seklinde yazabiliriz. Yine siitun indirgeme operasyonuyla,

[ OA 4n — 7 1
t(p) Alp)
0A 4n — 10
1 2]7 Al (p)
= 0A 4n — 10
T(p) = 2& As(p)
0A 4n -
3? “Ay(p)
0A4(p) 4n —
| Ot ty A4 ®) _
matrisi elde edilir. .J(p) matrisinin ranki bir oldugundan, 4nt— i 8§t(p) Ay(p) —
1 0

4dn — 7A (9144(}7)

()
tq Jto
f(t1)As(p)™™~7 elde edilir. Burada f, t; degiskeninin keyfi bir fonksiyonudur. Fakat

0 dir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden A(p)*"~8 =
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A(p)*=8 ve A4(p)*~" polinomlarinin dereceleri aym olmalidir. Dolayisiyla f bir sabit

A
fonksiyon olmalidir. f(t;) = c¢ olsun. Tamm geregi 8t(p) = A4(p) oldugunu biliyo-
0
OA
ruz. Dolayisiyla A(p)in—8 = c(#)‘m_7 seklinde bir diferansiyel denklem elde dilir.
0

Bu denklemin ¢oziilmesiyle, A(p)(to,t1) = (cito + g(t1))*~7 elde edilir. Yine burada
g, t; degiskeninin keyfi bir fonksiyonu ve ¢; de bir sabittir. A(p) determinantinin ¢, ¢;
degiskenlerine bagli, derecesi 4n — 7 olan bir homojen polinom oldugunu biliyoruz. Oyleyse
g fonksiyonu g(t;) = cyt; seklinde olmalidir. Diger yandan, Lemma 53’ten, ¢; degiskeni
A(p) determinantinin garpani olmalidir. Béylece ¢; = 0 olur. Bu takdirde A(p) = rot}" "

olacak sekilde bir r( sabiti vardir.

Benzer sekilde J (p) matrisinin ranki bir oldugundan, agagidaki denklemler de saglanir

4n — 10 OA(p) An -7, 0A(p)

t, Ot A(p) t Alp) o y Go
4n — 10 0A(p dn — 7 0As(p

t E)t(o )A2<p ) - i Aw) aje(() '~ .
4n — 9 dA(p) A7 0A3(p)

T Do As(p) 0 A(p) ot =0 33)

A(p) polinomunun ¢, degiskenine bagh olmadig1 gercegi ve (31),(32), (33) denklemleri kul-
lanilirsa, her ¢ = 1, 2, 3icin A;(p) determinantlarinin ¢ degiskenine bagli olmadig1 sonucuna

ulagilir. Bu da Sonug 58 ile celigir. Boylece ispat tamamlanir. 0

2.2.2. Projektif Egrilikler

Lemma 60. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C rasyonel cebirsel egrisi
ve o(to,t1) = (aty + bty,cty + dty) = (u,v) Mobius doniigiimii verilsin. Bu takdirde,
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0 = ad — bc # 0 olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir

vih(poy)=c(n—1)(n—2)(n—3)(3v+ dt;)

+ A (n —1)(n — 2)6t,(2v + dt1) I4(p) o o

— c(n — )% (v + dty)I5(p) o p + A (dI, (p) o p — bIy(p) 0 ) (34)
vih(poy) = —c'(n—1)(n—2)(n =3t — *(n — 1)(n — 2)5t1Li(p) 0

+ A (n— 1) 13(p) o o + 53t‘11(a12(p) o —cli(p) o) (35)
v Is(po @) = —6¢*(n — 2)(n — 3) = 3c(n — 2)dt1 [4(p) 0 o + 0*113(p) oo (36)
viy(poy) =de(n —3) + 0t 14(p) o p. (37)

Ispat. Oncelikle I;(p(¢))(to,t1) ifadelerini hesaplayalim. Bunun igin Tanim 52 uygulana-
9" (p(y)) . A(p(e))
——(to,t1), 1 <1 <4ve ————=
g ot).lsisdve =5
ve u = aty + bt1, v = cty + dt; esitlikleri kullanilirsa,

caktir. Boylece (to, t1) hesaplanacaktir. Zincir kurali

M(toa t1) = Z (Z) @' I pyi-sus (u,v) G
oty i=0 M
%t?p))(toa tl) = bpu(ua U) + dpv<u7 U) &

0™ (p(u, v))

elde edilir ki burada p,x,m (u,v) = dir. (38) ve Lemma 49 kullanilirsa

ouFdum
8(};5900)) (to, t1) = apu(u, v) + cpy(u, v)
P 1010) = LD o= a0+
_cn— 1)7531) + 5t1)pu(u’ V) + Mpv(u, v) + %W(% v)
R0 —£><62t%>pu2 (u.0) + 5_tp<u v)
L= 1)(7;3— 2)(n — 3)pv(u, v) + 6c(n = 23](471 — 3)6%2{2%2 (u, )
N de(n — 3)8% 5]

" pus(u,v) + T:puz; (u,v)

bulunur. Buarada sadece I (p(v))(to,t1) ifadesinin nasil elde edilecegini ayrintili bicimde

gosterecegiz, diger ifadeler de benzer bi¢cimde elde edilebilmektedir. Yukaridaki esitlikler
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Ii(p(p))(to, t1) ifadesinde yerine yazilirsa ve determinantlarin lineerlik ozellikleri kul-

lanilirsa,

[04(10(80))
Li(p(p))(to, t1)= o

+c:2(n —1)(n — 2)(2v + aty)6t; [pu(u, v) py(u, v) puz (U, V) pya(u, v)]
vt [Pu(u, 0) po(u, 0) puz(u, v) pys (u, )]
e(n = (o + at)P8 [Pl ) po(t, 0) pus (1,9) pus(, )]
vt [Pu(u, v) po(u, v) puz(, ) pus (u, v)]

63#11 [pu4 (u7 U) Dy (u7 U) Pu2 (ua U) Pus (u7 U)]
vt [pu(u; v) po(u, v) puz(u, v) pus (u, v)]
_ 53#11 B [pu(u, U) Pyt (u7 U) Py2 (u’ U) DPu3 (u7 U)]
vt [Py, 0) Py, v) puz (u, v) pus (u, v)]

_ A(n—1)(n—2)(n—3)(3v+aty)

N (n—1)(n — %1;22“ + at1)5t1]4

_nmDorantiy o
53t ’

+ 1 (@h(p)(u, v) = blz(p)(u, v))

(P)(u,v)

elde edilir. Boylece

U4]1 (p o (,0): An—1)(n—2)(n—3)(3v+dt) + *(n — 1)(n — 2)6t, (20 + dt, ) 14(p) o

—c(n — 1)6°t7 (v + dt1)Is(p) o ¢ + 8°t1(d11(p) 0 ¢ — bLy(p) 0 @)

elde edilmis olur. [

Teorem 61. Sirasiyla, uygun p ve ¢ parametrizasyonlar ile parametrelenmis C; ve Cs ras-
yonel cebirsel egrileri verilsin. Eger C ve Cs projektif denk ise, yani f(C;) = Cs olacak
sekilde bir f projektif doniisiimii varsa, bu takdirde M - p = ¢(p) olacak sekilde, agsagidaki
esitlikleri saglayan bir o(to,t1) = (ato + bty,cto + dt;) = (u,v) Mobius doniisiimii ve
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regiiler 4 x 4 tipinde bir M matrisi vardir:

v (D) (to, 1) = An— 1)(n = 2)(n — 3)(3v + dty) + *(n — 1)(n — 2)6t1(2v + dt1) L (q(u, v)

—c(n — D)8 (v + dt1) I3(q) (u, v) + 0°t1(d11 () (u, v) — bla(g) (u, v)) (40)

v L(p)(to, t1) = —c*(n— 1)(n— 2)(n — 3)ts — ¢ (n — 1)(n — 2)63L1(g) (u, v)
+c(n = 1)0*13(q) (u, v) + 6°t{(al2(q) (u, v) — cli(q)(u, v)) (41)
v2I3(p)(to, t1) = —6¢2(n — 2)(n — 3) — 3c(n — 2)8t1 1 (q) (u, v) + 6262T5(g) (u, v) (42)
vly(p)(to, t1) = de(n — 3) + 6t 14(q) (u, v), (43)

burada § = ad — bc dir.

Ispat. C;, ve C, egrileri projektif denk olsun. Bu takdirde M - p = ¢(p)
olacak sekilde bir ¢ Mobius doniisimii ve regliler bir M matrisi vardir.
Li(p)(to, t1), Ia(p)(to, t1), I3(p)(to, t1), L4(p)(to, t1) fonksiyonlart projektif diferansiyel

invaryantlar oldugundan,
Li(M - p)(to, t1) = Li(p)(to, t1),1 < i < 4 (44)

yazilir. Buna ek olarak, Lemma 60’dan,

Ii(q(@))(to, t1) =I1(q © ) (to, 1) = %(63(71 —1)(n—2)(n —3)(3v + dt)
+ A (n —1)(n — 2)6t1(2v + dt1)I4(q) o ¢
—c(n— 1)t (v + dt1)I3(q) o
+ 0%t (A1 (q) o p — bIa(q) © @) (to, t1)

— i(@(n —1)(n —2)(n—3)(3v + dty)

+*(n —1)(n — 2)6t1 (20 + dt1) 14(q) (u, v)
—c(n — 1)8* (v + dt1) I5(q) (u, v)

+ 8°t1(d 1y (q) (u, v) — bIy(q) (u, v))) (45)
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Bla())(to, 1) =La(a 0 9){to, ) = - (~c'(n = 1)(n = 2)(n — )t
—An—1)(n—2)0t214(q) o p + A(n — 1)5*3I5(q) o ¢
+ 8°t1(als(q) o o — cli(q) © ¢))(to, t1)
_ %(—04(77, S 1) —2)(n - 3)h
— B —1)(n — 2)5L2L(q) (1, v) + A(n — 15 T(g)(u, v)

+ 8% (alx(q)(u, v) — cli(q)(u, v))) (to, t1) (46)

I3(q(p))(to, t1) = I3(q 0 p)(to, t1) = %(—602(“ —2)(n —3)
— 3c(n — 2)8t114(q) o ¢ + 6*t113(q) o p)(to, t1)
_ %(—6&@ ~9)(n — 3) — 3¢(n — 26t L(g)(u, v)

+0"115(q) (u, v)) (47)

Li(p())(to, t1) = Lu(p o @) (to, t1) = %(46‘@ —3) + dt114(q) o p)(to, 1)

=~ (eln — 3) + 61 14(0) (. v)), (48)

elde edilir.
Son olarak (44), (45), (46), (47) ve (48) denklemlerinden (40), (41), (42) ve (43)

esitlikleri elde edilmis olur. [

Simdi bu denklemlerden Md&bius doniigiimiiniin parametrelerini yok edip, ¢ ile
degismeli bir yapiya sahip olacak ivaryantlar bulmaya calisacagiz. Bunun icin de oncelikle
(40) ve (41) denklemlerinden a, b, d parametrelerini elimine etmek icin (40) denklemini ¢,

ve (41) denklemini de —t, ile ¢arpip, sonuglar1 toplayalim. Bu islemin sonucundan

v o(p)(to, 11) = 4c*(n — 1)(n = 2)(n — 3)tyv + 3¢*(n — 1)(n — 2)0t7vLs(q)(u, v)
—2¢(n — 1)8*30l5(q) (u,v) + 6*t11(q)(u, v), (49)

elde edilir ki burada Io(p)(to, t1) = t111(p)(to, t1) — tola(p)(to, t1) seklindedir.

Yine, (41) denkleminden a parametresini yok etmek i¢in av — cu = ¢ ifadesini kulla-
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+ cu

nalim. ¢ = ifadesi (41) denkleminde yerine yazilirsa,

VI (p)(to, 1) = —c*(n — 1)(n — 2)(n — 3)t1v — A(n — 1)(n — 2)6t2v14(q)(u, v)
+ A(n — 1)6°tvls(q) (u, v) — 6t Io(q) (u, v) + 6 47 Ir(q) (u, v) (50)

bulunur.

Ayrica, Mobius doniisiimiiniin katsayilart i¢in 6 = ad — bc # 0 esitsizliginin
saglandigin1 biliyoruz. Bu takdirde ds = 1 olacak sekilde bir s # 0 sayist vardir. Bu so-
nucu, (40)-(43) denklemlerinden d, ¢ parametrelerini elimine etmek i¢in kullanalim. Boylece
(43), (42), (49), (50) denklemleri sirasiyla s, s2, s3, s* ile carpilirsa,

svly(p)(to, t1)= 4(cs)(n — 3) + t114(q) (u, v) (51)
202 I3(p) (to, t1)= —6(cs)*(n — 2)(n — 3) — 3(es)(n — 2)t1 Li(q) (u, v) + t113(q) (u, v) (52)

S0 Io(p) (to, t1)= 4(cs)*(n — 1)(n — 2)(n — 3)t1v + 3(cs)?(n — 1)(n — 2)t2v14(q)(u, v)

=2(cs)(n = 1)t{vIs(q)(u, v) + t1To(g)(u, v) (53)
s"O Ly (p) (to, t1) = —(cs) (n — 1)(n — 2)(n — 3)tyw — (cs)3(n — 1)(n — 2)t2014(q)(u, v)

+(es)*(n = Dtjulz(a)(w,v) — (es)tIo(q) (u, v) + 1 12(q) (u, v) (54)
esitlikleri elde edilir.

Bu kisimdan itibaren denklemleri daha basit bir formda yazabilmek icin, aksi
belirtilmedikge, 7;(q)(u,v) ifadesi J;(q) ile; 1;(p)(to, t1) ifadesi de I;(p) ile gosterilecek-
tir. Simdi yukaridaki esitliklerden ¢ parametresini yok edelim. ilk denklemden cs ifadesi

asagidaki sekilde ¢ekilebilir:

_ vsly(p) — t1Ja(q)
4(n — 3)

cs ifadesi (52), (53), (54) denklemlerinde yerine yazilip, Theorem 59, kullanilirsa,

—~
oo

_ B(8(n = 3)J5(q) +3(n —2)Ji(9)
T T 2B - 3)L(p) + 3(n — 2)1(p))’ (55)

<
N
~—~
oo
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veE

4_ 2(256(n — 3)3J2(q) + 64(n — 3)2Jo(q) Ja(q) + 16(n — 1)(n — 3)t1.J5(q) J2(q) + 3(n — 1)(n — 2)t1.73(q))
v5(256(n — 3)312(p) + 64(n — 3)21y(p)L4(p) + 16(n — 1)(n — 3)t1I3(p)I2(p) + 3(n — 1)(n — 2)t11{(p))

(57)
esitlikleri elde edilir.
Son olarak (55) ifadesinin kiipii ile (56) ifadesinin karesi alinip esitlenirse
(8(n — 3)*Io(p) +4(n — 1)(n — 3)t1I5(p)L4(p) + (n — 1)(n — 2)t,13(p))?
t1(8(n — 3)I3(p) + 3(n — 2)IZ(p))?
~ (8(n = 3)Jo(q) +4(n — 1)(n = 3)t1J3(¢q) Ja(q) + (n — 1)(n — 2)t1.J}(q))*
= 2 273 (58)
v*(8(n — 3)Js(q) + 3(n — 2)Ji(q))
ifadesi ve (55) ifadesinin karesi ile (57) ifadesi esitlenirse,
256(n — 3)*Ix(p) + 64(n — 3)*Io(p)La(p) + 16(n — 1)(n — 3)t113(p)) I3 (p) + 3(n — 1)(n — 2)t I{(p)
t1(8(n — 3)I5(p) + 3(n — 2)I}(p))?
_ 256(n — 3)*Ja(q) + 64(n — 3)*Jo(q)Ja(q) + 16(n — 1)(n — 3)t1J3(q)) Ji (q) + 3(n — 1)(n — 2)t:Ji(q)
v(8(n — 3)J5(q) + 3(n — 2)J2(q))?
(59)

ifadesi elde edilir.

(58) ve (59) denklemleri incelendiginde asagidaki tanim verilebilir:

Tanim 62. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C' rasyonel cebirsel egrisi
verilsin. Bu takdirde C' rasyonel cebirsel egrisinin x; ve ko projektif egrilikleri asagidaki gibi

tanimlanir:
k1 (p) = (8(n — 3)%Io(p) + 4(n — 1)(n — 3)t113(p)14(p) + (n — 1)(n — 2)t115(p))?
! 2(8(n — 3)I3(p) + 3(n — 2)I2(p))3
o (p) = 256(n — 3)*Ix(p) + 64(n — 3)*Io(p)L4(p) + 16(n — 1)(n — 3)t113(p)) I3 (p) + 3(n — 1)(n — 2)t1153(p)_

t1(8(n — 3)I3(p) + 3(n — 2)I{(p))?
Burada Iy(p)(to,t1) = t111(p) — tol2(p) seklindedir.

Uyari 63. x; ve ko projektif egrlikleri temel invaryantlarla iiretildiginden, bu egrilikler de

projektif doniigiimler altinda invaryanttr.

Simdi s, ve k9 egriliklerinin parametre degisiminden nasil etkilendigini arastiracagiz.

Lemma 64. Uygun bir p parametrizasyonu ile parametrelenmis bir C rasyonel cebirsel egrisi
ve @(to,t1) = (aty + bty,cty + dt;) = (u,v) Mobius doniisiimii verilsin. Bu takdirde
asagidaki esitlikler saglanir:

i. ki(poy) =ri(p)oy,
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ii. Ko(po) = ra(p)o .

Ispat. x(p o ) ifadesini hesaplayalim.

(8(n —3)Io(pop) +4(n—1)(n—3)t1Is(po ) ls(pop)+ (n—1)(n—2)t1I3(po 99))
t1(8(n —3)Iz(pow) +3(n —2)If(pop))?

Ki(poy) =

Lemma 60’daki esitlikler, yukaridaki esitlikte yerine yazilip, k1 (p o ) ifadesinin pay ve

paydasi sadelestirilirse,

(8(n = 3)Io(pop) +4(n —1)(n = 3)tils(po ) La(pop) + (n — 1)(n — 2)t1 I3 (p o p))?

alve )= A0~ D)oo 2) 1 300~ 2130 2))
- 6@? (8(n = 3)Io(p) o ¢ + 4(n — 1)(n = 3)v(Is(p) 0 ©)(Ls(p) © @) + (n — 1)(n — 2vIi(p) 0 p)*
P U (800~ 3)Iy(p) 0 -+ 30— TF(p) 0 )
_ 8(n=3)Iy(p) o p+4(n —1)(n — 3)v(I5(p) 0 ) (La(p) 0 ) + (n — )(n — 2)vL}(p) © ©)?
v3(8(n — 3)Is(p) o +3(n — 2)I7(p) © ¢)*
= ra1(p) o .
elde edilir.
Benzer yolla ko (p o ) = Ko(p) o p ifadesi de elde edilebilir. O]

Asagidaki teorem projektif denk egrilerin, projektif egrilikleri arasindaki bagintiy1 ver-

mektedir:

Teorem 65. Sirasiyla uygun p, ¢ parametrizasyonlari ile parametrelenmis C', Cy rasyonel
cebirsel egrileri verilsin. Eger C ve Cy projektif denk ise yani f(C) = C5 olacak sekilde
bir f projektif doniisiimii varsa, bu takdirde M - p = () olacak sekilde, asagidaki esitlikleri
saglayan bir p(to,t1) = (aty + bty, cty + dt1) = (u,v) Mobius doniisiimii ve regiiler 4 x 4
tipinde bir M matrisi vardir:

k1(p)(to, t1) = ki(q)(u, v) (60)
Ka(p)(to, t1) = ka2(q)(u,v). (61)

Ispat. Egriler projektif denk olsun. Bu takdirde M - p = ¢(i) olacak sekilde bir o(to, 1) =
(atg + bty, cto + dty) = (u,v) Mobius doniisiimii ve regiiler 4 x 4 tipinde bir M matrisi

vardir. Uyar1 63 ve Lemma 64’{in art arda uygulanmasi ile, 2 = 1 ve 2 icin,

Ki(p) (o, t1) = Ki(M - p)(to, 1) = Ki(a(p))(to, t1) = (Ki(q) 0 p)(to, t1) = Ki(q)(u, v).

elde edilir. n
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2.2.3. Mobius Doniisiimlerinin Belirlenmesi

(Alcazar vd., 2015) calismasinda yazarlar, uzay egrilerinin Oklid simetrilerini tes-
pit edebilmek i¢in iyi bilinen egrilikler olan x ve 7’yu kullanarak giiclii bir metod insa
etmislerdir (bkz. Alcazar vd., 2015, Kisim 3). Tez calismasinin bu kisminda (Alcazar vd.,
2015) calismasinda kullanilan metod baz alinarak, projektif denklik ve simetrilerin tespiti

i¢cin yeni bir yaklasim olusturacagiz.

Sirastyla uygun p, ¢ parametrizasyonlari ile parametrelenmis C', C'; rasyonel cebirsel
egrileri verilsin. xk; ve ko egrilikleri p ve ¢ parametrizasyonlarinin rasyonel fonksiyonlari

oldugundan, egrilikler i¢in asgidaki temsili kullanacagiz:

ap) ) = 1 walp) ) = 07, 6
(@) tt) = 7 wal0)to ) = 3 63

Burada U, V,Y, Zve U,V ,Y, Z polinomlari, ged(U,V) = 1, gcd(Y, Z) = 1, gcd(U, V) = 1

ve ged(Y, Z) = 1 sartin1 saglayan homojen polinomlari ifade etmektedir.

Simdi Teorem 65’1 uygulayarak asagidaki iki denklemi olusturalim:

r1(p)(to, 1) = ma(g)(w,0) = 0, Ra(p)(to, 1) = K2(g)(u, v) = 0. (64)

Bu denklemlerin paydalarini esitleyip, payda kismindan kurtularak, tg,%;,u,v

degiskenlerine bagh £ ve Es ile temsil edecegimiz iki homojen polinom olusturalim:

El(to, tl, u, ’U) = U(to, tl)V(u, 'U) — V(to, tl)U(u, ’U) (65)
Ex(to, tr, u,v) := Y (to, 11) 2 (u,v) = Z(to, 11)Y (u, v). (66)

E ve Ey denklemlerinin ortak ¢oziimlerini elde etmek istedigimizden, bu polinomlarin

ortak carpanlar ile ilgilenecegiz. Bu polinomlarin ortak boleni olan homojen polinomu
G(t0> tla u, U) = ng(El (th t17 u, U)ﬂ EQ(th tl? u, U))’ (67)
ile ifade edecegiz.

Diger yandan, keyfi bir o(to,t1) = (aty + bty,cty + dt;) = (u,v) Mobius

doniislimii i¢in, ad — be # 0 olmak iizere, bir F'(ty, t1, u,v) homojen polinomunu asagidaki
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gibi tantmlayalim:
F(to, t1,u,v) = u(cty + dty) — v(aty + bty). (68)

Bu F' polinomuna Mobius-carpani adini verecegiz. ad — be # 0 esitsizligi, F' polinomunun
indirgenemez bir polinom oldugunu garanti etmektedir. p(to,%;) = (to,t1) birim Mdbius

doniigiimiine karsilik gelen Mobius ¢arpant F'(to, t1, u,v) = ut; — vty seklinde olacaktir.

Teorem 66. Sirasiyla uygun p, ¢ parametrizasyonlar ile parametrelenmis C', Cs rasyonel
cebirsel egrileri verilsin. Ayrica G de (67) denklemindeki gibi olsun. Eger C'; ve (', projektif
denk ise, bu takdirde F' polinomu G polinomunu bolecek sekilde, ¢ Mobius doniisiimiine

kargsilik gelen bir F' Mobius-carpani vardir.

Ispat. Egriler projektif denk olduklarindan, M - p = ¢(y) olacak sekilde bir ¢(ty,t,) =
(atg + bty, cto + dt1) = (u,v) Mobius doniigiimii ve regiiler 4 x 4 tipli bir M matrisi vardir.
F, ¢ doniisiimiine karsilik gelen Mobius-carpan olsun. Lemma 64’°ten, (65)-(66) sisteminin
sifir kiimesi, £ polinomunun sifir kiimesini yani {(¢o, t1,u,v) : (u,v) = (to, t1)} kiimesini
icerir. Bezout’nun teoreminden ged(F1, F') # 1 ve ged(E,, F') # 1 elde edilir. Dolayisiyla,
F' indirgenemez oldugundan, £’ polinomu hem FE; hem de £ polinomlarini boler. Sonug
olarak F', gcd(E, E5) = G polinomunu boler. O

Bu adimdan sonra hesaplamali tekniklerin en kullaniglilarindan olan resultant kav-
ramini kullanacagiz. Bizim durumumuzda, resultant iki degiskene gore hesaplanacagindan
Macaulay resultantin1 kullanacagiz. (Macaulay, 1994) calismasindaki sonuc¢lardan ve Te-

orem 66’dan, agsagidaki sonu¢ dogrudan verilebilir:

Sonug 67. Sirastyla uygun p, ¢ parametrizasyonlari ile parametrelenmis C', C5 rasyonel ce-
birsel egrileri verilsin. Ayrica G polinomu (67) denklemindeki gibi tanimlansin. Eger C; ve
C5 projektif denk ise, bu takdirde F' ve G polinomlarinin (u, v) degiskenlerine gore Maca-

ulay resultant1 6zdegge sifirdir.

Macaulay resultanti, (Macaulay, 1994) calismasinda, iki degiskenli homojen polinom-

lar icin asagidaki gibi tanimlanmusgtir:

Tanim 68. (Macaulay, 1994, Kisim 2) fi(z1,22) = alxlf + blxlf_lxz + ...+ k:lxl;,

fo(z1,m9) = kgxlf’ + ...+ agxl; ve | = l; + ls — 2 olsun. Bu takdirde f; ve f, polinom-
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larinin 1, x5 degiskenlerine gore Macaulay resultanti

a; by - Ky
a; by - Ky
. . by --- k
MCR(fr. fo)oa = || Z ! ! (69)
e
ky o - ay
kg a9

determinanti ile tanimlanir.

G(to, t1,u,v) = > ity gi(to, t1)u™ “v* olsun, burada m, G polinomunun derecesini
ve i = 0,...,m icin g; polinomlar1 da ¢y, ¢; degiskenlerine bagli homojen polinomlar1 ifade

etmektedir. (69) denkleminden GG ve F' nin resultant1 agagidaki determinantla hesaplanabilir

9o g1 92 i Im
Ct() + dtl —(ato + btl) 0
MCR(F, G)u,v = 0 Cto aty dtl —(Clto + btl)
0 0 te Cto + dtl —(ato + btl)
= (=)™ gilate + bty)" " (cty + dty)". (70)
i=0

(70) ifadesinden anlasilacag: tizere, MCR(F,G),., to,t1 degiskenlerine bagl bir
homojen polinomdur ve katsiyalar1 da a, b, c,d parametrelerine bagli homojen polinom-
lardir. MCR(F,G),, polinomunun 6zdesce sifir olmast i¢in tiim Katsayr polinomlarinin
da 6zdesge sifir olmast gerekir. Dolayisiyla M CR(F, G),, polinomunun katsayilarindan
bir polinom denklem sistemi olusturulur. Bu sisteme S diyelim. Buna ek olarak ad — bc # 0
esitsizligini (ad —bc)k = 1 esitligi ile yer degistirip bir denklem daha elde edecegiz. Boylece
bir k parametresi daha sisteme eklenecektir. (ad — bc)k = 1 denkleminin S sistemine eklen-
mesiyle olusan sistemi S ile temsil edelim. Bu sistemin ¢oziimii tiim Mdbius doniisiimiine
kargilik gelecektir. Sonug olarak bu kisim ve daha 6ncesinde elde edilen sonuclarla asagidaki

sonu¢ dogrudan ifade edilebilir:

Sonuc 69. C; ve O, arasindaki projektif denklikler S sistemini saglayan Mobius doniigiimle-
rine karsilik gelir.
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2.2.4. Denklik ve Simetrilerin Belirlenmesi

Bir Onceki alt basglikta projektif denklik ve simetrilere karsilik gelen Mobius
doniistimlerini elde etmistik. Bu baslikta da regiiler A/ matrisini bulmak i¢in basit bir me-
tod verecegiz. Her bir Mobius doniigiimiiniin elde edilmesiyle, bu Mobius doniisiimlerine
karsilik gelen her bir projektif denklik ya da simetri, yani regiiler M matrisi, basit bir matrix

carpimiyla elde edilebilecektir.

Asagidaki lemma, Tanim 50’de verilen D(p) ve D(q) matrisleri arasindaki iliskiyi ve-

recektir.

Lemma 70. Sirasiyla uygun p, g parametrizasyonlari ile parametrelenmis C, Cs rasyonel
cebirsel egrileri verilsin. Eger her 1 < i < 4 i¢in I;(p) = I;(¢) ise bu takdirde her & = 0, 1

icin,

(71)

esitligi saglamir. Burada (D(p))™", D(p) matrisinin ters matrisini sembolize etmektedir.

. oD
Ispat. Uy, k = 0,1 bilinmeyen matrisleri i¢in (D(p))~" - 8t(p) = Uy, olsun. Bu takdirde
k
~ 0D(p) L . .. o
D(p)-Uy = yazilir. $imdi 1 < j < 4i¢in D(p) matrisinin j. stitununu D(p); ile ifade

Oty
edip, benzer sekilde Uy matrisinin j. siitununu da U} ile ifade edelim. Dolayisiyla buradan

her biri bir j, k ciftine karsilik gelen 8 denklem sistemi elde edilir. Bu sistemleri agik sekilde,
her £k = 0,1 ve 1l < j <4 i¢in asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

D(p)-Ul = T (72)

Her bir ikiliye karsilik gelen denklem sistemi U ,g nin bilesenlerine gore lineerdir. Diger yan-

dan D(p) katsayilar matrisi regiiler oldugundan, her bir sistem tek bir ¢dziime sahiptir. Bu



sistemlerin ¢Oziimiinden

[0D(p);

atk ptlptgptg

A(p)
dD(p);

Dty Tkj Dz Pe3

j ] A
Y= 31(5 ()P)j

Pty Pty 8—tk b3

A(p)

0D(p); ]
Pty Pty pt% #

A(p)

57

(73)

coziimleri elde edilir. Lemma 49°den, k£ = 0 ve j < 4 i¢in

Uy = ,

o = O O

vek=1,7 <4i¢in

Ul = , U =

3 _
7UO_

(74)

— O O O

0
0
LU =1, (75)
Tt
_ b
t1

elde edilir. £ = 0,1 ve j < 4 icin goriiliir ki U ,g coziimleri parametreden bagimsizdir. Simdi

k=0vej=4igin

0D(p)a _ Ops3

oty

P Pty Pe2 Pt3
Al
Dty Pt Pi2 P
Ul = |, Alp)
Pty Pty Pt} P

Alp)
Pty Pty pt% pté

A(p)

Oty

= py dir. Boylece

oy
3

(76)

=

~

o
A~ N/~
e’ N N SN

o 5
3
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D 0
coziimii elde edilir. Benzer sekilde, Lemma 49°den, £ = 1 ve 7 = 4 i¢in, OD(p)s _

oty ot
—n=3,. t_o 1
DPege, = 37 Pe3 tlptg olup,
[ _n—3 to 1]
4 Py — Epté Pty Pe2 Pt3
i A(p)
n=3,. _ t_o . ¢
Dty 57 Di3 tlptg D2 Pi3 —ﬁh (p)
L 1 "
A —21>(p)
vi= | . 3(@ coo1l=] o (77)
Pto Pt "2 — =Dy Dy 0,03\
' b n=3 _lof, (p)
I
[ n—3 0 ]
Dt Pty P2 =5 Pi3 — Epté
N A(p) |
¢coziimii elde edilir.
oD
Yine bilinmeyen bir Vj,, k = 0,1 matrisi ve 1 < j < 4 i¢in (D(q)) ™" - Ot(q) =V
k
. 0D(q) .. . - .
olsun. Bu takdirde D(q) - V}, = T dir. D(q) matrisinin j. siitununu D(q);, V}, matrisi-
k

nin j. siitununu ij ile ifade edelim. Benzer sekilde her bir j ve k ikilisine karsilik gelen 8
denklem sistemi elde edilir. V}g coziimleri i¢in, U ,ﬁ ve V}j coziimleri parametrizasyonlardan

bagimsiz oldugundan, her k ve j < 4 i¢in U. ,ﬁ = ij olur. Ayrica ayni iglemlerle,

Ii(q)
4 IZ(Q)
Vo = Lo (78)
I4(q)
ve
_%]1(Q>
t
4 _£IZ(Q)
= — 2 T5(q) o
n=2 — 0 (q)

elde edilir.

Her 1 < i < 4 igin [;(p) = [;(¢q) oldugundan her k i¢in U} = V;! bulunur. Sonug

olarak her £ icin U, = Vj, elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 71. Sirasiyla uygun p, ¢ parametrizasyonlar ile parametrelenmis C', C5 rasyonel
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cebirsel egrileri verilsin. Bu takdirde her 1 < ¢ < 4 i¢in I;(p) = I;(q) dir ancak ve ancak
M - p = q olacak sekilde regiiler 4 x 4 tipli bir M matrisi vardir ve M = D(q) - (D(p))™!
dir.

Ispat. Projektif diferansiyel invaryantlarin tanimi geregi, ispatin yeter sart kismi agiktir. Do-

lay1siyla biz sadece gerek sart1 kanitlayacagiz.

Her 1 < i < 4igin ;(p) = I;(q) olsun. Lemma 70’ten, her £ = 0, 1 i¢in (D(p))~" -

oD
8t(kp) = (D(q))~*- qu dir. D(q) - (D(p))~" matrisini gdz Oniine alalim. Bu matrisin

tx, kK = 0,1 degiskenine gore tiirevlenmesiyle

oD@ (DE)™) _ 0D) (1, iy XD
Oty oty Oty

=229 (p) - D) 22 (b))

= Do) (D) - 22— o) 25 ) - (D)
elde ediic. (D) - 220 — (pgyt - P9 gusundan, her k igin

g ot ot
d(D(q) éng(p )") = 0 dir. Buda D(q) - (D(p))~! matrisinin bir sabit matris oldugu, yani
k

matrisin ¢, t; deZiskenlerinden bagimsiz oldugu anlamina gelir. D(q)-(D(p))~! = M olsun.
A(p) ve A(q) 6zdesge sifir olmadigindan, M regiiler bir matristir. Buradan M - D(p) = D(q)
yazilir. Bu esitlikten M - p;, = q4, ve M - p, = qy, elde edilir.

Euler’in homojen funksiyon teoreminden
nq = tog, +t1qy, = toM - py, + M - py, = M - (tops, + tipy,) =nM - p

olup, M - p = q elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Teorem 71, C; ve Cy egrilerinin iki uygun parametrizasyonunun temel invaryant-
lar1 esit oldugunda, bu parametrizasyonlar1 iligkilendiren bir regiiler M matrisi her za-
man bulunabilir. Dolayistyla Sonu¢ 69’u saglayan her bir ¢ Mobius doniisiimii i¢in, M =
D(q(p)) - (D(p))~! 6zdesligi kullanilarak ¢ doniisiimiine kargilik gelen bir regiiler M/ mat-
risi bulunabilir. Boylece bu 6zdeslik sayesinde bir denklem sistemi olusturmadan ve herhangi
sistemi ¢cozmeden egrileri denk yapan projektif doniisiimler bulunmus olur. Ozetle, projek-
tif denklik ve simetrilerin saptanmasi i¢in, Mobius bulunmasi yeterlidir. Bununla birlikte
eger sistemin ¢oziimiinden herhangi bir Mobius doniisiimii bulunamazsa, yani S sisteminin

cOziimii yoksa, egriler arasinda denklik olmadig1 elde edilmis olur.
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2.2.5. Algoritma

Iki uygun p ve ¢ parametrizasyonu verildiginde, Algoritma Prj3D ¢ikti olarak, girdi

egrilerinin esit olup olmamasina gore, projektif denkliklerin ya da simetrilerin sayisini verir.

. Adim

. Adim:

. Adim:

. Adim:

. Adim:

. Adim:

. Adim:

. Adim:

. Adim:

Metodun her bir adimi1 agagida agik bir sekilde verilmistir:

p ve q parametrizasyonlarinin her biri i¢in ayri ayn Iy, 11, I, I3, I, temel diferansiyel

invaryantlar hesaplanir.

1. Adimda bulunan verilerle p ve ¢ parametrizasyonlarinin her biri i¢in ayr1 ayr1 kK, ve

ko egrilikleri hesaplanr.

k1(p)(to, t1) — K1(q)(u,v) = 0 ve Kka(p)(to,t1) — ka(q)(u,v) = 0 denklemleri kul-
lanilarak, E (to, t1, u, v) ve Es(to, t1, u, v) polinomlari hesaplanir.

G(to, tr,u,v) = ged(Er (to, t1, u, v), Ea(to, t1, u, v)) hesaplanir.
MCR(F,G),,, Macaulay resultant1 hesaplanir. P := M CR(F,G),,, atamasi yapilir.

P polinomu %, t; degiskenlerine gore diizenlenip, a, b, ¢, d parametrelerine bagl tiim

katsay1 polinomlari elde edilir.

P polinomunun katsay1 polinomlarindan ve (ad — bc)k = 1 denkleminden olusan S

sistemi olusturulur.
S sistemi a, b, ¢, d, k bilinmeyenlerine gore, Grobner bazi kullanilarak ¢oziiliir.

Denklik Durumu: Girdi 6zdes degil EZer coziim kiimesi bos ise egriler denk
degil. Eger ¢coziim kiimesi bos degil ise denkliklere karsilik gelen her bir Mdbius
doniisiimii hesaplanir.

Simetri Durumu: Girdiler dzdes Coziim kiimesinde en az bir eleman mevcuttur.
o(to,t1) = (to,t1) doniisiimiine karsilik gelen trivial ¢6ziimdiir. Eger ¢oziim kiimesi
trivial ¢oziimden bagka ¢oziim icermiyorsa egri simetrik degildir. Aksi halde simetri-

lere kargilik gelen her bir Mobius doniisiimii hesaplanir.
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Algoritma Prj3D
Girdi: Homojen tamsile sahip p ve q parametrizasyonlart
Cikti: Denkliklerin/simetrilerin sayisi

1: procedure Prj3D(p, q)

2: E1, Es, ve G homojen polinomlarini hesapla

3: F+— U(Cto + dt1> — U(atg + btl)

4: MCR(F,G),,, Macaulay resultantin1 hesapla

5: P <+— MCR(F,G)y

6 P polinomunun katsayilarinin sifira esitlenmesiyle elde edilen denklemler ve (ad —
be)k = 1 denkleminden olugan S sistemini iiret

7: S sistemini a, b, ¢, d, k degiskenlerine gore ¢c6z > Burada Grobner bazi1 hesaplanir
8: m, her biri farkli bir M6bius doniisiimiine karsilik gelen ¢oziimlerin sayisini olsun
9: if p=q then

10: if m = 0 then return ”’Simetri yok.”

11: elsereturn ”Simetrilerin sayisi m.”

12: else

13: if m = 0 then return “"Denklik yok.”

14: elsereturn "Denkliklerin sayis1 m.”

Metodun tiim basamaklarinin ayrintili bicimde incelenebilecegi bir hesaplamali 6rnek

asagida verilmistir:
Ornek 72. Asagidaki uygun parametrizasyonlarla verilen egrileri ele alalim:

(to — t1)* + 16t5 — 8t3(tg — t1) + 4t3(to — t1)?

At2(tg — t1)?
p(to,t1) = 03( ) ,
8t3(to — t1)
2to(to — t1)((to — t1)? + 4t3)
(to — t1)* + 16§
2to(to — t1)((to — t1 2+4t2
olto, 1) = ( )(( ! ) o)
2ty — t1)to

4t¢(to — t1)?
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Egrilerin projektif diferansiyel invaryantlar1 asagidaki gibi hesaplanir:

Li(Q)(ty, t]) = —— Li(p)(to, t
1(Q>( 0 1) té N tzll (p)< 0 1) 15t4 + 4t3t1 _ 6t2t2 + 4t0t3 _ t4
Li(q)(tg, 1) = ——— L(p)(to, t
2(q>( 0 1) té _ tz{ (p)< 0 1) ]_5'[:4 + 4t3t1 _ 6t2t2 + 4t0t3 _ t4
—12¢2 —180t% — 24tot; + 12t3
Li(q)(to, t) = ——2 I;(p)(to, t
(@){bo, 1) ta—tt (P){bo,ta) = 1563 + 4t3t, — 61363 + Atot} — t]
4¢3 60t + 122t — 12tot3 + 43
Li(q)(tg. 1) = —2— Li(p)(to. t 0
1(4){to 1) = (p)lto,ta) = 158 + Atdt; — 61363 + Atots — t]
24toty 24t (15tg + t1)
Iy(q)(tg, 1) = ——— In(p)(to, t
O(Q)( 05 1) t% — tzll (p)< 05 1) 15t4 + 4t3t1 _ 6t2t2 + 4t0t3 _ t4

Bu invaryantlar kullanilarak, egrilerin projektif egrilikleri asagidaki gibi hesaplanir:

_ (t+ 1)

YT
ts TGP L
o fo f) = 0Tt T 0
2(Q)( 05 1) 6tét111
(17ut — 4udv + 6u*v® — duvd + v?)?
Hl(p> (’U,, U) = 4 4
384ut(u — v)
K ( )(u U) _273u® — T2u"v 4 124u50? — 120uP0® + 86uv? — 56uv® 4 28u*v® — Suv” + v®
2(p)(U, V) = 96ut(u — v)* '

Boylece F4 ve 5 homojen polinomlart

Eq(to, t1,u, v) = 384(tg + t1)%u*(—v + u)?(u? — 2uv + v?) — 24651 (17u* — 4uPv + 6u0? — duv® + v*)?
Es(to, tr,u,0) = 96(t5 + tot] + 3) (u? — 2uv + v?)*u?

—6t5t1(273u® — T2u"v + 124u50? — 12060 + 86u'v® — 56uv® 4 28u*v® — Suv” 4 ®)
seklinde hesaplanir.
G = gcd(E,, Ey) homojen polinomu da asagidaki gibi elde edilir:

257 1 7
G(to, t1,u,v) = thu® — dtiu"v + 6t3uSv? — 4t§u*v® + thutv? — 1—67‘47‘4 5+ 2t4t4u7 v— 11‘41541;61)2
7

, 35 T ons 7 1 1
+§t3t;‘u5u5 - §tgt‘{u“v“ + §t3t§*u5v5 - Zt;‘;t‘fu% + §t3t;*uu7 1—6t0t4v8 + tiu®

—4t8%u"v + 663ubv? — 4t3uPv?

Dolayisiyla P = MCR(F, G),,, resultantt

P(to, 1) Zfz a,b, ¢, d)tit



seklinde hesaplanir ki burada

fola,b,¢,d) = a® — 4a"c + 6a°c* — 4a°c® + a'c?
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fi(a,b,c,d) = 8a"b — 4a"d — 28a°bc + 12a5¢d + 36a°bc* — 12a°c*d — 20a*bc® + 4a’c®d + 4a®be?

fa(a,b, ¢, d) = 28a5b? — 28a°bd + 6a5d* — 84a°bc + T2a°bed — 12a°cd® + 90a*b?c® — 60a*bc®d + 6a’*c*d?

—4063b%* + 1663bcd + 6a*b*c*

fa(a,b,c,d) = 56a°b® — 84a°b*d 4 36a°bd* — 4a’d® — 140a*b3c + 180a*b*cd — 60a*bed? 4 4a’cd® + 120a°b°c?

—120a3V*?d + 24a®bPd* — 400203 + 24a?0*Ad + dab®ct

fia(a, b, e, d) = 28a%0° — 84a%b°d + 90a?b*d? — 40a°b*d® + 6ab*d* — 28ab’c + T2ab’cd — 60ab*cd® + 16ab’cd®

+6b5¢% — 126°Pd + 6b*Ad?

fis(a, b, ¢, d) = 8ab” — 28ab’d + 36ab°d* — 20ab*d® + 4ab®d* — 4b"c + 12b%¢cd — 126°cd® + 4b*cd®

fie(a,b,c,d) = b° — 4b7d + 665> — 4b°d® + bid*

seklindedir. f; polinomlarinin sifira esitlenmesiyle elde edilen denklemler ve (ad — be)k = 1

denkleminin bu sisteme eklenmesiyle, S sistemi iiretilir:

fila,b,c,d) =0, for0<i<16

(ad —bo)k =1

Bu sistemin ¢oziimiinden karmasik ve tekrar eden ¢oziimlerin elenmesiyle asagidaki Mobius

doniistimleri elde edilir:

©1(to, t1) = (to, 2tg — t1),
w3(to, t1) = (to, 1),

@a(to, t1) = (—to + t1, 3to + t1)
@a(to, t1) = (to — t1, 5tg — t1).

Sirasiyla bu Mobius doniisiimlerine karsilik gelen projektif denklikler

M, =

SO O O = O O O =

- o o |
—_

|
—_

S = O =

O = = O

M, =

16 —16 16 O
0 0 0 16

0 0 16 O

0 16 0 O

16 —16 16 0
0 O 0 -16
0 0 =16 0

0 16 0 0
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seklinde bulunur.

2.2.6. Implementasyon ve Performans

Algoritma Prj3D, MAPLE™ (2021) bilgisayar cebir sistemi(BCS) kullanilarak bil-
gisayar ortamina aktarilmistir ve donanim olarak 3.6 GHz Intel Core ¢7 islemciye ve 32 GB

bellege sahip bir masaiistii bilgisayarda test edilmistir.

MAPLE™ (2021) kullanilarak, girdi egrilerilerinin projektif denklik ve simetrile-
rini hesaplayan Prj3D adinda bir prosediir yazilmistir. Prj3D prosediiriinde S siste-
minin ¢oziimii hari¢ herhangi bir MAPLE™ (2021) 6zel paketi kullanilmamistir, yani
hesaplamanin tiim basamaklar1 temel MAPLE™ (2021) fonksiyonlan ile yapilmigtir.
S sisteminin ¢oziimii i¢in SolveTools paketinin PolynomialSystem fonksiyonu
engine=groebner opsiyonu ile kullanilmistir. Ayrica Macaulay resultantinin hesap-
lanabilmesi i¢in MAPLE™ (2021) BCS’de MCR adinda bir bagka yardimci prosediir
kodlanmustir. Ayrintili testlerde hesaplama siiresinin biiyiik bir kism1 £; ve Es polinom-
larinin ortak bolenlerinin hesaplanmasi sirasinda harcanmaktadir. Teknik detaylar, 6rnekler

ve kaynak kodlarina tez yazarimin kigisel internet sayfasindan ulasilabilmektedir Goziitok
(2021).

Tez caligsmasinin bu kisminda algoritmanin bagarisinin 6l¢iilmesi i¢in hesaplama siire-
lerini goteren tablolar verilmistir. Oncelikle bu tez ¢alismasinda ve algoritmanin (Hauer ve
Jiittler, 2018) calismasinda verilen algoritma ile karsilastirilmasini veren tablolar sunulmus,
ardindan diger calismalarda yer almayan daha detayli ve zorlayici testler ve bu testlerin

sonuglarini iceren tablolar verilmistir.

Test sonuglar1 parametrizasyonun derecesi, parametrizasyonu olusturan polinom-
larin katsayilarinin biiyiikliigii ve elbette bu polinomlarin yogun (dense) ya da seyrek
(sparse) olmasindan etkilenebilmektedir. Bu tez ¢alismasinda en genel yonde bir aragtirma
yapildigindan, parametrizasyonlar yogun secilmis olup, derece ve katsayi biiyiikliiklerinin
(bitsize) yonteme etkisi derinlemesine incelenmistir. Diger benzer calismalarin aksine bit-
size etkisi yalnizca bu tez calismasinda gozlemlenmistir. Bir k& tamsayisinin bitsize degeri
7, 7 = [logek] + 1 tamsayisi olarak tammlanmaktadir (Alcazar vd., 2015). Eger bir tam
sayimnin bitsize degeri 7 ise bu tamsayinin d basamak sayisi d = [log7] + 1 formiilii ile he-
saplanabilir. Bu kisimda verilen tablolarda da 7 sayisi, egriyi temsil eden parametizasyonun
bilesenlerindeki polinomlarin katsayilar1 arasindan en biiyiik bitsize degerine sahip olanin

bitsize degerini ifade etmektedir.
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2.2.7. Metodlarin Karsilastirilmasi

Tablo 1 baz1 uzay egrilerinin homojen temsildeki parametrizasyonlarini listelemekte-

dir. Bu parametrizasyonlardan ilk ii¢ tanesi (Hauer ve Jiittler, 2018) calismasindan alinmistir.

Bunlara ii¢ 6rnege ek olarak Algoritma Prj3D’nin etkinliginin anlagilmast icin dort 6rnek

daha listeye eklenmistir.

Tablo 1. Kisim 2.2.7°de ele alinan egrilerin parametrizasyonlari

Derece Parametrizasyon

10

11

12

to + 11
3t +tot3
to t3
tott

125¢5 + 450t5t, + 69057 + 5T6E3ES + 276t3tT + T2t t] + 88
—27t5 — B4tdt; — 36t5t3 — 8t3t3
645 + 288tot; + 528tat2 + 504L3t3 + 264t2tT + T2t0 15 + StS
215 + 122t3t, + 216t5t2 + 168t5t5 + 60t3t] + 8to t]

625t5 + 30007t + 6400t5t3 + 7920t3t3 + 6216t5tT + 316833 + 102413t5 + 192t 7 + 16¢5
—2027t5 — 83927, — 1434453 — 1276853 — 5960t at] — 1056t5t; + 224¢3t% + 128t t] + 16¢5
1664t§ + 774415t + 16288t5t7 + 2052853 + 17040¢5tT + 9472t3¢5 + 3392t3t8 + 70480 t] + 64t%
4055 + 1080tt, + 108052 + 480t3t3 + 80tat:

o

#
3t + t5¢3
totd + tot?

49ty° — 2260t + 8THGHT + 841t + TSt — 96tat] — 2814t — T6tgt] — 36tpty — 5o 1] + 2711
9Tt — 9Ttot, — T3t5t2 + 5THtS + T3t5tT + 64t — 20318 + 85¢5tT + 99¢2t5 + 57ty t] + 96t1°
740 — 693t — 9t§tf{ + AT + 44tgty — 624517 + 8ttt — 8445t] + 38t3;§‘ —tot] + 55¢}°
—35t30 — 35t0t, + 63t5t% + 4173 + 16t5t] — 77T + T6tatS + 95t3t] + 56t3t5 — 16t t] — 95¢1°

—62t3" — 16130t + 685t — 15t5t3 — 31eTt] + 6215t — 14t5t8 + 6TegtT + 49t3¢5 + 523t — 20t t1° — 74t}
—19t8" — 68t50t — 48t5tT + 451513 + 59Tt — 96t5t; — 6t5tS + 89tgtT + ALt3tS + 20t + 25¢, ¢1°
—80tg" + 42"ty — 67¢5tT + 63¢5tT — 81¢ft] + 76tgti - 44tgt‘f — B9tgt] — 11tgt] — Thtpty — 84t 11" + 478!
=27t — 3480t + 96137 + 82t5t3 — 58ETtT + 5T + 36t5tS + 33tot] + 35t5t5 + 272t + 4610 110 + 19¢]!

—62t5% — 26t51, + 4615012 + 65t9t5 — H1t5tt + 6073 — 56t5tS — 46657 + 86t4tT — 31e3t) + 8413110 + 5ty 11! + 25¢12
—17H67 + 7915y + T30 — TSR + 134561 + 934517 + 641515 — TOR] — TLGHY — SLEGEY — TLGH + 106et;!
—76t1% — 2511ty + 381012 4+ 89913 — 92344 — 847D — 778t — 32T — 2025 + T3 — 941210 + 99¢t1t + 18¢12
0 0 0“1 0%1 01 0%1 0%1 0%1 0%1 0%1 01 1 1
30t4% — TTtiy — 70043 — 409t — A6tStE + 34e7t] — S4tStS + 98t3t] + 41tgts — 46t5t) + 1363110 — 3toti! + 8ti

Tablo 2’de verilen CPU siireleri, Tablo 1’de verilen egrilerin projektif denklik ve simet-

rilerinin hesabinda harcanan siirelere karsilik gelmektedir. Bu tabloda Algoritma Prj3D

nin hesaplama siirelerini temsil eden ¢ ile (Hauer ve Jiittler, 2018) calismasindaki indirgenmis

metodun hesaplama siirelerini temsil eden ¢, karsilastirllmistir. Tablodan anlasilacagi

lizere (Hauer ve lJiittler, 2018) calismasindaki metod, derecesi 4 ve 6 olan egriler igin
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Algoritma Prj3D’den daha iyi sonuclar elde etmistir. Fakat derecesi 8 olan egri i¢in,
Algoritma Prj3D, (Hauer ve Jiittler, 2018) calismasindaki metottan 6nemli derecede iyi
sonuclar elde etmistir. Ayni tabloda, daha yiiksek dereceli (9,10, 11, 12) egriler iizerinde
yiiriitiilen testlerin sonuglari, Algoritma Prj3D’nin etkinligini kanitlar niteliktedir.

Tablo 2. Tablo 1’de verilen parametrizasyonlarla temsil edilen egrilerin projektif
denklik ve simetrilerinin hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn)

Denklik th th t t

Derece Sayist  Simetriler Denklikler Simetriler Denklikler
4 4 0.01 0.01 1.047 0.421

6 4 0.06 0.02 1.063 1.218

8 2 37 0.78 0.078 0.093

9 2 0.032 0.047

10 1 0.218 0.250

11 1 0.531 0.453

12 1 0.625 0.640

Tablo 3’te hesaplamalar, (Hauer ve Jiittler, 2018) calismasinda oldugu gibi, bitsize
degeri 3 < 7 < 4 (parametrizasyonlarin katsayilar1 —10 ile 10 arasinda degismektedir)
olan rastgele egriler icin yapilmistir. Bir onceki testteki gibi ilk alti 6rnek (Hauer ve Jiitt-
ler, 2018) calismasindan alinmistir. Onceki tabloda oldugu gibi derecesi 4 olan egri haric,
Algoritma Prj3D, (Hauer ve Jiittler, 2018) calismasindaki metottan ¢ok daha iyi sonuglar
vermistir. Ayrica, Tablo 3’teki ek Ornekler, derece arttikca hesaplama siirelerinde yanlizca

ufak artmalar oldugunu gostermistir.

Tablo 3. Sabit bitsize degerine (3 < 7 < 4) sahip rastgele egrilerin projektif
denklik ve simetrilerinin hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri

(sn)
th, th, t t

Derece Simetriler Denklikler Simetriler Denklikler
4 0.04 0.4 0.250 0.329
5 1 1.6 0.016 0.031
6 8.4 1.2 0.156 0.047
7 37 8.6 0.172 0.780
8 150 310 0.250 0.125
9 670 1700 0.422 0.188
10 0.562 0.250
11 0.610 0.484

12 1.015 0.547
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2.2.8. Rastgele Egrilerin Projektif Denklik ve Simetrileri

Tablo 4 ve Tablo 5 incelendiginde agikca goriilebilir ki Algoritma Prj3D, derecenin

4 oldugu durum haric, rastgele derece ve bitsize degerlerine sahip egrilerin projektif denklik

ve simetrileri (yalnizca trivial simetri) i¢in olduk¢a hizli hesaplama siirelerine sahiptir.

Projektif denk rastgele egriler iiretmek i¢in bir bitsize degeri ve derece ikilisine

karsilik gelen bir rastgele ¢ parametrizasyonuna, asagidaki projektif donilisim ve Mobius

doniistimii uygulanmigtir:

o o o =

Boylece p

-1 1 0
0 -1

, to,t1) = (=to + t1, 2to).

0 1 0 §0<0 1) ( 0 1 0)
1 0 0

= Mgq(p) almarak, Prj3D(p,q) ile Tablo 4’iin icerigi; Prj3D(q,q)

ile Tablo 5’in igerigi olusturulmustur. ¢ parametrizasyonu rastgele bir parametrizasyon

oldugundan, beklendigi iizere yalnizca trivial simetriye sahiptir.

Tablo 4. Cesitli m derecesine ve T bitsize degerine sahip rastgele egrilerin projektif

denkliginin hesaplanmasinda harcanan CPU siireleri (sn)

T=4 7=8 7=16 7T=32 T7=064 T=128 T =256

(@IS IS

12
14
16
18
20
22

1.156 1.344 2406 4.016 8.344  26.453  55.625
0.047 0.047  0.062  0.047  0.078 0.094 0.156
0.344 0.125 0.125  0.156  1.594 0.281 0.453
0.359 0.906 0.281 0.890 1.234 0.562 1.329
0.625 0.875 1.110 1.000  1.500 2.157 1.625
0.953 1.218 1.719  2.078  2.516 6.172 3.562
1.718 0.953 2187  2.078 2375 1.891 2.015
2.250 2391  3.547  3.625  3.203 3.969 7.016
2172 2844  3.625  8.000  4.562 7.359  22.063
3.922 4109 4.188  3.641 12.938 6.938  13.015

24 10.297 4.672 4594 5953 12.250  10.906  22.125
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Tablo 5. Cesitli m derecesine ve 7 bitsize degerine sahip rastgele egrilerin projek-
tif simetrilerinin (sadece trivial simetri) hesaplanmasinda harcanan CPU
siireleri (sn)

7T=4 717=8 7=16 7=32 7=064 T=128 7T =256
1.156  2.610 2.157 3.938 8.735 26.875  80.187
0.046 0.047 0.063 0.062 0.078 0.203 0.579

8 0.156 0.156 1.562 1.500 0.375 2.078 3.563
10 0407 0.828  0.562 1.172 1.484 2.578 8.328
12 0.735 0.650 1.313 1.594  3.015 6.047 11.844
14 1453 2.016 2172 2125 4.234 7.781 19.750
16 2797 3.531 4.391 2.937  7.266 9.563  31.172
18 4532 4375 8843  5.703  8.187  20.172  42.985
20  3.078 4.078 7.672 16.469 12984  21.156  76.469
22 8812 11.391 9.468 13.687 30.531 40.344  89.750
24 21.484 13.375 10.969 18.234 26.781 56.391 97.672

S = ~+

2.2.9. Merkezil inversiyona Sahip Rastgele Egrilerin Projektif Simetrileri

Trivial olmayan ek bir simetrinin hesaplamaya etkisini arastirmak icin, simet-
rik bir po(to,t1) ve anti-simetrik p;(tg,t1), pa(to, t1), p3(to,t1) bilesenlerine sahip bir
p(to,t1) = (po(to,t1), p1(to,t1), p2(to, t1), ps(to, t1)) parametrizasyonunu goz oniine alalim.
Bu bilesenler asagidaki gibi hesaplanabilir:

po(to, tl) = 0070156” + CLQtBn_ltl + ...+ C17ot0t71n_1 + CoptT
pi(t07 t1> = Coﬂ'tgl + Clyitgn_ltl —+ ... = CLitotT_l — ngiﬁln, 1 S ) § 3,

Burada her 1 < ) < 3 igin cm = 0 dir. p(ty,to) =
(po(to, t1), —p1(to,t1), —p2(to, t1), —ps(to, t1)) oldugundan, boyle bir parametrik egri

bir merkezil inversiyona sahiptir.

Tablo 6, ¢esitli m derecelerine ve T bitsize degerine sahip rastgele egrilerin simetri-
lerinin (merkezil inversiyon) saptanmasi i¢in harcanan hesaplama siirelerini listelemektedir.
Beklendigi gibi, hesaplama siireleri yine benzer biiyiikliiklerde seyretmistir, tiim simetriler

kisa bir siirede elde edilebilmistir.
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Tablo 6. Cesitli m derecesine ve 7 bitsize degerine sahip rastgele egrilerin projektif
simetrilerinin (merkezil inversiyon) hesaplanmasinda harcanan CPU siire-
leri (sn)

t 7T=4 =8 7=16 7=32 7=64 T=128 T =256

8 0.187 0.063 0.063 0.093 0.328 0.546 1.313
10 0.203 0.250 0.359 0.360  0.563 1.297 3.922
12 0.390 0406 0469  0.718 1.125 2.516 8.390
14 0.563 0.562  0.656 1.000 1.906 4.047  13.391
16 1.047 1.016 1.234 1.672 3.078 6.500 19.719
18 1.265 1.375 1.563  2.485  4.344 8.719  27.406
20 1.766 1.656  2.141 3.140  5.313 12.171 37.297

2.2.10. Egrilerin Projektif Denk Olmama Durumu

Bu kisimda, denklik arastirmasi yapilan her iki e8ri de rastgele secilmistir. Bekleni-
lecegi gibi bu egriler projektif denk degildirler. Tablo 7 cesitli m derecelerine ve T bitsize
degerine sahip rastgele egrilerin projektif denk olmama durumunun saptanmasi icin harca-
nan hesaplama siirelerini listelemektedir. Tablo 7°den de goriilecegi iizere algoritma denklik

olmayan durumlarin hesabini da ¢ok kisa bir zaman diliminde gerceklestirebilmektedir.

Tablo 7. Cesitli m derecesine ve 7 bitsize degerine sahip rastgele egrilerin projektif
denk olmama durumunun saptanmasi i¢in harcanan CPU siireleri (sn)

7T=4 =8 7=16 7=32 7=64 T=128 T =256
0.016 0.015 0.016 0.015 0.015 0.015 0.015
0.109 0.032 0.031 0.031 0.047 0.047 0.110

8 0.063 0.078 0.078 0.079 0.125 0.156 0.969
10 0.406 0.156  0.156  0.203  0.250 1.016 0.687
12 0312 0.266 0.563  0.687  0.985 0.703 1.641
14 0.594 0.547 0.390 0.422  0.547 1.047 2.156
16 0.781 0.531 0.907  1.063 1.281 2.219 3.359
18 1.110 1.047 1.125 1.234 1.906 2.562 4.953
20 1.547 1.156 1.141 1.734  2.250 3.672 6.532
22 1.734 1.453 1.953 2.844  3.484 4.906 7.937
24 2.047 2250 2313 2.844  4.110 6.766 12.031

Y |




3. IRDELEME VE SONUCLAR

1. Tezde ele alinan birinci problem i¢in, Bonnet Teoremi’nden, R? uzayindaki iki para-
metrik ylizeyin birinci ve ikinci temel formlarinin esit olmasinin, yiizeyleri birbirine
doniistiiren bir izometrinin varligin1 garanti ettigi bilinmektedir. Bu tez calismasinda,
R"*! keyfi boyutlu uzayindaki dejenere olmayan hiperyiizeyler icin, aym durumu ga-
ranti eden kosullar elde edilmistir. Daha agik bir ifadeyle, burada elde edilen sonuglar
ile, her iki temel formun tiim katsayilanin esit olmasi gerekliligi ortadan kaldirilmagtir.
Gercekten de Gauss-Codazzi denklemlerinden, birinci ve ikinci temel formun kat-
sayilarinin bagimsiz olmadig: bilinmektedir. Diger yandan regiilerlik, parametrizas-
yonun d-nondejenere olmasinin bir sonucu oldugundan, yiizeyde regiiler olma sart1 da

ortadan kaldirilmastir.

2. Tezde ele alinan ikinci problem i¢in, projektif diferansiyel invaryantlar1 kullanarak ras-
yonel uzay egrilerinin projektif (afin) denkliklerini ve simetrilerini tespit etme prob-
lemine yeni ve etkili bir yaklasim sunulmugtur. Diferansiyel degigsmezlerin benzer bir
soruna katkis1 (Alcazar vd., 2015), en genel durum olan projektif denklige, diferansiyel
bir yaklasim gelistirilip gelistirilemeyecegi sorusunu giindeme getirmistir. Boylece bu
tez calismasinda, rasyonel bir egrinin projektif diferansiyel invaryantlar1 tanimlanip,
yontem bu invaryantlar {izerine inga edilmistir. Yontem, indirgenmis formdaki bir ras-
yonel uzay egrisinin herhangi iki uygun parametrelenisinin, bir rasyonel doniisiimle
iligkili oldugu fikrini temel almaktadir. Yontemin geri kalani, (Alcazar vd., 2015)’den
bazi fikirleri kullanarak parametre uzaylariyla ilgili lineer rasyonel doniisiimiin kat-
sayilarimi belirlemeye ayrilmigtir. Son olarak, giiclii bir teorik altyapiya sahip etkili bir

Algoritma (Prj3D) olusturulmustur.

Prj3D Algoritmasi, MAPLE™ (2021) kullanarak bilgisayar ortamina aktarilmistir.
Ardindan algoritma bir MAPLE™ (2021) prosediiriine doniistiiriiliip, ¢esitli kapsamli
testler yiiriilmiistiir. 2.2.6 boliimiindeki tablolardan goriilebilecegi gibi, en genel prob-
lem ¢oziiliiyor olsa da, test sonuglar1 simetri ve benzerlik tespiti (Alcazar vd., 2015,
2019) gibi benzer problemler icin elde edilen sonuclara yakin degerler karsimiza
cikarmistir. Bu yaklagimlarin tiimii, Oklid geometrisindeki yapilar ele almaktadir. Pro-
jektif denkliklerin daha genel durumu i¢in, bildigimiz kadariyla, projektif ve afin denk-
likler problemini ele alan ilk kapsamli ¢calisma (Hauer ve Jiittler, 2018) dir. Bu ¢calisma
keyfi boyutta yontemini insa etse de, bu yontem yalnizca orta dereceli (diizlemsel du-

rum icin yaklasik 10) diizlem ve uzay egrileri durumunda iyi sonuclar vermektedir.
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Ote yandan, ¢alisma uzay egrileri durumu igin ayrintili testler icermemektedir. Ayrica
bu tez ¢calismasindaki sonuglarla karsilastirildiginda, sonuglarin uzay egrileri i¢in orta-
lama oldugu goriilmektedir. Buna karsilik, burada insa edilen metod, ayni anda yiiksek
derecelere (yaklagik 24) ve bitsize degerlerine (yaklasik 256) sahip egriler i¢in bile

¢Ozlim sunabilmektedir.



4. ONERILER

1. Tezin birinci problemi ile ilgili olarak, gelecekteki calismalarda, iki parametrik yiize-
yin veya hiperyiizeyin ne zaman aym goriintiiye sahip oldugunu belirlemek icin bir
yontem gelistirilebilir. Daha agik bir ifadeyle, bir parametrik (hiper)yiizey x(u) alalim
ve h(u) yeniden parametrelenisini uygulayalim. Bu durumda y(u) = (xoh)(u) ve x(u)
ayn1 seyi tanimlar. Fakat h(u) bilinmiyorsa, x(u) ve y(u) hiperyiizeylerinin goriintiile-
rinin ayn1 olup olmadiginm saptamak i¢in Bonnet Teoremi veya tezde bulunun sistemin

nasil kullanilacag1 arastirilabilir.

2. Tezin ikinci problemi ile ilgili olarak, gelecekteki calismalarda, genel yiizey-
ler i¢in benzer bir yaklasim ve amac ile inceleme yapilabilir. Ayrica tez
calismasinda tanimladifimiz k; ve ko projektif egriliklerinin geometrik yorumlarinin
arastirtlmasinin, rasyonel egrilerin projektif geometrisinin anlasilmasinda yol goste-
rici olacaktir. Ger¢ekten de, bir On arastirmada, «, ve ko egrilikleri sabit olan rasyonel
egrilerin W-egrileri (Sasaki, 1936) ile iligkili olabilecegi goriilmiistiir. Son olarak, il-
gili problem sadece 3 boyutlu durumda ele alinsa da, ingasindan da anlasilacag: tizere,

yontemin keyfi boyuta genellestirilmesi de yapilabilir.
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desteklenmistir. Ayrica TUBITAK 2221 Konuk veya Akademik Izinli Bilim Insan1 Destek-
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Altyap1 Projesi kapsaminda FAY-2021-9648 kodlu projede arastirmaci olarak gorev yapmak-
tadir. Ugur Goziitok, TUBITAK 2218 Doktora Sonrasi Arastirma Bursu 2022 yil1 2. done-
minde bu program kapsaminda doktora sonrasi arastirmalarini Yildiz Teknik Universitesi

Matematik Boliimiinde yiirtitmek iizere burs almaya hak kazanmigtir.
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