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ONSOZ
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SIMGE VE KONGRUANS DENKLEMLER

Hatice SENGUL

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2021, 88 Sayfa

Bu c¢alismada, bazi NEC gruplarinin simgelerindeki sinir bilesenlerinin sayilari ve sinir
bilesenlerindeki oo larin sayilar1 hesaplanmistir. Ayrica bazi modiiler alt gruplarin imprimitif
hareketi yardimiyla kongriians denklemlerin ¢oziimleri verilmistir.

Birinci boliimde Oklid olmayan kristalize gruplarm yapisi incelendi. PSL(2,R),T
modiiler grubu, kongriians alt gruplarin baz1 6zellikleri, ayrik gruplar, temel bolgeler ve
imprimitif hareket ile ilgili ihtiya¢ duydugumuz temel tanim, teorem ve sonuglar verilmistir.

ikinci bolimde her N € N igin [Z(N) grubunun ve N tek veya 2||N oldugu
durumlarda ise I[Z(N) grubunun simgelerindeki smir bilesenlerinin sayilari Hoare-Uzzel
Teoremi yardimiyla hesaplanmistir. Ayrica, A,(N) grubunun [,(N) kongriians alt
grubundaki indeksi hesaplanmistir. Bunlara ek olarak p, p = 1 mod 4 6zelligine sahip bir
asal say1 ve § € N olmak {izere p ile aralarinda asal olan her a tam sayis1 i¢in modiiler alt
gruplarim 6zel bir imprimitif transitif hareketi kullanilarak a? + x? = 0 mod pP kongriians

denklemini saglayan x tamsay1 ¢oziimleri bulunmusgtur.

Anahtar Kelimeler: Simge, Modiiler grup, Ayrik grup, Oklid olmayan kristalize gruplar,
Sinir bileseni, Indeks
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2021, 88 Pages

In this thesis, the numbers of link periods in the signatures of some NEC groups and
the numbers of oo in the link periods are calculated. In addition, by the aid of imprimitive
action of some modular subgroups, the solutions of congruence equations are given.

In the first part, the structure of Non-Euclidean crystallized groups is examined.
Required basic definitions, theorems and conclusions related with PSL(2, R), the modular
group I', some properties of congruence subgroups, discrete groups, fundamental regions
and imprimitive action are given.

In the second part, the numbers of link periods in the signatures of the group I'Z(N)
for all N € N and the group I3 (V) when N is odd or 2||N are calculated by using the Hoare-
Uzzel Theorem. Moreover, the index of A,,(N) group in the congruence subgroup I,(N) is
calculated. In addition, if p is a prime number with p = 1 mod 4 and € N, for any integer
a coprime with p, the integer solutions x of the congruence equation a? + x? = 0 mod p*

are obtained by using a special imprimitive transitive action of modular subgroups.

Key Words: Signature, Modular group, Discrete group, Non-Euclidean crystallized group,
Link period, Boundary component, Index
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SEMBOLLER DiZiNi

Gx : x noktasinin G yoriingesi

Sy : x noktasiin S deki sabitleyeni

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

Q : Genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

Coo : Genigsletilmis kompleks sayilar kiimesi

u : C de tist yar1 diizlem

r : Modiiler grup

Iz : Modiiler grubun elemanlarinin kareleri alinarak elde edilen alt grup

rs : Modiiler grubun elemanlarinin kiipleri alinarak elde edilen alt grup

| : oo un [' modiiler grubundaki sabitleyeni

IL(N) : Modiiler grubun ¢ = 0 mod N olan alt grubu

T2(N) : T2 grubunun ¢ = 0 mod N olan alt grubu

Ig(N) : I'3 grubunun ¢ = 0 mod N olan alt grubu

PSL(2,R)  :Reel katsayil lineer kesirli doniistimlerin grubu

SL(2,7Z) : Katsayilar1 tamsay1 olan lineer matrislerin grubu

u(E) : E kiimesinin hiperbolik alan1

£(C) : Parcali, stirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik
uzunlugu

alb : a sayis1 b sayisini boler

athb : a sayis1 b sayisini bolmez

al|b : a sayis1 b sayisinin bir tam bdlenidir

|A: B| : B alt grubunun A grubundaki indeksi

G, X] : Topolojik doniisiim grubu

[a] : Alfa blogu

o0 : Sonsuz



1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

19. ylizy1lin sonlarina dogru Henry Poincare ayrik gruplar teorisinin temelini olusturan
bazi Onemli sonuglar elde etmis ve bu sonuglart eliptik fonksiyonlar teorisinin
genellemesinde kullanmistir. Henry Poincare tarafindan sistematik olarak gelistirilen ve
Fuchsian gruplar1 olarak adlandirilan bu gruplarin invaryant biraktigi fonksiyonlar
giiniimiize kadar bircok bilim adan tarafindan calisilmistir. Oklid olmayan geometriler ve
invaryant teorisinin kesfiyle lineer kesirli dontistimler grubu, topolojik grup yapisina uygun
olmasi sebebiyle, hem analizsel hem de cebirsel yontemler kullanilarak arastirmacilar
tarafindan detaylica incelenmistir. I' modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 olan
I'(N),T;(N),T(N),T°(N) gruplarimin biiyiik 6neme sahip oldugu gdzlemlenmistir.
Ornegin, 1637 yilinda Pierre de Fermat’in son teoreminin ispatinda I' nin kongriians alt

gruplarinin 6nemli bir yer tuttugu ortaya ¢ikmustir.

Schoeneberg [1], [i(N) nin simgesini cebirsel yollardan elde etmistir. Akbas [2],
[(N) :==(Iy(N),z - %z‘) Fricke grubunun sinir bilesenlerindeki oo larin sayisini

hesaplamistir. Jones ve arkadaslari [3] tarafindan alt yoriingesel graflar, devre uzunluklari
ve devrelerin orman olma durumlar1 aragtirilmistir. Akbas [4] ise T modiiler grubunun
kongriians alt grubu olan Iy(N) nin periyodlarini ve ilgili alt yoriingesel graflarin devreleri

arasindaki iliskileri incelemistir.

Kader [5], PSL(2, R) nin baz1 alt gruplarinin simgelerini elde etmistir. Ayrica, bu 6zel
alt gruplarin simgeleri ile karsilik gelen alt yoriingesel graflarin devreleri arasindaki iliskiler
ortaya konulmustur. Besenk [6] doktora ¢aligmasinda NEC gruplar ve Fuchsian gruplarin

simge devirleri {izerinde bazi hesaplamalar yaparak uygulamalarina yer vermistir.

Kesicioglu [7] doktora tezinde I'® grubunun ve A = 1+T£ olmak tizere G5 Hecke grubunun

Q ve Q[A] iizerindeki hareketi ile elde edilen alt yoriingesel graflari incelemistir. Bu graflarin
devre uzunluklar1 ve bu gruplari iireten eliptik elemanlar arasindaki iligki incelenmistir. Kor
[8] ise I'® grubunun Q iizerindeki alt yoriingesel graflarindan olan F}, grafinin baglantisiz

oldugunu gostermistir. Ayrica bazi 6zel hallerde Fibonacci sayilarinin elde edildigini



gozlemlemistir. Sanl1 [9] ¢alismasinda Iy ,, (N) kongriians alt grubunun I, (V) deki indeksini

ve Bilyiikkaragoz [10] ise I , (N) grubunun A, (N) deki indeksini hesaplamiglardir.

1.2. Topolojik Grup

Tamm 1.1. G # @ bir kiime ve -: G X G — G bir ikili iglem olsun. Eger G iizerinde tanimls -
islemi asagidaki ozellikleri sagliyorsa (G,-) ikilisine bir grup denir.

(i) Va,b€eGigina-b € G dir.

(ii) Va,b,ceGigina-(b-c) = (a-b)-cdir.

(iii) Ya€e Gicinde € G doylekia-e=e-a = a drr.

(iv) Ya€Gicinda € Goylekia-al =a1-a=edir.
Tanmm 1.2. (G,) bir grup olsun. Eger Va,b € G icina b = b - a ise G ye degismeli (abel,

komutatif) grup denir.

Tanmim 1.3. (G,-) bir grup olsun. G nin eleman sayisi sonlu ve n ise bu gruba sonlu grup veya
n-inci mertebeden bir gruptur denir ve |G| = n ile gosterilir. Diger durumda bu gruba sonsuz

mertebeli gruptur denir.

Tammm 1.4. (G,) bir grup ve @ # H € G olsun. Eger Va,b € H icin a-b™! € H (veya

a~1-b € H)ise H ya G nin bir alt grubudur denir ve H < G ile gosterilir.

e, G nin birim eleman1 olmak tizere {e} ve G ye G nin asikar (trivial) alt gruplar1 denir.

Ayrica, eger H < G fakat H # G ise H ya G nin 6z altgrubu denir ve H < G ile gosterilir.

Tamm 1.5. (G,") bir grup, H < G ve a € G olsun. Buna gore
(i) Ha = {h - alh € H} kiimesine H 1n G deki sag yan sinifi (sag koseti) denir.
(ii) aH = {a - h|h € H} kiimesine H 1n G deki sol yan sinifi (sol koseti) denir.

Tanmm 1.6. (G,) bir grup ve X € G olmak tizere M:={H|H < G,X c H} seklinde
tanimlansin. M = Ny H alt grubuna G nin X alt kiimesi tarafindan iiretilen alt grubu denir

ve M = (X) ile gosterilir. Eger 3a € G Oyle ki G = (a) ise G grubuna devirli grup denir.

Tanmim 1.7. (G,") bir grup, H < G olmak tlizere G de H alt grubunu igeren her K alt grubu
icin K = G ise H ya G de bir maksimal alt grup denir.



Tamm 1.8. G bir grup, H < G olsun. Eger Vg € G ve Vh € H igin ghg™' € H veya denk
olarak gH = Hg ise H alt grubuna G nin normal alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.
Ayrica

N;(H) ={g € G|gH = Hg} = {g € G|Va € H igin ga = ag}

kiimesine H nin G deki normalleyeni ad1 verilir.

Tamm 1.9. G bir grup, H < G olmak tizere H 1n yan siiflarinin teskil ettigi kiime
G/H ={gH|g € G}
olup bu kiime iizerinde gH - g'H = gg'H seklinde tanimlanan isleme gore G/H bir grup

olur. Bu gruba boliim grubu ad1 verilir.

Tanmm 1.10. (G,") ve (G',*) iki grup ve [1: G - G' doniisiimii verilsin. Eger Vg4, g, € G i¢in
(g, - g2) = I(g1) * [1(g,) ise I1 ye homomorfizma denir. Bununla birlikte eger

[T homomorfizmasi 6rten ise II ye epimorfizma

[T homomorfizmasi 1-1 ise I ye monomorfizma

[T homomorfizmasi 1-1 ve orten ise Il ye izomorfizma
denir. Eger I1 doniisiimii bir izomorfizma ise G ve G’ ye izomorftur denir ve G = G' ile
gosterilir.

Ayrica II: G — G izomorfizmasina G de bir otomorfizma adi verilir ve G deki

otomorfizmalarin kiimesi Aut(G) ile gosterilir.

Tamm 1.11. IT: G = G’ bir homomorfizma ve e, G’ niin birim elemani olsun. Bu takdirde

~'(e) = {g € GIN(g) = e}

kiimesine IT homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Cek II ile gosterilir.

Tanmm 1.12. X bir kiime ve 2%, X in tiim alt kiimelerinin ailesi olmak iizere asagidaki
ozellikleri saglayan bir T © 2% alt kiimesine X iizerinde bir topoloji ad1 verilir.

i) ©0,Xe€rdr

(ii) Gi,G,, ...,G, € Tise N, G; € T dur.

(iii) A # @ bir indis kiimesi olmak iizere {G3},ep C T ise U ey Gy € T dir.
Ayrica (X, ) ikilisine bir topolojik uzay ve T nun elemanlarina ise bu uzayda ag¢ik kiimeler

ad1 verilir.



Tanmm 1.13. (X, ) bir topolojik uzay ve x € X olsun. Eger bir U € T i¢in x € U ise U ya x

in agik komsulugu veya kisaca komsulugu adi verilir.

Tanmm 1.14. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger Vx,y € X, x # y elemanlar1 i¢in x ve y

nin ayrik agik komsuluklari varsa (X, 7) uzayma Haussdorff uzay: ad1 verilir.

Tamm 1.15. (X, 1y), (Y, ty) iki topolojik uzay, x, € X ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger f(x,) m her bir V agik komsulugu i¢in f(U) c V olacak sekilde x, mn bir U agik
komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her

noktasinda siirekli ise f ye siirekli fonksiyon denir.

Tamm 1.16. X, Y iki topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. Eger
(i) f 1-1 ve orten
(i) f stirekli
(iii) f 1 siirekli

ise f ye homeomorfizm veya topolojik es yap1 doniisiimii denir.

Tanmm 1.17. (X, 7) bir topolojik uzay, Y # @ bir kiime ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
7 ={UcY|f' (U) et}

topolojisine f fonksiyonu ile Y {izerinde liretilen bitis topolojisi denir.

Tanmm 1.18. (X, 1) bir topolojik uzay, Y # @ bir kiime ve f:X — Y orten bir fonksiyon
olmak lizere f fonksiyonuna gore Y iizerindeki bitis topolojisine bir boliim topolojisi ve

f:X — Y fonksiyonuna boliim fonksiyonu adi verilir.

Tanim 1.19. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

(i) Egerbir A c ticin X = Uy 4 A ise A ailesine X in bir acik rtiimii denir.

(ii) A ailesi X in bir agik ortiimii ve A sonlu ise A ya X in sonlu ortiimii denir.

(iii) Eger X uzaymnin her agik Ortiimiiniin sonlu bir alt ortiimii varsa X uzayina
kompakttir denir.
Tanmim 1.20. (X, 7) bir topolojik uzay, A € X olsun. Eger

i AnU =0

(i) ANV +0

(i) AnU)NANV)=0

iv A= AnU)UANY)



olacak sekilde iki agik U,V < X alt kiimeleri bulunamaz ise A alt kiimesine 7 topolojisine

gore bir baglantili kiime denir. Aksi halde baglantisizdir denir.

Tamm 1.21. X en az iki elemanl bir kiime olsun. Bir d: X X X — R doniisiimii asagidaki
ozellikleri sagliyorsa d ye X {lizerinde bir metrik denir.

(i) Vx,y € Xicind(x,y) =2 0ved(x,y) =0 < x =y dir.

(ii) Vx,y € X igind(x,y) = d(y, x) dir.

(iii) Vx,y,z € X i¢ind(x,2) < d(x,y) + d(y, z) dir.

Burada (X, d) ikilisine ise bir metrik uzay denir.

Tanim 1.22. (G,) grubu bir topolojik uzay olsun. Eger Vg, h € G i¢in
imGexG—G
(g.h)—=g-h
(i)i:G— G
g-9"
doniistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tamm 1.23. Bir X topolojik uzay1 verilsin. Bir G topolojik grubu i¢in

AGxXX — X
A(g,x) = ghAx =: gx

dontistimii siirekli ve Vg4, g, € G ve Vx € X i¢in

() (9192)x = g1(g2x)

(i) ex = x

sartlar1 saglaniyorsa [G, X, A] ti¢liisiine veya [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu ve

G ye X lizerinde bir hareket grubu denir. Burada e, G grubunun birim elemanidir.

Tamim 1.24. A keyfi bir topolojik uzayin alt kiimesi olarak verilsin. Eger Vx € A i¢in bir U
komsulugu, U N A = {x} sartin1 saglayacak sekilde bulunabiliyorsa A ya ayriktir denir.

R nin ayrik alt kiimelerine 6rnekler, Z tamsayilar kiimesi, R nin her sonlu alt kiimesi,
A= {ﬂ nNeEZ n+ 0} kiimeleri verilebilir. B = {ﬂ nNeEZ n+ 0} U {0} kiimesi R nin

ayrik olmayan bir alt kiimesidir.



Lemma 1.25. [11] [G, X] topolojik doniisiim grubu verilsin. Vx,y € X i¢in
x=y:e>3Idg€EG:gx =y
olarak tanimlanan " = " bagintis1 X {izerinde denklik bagintisidir. m

Tamm 1.26. Lemma 1.25 de tanimlanan " = " bagintisinin her bir denklik sinifi hareketin
yoriingesi olarak adlandirilir. x € X noktasini i¢ceren ydriingeye bu noktanin yoriingesi denir

ve bu yoriinge Gx = {gx|g € G} ile gosterilir.

Tanmm 1.27. G, X {izerinde bir hareket grubu olsun. Eger Vx,y € X i¢in gx = y olacak
sekilde bir g € G bulunabiliyorsa G, X iizerinde transitif olarak hareket ediyor denir. Tanim
geregince G,X lizerinde transitif olarak hareket ediyorsa Vx € X icin Gx = X olur. Bu

durumda bir tek yoriinge vardir ve bu yoriinge grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Tanmm 1.28. Bir G grubu verilsin ve H < G olsun. H grubuna gore sag ve sol denklik
smiflarinin sayist ayni1 olup, bu sayiya H nin G igerisindeki indeksi denir ve |G: H| ile

gosterilir.

Tanim 1.29. G, X {izerinde bir hareket grubu olsun. x € X noktasi igin
Gy ={g € Glgx = x}

seklinde tanimlanan kiimeye bu noktanin sabitleyeni denir.

Tanmim 1.30. Bir G grubu i¢in C = {g € G|Vx € G igin gx = xg} seklinde taniml kiimeye

G nin merkezi denir.

Tamim 1.31. T: R — R bir doniisiim olsun. Bu takdirde T™ = [ esitligini saglayan en kiigiik
m € Z* sayisina T donlisimiiniin periyodu veya mertebesi denir. Eger bdyle bir m pozitif

tamsayis1 bulunamazsa T ye sonsuz periyotludur denir.

Tamm 1.32.n > 1 olmak {izere n den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan pozitif tamsayilarin

sayisini veren fonksiyona Eulerin ¢ fonksiyonu denir ve ¢ (n) ile gosterilir.

n = p;"1p,"2 -+ ps"s verildiginde

o (13030

seklindedir.



Tammm 1.33. p bir tek asal say1 ve (a,p) =1 olsun. Eger x? = a mod p kongriians
denkleminin ¢6ziimii var ise a tamsayisina p nin kuadratik rezidiisii denir. Eger
x? = amod p kongriians denkleminin ¢dziimii yoksa a tamsayisina p nin kuadratik

olmayan residiisii denir.
Tamim 1.34. p bir tek asal say1 ve a ise p ile boliinemeyen bir tamsay1 olmak iizere

a 1, eger a, p nin kuadratik residiisii ise
( ) = 1—1, eger a,p nin kuadratik olmayan residiisii ise

seklinde tanimlanan (3) semboliine Legendre sembolii denir. Bu sembol Fransiz

matematik¢i Adrien-Marie Legendre tarafindan verilmistir.
Teorem 1.35. [12] p bir tek asal say1 olmak iizere

( 1) {1, p = 1 mod 4 ise

_5 —1, p=-—-1mod4ise

dir. m

1.3. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

1. C,, = C U {oo} genisletilmis kompleks diizlem olmak tizere

(4) {z—>:j:2|a,b,c,dE]Rvead—bcz1}

(B) {z—>az_+b|a,b,c,dEIRive ad — bc = —1}

cz+d
seklindeki doniisiimlerin grubu G ile gosterilsin. Bu gruba ait olan her bir eleman
U:={z€C|Imz >0}
seklinde taniml1 diizlemin kendi {izerine konform veya ters konform homeomorfizmasidir.

(A) seklindeki doniistimlerin grubu PSL(2, R) ile temsil edilir. Bu sekilde tanimli grup
G de 2 indeksli bir alt gruptur. U diizleminin her konform homeomorfizmi PSL(2, R) de yer
alir [3].



G tizerinde bir topolojik yapi su sekilde insa edilebilir:
K ={(a,b,c,d) € R*|ad — bc = +1}

alt kiimesini ele alalim. Bu kiime R* ten indirgenen Oklid metrigine gore bir metrik uzaydir.
K iizerinde R* de taniml1 Oklid topolojisine gore olusturulan alt topolojiyi g6z dniine alalim.

K uzayinda (a, b, c,d) ile (—a, —b, —c, —d) noktalarin1 6zdeslestirelim.
60:K — K, 6(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d)

seklinde tanimli § doniistimii bir homeomorfizma olup 6zdeslikle beraber K iizerinde 2.

mertebeden bir devirli grup olarak hareket eder.

Simdi K / (8) kiimesini tlizerinde taniml1 bdliim topolojisi ile goz Oniine alalim. Bu

durumda G ile K / (5) arasinda birebir ve orten bir doniisiim bulunabilir. Bundan dolay1

p:K — K/<5> ) p(a,b,c,d) = [(a,b,c,d)]

seklinde tanimli projeksiyon doniisiimii siireklidir. Bu durumda G grubunun iizerindeki
topolojiyi K / (5) tizerindeki topoloji olarak alabiliriz. Boylece G grubu bir topolojik yapiya

sahip olur. Buna ek olarak G, U iizerinde bir hareket grubu olup G nin de her doniisiimii U
tizerinde siirekli olacagindan [G, U] bir topolojik doniisiim grubu olur. Ayrica G, U lizerinde

transitif olarak hareket eder.
G topolojik grubu PSL(2,R) ve G\PSL(2, R) seklinde iki bilesene sahiptir.

G nin her bir ayrik alt grubuna Oklid olmayan kristalize grup denir ve kisaca NEC ile
sembolize edilir. Bir Fuchsian grup, PSL(2, R) deki bir NEC grubu olarak tanimlanir. Eger
herhangi bir NEC grubu, (B) tiiriindeki elemanlari igeriyorsa bu 6zel bir NEC grubu olarak
adlandirilir. ‘U diizlemi, Oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir modeline su sekilde
dontstiiriilebilir:

Bir yay elemaninin hiperbolik uzunlugu ds ile gosterilir ve

_dx?+dy® |dz|?
y? y: '

seklinde tanimlanir.

ds?

z=x+1y



Bu tanim vasitasiyla parcali, siirekli ve diferansiyellenebilir 6zellikli bir C egrisinin

hiperbolik uzunlugu

Vdx? + dy?
Joas=) 557
c c y

2(C):=

seklinde hesaplanabilir. Ek olarak, 6l¢iilebilir bir E kiimesinin hiperbolik alani ise

= [ 22
E

formiilii ile verilebilir. Yukaridaki hiperbolik diizlem modelinin geodezikleri, reel eksene

dik yar1 cemberler ve yar1 dogrular olup bu tip egriler hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.

Sekil 1. Hiperbolik dogrular

U da verilen herhangi iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu noktalar1 birlestiren
bir tek hiperbolik dogru parcasinin uzunlugudur. Bu metrik vasitasiyla tiiretilen topoloji,
bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Dolayisiyla herhangi bir topolojideki acik kiime,
digerinde de agiktir. Hiperbolik uzaklik ve alan, PSL(2, R) nin doniisiimleri altinda korunur
[3].

2. Simdi, G grubuna ait olan elemanlari, yon durumlarina ve sabit nokta kiimelerine

gore kategorize edelim:

(A*) T € PSL(2,R)\{/} doniisiimiiniin sabit noktalarini1 belirlemek i¢in

az+b
=z
cz+d

esitliginden

cz’+(d—-a)z—b=0 (1)
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denklemi elde edilir. (1) in kokleri T nin sabit noktalar1 olup bu noktalarin sayis1 en fazla 2

dir. Bu noktalar ise

-t ard 4
B 2c

Z1,2

seklinde belirlenir. Kokler i¢in asagidaki durumlar gézlemlenir:

(i) |a + d| > 2 ise, T iki farkli sabit noktaya sahiptir ve bu noktalar R U {oo} {izerinde
yer alir. Bu sekildeki T doniistimiine hiperbolik doniisiim denir.

(i) |a + d| = 2 ise, T birbirine esit iki sabit noktaya sahiptir ve bu noktalar R U {co}
da yer alir. Bu sekildeki T doniisiimiine parabolik doniisiim denir.

(iii) |a + d| < 2 ise, T birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit noktaya sahiptir ve
bu noktalardan yalnizca biri U kiimesindedir. Bu sekildeki T doniisiimiine eliptik doniisiim
denir.

(B*) Simdi T € G\PSL(2, R) alalim ve

L - az+b

cz+d

yazalim. Buradan

czz+dz—az—b=0 (2)

denklemi bulunur. Bu denklemde z = x + iy ve Z = x — iy yazilirsa

cx+iy)(x—iy)+dx+iy)—alx—iy)—b=0
cx*+y) +dx—ax+i(dy+ay)—b=0

{c(x2+y2)+(d—a)x—b=0
d+a)y=0

seklinde iki denklem elde edilir. Bu denklemler incelendiginde asagidaki sonuglara

ulasilabilir:

i) Egera+d # 0ise y = 0 olup

cx?+(d—-—a)x—b=0

denklemi elde edilir. Dolayisiyla denklemin diskriminanti
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A=(d—a)?+4bc =d?—2ad + a® + 4bc

olup eger ad — bc = —1 esitligi de kullanilirsa A = (a + d)? + 4 > 0 oldugu goriiliir.
Bunun sonucunda T iki farkli sabit noktaya sahiptir ve bu noktalar R U {oo} tizerindedirler.

Bu sekildeki T doniisiimiine kayan-yansima denir.
ii) Eger a + d = 0 ise (a + d)y = 0 esitligi her bir y noktasi i¢in saglanacagindan
cx*+y)+(d—-a)x—b=0

esitligi geregince T doniisiimiiniin sabit noktalar1 kiimesi ¢ # 0 i¢in bir cemberdir. Ayrica
a+d=0vead —bc =-1

esitlikleri gbz oniine alinarak bu ¢gemberin merkezinin (%, 0) Ve yarigapinin |—z| oldugu elde

edilir. ¢ =0 olmast durumunda x =b/(d —a) dogrusu bulunur. Bu takdirde T

doniisiimiine bir yansima denir.

Bu sonuglar gbz oniine alindiginda G grubunun hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-

yansima ve yansima seklinde adlandirilan bes tip elemani oldugu goriiliir [3].

Tanm 1.36. T; ve T,, G grubunun keyfi iki eleman1 olmak iizere T; = TT,T ! olacak

sekilde bir T € G bulunabilirse T; ve T, birbirinin eslenigidir denir.
Lemma 1.37. [3] Birbirinin eslenigi olan T; ve T, ayni tiptendirler.m

G ye ait olan elemanlari, bu elemanlarin izleri (trace) denilen a +d ye ve
determinantlarina gore kategorize edebiliriz. G nin eslenik elemanlarinin ayni tip oldugu
gercegi kullanildiginda, doniisiimlerin her biri bir dogal gosterime sahiptir. Dogal

gosterimler agagidaki sekilde siniflandirilir:

Eleman Tiiri Dogal Gosterim

Hiperbolik z— 1z A>1)

Eliptik z— W,Z—: = eiej—:, 0 + 2nm
Parabolik z—ztx1

Kayan-yansima z— 1z (A< -1)

Yansima zZ— —Z
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Tamm 1.38. A bir Fuchsian grubu olmak iizere
) U T(F) = U (i) VT € A\{I}icin F nT(F) = ¢
kosullarin1 gerg¢ekleyen kapali F kiimesine bu Fuchsian grubu i¢in temel bolge denir.

Tanmm 1.39. A < PSL(2,R),T € A ve

az+ b

T = ,
(2) cz+d

c#0

olsun. I(T):|cz + d|?> = 1 seklinde tanimli ¢ember, T déniisiimiiniin izometrik ¢emberi

olarak adlandirilir. Burada
IT'(z)|=1< 2z€I(T)

olacagindan izometrik c¢ember, diferansiyel Oklid uzunlugunu degistirmeden T ile
dontstiiriilen noktalarin geometrik yeridir. Eger F,,, A da sonsuzun A, sabitleyeni i¢in bir
temel bolge ayrica K, A nin tiim izometrik ¢emberlerinin disinda kalan bdolge ise

F = F, N K, A i¢in bir temel bolge adini1 alir. Bu tip bolgelere Ford Bolgesi dentir.

1.4. Simge

Macbeath [13] her bir NEC grubuna bu grubun cebirsel yapisini karakterize eden bir
simge karsilik getirdi. Her sonlu iiretilmis Fuchsian grubu asagidaki gibi bir gosterime

sahiptir:

Ureticiler: aq, by, ..., ag, by :hiperbolik elemanlar
X1y eeer Xy :eliptik elemanlar
D1, ) Pm :parabolik elemanlar

Baglantilar: xim",i =12,..,1

) r m
1_[ a;bja; bi”! 'nxk Hpt =1
j:l k=1 t=1
Simge: (g; mqy,m,,..,m.; m)

Burada g-grubun cinsini, m;, i = 1,2, ..., r {iretici eliptik elemanlarin mertebelerini ve

m parabolik sinif sayisini gostermektedir [14].
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Bir NEC grubunun simgesi

e Uretecleri: x;, i=12,..,7
e, i=12,..k
cj,i=12,..,k,j=01,..,s;
ab;,j=12,..,9

- m; .
Bagmtilar: x;* ,i = 1,2,...,7

_ -1 C_
Cis; = € Cipei,i=12,..k
2 _ a2 _ nyj — . .
Cij1 =Cij = (Cij—r-cij))"=1,i=12,...k,j=12,..,s;

X1Xp .. Xp€1€5 . €a1biai by aybas byt L agbgag byt =1

Simge:

(gi +; [my, my, ..., m,]; {(nll.nlz....,nlsl)' (n21.n22....,n252)' ey (nk1.nk2....,nksk)}) 3)

veya
e Uretegleri: x;, i=1,2,..,7
e ,i=12,..,k
cij,i=12,..,k,j=01,..,s;
di,j=12,..,9

- m; .
Bagmtilari: x; * ,i = 1,2,...,7

— -1 _
Cis; = € Cipei,i=12,..k

2 _ 2 _ nGgo_— 1 i— _
Cijo1 =¢ij = (Cjq.c)"=1,i=12,...,k,j=12,..,5

X1Xp . Xp€1€5 . epdid; ..dg =1

Simge:
(gi —; [my, my, ...,m]; {(nll.nlz....,nlsl)' (n21.n22....,n252); ey (nk1.nk2....,nksk)}) 4)

bicimindedir. Burada m; sayilarina (6z)periyodlar, (nil,nizwnisi) parantezlerine periyod-

devirler veya smir bilesenleri ad1 verilir. Simge, lizerinde ¢aligilan grubun invaryantlarin
belirledigi i¢in olduk¢a 6nemlidir.
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1.5. Modiiler Grup

Tanim 1.40. Modiiler grup, PSL(2, R) grubunun

I = PSL(2,7) { aztb
= =]z —
’ Tzt d

a,b,c,d € Zvead — bc = 1}

seklinde tanimli alt grubudur.
Bu sekilde tanimli grup, girdileri tam say1 olan 2 X 2 boyutlu matrisler yardimiyla

a=(* P)deta=1

olarak da temsil edilebilir.
A ve - A matrisleri ayn1 doniisiimii temsil edecegi i¢in A matrisi negatifi ile eg alinir.
Dolayisiyla tez boyunca matris ve doniisiim arasinda bir ayrim olmayacaktir. Benzer sekilde

k # 0 olmak tizere
¢ Dvle )

matrisleri ayn1 doniisiimii temsil edeceginden hesaplamalarin uygun goriilen yerlerinde bu

matrisler esit olarak alinacaktir. (Burada determinantin 1 olma sart1 aranmayabilir.)

Simdi I' modiiler grubununT(z) = z+ 1ve U(z) = —§ seklinde tanimli doniisiimler

vasitastyla tiretildigini gosteren teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 1.41. [1] I’ modiiler grubu T = ((1) 1) veU = ((1) _01) matrisleri ile iiretilir.

Ispat. Oncelikle I' nin Ford bolgesini bulalim. Kabul edelim ki I, ile ' da oo un sabitleyeni

temsil edilsin.

1
F, = {z €U: |Re(2)| < E}
alalim. Bu durumda yukarida taniml serit, I, sabitleyeni i¢in bir temel bolge olur. Ayrica
en genis izometrik ¢cemberlerin yarigaplar1 1 olup bu sekildeki ¢gemberlerin merkezleri reel
eksen tlizerindeki tam sayilardir. Bu ¢emberler icerisinden merkezleri 0,—1,1 olan ii¢

cember bu serit ile kesisir. Bu kesigimler su sekildedir:
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__1 i3 1 i3
P=mgt Ve TPEIT

icin 0 merkezli cember p ve —p noktalarinda; 1 merkezli gember —p noktasinda; —1
merkezli cember p noktasinda F,, ile kesisir.
Ayrica bunlar disinda kalan ¢emberlerin yaricaplart 1/2 den kiigiik veya esittir.

Bundan dolay1

1
F ={(x,y) € R%:x%2+y2 > 1, x| Sz,y> 0}

seklinde tanimli kiime I' modiiler grubunun temel bolgesidir.

1 S

A
Y

|
]
i
=
1
=
18]
<
=
(1]
—_
3]

Sekil 2. I’ modiiler grubunun F temel bolgesi

T(z) = z+ 1 seklinde verilen doniisiim i¢in T(s;) =s; ve U(z) = —é seklinde
verilen dontisiim igin U(s,) = s; olacagindan (sq,s;) ve (sy,s3) ikilileri eslenik kenar
ciftleridir. Boylece I' modiiler grubu, yukarida verilen T ve U doniigiimleri ile tretilir. T ile
U doniistimlerinin tanimlar1 geregince T nin parabolik eleman ve U nun 2. mertebeden eliptik
eleman oldugu goriiliir. Béylece I' modiiler grubu

Vi=TU = (1 _01)

seklinde tanimli 3. mertebeden eliptik eleman olmak tizere U(z) = —§ ve V(z) = Z;—l

elemanlar1 vasitasiyla da iiretilebilir. O halde U? = V3 =1 elde edilir. Sonu¢ olarak T

grubunun tireticileri U, V, T oldugundan bu grubun simgesi (0; 2, 3, ) seklindedir. m
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N =2 alindiginda [H(2) grubunun temel bolgesi olan D, Sekil 3 deki gibi

resmedilebilir.

Sekil 3. IH(2) grubunun D temel bolgesi

T(z) = ZZZT € IL(2) seklinde verilen parabolik elemam i¢in T(z;) =z, ve

z—1
2z—-1

S(z) = € IL(2) seklinde verilen 2. mertebeden eliptik eleman: i¢in S(z,) = z, dir.

Buna ek olarak birer parabolik eleman da 0 ve oo noktalarini sabit birakir. Bunun sonucu

olarak I'y(2) grubunun simgesi (0; 2, o0, o0) seklindedir.

(x,y) =1vead — bc = 1 alinirsa

ax + by

cx +dy

indirgenmis formda oldugu agiktir. Gergekten, eger aksi olsaydi, n| ax + by ve n| cx + dy

kosulunu saglayan bir n € Z bulunabilirdi. Buradan k, [ € Z i¢in

ax + by =kn %)
ve

cx+dy=In (6)

olur ki (5) ve (6) esitliklerinin her iki tarafi sirasiyla d ve —b ile garpilirsa

(ad — bc)x = (kd — bD)n (7)



17

elde edilir. Benzer olarak (5) ve (6) esitlikleri sirastyla —c ve a ile garpilirsa
(ad — bc)y = (al — ck)n (8)

bulunur. (7) ve (8) den n| x ve n| y elde edilir ki bu bir ¢eligkidir [3].

G bir topolojik grup olmak iizere U diizleminin ters konformal homeomorfizmleri,
G\PSL(2,R) grubunun elemanlaridir. Bundan dolay1 G\PSL(2, R) grubunun elemanlarina

genellikle hiperbolik yansima veya H-yansima denir.

Iv

1,

A \
L Ifl.l3 T 111] h
v, S jA)

3 i

m/m, /”'
}‘“h / 1""'iz-

vl
\]

|

v

Va

Sekil 4. A Hiperbolik tliggeni

A hiperbolik iiggeni Sekil 4 ten goriildiigli iizere; koseleri vq,v,,vs sirastyla bu

koselerdeki agilart ml , ml , ml ve bu kdselerin karsisindaki kenarlart My, M5, M5 olan bir H-
1 2 3

ticgen olsun.

i =1,2,31icin R; ler M; leri igeren H-dogrusundaki yansimalar olarak alinsin. Ayrica
R;,R,, R; yansimalari vasitasiyla tretilen grup I'* olsun. T'* grubu, R; € PSL(2,R)
oldugundan bir Fuchsian grup degildir. Fakat ' = I'* N PSL(2,R) oldugundan I'"mn T
grubundaki yan sinifin birlesimi oldugu goriiliir. Bu durumda genelligi bozmadan bu ifadeyi
['"UR [ olarak alabiliriz. S € I'*\I' olmasi halinde R4S, iki ters konformal
homeomorfizmin bileskesi olur. Sonug olarak R;S konform olup R;S € PSL(2, R) saglanir.

Benzer sekilde R4S € I'* oldugundan R;S € T ve S = R;(R;S) € R,T saglanur.
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l?

,/Q \'

Sekil 5. R;(A), R{R,(A) H-iiggenleri

Kenarlar1 R;(M;) = My, R;(M;), R;(M3) olan R;(A) H-ii¢geni, yukarida verilen A
tiggeninin R; H-yansimasi altindaki gortintiisiidiir. R;(M,) nin bir H-yansima olmasinin
sebebi, R;R,R7! nin noktasal olarak R; (M,) yi sabit birakmasidir. Bu yansima kullanilarak

Sekil 5 den goriilecegi lizere

RiRzR7*(R1(8)) = RiRz(8)
elde edilir.

Bu diisiince benzer sekilde siirdiriildiigiinde A, R;(A), R{R,(4), R{R,R;(4),...,
(R{R,)™371(A) nin v5 kosesi etrafinda gevrilen hiperbolik ii¢genler oldugu gériiliir. v,
kosesini sabit birakan iki H-yansimanin ¢arpimi R;R, olmak {izere bu ¢arpim v; kosesi

etrafinda rzn—” ac1 olgiisiince hiperbolik donme seklinde alinabilir. Bu durumda (R{R,)™3 =1
3
esitligi elde edilir.

U diizleminin bir gosterimini {T'(A): T € I'*} kiimesinin olusturdugu, A tiggeninin I'*
goriintiilerinin birbirini 6rtmediginden ve U diizleminin her bir noktasinin A nin bir I'*

goriintiisiine ait oldugundan sdylenebilir.

Simdi keyfi bir p € A noktasi alalim. O zaman bu keyfi noktanin I'* goriintileri,
dosemenin diger tiggenlerine karsilik gelen noktalardir. Bu durumda bu noktalar ayrik bir
kiime meydana getirirler. Bunun sonucu olarak U diizlemine ait olan her bir noktanin I’
yoriingesi, ayrik bir kiimedir. Bu durumda T' bir Fuchsian grup olup bu sekilde olusturulan

gruba tiggen grup denir. Acikca goriilecegi lizere
Rf =R3 = Rj = (R{Rp)™ = (R;R3)™ = (R4R3)™2 =]

esitligi saglanir. Eger I' grubunda, X = R;R, ve Y = R,R; olarak segilirse
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XMs = ym = (XY)™ =]

esitligi bulunur. Bu esitlikler vasitasiyla I' grubundaki her bir bagint1 elde edilebilir. Grup

teorisi goz oniine alindiginda I' grubunun temsili
=X, Y| XM =Y™ = (XY)™2 =])

olarak alinabilir. Bundan dolay1 I', m;, m,, m3 dogal periyotlarina sahip olan bir iiggen

grubudur ki, bu grup ml, ml, ml acilarindan olusan A, H-iiggeninden elde edilir.
1 2 3

[,m,n € Z* U {00} olmak iizere bir tiggen grup, (I, m, n) seklinde gosterilir ve
{x,y,z2xt = y™ = z" = xyz = 1}

bagintisina sahiptir. Geometrik bir bakis agisiyla, X kiire, Euclid diizlemi ya da hiperbolik
diizlem olmak tiizere %, %,% acilaria sahip olan A iiggenini gz ontine alalim. O halde X in
yansimalari vasitasiyla A nin kenarlarinda tiiretilen grup, 2-indeksli bir alt gruba sahip olup

(I, m,n) ye izomorf olan konform déniisiimlerden olusur. Burada X uzay1 [,m,n € Z*

vasitastyla belirlenir ve

1 1 1

—+ —+—> 1iseKiire

Il m n

1 1 1

—+ — + — = 1ise Euclid Diizlemi
Il m n

1

1 1
—+ —+ — < 1ise Hiperbolik Diizlemdir.
[ m n

T, bir tiggen grup olarak ele alindiginda I' = (2, 3, ) izomorfizmasi bulunur [6].

1.6. T min Q = Q U {oo} Uzerindeki Hareketi

Her x,y € Z i¢in (x,y) = 1 olmak iizere Q = Q U {00} kiimesinin her bir elemani
x/y indirgenmis kesri seklinde temsil edilir. Burada x/y = —x/—y olacagindan bu temsil

tek degildir. oo, 1/0 = —1/0 seklinde temsil edilmek iizere I' nin Q tizerindeki hareketi

+b
(Z Z):g*fffwz
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dir. T € T i¢in

ax+b
X v ax + b —x —ax—>b ax + b X
G = =ava TS5 " ma—h ~ara ="

y _C£+d_cx+dyv —y)  —cx—dy cx+dy \y
y

Y -y Y

saglanacagindan T' nin Q iizerindeki hareketi iyi tamimli olur. Eger (x,y) =1 ve

ad — bc =1 ise

ax + by

cx +dy
indirgenmis kesir olur [3].
Teorem 1.42. [15] T grubunun Q kiimesi iizerindeki hareketi transitiftir.

Ispat.

)

SIS

€ @:% * gve (a,b) = (c,d) = 1 alalim. Bu takdirde

Qo

ac—bB=1c6 —dy=1
esitliklerini saglayan a, 8, 8,y € Z mevcuttur. Eger

az+p cz+y

1@ = bz + a,S(z) Tdz+o

olarak tanimlanirsa T (o) = %,S (o) =§ olacak sekilde bir ¢ := ST~ € I' doniisiimii

mevcuttur. Béylece I' grubunun @Q kiimesi iizerindeki hareketi transitif oldugu elde edilir. m
Teorem 1.43. oo € I" noktasinin [, sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. T € T' ve T () = oo alalim. Bu durumda

olarak alinirsa T (c0) = oo olacagindan ¢ = 0 ve ad = 1 elde edilir. Buradan hareketle

a b
T(z)=az+3=azz+m=z+m (m = bveyam = —b)

1 1

yazilabilir. O halde W(z) =z + 1i¢in [, = (( 0 1

)) olarak bulunur. m
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1.7. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplari

Tamm 1.44. N € Z%i¢in I’ nin temel kongriians alt grubu

r(N) :={(Z Z)EF|aEdElmodN,bE czOmodN}

seklinde tanimlanir. T(N) leri igeren I nin keyfi bir alt grubu, kongriians alt grubu adin1 alir.

Literatiirde en fazla karsilasilan baz1 kongriians alt gruplari

Fl(N):z{(‘Cl Z)EF|aEdElmodN, CEOmOdN},
Io(N) = {(Z‘ 2) €T| c = 0mod N},

0 —{f(a b 2l
TO(N) := {(C d) € r| b= Omodzv}
gruplaridir. N € Z i¢in
'(N) < (N)<T,(N)<T

dir. T(N), T nin normal bir alt grubu oldugundan bu grup ayn1 zamanda I'y(N) ve I'; (N)
gruplarinin da normal alt grubudur. Ote yandan I (N) < Iy(N) saglanir. Bundan dolay1
indeksler, N > 2 olmas1 halinde

IT: Ty (V)] = Nﬂ(l +%)

pIN
rri=5[](1-2).
pIN
IF:T(N)| = N;l_[ (1 _ piz)
pIN

seklindedir.

N = 2 olmasi halinde
IT:To(2)| = 3,|I:Ty(2)] =3,|I:T(2)| =6

seklindedir. Yukaridaki indeksler géz oniine alindiginda N > 2 igin
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| _InnMl_ Ny, L ey = JEEA0L
oMM = TEr o)) = 2 1,;[(1 ) O] = s = N

elde edilir.

[L(N),I;(N) ve T'(N) gruplari, ' nin sonlu indeksli alt gruplar1 ve Fuchsian
gruplarinin sonlu indeksli keyfi alt gruplar1 da Fuchsian grubu ile ayni cusp kiimesine sahip

oldugundan bu gruplarin cusp kiimesi Q dir [16].

Teorem 1.45. N > 1 icin Iy(N) nin Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat. I,(N) nin Q iizerindeki hareketi transitif oldugunu varsayalim. O halde 0,00 € Q@

aldigimizda
(v @) =0)

esitligini saglayan ( b

a
cN d

Determinant ile bunun ¢ =-—1,N =1 olmasiyla miimkiin oldugu goriiliir. Yani,

) € I'y(N) eleman1 mevcuttur. Buradan b = 1,d = 0 bulunur.

a b . : e 1o
(c N d) & Iy (N) olur ki bu bir ¢eliskidir. m

1.8. imprimitif Hareket

Tanim 1.46. (i) X # @ kiimesi i¢in £: X — X seklinde tanimli doniisiim 1-1 ve rten ise bu
dontisiime X kiimesinin permiitasyonu denir. Bu kiimenin tiim permiitasyonlarinin kiimesi

S¥ ile gosterilir.

(ii) &;,&, € S¥ igin & o &, € S¥ dir. S¥ bir grup olup, bu gruba X iizerinde simetrik
grup adi verilir. Ayrica bu grubun her bir alt grubuna da X {izerinde bir permiitasyon grubu

ad1 verilir.

Tamm 1.47. G, X iizerinde bir permiitasyon grubu olarak alindiginda bu grup X iizerinde
hareket eder. Yani g: G — G, 1-1 ve orten bir doniisiim olup x € G i¢in gx = g(x) seklinde

tanimlanirsa
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(9192)x = g1(g2x) ve 1x = x

saglanir. Bu harekete G grubunun X {izerindeki dogal hareketi denir ve “(G, X) permiitasyon
grubu” ifadesi kullanilir. Ek olarak, X {izerinde transitif olarak hareket eden G grubu icin

(G, X) ikilisine transitif permiitasyon grubu denir.

Tanmim 1.48. (G, X) ikilisi transitif permiitasyon grubu olmak tizere X lizerinde bir " = "

denklik bagintis1 alalim. Her , B € X i¢in
a = f§ durumunda Vg € G i¢in g(a) = g(B)

saglaniyorsa " = " bagintisina X iizerinde G-invaryanttir denir. Bu sekildeki bagintinin her

bir denklik sinifina blok adi verilir.
Simdi G-invaryant denklik bagintilarina iki 6rnek verelim:
(i) Ozdeslik Bagmtis: a ~ f © a =p
(ii) Evrensel Baginti: Vo, € X igcina = 8

X iizerinde yukaridaki iki bagintidan farkli olan en az bir G-invaryant denklik bagintis1

bulunabiliyorsa (G, X) e imprimitif aksi durumda primitif denir.

Lemma 1.49. [3] (G, X) transitif olsun. Bu takdirde (G, X) primitiftir & Va € X i¢in G,, G

nin maksimal bir alt grubudur. Burada G,, @« € X noktasinin sabitleyenidir. m
Teorem 1.50. [3] (G, X) transitif permiitasyon grubu olmak tizere G, < H < G durumunda

gla)=g'(a) & g € gH

seklinde tanimlanan " = " bagintis1 X {lizerinde iyi taniml1 G-invaryant denklik bagintisidir.
Bu bagint1 6zdeslik veya evrensel baginti degildir. Dolayisiyla bu imprimitif G-invaryant

denklik bagintisindan olusacak bloklarin sayist |G: H| indeksini verir. m

Simdi, galismamiz igin gerekli ' ve I'® gruplarini ve bu gruplarin temel 6zelliklerini

verelim. Ilk olarak I'? grubu ve bu grubun 6zelliklerini verelim.
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1.9. I'2 Modiiler Alt Grubu

I'2 sembolii ile T ya ait olan elemanlarn karelerinin iirettigi grup gdsterilecektir.

Rankin’in [17] ¢calismas1 géz Oniine alindiginda

2 :={(Z Z)EF|ab+bc+chOmod2}

ve
_ (0 -1 (1 -1
x‘(1 o)'y_(1 o)
olmak iizere I'> = (y, xyx) dir. Bundan dolay1 a, b, ¢, d € Z igin I'? nin elemanlari
2a b a 2b\y (fa b
(c d)’(zc d)’(c Zd) 9)
matris temsiline sahiptir.

€ Q ve oo, % veya — % seklinde alinmak iizere I'> grubunun Q iizerindeki hareketi

IR

X ax+by
(Ccl Z):§_)cx+dy

dir.

Lemma 1.51. [18]
(i) I'? nin Q tizerindeki hareketi transitiftir.

(ii) Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur. =
Gosterim. N € Z* i¢in

[2(N) = {(‘C‘ Z) er?| c = 0mod N}

seklinde tanimlanir.
Sonuc 1.52. [18] Ty(N), T nin ve TZ(N) de I'? nin alt gruplaridir. [laveten
IF:T2| = 2 ve |Ty(N): T2(N)| = 2

dir. m
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Teorem 1.50 de G := I'?,H := TZ(N) ve G,: = T'2 almirsa
VN € Nicin T2 < T¢(N) < I'?
elde edilir. Fakat N > 1 alindifinda I'3 5 T¢(N) 5 I'? olacaktir. Gergekten,

1 0

(1 0) € T2\TZ(N) ve (21\/ .

L2 ) € (VI

olur ki bu I'? nin @Q tizerindeki hareketinin imprimitif oldugunu gésterir. Dolayisiyla (FZ, @)

imprimitif permiitasyon grubudur.
T2(N) grubuyla Q iizerinde indirgenmis olan I'? invaryant denklik bagmtis1 " ~ "

o T X =~ . ~ . . .. ..
olmak iizere v = s vew=> € Q alalim. T'? nin Q iizerindeki hareketinin transitif

olmasindan dolay1 v = g(o) ve w = h(o0) saglanacak bicimde g, h € I'? bulunabilir. Bu

takdirde

dir. Bundan dolay1

* *
vewe g thelZ(N),g = (—s 7ﬂ)

saglanacagindan
vewery—sx=0modN

dir. Acik olarak oo un blogu
X
[o0] := {;e Q|y5 OmodN}

kiimesidir. Dolayistyla bloklarin sayisi

Y(N) = T2 T§(N))|
dir.
Lemma 1.53. [17] p ler N nin asal bolenlerini temsil etmek iizere

‘P(N)le_[<1+%>

pIN

dir. m
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Benzer sekilde I'3 grubunu ve bu grubun temel 6zelliklerini verelim.

1.10. I'3 Modiiler Alt Grubu

'3 sembolii ile T ya ait olan elemanlarin kiiplerinin iirettigi grup gosterilecektir.

Rankin’in [17] ¢alismas1 géz oniine alindiginda

F3={(Ccl b)EF|ab+chOmod3}

d
dir. a, b, c,d € Z i¢in I'3 {in elemanlar1
(3ca 3bd) ’ (3ac 3db) ’ (Z Z) (10)

matris temsiline sahiptir [7].

0 -1

Teorem 154. [17] x=() ), y=(1 1) icin T = I'®+yI3 4+ y2I3,

1 0
I3 =(x, yxy?, y?xy)ve|l': T'3| =3 tiir. m

Lemma 1.55. [7]
@) I' iin Q iizerindeki hareketi transitiftir.

(ii) Q ya ait olan elemanlarin sabitleyeni sonsuz mertebeli devirli bir gruptur. m

Gosterim. N € Z igin

[3(N) = {(‘C‘ Z) er?| c = 0mod N}

seklinde tanimlanir.
Lemma 1.56. [7] [T,(N) : T$(N)| = 3 tiir.m

Lemma 1.55 (i) den I'® iin Q iizerindeki hareketi transitif oldugundan 6zdeslik ve
evrensel bagintilarindan farkli bagmtilar bulunabilir. Simdi, Teorem 1.50 de verilen
bagintiy1 goz 6niinde bulundurarak " =~ " ile gosterilen ve I'S (N) ile Q iizerine indirgenmis

olan I'3-invaryant denklik bagintisin1 olusturalim.
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r

X N . I . . .. o
v =-ve w = = € Q olmak iizere I' iin Q iizerindeki hareketinin transitif olmasindan

N

<

yola ¢ikarak
v =g(») vew = g'(x0)
kosullar1 saglanacak sekilde g, g’ € I'® bulunabilir. Bu durumda g ve g’
9=(; 0.a=( )
seklinde olup
vew o glg € Ig(N)
olacagindan
vew & ry—sx =0mod N

yazilabilir. Ek olarak oo € Q@ nin ait oldugu denklik smifinin

[w]={§E@|yEOmodN}

seklinde tanimlanabilecegi acik¢a goriilebilir. Bu kosullar altinda, bloklarin sayisi

Y(N) = |T3: T (V)] dir [7].



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Simir Bilesenleri

Bu calismada ilk olarak 6zel bir NEC grubu olan
FE(N): = (T¢(N),z - —2)

grubunun simgesindeki sinir bilesenlerinin sayisi ile
FE(N): = (T (N), z - —2)

grubunun simgesindeki sinir bilesenlerinin sayis1 Hoare-Uzzel Teoremi [19] yardimiyla

hesaplanacaktir.

Genigsletilmis modiiler grup

r {Zﬁ% a,b,c,d € Z,ad — bc = 1}U{Z—>% ab,c,d €Z,ad — bc = 1}

olmak iizere, I' modiiler grubunun I’ daki indeksinin 2 oldugunu biliyoruz [1]. Boylece r, T

da bir yansima olmak iizere, I = I' U T dir. Burada 7,z —» —Z doniisiimii veya ((1) _01)

matrisi olarak secilebilir. Boylece, I’ nin

C1=T:Z—>—Z_<—>((1) _01)

N

C3 :z—>—z_—1<—>((1) _11)

yansimalar tarafindan tiretildigi goriiliir. Burada
(c162)? = (€2¢3)° = (c1c3)* =1

dir. Boylece, I nin simgesi (0; +; [ 1;{(2,3,)}) dir [1].
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Teorem 2.1. (Hoare-Uzzel Teoremi) [19] G grubu

o(G) = (g; +; [m4, ..., m,]; {(nll, ...,nlsl), s (nkl, ...,nksk)})

simgeli bir NEC grubu ve H ise G nin sonlu indekse sahip bir alt grubu olsun. H-kosetleri
tizerinde G grubunun permiitasyon gosteriminin bir yansimasi ¢; olmak {izere, ¢; nin her bir
sabit noktas1 H da bir yansima verir. ¢;, ¢;,;1fadeleri mertebesi c;c; ;1 < oo olan iki yansima
olmak iizere y; = c;c;;1 elemani, r; uzunlugunda bir yoriingeye sahip olsun. Bu takdirde
asagidakilerden biri gerceklesir:
a) Bu yoriinge c¢; veya c¢;;; in higbir sabit noktasini icermez. Bu durumda aym
uzunluklu farkli bir yoriinge mevcuttur ve bunlarin ikisi n; /r; bir dogal periyodunu gosterir.
b) Bu yoriinge c; ve c;;1 in iki sabit noktasini igerir.
1. Eger r; tek ise her ikisi birer sabit noktaya sahiptir.
ii. Eger r; ¢ift ise yansimalardan birisi iki sabit noktaya sahip olup digerinin sabit
noktas1 yoktur. Ayrica bu ikisi arasinda
n /1
Ci ~ Ciyq
bagintis1 mevcuttur. Bu baglantilarin birlestirilmesi sonucunda n;/r; smir bilesenleri ile

periyodik devreler bulunur. m

2.2. TZ(N) nin Siir Bilesenleri

Bu boliimde IZ (V) nin simgesindeki smir bilesenlerinin sayis1 ve bu bilesenlerdeki oo

larin sayilar1 hesaplanmaktadir.

a b

Teorem 2.2. (c d) € T olsun. Bu takdirde

@) c;, TZ(N) (Z Z) kosetini sabit birakir & N|2cd.

(ii) c¢,, kosetlerin higbirini sabit birakmaz.

(iii) ¢, kosetlerin hi¢birini sabit birakmaz.

Ispat. (i) (Ccl Z) € T olsun. Bu takdirde
B (§ Qa=Rm( )
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dir. Buradan

¢ D 2D et
=@ (L etz
(:)(ad+bc —2ab

p)
2cd —ad — bc) efo@)

bulunur. Boylece

N|2cd ve (ad + bc)(—2ab) + (—2ab)(2cd) + (2cd)(—ad — bc) = 0 mod 2
< N|2cd
elde edilir.

(ii) (CCL Z) € T olsun. (i) deki islemlere benzer sekilde

B (@ De=Bmwm (@ 5

= J0 (& Demw
=0 9L D)erean

bd —ac a® — b? a2
=) e[ (N
(dz—c2 ac—bd) o ()

& N|d? — c? ve (bd — ac)(a? — b?) + (a? — b?)(d? — c¢?)
+ (d? — c¢®)(ac — bd) = 0 mod 2 (11)

bulunur.
ad — bc = +1 (12)

oldugundan a, b, ¢, d den en az biri ¢ift olmalidir.
1) Varsayalim ki a ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den b ve c tektir. Boylece (11) den
d-1+1-(d*-1)+(d?*—-1)-d =0mod 2
©d+d*-1+d®>—d=0mod?2
& d3+d?—1=0mod 2

celiskisi elde edilir. Dolayist ile a ¢ift olamaz.
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2) Varsayalim ki d ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den b ve c tektir. Boylece (11) den
a-(@®>-1+@-1)-1+(-1)-a=0mod?2
sa*—a+a*—1—a=0mod?2
©a*+a?—2a—-1=0mod?2

celiskisi elde edilir. Dolayist ile d ¢ift olamaz.
3) Varsayalim ki b ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den a ve d tektir. Boylece (11) den
c'1+1-(1-c»)+A—-c?)-c=0mod?2
©c+l1—-c’+c—c®>=0mod?2
© 1+ 2c—c?*—c3=0mod?2

celigkisi elde edilir. Dolayisi ile b ¢ift olamaz.

4) Varsayalim ki c ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den a ve d tektir. Boylece (11) den
b-(=b*+1)+(=b*+1)-1+1-(=b) = 0mod 2

© —b*+b—-b*+1—b=0mod?2

© —b3 —b*+1=0mod 2

celiskisi elde edilir. Dolayist ile ¢ ¢ift olamaz.

Sonug olarak 1), 2), 3) ve 4) ten ¢, nin sabit noktasi olmadig elde edilir.

(iii) c; ve ¢, icin yapilan islemleri c5 i¢in uygulayalim.

(a b) € T olsun. Bu takdirde
c d

o0 (® D= e DE A e

Cc c a

= Dl Detw

ad — ac + bc a® — 2ab ) Ao
= e[ (N
( 2cd — c? —bc + ac — ad oV

& N|2c¢d — ¢? ve (ad — ac + bc)(a? — 2ab) + (a? — 2ab)(2cd — ¢?)
+(2cd — ¢?)(=bc + ac — ad) = 0 mod 2 (13)

elde edilir.
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1*) Varsayalim ki a ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den b ve c tektir. Boylece (13) den
1:04+0-(-1)+(—1)-(=1) =0 mod 2

celigkisi elde edilir. Dolayisi ile a ¢ift olamaz.

2*) Varsayalim ki d ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den b ve c tektir. Boylece (13) den
(—a+1D)-a?+a?>- (-1D)+(-1)-(-14+a) =0 mod 2

& —a*+a’?-a?+1—a=0 mod?2

& —a*—a+1=0 mod?2

celigkisi elde edilir. Dolayisi ile d ¢ift olamaz.

3*) Varsayalim ki b ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den a ve d tektir. Boylece (13) den
1-0)14+1-(=c*)+(=c®»)+-(c—1)=0 mod 2
Sl1-c—c?2—c3+¢*=0 mod?2

S 1—c—c3=0 mod?2

celigkisi elde edilir. Dolayisi ile b ¢ift olamaz.

4*) Varsayalim ki c ¢ift olsun. Bu takdirde (12) den a ve d tektir. Boylece (13) den
1:-1+404+0=0 mod 2

celiskisi elde edilir. Dolayist ile ¢ ¢ift olamaz.
Sonug olarak 1%*), 2%), 3*) ve 4*) ten c5 iin sabit noktasi olmadigi elde edilir. m
Not. I da T2(N) nin indeksi
1
2N 1_[ (1 + —)
pIN P

dir. Burada carpim N nin p asal ¢arpanlari iizerinde tanimlanmistir.

Notasyon. N = N; - N,,(N;,N,) = 1 (yani N, ile N, aralarinda asal sayilar) olsun. Bu
takdirde

a0 a b
T (V) (ch sz>

koseti yerine (i, ],k - Ny, - N,) notasyonunu kullanacagiz. Burada a, b, ¢, d sayilarinin tek
veya ¢ift olmasina bagl olarak sirasiyla i, j, k,| = 1,2 degerlerini alirlar. Ornegin, eger a

cift, d tek sayi ise koset (2,1,1- Ny, 1+ N;) olur.
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e N tek sayr olsun. Bu takdirde c¢; in farkli kosetlerinin (2,1,1-N;,2-Ny),
(2,1,1-Ny,1-N,) oldugu goriiliir. Bu takdirde Lemma 2.3 ii elde ederiz.

Lemma 2.3. N tek ve N = pfl -pgz : ...-plal,N nin asal carpanlarina ayrilis1 olsun. Bu

takdirde c; tarafindan sabit birakilan kosetlerin sayis1 2*1 dir . m

Teorem 2.4. N tek ve N = pf ! -pg Z. pla !, N nin asal ¢arpanlarina ayrilis1 olsun. Bu

takdirde [Z(N) nin simgesindeki sinir bilesenlerinin sayis1 2** dir ve her bir simir bilesen

iki tane oo igerir.

Ispat. Sinir bilesenlerinin sayisini ve siir bilesenlerini hesaplamak igin ilk olarak derecesi

2 olan
ac=(2 o)

eliptik elemanini ele alalim. Yani, ny, = 2 dir.

(2,1,1-N1,2-N2)5<2a b )

cN, 2dN,

oldugundan

2a b \(0 1y_( -b 2a)_ o
olup
(11212'N2,1'N1)E(2,1,1-N2,1.N1)

elde edilir. Gergekten

_ _ ~( & 2b4 )
(1,2,2-Ny 1 Nl)—<2c11v2 o

) ) ~ [ 2a; b, )
(2,1,1+ Ny, 1 Nl):<c2N2 La

olup

( al Zbl )(zaz bz >_1 _ ( al Zbl )( dle _b2>

2C1N2 lel CzNz dle - 2C1N2 lel _CzNz 2a2
_ ( a,d,N; — 2b,c;N, —a,b, + 4a,bq ) € P2(N
h (zcldz - Czdl)NlNZ _szclNz + zazlel 0 ( )
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oldugundan
(1,2,2-N,,1-N;) =(2,1,1-N,,1-N;)

bulunur. Benzer sekilde

2a b 0 1\ _( -b 2a _ ) . _ ) )
<ch le)(_l 0)_(_le CN2>:(1,2,1 N,1-Ny) =(21,1-Ng,2-N,)

elde edilir. Buradan {(2,1,1-N;,2-N,),(2,1,1-N,,1-N;)} kiimesi yoriingelerden
biridir.
Ote yandan

(2,1,1-N1,1-N2)E<2a P )

cN; dN,
oldugundan

2a b 0 1\ _( —-b 2a\ _ i . _ ) )
(ch dN2>(—1 0)_(_sz CN1>:(1,2,1 Ny, 1-N) = (211N, 2-N,)

2a b 0 1\ _( —-b 2a _ . i - . .
(v 2an) G 0= (Coan, owy) = 22N 1-N) = @ L1 Ny, 1- )

dir. Dolayistile {(2,1,1-N;,1-N,),(2,1,1-N,, 2 - N;)} kiimesi diger yoriingedir. Boylece

¢3¢ nin 2 ser uzunluklu iki yoriingesi oldugu bulunur. Sonug olarak, c¢; ¢, i¢in

1

61(2,1,1-N1,2-N2) ~ 61(2,1,1-N2,1-N1) (14)
1

61(2,1,1-N1,1-N2) ~ 61(2,1,1-N2,2-N1) (15)

bagintilar elde edilir.

Simdi (c;c3)* igin yoriingeleri hesaplayalim.

(e = (g )

olup
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(2,1,1-1v1,2-1v2)z<2“ b )

cN, 2dN,

oldugundan

(Za b )(1 k)_<2a 2ak +b
cN; 2dN,)\0 1/ \cN; ckN; + 2dN,

elde edilir. Buradan k = N, segilirse
(2,1,1-N,;,2-N,) =(2,1,1-N;,1-N,)

olup

(0]

C1(2,1,1-N1,2-N2) C1(2,1,1~N1,1-N2)

bagintis1 elde edilir. Benzer sekilde

(2,1,1-N2,1-N1)5<2a b )

cN, dN;

oldugundan
(Za b)(l k)_(Za 2ak +b )
c¢N, dN;J\0 1/ \cN, ckN,+ dN,
bulunur. Eger k = N; segcilirse

(2,1,1-N,,1-N,) = (2,1,1-N,,2-N,)

olup

(0]

61(2,1,1-Nz,1-N1) 61(2,1,1-N2,2-N1)

bagintisi elde edilir.
Ayrica

(2,1,1-1v1,1-1v2)z<2“ b )

cN; dN,

oldugundan

(16)

(17)
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(Za b)(l k):(Za 2ak +b

cNy dN;J\0 1 cN; ckN1+dN2>5(2,1,1-N1,2-N2)

olup k = N, i¢in

(0]

61(2,1,1-N1,1-N2) ~ 61(2,1,1-N1,2-N2) (1 8)

bagintist bulunur. (14)-(18) den

1 1 0o 0o

61(2,1,1-N1,2-N2) ~ 61(2,1,1-N2,1-N1) ~ C1(2,1,1-N2,2-N1) C1(2,1,1-N1,1-N2) 61(2,1,1-N1,2-N2)

bagintisi elde edilir. m

¢ N nin ¢ift olmas1 durumunu inceleyelim. Bu takdirde 2 durum s6z konusudur:

ILN=2- pfl -pgz ; ...-plal,pi >2,i=1,2,..,1, N nin asal ¢arpanlarina ayrilis1
olsun. Yani, 2||N olsun.

I N =2%-p/* py2- ...-p{xl,a >1, p;>2,i=1,2,..,1, N nin asal ¢arpanlarina

ayrilist olsun.
Iki durumu ayr1 ayri inceleyelim.

Teorem 2.5. N =2-p;* py2-...p/,p;>2,i=1,2,..,I, N nin asal carpanlarina
ayrilis1 olsun. Bu takdirde [Z (N) nin simgesindeki sinir bilesenlerinin sayis1 2+ dir ve her

bir sinir bilesen iki tane oo igerir.
Ispat. 2||N olsun. Bu takdirde
N=2- Nl .NZI(leNZ) =1

dir. Buradan bazi basit hesaplamalar ile Teorem 2.4 deki durumun elde edildigi kolaylikla

goriliir. m

Teorem 2.6. N =2%-p/*-py?-.-p/La>1p;>2i=12.,l, N nin asal
carpanlaria ayrilis1 olsun. Bu takdirde IZ (N) nin simgesindeki sinir bilesenlerinin say1s1 2

dir ve her bir sinir bilesen dort tane oo igerir.
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Ispat. N =2%-p/*-py?-..-p/,a > 1 olsun. My =2%1-N;,M, = N, ve Ny, N, tek

sayilar olarak alalim. Bu takdirde c; i sabit birakan kosetler

{(1,1,1-My,1-M,),(1,2,1-My,1-M,),(1,2,2- My, 1-M,),(1,1,2 - M, 1+ M,)}
{((1,1,1-M,,1-M,),(2,1,1- My, 1-M,),(2,1,1-My,2-M;),(1,1,1- My, 2 - My)}

dir. Simdi

€162 = (_01 é) ve (c163)" = (é llc)

nin yoriingelerini hesaplayalim. Teorem 2.4 iin ispatina benzer islemler ile

a b
(L,1,1 My, 1 Mp) = (ch sz>

oldugundan

a b 0 1\ _( —-b a\ . .
(CMl sz) (—1 0)_(—dM2 CMl):(lﬁlﬁl Mz,l Ml)

elde edilir. Buradan
1

Cl(1,1,1-M1,1-M2) ~ Cl(1,1,1-M2,1-M1)

bulunur. Benzer sekilde

a b
(1,1,1-M,,1-M,) = <cM2 dM1>

oldugundan

(a b)(l k)_(a ak + b )
cM, dM;)\o0 1/ \cM, ckM,+dM,

bulunur. Buradan k = M; i¢in

(a ak + b

cM, ckM, + dM1> =(1L1,1-Mp,2- M)

olup

(0]

Cl(1,1,1-M2,1-M1) Cl(1,1,1-M2,2-M1)

elde edilir.
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Ayrica

a b
(1, 1,1 'M2;2 Ml) = <CM2 ZdMl)

a b 0 1\ _ -b a '\ _ . .
= <CM2 2dM1> (—1 O) - (_ZdMl CM2> = (1; 1;2 Ml’ 1 Mz)

oldugundan
1

C1(1,1,1-M2,2-M1) ~ C1(1,1,2-M1,1-M2)

dir. Benzer sekilde

a b
(1,1,2-My,1-M,) = <2ch sz)

olup k = M, segilirse

a b\ ky_{( a ak +b \ _ o
= (ZCM1 dM2> (0 1) 4 <ZCM1 2ckM; + dM2> =(1,2,2-M,1-My)

bulunur. Buradan

(0]

Cl(1,1,2-M1,1-M2) ~ Cl(1,2,2-M1,1-M2)
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

(1,2,2-M1,1-M2)5< a Zb)

2cM; dM,
a 2b 0 1\ _(-2b a \ _ . .

bulunur. Buradan
1

C1(1,2,2'M1,1'M2) ~ Cl (2,1,1'M2,2'M1)

dir. Ayrica

(2,1,1-1\/12,2-1\/11)5(2“ b )

cM, 2dM;

:(Za b )(1 k)_<2a 2ak +b )
cM, 2dM;)\0 1/ \cM, ckM,+ 2dM,
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olup k = M; i¢in

(Za 2ak + b

cM;  ckM; + 2dM1) =(2,1,1-M,,1-My)

oldugundan

(0]

61(2,1,1-1\/12,2-1\/11) 61(2,1,1-Mz,1-M1)

elde edilir. Benzer islemler ile

(2!111'M2,1'M1)E<2a b )

cM, dM,

2a b 0 1\ _( —b 2a\ _ . .
:(CMZ dM1> (—1 O)_(—dMl CMZ):(]-Jz;l M1,1 MZ)
olup
1

Cl(zrl'l'Mz,l-Mﬂ ~ C1(1,2,1-M1,1-M2)

bulunur. Ayrica

(1I211'M1,1'M2)E<a 2b>

cM; dM,

oldugundan k = M, i¢in

a 2b\(1 ky_{( a ak +2b '\ _ _ _
(ch sz>(0 1)_(cM1 ckM1+dM2>:(1'1'1 M, 1- M)

elde edilir. Boylece

(0]

Clapamyanmy ~ Claimyimy)
dir. Sonug olarak

1 %) 1 .

Capampamy ~ Qaiimpamy ~ Qavimpzmy ~ Qaremyaimy) ~ azemyimy)

1 Io'e) 1 .

- C1(2’1’1'M2’2'M1) - C1(2,1,1-M2,1-M1) ~ C1(1,2,1-M1.1~M2) ~ C1(1,1,1-M1r1~M2) (1 9)

bagintilar1 elde edilir. m
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2.3. T3 (N) nin Siir Bilesenleri

Boliim 2.2 de T2 (N) nin smir bilesenleri elde edildi. Bu béliimde ise N nin tek ve 2||N

durumlari igin T (N) nin sinir bilesenleri hesaplanmaktadir. Bunun i¢in 6ncelikle

a=(p 2)e=0 oeu=( )

yansimalarinin sabit biraktig1 koset temsilcilerini bulalim.

1

Teorem 2.7. ¢; = (O

(Ccl Z) e '3 tir.

0 a3 a b . .
B 1) eleman1 [5(N) (c d) elemanini sabit birakiyor ise

Ispat. ¢, elemani [ (N) (CCL Z) yi sabit birakiyor ise
s (@ D 2)=mm (@ b

dir. Buradan
@ DG 2@ D erw

ad + bc —2ab a3
= ( 2cd —ad — bc) € [o (V)

elde edilir. Boylece N|2cd bulunur. Burada 3|2cd veya 3 t 2c¢d olacak sekilde iki durum

s6z konusudur.
(i) 3|2cd olsun. Buradan 3|2ab elde edilir ve

3|c ise 3|b dir a b a3
{3|d ise 3|a dir A (c d) €r

bulunur.

(ii) 3 + 2cd olsun. Bu takdirde 3 f 2ab dir. Buradan 3|ad + bc ise 3|—ad — bc

b

d) € ' tir.

bulunur. Dolayis1 ile bu durumda da (Ccl

Boylece hesaplama yaparken temsilci olan (Z Z) elemani I3 ten alinabilir. m
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Simdi N nin durumlarina gore ¢, nin sabit biraktig1 koset temsilcilerini bulalim.

a b =) . a3 a b .. .
Teorem 2.8. ¢, elemani, (c d) € I' olmak iizere [y (N) (c d) kosetini sabit birakiyor
. a b a3
ise (c d) € I'° dir.

Z) yi sabit biraktigindan

B (G )G o) =R Q)
dir. Buradan

@D DE 5 et
bulunur. Dolayis1 ile

(@ D D=CElE o p)etw

Ispat. c,, [ (N) (CCL

olmalidir. Eger

2= (28 aebd

olarak tanimlanirsa A € I3 (N) bulunur. Bu takdirde asagidaki durumlar s6z konusudur.

2) € '3 tir.

e a,b,c,d den sadece biri 3 e bolinsiin. Omegin, a = 0 mod 3 olsun. Bu durumda
3 t a? — b? dir. Ancak

cZ0mod3ved #0mod3 = c¢,d =+1mod 3

= ¢%,d?* =1mod 3

=d%2—c2=0mod3

° (CCL 2) nin elemanlarindan hig biri 3 e boliinmiiyorsa (Ccl

olur. Bu durumda A ¢ [$(N) dir.

® a,b,c,d den ikisi 3 e boliiniiyor ise bu durumda (Ccl Z) €3 oldugu agiktir.
Bé (a b n3 C g .
Oylece c d) € I'° alinmasi yeterlidir. Dolayist ile

¢, elemam I (N) (Z Z) elemanini sabit birakir & N|d? — ¢? dir. m



Teorem 2.9. N tek ve (C

a b
d
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) € '3 olmak iizere

_(0 1 a3 a by . ..
Cy = ( 1 O) elemani [}5 (N) (c d) yi sabit birakir <

_ LM - LN,

c 2 ,

LN+ LM,

2

olacak sekilde [y, [, € Z mevcuttur. Burada N = N; - M;, (N;, M;) = 1 dir.

Ispat. ¢, eleman1 T3 (N) (Ccl Z) yi sabit biraktigindan N|d? — ¢? dir. Yani

N|(d—-c)(d+c)

dir. Buradan

d_CzllNi,d‘l‘C:lel'

olan N;, M; mevcut ve (N;, M;) = 1, N = N; * M; bulunur. Boylece

LM = LN,
c= > ,
elde edilir. m

%
Teorem 2.10. (IZMi_llNi

LN+ LM,

IiNj+1,M;

*

2

) eleman: ile 4 = (

2

koseti temsil eder.

Ispat.
N; + M;
-1 _ 2
4 M, — N,
2
oldugundan

2

*
IUN; + LM;

*
<l2Ml- — LN,
2

2

)

*

2

2

2

2 2

M;—N;

)

ES

N;+M;

2

) € I eleman1 aym
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* *
= (lle-Ml- + [,M? — I;N? — uN;M; — luN;M; + [;N? — [,M? + [,N; M; )
*

4

* * * *
=(1 =(1
<§ [[;N:M; — 1, N;M;] *) <§ [(lz = LN M;] *)
dir. Burada [, — [; her zaman c¢ifttir. Ger¢ekten

d_CzllNl',d‘l‘C:lel'

g0z Online alalim. d ve c tek ise [; ve [, cifttir. Buradan [, — [; ¢ifttir. Boylece

1
N = NoMy |, = LN M,

bulunur. Boylelikle

* *
<l2Ml- — LN, LN+ lei>
2 2

koset temsilcisi yerine daha sade bigimi olan

* *
<Ml~ —N; N;+ Ml->
2 2

alinabilir. m
Teorem 2.11. ¢, = ((1) (1)) yansimasi, N = N; - M;, (N;, M;) = 1, N;, M; tek olmak {lizere

temsilcileri

* * * *
(Ni —M; N+ Ml->,<Ml- —N; N+ Mi>
2 2 2 2

olan kosetleri sabit birakir. Ayrica, bunlarin sayisi N = p;*t - ...- p,*" olmak lizere 2"

tanedir. m

Simdi N nin ¢ift ve 2||N olmas1 durumunda c, nin sabit biraktig1 koset temsilcilerini

belirleyelim.
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Teorem 2.12. N cift, 2||N,N = 2- N, - M;, (N, M;) = 1 ve (‘Cl Z) € '3 olmak iizere c,
53 a b .
elemani [}; (N) (c d) elemanini sabit birakir &

B 2 e 2

c

olacak sekilde [, [, € Z mevcuttur.

Ispat. ¢, elemani T3 (N) (Z Z) elemanini sabit biraktigindan N|d? — ¢? dir. Buradan

olan [y, I, mevcuttur ve (N;, M;) = 1, N = 2N;M; dir. Boylece

_ LMy = 20N, 2N+ LM,

c

2 ' 2
elde edilir. m
* * % % R
Teorem 2.13. (lei—Zl1Ni 211Ni+lei) eleman1 ile A = (M- _2N. M. + 2N-) ers
2 2 l l L i

elemani ayn1 koseti temsil eder.

Ispat.
A_l _ ( Mi + 2Nl *)
_Mi + ZNL *
oldugundan

* *
<l2Mi - 2l1Ni 2l1Ni + l2Ml>< Mi + ZNl *)

2 2 _Ml+2Nl *
* *
= [ LM; — 2I1N; 2UN; + I, M;
= (%(Mi + 2N)) +%(—Ml‘ + 2N,) *>

* *
= <l2Mi2 — 2, N;M; + 21,N;M; — 41, N? — 21,N;M; — [,M? + 41, N? + 21,N; M; )
*
2

*

(22, - 71)Nl-Ml- ) ETE)

olup
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* *
2 2

temsilcisi yerine daha sade bigimi olan

E3 *
(Ml- —2N, M+ 2Ni)
alinabilir. m
Teorem 2.14. ¢, yansimasi, N =2-N;-M; (N;,M;) =1,N;,M; tek olmak {izere
temsilcileri
k * * k
(Mi — ZNL Mi + ZNL')' (Nl = 2Ml Ni + ZML)

olan kosetleri sabit birakir. Ayrica, bunlarin sayisi N = 2 - p,%2 - ...- p,* olmak iizere 27!

tanedir. m
Simdi c5 iin sabit biraktig1 koset temsilcilerini belirleyelim.

e [lk olarak N nin tek olmasi durumunu inceleyelim.

Teorem 2.15. N tek, N = N; - M;, (N;, M;) = 1 olsun. Bu takdirde
a3 a b . . .
c3, g (N) (c d) yi sabit birakir & N| c(2d — ¢) dir.

Ispat. c; = ((1) _11) elemani I$ (N) (CCL Z) yi sabit birakir

=R ) H)=BmE )

(¢ D0 e Y enw

ad — c(a —b) a(a — 2b) 3
< c(2d —¢) —ad + c(a - b)) €Iy (V)
oldugundan
._ (ad —c(a—Db) a(a — 2b)
M= ( cRd-c) —ad+c(a— b)) (20)

olarak tanimlanirsa M € T3 (N) dir. Boylece N| c(2d — c) elde edilir. m
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Not. N tek, N = N;-M; (N, M) =1 olsun. Bu takdirde c5, F§(V) (* Z) yi sabit

a b

b) temsilcisi yerine (l N llNi+lZMi> almabilir. Gergekten, (20) de
11V;

birakiyorsa (Z d
2

tanimlanan M matrisinde M € [3(N) olabilmesi icin N| c(2d — ¢) olmalidir. Buradan
1,c tek . -
(c,2d —¢) = {2 c cift elde edilir. N| ¢(2d — ¢) oldugundan ¢ = [;N;, 2d — ¢ = [,M; olan

l1, 1, € Z mevcuttur. Boylece

LN+ LM,
B 2

bulunur. Dolayist ile (Ccl Z) temsilcisi yerine

a b
[LN; + ,M;
<l1Ni 1 12 2 l)

alinabilir.

Teorem 2.16. N tek, N = N; - M;, (N;, M;) = 1 olsun. Bu takdirde c3 iin [ (N) (Ccl Z) yi

sabit biraktig1 koset temsilcileri

1] (Sag-i-l de— 1),

(

(

4 (
s (G4 )

6 (

(

(

(

[7]

3a—1 3b )

dir.
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Ispat. (20) de tamimlanan M matrisi ile M € I3 (N) olmasi igin N| c(2d — ¢) nin yaninda

asagidaki durumlar s6z konusu olabilecektir.

A. Farz edelim ki 3| ¢(2d — ¢) olsun. Bu durumda 3| a(a — 2b) dir.
1) 3| c olsun. 3 t a oldugundan 3| a — 2b dir. Boylece,

a—2b=0mod3=>a+b=0mod3 =a=+1b=+1

bulunur. (Bu siraya dikkat edilmeli. a = 1 alindiginda b = —1 alinmal1 vb.) Dolayist ile a

yerine 3a + 1; b yerine 3b + 1 gelecektir. Boylece

(3a+1 3b_1)ve(3a_1 3b+1) (21)

3c d 3c d

matrisleri c3 tarafindan sabit birakilir.

2) 3 t ¢ olsun. Bu durumda 3| 2d — ¢ dir. Yine 3| a(a — 2b) olacaktur.
(i) 3| aolsun. 2d —c =d + ¢ = 0 mod 3 oldugundan d = +1,c = +1 mod 3

tiir. Boylece, elde edilen temsili matrisler

3a b 3a b
(3c+1 3d—1)’(36—1 3d+1) (22)
matrisleridir.

(ii) 3| 2d — c ve 3| a — 2b olsun. Buradan,
c+d=0mod3,a+b=0mod3
elde edilir. Buradan a = +1,b = +1; ¢ = +1,d % 1 bulunur. Boylece

Gt BTDG BN BET 31

matrisleri elde edilir. Ancak bu dort matrisin hangisi alinirsa alinsin, M nin 1. ve 3.
elemanlar1 3 ile boliiniir. Bu miimkiin olmadigindan (ii) nin 4 matrisi sabit nokta temsilcisi

olamaz.
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B. Farz edelim ki 3| ad — c(a — b) olsun.
(1) Varsayalim ki 3| ad, 3|c(a — b) olsun. Buradan eger 3| a ise 3| a — b oldugundan
3| b geliskisi elde edilir. Dolayisi ile 3| d ve 3| a — b dir. Buradan

a—b=0mod3=a=+1,b=+F1mod3

bulunur. Boylece (Z Z) temsilcisi

(3ac+ 1 3b3;— 1) ve (3a -1 3b3; 1)

(23)
matrisleri halini alir.

(2) Varsayalim ki 3 + ad ve 3 t c(a — b) olsun. Bu durumda asagidaki 24 ihtimal s6z
konusudur. (Kongriianslar mod 3 e gore alinmistir.)

(1) a=1d=1c=1,b=0

(i1) a=1d=-1,c=-1,b=0

(1i1) a=-1,d=1,c=1,b=0

(iv) a=1ld=-1,c=-1,b=0

(v) a=1ld=1c=1b=1

(vi) a=1,d=1,c=1,b=-1

(vii) a=1,d=1,c=-1,b=0

(vii) a=1d=1lc=-1,b=1

(ix) a=1,d=1,c=-1,b=-1

(x) a=1,d=-1,c=1,b=0

(x1) a=1,d=-1,c=1b=1

(xii) a=1ld=-1,c=1b=-1

xiii) a=1ld=-1,c=-1,b=1

xiv) a=1d=-1,c=-1b=-1

(xv) a=-1,d=1c=1,b=1

xvi) a=-1,d=1c=1b=-1

(xvil) a=-1,d=1c—-1,b=0

(xviii) =-1,d=1c=-1,b=1

(xix) a=-1,d=1,c=-1,b=-1

Q
I
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(xx) a=-1,d=-1,c=1,b=0
(xx1) a=-1,d=-1,c=1b=1
(xxii)) a=-1,d=-1,c=1b=-1
(xxiii)) a=-1,d=-1,c=-1,b=1
(xxiv) a=-1,d=-1,c=-1,b=-1

Bu 24 durumdan sadece ilk 4 i 3  ad ve 3 t c(a — b) sartim saglar ve M € [3(N) dir.
Diger 20 durum 3t ad ve 3t c(a—b) sartim saglar ancak M ¢ [$(N) dir. Sonugta

istenilen sabit koset temsilcileri

(3a+1 3b )’(3a—1 3b ),(3a+1 3b )’(Sa—l 3b ) 24)

3c+1 3d+1 3c+1 3d+1 3c—1 3d-1 3c—1 3d-1
matrisleridir. m

NOT. N nin tek olmasi durumunda c; iin sabit biraktig1 kosetlerin (CCL 2) temsilcileri

a b
= LN; + [, M;
T (l1Ni 14Yi > 2 l) (25)

matrisleri olarak elde edilmisti. Burada (N;, M;) = 1 dir. Eger 3| [;N; ise T matrisi Teorem
2.16 daki [1] veya [2] matrisidir.
(1) Eger 3| N; ise

3a+1 3b—1 3ap+1 3by—1
= LN, +LM; | = N; + M;
A ( LN, %) ile B ( N, i l)

ayni koseti verirler. Boyle matrisleri A =~ B ile gosterelim.

(2) Eger 3 + Ny, 3| Iy N; fakat 3] “2 ise

3a0+1 3b0_1 3a+1 3b—1
l1N+l2M = Ni+Mi
< LN, T) < N; 2
elde edilir.
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N; +Ml

(3) Eger 3+ N, 3+ LN, 3} N_1,%z1mod3ise

3a0+1 3b0_1 3a+1 3b
< Ly, Attt ; lei) ) < 2 Mi)

elde edilir.

N; +Ml N; +Ml
N —

(4) Eger 3 + N;, 3| UN;, 3| —— 1, —1 mod 3 ise

( llNi + IZML'> = ( N; + Ml)

l1N; >
elde edilir.

(5) Eger 3 + Ny, 3| I;N;,3 t "2, N; =

3a+1 3b-—-1 3a, bg
lN+l M: | ~ N: + M:
< llNl' 14Y1 2 l) <N i l)

2 ' 2

Nj+M; )
1,% = 1 mod 3 ise

elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse yani biitlin ihtimaller gbz 6niine alinirsa Teorem 2.16 daki

N;+M;

matrislerin 2. satirlar1 uygun (Nl-, ) olarak alinabilir. Dolayis1 ile Lemma 2.17 elde

edilir.
Lemma 2.17. Teorem 2.16 da elde edilen 10 koset temsilcisi tek tiirlii belirlidir. Yani, aym

bicimde bir diger matris alinirsa bunlar birbirine denktir (= anlaminda). Boylece N tek,

(N;, M;) = 1 olmak tizere N = N; - M; verildiginde

a b
C = <Ni N; ‘; Mi) (26)

koset temsilcileri olarak alinir. (a, b) ¢ifti tek tiirlii olarak belirlendiginden bunlarin sayisi
27 tanedir. Burada r, N nin asal ¢arpanlarinin sayisidir. Ayrica 3| N; ise C matrisi [1] e veya

[2] ye denktir. Bu bi¢imde hareketle 10 tane matrise ulasilabilir. Yani, C nin elemanlarinin
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3 e bolinme veya bolinememe durumuna gore Teorem 2.16 daki 10 tane matrise

ulasilabilir. Ornegin, 3| b ise elde edilen matris [7] veya [8] matrisidir. m
e Simdi N nin ¢ift ve 2||N olmas1 durumunu inceleyelim.

Teorem 2.18. N ¢ift ve 2||N, N = 2 - N; - M;, (N;, M;) = 1 olsun. Bu durumunda c; iin sabit

biraktig1 koset temsilcileri

(2m 2m+ ) (o, 20+ )

dir. m
Ispat. 2||c ve 4||c durumlarin1 ayr1 ayr1 inceleyelim.

(i) 2||c olsun. N|c(2d — c¢) oldugundan (c, 2d — ¢) = 2 dir. Simdi varsayalim ki
N;|c ve M;|2d — ¢
olsun. Buradan
c = 2¢oN; ve 2d — ¢ = 2PdM;
olacak sekilde ¢y, dy, f € Z mevcuttur. Boylece
d = coN; + 2P *dyM;

bulunur. Agikca f > 2 dir. Bu durumda eger

B. = (a b) _< a b )
07 \¢ a/ ” \2¢oN; coN; +2F~1dyM;
olarak tanimlanirsa By 1n c3 tarafindan sabit kalmasi i¢in

(ad —c(a—»b) a(a — 2b)

c(2d —¢) —ad + c(a — b)) € fo()

olmalidir. Boyle oldugunu kabul edelim ve gdsterelim ki

4 __(A B )
o =2N;, N, +2M;

c3 1 sabit birakiliyor ise Ay =~ B, dir.
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Bu durumda
. (A(Nl- + 2M;) — 2N;(A — B) A(A —2B) )
L 8N; M, —A(N; + 2M;) + 2N;(A — B)
ve
B — a(coN; + 2P71doM;) — 2¢4(a — b)N; a(a — 2b)
L 2ﬁ+1C0d0NiMl’ _a(CoNl + Zﬁ_ldoMl) + ZCO(a - b)Nl

olarak tanimlanirsa A;, B; € [Z(N) dir.
Simdi bazi durumlari inceleyelim:

(1) 3|N; olsun. Bu durumda A; ve B; matrislerinden 3|A(A — 2B) ve 3|a(a — 2b)
dir.
A = AyB5t
( A(coN; + 2P71dyM;) — 2Bc,N; —bA + aB )
2N;(coN; + 271dgM;) — 2¢oN? — 4coN;M; —2bN; + aN; + 2aM;

matrisinin TZ(N) nin eleman: oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 3| — bA + aB oldugunu

gosterelim.

3]A(A — 2B) oldugundan 3|A — 2B dir. Buradan

3|A + B ve 3|a(a — 2b)
olup
3la—2b=>3la+b

bulunur. Bu durumda
B = —A + 3t;,b = —a + 3t, olacak sekilde t;,t, € Z
vardir. Boylece
—bA + aB = —A(—a + 3t,) + a(—A + 3t;) = —3At, + 3at; = 0mod 3

tir. Yani, 3| — bA + aB dir. Buradan A, = B, elde edilir.
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(2) 3|M; olsun. Bu durumda
3|A(A — 2B) ve 3|a(a — 2b)
dir. Eger 3|A ve 3|a ise Ay =~ B, oldugu aciktir.
Ote yandan 3|A — 2B ve 3|a — 2b olamaz. Gergekten, eger 3|4 — 2B olsa
3JA—2B=>A—-2B=0mod3=>A=2B+3,
olacak sekilde [; € Z mevcuttur. Bu durumda

5 — <ZB + 31, B ) det(By)=T1
o=\ 2n N+2M)T

(2B + 31)(N; + 2M;) — 2BN; = +1
dir. Buradan

4BM; + 31,(N; + 2M;) = F1

elde edilir. Bu ise 3|M; varsayimi ile celisir. Bu durumda 3|A — 2B ve 3|a — 2b olamaz.

Boylece 3|4 ve 3|a olmak zorundadir.
(3) 31 N;M; ve 3|cg olsun. By matrisinden
31Ave3tA—2Boldugundan 3+ A+ B

elde edilir. Bu durumda A = B = +1 mod 3 tiir. Dolayisi ile 3|4 — B dir.
a. 3|N; + 2M; oldugunu varsayalim. Bdylece
N; +2M; = N; — M; = 0 mod 3

tiir. Dolayisi ile
N, =M; =+1mod 3

bulunur. 3|a — 2b (3|a + b) dir. Simdi, A € [$(N) oldugunu gosterelim. Bunun igin
28=14dyM;(—bA + aB) + 2P d,N;M;[—2bN; + aN; + 2aM;] = 0 mod 3 27)

saglandigini gosterelim. Ote yandan
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(do,3) = (M;,3) =1ve (28,3) = (2F°1,3) =1
oldugundan (27) yerine daha sade bi¢imi olan

A(—bA + aB) — N;[bN; + aN; — aM;] = 0 mod 3
= —bA% + aAB — bN}? — aN}? + aN;M; = 0 mod 3

oldugunu gostermek yeterlidir.
A? = AB = N? = N;M; = 1 mod 3
oldugundan
—bA% + aAB — bN? — aN? + aN;M; = —-b+a—-b—a+a =a—2bmod 3
elde edilir. Ayrica a = —b mod 3 kongriiansi kullanilirsa
—b—b—b=-3b=0mod3
elde edilir. Dolaysi ile A € T3 (N) dir.

b. 3 ¥ N; + 2M; olamayacaginm gosterelim. Varsayalim ki 3 + N; + 2M; dogru olsun.

Buradan
N; = —-M; = ¥1mod 3
tiir. Ote yandan
3tAve3tA—2B (3tA+B)
oldugundan
A =B =+1mod3
tir. Ayrica 3|a + b (3|a — 2b) oldugunu biliyoruz. det B, = +1 oldugundan
alcoN; + 2871doM;] — 2bcoN; = F1
dir. Buradan

28-1d,M; = F1mod 3
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tir. Ayrica det A, = +1 oldugundan

elde edilir.
N; = —M; = +1 mod 3 ve A = B = +1 mod 3 kongriians denklemlerinden
e N;=1,M;, =-1
e N;=-1,M; =1
e A=B=1
e A=B=-1
bulunur. Simdi bu durumlar1 inceleyelim.

A*)N;=1,M;=—-1veA=B=1ise
A(N; +2M;) = 2BN; =1(1-2)—2-1-1# ¥1mod 3

elde edilir.
QRQ*)N;=1,M;=—-1veA=B =—1ise

~1(1-2)-2-(-1)-1=3 % F1mod 3

elde edilir.
B)N;=—-1,M;=1veA=B=1ise

1(-142)—-2-1-(-1) =3 % F1mod 3

elde edilir.
@ )N, =—-1,M;=1veA=B =—-1ise

-1(-1+2)—-2-(-1)-(-1)=-3 % +1mod 3
elde edilir.
Boylece 3 + N; + 2M; olamayacagi elde edilir.

Sonug olarak her durumda

dir. Boylece By matrisi yerine ona denk olan daha sade A, matrisini almak yeterlidir.
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(ii) 4||c olsun. N;|c ve M;|2d — c oldugunu varsayalim. Bu durumda
c = 4’CONi, 2d —c = ZdOMl Olan Co, do EZ
vardir. Buradan

d = 2C0Ni + doMi

dir.
A B . .
Ay = ( 4N, 2N, + Mi) , C3 1le sabit birakilir &
_ (AQ2N; + M) — 4N;(A— B) A(A - 2B) ) A .
Al_( 8N, M; —A@N, + M) + 4N, (A — B)) € To (V) dir
Ayrica
&—(a b ) ile sabit birakilir <
0= \4e,N;,  2¢N; + doM, , C3 ile sabit birakilir
B.= (a(ZcONi + dyM;) — 4cy(a — b)N; a(a — 2b) ) c

T3 (N) dir.

B, matrisi yerine daha sade bi¢cimi olan A, matrisini kullanabilecegimizi, yani A, =~ B,

oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin A :== A, - By! matrisinin [Z(N) elemani oldugunu

gostermeliyiz.
B 4Ni(ZCONi + dOMi) - 4C0Ni(2Ni + Ml) —4-le + ZaNi + ClMi
B 4(d0 - CO)NL'ML' —4le + ZaNl- + ClMi

oldugundan asagidaki durumlar ele alinmalidir.

(1°) 3|N; olsun. Bu durumda 3| — bA + aB oldugu gosterilmelidir.
3|N; = A, matrisinden (4, 3) = 1 ve B, matrisinden (a,3) = 1

oldugu elde edilir. Buradan A € T3 (N) olabilmesi i¢in 3|aB — bA oldugu gostermeliyiz.
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A4, B; € T3(N) oldugundan

3|A(A — 2B) ve 3|a(a — 2b)
elde edilir. Ayrica

4,3)=(a,3)=1
oldugundan

3|A—2Bve3|la—2b
bulunur. Buradan

A—2B=A+B=0mod3=>A=—-—Bmod3
a—2b=a+b=0mod3=>a=-bmod3

elde edilir. Boylece
aB — bA = (—b)(—A) — bA = 0mod 3

oldugundan

dir.
(2°) 3|M; olsun. 3|aB — bA oldugunu gosterelim. A, ve B, matrislerinin

determinantlar1 goz 6niine alindiginda
3tA—2Bveya3ta—2b

olamaz. Boylece
3|A ve 3|a

bulunur. Bu durumda A € IZ(N) olup, 4, = B, dur.
(3% 3 t N;M; ve 3|cy olsun. A; matrisinden
3tAve3+tA—-2B

ve B; matrisinden
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3la veya 3la — 2b
dir. By matrisi ile 3  a oldugundan
3la—2b=>3la+b
bulunur. Ayrica
3tA—2B=>A=B=%1mod3
elde edilir. Boylece 3|A — B dir.
(a®) 3|2N; + M; oldugunu varsayalim. Bbylece
2N; + M; = N; — M; = 0mod 3
oldugundan
N, =M; = ¥1mod 3
tiir. Simdi A € T3 (N) oldugunu gosterelim.

3la+b=>a=-b=%+1mod3

oldugundan
A=B=+1
a=-b=+1

elde edilir. 3|c, olup By matrisinden (3, d,) = 1 dir. A € [Z(N) olmast igin

+4(dy — cy)N;M;[—4bN; + 2aN; + aM;] = 0 mod 3

oldugu gosterilmelidir. Ote yandan 3|c, oldugundan A € I3(N) olmast icin

AdOMl(—bA + CLB) + 4‘d0NlMl(—le - aNi + aMi) = 0mod 3

oldugunu gostermek yeterlidir. Ayrica (M;d, 3) = 1 oldugundan (28) yerine

(28)
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—bA?% + aAB + N;(—bN; — aN; + aM;) = 0 mod 3
= —bA% 4+ aAB — bN}? — aN? + aN;M; = 0 mod 3

kongriians bagintisinin dogrulugunu gostermeliyiz.
A2=AB=NM; =N/ =1

oldugundan
—-b+a—-b—a+a=-b—b—b=0mod3

elde edilir. Boylece A € I oldugu elde edilir.

(b°) 3 1 2N; + M; durumunun olamayacagini1 gosterelim. Varsayalim ki 3  2N; + M;

dogru olsun. Bu durumda
3tM;—N; > N; =—-M; =F+1mod 3
elde edilir. Ote yandan 3 + A — 2B ile
3t A+B=>A=B=%1mod3
ve 3|la + b ile
a=-b=+1mod3
bulunur. Ayrica
detAy, = A(2N; + M;) — 4BN; = +1 mod 3
oldugundan
2N; + M; — N; = N; + M; = 0 mod 3

elde edilir. Bu celiski 3 + 2N; + M; olamayacagini1 gosterir.
Sonug olarak tiim durumlarda A € [¥ oldugu elde edilir. Dolayisiyla Ay = B, dir.

Yani, 2||N durumunda c3 iin sabit biraktig1 koset temsilcileri

(2;/11. 2Nl-:Mi)'(4*Ni 2Ni>‘-<|-Ml-)

dir.m
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Teorem 2.19. I. N = N; - M; = p;* - ... p;", N;, M; tek ise [ (N) nin simgesindeki sinir

bilesenlerinin sayis1 2”71 dir ve her bir smir bilesen iki tane oo igerir.

IL N=2p;% ..opp",pj >2,j=2,..,r ve 2||N ise [§$(N) nin simgesindeki sinir

bilesenlerinin sayis1 2”72 dir ve her bir smir bilesen dort tane oo icerir.

Ispat.
I. N = N; - M;, (N;, M;) = 1, N;, M; tek olmasi durumunda

¢ ¢, in sabit biraktig1 koset temsilcileri

(1\71 1\21) ! (1\2 1\71)

¢ (, nin sabit biraktig1 koset temsilcileri

E 3 E 3 £ 3 E3
<M—M M+MQ(M—M M+M0
2 2 2 2

e (5 iin sabit biraktig1 koset temsilcileri

* * * *
N; + M; N; + M;
Ni 7/ \M 2

olarak elde edildi. Simdi bu koset temsilcileri arasindaki bagmtilar1 bulup sonsuzlarin

sayisini belirleyelim.
(a b)cc _(a b)(o 1)_(—b a>~<a1 b1>
Ny M) AN; M)\-1 0o/ \-M; N \M; N;
oldugundan

1
Cl,« « ~C1 .« (29)

(Ni Mi) (Mi Ni)

dir. Ayrica

(a b)( )k_(a b)(1 k)_<a ak+b)
M, NS = \m N0 T\ kM + N,

1+3M;

olup burada k = alinirsa
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a b
a ak+b 1 1
(Mi kM; +Ni)~(M- Ni +Mi)

oldugu goriiliir. Boylece

o i) -

elde edilir.

a b a b 0 —1 b —a+b
<Ml- Ni+Ml-)c2C3=(Mi Nl-+Mi>(1 1)=<Nl-+Ml- Nl-—Ml-)

2

olup

b —a+b a by \~
<Ni+Ml~ Nl-—Ml-)(Nl-—Ml- Nl-+Ml-)
2 2 2 2
N; + M;
b —a+b L b,
=[N +M; N, —M; 2
—N; + M;
2 2 2

bN; + bM; + (—a+ b)M; + (a — b)N;
(DM, + 2 Mt @=bNe

M? + 2N;M; + N — M? + 2N;M; — N?  —b,(N; + M,) + a;(N; — M)
4 2

= (N;\/Ii :) e IF (V)

oldugundan

b —a+b a, b1
<Nl- +M;, N,— Ml->~ (Ni —M;, N+ Mi)

2 2 2 2

a,

elde edilir. Boylece

G1)
)
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elde edilir. Benzer sekilde

a b a b 0
<M—M M+MOQQ=<M—M 1\/l-+1\/1i>(__1

2 2 2 2

olup

1
0

)=(-

-1
—b a a, by
—N;, — M; Ni_Mi> (Mi_Ni Ni+Mi) Ef‘g(N)

2 2 2 2
oldugundan
—b a a, by
<_Ni -M; N; _Mi)~<Mi —N; N; +Ml->
2 2 2 2
dir. Boylece
1
C2 ~C

elde edilir. Yukaridakilere benzer igslemler ile

a b a b 0
(M—M M+M0Q%=QW—M M+MJQ

2 2 2 2

veE

Nl'Ml' _blNi + aq

N;

—b a
i—M; N _Mi>

2 2

(32)

Ly aN; ab; — bb; — aa,
— Mi

€ I (V)
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oldugundan

—a+b a aq bl
Ny —M; | ~ N; + M;
< Ni 2 ) (Ni l2 l)

dir. Boylece

(33)

elde edilir.

a b a b 1k a ak + b
N; + M; k — N; + M, £ N; + M;
<Ni %) (c1c3) (Ni %) (0 1) (Ni kN, + i -Iz_ l)

olup burada k = % alinirsa

a ak + b b
N;+ M; |~ (al 1)
N; kN; + > N; M;

olur. Bdylece

elde edilir. (29)-(34) ten

1 ©o 1 1
Ci,« «.~C1,. L . 7C3
(Ni Mi) (Mi Ni)

~Cy . . (35)

dir. Burada N = N; - M; = pf‘1 - .- py" olmak iizere i = 2,3, ...,27 ! dir. Béylece her bir
sinir bileseni 2 tane oo igerir ve sinir bilesenlerinin sayis1 2”71 dir. Sonug olarak N nin tek

olmasi durumunda I3 (V) nin simgesindeki periyot devirleri {(o0, )27~} seklindedir.
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II. N gift ve N = 2-3920‘2 . ...-pfr,pj > 2,j=2,..,r yani 2||N olsun. Bu durumda
N = 2-N; - M;, (N;, M;) = 1 olacak sekilde N;, M; tek tam sayilar mevcuttur.

¢ ¢, in sabit biraktig1 koset temsilcileri

(v w)- (o w)(owe w)- G 2w )G, w)- (v, 2m)
¢ (, nin sabit biraktig1 koset temsilcileri
(Ml- —* 2N; 2N; :— Mi)'(Ni —*ZMl- N; +*2Ml-)

e (5 iin sabit biraktig1 koset temsilcileri

(2me 2m+m)- (o, 20+ )

olarak elde edilmisti. Simdi bu koset temsilcileri arasindaki bagintilar1 bulup sonsuzlarin

sayisint belirleyelim.

(a b) _(a b)(o 1)_<—b a)N(al bl)
2N; M) 2T \en, m)\21 o) T \—m; 2n) T \M; 2N

oldugundan

1
C1, . .. ~C1,. . (36)
1(21\],: Mi) 1(Mi ZNi)
dir. Ayrica

(a b>( )k_(a b)(1 k)_<a ak+b)
M; 2N)'s) T \m, 2N \o 1) T \M; kM, + 2N,

olup burada k = N; alinirsa

(a ak +b )N(al b1>

oldugu goriiliir. Boylece
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(0]

C1,. +.7C . . (37)

(Ml: ZN,:) (Mi Ni)
elde edilir.

(a b) _(a b)(o 1)_(—b a>~<a1 b1>
M; N2\ NJ\-1 o) T =N M Ny M;

oldugundan
Cl,o +\~C1,. (38)

elde edilir. Benzer sekilde

(a b)( )k_(a b)(1 k)_<a ak+b>
N, M) TN, M) o 1) TN kN + M
olup burada k = M; alinirsa

(a ak+b)~<a1 b1)

N; kN; + M; N; 2M;
olur. Boylece

(0]

Ci, v «.7C1, . (39)

(Ni ML-) (Ni le-)

elde edilir. Ayrica

(a b) _(a b)(o 1)_<—b a)N(al b1)
N, 2M;) 12T \N; 2m)\—1 o) T\—2m; N;)T\2m; N,

oldugundan

Ci,. +,~C, . . (40)

(w; 2m)  my wy)
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elde edilir. Yukaridaki islemlere benzer olarak

(a b>( )k_(a b)(l k)_<a ak+b>
2m; N;) '\ T oM, N \o 1) T \em; N, + 2kM;

olup k = % alinirsa
(a ak +b )~<a1 b, )
2M; N;+2kM;)~\2M; 2N, + M,
dir. Boylece

(0]

Ci,. .. ~C3 . . (41)

(ZMi Ni) (ZMi ZNi+Mi)
elde edilir. Ayrica

(a b ) _(a b )(O —1)
2M; 2N;+M;) 2T 2m; 2N +M;)\1 1

—\2N;+ M; 2N, —M;)" \N, —2M; N; +2M;

oldugundan
1
€z, . . . ~C . . (42)
3(2Mi ZNi+Mi) Z(Ni—ZMi Ni+2Mi)

elde edilir. Benzer islemler ile

( a b ) _< a b )(0 1)
N;—2M; N;+2M;)%2 =N, —2m; N +2m,)\-1 0o

_ < _b a ) _ ( al bl )
—\-N,—2M; N;-2M;)”\M; —2N;, 2N;+M;

oldugundan

1
Cy . ~Cy « (43)

(Ni_ZMi Ni+2Mi) (Mi_ZNi 2Ni+Mi)
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elde edilir.
a b ” a b -1 -1
(Mi —2N; 2N, + Mi) (c205)" = (Mi —2N; 2N, + Mi)( 1 0 )
_(—a+b —-a )~<a1 b; )
“\ an;, 2N, -M;))T\aN;, 2N + M,
oldugundan

1
C2, . .\ ~C . (44)

(Mi_ZNi ZNi+Mi) (4Ni ZNi+Mi)
elde edilir. Benzer sekilde

(a b )( )k_(a b )(1 k)_<a ak + b )
4Ni ZNL + Mi €163)" = 4Nl ZNL + Mi 0 1 - 4Nl (4]( + Z)Nl + Mi

M;—1
olup k = ‘T alinirsa

( a ak + b ) ~ ( a, b1>
4N; (4k +2)N; + M; 2N; M;
olur. Bdylece

oo

C3, . « ~C1, . (45)

(4Ni ZNi+Mi) (ZNi Mi)

elde edilir. (36)-(45) ten

1 oo 1 00 1 %)

€1 ~C1 ~ ~C ~C ~C ~C3
(2;’i I‘;l) I\;i 2;/,:) (I\;l I;i I;i 1\;,_) (N*,_ 2;’1,:) 2;4,: N*l) (2;4,: ZN;I-M,:)

1 1 1 o
~ CZ * * ~ CZ * * ~ C3 * * ~ Cl * * (46)
Ni_ZMi Ni+2Mi) Mi_ZNi ZNi+Mi 4'Ni ZNi+Mi) (ZNi Mi

dir. Burada N = 2+ N; - M; = 2 - p,? * ... p;" olmak iizere i = 2,3, ..., 272 dir. Béylece her
bir sinir bileseni 4 tane oo igerir ve simir bilesenlerinin sayis1 2”2 dir. Sonug olarak I'$ (N)

nin simgesindeki periyot devirleri {(o0, 00, 0, 00)2" 2} seklindedir. m



68

2.4. A,,(N) nin Ty(N) deki Indeksi

n, N € N ve n|N olmak iizere

An(N) = {( a b

e d) € FO(N)| a* = 1 mod n veya a? = d? modn}

kiimesi [y (N) nin bir alt grubudur. Simdi ®y(n) = [TH(N): A,,(N)| indeksini bulalim.

Indeks konusunda daha 6nceden birgok ¢alisma yapilmistir. Literatiirde elde edilen

sonuglardan bu ¢alismada kullanilan asagidaki teoremleri verelim.

[lk olarak Teorem 2.20 deki I, ,(N) grubunu tanimlayalim:

n, N € N ve n|N olmak iizere

aW) ={(% 7

N d) € FO(N)|a = d mod nveyaa? = 1modn}

kiimesi Iy (N) nin bir alt grubudur.

3--- ar

Teorem 2.20. [9] n, N € N,n|N ve n nin asal ¢arpanlarina ayrilisi n = 2% 3“2p§‘ Dy

olarak verilsin. Bu takdirde, ¢ Euler fonksiyonu olmak tizere

1
(3P ), @< 3ise
on(n) = 1 |
T+l (p(n): a, > 3ise

dir. Burada gy (n) = |F0 (N): Fo,n(N)| dir. m

Teorem 2.21. [10] n,NeNn|N ve n nin asal carpanlarina ayrilist
n = 2%;" ---pf.""qfl qlﬁl olarak verilsin. Bu takdirde 1 < i < r i¢in p; = —1 mod 4 ve

1 <j <liginq; = 1mod 4 olmak iizere

2L a < 3ise
Py(n) = { 2141 o > 3ise

dir. Burada Wy (n) = |An (N):To (N )| dir.m
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Simdi G = T[,(N), H = A, (N) olsun. o un I, (N) altindaki yoriingesi

[MNX%):{ mbeZ}

m
bN
dir. Boylece I[(N) nin transitif olarak hareket ettigi en biiyiik kiimelerden biri

_ a
QW)= {7| @b €2}

kiimesidir.

a b
cN d

(2= () =a=te=o

Simdi I (N), sabitleyenini belirleyelim. (

(& HB=0)=

bulunur. Boylece

nw = Dleez) =} D)

elde edilir. Dolayist ile

) € IL(N) olsun. Buradan

(5 1) =ToW)e < (W) < To(W)

dir.

= —,w="C€QW)
U_SN'W_yN Q

olmak tizere v = g(o) ve w = h() olan g, h € I\;(N) vardir. Burada
(T k _ X m
g_QNl)Wh_GN )
formundadir.
vewe g the A, (N)
l —ky(x m
< (—sN r )(}’N t) € An(N)

Ix — kyN Im — kt
(—st +ryN —smN + rt) € An(N)
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S (Ix — kyN)* = 1modn
& (12x?)?2 =1modn o I*x* = 1modn

det(g) = 1 oldugundan Ir = 1 mod n elde edilir. Buradan [ = r~! mod n bulunur.

Boylece

x* =r*modn
olur.

Sonug olarak

X

N e x*=r*modn

r
sN

<
S

dir. Kisa olmasi a¢isindan bazi durumlarda

x r )
— ~ — yerine x=r
yN sN Y
n n
kullanacagiz.

®py(n) ile ~ invaryant denklik bagmtis1 altindaki bloklarin sayisini gosterelim.
n

Imprimitif hareketten dolay1 ®y(n) = [Ty (N): A,,(N)| dir. Oncelikle ®, (n) nin ¢arpimsal

oldugunu gosterelim. Daha sonra da @y (n) fonksiyonunu yani indeksi bulalim.
Onerme 2.22. n|N olmak iizere &, (n) fonksiyonu ¢arpimsaldir.
Ispat.n e Nven=Fk-1,(k,1) = 1,k,1 > 1 olsun.

axbisea*=b*modnn=k-lve (k1) =1
n

oldugundan

a* =b*mod k ve a* = b* mod |

dir. Boylece a~b ve a~b dir.
k l
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Simdi tersine a; =~ b; ve a, =~ b, olarak alalim ve a =~ b oldugunu gosterelim.
k l n

(k,1) = 1 oldugundan
a1+kx1 =a2+lylveb1+kx2 =b2+ly2

olacak sekilde x4, x,, y1, ¥, € Z mevcuttur. Buradan

al + kxl = bl + ka
n = kl

elde edilir. Boylece
Dy (n) = dy(k) - DN
dir. m

Onerme 2.23. N = 2%,n = 2F, B < a olsun. Bu takdirde ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere

1, p <3 ise,
®,a(28) = 28
2( ) @,ﬁ>3i5e,

dir.

Ispat. (i) # < 3 olsun. Bl'itl'inb;La € Q(N) sayilarinin ~ altinda denk olduklarin1 gosterelim.

2B
Bunun i¢in
a c
~ 4 = 4
b2“~d2“=)a = c* mod 2P

yani a* = c* mod 2F oldugunu gosterelim.
(a,b2%) =1 ve (¢,d2%) = 1 oldugundan a ve c tek sayilardir. Buradan
a=2a,—1vec=2cy— 1 olacak sekilde a,, cy € N

sayilar1 vardir. Buradan
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a*—ct*=(a*—-c*)(a*+c?) =(a—c)(a+c)a®+c?
=Q2ay—1—2co+1)2ay—1+2cy —1)(4a3 —4ay + 1 + 4c3 — 4cy + 1)
=2-(ag—cg)-2-(ag+cy—1)-2-(2a3 —2ay + 2c3 — 2co + 1)
= 23(ag — co)(ap + cg — 1)(2a3 — 2ag + 2¢& — 2¢y + 1)
= 0 mod 23

tiir. Boylece a* = c* mod 2F dur. Yani § < 3 igin ®@,2(2#) = 1 oldugu elde edilir.

@ii) f >3 olsun. Bu takdirde 2P ile aralarinda asal olan pozitif sayilarmn kiimesi

{1, 3,5,...,2°F — 1} dir. Bu kiimenin eleman sayis1 (p(Zﬁ) dir. Simdi

1 3 28 —1
2a0’a’™’  Ja

sayilar1 arasindan ~ ya gore denk olanlar1 bulalim.
2B

1 €{1,3,..,28 — 1} olmak iizere I* = (28 —1)" mod 2f oldugundan [ ~ 2 — |
2B
dir. Boylece temsilciler yariya iner ki bunlarin say1s1
o(2F)
2
dir. iddia ediyoruz ki

m 2P"t—m 272 —m

¢ 22 7 Qa

sayilar1 ~ bagimntisina gore denktir.
2B

a) m*= (271 - m)4 mod 2F oldugunu gosterelim.
2
(281 - m)4 = ((2[”‘1 - m)z) = (22672 -m-2f + mz)z
=214 4t m?- 2% 4+ m* —m - 23F "1 ;2. 221 — ;3. 2P
=28(23F* 4+ m? -2 —m-22F"1 + m?.2f"1 — 2m3) + m*
= m* mod 2F

olur.
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b) m* = (272 - m)4 mod 2F oldugunu gosterelim.
2
(2872 - m)4 = ((2[”‘2 - m)z) = (2% —m-2F1 ¢ mz)z
=248 4 m?. 222 4 m* —m - 23F~4 4 m? . 223 3. 2P
= 2B(23B—8 +m2-28-2 _ . 22B-4 4 2. 28-3 _ m3) +mt
= m* mod 2P

olur.

(a) ve (b) den

—_— o~ ~
=

2° 2B

0(2F)
8

olup bunlarin sayisi dir. Simdi bunlarin hepsinin farkli siniflarda oldugunu gosterelim.

Kolaylik olmasi acisindan paydalar1 atalim. Bu durumda

kosetleri elde edilir. Simdi bunlardan herhangi ikisinin ~ ya gore denk olmadigim
2B
gosterelim.

Varsayalim ki

mk<2P3—-1ve2f3—ma23—k
2B

olsun. Buradan
(2873 — m)4 = (2F3 - k)4 mod 2P = m* = k* mod 2°F
olur. Bdylece

m* —k* = 0mod 28 = (m — k)(m + k)(m? + k%) = 0 mod 2°
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elde edilir. Ayrica 2| m? + k? oldugundan
(m—k)(m + k) = 0mod 2P,2||(m — k,m + k)
bulunur. Buradan ise 2|m — k ve 26~2|m + k dir. Ancak
m+k<23-14+263_1=22_2

oldugundan 2~2|m + k olamaz. Boylece m — k = 0 dir. Yani m = k dir. Sonug olarak

sayilar birbirinden farkli olan yan sinif temsilcileridir. Béylece f > 3 ise

(%)

D,e(2F) = 3

dir. m

Onerme 2.24.p > 3,p = —1mod 4,p asal, N = p% n = p#,a, 8 € N olsun. Bu takdirde

¢ Euler fonksiyonu olmak iizere

Bype(pt) = 222

dir.

ispat. p# dan kiiciik ve p ile aralarinda asal olan 1,2, ...,p — 1, ..., p? — 1 sayilarim goz

Oniine alalim. Ag¢ik olarak

-1 pf+1
1zpﬁ—1,2zpﬁ—2,...,p ~ P

2 2
pP pP pP
dir. Bu durumda, temsilciler
B _
p 1
1,2,..,p—1,...,
P 2

B

olup bunlarin sayisi @ dir. p = —1 mod 4 i¢in temsilcilerin higbirinin birbirine denk

olmadigini1 géstermeliyiz.
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Varsayalim ki

ve a* = b* mod pP
olsun. Bu durumda
(a®? — b?)(a? + b?) = 0 mod pP

olur. Boylece

p#| a? — b? veya pf|a® + b?

dir.
= a?+ b? = 0mod p” ise a®> = —b? mod p? dir. Ote yandan
(b,pﬁ ) = 1 oldugundan kb = 1 mod pPolacak sekilde k € Z vardur.
Buradan

b =k ' mod pf = a? = —k~? mod p? = (ak)? = —1 mod p*

olur. Boylece (— l) = 1 olup bu durum ancak p = 1 mod 4 ile miimkiindiir. Bu ¢eliski ile

a? + b? = 0 mod pP olamayacag: elde edilir.

a? — b%? = 0 mod pP ise (a — b)(a + b) = 0 mod pP dir. Buradan

a—b = 0mod pP veyaa + b = 0 mod p?

elde edilir.

-1
oldugundana + b < pf vea — b < pP

a,b < P
dir. a # b ise iki durum da s6z konusu degildir. Boylece

-1
ise a* # b* mod p#

p=-1mod4vel<ab<

B
dur. Yani @, (p#) = @ dir.m
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Onerme 2.25.p > 5,p = 1 mod 4,p asal, N = p%,n = p#,a, f € N olsun. Bu takdirde ¢

Euler fonksiyonu olmak iizere
B
p\p
P pa (pﬁ ) = %

dir.
Ispat. Teorem 2.20 ve Teorem 2.21 geregi

ope(p) = 22

elde edilir.m

Teorem 2.26. n,N € Z*,n|N, n =2Y - p/* - .- p;,", 1 < i <7 i¢in p; = —1mod 4 ve ¢

Euler fonksiyonu olmak iizere

1 :
?rp(pfl ' pyT), Y <3ise
1

2T+3

dy(n) =

p(n), y > 3ise

dir. Burada @y (n) = |I[,(N): A,(N)| dir. m

Ispat. Onerme 2.23 den

1, pf <3 ise
d,a(2P) = B
2( ) _(p(2 ), B > 3ise,
8
ve Onerme 2.24 ile
B
p\p

dir. Ayrica Onerme 2.22 geregi ®(n) fonksiyonu ¢arpimsal oldugundan

1 .
?fp(plal . ...-pfr), y < 3ise
Dy (n) =

T3 pn), y > 3ise

elde edilir. m
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2.4.1. Baz1 Modiiler Alt Gruplarin Imprimitif Hareketi Yardimiyla Kongriians
Denklemlerin Coziimleri

p,p = 1 mod 4 6zelligine sahip bir asal say1 ve f € N olsun. Bu caligmada, p ile
aralarinda asal olan her a tam sayis1 i¢in modiiler alt gruplarin 6zel bir imprimitif transitif
hareketi kullanilarak a? + x? = 0 mod p? kongriians denklemini saglayan x tamsayi

¢Ozlimleri bulunacaktir.

Onerme 2.27. f < « olmak iizere |Ap3 (p%): To,p8 (p“)| indeksi 2 ye esittir.

Ispat. ilk 6nce To,p8 (Y = Mg (p%) oldugunu gosterelim.

p = 1 mod 4 oldugundan x? = —1 mod p® olacak sekilde bir x € Z mevcuttur. Ayrica
(x,p%) = 1 esitliginden xx, — yop%* = 1 olacak sekilde x,,y, € Z vardir.

Boylece
(pxa 2:(0)) € A,s(P™I\I ,8(P?)

bulunur.

Simdi |Ap3 (p%): Ty p8 (p“)| = 2 oldugunu gosterelim. Bunun igin

a b k l
A= <Cpa d)'B = (mpa u) € Apﬁ(pa)\ro,pﬁ(pa)

olsun. Buradan

AB™1 = (au —fmp“ I), (au — bmp%)? = a®u® mod p#

elde edilir. Ayrica a? = d? mod pP oldugundan p#|(a — d)(a + d) dir. Ote yandan
Aé¢ Fo’p[;(p“) = a % d mod p#

dir. Buradan p#|a + d elde edilir. Boylece a = —d mod p? bulunur.

Benzer sekilde k = —u mod p” elde ederiz. Ayrica

ad = 1 mod pP ve ku = 1 mod p*
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oldugundan

k? = —1 mod p?,a? = —1 mod p#
bulunur. Ote yandan

a? = d? mod p¥#,k? = u? mod p# = a*u? = a?k? = (-1)(-=1) = 1 mod p*
dir. Sonug olarak

AB™! €T, s (p%)

elde edilir. Bu |Ap3 (p%): Ty p8 (p“)| indeksinin 2 oldugunu verir.m

Teorem 1.50 de X kiimesi olarak Q,a := {#}, G grubu olarak I, (p®), H alt grubu

1 1

olarak Ty s(p®) ve G, olarak T'o (p%) = ((O 1

)) sabitleyeni alinirsa
Fgo(Pa) = [ ps(09) = Lo(p”)
oldugu kolaylikla gériiliir. Buradan Onerme 2.28 elde edilir.

Onerme 2.28. (Fo(p“),(@pa) bir imprimitif transitif permiitasyon grubu ve ¢ Euler

fonksiyonu olmak tizere

B
15 0] =20

dir.
Ispat. © un TH(p*) grubu altindaki yodriingesinin Qe kiimesi oldugu kolaylikla

gosterilebilir. Bu yiizden transitiflik agiktir. Buradan

her b% € Qpa icin g(w) = b% olacak sekilde bir g € Ty (p®)

vardir. Boylece

_(a k)
g = bp®

dir.
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a X o g e
b’ Y € Qpa olsun. Teorem 1.50 de oldugu gibi
a

X
bpa =~ W = gh_l € FO’pB(pa)

seklinde tanimlanan bir denklik bagintisi elde ederiz. Burada

— x t a
h = (yp“ u) € [ (p9)
dir. Boylece

au — kyp“ * ) a
* —tbp® + Ix € To,pr (P%)

gh‘1=<
bulunur. Buradan
au — kyp® = Ix — thp® mod pf = au = lx mod p”
elde edilir. Diger taraftan al = ux = 1 mod p? dir. Bu kongriianslardan
a’u = alx = x mod p? = a?ux = x? mod p*
elde edilir. Béylece a? = x? mod p# dir. Sonug olarak

a X

~ 2 — ,2
by Nyp“ & a? = x? mod p#
dir. Kisaca
a X

~ — yerinea = x
bp®  yp“®

kullanalim.

k>p olmak iizere a~a+p® oldugundan bloklarin  temsilcilerini

1,2,...,p — 1,...,p? — 1 sayilarindan elde ederiz. Buradaki temsilcilerin sayis1 ¢ (p?) dur.
B

Eger [ bu sayilardan biri ise [ ~ p# — [ dir. Bu, bloklarin sayisinin @ den kiiclik veya esit

B_
oldugunu gosterir. Bu nedenle temsilciler 1,2, ...,p — 1, ...,pTl den segilebilir. Simdi bu

sayilarin denk olmadiklarin1 gosterelim.



80

a =~ b = a® = b? mod p#
dir. Buradan
p”|(a—b)(a+b)
elde edilir. Ote yandan
(a,p) = (b,p) =1
oldugundan p|a — b ve p|a + b olamaz. Bu yiizden
sadece pf|la — b veyapfla+ b

dir. Fakat a — b,a + b < pP — 1 oldugundan bu iki durum yine saglanamaz. Sonug olarak

bloklarin sayisi

o(pf)
2

dir. m

Teorem 2.29. p,p = 1 mod 4 biciminde bir asal say1, a, p ile aralarinda asal bir tamsay1 ve
B herhangi bir dogal say1 olsun. Bu takdirde
x? + a? = 0 mod p#
kongriians denklemi mod p# ya gore tek bir x tamsay1 ¢oziimiine sahiptir.
Ispat. G = Ty(p%),H = A,s(p®), X = Qpe olsun. Bu takdirde Onerme 2.28 de oldugu gibi

(To(p®), (@pa), A,p(p”) alt grubuna gdre bir imprimitif transitif permiitasyon grubudur.

Ayrica imprimitif denklik bagintist

a X
~ 4 — ,4
bp“~yp“(:)a = x* mod p#

seklindedir. Gergekten

olmak tizere, v = g(o) ve w = h() olan g, h € T,(p%) vardir. Burada
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formundadir.

vewe g lhe Ap(p®)

u —t\( a k «
= (ypr %) (bp“ l) € App ()

( au — btp“ ku— 1t
—ayp® + bxp®* —kyp® + Ix

) € 8,00
& (au — btp®)* = 1 mod p*
& (a’u?)? = 1 mod pP < a*u* = 1 mod p#
Ote yandan det(g) = 1 oldugundan
ux = 1 mod pP
elde edilir. Buradan
u = x~ ! mod p#
bulunur. Boylece
a* = x* mod p#

olur. Sonug olarak

~ 4 _ 4
by W{:}a = x* mod p#
dir. Kisaca
a X .
bpe =~ pa yerine a = x

kullanacagiz. Dolayisi ile

a~x< a* =x*modpP

(47)
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dir. Buradan (a,p) =1 oldugundan a ~ a + p? oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece
1,2,..,p—1, ...,pﬁ — 1 dizisinden elemanlar1 p ile aralarinda asal, pﬁ dan kii¢iik olan
denklik smiflarmin temsilcilerini elde ederiz. Eger [ bu dizinin eleman ise [ ~ pf — [ dir.
Boylece temsilciler, sayisi @ olan 1,2, ..., ? dizisinden segilebilir. Ote yandan

ITo(@®): Ty, (@™)| = [To(@®): A s (@) - [A s (0): Ty s ()|

esitligi dogrudur. Ayrica Onerme 2.27 ve Onerme 2.28 den

o(p?)
4

ITo(@®): s ()| =
oldugundan (47) deki bagintinin bloklarinin sayis1

o(p*)
4

tiir. (47) den ise
p?|(a* = x*)(a® + x?)

elde edilir. Fakat p|a? — x2, p|la® + x? durumlari saglanmadigindan
pPl(a® - x?) veyapf|(a® + x?)

dir. Dolayist1 ile temsilciler

B _
D 1
R=112,..,

kiimesidir. Yani, a, x elemanlar1 R dedir. Bu nedenle pﬁ t a? — x? dir. Sonug olarak

pPla? + x?
elde edilir. Boylece
a~x e a?+x?=0modpP

dir.
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R kiimesindeki elemanlarin herhangi iicii mod p? ya denk degildir. Gergekten,

a,b,c € R dylekia = b = ¢ olsun. Bu takdirde
a? + b? = b? + ¢? = 0 mod pP

elde edilir. Boylece
a? = c¢? mod p#

bulunur. Dolayis1 ile
pPla—cveyapPla+c

dir. Ote yandan

B_
ac< pTl oldugundan p# t a + ¢

bulunur. Dolayisi ile p#|a — ¢ olup buradan a = ¢ elde edilir. Bu yiizden R nin en gok iki

o(pf)

4

eleman1 mod p? ya gére denk olabilir. Bloklarin say1s oldugundan eger a € R ise

a? + x? = 0 mod p*

olacak sekilde x € R vardir. Boylece eger a, p ile aralarinda asal bir tamsay1 ise a, R de bir

saytya denktir. Dolayisi ile yukaridan
a? + x? = 0 mod p” kongriians denklemini saglayan x € Z

mevcuttur. Teklik aciktir. m



3. IRDELEME

Mehmet Akbag [20] Hoare-Uzzel Teoremi yardimiyla [, (N) nin simgesindeki smir
bilesenlerinin sayisini hesaplamistir. S$anli [9] n|N olmak iizere I}, (N) kongriians alt
grubunun T[H(N) kongriians alt grubundaki indeksini ve Biiyiikkaragéz [10] Ty, (N)
grubunun A, (N) deki indeksini hesaplamistir.

Bu calismada, her N € N i¢in [Z(N) alt grubunun, N nin tek veya 2||N olmasi
durumlarinda ise I[$(N) alt grubunun simgelerindeki sinir bilesenlerinin sayilari ve sinir
bilesenlerindeki oo larin sayilar1 elde edilmistir. Ayrica, A,,(N) nin Iy(N) deki indeksi
hesaplanmistir. Bunlara ek olarak, p, p = 1 mod 4 6zelligine sahip bir asal say1 ve a,p ile

aralarinda asal tamsayr olmak iizere n = p?, N =p% f < a alindiginda T8 ("),

Ayp (p%) modiler alt gruplari igin |Ap3 (p%): Top8 (p“)|, |F0 (p%): Top8 (p“)| indeks
hesaplamalari yardimiyla x? + a? = 0 mod p# kongriians denkleminin mod p? ya gore tek

¢oziime sahip oldugu elde edilmistir.



4. SONUCLAR

Bu calismada elde edilen sonuclar asagida verilmistir.

1. N tek ve [, N nin asal garpanlara ayrilisindaki asallarm sayis1 olmak iizere, [Z(N) nin

21+1

simgesindeki sinir bilesenlerinin sayisinin oldugu ve her bir sinir bileseninin iki tane co

icerdigi elde edilmistir. (Teorem 2.4)

2. N gift, 2||N ve [, N nin asal garpanlara ayrilisindaki asallarin sayis1 olmak iizere, [Z(N)
nin simgesindeki smir bilesenlerinin sayisinin 2% oldugu ve her bir smir bileseninin iki

tane oo icerdigi elde edilmistir. (Teorem 2.5)

3.Ngift,a > 1,a € Zigin 2%||N ve [, N nin asal ¢arpanlara ayrilisindaki tek asallarin sayisi
olmak iizere, [Z (N) nin simgesindeki sinir bilesenlerinin sayisinin 2! oldugu ve her bir smir

bileseninin dort tane oo icerdigi elde edilmistir. (Teorem 2.6)

4. N tek ve 7, N nin asal ¢arpanlara ayrilisindaki asallarin sayis1 olmak iizere, [ (N) nin
simgesindeki sinir bilesenlerinin sayisinin 2”1 oldugu ve her bir sinir bileseninin iki tane

oo igerdigi elde edilmistir. (Teorem 2.19.1)

5. N cift, 2||N ve r, N nin asal carpanlara ayrilisindaki asallarin sayis1 olmak iizere, I3 (N)
nin simgesindeki smir bilesenlerinin sayisinin 2" ~2 oldugu ve her bir sinir bileseninin dort

tane oo icerdigi elde edilmistir. (Teorem 2.19.11)

6.n|N ve @y (n) = |Ty(N): A,,(N)| olmak iizere @, (n) nin ¢arpimsal bir fonksiyon oldugu
gosterildi. (Onerme 2.22)

7.n,N€Z*,nIN ve n=2Y-pf* - ..-p;", 1 < i <7 i¢in p; = —1mod 4 olmak iizere

®dpy(n) = |IH(N): A, (N)| fonksiyonu belirlendi. (Teorem 2.26)

8. p,p = 1 mod 4 biciminde bir asal say1, a, p ile aralarinda asal tamsay1 ve f§ € N olmak
iizere x? + a? = 0 mod p? kongriians denkleminin mod p# ya gore tek bir x tamsay:

¢Oziimiine sahip oldugu elde edildi. (Teorem 2.29)



5. ONERILER

[3(N)’nin simgesindeki simir bilesenlerinin sayis1 hesaplanirken N nin ¢ift olmasi
durumunda 2||N igin hesaplamalar yapilmistir. « € Z, @ = 2 olmak tizere 2%||N i¢in sinir

bilesenlerinin sayis1 hesaplanabilir.
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