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ÖNSÖZ 

 

Bu çalışmada, Γ modüler grubunun alt grupları olan Γ�0
2(𝑁𝑁), 𝑁𝑁 tek veya 2||𝑁𝑁 olması 

halinde Γ�0
3(𝑁𝑁) gruplarının simgelerindeki sınır bileşenlerinin sayıları ve Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) nin Γ0(𝑁𝑁) 

deki indeksi hesaplanmıştır. Ayrıca, bazı modüler alt grupların imprimitif hareketi 

yardımıyla 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 kongrüans denkleminin 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ya göre tek çözüme sahip 
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SİMGE VE KONGRÜANS DENKLEMLER 
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Danışman: Prof. Dr. Mehmet AKBAŞ 

2021, 88 Sayfa  

 

Bu çalışmada, bazı NEC gruplarının simgelerindeki sınır bileşenlerinin sayıları ve sınır 

bileşenlerindeki ∞ ların sayıları hesaplanmıştır. Ayrıca bazı modüler alt grupların imprimitif 

hareketi yardımıyla kongrüans denklemlerin çözümleri verilmiştir. 

Birinci bölümde Öklid olmayan kristalize grupların yapısı incelendi. 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ), Γ 

modüler grubu, kongrüans alt grupların bazı özellikleri, ayrık gruplar, temel bölgeler ve 

imprimitif hareket ile ilgili ihtiyaç duyduğumuz temel tanım, teorem ve sonuçlar verilmiştir.  

İkinci bölümde her 𝑁𝑁 ∈ ℕ için Γ�0
2(𝑁𝑁) grubunun ve 𝑁𝑁 tek veya 2||𝑁𝑁 olduğu 

durumlarda ise Γ�0
3(𝑁𝑁) grubunun simgelerindeki sınır bileşenlerinin sayıları Hoare-Uzzel 

Teoremi yardımıyla hesaplanmıştır. Ayrıca, Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) grubunun Γ0(𝑁𝑁) kongrüans alt 

grubundaki indeksi hesaplanmıştır. Bunlara ek olarak 𝑝𝑝, 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 özelliğine sahip bir 

asal sayı ve 𝛽𝛽 ∈ ℕ olmak üzere 𝑝𝑝 ile aralarında asal olan her 𝑎𝑎 tam sayısı için modüler alt 

grupların özel bir imprimitif transitif hareketi kullanılarak 𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 kongrüans 

denklemini sağlayan 𝑥𝑥 tamsayı çözümleri bulunmuştur. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Simge, Modüler grup, Ayrık grup, Öklid olmayan kristalize gruplar, 
Sınır bileşeni, İndeks 
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In this thesis, the numbers of link periods in the signatures of some NEC groups and 

the numbers of ∞ in the link periods are calculated. In addition, by the aid of imprimitive 

action of some modular subgroups, the solutions of congruence equations are given. 

In the first part, the structure of Non-Euclidean crystallized groups is examined. 

Required basic definitions, theorems and conclusions related with 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ), the modular 

group Γ, some properties of congruence subgroups, discrete groups, fundamental regions 

and imprimitive action are given. 

In the second part, the numbers of link periods in the signatures of the group Γ�0
2(𝑁𝑁) 

for all 𝑁𝑁 ∈ ℕ and the group Γ�0
3(𝑁𝑁) when 𝑁𝑁 is odd or 2||𝑁𝑁 are calculated by using the Hoare-

Uzzel Theorem. Moreover, the index of Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) group in the congruence subgroup Γ0(𝑁𝑁) is 

calculated. In addition, if 𝑝𝑝 is a prime number with 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 and 𝛽𝛽 ∈ ℕ, for any integer 

𝑎𝑎 coprime with 𝑝𝑝, the integer solutions 𝑥𝑥 of the congruence equation 𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

are obtained by using a special imprimitive transitive action of modular subgroups. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

19. yüzyılın sonlarına doğru Henry Poincare ayrık gruplar teorisinin temelini oluşturan 

bazı önemli sonuçlar elde etmiş ve bu sonuçları eliptik fonksiyonlar teorisinin 

genellemesinde kullanmıştır.  Henry Poincare tarafından sistematik olarak geliştirilen ve 

Fuchsian grupları olarak adlandırılan bu grupların invaryant bıraktığı fonksiyonlar 

günümüze kadar birçok bilim adamı tarafından çalışılmıştır. Öklid olmayan geometriler ve 

invaryant teorisinin keşfiyle lineer kesirli dönüşümler grubu, topolojik grup yapısına uygun 

olması sebebiyle, hem analizsel hem de cebirsel yöntemler kullanılarak araştırmacılar 

tarafından detaylıca incelenmiştir. Γ modüler grubunun kongrüans alt grupları olan 

Γ(𝑁𝑁), Γ1(𝑁𝑁), Γ0(𝑁𝑁), Γ0(𝑁𝑁) gruplarının büyük öneme sahip olduğu gözlemlenmiştir. 

Örneğin, 1637 yılında Pierre de Fermat’ın son teoreminin ispatında Γ nın kongrüans alt 

gruplarının önemli bir yer tuttuğu ortaya çıkmıştır. 

Schoeneberg [1], Γ0(𝑁𝑁) nin simgesini cebirsel yollardan elde etmiştir. Akbaş [2],  

Γ𝐹𝐹(𝑁𝑁) ≔ 〈Γ0(𝑁𝑁), 𝑧𝑧 → 1
𝑁𝑁

𝑧𝑧̅〉 Fricke grubunun sınır bileşenlerindeki ∞ ların sayısını 

hesaplamıştır. Jones ve arkadaşları [3] tarafından alt yörüngesel graflar, devre uzunlukları 

ve devrelerin orman olma durumları araştırılmıştır. Akbaş [4] ise  Γ modüler grubunun 

kongrüans alt grubu olan Γ0(𝑁𝑁) nin periyodlarını ve ilgili alt yörüngesel grafların devreleri 

arasındaki ilişkileri incelemiştir. 

Kader [5], 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) nin bazı alt gruplarının simgelerini elde etmiştir. Ayrıca, bu özel 

alt grupların simgeleri ile karşılık gelen alt yörüngesel grafların devreleri arasındaki ilişkiler 

ortaya konulmuştur. Beşenk [6] doktora çalışmasında NEC gruplar ve Fuchsian grupların 

simge devirleri üzerinde bazı hesaplamalar yaparak uygulamalarına yer vermiştir. 

Kesicioğlu [7] doktora tezinde Γ3 grubunun ve 𝜆𝜆 = 1+√5
2

 olmak üzere 𝐺𝐺5 Hecke grubunun 

ℚ�  ve ℚ�[𝜆𝜆] üzerindeki hareketi ile elde edilen alt yörüngesel grafları incelemiştir. Bu grafların 

devre uzunlukları ve bu grupları üreten eliptik elemanlar arasındaki ilişki incelenmiştir. Kör 

[8] ise Γ3 grubunun ℚ�  üzerindeki alt yörüngesel graflarından olan 𝐹𝐹1,1
3  grafının bağlantısız 

olduğunu göstermiştir. Ayrıca bazı özel hallerde Fibonacci sayılarının elde edildiğini 



2 
 

 
 

gözlemlemiştir. Şanlı [9] çalışmasında Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁) kongrüans alt grubunun Γ0(𝑁𝑁) deki indeksini 

ve Büyükkaragöz [10] ise Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁) grubunun Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) deki indeksini hesaplamışlardır. 

 

1.2. Topolojik Grup 

 

Tanım 1.1. 𝐺𝐺 ≠ ∅ bir küme ve ∙: 𝐺𝐺 × 𝐺𝐺 → 𝐺𝐺 bir ikili işlem olsun. Eğer 𝐺𝐺 üzerinde tanımlı ∙ 

işlemi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa (𝐺𝐺,∙) ikilisine bir grup denir. 

(i) ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑎𝑎 ∙ 𝑏𝑏 ∈ 𝐺𝐺 dir. 

(ii) ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑎𝑎 ∙ (𝑏𝑏 ∙ 𝑐𝑐) = (𝑎𝑎 ∙ 𝑏𝑏) ∙ 𝑐𝑐 dir. 

(iii) ∀𝑎𝑎 ∈ 𝐺𝐺 için ∃𝑒𝑒 ∈ 𝐺𝐺 öyle ki 𝑎𝑎 ∙ 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒 ∙ 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 dır. 

(iv) ∀𝑎𝑎 ∈ 𝐺𝐺 için ∃𝑎𝑎−1 ∈ 𝐺𝐺 öyle ki 𝑎𝑎 ∙ 𝑎𝑎−1 = 𝑎𝑎−1 ∙ 𝑎𝑎 = 𝑒𝑒 dir. 

Tanım 1.2. (𝐺𝐺,∙) bir grup olsun. Eğer ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑎𝑎 ∙ 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 ∙ 𝑎𝑎 ise 𝐺𝐺 ye değişmeli (abel, 

komutatif) grup denir.  

Tanım 1.3. (𝐺𝐺,∙) bir grup olsun. 𝐺𝐺 nin eleman sayısı sonlu ve 𝑛𝑛 ise bu gruba sonlu grup veya 

𝑛𝑛-inci mertebeden bir gruptur denir ve |𝐺𝐺| = 𝑛𝑛 ile gösterilir. Diğer durumda bu gruba sonsuz 

mertebeli gruptur denir.  

Tanım 1.4. (𝐺𝐺,∙) bir grup ve ∅ ≠ 𝐻𝐻 ⊂ 𝐺𝐺 olsun. Eğer ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑎𝑎 ∙ 𝑏𝑏−1 ∈ 𝐻𝐻 (veya    

𝑎𝑎−1 ∙ 𝑏𝑏 ∈ 𝐻𝐻) ise 𝐻𝐻 ya 𝐺𝐺 nin bir alt grubudur denir ve 𝐻𝐻 ≤ 𝐺𝐺 ile gösterilir. 

𝑒𝑒, 𝐺𝐺 nin birim elemanı olmak üzere {𝑒𝑒} ve 𝐺𝐺 ye 𝐺𝐺 nin aşikar (trivial) alt grupları denir. 

Ayrıca, eğer 𝐻𝐻 ≤ 𝐺𝐺 fakat 𝐻𝐻 ≠ 𝐺𝐺 ise 𝐻𝐻 ya 𝐺𝐺 nin öz altgrubu denir ve 𝐻𝐻 < 𝐺𝐺 ile gösterilir.  

Tanım 1.5. (𝐺𝐺,∙) bir grup, 𝐻𝐻 ≤ 𝐺𝐺 ve 𝑎𝑎 ∈ 𝐺𝐺 olsun. Buna göre 

(i)  𝐻𝐻𝐻𝐻 = {ℎ ∙ 𝑎𝑎|ℎ ∈ 𝐻𝐻} kümesine 𝐻𝐻 ın 𝐺𝐺 deki sağ yan sınıfı (sağ koseti) denir. 

(ii)  𝑎𝑎𝑎𝑎 = {𝑎𝑎 ∙ ℎ|ℎ ∈ 𝐻𝐻} kümesine 𝐻𝐻 ın 𝐺𝐺 deki sol yan sınıfı (sol koseti) denir. 

Tanım 1.6. (𝐺𝐺,∙) bir grup ve 𝑋𝑋 ⊂ 𝐺𝐺 olmak üzere ℳ: = {𝐻𝐻|𝐻𝐻 ≤ 𝐺𝐺, 𝑋𝑋 ⊂ 𝐻𝐻} şeklinde 

tanımlansın. 𝑀𝑀 = ⋂ 𝐻𝐻𝐻𝐻∈ℳ  alt grubuna 𝐺𝐺 nin 𝑋𝑋 alt kümesi tarafından üretilen alt grubu denir 

ve 𝑀𝑀 = 〈𝑋𝑋〉 ile gösterilir. Eğer ∃𝑎𝑎 ∈ 𝐺𝐺 öyle ki 𝐺𝐺 = 〈𝑎𝑎〉 ise 𝐺𝐺 grubuna devirli grup denir. 

Tanım 1.7. (𝐺𝐺,∙) bir grup, 𝐻𝐻 < 𝐺𝐺 olmak üzere 𝐺𝐺 de 𝐻𝐻 alt grubunu içeren her 𝐾𝐾 alt grubu 

için 𝐾𝐾 = 𝐺𝐺 ise 𝐻𝐻 ya 𝐺𝐺 de bir maksimal alt grup denir. 
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Tanım 1.8. 𝐺𝐺 bir grup, 𝐻𝐻 ≤ 𝐺𝐺 olsun. Eğer ∀𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 ve ∀ℎ ∈ 𝐻𝐻 için 𝑔𝑔ℎ𝑔𝑔−1 ∈ 𝐻𝐻 veya denk 

olarak 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐻𝐻𝐻𝐻 ise 𝐻𝐻 alt grubuna 𝐺𝐺 nin normal alt grubu denir ve 𝐻𝐻 ⊲ 𝐺𝐺 ile gösterilir. 

Ayrıca 

𝑁𝑁𝐺𝐺(𝐻𝐻) = {𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺|𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝐻𝐻𝐻𝐻} = {𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺|∀𝑎𝑎 ∈ 𝐻𝐻 için 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑎𝑎𝑎𝑎} 

kümesine 𝐻𝐻 nin 𝐺𝐺 deki normalleyeni adı verilir. 

Tanım 1.9. 𝐺𝐺 bir grup, 𝐻𝐻 ⊲ 𝐺𝐺 olmak üzere 𝐻𝐻 ın yan sınıflarının teşkil ettiği küme  

𝐺𝐺/𝐻𝐻 = {𝑔𝑔𝑔𝑔|𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺} 

olup bu küme üzerinde 𝑔𝑔𝑔𝑔 ∙ 𝑔𝑔′𝐻𝐻 = 𝑔𝑔𝑔𝑔′𝐻𝐻 şeklinde tanımlanan işleme göre 𝐺𝐺/𝐻𝐻 bir grup 

olur. Bu gruba bölüm grubu adı verilir. 

Tanım 1.10. (𝐺𝐺,∙) ve (𝐺𝐺′,∗) iki grup ve Π: 𝐺𝐺 → 𝐺𝐺′ dönüşümü verilsin. Eğer ∀𝑔𝑔1, 𝑔𝑔2 ∈ 𝐺𝐺 için 

Π(𝑔𝑔1 ∙ 𝑔𝑔2) = Π(𝑔𝑔1) ∗ Π(𝑔𝑔2) ise Π ye homomorfizma denir. Bununla birlikte eğer 

Π homomorfizması örten ise Π ye epimorfizma 

Π homomorfizması 1-1 ise Π ye monomorfizma 

Π homomorfizması 1-1 ve örten ise Π ye izomorfizma  

denir. Eğer Π dönüşümü bir izomorfizma ise 𝐺𝐺 ve 𝐺𝐺′ ye izomorftur denir ve 𝐺𝐺 ≅ 𝐺𝐺′ ile 

gösterilir. 

Ayrıca Π: 𝐺𝐺 → 𝐺𝐺 izomorfizmasına 𝐺𝐺 de bir otomorfizma adı verilir ve 𝐺𝐺 deki 

otomorfizmaların kümesi 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝐺𝐺) ile gösterilir. 

Tanım 1.11. Π: 𝐺𝐺 → 𝐺𝐺′ bir homomorfizma ve 𝑒𝑒, 𝐺𝐺′ nün birim elemanı olsun. Bu takdirde 

Π−1(𝑒𝑒) = {𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺|Π(𝑔𝑔) = 𝑒𝑒} 

kümesine Π homomorfizmasının çekirdeği denir ve Çek Π ile gösterilir. 

Tanım 1.12. 𝑋𝑋 bir küme ve 2𝑋𝑋, 𝑋𝑋 in tüm alt kümelerinin ailesi olmak üzere aşağıdaki 

özellikleri sağlayan bir 𝜏𝜏 ⊂ 2𝑋𝑋 alt kümesine 𝑋𝑋 üzerinde bir topoloji adı verilir. 

(i) ∅, 𝑋𝑋 ∈ 𝜏𝜏 dır. 

(ii) 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑛𝑛 ∈ 𝜏𝜏 ise ⋂ 𝐺𝐺𝑖𝑖
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ∈ 𝜏𝜏 dır. 

(iii) Λ ≠ ∅ bir indis kümesi olmak üzere {𝐺𝐺𝜆𝜆}𝜆𝜆∈Λ ⊂ 𝜏𝜏 ise ⋃ 𝐺𝐺𝜆𝜆𝜆𝜆∈Λ ∈ 𝜏𝜏 dır. 

Ayrıca (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) ikilisine bir topolojik uzay ve 𝜏𝜏 nun elemanlarına ise bu uzayda açık kümeler 

adı verilir.  
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Tanım 1.13. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) bir topolojik uzay ve 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 olsun. Eğer bir 𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏 için 𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 ise 𝑈𝑈 ya 𝑥𝑥 

in açık komşuluğu veya kısaca komşuluğu adı verilir. 

Tanım 1.14. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) bir topolojik uzay olsun. Eğer ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋, 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 elemanları için 𝑥𝑥 ve 𝑦𝑦 

nin ayrık açık komşulukları varsa (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) uzayına Haussdorff  uzayı adı verilir. 

Tanım 1.15. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏𝑋𝑋), ( 𝑌𝑌, 𝜏𝜏𝑌𝑌) iki topolojik uzay, 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 ve 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 bir fonksiyon olsun. 

Eğer 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ın her bir 𝑉𝑉 açık komşuluğu için 𝑓𝑓(𝑈𝑈) ⊂ 𝑉𝑉 olacak şekilde 𝑥𝑥0 ın bir 𝑈𝑈 açık 

komşuluğu varsa 𝑓𝑓 fonksiyonuna 𝑥𝑥0 noktasında süreklidir denir. Eğer 𝑓𝑓 fonksiyonu 𝑋𝑋 in her 

noktasında sürekli ise 𝑓𝑓 ye sürekli fonksiyon denir. 

Tanım 1.16. 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 iki topolojik uzay ve 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 bir fonksiyon olsun. Eğer 

(i)  𝑓𝑓 1-1 ve örten              

(ii)  𝑓𝑓 sürekli               

(iii)  𝑓𝑓−1 sürekli 

ise  𝑓𝑓 ye homeomorfizm veya topolojik eş yapı dönüşümü denir. 

Tanım 1.17. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) bir topolojik uzay, 𝑌𝑌 ≠ ∅ bir küme ve 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 bir fonksiyon olsun. 

𝜏𝜏𝑓𝑓 ≔ {𝑈𝑈 ⊂ 𝑌𝑌|𝑓𝑓−1 (𝑈𝑈) ∈ 𝜏𝜏} 

topolojisine 𝑓𝑓 fonksiyonu ile 𝑌𝑌 üzerinde üretilen bitiş topolojisi denir. 

Tanım 1.18. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) bir topolojik uzay, 𝑌𝑌 ≠ ∅ bir küme ve 𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 örten bir fonksiyon 

olmak üzere 𝑓𝑓 fonksiyonuna göre 𝑌𝑌 üzerindeki bitiş topolojisine bir bölüm topolojisi ve 

𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌 fonksiyonuna bölüm fonksiyonu adı verilir. 

Tanım 1.19. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) bir topolojik uzay olsun. 

(i)  Eğer bir 𝒜𝒜 ⊂ 𝜏𝜏 için 𝑋𝑋 = ⋃ 𝐴𝐴𝐴𝐴∈𝒜𝒜  ise 𝒜𝒜 ailesine 𝑋𝑋 in bir açık örtümü denir. 

(ii)  𝒜𝒜 ailesi 𝑋𝑋 in bir açık örtümü ve 𝒜𝒜 sonlu ise 𝒜𝒜 ya 𝑋𝑋 in sonlu örtümü denir. 

(iii) Eğer 𝑋𝑋 uzayının her açık örtümünün sonlu bir alt örtümü varsa 𝑋𝑋 uzayına 

kompakttır denir. 

Tanım 1.20. (𝑋𝑋, 𝜏𝜏) bir topolojik uzay, 𝐴𝐴 ⊂ 𝑋𝑋 olsun. Eğer  

(i)  𝐴𝐴 ∩ 𝑈𝑈 ≠ ∅ 

(ii)  𝐴𝐴 ∩ 𝑉𝑉 ≠ ∅ 

(iii)  (𝐴𝐴 ∩ 𝑈𝑈) ∩ (𝐴𝐴 ∩ 𝑉𝑉) = ∅ 

(iv)  𝐴𝐴 = (𝐴𝐴 ∩ 𝑈𝑈) ∪ (𝐴𝐴 ∩ 𝑉𝑉) 
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olacak şekilde iki açık 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ⊂ 𝑋𝑋 alt kümeleri bulunamaz ise 𝐴𝐴 alt kümesine 𝜏𝜏 topolojisine 

göre bir bağlantılı küme denir. Aksi halde bağlantısızdır denir. 

Tanım 1.21. 𝑋𝑋 en az iki elemanlı bir küme olsun. Bir 𝑑𝑑: 𝑋𝑋 × 𝑋𝑋 → ℝ dönüşümü aşağıdaki 

özellikleri sağlıyorsa 𝑑𝑑 ye 𝑋𝑋 üzerinde bir metrik denir. 

(i)  ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 0 ve 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0 ⟺ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 dir. 

(ii)  ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥) dir. 

(iii)  ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋 için 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) dir. 

Burada (𝑋𝑋, 𝑑𝑑) ikilisine ise bir metrik uzay denir. 

Tanım 1.22. (𝐺𝐺,∙) grubu bir topolojik uzay olsun. Eğer ∀𝑔𝑔, ℎ ∈ 𝐺𝐺 için 

(i) 𝑚𝑚: 𝐺𝐺 × 𝐺𝐺 ⟶ 𝐺𝐺 

  (𝑔𝑔, ℎ) → 𝑔𝑔 ∙ ℎ  

(ii) 𝑖𝑖: 𝐺𝐺 ⟶ 𝐺𝐺 

 𝑔𝑔 → 𝑔𝑔−1  

dönüşümleri sürekli ise 𝐺𝐺 ye bir topolojik grup denir. 

Tanım 1.23. Bir 𝑋𝑋 topolojik uzayı verilsin. Bir 𝐺𝐺 topolojik grubu için 

Λ: 𝐺𝐺 × 𝑋𝑋 ⟶   𝑋𝑋  

Λ(𝑔𝑔, 𝑥𝑥) = 𝑔𝑔Λ𝑥𝑥 =∶ 𝑔𝑔𝑔𝑔  

dönüşümü sürekli ve ∀𝑔𝑔1, 𝑔𝑔2 ∈ 𝐺𝐺 ve ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 için 

(i) (𝑔𝑔1𝑔𝑔2)𝑥𝑥 = 𝑔𝑔1(𝑔𝑔2𝑥𝑥) 

(ii) 𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑥𝑥  

şartları sağlanıyorsa [𝐺𝐺, 𝑋𝑋, Λ] üçlüsüne veya [𝐺𝐺, 𝑋𝑋] ikilisine bir topolojik dönüşüm grubu ve 

𝐺𝐺 ye 𝑋𝑋 üzerinde bir hareket grubu denir. Burada 𝑒𝑒, 𝐺𝐺 grubunun birim elemanıdır. 

Tanım 1.24. Δ keyfi bir topolojik uzayın alt kümesi olarak verilsin. Eğer ∀𝑥𝑥 ∈ ∆ için bir 𝑈𝑈 

komşuluğu, 𝑈𝑈 ∩ Δ = {𝑥𝑥} şartını sağlayacak şekilde bulunabiliyorsa Δ ya ayrıktır denir. 

ℝ nin ayrık alt kümelerine örnekler, ℤ tamsayılar kümesi, ℝ nin her sonlu alt kümesi, 

𝐴𝐴 = �1
𝑛𝑛

� 𝑛𝑛 ∈ ℤ, 𝑛𝑛 ≠ 0� kümeleri verilebilir. 𝐵𝐵 = �1
𝑛𝑛

� 𝑛𝑛 ∈ ℤ, 𝑛𝑛 ≠ 0� ∪ {0} kümesi ℝ nin 

ayrık olmayan bir alt kümesidir. 
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Lemma 1.25. [11] [𝐺𝐺, 𝑋𝑋] topolojik dönüşüm grubu verilsin. ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 için 

𝑥𝑥 ≈ 𝑦𝑦: ⟺ ∃𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺: 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑦𝑦  

olarak tanımlanan " ≈ " bağıntısı 𝑋𝑋 üzerinde denklik bağıntısıdır. ∎ 

Tanım 1.26. Lemma 1.25 de tanımlanan " ≈ " bağıntısının her bir denklik sınıfı hareketin 

yörüngesi olarak adlandırılır. 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 noktasını içeren yörüngeye bu noktanın yörüngesi denir 

ve bu yörünge 𝐺𝐺𝐺𝐺 ≔ {𝑔𝑔𝑔𝑔|𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺} ile gösterilir. 

Tanım 1.27. 𝐺𝐺, 𝑋𝑋 üzerinde bir hareket grubu olsun. Eğer ∀𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 için 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑦𝑦 olacak 

şekilde bir 𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 bulunabiliyorsa 𝐺𝐺, 𝑋𝑋 üzerinde transitif olarak hareket ediyor denir. Tanım 

gereğince 𝐺𝐺, 𝑋𝑋 üzerinde transitif olarak hareket ediyorsa ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 için 𝐺𝐺𝐺𝐺 = 𝑋𝑋 olur. Bu 

durumda bir tek yörünge vardır ve bu yörünge grubun transitif olarak hareket ettiği kümedir. 

Tanım 1.28. Bir 𝐺𝐺 grubu verilsin ve 𝐻𝐻 ≤ 𝐺𝐺 olsun. 𝐻𝐻 grubuna göre sağ ve sol denklik 

sınıflarının sayısı aynı olup, bu sayıya 𝐻𝐻 nin 𝐺𝐺 içerisindeki indeksi denir ve |𝐺𝐺: 𝐻𝐻| ile 

gösterilir. 

Tanım 1.29. 𝐺𝐺, 𝑋𝑋 üzerinde bir hareket grubu olsun. 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 noktası için  

𝐺𝐺𝑥𝑥 ≔ {𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺|𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑥𝑥} 

şeklinde tanımlanan kümeye bu noktanın sabitleyeni denir. 

Tanım 1.30. Bir 𝐺𝐺 grubu için 𝐶𝐶 ≔ {𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺|∀𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑥𝑥𝑥𝑥} şeklinde tanımlı kümeye 

𝐺𝐺 nin merkezi denir. 

Tanım 1.31. 𝑇𝑇: ℝ → ℝ bir dönüşüm olsun. Bu takdirde  𝑇𝑇𝑚𝑚 = 𝐼𝐼 eşitliğini sağlayan en küçük 

𝑚𝑚 ∈ ℤ+ sayısına 𝑇𝑇 dönüşümünün periyodu veya mertebesi denir. Eğer böyle bir 𝑚𝑚 pozitif 

tamsayısı bulunamazsa 𝑇𝑇 ye sonsuz periyotludur denir. 

Tanım 1.32. 𝑛𝑛 ≥ 1 olmak üzere 𝑛𝑛 den küçük ve 𝑛𝑛 ile aralarında asal olan pozitif tamsayıların 

sayısını veren fonksiyona Eulerin 𝜑𝜑 fonksiyonu denir ve 𝜑𝜑(𝑛𝑛) ile gösterilir. 

 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1
𝑟𝑟1𝑝𝑝2

𝑟𝑟2 ⋯ 𝑝𝑝𝑠𝑠
𝑟𝑟𝑠𝑠 verildiğinde 

𝜑𝜑(𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 �1 −
1
𝑝𝑝1

� �1 −
1
𝑝𝑝2

� ⋯ �1 −
1
𝑝𝑝𝑠𝑠

� 

şeklindedir. 
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Tanım 1.33. 𝑝𝑝 bir tek asal sayı ve (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 1 olsun. Eğer 𝑥𝑥2 ≡ 𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 kongrüans 

denkleminin çözümü var ise 𝑎𝑎 tamsayısına 𝑝𝑝 nin kuadratik rezidüsü denir. Eğer                   

𝑥𝑥2 ≡ 𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 kongrüans denkleminin çözümü yoksa 𝑎𝑎 tamsayısına 𝑝𝑝 nin kuadratik 

olmayan residüsü denir. 

Tanım 1.34. 𝑝𝑝 bir tek asal sayı ve 𝑎𝑎 ise 𝑝𝑝 ile bölünemeyen bir tamsayı olmak üzere 

�
𝑎𝑎
𝑝𝑝

� = �
1,

−1,
eğer 𝑎𝑎, 𝑝𝑝 nin kuadratik residüsü ise

eğer 𝑎𝑎, 𝑝𝑝 nin kuadratik olmayan residüsü ise  
 

şeklinde tanımlanan �𝑎𝑎
𝑝𝑝

� sembolüne Legendre sembolü denir. Bu sembol Fransız 

matematikçi Adrien-Marie Legendre tarafından verilmiştir. 

Teorem 1.35. [12] 𝑝𝑝 bir tek asal sayı olmak üzere 

�−
1
𝑝𝑝

� = �
1,

−1,
𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 ise

𝑝𝑝 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 ise  
 

dir. ∎ 

 

1.3. Öklid Olmayan Kristalize Gruplar 

 

1. ℂ∞ = ℂ ∪ {∞} genişletilmiş kompleks düzlem olmak üzere 

(𝐴𝐴) �𝑧𝑧 ⟶ 𝑎𝑎𝑎𝑎+𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐+𝑑𝑑

� 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℝ ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1� 

(𝐵𝐵) �𝑧𝑧 ⟶ 𝑎𝑎𝑧̅𝑧+𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑧̅𝑧+𝑑𝑑

� 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℝ ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = −1� 

şeklindeki dönüşümlerin grubu 𝐺𝐺 ile gösterilsin. Bu gruba ait olan her bir eleman  

𝒰𝒰 ≔ {𝑧𝑧 ∈ ℂ| 𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑧𝑧 > 0} 

şeklinde tanımlı düzlemin kendi üzerine konform veya ters konform homeomorfizmasıdır. 

(𝐴𝐴) şeklindeki dönüşümlerin grubu 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) ile temsil edilir. Bu şekilde tanımlı grup 

𝐺𝐺 de 2 indeksli bir alt gruptur. 𝒰𝒰 düzleminin her konform homeomorfizmi 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) de yer 

alır [3]. 
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𝐺𝐺 üzerinde bir topolojik yapı şu şekilde inşa edilebilir: 

𝐾𝐾 = {(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑) ∈ ℝ4|𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ±1} 

alt kümesini ele alalım. Bu küme ℝ4 ten indirgenen Öklid metriğine göre bir metrik uzaydır. 

𝐾𝐾 üzerinde ℝ4 de tanımlı Öklid topolojisine göre oluşturulan alt topolojiyi göz önüne alalım. 

𝐾𝐾 uzayında (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑) ile (−𝑎𝑎, −𝑏𝑏, −𝑐𝑐, −𝑑𝑑) noktalarını özdeşleştirelim. 

𝛿𝛿: 𝐾𝐾 ⟶ 𝐾𝐾, 𝛿𝛿(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑) ≔ (−𝑎𝑎, −𝑏𝑏, −𝑐𝑐, −𝑑𝑑) 

şeklinde tanımlı 𝛿𝛿 dönüşümü bir homeomorfizma olup özdeşlikle beraber 𝐾𝐾 üzerinde 2. 

mertebeden bir devirli grup olarak hareket eder. 

 Şimdi 𝐾𝐾 〈𝛿𝛿〉�  kümesini üzerinde tanımlı bölüm topolojisi ile göz önüne alalım. Bu 

durumda 𝐺𝐺 ile 𝐾𝐾 〈𝛿𝛿〉�  arasında birebir ve örten bir dönüşüm bulunabilir. Bundan dolayı  

𝑝𝑝: 𝐾𝐾 ⟶ 𝐾𝐾
〈𝛿𝛿〉�   , 𝑝𝑝(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑) ≔ [(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑)] 

şeklinde tanımlı projeksiyon dönüşümü süreklidir. Bu durumda 𝐺𝐺 grubunun üzerindeki 

topolojiyi 𝐾𝐾 〈𝛿𝛿〉�  üzerindeki topoloji olarak alabiliriz. Böylece 𝐺𝐺 grubu bir topolojik yapıya 

sahip olur. Buna ek olarak 𝐺𝐺, 𝒰𝒰 üzerinde bir hareket grubu olup 𝐺𝐺 nin de her dönüşümü 𝒰𝒰 

üzerinde sürekli olacağından [𝐺𝐺, 𝒰𝒰] bir topolojik dönüşüm grubu olur. Ayrıca 𝐺𝐺, 𝒰𝒰 üzerinde 

transitif olarak hareket eder. 

𝐺𝐺 topolojik grubu 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) ve 𝐺𝐺\𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) şeklinde iki bileşene sahiptir. 

𝐺𝐺 nin her bir ayrık alt grubuna Öklid olmayan kristalize grup denir ve kısaca NEC ile 

sembolize edilir. Bir Fuchsian grup, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) deki bir NEC grubu olarak tanımlanır. Eğer 

herhangi bir NEC grubu, (𝐵𝐵) türündeki elemanları içeriyorsa bu özel bir NEC grubu olarak 

adlandırılır. 𝒰𝒰 düzlemi, Öklid olmayan (hiperbolik) düzlemin bir modeline şu şekilde 

dönüştürülebilir: 

Bir yay elemanının hiperbolik uzunluğu 𝑑𝑑𝑑𝑑 ile gösterilir ve 

𝑑𝑑𝑠𝑠2 =
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑦𝑦2

𝑦𝑦2 =
|𝑑𝑑𝑑𝑑|2

𝑦𝑦2 , 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 

şeklinde tanımlanır.  
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Bu tanım vasıtasıyla parçalı, sürekli ve diferansiyellenebilir özellikli bir 𝐶𝐶 eğrisinin 

hiperbolik uzunluğu 

ℓ(𝐶𝐶): = � 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐶𝐶

= �
�𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝑑𝑑𝑦𝑦2

𝑦𝑦𝐶𝐶
 

şeklinde hesaplanabilir. Ek olarak, ölçülebilir bir 𝐸𝐸 kümesinin hiperbolik alanı ise 

𝜇𝜇(𝐸𝐸) ≔ �
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦2
𝐸𝐸

  

formülü ile verilebilir. Yukarıdaki hiperbolik düzlem modelinin geodezikleri, reel eksene 

dik yarı çemberler ve yarı doğrular olup bu tip eğriler hiperbolik doğrular olarak adlandırılır.  

 
 

 
 

Şekil 1. Hiperbolik doğrular  
 
 

𝒰𝒰 da verilen herhangi iki nokta arasındaki hiperbolik uzaklık, bu noktaları birleştiren 

bir tek hiperbolik doğru parçasının uzunluğudur. Bu metrik vasıtasıyla türetilen topoloji, 

bilinen Öklid topolojisine eş değerdir. Dolayısıyla herhangi bir topolojideki açık küme, 

diğerinde de açıktır. Hiperbolik uzaklık ve alan, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) nin dönüşümleri altında korunur 

[3]. 

2. Şimdi, 𝐺𝐺 grubuna ait olan elemanları, yön durumlarına ve sabit nokta kümelerine 

göre kategorize edelim: 

(𝑨𝑨∗) 𝑇𝑇 ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ)\{𝐼𝐼} dönüşümünün sabit noktalarını belirlemek için  
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

= 𝑧𝑧 

eşitliğinden 

 

𝑐𝑐𝑧𝑧2 + (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)𝑧𝑧 − 𝑏𝑏 = 0  (1)  
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denklemi elde edilir. (1) in kökleri 𝑇𝑇 nin sabit noktaları olup bu noktaların sayısı en fazla 2 

dir. Bu noktalar ise 

𝑧𝑧1,2 =
−(𝑑𝑑 − 𝑎𝑎) ± �(𝑎𝑎 + 𝑑𝑑)2 − 4

2𝑐𝑐
 

şeklinde belirlenir. Kökler için aşağıdaki durumlar gözlemlenir: 

(i) |𝑎𝑎 + 𝑑𝑑| > 2 ise, 𝑇𝑇 iki farklı sabit noktaya sahiptir ve bu noktalar ℝ ∪ {∞} üzerinde 

yer alır. Bu şekildeki 𝑇𝑇 dönüşümüne hiperbolik dönüşüm denir. 

(ii) |𝑎𝑎 + 𝑑𝑑| = 2 ise, 𝑇𝑇 birbirine eşit iki sabit noktaya sahiptir ve bu noktalar ℝ ∪ {∞} 

da yer alır. Bu şekildeki 𝑇𝑇 dönüşümüne parabolik dönüşüm denir. 

(iii) |𝑎𝑎 + 𝑑𝑑| < 2 ise, 𝑇𝑇 birbirinin eşleniği olan iki kompleks sabit noktaya sahiptir ve 

bu noktalardan yalnızca biri 𝒰𝒰 kümesindedir. Bu şekildeki 𝑇𝑇 dönüşümüne eliptik dönüşüm 

denir. 

(𝑩𝑩∗) Şimdi 𝑇𝑇 ∈ 𝐺𝐺\𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) alalım ve  

𝑧𝑧 =
𝑎𝑎𝑧𝑧̅ + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑧𝑧̅ + 𝑑𝑑

 

 yazalım. Buradan 

 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑧𝑧̅ + 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑧𝑧̅ − 𝑏𝑏 = 0  (2)  

 

denklemi bulunur. Bu denklemde 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 ve 𝑧𝑧̅ = 𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 yazılırsa  

 𝑐𝑐(𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 )(𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 ) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥 + 𝑖𝑖𝑖𝑖 ) − 𝑎𝑎(𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 ) − 𝑏𝑏 = 0 

𝑐𝑐(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) + 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑖𝑖(𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝑏𝑏 = 0   

�𝑐𝑐(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) + (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 − 𝑏𝑏 = 0
(𝑑𝑑 + 𝑎𝑎)𝑦𝑦 = 0  

şeklinde iki denklem elde edilir. Bu denklemler incelendiğinde aşağıdaki sonuçlara 

ulaşılabilir: 

i) Eğer 𝑎𝑎 + 𝑑𝑑 ≠ 0 ise 𝑦𝑦 = 0 olup  

 

𝑐𝑐𝑥𝑥2 + (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 − 𝑏𝑏 = 0  

denklemi elde edilir. Dolayısıyla denklemin diskriminantı 
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Δ = (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)2 + 4𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑑𝑑2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2 + 4𝑏𝑏𝑏𝑏 

olup eğer 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = −1 eşitliği de kullanılırsa Δ = (𝑎𝑎 + 𝑑𝑑)2 + 4 > 0 olduğu görülür. 

Bunun sonucunda 𝑇𝑇 iki farklı sabit noktaya sahiptir ve bu noktalar ℝ ∪ {∞} üzerindedirler. 

Bu şekildeki 𝑇𝑇 dönüşümüne kayan-yansıma denir. 

ii) Eğer 𝑎𝑎 + 𝑑𝑑 = 0 ise (𝑎𝑎 + 𝑑𝑑)𝑦𝑦 = 0 eşitliği her bir 𝑦𝑦 noktası için sağlanacağından  

𝑐𝑐(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) + (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥 − 𝑏𝑏 = 0 

eşitliği gereğince 𝑇𝑇 dönüşümünün sabit noktaları kümesi 𝑐𝑐 ≠ 0 için bir çemberdir. Ayrıca  

𝑎𝑎 + 𝑑𝑑 = 0 ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = −1 

eşitlikleri göz önüne alınarak bu çemberin merkezinin �𝑎𝑎
𝑐𝑐

, 0� ve yarıçapının 1
|𝑐𝑐| olduğu elde 

edilir. 𝑐𝑐 = 0 olması durumunda 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏/(𝑑𝑑 − 𝑎𝑎) doğrusu bulunur. Bu takdirde 𝑇𝑇 

dönüşümüne bir yansıma denir. 

Bu sonuçlar göz önüne alındığında 𝐺𝐺 grubunun hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-

yansıma ve yansıma şeklinde adlandırılan beş tip elemanı olduğu görülür [3]. 

Tanım 1.36. 𝑇𝑇1 ve 𝑇𝑇2, 𝐺𝐺 grubunun keyfi iki elemanı olmak üzere 𝑇𝑇1 = 𝑇𝑇𝑇𝑇2𝑇𝑇−1 olacak 

şekilde bir 𝑇𝑇 ∈ 𝐺𝐺 bulunabilirse 𝑇𝑇1 ve 𝑇𝑇2 birbirinin eşleniğidir denir. 

Lemma 1.37. [3] Birbirinin eşleniği olan 𝑇𝑇1 ve 𝑇𝑇2 aynı tiptendirler.∎ 

 𝐺𝐺 ye ait olan elemanları, bu elemanların izleri (trace) denilen 𝑎𝑎 + 𝑑𝑑 ye ve 

determinantlarına göre kategorize edebiliriz. 𝐺𝐺 nin eşlenik elemanlarının aynı tip olduğu 

gerçeği kullanıldığında, dönüşümlerin her biri bir doğal gösterime sahiptir. Doğal 

gösterimler aşağıdaki şekilde sınıflandırılır: 

Eleman Türü                                      Doğal Gösterim 

Hiperbolik                                       𝑧𝑧 ⟶ 𝜆𝜆𝜆𝜆   (𝜆𝜆 > 1) 

Eliptik                                              𝑧𝑧 ⟶ 𝑤𝑤, 𝑤𝑤−𝑖𝑖
𝑤𝑤+𝑖𝑖

= 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑧𝑧−𝑖𝑖
𝑧𝑧+𝑖𝑖

, 𝜃𝜃 ≠ 2𝑛𝑛𝑛𝑛 

Parabolik                                          𝑧𝑧 ⟶ 𝑧𝑧 ± 1 

Kayan-yansıma                                𝑧𝑧 ⟶ 𝜆𝜆𝑧𝑧̅   (𝜆𝜆 < −1) 

Yansıma                                           𝑧𝑧 ⟶ −𝑧𝑧̅ 
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Tanım 1.38. Λ bir Fuchsian grubu olmak üzere 

(𝐢𝐢) � 𝑇𝑇(F)
𝑇𝑇∈Λ

= 𝒰𝒰                         (𝐢𝐢𝐢𝐢)  ∀𝑇𝑇 ∈ Λ\{𝐼𝐼} için  
ο
F ∩ 𝑇𝑇(

ο
F ) = ∅ 

koşullarını gerçekleyen kapalı F kümesine bu Fuchsian grubu için temel bölge denir. 

Tanım 1.39. Λ ≤ PSL(2, ℝ), 𝑇𝑇 ∈ Λ ve  

𝑇𝑇(𝑧𝑧) =
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

, 𝑐𝑐 ≠ 0 

olsun. 𝐼𝐼(𝑇𝑇): |𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑|2 = 1 şeklinde tanımlı çember, 𝑇𝑇 dönüşümünün izometrik çemberi 

olarak adlandırılır. Burada 

|𝑇𝑇′(𝑧𝑧)| = 1 ⟺ 𝑧𝑧 ∈ 𝐼𝐼(𝑇𝑇) 

olacağından izometrik çember, diferansiyel Öklid uzunluğunu değiştirmeden 𝑇𝑇 ile 

dönüştürülen noktaların geometrik yeridir. Eğer 𝐹𝐹∞, Λ da sonsuzun Λ∞ sabitleyeni için bir 

temel bölge ayrıca 𝐾𝐾, Λ nın tüm izometrik çemberlerinin dışında kalan bölge ise                    

𝐹𝐹 = 𝐹𝐹∞ ∩ 𝐾𝐾, Λ için bir temel bölge adını alır. Bu tip bölgelere Ford Bölgesi denir.  

 

1.4. Simge 

 

Macbeath [13] her bir NEC grubuna bu grubun cebirsel yapısını karakterize eden bir 

simge karşılık getirdi. Her sonlu üretilmiş Fuchsian grubu aşağıdaki gibi bir gösterime 

sahiptir: 

Üreticiler:    𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, … , 𝑎𝑎𝑔𝑔, 𝑏𝑏𝑔𝑔  :hiperbolik elemanlar 

   𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑟𝑟              :eliptik elemanlar 

   𝑝𝑝1, … . , 𝑝𝑝𝑚𝑚           :parabolik elemanlar 

Bağlantılar: 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑟 

� 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑏𝑏𝑗𝑗𝑎𝑎𝑗𝑗
−1𝑏𝑏𝑗𝑗

−1 ∙
𝑔𝑔

𝑗𝑗=1

� 𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑟𝑟

𝑘𝑘=1

� 𝑝𝑝𝑡𝑡

𝑚𝑚

𝑡𝑡=1

= 1 

Simge:        (𝑔𝑔 ;  𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, … , 𝑚𝑚𝑟𝑟 ;  𝑚𝑚) 

Burada 𝑔𝑔-grubun cinsini, 𝑚𝑚𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑟 üretici eliptik elemanların mertebelerini ve 

𝑚𝑚 parabolik sınıf sayısını göstermektedir [14].  
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Bir NEC grubunun simgesi 

• Üreteçleri:   𝑥𝑥𝑖𝑖 ,   𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑟 

    𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 

    𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 , 𝑗𝑗 = 0,1, … , 𝑠𝑠𝑖𝑖 

    𝑎𝑎𝑖𝑖𝑏𝑏𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑔𝑔 

Bağıntıları: 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑖𝑖  , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑟 

 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖
−1𝑐𝑐𝑖𝑖0𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 

 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖−1
2 = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

2 = (𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖−1. 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑠𝑠𝑖𝑖 

 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟𝑒𝑒1𝑒𝑒2 … 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑎𝑎1𝑏𝑏1𝑎𝑎1
−1𝑏𝑏1

−1𝑎𝑎2𝑏𝑏2𝑎𝑎2
−1𝑏𝑏2

−1 … 𝑎𝑎𝑔𝑔𝑏𝑏𝑔𝑔𝑎𝑎𝑔𝑔
−1𝑏𝑏𝑔𝑔

−1 = 1 

Simge: 

 

�𝑔𝑔; +; [𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, … , 𝑚𝑚𝑟𝑟]; ��𝑛𝑛11.𝑛𝑛12….,𝑛𝑛1𝑠𝑠1�, �𝑛𝑛21.𝑛𝑛22….,𝑛𝑛2𝑠𝑠2�, … , �𝑛𝑛𝑘𝑘1.𝑛𝑛𝑘𝑘2….,𝑛𝑛𝑘𝑘𝑠𝑠𝑘𝑘���   (3)  

 

veya 

• Üreteçleri:   𝑥𝑥𝑖𝑖 ,   𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑟 

     𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 

    𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 , 𝑗𝑗 = 0,1, … , 𝑠𝑠𝑖𝑖 

    𝑑𝑑𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑔𝑔 

Bağıntıları: 𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑚𝑚𝑖𝑖  , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑟𝑟 

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑒𝑒𝑖𝑖
−1𝑐𝑐𝑖𝑖0𝑒𝑒𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 

𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖−1
2 = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

2 = (𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖−1. 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1 , 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑠𝑠𝑖𝑖 

𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑟𝑟𝑒𝑒1𝑒𝑒2 … 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑑𝑑1
2𝑑𝑑2

2 … 𝑑𝑑𝑔𝑔
2 = 1 

Simge: 

 

�𝑔𝑔; −; [𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, … , 𝑚𝑚𝑟𝑟]; ��𝑛𝑛11.𝑛𝑛12….,𝑛𝑛1𝑠𝑠1�, �𝑛𝑛21.𝑛𝑛22….,𝑛𝑛2𝑠𝑠2�, … , �𝑛𝑛𝑘𝑘1.𝑛𝑛𝑘𝑘2….,𝑛𝑛𝑘𝑘𝑠𝑠𝑘𝑘���   (4)  

 

biçimindedir. Burada 𝑚𝑚𝑖𝑖 sayılarına (öz)periyodlar, �𝑛𝑛𝑖𝑖1.𝑛𝑛𝑖𝑖2….,𝑛𝑛𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖� parantezlerine periyod-

devirler veya sınır bileşenleri adı verilir. Simge, üzerinde çalışılan grubun invaryantlarını 

belirlediği için oldukça önemlidir. 
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1.5. Modüler Grup 

 

Tanım 1.40. Modüler grup, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) grubunun 

Γ ≔ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℤ) = �𝑧𝑧 ⟶
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

� 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℤ ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1� 

şeklinde tanımlı alt grubudur. 

Bu şekilde tanımlı grup, girdileri tam sayı olan 2 × 2 boyutlu matrisler yardımıyla  

𝐴𝐴 = �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� , 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴 = 1 

olarak da temsil edilebilir. 

𝐴𝐴 ve – 𝐴𝐴 matrisleri aynı dönüşümü temsil edeceği için 𝐴𝐴 matrisi negatifi ile eş alınır. 

Dolayısıyla tez boyunca matris ve dönüşüm arasında bir ayrım olmayacaktır. Benzer şekilde 

𝑘𝑘 ≠ 0 olmak üzere 

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ve �𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘𝑘𝑘� 

matrisleri aynı dönüşümü temsil edeceğinden hesaplamaların uygun görülen yerlerinde bu 

matrisler eşit olarak alınacaktır. (Burada determinantın 1 olma şartı aranmayabilir.) 

Şimdi Γ modüler grubunun 𝑇𝑇(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 1 ve 𝑈𝑈(𝑧𝑧) = − 1
𝑧𝑧
 şeklinde tanımlı dönüşümler 

vasıtasıyla üretildiğini gösteren teoremi ifade ve ispat edelim. 

Teorem 1.41. [1] Γ modüler grubu 𝑇𝑇 = �1 1
0 1� ve 𝑈𝑈 = �0 −1

1 0 � matrisleri ile üretilir. 

İspat. Öncelikle Γ nın Ford bölgesini bulalım. Kabul edelim ki Γ∞ ile Γ da  ∞ un sabitleyeni 

temsil edilsin. 

𝐹𝐹∞ = �𝑧𝑧 ∈ 𝒰𝒰 ∶ |𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧)| ≤
1
2

� 

alalım. Bu durumda yukarıda tanımlı şerit, Γ∞ sabitleyeni için bir temel bölge olur. Ayrıca 

en geniş izometrik çemberlerin yarıçapları 1 olup bu şekildeki çemberlerin merkezleri reel 

eksen üzerindeki tam sayılardır. Bu çemberler içerisinden merkezleri 0, −1, 1 olan üç 

çember bu şerit ile kesişir. Bu kesişimler şu şekildedir: 
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𝜌𝜌 = −
1
2

+
𝑖𝑖√3

2
 ve  − 𝜌̅𝜌 =

1
2

+
𝑖𝑖√3

2
 

için 0 merkezli çember 𝜌𝜌 ve −𝜌̅𝜌 noktalarında; 1 merkezli çember −𝜌̅𝜌 noktasında; −1 

merkezli çember 𝜌𝜌 noktasında 𝐹𝐹∞ ile kesişir.  

Ayrıca bunlar dışında kalan çemberlerin yarıçapları 1/2 den küçük veya eşittir. 

Bundan dolayı 

𝐹𝐹 = �(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ ℝ2: 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≥ 1, |𝑥𝑥| ≤
1
2

, 𝑦𝑦 > 0� 

şeklinde tanımlı küme Γ modüler grubunun temel bölgesidir. 

 
 

 
 

Şekil 2. Γ modüler grubunun 𝐹𝐹 temel bölgesi 
 
 

𝑇𝑇(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 1 şeklinde verilen dönüşüm için 𝑇𝑇(𝑠𝑠1) = 𝑠𝑠1
′  ve 𝑈𝑈(𝑧𝑧) = − 1

𝑧𝑧
 şeklinde 

verilen dönüşüm için 𝑈𝑈(𝑠𝑠2) = 𝑠𝑠2
′  olacağından (𝑠𝑠1, 𝑠𝑠1

′ ) ve (𝑠𝑠2, 𝑠𝑠2
′ ) ikilileri eşlenik kenar 

çiftleridir. Böylece Γ modüler grubu, yukarıda verilen 𝑇𝑇 ve 𝑈𝑈 dönüşümleri ile üretilir. 𝑇𝑇 ile 

𝑈𝑈 dönüşümlerinin tanımları gereğince 𝑇𝑇 nin parabolik eleman ve 𝑈𝑈 nun 2. mertebeden eliptik 

eleman olduğu görülür. Böylece Γ modüler grubu  

𝑉𝑉 ≔ 𝑇𝑇𝑇𝑇 = �1 −1
1 0 � 

şeklinde tanımlı 3. mertebeden eliptik eleman olmak üzere 𝑈𝑈(𝑧𝑧) = − 1
𝑧𝑧
  ve  𝑉𝑉(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧−1

𝑧𝑧
 

elemanları vasıtasıyla da üretilebilir. O halde 𝑈𝑈2 = 𝑉𝑉3 = 𝐼𝐼 elde edilir. Sonuç olarak Γ 

grubunun üreticileri 𝑈𝑈, 𝑉𝑉, 𝑇𝑇 olduğundan bu grubun simgesi (0; 2, 3, ∞) şeklindedir. ■ 
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𝑁𝑁 = 2 alındığında Γ0(2) grubunun temel bölgesi olan 𝐷𝐷, Şekil 3 deki gibi 

resmedilebilir. 

 
 

 
 

Şekil 3. Γ0(2) grubunun 𝐷𝐷 temel bölgesi 
 
 
𝑇𝑇(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧

2𝑧𝑧+1
∈ Γ0(2) şeklinde verilen parabolik elemanı için 𝑇𝑇(𝑧𝑧1) = 𝑧𝑧2 ve         

𝑆𝑆(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧−1
2𝑧𝑧−1

∈ Γ0(2) şeklinde verilen 2. mertebeden eliptik elemanı için 𝑆𝑆(𝑧𝑧2) = 𝑧𝑧2 dir. 

Buna ek olarak birer parabolik eleman da 0 ve ∞ noktalarını sabit bırakır. Bunun sonucu 

olarak Γ0(2) grubunun simgesi (0; 2, ∞, ∞) şeklindedir. 

 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1 ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1 alınırsa  

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

 

indirgenmiş formda olduğu açıktır. Gerçekten, eğer aksi olsaydı, 𝑛𝑛| 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ve 𝑛𝑛| 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 

koşulunu sağlayan bir 𝑛𝑛 ∈ ℤ bulunabilirdi. Buradan 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 ∈ ℤ için  

 

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑘𝑘𝑘𝑘  (5)  

ve 

𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑙𝑙𝑙𝑙  (6)  

 

olur ki (5) ve (6) eşitliklerinin her iki tarafı sırasıyla 𝑑𝑑 ve −𝑏𝑏 ile çarpılırsa 

 

(𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏)𝑥𝑥 = (𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑏𝑏)𝑛𝑛  (7)  
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elde edilir. Benzer olarak (5) ve (6) eşitlikleri sırasıyla −𝑐𝑐 ve 𝑎𝑎 ile çarpılırsa  

 

(𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏)𝑦𝑦 = (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑐𝑐𝑐𝑐)𝑛𝑛  (8)  

 

bulunur. (7) ve (8) den 𝑛𝑛| 𝑥𝑥 ve 𝑛𝑛| 𝑦𝑦 elde edilir ki bu bir çelişkidir [3]. 

 𝐺𝐺 bir topolojik grup olmak üzere 𝒰𝒰 düzleminin ters konformal  homeomorfizmleri, 

G\𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) grubunun elemanlarıdır. Bundan dolayı G\𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) grubunun elemanlarına 

genellikle hiperbolik yansıma veya ℍ-yansıma denir.   

 
 

 
Şekil 4. Δ Hiperbolik üçgeni 

 
 

∆ hiperbolik üçgeni Şekil 4 ten görüldüğü üzere; köşeleri v1, v2, v3 sırasıyla bu 

köşelerdeki açıları 𝜋𝜋
m1

, 𝜋𝜋
m2

, 𝜋𝜋
m3

  ve bu köşelerin karşısındaki kenarları M1, M2, M3 olan bir ℍ-

üçgen olsun. 

i = 1,2,3 için Ri ler Mi leri içeren ℍ-doğrusundaki yansımalar olarak alınsın. Ayrıca 

R1, R2, R3 yansımaları vasıtasıyla üretilen grup Γ∗ olsun. Γ∗ grubu, Ri ∉ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) 

olduğundan bir Fuchsian grup değildir. Fakat Γ = Γ∗ ∩ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) olduğundan Γ∗ın Γ 

grubundaki yan sınıfın birleşimi olduğu görülür. Bu durumda genelliği bozmadan bu ifadeyi 

Γ∗ ∪ R1Γ olarak alabiliriz. 𝑆𝑆 ∈ Γ∗\Γ olması halinde R1S, iki ters konformal  

homeomorfizmin  bileşkesi olur. Sonuç olarak R1S konform olup R1S ∈ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃(2, ℝ) sağlanır. 

Benzer şekilde R1S ∈ Γ∗ olduğundan R1S ∈ Γ ve 𝑆𝑆 = R1(R1S) ∈ R1Γ sağlanır.  
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Şekil 5. R1(∆), R1R2(∆) ℍ-üçgenleri 
 
 

Kenarları R1(M1) = M1, R1(M2), R1(M3) olan R1(∆) ℍ-üçgeni, yukarıda verilen ∆ 

üçgeninin R1 ℍ-yansıması altındaki görüntüsüdür. R1(M2) nin bir ℍ-yansıma olmasının 

sebebi, R1R2R1
−1 nin noktasal olarak R1(M2) yi  sabit  bırakmasıdır. Bu yansıma kullanılarak 

Şekil 5 den görüleceği üzere 

R1R2R1
−1�R1(∆)� = R1R2(∆) 

elde edilir. 

Bu düşünce benzer şekilde sürdürüldüğünde ∆, R1(∆), R1R2(∆), R1R2R1(∆),…, 

(R1R2)m3−1(∆) nin v3 köşesi etrafında çevrilen hiperbolik üçgenler olduğu görülür. v3 

köşesini sabit bırakan iki ℍ-yansımanın çarpımı R1R2 olmak üzere bu çarpım v3 köşesi 

etrafında 2𝜋𝜋
m3

 açı ölçüsünce hiperbolik dönme şeklinde alınabilir. Bu durumda (R1R2)m3 = 𝐼𝐼 

eşitliği elde edilir. 

𝒰𝒰 düzleminin bir gösterimini {𝑇𝑇(∆): 𝑇𝑇 ∈ Γ∗} kümesinin oluşturduğu,  ∆ üçgeninin Γ∗ 

görüntülerinin birbirini örtmediğinden ve 𝒰𝒰 düzleminin her bir noktasının ∆ nın bir Γ∗ 

görüntüsüne ait olduğundan söylenebilir. 

Şimdi keyfi bir 𝑝𝑝 ∈ ∆ noktası alalım. O zaman bu keyfi noktanın Γ∗ görüntüleri, 

döşemenin diğer üçgenlerine karşılık gelen noktalardır. Bu durumda bu noktalar ayrık bir 

küme meydana getirirler. Bunun sonucu olarak 𝒰𝒰 düzlemine ait olan her bir noktanın Γ 

yörüngesi, ayrık bir kümedir. Bu durumda Γ bir Fuchsian grup olup bu şekilde oluşturulan 

gruba üçgen grup denir. Açıkça görüleceği üzere 

R1
2 = R2

2 = R3
2 = (R1R2)m3 = (R2R3)m1 = (R1R3)m2 = 𝐼𝐼 

eşitliği sağlanır. Eğer Γ grubunda, 𝑋𝑋 = R1R2 ve 𝑌𝑌 = R2R3 olarak seçilirse 
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𝑋𝑋m3 = 𝑌𝑌m1 = (𝑋𝑋𝑋𝑋)m2 = 𝐼𝐼 

eşitliği bulunur. Bu eşitlikler vasıtasıyla Γ grubundaki her bir bağıntı elde edilebilir. Grup 

teorisi göz önüne alındığında Γ grubunun temsili 

Γ = 〈𝑋𝑋, 𝑌𝑌 | 𝑋𝑋m3 = 𝑌𝑌m1 = (𝑋𝑋𝑋𝑋)m2 = 𝐼𝐼〉 

olarak alınabilir. Bundan dolayı Γ, m1, m2, m3 doğal periyotlarına sahip olan bir üçgen 

grubudur ki, bu grup 𝜋𝜋
m1

, 𝜋𝜋
m2

, 𝜋𝜋
m3

 açılarından oluşan Δ, ℍ-üçgeninden elde edilir. 

𝑙𝑙, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ ∪ {∞} olmak üzere bir üçgen grup, (𝑙𝑙, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛) şeklinde gösterilir ve 

{𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧: 𝑥𝑥𝑙𝑙 = 𝑦𝑦𝑚𝑚 = 𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1} 

bağıntısına sahiptir. Geometrik bir bakış açısıyla, 𝑋𝑋 küre, Euclid düzlemi ya da hiperbolik 

düzlem olmak üzere 𝜋𝜋
𝑙𝑙

, 𝜋𝜋
𝑚𝑚

, 𝜋𝜋
𝑛𝑛
 açılarına sahip olan ∆ üçgenini göz önüne alalım. O halde 𝑋𝑋 in 

yansımaları vasıtasıyla  ∆ nın kenarlarında türetilen grup, 2-indeksli bir alt gruba sahip olup 

(𝑙𝑙, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛) ye izomorf olan konform dönüşümlerden oluşur. Burada 𝑋𝑋 uzayı 𝑙𝑙, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ 

vasıtasıyla belirlenir ve   

1
𝑙𝑙

+
1
𝑚𝑚

+
1
𝑛𝑛

> 1 ise Küre 

1
𝑙𝑙

+
1
𝑚𝑚

+
1
𝑛𝑛

= 1 ise Euclid Düzlemi 

1
𝑙𝑙

+
1
𝑚𝑚

+
1
𝑛𝑛

< 1 ise Hiperbolik Düzlemdir. 

Γ, bir üçgen grup olarak ele alındığında Γ ≅ (2, 3, ∞) izomorfizması bulunur [6].  

 

1.6. 𝚪𝚪 nın ℚ� = ℚ ∪ {∞} Üzerindeki Hareketi 

 

Her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℤ için  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1 olmak üzere ℚ� = ℚ ∪ {∞} kümesinin her bir elemanı 

𝑥𝑥 𝑦𝑦⁄   indirgenmiş kesri şeklinde temsil edilir. Burada 𝑥𝑥 𝑦𝑦 =⁄ −𝑥𝑥 −𝑦𝑦⁄  olacağından bu temsil 

tek değildir. ∞, 1 0 =⁄ −1 0⁄  şeklinde temsil edilmek üzere Γ nın ℚ�  üzerindeki hareketi 

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� :

𝑥𝑥
𝑦𝑦

→
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑
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dir. 𝑇𝑇 ∈ Γ için 

𝑇𝑇 �
𝑥𝑥
𝑦𝑦

� =
𝑎𝑎 𝑥𝑥

𝑦𝑦 + 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑥𝑥
𝑦𝑦 + 𝑑𝑑

=
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

  ve 𝑇𝑇 �
−𝑥𝑥
−𝑦𝑦

� =
−𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏
−𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑇𝑇 �
𝑥𝑥
𝑦𝑦

� 

sağlanacağından Γ nın ℚ�  üzerindeki hareketi iyi tanımlı olur. Eğer (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 1 ve                 

𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1 ise 

𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

 

indirgenmiş kesir olur [3]. 

Teorem 1.42. [15] Γ grubunun ℚ�  kümesi üzerindeki hareketi transitiftir. 

İspat. 𝑎𝑎
𝑏𝑏

, 𝑐𝑐
𝑑𝑑

∈ ℚ� : 𝑎𝑎
𝑏𝑏

≠ 𝑐𝑐
𝑑𝑑
 ve (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = (𝑐𝑐, 𝑑𝑑) = 1 alalım. Bu takdirde 

𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1, 𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1 

eşitliklerini sağlayan 𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝛿𝛿, 𝛾𝛾 ∈ ℤ mevcuttur. Eğer 

𝑇𝑇(𝑧𝑧) ≔
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝛽𝛽
𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝛼𝛼

, 𝑆𝑆(𝑧𝑧) ≔
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛿𝛿

 

olarak tanımlanırsa 𝑇𝑇(∞) = 𝑎𝑎
𝑏𝑏

, 𝑆𝑆(∞) = 𝑐𝑐
𝑑𝑑
 olacak şekilde bir 𝜑𝜑 ≔ 𝑆𝑆𝑇𝑇−1 ∈ Γ dönüşümü 

mevcuttur. Böylece Γ grubunun ℚ�  kümesi üzerindeki hareketi transitif olduğu elde edilir. ∎ 

Teorem 1.43. ∞ ∈ Γ noktasının Γ∞  sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.  

İspat. 𝑇𝑇 ∈ Γ ve 𝑇𝑇(∞) = ∞ alalım. Bu durumda 

𝑇𝑇(𝑧𝑧) =
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑

 

olarak alınırsa 𝑇𝑇(∞) = ∞ olacağından 𝑐𝑐 = 0 ve 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1 elde edilir.  Buradan hareketle 

𝑇𝑇(𝑧𝑧) =
𝑎𝑎
𝑑𝑑

𝑧𝑧 +
𝑏𝑏
𝑑𝑑

= 𝑎𝑎2𝑧𝑧 + 𝑚𝑚 = 𝑧𝑧 + 𝑚𝑚    (𝑚𝑚 = 𝑏𝑏 veya 𝑚𝑚 = −𝑏𝑏) 

yazılabilir. O halde 𝑊𝑊(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 1 için Γ∞ = 〈�1 1
0 1�〉 olarak bulunur. ■ 
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1.7. Modüler Grubun Kongrüans Alt Grupları 

 

Tanım 1.44. 𝑁𝑁 ∈ ℤ+için Γ nın temel kongrüans alt grubu  

Γ(𝑁𝑁) ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� 𝑎𝑎 ≡ 𝑑𝑑 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁, 𝑏𝑏 ≡  𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� 

şeklinde tanımlanır. Γ(𝑁𝑁) leri içeren Γ nın keyfi bir alt grubu, kongrüans alt grubu adını alır. 

Literatürde en fazla karşılaşılan bazı kongrüans alt grupları 

Γ1(𝑁𝑁) ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� 𝑎𝑎 ≡ 𝑑𝑑 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁,   𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� , 

Γ0(𝑁𝑁) ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�  𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� , 

Γ0(𝑁𝑁) ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�  𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� 

gruplarıdır. 𝑁𝑁 ∈ ℤ için  

Γ(𝑁𝑁) ≤ Γ1(𝑁𝑁) ≤ Γ0(𝑁𝑁) ≤ Γ 

dır.  Γ(𝑁𝑁), Γ nın normal bir alt grubu olduğundan bu grup aynı zamanda Γ0(𝑁𝑁) ve Γ1(𝑁𝑁) 

gruplarının da normal alt grubudur. Öte yandan Γ1(𝑁𝑁) ⊲ Γ0(𝑁𝑁) sağlanır. Bundan dolayı 

indeksler, 𝑁𝑁 > 2 olması halinde 

|Γ: Γ0(𝑁𝑁)| = 𝑁𝑁 � �1 +
1
𝑝𝑝

�
𝑝𝑝|𝑁𝑁

  

 |Γ: Γ1(𝑁𝑁)| =
𝑁𝑁2

2
� �1 −

1
𝑝𝑝2�

𝑝𝑝|𝑁𝑁

 , 

|Γ: Γ(𝑁𝑁)| =
𝑁𝑁3

2
� �1 −

1
𝑝𝑝2�

𝑝𝑝|𝑁𝑁

 

şeklindedir. 

 𝑁𝑁 = 2 olması halinde  

|Γ: Γ0(2)| = 3, |Γ: Γ1(2)| = 3, |Γ: Γ(2)| = 6 

şeklindedir. Yukarıdaki indeksler göz önüne alındığında  𝑁𝑁 > 2 için  
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|Γ0(𝑁𝑁): Γ1(𝑁𝑁)| =
|Γ: Γ1(𝑁𝑁)|
|Γ: Γ0(𝑁𝑁)| =

𝑁𝑁
2

� �1 −
1
𝑝𝑝

�
𝑝𝑝|𝑁𝑁

 , |Γ1(𝑁𝑁): Γ(𝑁𝑁)| =
|Γ: Γ(𝑁𝑁)|
|Γ: Γ1(𝑁𝑁)| = 𝑁𝑁 

elde edilir.  

Γ0(𝑁𝑁), Γ1(𝑁𝑁) ve Γ(𝑁𝑁) grupları, Γ nın sonlu indeksli alt grupları ve Fuchsian 

gruplarının sonlu indeksli keyfi  alt grupları da Fuchsian grubu ile aynı cusp kümesine sahip 

olduğundan bu grupların cusp kümesi ℚ�  dır [16]. 

Teorem 1.45.  𝑁𝑁 > 1 için Γ0(𝑁𝑁) nin ℚ�  üzerindeki hareketi transitif değildir. 

İspat. Γ0(𝑁𝑁) nin ℚ�  üzerindeki hareketi transitif olduğunu varsayalım. O halde 0, ∞ ∈ ℚ�  

aldığımızda 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� �0

1� = �1
0� 

eşitliğini sağlayan  � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ0(𝑁𝑁) elemanı mevcuttur. Buradan 𝑏𝑏 = 1, 𝑑𝑑 = 0 bulunur. 

Determinant ile bunun 𝑐𝑐 = −1, 𝑁𝑁 = 1 olmasıyla mümkün olduğu görülür. Yani,   

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∉ Γ0(𝑁𝑁) olur ki bu bir çelişkidir. ∎ 

 

1.8. İmprimitif Hareket 

 

Tanım 1.46. (i) 𝑋𝑋 ≠ ∅ kümesi için 𝜉𝜉: 𝑋𝑋 ⟶ 𝑋𝑋 şeklinde tanımlı dönüşüm 1-1 ve örten ise bu 

dönüşüme 𝑋𝑋 kümesinin permütasyonu denir. Bu kümenin tüm permütasyonlarının kümesi 

𝑆𝑆𝑋𝑋 ile gösterilir. 

(ii) 𝜉𝜉1, 𝜉𝜉2 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 için 𝜉𝜉1 ∘ 𝜉𝜉2 ∈ 𝑆𝑆𝑋𝑋 dir. 𝑆𝑆𝑋𝑋 bir grup olup, bu gruba 𝑋𝑋 üzerinde simetrik 

grup adı verilir. Ayrıca bu grubun her bir alt grubuna da 𝑋𝑋 üzerinde bir permütasyon grubu 

adı verilir. 

Tanım 1.47. 𝐺𝐺, 𝑋𝑋 üzerinde bir permütasyon grubu olarak alındığında bu grup 𝑋𝑋 üzerinde 

hareket eder. Yani 𝑔𝑔: 𝐺𝐺 ⟶ 𝐺𝐺, 1-1 ve örten bir dönüşüm olup 𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑔𝑔𝑔𝑔 ≔ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) şeklinde 

tanımlanırsa 
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(𝑔𝑔1𝑔𝑔2)𝑥𝑥 = 𝑔𝑔1(𝑔𝑔2𝑥𝑥) ve 1𝑥𝑥 = 𝑥𝑥  

sağlanır. Bu harekete 𝐺𝐺 grubunun 𝑋𝑋 üzerindeki doğal hareketi denir ve “(𝐺𝐺, 𝑋𝑋) permütasyon 

grubu” ifadesi kullanılır. Ek olarak, 𝑋𝑋 üzerinde transitif olarak hareket eden 𝐺𝐺 grubu için 

(𝐺𝐺, 𝑋𝑋) ikilisine transitif permütasyon grubu denir. 

Tanım 1.48. (𝐺𝐺, 𝑋𝑋) ikilisi transitif permütasyon grubu olmak üzere X üzerinde bir " ≈ " 

denklik bağıntısı alalım. Her 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ 𝑋𝑋 için 

𝛼𝛼 ≈ 𝛽𝛽 durumunda ∀𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 için 𝑔𝑔(𝛼𝛼) ≈ 𝑔𝑔(𝛽𝛽) 

sağlanıyorsa " ≈ " bağıntısına 𝑋𝑋 üzerinde 𝐺𝐺-invaryanttır denir. Bu şekildeki bağıntının her 

bir denklik sınıfına blok adı verilir.  

Şimdi 𝐺𝐺-invaryant denklik bağıntılarına iki örnek verelim: 

(i) Özdeşlik Bağıntısı: 𝛼𝛼 ≈ 𝛽𝛽 ⇔  𝛼𝛼 = 𝛽𝛽 

(ii) Evrensel Bağıntı: ∀𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ 𝑋𝑋 için 𝛼𝛼 ≈ 𝛽𝛽 

𝑋𝑋 üzerinde yukarıdaki iki bağıntıdan farklı olan en az bir 𝐺𝐺-invaryant denklik bağıntısı 

bulunabiliyorsa (𝐺𝐺, 𝑋𝑋) e imprimitif aksi durumda primitif denir.  

Lemma 1.49. [3] (𝐺𝐺, 𝑋𝑋) transitif olsun. Bu takdirde (𝐺𝐺, 𝑋𝑋) primitiftir ⇔ ∀𝛼𝛼 ∈ 𝑋𝑋 için 𝐺𝐺𝛼𝛼, 𝐺𝐺 

nin maksimal bir alt grubudur. Burada 𝐺𝐺𝛼𝛼, 𝛼𝛼 ∈ 𝑋𝑋 noktasının sabitleyenidir. ∎ 

Teorem 1.50. [3] (𝐺𝐺, 𝑋𝑋) transitif permütasyon grubu olmak üzere 𝐺𝐺𝛼𝛼 < 𝐻𝐻 < 𝐺𝐺 durumunda 

𝑔𝑔(𝛼𝛼) ≈ 𝑔𝑔′(𝛼𝛼) ⇔ 𝑔𝑔′ ∈ 𝑔𝑔𝑔𝑔 

şeklinde tanımlanan " ≈ " bağıntısı 𝑋𝑋 üzerinde iyi tanımlı 𝐺𝐺-invaryant denklik bağıntısıdır. 

Bu bağıntı özdeşlik veya evrensel bağıntı değildir. Dolayısıyla bu imprimitif 𝐺𝐺-invaryant 

denklik bağıntısından oluşacak blokların sayısı |𝐺𝐺: 𝐻𝐻| indeksini verir. ∎ 

Şimdi, çalışmamız için gerekli Γ2 ve Γ3 gruplarını ve bu grupların temel özelliklerini 

verelim. İlk olarak Γ2 grubu ve bu grubun özelliklerini verelim. 
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1.9. 𝚪𝚪𝟐𝟐 Modüler Alt Grubu 

 

Γ2 sembolü ile Γ ya ait olan elemanların karelerinin ürettiği grup gösterilecektir. 

Rankin’in [17] çalışması göz önüne alındığında 

Γ2 ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2� 

ve 

𝑥𝑥 = �0 −1
1 0 � , 𝑦𝑦 = �1 −1

1 0 � 

olmak üzere Γ2 = 〈𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥〉 dir. Bundan dolayı 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℤ için Γ2 nin elemanları 

 

�2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� , � 𝑎𝑎 2𝑏𝑏

2𝑐𝑐 𝑑𝑑 � , �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 2𝑑𝑑� (9)  

 

matris temsiline sahiptir. 

𝑥𝑥
𝑦𝑦

∈ ℚ�  ve ∞, 1
0
 veya − 1

0
 şeklinde alınmak üzere Γ2 grubunun ℚ�  üzerindeki hareketi  

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� :

𝑥𝑥
𝑦𝑦

→
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

 

dir. 

Lemma 1.51. [18]  

(i) Γ2 nin ℚ�  üzerindeki hareketi transitiftir. 

(ii) Bir noktanın sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur. ∎ 

Gösterim. 𝑁𝑁 ∈ ℤ+ için 

Γ0
2(𝑁𝑁) ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ2�  𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� 

şeklinde tanımlanır. 

Sonuç 1.52. [18] Γ0(𝑁𝑁), Γ nın ve Γ0
2(𝑁𝑁) de Γ2 nin alt gruplarıdır. İlaveten  

|Γ: Γ2| = 2 ve |Γ0(𝑁𝑁): Γ0
2(𝑁𝑁)| = 2  

dir. ∎ 
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Teorem 1.50 de 𝐺𝐺 ≔ Γ2, 𝐻𝐻 ≔ Γ0
2(𝑁𝑁) ve 𝐺𝐺𝛼𝛼: = Γ∞

2  alınırsa  

∀𝑁𝑁 ∈ ℕ için Γ∞
2 ≤ Γ0

2(𝑁𝑁) ≤ Γ2 

elde edilir. Fakat 𝑁𝑁 > 1 alındığında Γ∞
2 ≨ Γ0

2(𝑁𝑁) ≨ Γ2 olacaktır. Gerçekten, 

�1 0
1 2� ∈ Γ2\Γ0

2(𝑁𝑁) ve � 1 0
2𝑁𝑁 1� ∈ Γ0

2(𝑁𝑁)\Γ∞
2  

olur ki bu Γ2 nin ℚ�  üzerindeki hareketinin imprimitif olduğunu gösterir. Dolayısıyla �Γ2, ℚ�� 

imprimitif permütasyon grubudur.  

Γ0
2(𝑁𝑁) grubuyla ℚ�  üzerinde indirgenmiş olan Γ2 invaryant denklik bağıntısı " ≈ " 

olmak üzere 𝑣𝑣 = 𝑟𝑟
𝑠𝑠
 ve 𝑤𝑤 = 𝑥𝑥

𝑦𝑦
∈ ℚ�  alalım. Γ2 nin ℚ�  üzerindeki hareketinin transitif 

olmasından dolayı 𝑣𝑣 = 𝑔𝑔(∞) ve 𝑤𝑤 = ℎ(∞) sağlanacak biçimde 𝑔𝑔, ℎ ∈ Γ2 bulunabilir. Bu 

takdirde 

𝑔𝑔 = �𝑟𝑟 ∗
𝑠𝑠 ∗� , ℎ = �

𝑥𝑥 ∗
𝑦𝑦 ∗� 

dir. Bundan dolayı 

𝑣𝑣 ≈ 𝑤𝑤 ⇔ 𝑔𝑔−1ℎ ∈ Γ0
2(𝑁𝑁), 𝑔𝑔−1 = � ∗ ∗

−𝑠𝑠 𝑟𝑟� 

sağlanacağından 

𝑣𝑣 ≈ 𝑤𝑤 ⇔ 𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁 

dir. Açık olarak ∞ un bloğu  

[∞] ≔ �
𝑥𝑥
𝑦𝑦

∈ ℚ�� 𝑦𝑦 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� 

kümesidir. Dolayısıyla blokların sayısı 

Ψ(𝑁𝑁) = |Γ2: Γ0
2(𝑁𝑁)| 

dir. 

Lemma 1.53. [17] 𝑝𝑝 ler 𝑁𝑁 nin asal bölenlerini temsil etmek üzere 

Ψ(𝑁𝑁) = 𝑁𝑁 � �1 +
1
𝑝𝑝

�
𝑝𝑝|𝑁𝑁

 

dir. ∎ 
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Benzer şekilde Γ3 grubunu ve bu grubun temel özelliklerini verelim.  

 

1.10. 𝚪𝚪𝟑𝟑 Modüler Alt Grubu 

 

Γ3 sembolü ile Γ ya ait olan elemanların küplerinin ürettiği grup gösterilecektir. 

Rankin’in [17] çalışması göz önüne alındığında 

Γ3 = ��𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3�  

dir. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℤ için Γ3 ün elemanları 

 

�3𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 3𝑑𝑑� , � 𝑎𝑎 3𝑏𝑏

3𝑐𝑐 𝑑𝑑 � , �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� (10)  

 

matris temsiline sahiptir [7].  

Teorem 1.54. [17] 𝑥𝑥 = �0 −1
1 0 � ,  𝑦𝑦 = �0 −1

1 1 � için  Γ =  Γ3 + 𝑦𝑦Γ3 + 𝑦𝑦2Γ3,                    

Γ3 = 〈 𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦2, 𝑦𝑦2𝑥𝑥𝑥𝑥 〉 ve |Γ ∶  Γ3| = 3 tür. ∎ 

Lemma 1.55. [7] 

(i) Γ3 ün ℚ�   üzerindeki hareketi transitiftir. 

(ii) ℚ�  ya ait olan elemanların sabitleyeni sonsuz mertebeli devirli bir gruptur. ∎  

Gösterim. 𝑁𝑁 ∈ ℤ için 

Γ0
3(𝑁𝑁) ≔ ��𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ3�  𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁� 

şeklinde tanımlanır. 

Lemma 1.56. [7] |Γ0(𝑁𝑁) ∶ Γ0
3(𝑁𝑁)| = 3 tür.∎ 

Lemma 1.55 (i) den Γ3 ün ℚ�  üzerindeki hareketi transitif olduğundan özdeşlik ve 

evrensel bağıntılarından farklı bağıntılar bulunabilir. Şimdi, Teorem 1.50 de verilen 

bağıntıyı göz önünde bulundurarak " ≈ " ile gösterilen ve Γ0
3(𝑁𝑁) ile ℚ�  üzerine indirgenmiş 

olan Γ3-invaryant denklik bağıntısını oluşturalım. 
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𝑣𝑣 = 𝑟𝑟
𝑠𝑠
  ve  𝑤𝑤 = 𝑥𝑥

𝑦𝑦
∈ ℚ�  olmak üzere Γ3 ün ℚ�  üzerindeki hareketinin transitif olmasından 

yola çıkarak 

𝑣𝑣 = 𝑔𝑔(∞) ve 𝑤𝑤 = 𝑔𝑔′(∞) 

koşulları sağlanacak şekilde 𝑔𝑔,  𝑔𝑔′ ∈ Γ3 bulunabilir. Bu durumda 𝑔𝑔 ve  𝑔𝑔′  

𝑔𝑔 = �𝑟𝑟 ∗
𝑠𝑠 ∗�  , 𝑔𝑔′ = �

𝑥𝑥 ∗
𝑦𝑦 ∗� 

şeklinde olup  

𝑣𝑣 ≈ 𝑤𝑤   ⟺   𝑔𝑔−1𝑔𝑔′  ∈  Γ0
3(𝑁𝑁) 

olacağından 

𝑣𝑣 ≈ 𝑤𝑤 ⟺  𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑠𝑠𝑠𝑠 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁 

yazılabilir. Ek olarak ∞ ∈ ℚ�   nın ait olduğu denklik sınıfının  

[∞] = �
𝑥𝑥
𝑦𝑦

∈ ℚ��  𝑦𝑦 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑁𝑁 � 

şeklinde tanımlanabileceği açıkça görülebilir. Bu koşullar altında, blokların sayısı       

𝜓𝜓(𝑁𝑁) = |Γ3: Γ0
3(𝑁𝑁)| dir [7].  

 

 

 



 

 

 

2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Sınır Bileşenleri 

 

Bu çalışmada ilk olarak özel bir NEC grubu olan 

Γ�0
2(𝑁𝑁): = 〈Γ0

2(𝑁𝑁), 𝑧𝑧 → −𝑧𝑧̅〉 

grubunun simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı ile 

Γ�0
3(𝑁𝑁): = 〈Γ0

3(𝑁𝑁), 𝑧𝑧 → −𝑧𝑧̅〉 

grubunun simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı Hoare-Uzzel Teoremi [19]   yardımıyla 

hesaplanacaktır.  

Genişletilmiş modüler grup 

Γ� = �𝑧𝑧 → 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 �𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℤ, 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1� ∪ �𝑧𝑧 → 𝑎𝑎𝑧𝑧̅ + 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑧𝑧̅ + 𝑑𝑑 �𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 ∈ ℤ, 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 1� 

olmak üzere, Γ modüler grubunun Γ� daki indeksinin 2 olduğunu biliyoruz [1]. Böylece 𝑟𝑟, Γ�  

da bir yansıma olmak üzere, Γ� = Γ ∪ 𝑟𝑟Γ dır. Burada 𝑟𝑟, 𝑧𝑧 → −𝑧𝑧 ̅dönüşümü veya �1 0
0 −1� 

matrisi olarak seçilebilir. Böylece, Γ� nın 

𝑐𝑐1 = 𝑟𝑟: 𝑧𝑧 → −𝑧𝑧̅ ⟷ �1 0
0 −1� 

𝑐𝑐2   ∶ 𝑧𝑧 →
1
𝑧𝑧̅

⟷ �0 1
1 0� 

𝑐𝑐3  ∶ 𝑧𝑧 → −𝑧𝑧̅ − 1 ⟷ �1 1
0 −1� 

yansımaları tarafından üretildiği görülür. Burada  

(𝑐𝑐1𝑐𝑐2)2 = (𝑐𝑐2𝑐𝑐3)3 = (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)∞ = 1 

dir. Böylece, Γ� nın simgesi (0; +; [ ]; {(2,3, ∞)}) dir [1].  
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Teorem 2.1. (Hoare-Uzzel Teoremi) [19] 𝐺𝐺 grubu 

𝜎𝜎(𝐺𝐺) = �𝑔𝑔;  +; [𝑚𝑚1, … , 𝑚𝑚𝑟𝑟]; ��𝑛𝑛11, … , 𝑛𝑛1𝑠𝑠1�, … , �𝑛𝑛𝑘𝑘1, … , 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑠𝑠𝑘𝑘��� 

simgeli bir NEC grubu ve 𝐻𝐻 ise 𝐺𝐺 nin sonlu indekse sahip bir alt grubu olsun. 𝐻𝐻-kosetleri 

üzerinde 𝐺𝐺 grubunun permütasyon gösteriminin bir yansıması 𝑐𝑐𝑖𝑖 olmak üzere, 𝑐𝑐𝑖𝑖 nin her bir 

sabit noktası 𝐻𝐻 da bir yansıma verir. 𝑐𝑐𝑖𝑖, 𝑐𝑐𝑖𝑖+1ifadeleri mertebesi 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖+1 ≤ ∞ olan iki yansıma 

olmak üzere 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖+1 elemanı, 𝑟𝑟𝑖𝑖 uzunluğunda bir yörüngeye sahip olsun. Bu takdirde 

aşağıdakilerden biri gerçekleşir: 

a) Bu yörünge 𝑐𝑐𝑖𝑖 veya 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 in hiçbir sabit noktasını içermez. Bu durumda aynı 

uzunluklu farklı bir yörünge mevcuttur ve bunların ikisi 𝑛𝑛𝑖𝑖/𝑟𝑟𝑖𝑖 bir doğal periyodunu gösterir. 

b)  Bu yörünge 𝑐𝑐𝑖𝑖 ve 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 in iki sabit noktasını içerir.  

i. Eğer 𝑟𝑟𝑖𝑖 tek ise her ikisi birer sabit noktaya sahiptir. 

ii. Eğer 𝑟𝑟𝑖𝑖 çift ise yansımalardan birisi iki sabit noktaya sahip olup diğerinin sabit 

noktası yoktur. Ayrıca bu ikisi arasında 

𝑐𝑐𝑖𝑖

𝑛𝑛𝑖𝑖/𝑟𝑟𝑖𝑖
~ 𝑐𝑐𝑖𝑖+1 

bağıntısı mevcuttur. Bu bağlantıların birleştirilmesi sonucunda 𝑛𝑛𝑖𝑖/𝑟𝑟𝑖𝑖 sınır bileşenleri ile 

periyodik devreler bulunur. ∎ 

 

2.2. 𝚪𝚪�𝟎𝟎
𝟐𝟐(𝑵𝑵) nin Sınır Bileşenleri 

 

Bu bölümde Γ�0
2(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı ve bu bileşenlerdeki ∞ 

ların sayıları hesaplanmaktadır. 

Teorem 2.2. �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� olsun. Bu takdirde 

(i) 𝑐𝑐1, Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� kosetini sabit bırakır ⇔ 𝑁𝑁|2𝑐𝑐𝑐𝑐. 

(ii) 𝑐𝑐2, kosetlerin hiçbirini sabit bırakmaz. 

(iii) 𝑐𝑐3, kosetlerin hiçbirini sabit bırakmaz. 

İspat. (i) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� olsun. Bu takdirde 

Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� 𝑐𝑐1 = Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� 
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dir. Buradan 

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1 0

0 −1� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � ∈ Γ�0

2(𝑁𝑁) 

⟺ �𝑎𝑎 −𝑏𝑏
𝑐𝑐 −𝑑𝑑� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � ∈ Γ�0
2(𝑁𝑁) 

⟺ �𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −2𝑎𝑎𝑎𝑎
2𝑐𝑐𝑐𝑐 −𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏� ∈ Γ�0

2(𝑁𝑁) 

bulunur. Böylece 

𝑁𝑁|2𝑐𝑐𝑐𝑐 ve (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏)(−2𝑎𝑎𝑎𝑎) + (−2𝑎𝑎𝑎𝑎)(2𝑐𝑐𝑐𝑐) + (2𝑐𝑐𝑐𝑐)(−𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⟺ 𝑁𝑁|2𝑐𝑐𝑐𝑐  

elde edilir. 

(ii) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� olsun. (i) deki işlemlere benzer şekilde 

Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� 𝑐𝑐2 = Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� 

⟺ �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �0 1

1 0� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � ∈ Γ�0

2(𝑁𝑁) 

⟺ �𝑏𝑏 𝑎𝑎
𝑑𝑑 𝑐𝑐� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � ∈ Γ�0
2(𝑁𝑁) 

⟺ �𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2

𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏
� ∈ Γ�0

2(𝑁𝑁) 

 

⟺ 𝑁𝑁|𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 ve (𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2) + (𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2)(𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2)

+ (𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2)(𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 (11)  

 

bulunur.  

 

𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = ∓1 (12)  

 

olduğundan 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 den en az biri çift olmalıdır. 

1) Varsayalım ki 𝑎𝑎 çift olsun. Bu takdirde (12) den 𝑏𝑏 ve 𝑐𝑐 tektir. Böylece (11) den 

𝑑𝑑 ∙ 1 + 1 ∙ (𝑑𝑑2 − 1) + (𝑑𝑑2 − 1) ∙ 𝑑𝑑 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ 𝑑𝑑 + 𝑑𝑑2 − 1 + 𝑑𝑑3 − 𝑑𝑑 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⟺ 𝑑𝑑3 + 𝑑𝑑2 − 1 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑎𝑎 çift olamaz. 
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2) Varsayalım ki 𝑑𝑑 çift olsun. Bu takdirde (12) den 𝑏𝑏 ve 𝑐𝑐 tektir. Böylece (11) den 

𝑎𝑎 ∙ (𝑎𝑎2 − 1) + (𝑎𝑎2 − 1) ∙ 1 + (−1) ∙ 𝑎𝑎 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ 𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2 − 1 − 𝑎𝑎 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ 𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎 − 1 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑑𝑑 çift olamaz. 

3) Varsayalım ki 𝑏𝑏 çift olsun. Bu takdirde (12) den  𝑎𝑎 ve 𝑑𝑑 tektir. Böylece (11) den 

𝑐𝑐 ∙ 1 + 1 ∙ (1 − 𝑐𝑐2) + (1 − 𝑐𝑐2) ∙ 𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ 𝑐𝑐 + 1 − 𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐 − 𝑐𝑐3 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ 1 + 2𝑐𝑐−𝑐𝑐2 − 𝑐𝑐3 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑏𝑏 çift olamaz. 

4) Varsayalım ki 𝑐𝑐 çift olsun. Bu takdirde (12) den  𝑎𝑎 ve 𝑑𝑑 tektir. Böylece (11) den  

𝑏𝑏 ∙ (−𝑏𝑏2 + 1) + (−𝑏𝑏2 + 1) ∙ 1 + 1 ∙ (−𝑏𝑏) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ −𝑏𝑏3 + 𝑏𝑏 − 𝑏𝑏2 + 1 − 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⇔ −𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏2 + 1 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑐𝑐 çift olamaz. 

Sonuç olarak 1), 2), 3) ve 4) ten 𝑐𝑐2 nin sabit noktası olmadığı elde edilir. 

(iii) 𝑐𝑐1 ve 𝑐𝑐2 için yapılan işlemleri 𝑐𝑐3 için uygulayalım.  

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� olsun. Bu takdirde 

Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� 𝑐𝑐3 = Γ�0
2(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ⟺ �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1 1

0 −1� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � ∈ Γ�0

2(𝑁𝑁) 

⟺ �𝑎𝑎 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑐𝑐 − 𝑑𝑑� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � ∈ Γ�0
2(𝑁𝑁) 

⟺ �𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎
2𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2 −𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎

� ∈ Γ�0
2(𝑁𝑁) 

 

⟺ 𝑁𝑁|2𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2 ve (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏)(𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎) + (𝑎𝑎2 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎)(2𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2) 

+(2𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2)(−𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 (13)  

 

elde edilir. 
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1*) Varsayalım ki 𝑎𝑎 çift olsun. Bu takdirde (12) den  𝑏𝑏 ve 𝑐𝑐 tektir. Böylece (13) den 

1 ∙ 0 + 0 ∙ (−1) + (−1) ∙ (−1) ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑎𝑎 çift olamaz. 

2*) Varsayalım ki 𝑑𝑑 çift olsun. Bu takdirde (12) den  𝑏𝑏 ve 𝑐𝑐 tektir. Böylece (13) den 

(−𝑎𝑎 + 1) ∙ 𝑎𝑎2 + 𝑎𝑎2 ∙ (−1) + (−1) ∙ (−1 + 𝑎𝑎) ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⟺ −𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎2 + 1 − 𝑎𝑎 ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⟺ −𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎 + 1 ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑑𝑑 çift olamaz. 

3*) Varsayalım ki 𝑏𝑏 çift olsun. Bu takdirde (12) den  𝑎𝑎 ve 𝑑𝑑 tektir. Böylece (13) den 

(1 − 𝑐𝑐) ∙ 1 + 1 ∙ (−𝑐𝑐2) + (−𝑐𝑐2) ∙ (𝑐𝑐 − 1) ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⟺ 1 − 𝑐𝑐 − 𝑐𝑐2 − 𝑐𝑐3 + 𝑐𝑐2 ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

⟺ 1 − 𝑐𝑐 − 𝑐𝑐3 ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑏𝑏 çift olamaz. 

4*) Varsayalım ki 𝑐𝑐 çift olsun. Bu takdirde (12) den  𝑎𝑎 ve 𝑑𝑑 tektir. Böylece (13) den 

1 ∙ 1 + 0 + 0 ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2 

çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 𝑐𝑐 çift olamaz. 

Sonuç olarak 1*), 2*), 3*) ve 4*) ten 𝑐𝑐3 ün sabit noktası olmadığı elde edilir. ∎ 

Not. Γ� da Γ�0
2(𝑁𝑁) nin indeksi 

2𝑁𝑁 � �1 +
1
𝑝𝑝

�
𝑝𝑝|𝑁𝑁

 

dir. Burada çarpım 𝑁𝑁 nin 𝑝𝑝 asal çarpanları üzerinde tanımlanmıştır. 

Notasyon. 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁1 ∙ 𝑁𝑁2, (𝑁𝑁1, 𝑁𝑁2) = 1 (yani 𝑁𝑁1 ile 𝑁𝑁2 aralarında asal sayılar) olsun. Bu 

takdirde 

Γ�0
2(𝑁𝑁) � 𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑑𝑑𝑁𝑁2
� 

koseti yerine (𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘 ∙ 𝑁𝑁1, 𝑙𝑙 ∙ 𝑁𝑁2) notasyonunu kullanacağız. Burada 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 sayılarının tek 

veya çift olmasına bağlı olarak sırasıyla 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 = 1,2 değerlerini alırlar. Örneğin, eğer 𝑎𝑎 

çift, 𝑑𝑑 tek sayı ise koset (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) olur. 
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•  𝑁𝑁 tek sayı olsun. Bu takdirde 𝑐𝑐1 in farklı kosetlerinin (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2), 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) olduğu görülür. Bu takdirde Lemma 2.3 ü elde ederiz. 

Lemma 2.3. 𝑁𝑁 tek ve 𝑁𝑁 = 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝑁𝑁 nin asal çarpanlarına ayrılışı olsun. Bu 

takdirde 𝑐𝑐1 tarafından sabit bırakılan kosetlerin sayısı 2𝑙𝑙+1 dir . ∎ 

Teorem 2.4. 𝑁𝑁 tek ve  𝑁𝑁 = 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝑁𝑁 nin asal çarpanlarına ayrılışı olsun.  Bu 

takdirde Γ�0
2(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı 2𝑙𝑙+1 dir ve her bir sınır bileşen 

iki tane ∞ içerir. 

İspat. Sınır bileşenlerinin sayısını ve sınır bileşenlerini hesaplamak için ilk olarak derecesi 

2 olan 

𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 0 1
−1 0� 

eliptik elemanını ele alalım. Yani, 𝑛𝑛12 = 2 dir. 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 2𝑑𝑑𝑁𝑁2

� 

olduğundan 

� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 2𝑑𝑑𝑁𝑁2

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 2𝑎𝑎

−2𝑑𝑑𝑁𝑁2 𝑐𝑐𝑁𝑁1
� ≅ (1, 2, 2 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) 

olup 

(1, 2, 2 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) 

elde edilir. Gerçekten 

(1, 2, 2 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) ≅ � 𝑎𝑎1 2𝑏𝑏1
2𝑐𝑐1𝑁𝑁2 𝑑𝑑1𝑁𝑁1

� 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) ≅ � 2𝑎𝑎2 𝑏𝑏2
𝑐𝑐2𝑁𝑁2 𝑑𝑑2𝑁𝑁1

� 

olup 

� 𝑎𝑎1 2𝑏𝑏1
2𝑐𝑐1𝑁𝑁2 𝑑𝑑1𝑁𝑁1

� � 2𝑎𝑎2 𝑏𝑏2
𝑐𝑐2𝑁𝑁2 𝑑𝑑2𝑁𝑁1

�
−1

= � 𝑎𝑎1 2𝑏𝑏1
2𝑐𝑐1𝑁𝑁2 𝑑𝑑1𝑁𝑁1

� � 𝑑𝑑2𝑁𝑁1 −𝑏𝑏2
−𝑐𝑐2𝑁𝑁2 2𝑎𝑎2

� 

= � 𝑎𝑎1𝑑𝑑2𝑁𝑁1 − 2𝑏𝑏1𝑐𝑐2𝑁𝑁2 −𝑎𝑎1𝑏𝑏2 + 4𝑎𝑎2𝑏𝑏1
(2𝑐𝑐1𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2𝑑𝑑1)𝑁𝑁1𝑁𝑁2 −2𝑏𝑏2𝑐𝑐1𝑁𝑁2 + 2𝑎𝑎2𝑑𝑑1𝑁𝑁1

� ∈ Γ�0
2(𝑁𝑁)  
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olduğundan 

(1, 2, 2 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) 

bulunur. Benzer şekilde 

� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁2 𝑑𝑑𝑁𝑁1

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 2𝑎𝑎

−𝑑𝑑𝑁𝑁1 𝑐𝑐𝑁𝑁2
� ≅ (1, 2, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) = (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2) 

elde edilir. Buradan { (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2), (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1)} kümesi yörüngelerden 

biridir.  

Öte yandan 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑑𝑑𝑁𝑁2

� 

olduğundan 

� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑑𝑑𝑁𝑁2

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 2𝑎𝑎

−𝑑𝑑𝑁𝑁2 𝑐𝑐𝑁𝑁1
� ≅ (1, 2, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) = (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 2 ∙ 𝑁𝑁1) 

� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁2 2𝑑𝑑𝑁𝑁1

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 2𝑎𝑎

−2𝑑𝑑𝑁𝑁1 𝑐𝑐𝑁𝑁2
� ≅ (1, 2, 2 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) = (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) 

dir. Dolayısı ile {(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2), (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 2 ∙ 𝑁𝑁1)} kümesi diğer yörüngedir. Böylece 

𝑐𝑐1𝑐𝑐2 nin 2 şer uzunluklu iki yörüngesi olduğu bulunur. Sonuç olarak, 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 için 

 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,2∙𝑁𝑁2)

1
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁2,1∙𝑁𝑁1) (14)  

 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,1∙𝑁𝑁2)

1
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁2,2∙𝑁𝑁1) (15)  

 

bağıntıları elde edilir. 

Şimdi (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 için yörüngeleri hesaplayalım.  

(𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = �1 𝑘𝑘
0 1� 

olup 
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(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 2𝑑𝑑𝑁𝑁2

� 

olduğundan  

� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 2𝑑𝑑𝑁𝑁2

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 2𝑎𝑎 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑁𝑁1 + 2𝑑𝑑𝑁𝑁2
� 

elde edilir. Buradan 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁2 seçilirse 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2) ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) 

olup 

 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,2∙𝑁𝑁2)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,1∙𝑁𝑁2) (16)  

 

bağıntısı elde edilir. Benzer şekilde 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁2 𝑑𝑑𝑁𝑁1

� 

olduğundan 

� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁2 𝑑𝑑𝑁𝑁1

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 2𝑎𝑎 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑁𝑁2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑁𝑁2 + 𝑑𝑑𝑁𝑁1
� 

bulunur. Eğer 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁1 seçilirse 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 1 ∙ 𝑁𝑁1) ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁2, 2 ∙ 𝑁𝑁1) 

olup 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁2,1∙𝑁𝑁1)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁2,2∙𝑁𝑁1) (17)  

 

bağıntısı elde edilir.  

Ayrıca 

(2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 1 ∙ 𝑁𝑁2) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑑𝑑𝑁𝑁2

� 

olduğundan 
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� 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑑𝑑𝑁𝑁2

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 2𝑎𝑎 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑁𝑁1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑁𝑁1 + 𝑑𝑑𝑁𝑁2
� ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑁𝑁1, 2 ∙ 𝑁𝑁2) 

olup 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁2 için 

 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,1∙𝑁𝑁2)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,2∙𝑁𝑁2) (18)  

 

bağıntısı bulunur. (14)-(18) den 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,2∙𝑁𝑁2)

1
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁2,1∙𝑁𝑁1)

1
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁2,2∙𝑁𝑁1)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,1∙𝑁𝑁2)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑁𝑁1,2∙𝑁𝑁2) 

bağıntısı elde edilir. ∎ 

•  𝑁𝑁 nin çift olması durumunu inceleyelim. Bu takdirde 2 durum söz konusudur: 

I. 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝑝𝑝𝑖𝑖 > 2, 𝑖𝑖 = 1, 2, … , 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlarına ayrılışı 

olsun. Yani, 2||𝑁𝑁 olsun. 

II. 𝑁𝑁 = 2𝛼𝛼 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝛼𝛼 > 1,  𝑝𝑝𝑖𝑖 > 2, 𝑖𝑖 = 1, 2, … , 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlarına 

ayrılışı olsun. 

İki durumu ayrı ayrı inceleyelim. 

Teorem 2.5. 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝑝𝑝𝑖𝑖 > 2, 𝑖𝑖 = 1, 2, … , 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlarına 

ayrılışı olsun. Bu takdirde Γ�0
2(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı 2𝑙𝑙+1 dir ve her 

bir sınır bileşen iki tane ∞ içerir. 

İspat.  2||𝑁𝑁 olsun. Bu takdirde  

𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑁𝑁1 ∙ 𝑁𝑁2, (𝑁𝑁1, 𝑁𝑁2) = 1  

dir. Buradan bazı basit hesaplamalar ile Teorem 2.4 deki durumun elde edildiği kolaylıkla 

görülür. ∎ 

Teorem 2.6. 𝑁𝑁 = 2𝛼𝛼 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝛼𝛼 > 1,  𝑝𝑝𝑖𝑖 > 2, 𝑖𝑖 = 1, 2, … , 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal 

çarpanlarına ayrılışı olsun. Bu takdirde Γ�0
2(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı 2𝑙𝑙 

dir ve her bir sınır bileşen dört tane ∞ içerir. 
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İspat. 𝑁𝑁 = 2𝛼𝛼 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ 𝑝𝑝2

𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑙𝑙
𝛼𝛼𝑙𝑙 , 𝛼𝛼 > 1 olsun. 𝑀𝑀1 = 2𝛼𝛼−1 ∙ 𝑁𝑁1, 𝑀𝑀2 = 𝑁𝑁2 ve 𝑁𝑁1, 𝑁𝑁2 tek 

sayılar olarak alalım. Bu takdirde 𝑐𝑐1 i sabit bırakan kosetler 

{(1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2), (1, 2, 1 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2), (1, 2, 2 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2), (1, 1, 2 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2)} 

{(1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 1 ∙ 𝑀𝑀1), (2, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 1 ∙ 𝑀𝑀1), (2, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 2 ∙ 𝑀𝑀1), (1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 2 ∙ 𝑀𝑀1)} 

dir. Şimdi 

𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 0 1
−1 0� ve (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = �1 𝑘𝑘

0 1� 

nin yörüngelerini hesaplayalım. Teorem 2.4 ün ispatına benzer işlemler ile 

(1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) ≅ � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� 

olduğundan 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑑𝑑𝑀𝑀2 𝑐𝑐𝑀𝑀1
� ≅ (1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 1 ∙ 𝑀𝑀1) 

elde edilir. Buradan 

𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

1
~𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀2,1∙𝑀𝑀1) 

bulunur.  Benzer şekilde 

(1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 1 ∙ 𝑀𝑀1) ≅ � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑑𝑑𝑀𝑀1

� 

olduğundan 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑑𝑑𝑀𝑀1

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑀𝑀2 + 𝑑𝑑𝑀𝑀1
� 

bulunur. Buradan 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀1 için 

� 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑀𝑀2 + 𝑑𝑑𝑀𝑀1

� ≅ (1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 2 ∙ 𝑀𝑀1) 

olup 

𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀2,1∙𝑀𝑀1)

∞
~𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀2,2∙𝑀𝑀1) 

elde edilir.  
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Ayrıca 

(1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 2 ∙ 𝑀𝑀1) ≅ � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 2𝑑𝑑𝑀𝑀1

� 

⇒ � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 2𝑑𝑑𝑀𝑀1

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 𝑎𝑎

−2𝑑𝑑𝑀𝑀1 𝑐𝑐𝑀𝑀2
� ≅ (1, 1, 2 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) 

olduğundan 

𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀2,2∙𝑀𝑀1)

1
~𝑐𝑐1(1,1,2∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2) 

dir. Benzer şekilde 

(1, 1, 2 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) ≅ � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� 

olup 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀2 seçilirse 

⟹ � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2𝑐𝑐𝑀𝑀1 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑀𝑀1 + 𝑑𝑑𝑀𝑀2
� ≅ (1, 2, 2 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) 

bulunur. Buradan 

𝑐𝑐1(1,1,2∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

∞
~𝑐𝑐1(1,2,2∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2) 

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 

(1, 2, 2 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) ≅ � 𝑎𝑎 2𝑏𝑏
2𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� 

⟹ � 𝑎𝑎 2𝑏𝑏
2𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� � 0 1
−1 0� = � −2𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑑𝑑𝑀𝑀2 2𝑐𝑐𝑀𝑀1
� ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 2 ∙ 𝑀𝑀1) 

bulunur. Buradan 

𝑐𝑐1(1,2,2∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

1
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑀𝑀2,2∙𝑀𝑀1) 

dir. Ayrıca 

(2, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 2 ∙ 𝑀𝑀1) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 2𝑑𝑑𝑀𝑀1

� 

⟹ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 2𝑑𝑑𝑀𝑀1

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 2𝑎𝑎 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑀𝑀2 + 2𝑑𝑑𝑀𝑀1
� 
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olup 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀1 için 

� 2𝑎𝑎 2𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑀𝑀2 + 2𝑑𝑑𝑀𝑀1

� ≅ (2, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 1 ∙ 𝑀𝑀1) 

olduğundan 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑀𝑀2,2∙𝑀𝑀1)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑀𝑀2,1∙𝑀𝑀1) 

elde edilir. Benzer işlemler ile 

(2, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀2, 1 ∙ 𝑀𝑀1) ≅ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑑𝑑𝑀𝑀1

� 

⟹ � 2𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀2 𝑑𝑑𝑀𝑀1

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 2𝑎𝑎

−𝑑𝑑𝑀𝑀1 𝑐𝑐𝑀𝑀2
� ≅ (1, 2, 1 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) 

olup 

𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑀𝑀2,1∙𝑀𝑀1)

1
~𝑐𝑐1(1,2,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2) 

bulunur. Ayrıca 

(1, 2, 1 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) ≅ � 𝑎𝑎 2𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� 

olduğundan 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀2 için 

� 𝑎𝑎 2𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑑𝑑𝑀𝑀2

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏

𝑐𝑐𝑀𝑀1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑀𝑀1 + 𝑑𝑑𝑀𝑀2
� ≅ (1, 1, 1 ∙ 𝑀𝑀1, 1 ∙ 𝑀𝑀2) 

elde edilir. Böylece 

𝑐𝑐1(1,2,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

∞
~𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2) 

dir. Sonuç olarak 

𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

1
~𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀2,1∙𝑀𝑀1)

∞
~𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀2,2∙𝑀𝑀1)

1
~𝑐𝑐1(1,1,2∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

∞
~𝑐𝑐1(1,2,2∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2) 

1
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑀𝑀2,2∙𝑀𝑀1)

∞
~𝑐𝑐1(2,1,1∙𝑀𝑀2,1∙𝑀𝑀1)

1
~𝑐𝑐1(1,2,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2)

∞
~𝑐𝑐1(1,1,1∙𝑀𝑀1,1∙𝑀𝑀2) (19)  

 

bağıntıları elde edilir. ∎ 



40 
 

 
 

2.3. 𝚪𝚪�𝟎𝟎
𝟑𝟑(𝑵𝑵) nin Sınır Bileşenleri 

 

Bölüm 2.2 de Γ�0
2(𝑁𝑁) nin sınır bileşenleri elde edildi. Bu bölümde ise 𝑁𝑁 nin tek ve 2||𝑁𝑁 

durumları için Γ�0
3(𝑁𝑁) nin sınır bileşenleri hesaplanmaktadır. Bunun için öncelikle 

𝑐𝑐1 = �1 0
0 −1� , 𝑐𝑐2 = �0 1

1 0� , 𝑐𝑐3 = �1 1
0 −1� 

yansımalarının sabit bıraktığı koset temsilcilerini bulalım. 

Teorem 2.7. 𝑐𝑐1 = �1 0
0 −1� elemanı Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� elemanını sabit bırakıyor ise    

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 tür. 

İspat. 𝑐𝑐1 elemanı Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit bırakıyor ise  

Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1 0
0 −1� = Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� 

dir. Buradan 

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1 0

0 −1� �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�

−1
∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

⟹ �𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 −2𝑎𝑎𝑎𝑎
2𝑐𝑐𝑐𝑐 −𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏� ∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

elde edilir. Böylece 𝑁𝑁|2𝑐𝑐𝑐𝑐 bulunur. Burada 3|2𝑐𝑐𝑐𝑐 veya 3 ∤ 2𝑐𝑐𝑐𝑐 olacak şekilde iki durum 

söz konusudur. 

(i) 3|2𝑐𝑐𝑐𝑐 olsun. Buradan 3|2𝑎𝑎𝑎𝑎 elde edilir ve 

�3|𝑐𝑐 ise 3|𝑏𝑏 dir 
3|𝑑𝑑 ise 3|𝑎𝑎 dır ⟺ �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 

bulunur. 

(ii) 3 ∤ 2𝑐𝑐𝑐𝑐 olsun. Bu takdirde 3 ∤ 2𝑎𝑎𝑎𝑎 dir. Buradan 3|𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 ise 3|−𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 

bulunur. Dolayısı ile bu durumda da �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 tür.  

Böylece hesaplama yaparken temsilci olan �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� elemanı Γ�3 ten alınabilir. ∎ 
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Şimdi 𝑁𝑁 nin durumlarına göre 𝑐𝑐2 nin sabit bıraktığı koset temsilcilerini bulalım.  

Teorem 2.8. 𝑐𝑐2 elemanı, �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ� olmak üzere Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� kosetini sabit bırakıyor 

ise �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 dır. 

İspat. 𝑐𝑐2, Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit bıraktığından 

Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� �0 1
1 0� = Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� 

dir. Buradan 

�𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �0 1

1 0� �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�

−1
∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

bulunur. Dolayısı ile 

�𝑏𝑏 𝑎𝑎
𝑑𝑑 𝑐𝑐� � 𝑑𝑑 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑎𝑎 � = �𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2

𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏
� ∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

olmalıdır. Eğer 

𝐴𝐴 ≔ �𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2

𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏
� 

olarak tanımlanırsa 𝐴𝐴 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) bulunur. Bu takdirde aşağıdaki durumlar söz konusudur. 

• �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� nin elemanlarından hiç biri 3 e bölünmüyorsa �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 tür. 

•  𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 den sadece biri 3 e bölünsün. Örneğin, 𝑎𝑎 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 olsun. Bu durumda  

3 ∤ 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2 dir. Ancak  

𝑐𝑐 ≢ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ve 𝑑𝑑 ≢ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⟹ 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 = ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

⟹ 𝑐𝑐2, 𝑑𝑑2 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

⟹ 𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olur. Bu durumda 𝐴𝐴 ∉ Γ�0
3(𝑁𝑁) dir. 

•  𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑 den ikisi 3 e bölünüyor ise bu durumda �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 olduğu açıktır.  

Böylece �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 alınması yeterlidir. Dolayısı ile 

𝑐𝑐2 elemanı Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� elemanını sabit bırakır ⟺ 𝑁𝑁|𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 dir. ∎ 
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Teorem 2.9. 𝑁𝑁 tek ve �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 olmak üzere 

𝑐𝑐2 = �0 1
1 0� elemanı Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit bırakır ⟺ 

𝑐𝑐 =
𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
, 𝑑𝑑 =

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
  

olacak şekilde 𝑙𝑙1, 𝑙𝑙2 ∈ ℤ mevcuttur. Burada 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 , (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 dir. 

İspat. 𝑐𝑐2 elemanı Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit bıraktığından 𝑁𝑁|𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 dir. Yani 

𝑁𝑁|(𝑑𝑑 − 𝑐𝑐)(𝑑𝑑 + 𝑐𝑐) 

dir. Buradan  

𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 

olan 𝑁𝑁𝑖𝑖 , 𝑀𝑀𝑖𝑖 mevcut ve (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1, 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 bulunur. Böylece 

𝑐𝑐 =
𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
, 𝑑𝑑 =

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
 

elde edilir. ∎ 

Teorem 2.10. �
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖−𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
2

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖
2

� elemanı ile 𝐴𝐴 = �
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖−𝑁𝑁𝑖𝑖
2

𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

� ∈ Γ�3 elemanı aynı 

koseti temsil eder. 

İspat.  

𝐴𝐴−1 = �

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
∗

−
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
∗

� 

olduğundan 

�
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
∗

−
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
∗

� 

= �
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
−

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
∗� 
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= �
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖
2 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
2 − 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2 + 𝑙𝑙2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖

4
∗� 

= �
∗ ∗

1
2

[𝑙𝑙2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖] ∗� = �
∗ ∗

1
2

[(𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙1)𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖] ∗� 

dir. Burada 𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙1 her zaman çifttir. Gerçekten 

𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 

göz önüne alalım. 𝑑𝑑 ve 𝑐𝑐 tek ise 𝑙𝑙1 ve 𝑙𝑙2 çifttir. Buradan 𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙1 çifttir. Böylece 

𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 �
1
2

(𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙1)𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 

bulunur. Böylelikle 

�
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

koset temsilcisi yerine daha sade biçimi olan 

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

alınabilir. ∎ 

Teorem 2.11. 𝑐𝑐2 = �0 1
1 0� yansıması, 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 , (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1, 𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖 tek olmak üzere 

temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� , �

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

olan kosetleri sabit bırakır. Ayrıca, bunların sayısı 𝑁𝑁 = 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 olmak üzere 2𝑟𝑟 

tanedir. ∎ 

Şimdi 𝑁𝑁 nin çift ve 2||𝑁𝑁 olması durumunda 𝑐𝑐2 nin sabit bıraktığı koset temsilcilerini 

belirleyelim. 
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Teorem 2.12. 𝑁𝑁 çift, 2||𝑁𝑁, 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖, (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 ve �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ�3 olmak üzere 𝑐𝑐2 

elemanı Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� elemanını sabit bırakır ⟺ 

𝑐𝑐 =
𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
, 𝑑𝑑 =

2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
 

olacak şekilde 𝑙𝑙1, 𝑙𝑙2 ∈ ℤ mevcuttur. 

İspat. 𝑐𝑐2 elemanı Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� elemanını sabit bıraktığından 𝑁𝑁|𝑑𝑑2 − 𝑐𝑐2 dir. Buradan 

𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 = 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 

olan 𝑙𝑙1, 𝑙𝑙2 mevcuttur ve (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1, 𝑁𝑁 = 2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 dir. Böylece 

𝑐𝑐 =
𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
, 𝑑𝑑 =

2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
 

elde edilir. ∎ 

Teorem 2.13. �
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖−2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
2

2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖
2

� elemanı ile 𝐴𝐴 = �
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖
� ∈ Γ�3 

elemanı aynı koseti temsil eder. 

İspat.  

𝐴𝐴−1 = � 𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖 ∗
−𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖 ∗� 

olduğundan 

�
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� � 𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖 ∗

−𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖 ∗� 

= �
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
(𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖) +

2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
(−𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖) ∗� 

= �
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖
2 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑙𝑙2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 − 4𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖
2 + 4𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2 + 2𝑙𝑙2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖

2
∗� 

= �
∗ ∗

2(𝑙𝑙2 − 𝑙𝑙1)𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ∗� ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) 

olup 
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�
∗ ∗

𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

2
2𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

temsilcisi yerine daha sade biçimi olan 

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

alınabilir. ∎ 

Teorem 2.14. 𝑐𝑐2 yansıması, 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖, (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1, 𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖 tek olmak üzere 

temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olan kosetleri sabit bırakır. Ayrıca, bunların sayısı 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 olmak üzere 2𝑟𝑟−1 

tanedir. ∎ 

Şimdi 𝑐𝑐3 ün sabit bıraktığı koset temsilcilerini belirleyelim.  

•  İlk olarak 𝑁𝑁 nin tek olması durumunu inceleyelim. 

Teorem 2.15. 𝑁𝑁 tek, 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 , (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 olsun. Bu takdirde 

𝑐𝑐3, Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit bırakır ⟺  𝑁𝑁| 𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) dir. 

İspat. 𝑐𝑐3 = �1 1
0 −1� elemanı Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit bırakır 

⇔ Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1 1
0 −1� = Γ�0

3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� 

⇔ �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1 1

0 −1� �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�

−1
∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

⇔ �𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)
𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) −𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)� ∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

olduğundan  

 

ℳ ≔ �𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)
𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) −𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)� (20)  

 

olarak tanımlanırsa ℳ ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) dir. Böylece 𝑁𝑁| 𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) elde edilir.  ∎ 
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Not. 𝑁𝑁 tek, 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖, (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 olsun. Bu takdirde 𝑐𝑐3, Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi sabit 

bırakıyorsa �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� temsilcisi yerine �

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖
2

� alınabilir. Gerçekten, (20) de 

tanımlanan ℳ matrisinde ℳ ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olabilmesi için 𝑁𝑁| 𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) olmalıdır. Buradan 

(𝑐𝑐, 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) = �1, 𝑐𝑐  tek
2, 𝑐𝑐 çift  elde edilir. 𝑁𝑁| 𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) olduğundan 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 = 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖 olan 

𝑙𝑙1, 𝑙𝑙2 ∈ ℤ mevcuttur. Böylece 

𝑑𝑑 =
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
 

bulunur. Dolayısı ile �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� temsilcisi yerine  

�
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

alınabilir. 

Teorem 2.16. 𝑁𝑁 tek, 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 , (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 olsun. Bu takdirde 𝑐𝑐3 ün Γ�0
3(𝑁𝑁) �𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� yi 

sabit bıraktığı koset temsilcileri 

[1]   �3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1
3𝑐𝑐 𝑑𝑑 �, 

[2]   �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏 + 1
3𝑐𝑐 𝑑𝑑 �, 

[3]   � 3𝑎𝑎 𝑏𝑏
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 − 1�, 

[4]   � 3𝑎𝑎 𝑏𝑏
3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 + 1�, 

[5]   �3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 + 1
𝑐𝑐 3𝑑𝑑 �, 

[6]   �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏 − 1
𝑐𝑐 3𝑑𝑑 �, 

[7]   �3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 + 1�, 

[8]   �3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏
3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 − 1�, 

[9]   �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 + 1�, 

[10]  �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏
3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 − 1� 

dir.  
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İspat. (20) de tanımlanan ℳ matrisi ile ℳ ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olması için 𝑁𝑁| 𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) nin yanında 

aşağıdaki durumlar söz konusu olabilecektir. 

A. Farz edelim ki 3| 𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) olsun. Bu durumda 3| 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏) dir. 

1) 3| 𝑐𝑐 olsun. 3 ∤ 𝑎𝑎 olduğundan 3| 𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 dir. Böylece,  

 

𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⇒ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⟹ 𝑎𝑎 ≡ ∓1, 𝑏𝑏 ≡ ±1 

bulunur. (Bu sıraya dikkat edilmeli. 𝑎𝑎 ≡ 1 alındığında 𝑏𝑏 ≡ −1 alınmalı vb.) Dolayısı ile 𝑎𝑎 

yerine 3𝑎𝑎 ∓ 1; 𝑏𝑏 yerine 3𝑏𝑏 ± 1 gelecektir. Böylece 

 

�3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1
3𝑐𝑐 𝑑𝑑 � ve �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏 + 1

3𝑐𝑐 𝑑𝑑 � (21)  

 

matrisleri 𝑐𝑐3 tarafından sabit bırakılır. 

2) 3 ∤ 𝑐𝑐 olsun. Bu durumda 3| 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 dir. Yine 3| 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏) olacaktır. 

(i)  3| 𝑎𝑎 olsun. 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 ≡ 𝑑𝑑 + 𝑐𝑐 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3  olduğundan  𝑑𝑑 ≡ ∓1, 𝑐𝑐 ≡ ±1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

tür. Böylece, elde edilen temsili matrisler 

 

� 3𝑎𝑎 𝑏𝑏
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 − 1� , � 3𝑎𝑎 𝑏𝑏

3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 + 1� (22)  

 

matrisleridir. 

(ii)  3| 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 ve 3| 𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 olsun. Buradan,  

 

𝑐𝑐 + 𝑑𝑑 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

 

elde edilir. Buradan 𝑎𝑎 ≡ ∓1, 𝑏𝑏 ≡ ±1; 𝑐𝑐 ≡ ∓1, 𝑑𝑑 ± 1 bulunur. Böylece 

 

�3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 − 1� , �3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1

3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 + 1� , �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏 + 1
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 − 1� , �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏 + 1

3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 + 1� 

 

matrisleri elde edilir. Ancak bu dört matrisin hangisi alınırsa alınsın, ℳ nin 1. ve 3. 

elemanları 3 ile bölünür. Bu mümkün olmadığından (ii) nin 4 matrisi sabit nokta temsilcisi 

olamaz. 
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B. Farz edelim ki 3| 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) olsun. 

(1) Varsayalım ki 3| 𝑎𝑎𝑎𝑎, 3|𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) olsun. Buradan eğer 3| 𝑎𝑎 ise 3| 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 olduğundan 

3| 𝑏𝑏 çelişkisi elde edilir. Dolayısı ile 3| 𝑑𝑑 ve 3| 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 dir. Buradan 

 
𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⟹ 𝑎𝑎 ≡ ∓1, 𝑏𝑏 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

 

bulunur. Böylece �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� temsilcisi 

 

�3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 + 1
𝑐𝑐 3𝑑𝑑 � ve �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏 − 1

𝑐𝑐 3𝑑𝑑 � (23)  

 

matrisleri halini alır. 

(2) Varsayalım ki 3 ∤ 𝑎𝑎𝑎𝑎 ve 3 ∤ 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) olsun. Bu durumda aşağıdaki 24 ihtimal söz 

konusudur. (Kongrüanslar 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 e göre alınmıştır.) 

(i) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(ii) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(iii) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(iv) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(v) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(vi) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

(vii) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(viii) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(ix) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

(x) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(xi) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(xii) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

(xiii) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(xiv) 𝑎𝑎 ≡ 1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

(xv) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(xvi) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

(xvii) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 − 1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(xviii) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(xix) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ 1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ −1 
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(xx) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 0 

(xxi) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(xxii) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ 1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

(xxiii) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ 1 

(xxiv) 𝑎𝑎 ≡ −1, 𝑑𝑑 ≡ −1, 𝑐𝑐 ≡ −1, 𝑏𝑏 ≡ −1 

Bu 24 durumdan sadece ilk 4 ü 3 ∤ 𝑎𝑎𝑎𝑎 ve 3 ∤ 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) şartını sağlar ve ℳ ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) dir. 

Diğer 20 durum 3 ∤ 𝑎𝑎𝑎𝑎 ve 3 ∤ 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) şartını sağlar ancak ℳ ∉ Γ�0
3(𝑁𝑁) dir. Sonuçta 

istenilen sabit koset temsilcileri 

 

�3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏
3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 + 1� , �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏

3𝑐𝑐 + 1 3𝑑𝑑 + 1� , �3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏
3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 − 1� , �3𝑎𝑎 − 1 3𝑏𝑏

3𝑐𝑐 − 1 3𝑑𝑑 − 1� (24)  

 

matrisleridir.∎ 

NOT. 𝑁𝑁 nin tek olması durumunda 𝑐𝑐3 ün sabit bıraktığı kosetlerin  �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� temsilcileri 

 

𝑇𝑇 ≔ �
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� (25)  

 

matrisleri olarak elde edilmişti. Burada (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 dir. Eğer 3| 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 ise 𝑇𝑇 matrisi Teorem 

2.16 daki [1] veya [2] matrisidir. 

(1) Eğer 3| 𝑁𝑁𝑖𝑖 ise  

 

𝐴𝐴 ≔ �
3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�  ile 𝐵𝐵 ≔ �

3𝑎𝑎0 + 1 3𝑏𝑏0 − 1

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

 

aynı koseti verirler. Böyle matrisleri 𝐴𝐴 ≃ 𝐵𝐵 ile gösterelim. 

(2) Eğer 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖, 3| 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 fakat 3| 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

 ise 

 

�
3𝑎𝑎0 + 1 3𝑏𝑏0 − 1

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ≃ �

3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

elde edilir. 
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(3) Eğer 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖, 3 ∤ 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

, 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 1, 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ise 

 

�
3𝑎𝑎0 + 1 3𝑏𝑏0 − 1

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ≃ �

3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

elde edilir. 

(4) Eğer 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖, 3| 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 3| 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

, 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 1, 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ise 

 

�
3𝑎𝑎0 − 1 3𝑏𝑏0 + 1

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ≃ �

3𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

elde edilir. 

(5) Eğer 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖, 3| 𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖, 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

, 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −1, 𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ise 

 

�
3𝑎𝑎 + 1 3𝑏𝑏 − 1

𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑙𝑙1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑙𝑙2𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ≃ �

3𝑎𝑎0 𝑏𝑏0

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

elde edilir. 

Bu şekilde devam edilirse yani bütün ihtimaller göz önüne alınırsa Teorem 2.16 daki 

matrislerin 2. satırları uygun �𝑁𝑁𝑖𝑖,
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� olarak alınabilir. Dolayısı ile Lemma 2.17 elde 

edilir. 

Lemma 2.17. Teorem 2.16 da elde edilen 10 koset temsilcisi tek türlü belirlidir. Yani, aynı 

biçimde bir diğer matris alınırsa bunlar birbirine denktir (≃ anlamında). Böylece 𝑁𝑁 tek,     

(𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 olmak üzere 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ⋅ 𝑀𝑀𝑖𝑖 verildiğinde 

 

𝐶𝐶 ≔ �
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� (26)  

 

koset temsilcileri olarak alınır. (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) çifti tek türlü olarak belirlendiğinden bunların sayısı 

2𝑟𝑟 tanedir. Burada 𝑟𝑟, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlarının sayısıdır. Ayrıca 3| 𝑁𝑁𝑖𝑖 ise 𝐶𝐶 matrisi [1] e veya 

[2] ye denktir. Bu biçimde hareketle 10 tane matrise ulaşılabilir. Yani, 𝐶𝐶 nin elemanlarının 
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3 e bölünme veya bölünememe durumuna göre Teorem 2.16 daki 10 tane matrise 

ulaşılabilir. Örneğin, 3| 𝑏𝑏 ise elde edilen matris [7] veya [8] matrisidir. ∎ 

•  Şimdi 𝑁𝑁 nin çift ve 2||𝑁𝑁 olması durumunu inceleyelim. 

Teorem 2.18. 𝑁𝑁 çift ve 2||𝑁𝑁, 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 , (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 olsun. Bu durumunda 𝑐𝑐3 ün sabit 

bıraktığı koset temsilcileri  

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

dir. ∎ 

İspat. 2||𝑐𝑐 ve 4||𝑐𝑐 durumlarını ayrı ayrı inceleyelim. 

(i)  2||𝑐𝑐 olsun. 𝑁𝑁|𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) olduğundan (𝑐𝑐, 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) = 2 dir. Şimdi varsayalım ki 

𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑐𝑐 ve 𝑀𝑀𝑖𝑖|2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐  

olsun. Buradan 

𝑐𝑐 = 2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 ve 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 = 2𝛽𝛽𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖   

olacak şekilde 𝑐𝑐0, 𝑑𝑑0, 𝛽𝛽 ∈ ℤ mevcuttur. Böylece 

 𝑑𝑑 = 𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖 

bulunur. Açıkça 𝛽𝛽 ≥ 2 dir. Bu durumda eğer 

𝐵𝐵0 ≔ �𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏

2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖
� 

olarak tanımlanırsa 𝐵𝐵0 ın 𝑐𝑐3 tarafından sabit kalması için 

�𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)
𝑐𝑐(2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐) −𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑐𝑐(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)� ∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) 

olmalıdır. Böyle olduğunu kabul edelim ve gösterelim  ki 

𝐴𝐴0 ≔ � 𝐴𝐴 𝐵𝐵
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

𝑐𝑐3 ü sabit bırakılıyor ise 𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 dir. 
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Bu durumda 

𝐴𝐴1 ≔ �𝐴𝐴(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖) − 2𝑁𝑁𝑖𝑖(𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) 𝐴𝐴(𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵)
8𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −𝐴𝐴(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖) + 2𝑁𝑁𝑖𝑖(𝐴𝐴 − 𝐵𝐵)� 

ve 

𝐵𝐵1 ≔ �
𝑎𝑎�𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖� − 2𝑐𝑐0(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)

2𝛽𝛽+1𝑐𝑐0𝑑𝑑0𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −𝑎𝑎�𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖� + 2𝑐𝑐0(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

olarak tanımlanırsa 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) dir.  

Şimdi bazı durumları inceleyelim: 

(1) 3|𝑁𝑁𝑖𝑖 olsun. Bu durumda 𝐴𝐴1 ve 𝐵𝐵1 matrislerinden 3|𝐴𝐴(𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵) ve 3|𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏) 

dir. 

𝒜𝒜 ≔ 𝐴𝐴0𝐵𝐵0
−1 

= �
𝐴𝐴�𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖� − 2𝐵𝐵𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 −𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎

2𝑁𝑁𝑖𝑖�𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖� − 2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖
2 − 4𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −2𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

matrisinin Γ�0
3(𝑁𝑁) nin elemanı olduğunu gösterelim. Bunun için 3| − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 olduğunu 

gösterelim.  

3|𝐴𝐴(𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵) olduğundan  3|𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 dir. Buradan 

3|𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 ve 3|𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)  

olup  

3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 ⇒ 3|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 

bulunur. Bu durumda  

𝐵𝐵 = −𝐴𝐴 + 3𝑡𝑡1, 𝑏𝑏 = −𝑎𝑎 + 3𝑡𝑡2 olacak şekilde 𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2 ∈ ℤ  

vardır. Böylece 

−𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = −𝐴𝐴(−𝑎𝑎 + 3𝑡𝑡2) + 𝑎𝑎(−𝐴𝐴 + 3𝑡𝑡1) = −3𝐴𝐴𝑡𝑡2 + 3𝑎𝑎𝑡𝑡1 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

tür. Yani, 3| − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 dir. Buradan 𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 elde edilir. 
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(2) 3|𝑀𝑀𝑖𝑖 olsun. Bu durumda  

3|𝐴𝐴(𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵) ve 3|𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)  

dir. Eğer 3|𝐴𝐴  ve 3|𝑎𝑎 ise 𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 olduğu açıktır. 

Öte yandan 3|𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ve 3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 olamaz. Gerçekten, eğer 3|𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 olsa 

3|𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ⇒ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⇒ 𝐴𝐴 = 2𝐵𝐵 + 3𝑙𝑙1 

olacak şekilde 𝑙𝑙1 ∈ ℤ mevcuttur. Bu durumda 

𝐵𝐵0 = �2𝐵𝐵 + 3𝑙𝑙1 𝐵𝐵
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

�
det(𝐵𝐵0)=∓1
��������� (2𝐵𝐵 + 3𝑙𝑙1)(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖) − 2𝐵𝐵𝑁𝑁𝑖𝑖 = ∓1 

dir. Buradan  

4𝐵𝐵𝑀𝑀𝑖𝑖 + 3𝑙𝑙1(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖) = ∓1 

elde edilir. Bu ise 3|𝑀𝑀𝑖𝑖 varsayımı ile çelişir. Bu durumda 3|𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ve 3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 olamaz. 

Böylece 3|𝐴𝐴 ve 3|𝑎𝑎 olmak zorundadır. 

(3) 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ve 3|𝑐𝑐0 olsun. 𝐵𝐵0 matrisinden  

3 ∤ 𝐴𝐴 ve 3 ∤ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 olduğundan 3 ∤ 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵  

elde edilir. Bu durumda 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 tür. Dolayısı ile 3|𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 dir. 

a. 3|𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖 olduğunu varsayalım. Böylece  

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

tür. Dolayısı ile  

𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

bulunur. 3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏  (3|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) dir. Şimdi, 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olduğunu gösterelim. Bunun için 

 

2𝛽𝛽−1𝐴𝐴𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖(−𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎) + 2𝛽𝛽𝑑𝑑0𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖[−2𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖] ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 (27)  

 

sağlandığını gösterelim. Öte yandan  
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(𝑑𝑑0, 3) = (𝑀𝑀𝑖𝑖, 3) = 1 ve �2𝛽𝛽 , 3� = �2𝛽𝛽−1, 3� = 1  

olduğundan (27) yerine daha sade biçimi olan 

𝐴𝐴(−𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝑁𝑁𝑖𝑖[𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖] ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

⟹ −𝑏𝑏𝐴𝐴2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖
2 − 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖

2 + 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olduğunu göstermek yeterlidir.  

𝐴𝐴2 ≡ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ≡ 𝑁𝑁𝑖𝑖
2 ≡ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olduğundan  

−𝑏𝑏𝐴𝐴2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖
2 − 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖

2 + 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ −𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 𝑎𝑎 ≡ 𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Ayrıca 𝑎𝑎 ≡ −𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 kongrüansı kullanılırsa  

−𝑏𝑏 − 𝑏𝑏 − 𝑏𝑏 ≡ −3𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Dolayısı ile 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) dir. 

b. 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖 olamayacağını gösterelim. Varsayalım ki 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖 doğru olsun. 

Buradan 

𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3  

tür. Öte yandan  

3 ∤ 𝐴𝐴 ve 3 ∤ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵   (3 ∤ 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)  

olduğundan 

𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚3  

tür. Ayrıca 3|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 (3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏) olduğunu biliyoruz. det 𝐵𝐵0 ≡ ∓1 olduğundan 

𝑎𝑎�𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖� − 2𝑏𝑏𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 = ∓1 

dir. Buradan 

2𝛽𝛽−1𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 
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tür. Ayrıca det 𝐴𝐴0 = ∓1 olduğundan  

𝐴𝐴(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖) − 2𝐵𝐵𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. 

𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ve 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 kongrüans denklemlerinden 

•  𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 1, 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ −1 

•  𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −1, 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 1 

•  𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ 1 

•  𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ −1 

bulunur. Şimdi bu durumları inceleyelim. 

(1*) 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 1, 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ −1 ve 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ 1 ise 

𝐴𝐴(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖) − 2𝐵𝐵𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 1(1 − 2) − 2 ∙ 1 ∙ 1 ≢ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. 

(2*) 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 1, 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ −1 ve 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ −1 ise 

−1(1 − 2) − 2 ∙ (−1) ∙ 1 ≡ 3 ≢ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. 

(3*) 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −1, 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 1 ve 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ 1 ise 

1(−1 + 2) − 2 ∙ 1 ∙ (−1) ≡ 3 ≢ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. 

(4*) 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −1, 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 1 ve 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ −1 ise 

−1(−1 + 2) − 2 ∙ (−1) ∙ (−1) ≡ −3 ≢ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. 

Böylece 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖 olamayacağı elde edilir. 

Sonuç olarak her durumda 

𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 

dır. Böylece 𝐵𝐵0 matrisi yerine ona denk olan daha sade 𝐴𝐴0 matrisini almak yeterlidir. 
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(ii)  4||𝑐𝑐 olsun. 𝑁𝑁𝑖𝑖|𝑐𝑐 ve 𝑀𝑀𝑖𝑖|2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 olduğunu varsayalım. Bu durumda 

𝑐𝑐 = 4𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖, 2𝑑𝑑 − 𝑐𝑐 = 2𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖 olan 𝑐𝑐0, 𝑑𝑑0 ∈ ℤ 

vardır. Buradan 

𝑑𝑑 = 2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖 

dir. 

𝐴𝐴0: = � 𝐴𝐴 𝐵𝐵
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� , 𝑐𝑐3 ile sabit bırakılır ⟺ 

𝐴𝐴1: = �𝐴𝐴(2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝑁𝑁𝑖𝑖(𝐴𝐴 − 𝐵𝐵) 𝐴𝐴(𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵)
8𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −𝐴𝐴(2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖) + 4𝑁𝑁𝑖𝑖(𝐴𝐴 − 𝐵𝐵)� ∈ Γ�0

3(𝑁𝑁) dir. 

Ayrıca 

𝐵𝐵0: = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
4𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖

� , 𝑐𝑐3 ile sabit bırakılır ⟺ 

𝐵𝐵1: = �𝑎𝑎(2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝑐𝑐0(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏)
8𝑐𝑐0𝑑𝑑0𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −𝑎𝑎(2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖) + 4𝑐𝑐0(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑁𝑁𝑖𝑖

� ∈

Γ�0
3(𝑁𝑁) dir. 

𝐵𝐵0 matrisi yerine daha sade biçimi olan 𝐴𝐴0 matrisini kullanabileceğimizi, yani 𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 

olduğunu göstermeliyiz. Bunun için 𝒜𝒜 ≔ 𝐴𝐴0 ∙ 𝐵𝐵0
−1 matrisinin Γ�0

3(𝑁𝑁) elemanı olduğunu 

göstermeliyiz. 

𝒜𝒜 = � 𝐴𝐴(2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝑐𝑐0𝐵𝐵𝑁𝑁𝑖𝑖 −𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎
4𝑁𝑁𝑖𝑖(2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖(2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖) −4𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

= �𝐴𝐴(2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝑐𝑐0𝐵𝐵 −𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎
4(𝑑𝑑0 − 𝑐𝑐0)𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −4𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olduğundan aşağıdaki durumlar ele alınmalıdır. 

(1o) 3|𝑁𝑁𝑖𝑖 olsun. Bu durumda 3| − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 olduğu gösterilmelidir. 

3|𝑁𝑁𝑖𝑖 ⇒ 𝐴𝐴0 matrisinden (𝐴𝐴, 3) = 1 ve 𝐵𝐵0 matrisinden (𝑎𝑎, 3) = 1 

olduğu elde edilir. Buradan 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olabilmesi için 3|𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 olduğu göstermeliyiz. 
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 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olduğundan  

3|𝐴𝐴(𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵) ve 3|𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏) 

elde edilir. Ayrıca 

(𝐴𝐴, 3) = (𝑎𝑎, 3) = 1 

olduğundan 

3|𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ve 3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 

bulunur. Buradan 

𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ≡ 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⇒ 𝐴𝐴 ≡ −𝐵𝐵 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 ≡ 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 ⇒ 𝑎𝑎 ≡ −𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Böylece 

𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≡ (−𝑏𝑏)(−𝐴𝐴) − 𝑏𝑏𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olduğundan 

𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 

dır. 

(2o) 3|𝑀𝑀𝑖𝑖 olsun. 3|𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 olduğunu gösterelim. 𝐴𝐴0 ve 𝐵𝐵0 matrislerinin 

determinantları göz önüne alındığında  

3 ∤ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 veya 3 ∤ 𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏  

olamaz. Böylece  

3|𝐴𝐴 ve 3|𝑎𝑎 

bulunur. Bu durumda 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olup, 𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 dır. 

(3o) 3 ∤ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ve 3|𝑐𝑐0 olsun. 𝐴𝐴1 matrisinden  

3 ∤ 𝐴𝐴 ve 3 ∤ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 

ve  𝐵𝐵1 matrisinden 
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3|𝑎𝑎 veya 3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 

dir. 𝐵𝐵0 matrisi ile 3 ∤ 𝑎𝑎 olduğundan  

3|𝑎𝑎 − 2𝑏𝑏 ⇒ 3|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 

bulunur. Ayrıca 

3 ∤ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ⇒ 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Böylece 3|𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 dir. 

(ao) 3|2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 olduğunu varsayalım. Böylece  

2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olduğundan 

𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

tür. Şimdi 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olduğunu gösterelim. 

3|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ⇒ 𝑎𝑎 ≡ −𝑏𝑏 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olduğundan 

𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ ∓1 

𝑎𝑎 ≡ −𝑏𝑏 ≡ ∓1 

elde edilir. 3|𝑐𝑐0 olup 𝐵𝐵0 matrisinden (3, 𝑑𝑑0) = 1 dir. 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olması için 

 

[𝐴𝐴(2𝑐𝑐0𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝑐𝑐0𝐵𝐵𝑁𝑁𝑖𝑖][−𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎] 

+4(𝑑𝑑0 − 𝑐𝑐0)𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖[−4𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖] ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

 

olduğu gösterilmelidir. Öte yandan 3|𝑐𝑐0 olduğundan 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) olması için 

 

𝐴𝐴𝑑𝑑0𝑀𝑀𝑖𝑖(−𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑎𝑎) + 4𝑑𝑑0𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖(−𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3  (28)  

 

olduğunu göstermek yeterlidir. Ayrıca (𝑀𝑀𝑖𝑖𝑑𝑑0, 3) = 1 olduğundan (28) yerine 
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−𝑏𝑏𝐴𝐴2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑁𝑁𝑖𝑖(−𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑀𝑀𝑖𝑖) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

⇒ −𝑏𝑏𝐴𝐴2 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖
2 − 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖

2 + 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

kongrüans bağıntısının doğruluğunu göstermeliyiz. 

𝐴𝐴2 ≡ 𝐴𝐴𝐴𝐴 ≡ 𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 𝑁𝑁𝑖𝑖
2 ≡ 1 

olduğundan 

−𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 + 𝑎𝑎 ≡ −𝑏𝑏 − 𝑏𝑏 − 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Böylece 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3 olduğu elde edilir. 

(bo) 3 ∤ 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 durumunun olamayacağını gösterelim. Varsayalım ki 3 ∤ 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 

doğru olsun. Bu durumda 

3 ∤ 𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖 ⇒ 𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ −𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Öte yandan 3 ∤ 𝐴𝐴 − 2𝐵𝐵 ile 

3 ∤ 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 ⇒ 𝐴𝐴 ≡ 𝐵𝐵 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

ve 3|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ile 

𝑎𝑎 ≡ −𝑏𝑏 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

bulunur. Ayrıca 

det 𝐴𝐴0 = 𝐴𝐴(2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖) − 4𝐵𝐵𝑁𝑁𝑖𝑖 ≡ ∓1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

olduğundan  

2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3 

elde edilir. Bu çelişki 3 ∤ 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 olamayacağını gösterir. 

Sonuç olarak tüm durumlarda 𝒜𝒜 ∈ Γ�0
3 olduğu elde edilir. Dolayısıyla 𝐴𝐴0 ≃ 𝐵𝐵0 dır. 

Yani, 2||𝑁𝑁 durumunda 𝑐𝑐3 ün sabit bıraktığı koset temsilcileri  

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

dir.∎ 
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Teorem 2.19. I. 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 = 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 , 𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖 tek ise Γ�0
3(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır 

bileşenlerinin sayısı 2𝑟𝑟−1 dir ve her bir sınır bileşen iki tane ∞ içerir.  

II. 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 , 𝑝𝑝𝑗𝑗 > 2, 𝑗𝑗 = 2, … , 𝑟𝑟 ve 2||𝑁𝑁 ise Γ�0
3(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır 

bileşenlerinin sayısı 2𝑟𝑟−2 dir ve her bir sınır bileşen dört tane ∞ içerir.  

İspat. 

I. 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖, (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1, 𝑁𝑁𝑖𝑖 , 𝑀𝑀𝑖𝑖 tek olması durumunda 

•  𝑐𝑐1 in sabit bıraktığı koset temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� 

•  𝑐𝑐2 nin sabit bıraktığı koset temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� , �

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

•  𝑐𝑐3 ün sabit bıraktığı koset temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� , �

∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

olarak elde edildi. Şimdi bu koset temsilcileri arasındaki bağıntıları bulup sonsuzların 

sayısını belirleyelim. 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
� ~ �𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
�
 (29)  

 

dir. Ayrıca 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

olup burada 𝑘𝑘 = 1+3𝑀𝑀𝑖𝑖
2

 alınırsa 
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� 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑁𝑁𝑖𝑖

� ~ �
𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

olduğu görülür. Böylece 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

�

∞
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�
 (30)  

 

elde edilir.  

�
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 𝑐𝑐2𝑐𝑐3 = �

𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �0 −1

1 1 � = �
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

olup 

�
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �

𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

−1

 

= �
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
−𝑏𝑏1

−𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑎𝑎1

� 

=

⎝

⎛

𝑏𝑏𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑀𝑀𝑖𝑖 + (−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑀𝑀𝑖𝑖 + (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)𝑁𝑁𝑖𝑖

2
−𝑏𝑏𝑏𝑏1 + 𝑎𝑎1(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)

𝑀𝑀𝑖𝑖
2 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 + 𝑁𝑁𝑖𝑖

2 − 𝑀𝑀𝑖𝑖
2 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2

4
−𝑏𝑏1(𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖) + 𝑎𝑎1(𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖)

2 ⎠

⎞ 

= �
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 ∗� ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) 

olduğundan 

�
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ~ �

𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

elde edilir. Böylece 

 

𝑐𝑐3
�

∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖−𝑀𝑀𝑖𝑖
2

𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

�
 (31)  



62 
 

 
 

 

elde edilir. Benzer şekilde 

�
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = �

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� � 0 1

−1 0� = �
−𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

 olup 

�
−𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �

𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

−1

∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) 

olduğundan 

�
−𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ~ �

𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

dir. Böylece 

𝑐𝑐2
�

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖−𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖−𝑁𝑁𝑖𝑖
2

𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

�
 (32)  

 

elde edilir. Yukarıdakilere benzer işlemler ile 

�
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 𝑐𝑐2𝑐𝑐3 = �

𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �0 −1

1 1 � = �
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖

� 

 ve 

�
𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖

� �0 −1
1 1 � = �

−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 −𝑎𝑎

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

olup 

�
−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 −𝑎𝑎

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �

𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

−1

 

= �
(−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)

𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
+ 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑏𝑏1 − 𝑏𝑏𝑏𝑏1 − 𝑎𝑎𝑎𝑎1

𝑁𝑁𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖 −𝑏𝑏1𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑎𝑎1
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2

� ∈ Γ�0
3(𝑁𝑁) 
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olduğundan 

�
−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑎𝑎

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ~ �

𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

dir. Böylece 

𝑐𝑐2
�

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖−𝑁𝑁𝑖𝑖

2
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

1
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�
 (33)  

 

elde edilir.  

�
𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = �

𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� �1 𝑘𝑘

0 1� = �
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 +
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� 

olup burada 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀𝑖𝑖−1
2

 alınırsa 

�
𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 +
𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

2
� ~ �𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
� 

olur. Böylece 

 

𝑐𝑐3
�

∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (34)  

 

elde edilir. (29)-(34) ten 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
�

∞
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖−𝑀𝑀𝑖𝑖
2

𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖−𝑁𝑁𝑖𝑖
2

𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
2

�
 

1
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

2
�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (35)  

 

dir. Burada 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 = 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟  olmak üzere 𝑖𝑖 = 2,3, … , 2𝑟𝑟−1 dir. Böylece her bir 

sınır bileşeni 2 tane ∞ içerir ve sınır bileşenlerinin sayısı 2𝑟𝑟−1 dir. Sonuç olarak 𝑁𝑁 nin tek 

olması durumunda Γ�0
3(𝑁𝑁) nin simgesindeki periyot devirleri {(∞, ∞)2𝑟𝑟−1} şeklindedir. 
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II. 𝑁𝑁 çift ve 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 , 𝑝𝑝𝑗𝑗 > 2, 𝑗𝑗 = 2, … , 𝑟𝑟 yani 2||𝑁𝑁 olsun. Bu durumda      

𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 , (𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖) = 1 olacak şekilde 𝑁𝑁𝑖𝑖, 𝑀𝑀𝑖𝑖 tek tam sayılar mevcuttur. 

•  𝑐𝑐1 in sabit bıraktığı koset temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� , �
∗ ∗

2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖

� , �
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

•  𝑐𝑐2 nin sabit bıraktığı koset temsilcileri 

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

•  𝑐𝑐3 ün sabit bıraktığı koset temsilcileri 

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖
� , �

∗ ∗
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olarak elde edilmişti. Şimdi bu koset temsilcileri arasındaki bağıntıları bulup sonsuzların 

sayısını belirleyelim. 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖
� ~ �𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖
�
 (36)  

 

dir. Ayrıca 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖

� (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

olup burada 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 alınırsa 

� 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑀𝑀𝑖𝑖 + 2𝑁𝑁𝑖𝑖

� ~ �𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� 

olduğu görülür. Böylece 
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𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖

�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
�
 (37)  

 

elde edilir.  

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 𝑎𝑎

−𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
� ~ �𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (38)  

 

elde edilir. Benzer şekilde 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖
� 

olup burada 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀𝑖𝑖 alınırsa 

� 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� ~ �𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olur. Böylece 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (39)  

 

elde edilir. Ayrıca 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� � 0 1
−1 0� = � −𝑏𝑏 𝑎𝑎

−2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
� ~ � 𝑎𝑎1 𝑏𝑏1

2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
�
 (40)  
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elde edilir. Yukarıdaki işlemlere benzer olarak 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑘𝑘𝑀𝑀𝑖𝑖
� 

 olup 𝑘𝑘 = 𝑁𝑁𝑖𝑖−1
2

 alınırsa 

� 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑘𝑘𝑀𝑀𝑖𝑖

� ~ � 𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

dir. Böylece 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖

�

∞
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (41)  

 

elde edilir. Ayrıca 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 𝑐𝑐2𝑐𝑐3 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� �0 −1
1 1 � 

= � 𝑏𝑏 −𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

� ~ � 𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐3
�

∗ ∗
2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖−2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖+2𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (42)  

 

elde edilir. Benzer işlemler ile 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� 𝑐𝑐1𝑐𝑐2 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� � 0 1
−1 0� 

= � −𝑏𝑏 𝑎𝑎
−𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖 − 2𝑀𝑀𝑖𝑖

� ~ � 𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐2
�

∗ ∗
𝑁𝑁𝑖𝑖−2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖+2𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖−2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (43)  
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elde edilir.  

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� (𝑐𝑐2𝑐𝑐3)2 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑀𝑀𝑖𝑖 − 2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� �−1 −1
1 0 � 

= �−𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 −𝑎𝑎
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 − 𝑀𝑀𝑖𝑖

� ~ � 𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olduğundan 

 

𝑐𝑐2
�

∗ ∗
𝑀𝑀𝑖𝑖−2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (44)  

 

elde edilir. Benzer şekilde  

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� (𝑐𝑐1𝑐𝑐3)𝑘𝑘 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� �1 𝑘𝑘
0 1� = � 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏

4𝑁𝑁𝑖𝑖 (4𝑘𝑘 + 2)𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖
� 

olup 𝑘𝑘 = 𝑀𝑀𝑖𝑖−1
2

 alınırsa 

� 𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏
4𝑁𝑁𝑖𝑖 (4𝑘𝑘 + 2)𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑀𝑀𝑖𝑖

� ~ � 𝑎𝑎1 𝑏𝑏1
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

� 

olur. Böylece 

 

𝑐𝑐3
�

∗ ∗
4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖

�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (45)  

 

elde edilir. (36)-(45) ten 

 

𝑐𝑐1
�

∗ ∗
2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖

�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖
�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑀𝑀𝑖𝑖
�

1
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖
�

∞
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

2𝑀𝑀𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑁𝑁𝑖𝑖−2𝑀𝑀𝑖𝑖 𝑁𝑁𝑖𝑖+2𝑀𝑀𝑖𝑖
�

1
~𝑐𝑐2

�
∗ ∗

𝑀𝑀𝑖𝑖−2𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
�

1
~𝑐𝑐3

�
∗ ∗

4𝑁𝑁𝑖𝑖 2𝑁𝑁𝑖𝑖+𝑀𝑀𝑖𝑖
�

∞
~𝑐𝑐1

�
∗ ∗

2𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖
�
 (46)  

 

dir. Burada 𝑁𝑁 = 2 ∙ 𝑁𝑁𝑖𝑖 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖 = 2 ∙ 𝑝𝑝2
𝛼𝛼2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟  olmak üzere 𝑖𝑖 = 2,3, … , 2𝑟𝑟−2 dir. Böylece her 

bir sınır bileşeni 4 tane ∞ içerir ve sınır bileşenlerinin sayısı 2𝑟𝑟−2 dir. Sonuç olarak Γ�0
3(𝑁𝑁) 

nin simgesindeki periyot devirleri {(∞, ∞, ∞, ∞)2𝑟𝑟−2} şeklindedir.∎ 
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2.4. 𝚲𝚲𝒏𝒏(𝑵𝑵) nin 𝚪𝚪𝟎𝟎(𝑵𝑵) deki İndeksi 

 

𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∈ ℕ ve 𝑛𝑛|𝑁𝑁 olmak üzere 

Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) = �� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ0(𝑁𝑁)� 𝑎𝑎4 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 veya 𝑎𝑎2 ≡ 𝑑𝑑2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 � 

kümesi Γ0(𝑁𝑁) nin bir alt grubudur. Şimdi Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) ≔ |Γ0(𝑁𝑁): Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁)| indeksini bulalım. 

İndeks konusunda daha önceden birçok çalışma yapılmıştır. Literatürde elde edilen 

sonuçlardan bu çalışmada kullanılan aşağıdaki teoremleri verelim. 

İlk olarak Teorem 2.20 deki Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁) grubunu tanımlayalım: 

𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∈ ℕ ve 𝑛𝑛|𝑁𝑁 olmak üzere 

Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁) = �� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ0(𝑁𝑁)� 𝑎𝑎 ≡ 𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 veya 𝑎𝑎2 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 � 

kümesi Γ0(𝑁𝑁) nin bir alt grubudur. 

Teorem 2.20. [9] 𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∈ ℕ, 𝑛𝑛|𝑁𝑁 ve 𝑛𝑛 nin asal çarpanlarına ayrılışı 𝑛𝑛 = 2𝛼𝛼13𝛼𝛼2𝑝𝑝3
𝛼𝛼3 ⋯ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟  

olarak verilsin. Bu takdirde, 𝜑𝜑 Euler fonksiyonu olmak üzere 

𝜑𝜑𝑁𝑁(𝑛𝑛) = �

1
2𝑟𝑟−1 𝜑𝜑�3𝛼𝛼2𝑝𝑝3

𝛼𝛼3 ⋯ 𝑝𝑝𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑟𝑟�, 𝛼𝛼1 ≤ 3 ise

                        
1

2𝑟𝑟+1 𝜑𝜑(𝑛𝑛),          𝛼𝛼1 > 3 ise
 

dir. Burada 𝜑𝜑𝑁𝑁(𝑛𝑛) = �Γ0(𝑁𝑁): Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁)� dir. ∎ 

Teorem 2.21. [10] 𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∈ ℕ, 𝑛𝑛|𝑁𝑁 ve 𝑛𝑛 nin asal çarpanlarına ayrılışı                                              

𝑛𝑛 = 2𝛼𝛼𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ⋯ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟𝑞𝑞1
𝛽𝛽1 ⋯ 𝑞𝑞𝑙𝑙

𝛽𝛽𝑙𝑙 olarak verilsin. Bu takdirde 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑟𝑟 için 𝑝𝑝𝑖𝑖 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 ve 

1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑙𝑙 için 𝑞𝑞𝑗𝑗 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 olmak üzere 

Ψ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = � 2𝑙𝑙 , 𝛼𝛼 ≤ 3 ise
  2𝑙𝑙+1,     𝛼𝛼 > 3 ise

 

dir. Burada  Ψ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = �Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁): Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁)� dir.∎ 
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Şimdi 𝐺𝐺 = Γ0(𝑁𝑁), 𝐻𝐻 = Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) olsun. ∞ un Γ0(𝑁𝑁) altındaki yörüngesi 

Γ0(𝑁𝑁)(∞) = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑏𝑏
�  𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ� 

dir. Böylece Γ0(𝑁𝑁) nin transitif olarak hareket ettiği en büyük kümelerden biri 

ℚ� (𝑁𝑁): = �
𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑏𝑏
�  𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ� 

kümesidir.  

Şimdi Γ0(𝑁𝑁)∞ sabitleyenini belirleyelim. � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ Γ0(𝑁𝑁) olsun. Buradan 

� 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑑𝑑� �1

0� = �1
0� ⟺ � 𝑎𝑎

𝑐𝑐𝑐𝑐� = �1
0� ⟺ 𝑎𝑎 = 1, 𝑐𝑐 = 0 

bulunur. Böylece 

Γ0(𝑁𝑁)∞ = ��1 𝑏𝑏
0 1��  𝑏𝑏 ∈ ℤ� = 〈�1 1

0 1�〉 

elde edilir. Dolayısı ile 

〈�1 1
0 1�〉 = Γ0(𝑁𝑁)∞ < Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) < Γ0(𝑁𝑁) 

dir.  

𝑣𝑣 =
𝑟𝑟

𝑠𝑠𝑠𝑠
, 𝑤𝑤 =

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑦𝑦

∈ ℚ� (𝑁𝑁) 

olmak üzere 𝑣𝑣 = 𝑔𝑔(∞) ve 𝑤𝑤 = ℎ(∞) olan 𝑔𝑔, ℎ ∈ Γ0(𝑁𝑁) vardır. Burada 

𝑔𝑔 = � 𝑟𝑟 𝑘𝑘
𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑙𝑙 �  ve ℎ = �

𝑥𝑥 𝑚𝑚
𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑡𝑡 � 

formundadır. 

𝑣𝑣 ≈ 𝑤𝑤 ⇔ 𝑔𝑔−1ℎ ∈ Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) 

⇔ � 𝑙𝑙 −𝑘𝑘
−𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑟𝑟 � �

𝑥𝑥 𝑚𝑚
𝑦𝑦𝑦𝑦 𝑡𝑡 � ∈ Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) 

⇔ � 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 𝑘𝑘𝑘𝑘
−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑟𝑟𝑟𝑟� ∈ Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) 
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⟺ (𝑙𝑙𝑙𝑙 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)4 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 

⟺ (𝑙𝑙2𝑥𝑥2)2 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 ⟺ 𝑙𝑙4𝑥𝑥4 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 

det(𝑔𝑔) = 1 olduğundan 𝑙𝑙𝑙𝑙 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 elde edilir. Buradan 𝑙𝑙 ≡ 𝑟𝑟−1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 bulunur. 

Böylece 

𝑥𝑥4 ≡ 𝑟𝑟4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 

olur.  

Sonuç olarak 

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑦𝑦 ≈

𝑛𝑛

𝑟𝑟
𝑠𝑠𝑠𝑠

⟺ 𝑥𝑥4 ≡ 𝑟𝑟4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛 

dir. Kısa olması açısından bazı durumlarda 

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑦𝑦 ≈

𝑛𝑛

𝑟𝑟
𝑠𝑠𝑠𝑠

 yerine 𝑥𝑥 ≈
𝑛𝑛

𝑟𝑟 

kullanacağız.  

Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) ile ≈
𝑛𝑛

 invaryant denklik bağıntısı altındaki blokların sayısını gösterelim. 

İmprimitif hareketten dolayı Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) ≔ |Γ0(𝑁𝑁): Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁)| dir. Öncelikle Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) nin çarpımsal 

olduğunu gösterelim. Daha sonra da Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) fonksiyonunu yani indeksi bulalım. 

Önerme 2.22. 𝑛𝑛|𝑁𝑁 olmak üzere Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) fonksiyonu çarpımsaldır. 

İspat. 𝑛𝑛 ∈ ℕ ve 𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 ∙ 𝑙𝑙, (𝑘𝑘, 𝑙𝑙) = 1, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙 > 1 olsun.  

𝑎𝑎 ≈
𝑛𝑛

𝑏𝑏 ise 𝑎𝑎4 ≡ 𝑏𝑏4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛, 𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 ∙ 𝑙𝑙 ve (𝑘𝑘, 𝑙𝑙) = 1 

 olduğundan  

𝑎𝑎4 ≡ 𝑏𝑏4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘   ve  𝑎𝑎4 ≡ 𝑏𝑏4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑙𝑙 

dir. Böylece 𝑎𝑎 ≈
𝑘𝑘

𝑏𝑏 ve 𝑎𝑎 ≈
𝑙𝑙

𝑏𝑏 dir. 
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Şimdi tersine 𝑎𝑎1 ≈
𝑘𝑘

𝑏𝑏1 ve 𝑎𝑎2 ≈
𝑙𝑙

𝑏𝑏2 olarak alalım ve 𝑎𝑎 ≈
𝑛𝑛

𝑏𝑏 olduğunu gösterelim.  

(𝑘𝑘, 𝑙𝑙) = 1 olduğundan  

𝑎𝑎1 + 𝑘𝑘𝑥𝑥1 = 𝑎𝑎2 + 𝑙𝑙𝑦𝑦1 ve 𝑏𝑏1 + 𝑘𝑘𝑥𝑥2 = 𝑏𝑏2 + 𝑙𝑙𝑦𝑦2 

olacak şekilde 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2 ∈ ℤ mevcuttur. Buradan 

𝑎𝑎1 + 𝑘𝑘𝑥𝑥1 ≈
𝑛𝑛 = 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑏𝑏1 + 𝑘𝑘𝑥𝑥2 

elde edilir. Böylece  

Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = Φ𝑁𝑁(𝑘𝑘) ∙ Φ𝑁𝑁(𝑙𝑙) 

dir. ∎ 

Önerme 2.23. 𝑁𝑁 = 2𝛼𝛼 , 𝑛𝑛 = 2𝛽𝛽 , 𝛽𝛽 < 𝛼𝛼 olsun. Bu takdirde 𝜑𝜑 Euler fonksiyonu olmak üzere 

Φ2𝛼𝛼�2𝛽𝛽� = �
       1,       𝛽𝛽 ≤ 3  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,
𝜑𝜑�2𝛽𝛽�

8
,   𝛽𝛽 > 3 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,

 

dir.  

İspat. (i) 𝛽𝛽 ≤ 3 olsun. Bütün 𝑎𝑎
𝑏𝑏2𝛼𝛼 ∈ ℚ� (𝑁𝑁) sayılarının ≈

2𝛽𝛽
 altında denk olduklarını gösterelim. 

Bunun için 

𝑎𝑎
𝑏𝑏2𝛼𝛼 ≈

𝑐𝑐
𝑑𝑑2𝛼𝛼 ⟺ 𝑎𝑎4 ≡ 𝑐𝑐4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 

yani 𝑎𝑎4 ≡ 𝑐𝑐4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 olduğunu gösterelim. 

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏2𝛼𝛼) = 1 ve (𝑐𝑐, 𝑑𝑑2𝛼𝛼) = 1 olduğundan 𝑎𝑎 ve 𝑐𝑐 tek sayılardır. Buradan 

𝑎𝑎 = 2𝑎𝑎0 − 1 ve 𝑐𝑐 = 2𝑐𝑐0 − 1 olacak şekilde 𝑎𝑎0, 𝑐𝑐0 ∈ ℕ 

sayıları vardır. Buradan  
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𝑎𝑎4 − 𝑐𝑐4 = (𝑎𝑎2 − 𝑐𝑐2)(𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐2) = (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐)(𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)(𝑎𝑎2 + 𝑐𝑐2) 

= (2𝑎𝑎0 − 1 − 2𝑐𝑐0 + 1)(2𝑎𝑎0 − 1 + 2𝑐𝑐0 − 1)(4𝑎𝑎0
2 − 4𝑎𝑎0 + 1 + 4𝑐𝑐0

2 − 4𝑐𝑐0 + 1) 

= 2 ∙ (𝑎𝑎0 − 𝑐𝑐0) ∙ 2 ∙ (𝑎𝑎0 + 𝑐𝑐0 − 1) ∙ 2 ∙ (2𝑎𝑎0
2 − 2𝑎𝑎0 + 2𝑐𝑐0

2 − 2𝑐𝑐0 + 1) 

= 23(𝑎𝑎0 − 𝑐𝑐0)(𝑎𝑎0 + 𝑐𝑐0 − 1)(2𝑎𝑎0
2 − 2𝑎𝑎0 + 2𝑐𝑐0

2 − 2𝑐𝑐0 + 1) 

≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 23 

tür. Böylece 𝑎𝑎4 ≡ 𝑐𝑐4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 dır. Yani 𝛽𝛽 ≤ 3 için Φ2𝛼𝛼�2𝛽𝛽� = 1 olduğu elde edilir. 

(ii) 𝛽𝛽 > 3 olsun. Bu takdirde 2𝛽𝛽 ile aralarında asal olan pozitif sayıların kümesi 

�1, 3, 5, … , 2𝛽𝛽 − 1� dir. Bu kümenin eleman sayısı 𝜑𝜑�2𝛽𝛽� dır. Şimdi 

1
2𝛼𝛼 ,

3
2𝛼𝛼 , … ,

2𝛽𝛽 − 1
2𝛼𝛼  

sayıları arasından ≈
2𝛽𝛽

 ya göre denk olanları bulalım. 

𝑙𝑙 ∈ �1, 3, … , 2𝛽𝛽 − 1� olmak üzere 𝑙𝑙4 ≡ �2𝛽𝛽 − 𝑙𝑙�
4

 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 olduğundan 𝑙𝑙 ≈
2𝛽𝛽

2𝛽𝛽 − 𝑙𝑙 

dir. Böylece temsilciler yarıya iner ki bunların sayısı 

𝜑𝜑�2𝛽𝛽�
2

 

dir. İddia ediyoruz ki 

𝑚𝑚
2𝛼𝛼 ,

2𝛽𝛽−1 − 𝑚𝑚
2𝛼𝛼 ,

2𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚
2𝛼𝛼  

sayıları ≈
2𝛽𝛽

 bağıntısına göre denktir. 

a) 𝑚𝑚4 ≡ �2𝛽𝛽−1 − 𝑚𝑚�
4

 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 olduğunu gösterelim. 

�2𝛽𝛽−1 − 𝑚𝑚�
4

= ��2𝛽𝛽−1 − 𝑚𝑚�
2

�
2

= �22𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚 ∙ 2𝛽𝛽 + 𝑚𝑚2�
2
 

= 24𝛽𝛽−4 + 𝑚𝑚2 ∙ 22𝛽𝛽 + 𝑚𝑚4 − 𝑚𝑚 ∙ 23𝛽𝛽−1 + 𝑚𝑚2 ∙ 22𝛽𝛽−1 − 𝑚𝑚3 ∙ 2𝛽𝛽+1 

= 2𝛽𝛽�23𝛽𝛽−4 + 𝑚𝑚2 ∙ 2𝛽𝛽 − 𝑚𝑚 ∙ 22𝛽𝛽−1 + 𝑚𝑚2 ∙ 2𝛽𝛽−1 − 2𝑚𝑚3� + 𝑚𝑚4 

≡ 𝑚𝑚4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 

olur. 
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b) 𝑚𝑚4 ≡ �2𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚�
4

 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 olduğunu gösterelim.  

�2𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚�
4

= ��2𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚�
2

�
2

= �22𝛽𝛽−4 − 𝑚𝑚 ∙ 2𝛽𝛽−1 + 𝑚𝑚2�
2
 

= 24𝛽𝛽−8 + 𝑚𝑚2 ∙ 22𝛽𝛽−2 + 𝑚𝑚4 − 𝑚𝑚 ∙ 23𝛽𝛽−4 + 𝑚𝑚2 ∙ 22𝛽𝛽−3 − 𝑚𝑚3 ∙ 2𝛽𝛽 

= 2𝛽𝛽�23𝛽𝛽−8 + 𝑚𝑚2 ∙ 2𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚 ∙ 22𝛽𝛽−4 + 𝑚𝑚2 ∙ 2𝛽𝛽−3 − 𝑚𝑚3� + 𝑚𝑚4 

≡ 𝑚𝑚4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 

olur.  

(a) ve (b) den  

𝑚𝑚
2𝛼𝛼 ≈

2𝛽𝛽

2𝛽𝛽−1 − 𝑚𝑚
2𝛼𝛼 ≈

2𝛽𝛽

2𝛽𝛽−2 − 𝑚𝑚
2𝛼𝛼  

elde edilir. Böylece temsilciler 

1
2𝛼𝛼 ,

3
2𝛼𝛼 , … ,

2𝛽𝛽−3 − 1
2𝛼𝛼  

olup bunların sayısı 𝜑𝜑�2𝛽𝛽�
8

 dir. Şimdi bunların hepsinin farklı sınıflarda olduğunu gösterelim. 

Kolaylık olması açısından paydaları atalım. Bu durumda 

1, 3, … , 2𝛽𝛽−3 − 1 

kosetleri elde edilir. Şimdi bunlardan herhangi ikisinin ≈
2𝛽𝛽

 ya göre denk olmadığını 

gösterelim.  

Varsayalım ki  

𝑚𝑚, 𝑘𝑘 ≤ 2𝛽𝛽−3 − 1 ve 2𝛽𝛽−3 − 𝑚𝑚 ≈
2𝛽𝛽

2𝛽𝛽−3 − 𝑘𝑘 

olsun. Buradan  

�2𝛽𝛽−3 − 𝑚𝑚�
4

≡ �2𝛽𝛽−3 − 𝑘𝑘�
4

 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 ⟹ 𝑚𝑚4 ≡ 𝑘𝑘4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 

olur. Böylece 

𝑚𝑚4 − 𝑘𝑘4 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 ⟹ (𝑚𝑚 − 𝑘𝑘)(𝑚𝑚 + 𝑘𝑘)(𝑚𝑚2 + 𝑘𝑘2) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 
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elde edilir. Ayrıca 2| 𝑚𝑚2 + 𝑘𝑘2 olduğundan  

(𝑚𝑚 − 𝑘𝑘)(𝑚𝑚 + 𝑘𝑘) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2𝛽𝛽 , 2||(𝑚𝑚 − 𝑘𝑘, 𝑚𝑚 + 𝑘𝑘) 

bulunur. Buradan ise 2|𝑚𝑚 − 𝑘𝑘 ve 2𝛽𝛽−2|𝑚𝑚 + 𝑘𝑘 dır. Ancak 

𝑚𝑚 + 𝑘𝑘 ≤ 2𝛽𝛽−3 − 1 + 2𝛽𝛽−3 − 1 = 2𝛽𝛽−2 − 2 

olduğundan 2𝛽𝛽−2|𝑚𝑚 + 𝑘𝑘 olamaz. Böylece 𝑚𝑚 − 𝑘𝑘 = 0 dır. Yani 𝑚𝑚 = 𝑘𝑘 dır. Sonuç olarak 

1
2𝛼𝛼 ,

3
2𝛼𝛼 , … ,

2𝛽𝛽−3 − 1
2𝛼𝛼  

sayıları birbirinden farklı olan yan sınıf temsilcileridir. Böylece  𝛽𝛽 > 3 ise 

Φ2𝛼𝛼�2𝛽𝛽� =
𝜑𝜑�2𝛽𝛽�

8
 

dir. ∎ 

Önerme 2.24. 𝑝𝑝 ≥ 3, 𝑝𝑝 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4, 𝑝𝑝 asal, 𝑁𝑁 = 𝑝𝑝𝛼𝛼 , 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝛽𝛽 , 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ ℕ olsun. Bu takdirde 

𝜑𝜑 Euler fonksiyonu olmak üzere 

Φ𝑝𝑝𝛼𝛼�𝑝𝑝𝛽𝛽� =
𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�

2
 

dir.  

İspat. 𝑝𝑝𝛽𝛽 dan küçük ve 𝑝𝑝 ile aralarında asal olan 1, 2, … , 𝑝𝑝 − 1, … , 𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1 sayılarını göz 

önüne alalım. Açık olarak 

1 ≈
𝑝𝑝𝛽𝛽

𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1, 2 ≈
𝑝𝑝𝛽𝛽

𝑝𝑝𝛽𝛽 − 2, … ,
𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1

2
≈
𝑝𝑝𝛽𝛽

𝑝𝑝𝛽𝛽 + 1
2

 

dir. Bu durumda, temsilciler  

1, 2, … , 𝑝𝑝 − 1, … . ,
𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1

2
 

olup bunların sayısı 𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
2

 dir. 𝑝𝑝 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 için temsilcilerin hiçbirinin birbirine denk 

olmadığını göstermeliyiz.  
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Varsayalım ki 

1 ≤ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ≤
𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1

2
 ve 𝑎𝑎4 ≡ 𝑏𝑏4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

olsun. Bu durumda 

(𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2)(𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

olur. Böylece 

𝑝𝑝𝛽𝛽� 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2 veya 𝑝𝑝𝛽𝛽�𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 

dir.  

 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ise 𝑎𝑎2 ≡ −𝑏𝑏2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 dır. Öte yandan 

�𝑏𝑏, 𝑝𝑝𝛽𝛽� = 1 olduğundan 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽olacak şekilde 𝑘𝑘 ∈ ℤ vardır.  

Buradan 

𝑏𝑏 ≡ 𝑘𝑘−1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ⟹ 𝑎𝑎2 ≡ −𝑘𝑘−2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ⟹ (𝑎𝑎𝑎𝑎)2 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

olur. Böylece �− 1
𝑝𝑝

� = 1 olup bu durum ancak 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 ile mümkündür. Bu çelişki ile 

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 olamayacağı elde edilir. 

 𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ise (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 dır. Buradan 

𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 veya 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

elde edilir. 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ≤
𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1

2
 olduğundan 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 < 𝑝𝑝𝛽𝛽 ve 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 < 𝑝𝑝𝛽𝛽 

dır. 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 ise iki durum da söz konusu değildir. Böylece 

𝑝𝑝 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 ve 1 < 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ≤
𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1

2
 ise 𝑎𝑎4 ≢ 𝑏𝑏4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

dır. Yani Φ𝑝𝑝𝛼𝛼�𝑝𝑝𝛽𝛽� = 𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
2

 dir.∎ 
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Önerme 2.25. 𝑝𝑝 ≥ 5, 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4, 𝑝𝑝 asal, 𝑁𝑁 = 𝑝𝑝𝛼𝛼, 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝛽𝛽 , 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ ℕ olsun. Bu takdirde 𝜑𝜑 

Euler fonksiyonu olmak üzere 

Φ𝑝𝑝𝛼𝛼�𝑝𝑝𝛽𝛽� =
𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�

4
 

dir. 

İspat. Teorem 2.20 ve Teorem 2.21 gereği  

Φ𝑝𝑝𝛼𝛼�𝑝𝑝𝛽𝛽� =
𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�

4
 

elde edilir.∎ 

Teorem 2.26. 𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∈ ℤ+, 𝑛𝑛|𝑁𝑁, 𝑛𝑛 = 2𝛾𝛾 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 , 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑟𝑟 için 𝑝𝑝𝑖𝑖 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 ve 𝜑𝜑 

Euler fonksiyonu olmak üzere 

Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = �

1
2𝑟𝑟 𝜑𝜑�𝑝𝑝1

𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑟𝑟�, 𝛾𝛾 ≤ 3 ise

         
1

2𝑟𝑟+3 𝜑𝜑(𝑛𝑛),              𝛾𝛾 > 3 ise
 

dir. Burada Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = |Γ0(𝑁𝑁): Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁)| dir. ∎ 

İspat. Önerme 2.23 den 

Φ2𝛼𝛼�2𝛽𝛽� = �
       1,       𝛽𝛽 ≤ 3  𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,
𝜑𝜑�2𝛽𝛽�

8
,   𝛽𝛽 > 3 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,

 

ve Önerme 2.24 ile  

Φ𝑁𝑁�𝑝𝑝𝛽𝛽� =
𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�

2
 

dir. Ayrıca Önerme 2.22 gereği Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) fonksiyonu çarpımsal olduğundan 

Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = �

1
2𝑟𝑟 𝜑𝜑�𝑝𝑝1

𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑟𝑟�, 𝛾𝛾 ≤ 3 ise

         
1

2𝑟𝑟+3 𝜑𝜑(𝑛𝑛),              𝛾𝛾 > 3 ise
 

elde edilir. ∎ 
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2.4.1. Bazı Modüler Alt Grupların İmprimitif Hareketi Yardımıyla Kongrüans 
Denklemlerin Çözümleri 

 

𝑝𝑝, 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 özelliğine sahip bir asal sayı ve 𝛽𝛽 ∈ ℕ olsun. Bu çalışmada, 𝑝𝑝 ile 

aralarında asal olan her 𝑎𝑎 tam sayısı için modüler alt grupların özel bir imprimitif transitif 

hareketi kullanılarak 𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 kongrüans denklemini sağlayan 𝑥𝑥 tamsayı 

çözümleri bulunacaktır. 

Önerme 2.27. 𝛽𝛽 ≤ 𝛼𝛼 olmak üzere �Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� indeksi 2 ye eşittir. 

İspat. İlk önce  Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) ≨ Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) olduğunu gösterelim.  

𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 olduğundan 𝑥𝑥2 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛼𝛼 olacak şekilde bir 𝑥𝑥 ∈ ℤ mevcuttur. Ayrıca  

(𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝛼𝛼) = 1 eşitliğinden 𝑥𝑥𝑥𝑥0 − 𝑦𝑦0𝑝𝑝𝛼𝛼 = 1 olacak şekilde 𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0 ∈ ℤ vardır. 

Böylece 

�
𝑥𝑥 𝑦𝑦0

𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑥𝑥0
� ∈ Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)\Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

bulunur. 

Şimdi �Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� = 2 olduğunu gösterelim. Bunun için 

𝐴𝐴 = � 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑑𝑑� , 𝐵𝐵 = � 𝑘𝑘 𝑙𝑙

𝑚𝑚𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑢𝑢� ∈ Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)\Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

olsun. Buradan 

𝐴𝐴𝐵𝐵−1 = �𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ∗
∗ ∗� , (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼)2 ≡ 𝑎𝑎2𝑢𝑢2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

elde edilir. Ayrıca 𝑎𝑎2 ≡ 𝑑𝑑2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 olduğundan 𝑝𝑝𝛽𝛽|(𝑎𝑎 − 𝑑𝑑)(𝑎𝑎 + 𝑑𝑑) dir. Öte yandan  

𝐴𝐴 ∉ Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) ⟹ 𝑎𝑎 ≢ 𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

dır. Buradan 𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎 + 𝑑𝑑 elde edilir. Böylece 𝑎𝑎 ≡ −𝑑𝑑 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 bulunur. 

Benzer şekilde 𝑘𝑘 ≡ −𝑢𝑢 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 elde ederiz. Ayrıca 

𝑎𝑎𝑎𝑎 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ve 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽  
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olduğundan  

𝑘𝑘2 ≡ −1  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 , 𝑎𝑎2 ≡ −1  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

bulunur. Öte yandan  

𝑎𝑎2 ≡ 𝑑𝑑2  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 , 𝑘𝑘2 ≡ 𝑢𝑢2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ⟹ 𝑎𝑎2𝑢𝑢2 ≡ 𝑎𝑎2𝑘𝑘2 ≡ (−1)(−1) ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽  

dır. Sonuç olarak  

𝐴𝐴𝐵𝐵−1 ∈ Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

elde edilir. Bu �Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� indeksinin 2 olduğunu verir.∎ 

Teorem 1.50 de 𝑋𝑋 kümesi olarak ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼 ≔ � 𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼�, 𝐺𝐺 grubu olarak Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼), 𝐻𝐻 alt grubu 

olarak Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) ve 𝐺𝐺𝛼𝛼 olarak Γ0
∞

(𝑝𝑝𝛼𝛼) = 〈�1 1
0 1�〉 sabitleyeni alınırsa  

Γ0
∞

(𝑝𝑝𝛼𝛼) ≨ Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) ≨ Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

olduğu kolaylıkla görülür. Buradan Önerme 2.28 elde edilir. 

Önerme 2.28. �Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼), ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼� bir imprimitif transitif permütasyon grubu ve 𝜑𝜑 Euler 

fonksiyonu olmak üzere 

�Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� =
𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�

2
 

dir.  

İspat. ∞ un Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼) grubu altındaki yörüngesinin ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼 kümesi olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. Bu yüzden transitiflik açıktır. Buradan  

her 𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ∈ ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼  için 𝑔𝑔(∞) = 𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 olacak şekilde bir 𝑔𝑔 ∈ Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

vardır. Böylece 

𝑔𝑔 = � 𝑎𝑎 𝑘𝑘
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑙𝑙 � 

dir.  
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𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 , 𝑥𝑥

𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 ∈ ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼 olsun.  Teorem 1.50 de olduğu gibi  

𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ≈

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 ⟺ 𝑔𝑔ℎ−1 ∈ Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

şeklinde tanımlanan bir denklik bağıntısı elde ederiz. Burada 

ℎ = �
𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑢𝑢� ∈ Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

dır. Böylece 

𝑔𝑔ℎ−1 = �𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑝𝑝𝛼𝛼 ∗
∗ −𝑡𝑡𝑡𝑡𝑝𝑝𝛼𝛼 + 𝑙𝑙𝑙𝑙� ∈ Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

bulunur. Buradan 

𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑝𝑝𝛼𝛼 ≡ 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ⟹ 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≡ 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

elde edilir. Diğer taraftan 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≡ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 dır. Bu kongrüanslardan 

𝑎𝑎2𝑢𝑢 ≡ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ≡ 𝑥𝑥 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ⇒ 𝑎𝑎2𝑢𝑢𝑢𝑢 ≡ 𝑥𝑥2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

elde edilir. Böylece 𝑎𝑎2 ≡ 𝑥𝑥2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 dır. Sonuç olarak 

𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ≈

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 ⟺ 𝑎𝑎2 ≡ 𝑥𝑥2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

dır. Kısaca  

𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ≈

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼  yerine 𝑎𝑎 ≈ 𝑥𝑥 

kullanalım.  

𝑘𝑘 ≥ 𝛽𝛽 olmak üzere 𝑎𝑎 ≈ 𝑎𝑎 + 𝑝𝑝𝑘𝑘 olduğundan blokların temsilcilerini                 

1,2, … , 𝑝𝑝 − 1, … , 𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1 sayılarından elde ederiz. Buradaki temsilcilerin sayısı 𝜑𝜑(𝑝𝑝𝛽𝛽) dır. 

Eğer 𝑙𝑙 bu sayılardan biri ise 𝑙𝑙 ≈ 𝑝𝑝𝛽𝛽 − 𝑙𝑙 dir. Bu, blokların sayısının 𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
2

 den küçük veya eşit 

olduğunu gösterir. Bu nedenle temsilciler 1,2, … , 𝑝𝑝 − 1, … , 𝑝𝑝𝛽𝛽−1
2

 den seçilebilir. Şimdi bu 

sayıların denk olmadıklarını gösterelim. 
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𝑎𝑎 ≈ 𝑏𝑏 ⟹ 𝑎𝑎2 ≡ 𝑏𝑏2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽  

dır. Buradan  

𝑝𝑝𝛽𝛽|(𝑎𝑎 − 𝑏𝑏)(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) 

elde edilir. Öte yandan     

(𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = (𝑏𝑏, 𝑝𝑝) = 1 

olduğundan 𝑝𝑝|𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 ve 𝑝𝑝|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 olamaz. Bu yüzden  

sadece 𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎 − 𝑏𝑏  veya 𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 

dir. Fakat 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 < 𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1 olduğundan bu iki durum yine sağlanamaz. Sonuç olarak 

blokların sayısı  

𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
2

 

dir. ∎ 

Teorem 2.29. 𝑝𝑝, 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 biçiminde bir asal sayı, 𝑎𝑎, 𝑝𝑝 ile aralarında asal bir tamsayı ve 

𝛽𝛽 herhangi bir doğal sayı olsun. Bu takdirde  

𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

kongrüans denklemi 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ya göre tek bir 𝑥𝑥 tamsayı çözümüne sahiptir.  

İspat. 𝐺𝐺 = Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼), 𝐻𝐻 = Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼), 𝑋𝑋 = ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼 olsun. Bu takdirde Önerme 2.28 de olduğu gibi 

�Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼), ℚ𝑝𝑝𝛼𝛼�, Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) alt grubuna göre bir imprimitif transitif permütasyon grubudur. 

Ayrıca imprimitif denklik bağıntısı  

𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ≈

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 ⟺ 𝑎𝑎4 ≡ 𝑥𝑥4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

şeklindedir. Gerçekten 

𝑣𝑣 =
𝑥𝑥

𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 , 𝑤𝑤 =
𝑎𝑎

𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ∈ ℚ� 𝑝𝑝𝛼𝛼 

olmak üzere, 𝑣𝑣 = 𝑔𝑔(∞) ve 𝑤𝑤 = ℎ(∞) olan 𝑔𝑔, ℎ ∈ Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼) vardır. Burada 
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𝑔𝑔 = �
𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑢𝑢�  ve ℎ = � 𝑎𝑎 𝑘𝑘
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑙𝑙 � 

formundadır. 

𝑣𝑣 ≈ 𝑤𝑤 ⇔ 𝑔𝑔−1ℎ ∈ Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

⇔ �
𝑢𝑢 −𝑡𝑡

−𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑥𝑥 � � 𝑎𝑎 𝑘𝑘
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑙𝑙 � ∈ Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

⇔ � 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑙𝑙𝑙𝑙
−𝑎𝑎𝑎𝑎𝑝𝑝𝛼𝛼 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 −𝑘𝑘𝑘𝑘𝑝𝑝𝛼𝛼 + 𝑙𝑙𝑙𝑙� ∈ Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) 

⟺ (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼)4 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

⟺ (𝑎𝑎2𝑢𝑢2)2 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ⟺ 𝑎𝑎4𝑢𝑢4 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

Öte yandan det(𝑔𝑔) = 1 olduğundan  

𝑢𝑢𝑢𝑢 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

elde edilir. Buradan  

𝑢𝑢 ≡ 𝑥𝑥−1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

bulunur. Böylece 

𝑎𝑎4 ≡ 𝑥𝑥4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

olur. Sonuç olarak 

𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ≈

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼 ⟺ 𝑎𝑎4 ≡ 𝑥𝑥4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

dir. Kısaca 

𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑝𝑝𝛼𝛼 ≈

𝑥𝑥
𝑦𝑦𝑝𝑝𝛼𝛼  yerine 𝑎𝑎 ≈ 𝑥𝑥 

kullanacağız. Dolayısı ile 

 

𝑎𝑎 ≈ 𝑥𝑥 ⟺  𝑎𝑎4 ≡ 𝑥𝑥4 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 (47)  
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dır. Buradan (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 1 olduğundan 𝑎𝑎 ≈ 𝑎𝑎 + 𝑝𝑝𝛽𝛽 olduğu kolaylıkla görülür. Böylece 

1,2, … , 𝑝𝑝 − 1, … , 𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1 dizisinden elemanları 𝑝𝑝 ile aralarında asal, 𝑝𝑝𝛽𝛽 dan küçük olan 

denklik sınıflarının temsilcilerini elde ederiz. Eğer 𝑙𝑙 bu dizinin elemanı ise 𝑙𝑙 ≈ 𝑝𝑝𝛽𝛽 − 𝑙𝑙 dir. 

Böylece temsilciler, sayısı 𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
2

 olan 1,2, … , 𝑝𝑝𝛽𝛽−1
2

 dizisinden seçilebilir. Öte yandan 

�Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� = �Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼): Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� ∙ �Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� 

eşitliği doğrudur. Ayrıca Önerme 2.27 ve Önerme 2.28 den  

�Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼): Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� =
𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�

4
 

olduğundan (47) deki bağıntının bloklarının sayısı  

𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
4

 

tür. (47) den ise                        

𝑝𝑝𝛽𝛽|(𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2)(𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2) 

elde edilir. Fakat 𝑝𝑝|𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2, 𝑝𝑝|𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 durumları sağlanmadığından 

𝑝𝑝𝛽𝛽|(𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2) veya 𝑝𝑝𝛽𝛽|(𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2) 

dir. Dolayısı ile temsilciler  

𝑅𝑅 = �1,2, … ,
𝑝𝑝𝛽𝛽 − 1

2
� 

kümesidir. Yani, 𝑎𝑎, 𝑥𝑥 elemanları 𝑅𝑅 dedir. Bu nedenle   𝑝𝑝𝛽𝛽 ∤ 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥2 dir. Sonuç olarak  

𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 

elde edilir. Böylece 

𝑎𝑎 ≈ 𝑥𝑥 ⟺ 𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

dır.  
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𝑅𝑅 kümesindeki elemanların herhangi üçü 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ya denk değildir. Gerçekten, 

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 öyle ki 𝑎𝑎 ≈ 𝑏𝑏 ≈ 𝑐𝑐 olsun. Bu takdirde 

𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 ≡ 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

elde edilir. Böylece  

𝑎𝑎2 ≡ 𝑐𝑐2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

bulunur. Dolayısı ile 

𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 veya 𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 

dir. Öte yandan  

𝑎𝑎, 𝑐𝑐 ≤ 𝑝𝑝𝛽𝛽−1
2

 olduğundan 𝑝𝑝𝛽𝛽 ∤ 𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 

bulunur. Dolayısı ile 𝑝𝑝𝛽𝛽|𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 olup buradan 𝑎𝑎 = 𝑐𝑐 elde edilir. Bu yüzden 𝑅𝑅 nin en çok iki 

elemanı 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ya göre denk olabilir. Blokların sayısı 𝜑𝜑�𝑝𝑝𝛽𝛽�
4

 olduğundan eğer 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅 ise  

𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 

olacak şekilde 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 vardır. Böylece eğer 𝑎𝑎, 𝑝𝑝 ile aralarında asal bir tamsayı ise 𝑎𝑎, 𝑅𝑅 de bir 

sayıya denktir. Dolayısı ile yukarıdan  

𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 kongrüans denklemini sağlayan 𝑥𝑥 ∈ ℤ 

mevcuttur. Teklik açıktır. ∎ 

 

 

 

 

 



 

 

 

3. İRDELEME 

 

Mehmet Akbaş [20] Hoare-Uzzel Teoremi yardımıyla Γ�0(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır 

bileşenlerinin sayısını hesaplamıştır.  Şanlı [9] 𝑛𝑛|𝑁𝑁 olmak üzere Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁) kongrüans alt 

grubunun Γ0(𝑁𝑁) kongrüans alt grubundaki indeksini ve Büyükkaragöz [10] Γ0,𝑛𝑛(𝑁𝑁) 

grubunun Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) deki indeksini hesaplamıştır.  

Bu çalışmada, her 𝑁𝑁 ∈ ℕ için Γ�0
2(𝑁𝑁) alt grubunun, 𝑁𝑁 nin tek veya 2||𝑁𝑁 olması 

durumlarında ise Γ�0
3(𝑁𝑁) alt grubunun simgelerindeki sınır bileşenlerinin sayıları ve sınır 

bileşenlerindeki ∞ ların sayıları elde edilmiştir. Ayrıca, Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁) nin Γ0(𝑁𝑁) deki indeksi 

hesaplanmıştır. Bunlara ek olarak, 𝑝𝑝, 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 özelliğine sahip bir asal sayı ve 𝑎𝑎, 𝑝𝑝 ile 

aralarında asal tamsayı olmak üzere 𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝛽𝛽, 𝑁𝑁 = 𝑝𝑝𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ≤ 𝛼𝛼 alındığında Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼), 

Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼) modüler alt grupları için �Λ𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)�, �Γ0(𝑝𝑝𝛼𝛼): Γ0,𝑝𝑝𝛽𝛽(𝑝𝑝𝛼𝛼)� indeks 

hesaplamaları yardımıyla 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 kongrüans denkleminin 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ya göre tek 

çözüme sahip olduğu elde edilmiştir. 

 

 



 

 

 

4. SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada elde edilen sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

1. 𝑁𝑁 tek ve 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlara ayrılışındaki asalların sayısı olmak üzere, Γ�0
2(𝑁𝑁) nin 

simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısının 2𝑙𝑙+1 olduğu ve her bir sınır bileşeninin iki tane ∞ 

içerdiği elde edilmiştir. (Teorem 2.4) 

2. 𝑁𝑁 çift, 2||𝑁𝑁 ve 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlara ayrılışındaki asalların sayısı olmak üzere, Γ�0
2(𝑁𝑁) 

nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısının 2𝑙𝑙+1 olduğu ve her bir sınır bileşeninin iki 

tane ∞ içerdiği elde edilmiştir. (Teorem 2.5) 

3. 𝑁𝑁 çift, 𝛼𝛼 > 1, 𝛼𝛼 ∈ ℤ için 2𝛼𝛼||𝑁𝑁 ve 𝑙𝑙, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlara ayrılışındaki tek asalların sayısı 

olmak üzere, Γ�0
2(𝑁𝑁) nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısının 2𝑙𝑙 olduğu ve her bir sınır 

bileşeninin dört tane ∞ içerdiği elde edilmiştir. (Teorem 2.6) 

4. 𝑁𝑁 tek ve 𝑟𝑟, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlara ayrılışındaki asalların sayısı olmak üzere, Γ�0
3(𝑁𝑁) nin 

simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısının 2𝑟𝑟−1 olduğu ve her bir sınır bileşeninin iki tane 

∞ içerdiği elde edilmiştir. (Teorem 2.19.I) 

5. 𝑁𝑁 çift, 2||𝑁𝑁 ve 𝑟𝑟, 𝑁𝑁 nin asal çarpanlara ayrılışındaki asalların sayısı olmak üzere, Γ�0
3(𝑁𝑁) 

nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısının 2𝑟𝑟−2 olduğu ve her bir sınır bileşeninin dört 

tane ∞ içerdiği elde edilmiştir. (Teorem 2.19.II) 

6. 𝑛𝑛|𝑁𝑁 ve Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = |Γ0(𝑁𝑁): Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁)|  olmak üzere Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) nin çarpımsal bir fonksiyon olduğu 

gösterildi. (Önerme 2.22) 

7. 𝑛𝑛, 𝑁𝑁 ∈ ℤ+, 𝑛𝑛|𝑁𝑁 ve 𝑛𝑛 = 2𝛾𝛾 ∙ 𝑝𝑝1
𝛼𝛼1 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑟𝑟

𝛼𝛼𝑟𝑟 , 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑟𝑟 için 𝑝𝑝𝑖𝑖 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 olmak üzere 

Φ𝑁𝑁(𝑛𝑛) = |Γ0(𝑁𝑁): Λ𝑛𝑛(𝑁𝑁)| fonksiyonu belirlendi. (Teorem 2.26) 

8. 𝑝𝑝, 𝑝𝑝 ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 4 biçiminde bir asal sayı, 𝑎𝑎, 𝑝𝑝 ile aralarında asal tamsayı ve 𝛽𝛽 ∈ ℕ olmak 

üzere 𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 kongrüans denkleminin 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝𝛽𝛽 ya göre tek bir 𝑥𝑥 tamsayı 

çözümüne sahip olduğu elde edildi. (Teorem 2.29) 



 

 

 

5. ÖNERİLER 

 

Γ�0
3(𝑁𝑁)’nin simgesindeki sınır bileşenlerinin sayısı hesaplanırken 𝑁𝑁 nin çift olması 

durumunda 2||𝑁𝑁 için hesaplamalar yapılmıştır. 𝛼𝛼 ∈ ℤ, 𝛼𝛼 ≥ 2  olmak üzere 2𝛼𝛼||𝑁𝑁 için sınır 

bileşenlerinin sayısı hesaplanabilir.  
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