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Doktora Tezi

OZET

ALT YORUNGESEL GRAFLARIN OZEL KOSE DEGERLERI ILE OZEL SAYI
DIZILERI ARASINDAKI BAZI ILISKILER

Ibrahim GOKCAN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Ali Hikmet DEGER
2021, 106 Sayfa

Bu ¢alismada, Lorentz matris ¢arpimi kullanilarak bazi 6zel matrislerin n. kuvvetleri
elde edildi, kuadratik denklemleri ve karakteristik kokleri incelendi. Ozellikle M matrisinin
Lorentz matris ¢arpimi altinda n. kuvveti bulunarak klasik matris ¢arpimi altinda elde
edilen baz1 6zdesliklere Lorentz matris ¢arpimiyla yeniden ulasildi. Graf teorinin siireg
icinde gelisimi hakkinda bilgi verildi. Alt yoriingesel graflar, G, y, F,,y ve Farey grafi
incelendi. F, y alt yoriingesel grafinda, klasik matris ¢arpimu altinda elde edilen kdseleri

Lorentz matris carpim altinda veren Lorentz matrisi elde edildi. Lorentz matrisinin

Modiiler grubun elemani olmadig1 goriildi. kK = 3 icin elde edilen A™ matrisinde F,, = %

0zdesligi kullanilarak ilgili matris Lucas sayilar1 tlirlinden yazildi. Matrisler ve siirekli
kesirler arasindaki bagintidan alt yoriingesel grafin koseleri Lucas sayilar ile yazildi
Fibonacci ve Lucas say1 dizileri tiiriinden yazilan alt yoriingesel grafin koseleri (u, N) =

(3,4), n = 15 i¢in elde edilerek karsilastirildi ve bu kose degerlerinin birbirine ¢ok yakin

oldugu gozlemlendi. Bununla birlikte fon _ “Pn o _In

denkleminden yeni 6zdeslikler
2n+2  Pn+1 Qlnyg

elde edilerek ispatlandi. Dijkstra algoritmasi Farey grafina uygulanarak kaynak bir koseden

diger koselere minimum uzunluk ve agag elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci ve Lucas say1 dizileri, Lorentz matris ¢arpimi, Farey grafi,
Dijkstra algoritmast
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PhD. Thesis
SUMMARY

SOME RELATIONS BETWEEN SPECIAL VERTEX VALUES OF SUBORBITAL
GRAPHS AND SPECIAL NUMBER SEQUENCES

Ibrahim GOKCAN

Karadeniz Technical University
The Graduate Institute of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Ali Hikmet DEGER
2021, 106 Pages

In this study, by using Lorentz matrix multiplication, n” powers of some special
matrices are obtained, their quadratic equations and characteristic roots are investigated.
Especially by finding n” power of matrix M under Lorentz matrix multiplication, some
identities obtained under classical matrix multiplication have been reached again by using
Lorentz matrix multiplication. Information was given about the development of Graph
theory in the process. Suborbital graphs, G, y, F,, y and Farey graphs were examined. In
the F,, y suborbital graph, the Lorentz matrix, which gives the vertices obtained under the
classical matrix multiplication under Lorentz matrix multiplication, was obtained,. It was
seen that the Lorentz matrix is not a member of the Modular group. In the matrix A"

obtained for k = 3, the relevant matrix was written in the type of Lucas numbers using the

an
V5

of suborbital graph were written with Lucas numbers. The vertices of suborbital graph

identity F,, = —. From the relation between matrices and continuous fractions, the vertices

obtained for (u,N) = (3,4), n = 15 written in the form of the Fibonacci and Lucas
number sequences types were compared and it was observed that the values of vertices are
very close to each other. However, new identities were obtained from the equation
Fon _ =Pn ~ _In

= and proved. Dijkstra algorithm was applied to the Farey graph and the

Fontz Pn+1  ALn4s

minimum length from a source vertex to the other vertices and a tree were obtained.

Key Words: Fibonacci and Lucas number sequences, Lorentz matrix multiplication, Farey
graph, Dijkstra algorithm
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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

Bu tez ¢alismasinda temel olarak irdelenen konulardan biri Fibonacci ve Lucas say1
dizileri ve ilgili kavramlardir. Ortagagda, 1200° li yillarda Leonardo Fibonacci tarafindan
Liber Abaci adli calismasiyla Avrupa’ya tasinan ve onun adiyla anilan 1,1,2,3,5,8,13....
say1 dizisi, bugilin oldugu gibi gecmiste de galisilmis ve doganin miikemmel isleyisinin,
matematiksel say1 oranlarinin vb. olgu ve kavramlarin Fibonacci say1 dizisi ve oranlariyla
iligkisi bulunmustur. Benzer olgu ve kavramlar 1800’lii yillarda 1,3,4,7,11,... olarak
bilinen Lucas say1 dizisi ve oranlari i¢in de ortaya konulmustur. Fibonacci ve Lucas say1
dizileri ve bu dizilerin terimlerinin sayisal degerleri arasindaki bazi iligkiler ve siirekli
kesirlerin matris baglantilarinin da kullanilmasiyla giinlimiizde Fibonacci ve Lucas sayi
dizilerinin ¢alisma alani genislemistir.

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ve ilgili ¢alismalar icin Alfred (1965), Bicknell ve
Hoggatt (1973) ve Koshy (2001) ¢alismalar1 incelenebilir.

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ve ilgili kavramlar matematikte yogun bir sekilde
calisilmakta ve cesitli alt disiplinlerle iliskilendirilmektedir. Bunlardan biri de Fibonacci ve
Lucas say1 dizilerinin terimleri ile olusturulan matrislerdir. Bu matrislerin klasik matris

islemleri altinda n. kuvvetleri alinarak c¢ok sayida 6zdeslik elde edildi. Ornegin, Q =

. . F E
(1 1) matrisinin klasik matris ¢arpimi altinda n. kuvveti Q™ = ( s n ) olarak
1 0 E, Fo_4

bulunur. Buradan, F,,;F,_; — E? = (=1)" determinant1 elde edilir. Q™Q" = Q™m*"
esitliginden Fibonacci sayr dizisi ile iligkili ¢cok sayida 6zdeslik elde edilir. Farkli
matrislerin n. kuvvetleri yardimiyla benzer sekilde Lucas, Pell vb. say1 dizileriyle iliskili
Ozdeslikler elde edilir. Fibonacci ve Pell dizilerinin terimleri ile olusturulan matrislerin n.
kuvvetleri ile elde edilen 6zdeslikler, dizi toplamlar1 ve genellestirilmis dizilerle ilgili Ho
vd. (2014) incelenebilir. Bu elde edilen 6zdesliklerden bazilar1 sadece bir say1 dizisinin
terimlerinden olusmakta ancak bazi 6zdesliklerde ise Fibonacci ve Lucas say1 dizileri gibi
birden fazla say1 dizisinin terimleri ayn1 anda yer almaktadir. Burada elde edilen

0zdesliklerin bazilar1 sunlardir:

i) FpFy — FgFneie = (_1)n_ka+k—an



i) F, = FyF s + Fry yFy
i) L, = Ly Fo oy + Ly 1 Fo
iV) LomLan = 5Lin + B
V) Ly, =513, + 2
Vi) 5Fy = Lyq1Lpyr + (=17

vii) LyLpyq = Lonss + (=D

viii) Fyn = Fply — (D))" Epy
ix) L, + B, Ly, = 2F 40

X) L$n+n - L%n—n = SLymFon

Bu c¢alismada Q = G é),M = (1 %) ve R= G _21) matrislerinin klasik

matris c¢arpimi altinda n. kuvvetleri, kuadratik denklemleri ve karakteristik kokleri
incelenerek farkli sonuglar alinacaktir.

Giindogan ve Kecilioglu (2006) tarafindan Lorentz matris ¢arpimi tanimlandi. Bu
calismada Lorentz matris ¢arpimi kullanilarak Q,M ve R matrislerinin n. kuvvetleri,
kuadratik denklemleri ve karakteristik kokleride incelenecektir. Buna ilave olarak
matrislerin n. kuvvetleri Lorenz matris ¢arpimi altinda genellestirilmis matris tiirtinden
yazilmaya calisilarak, 6zdeslikler elde edilmeye calisilacaktir.

Calismamizda Graf teori ve elemanlar1 énemli yer teskil etmektedir. Graf teorinin
baslangict neredeyse tiim Graf teori kitaplarinin girisinde Beyaz Rusya (Prusya)’da
bulunan Kaliningrad (Konigsberg) kasabasindan gecen Pregel nehri tizerinde kurulu yedi
kopriiden insanlarin belirli bir kurala gore gegme denemelerine dayandirilir. Bu durum
Isvicreli matematik¢i Euler (1707-1783) tarafindan 1736 tarihli calismasi ile literatiire
kazandirilmigtir. Ancak ilk graf 6rnekleri Pisagor ve dgrencilerine kadar geri gitmektedir.
Pisagorcular bes adet diizgiin cisim oldugunu kabul ettiler. Bu bes diizgiin cismin agilmasi
sonucu graf teorinin elemanlar1 olan koseler ve koseleri birlestiren kenarlar olusur (Cangiil,
2017).

Daha 6nce yapilan ¢alismalarda Graf teori Hiperbolik geometri tizerinde ¢aligilmistir.
Bilindigi tizere Hiperbolik geometri Eliptik geometri gibi Oklid olmayan geometri
orneklerindendir. Ilkcaglardan itibaren matematikciler Oklid postulatlar: iizerinde
yogunlasmislardir. Ozellikle 5. postulatin anlasilmasi ve ispatlanmasi uzun yillar almstir.

Bu postulata gore birbirine paralel olmayan iki dogruyu kesen bir dogru ¢izildiginde eger



bu ¢izilen dogrunun baslangicta var olan ve birbirine paralel olamayan dogrular1 kestigi
noktalarda ayni yonlii dik agidan kiictik iki a¢1 olusuyorsa baslangigta ¢izilen ve birbirine
paralel olmayan bu dogrularin sonsuzda bir yerde kesismesi gerekirdi. Bir tiggen olusacagi
icin i¢ agilart toplami 2 dik ag¢1 yani 180° olmasi gerekirdi. Gauss (1777-1855), Riemann
(1826-1866) ve Poincaré (1854-1912) gibi matematik¢ilerin cesur ¢alismalari sonucu ig¢
acilar1 toplami 180° olmasi gerekmeyen manifoldlar elde edildi. Bu geometri Oklid
olmayan olarak tammlandi. Oklid olmayan geometriye &rnek olarak kiire verilebilir.
Kiireyi merkezden ¢aptan ikiye boldiigiimiizii diistinelim. Kiire tist ve alt yarim kiire olmak
tizere ikiye ayrilir. Ust yarim kiiredeki tiim tanim ve islemler alt yarim kiire iginde
gecerlidir. Ozel olarak {ist yarim kiire H = {z € C: Im(z) > 0} Hiperbolik diizlem olarak
isimlendirilmistir. H’de uygulama alan1 bulan Graf teorinin elemanlar1 Oklid olmayan
geometride tanimlandig1 sekliyle R’ ye dik dogrular ve merkezi R iizerinde olan yar1
dogrulardir.

Oklid olmayan geometri iizerine ¢alismalar 19. yiizyilda da devam etti. 19. yiizyilin
sonlarina dogru, ilk defa Henry Poincaré ayrik gruplar teorisi i¢in temel olusturan bazi
onemli sonuglara ulasgti ve bunlar Eliptik fonksiyonlar teorisinin genellestirilmesinde
kullanildi. Birgok bilim adami, Henry Poincaré tarafindan sistematik olarak gelistirilen ve
Fuchsian gruplar olarak isimlendirilen ayrik gruplar ile sol invaryant fonksiyonlar {izerine
calismalar yapt1. 19. yiizyilda invaryant teori ve Oklid olmayan geometrinin kesfiyle, lineer
kesirli dontistim gruplart 6zel bir 6nem kazandi ve bu gruplar topolojik grup yapisina
uygun oldugundan analitik ve cebirsel metodlarla yogun bir sekilde c¢alisildi. Eliptik
egrilerdeki, integral kuadratik formlardaki ve Eliptik Modiiler fonksiyonlardaki 6neminden
dolay1, I' Modiiler grubunun I'(N), I[,(N),I7(N) gibi denk alt gruplar1 yogun bir sekilde
calisildi. 1637 yilinda Pierre de Fermat'in ispatladigi son teoreminde onemli bir rol
oynayan I' Modiiler grubunun denk alt gruplar1 son yillarda alan uzmanlarinin dikkatini
cekerek daha cok calisilir hale geldi (Besenk, 2017).

I' Modiiler grubu ve denk alt gruplarin daha iyi tanimlamasina yonelik ¢aligma
yapilmistir. Besenk’in (2017) ¢alismasinda amag, 1970’ler den itibaren énem kazanan ve
bir¢ok ¢alismaya konu olan Modiiler gruplardaki denk alt gruplar1 daha iyi tanimlamaya
yardimci olacak yeni bir metot olusturmak ve bu metotla elde edilen denk alt gruplarin
elemanlarinin nasil iretildigini ortaya ¢ikarmaktir. Besenk’in (2017) ¢alismasinda, Graf
metot olarak isimlendirilen ¢agdasiyla, alt graflardaki Eliptik elemanlarin siralart ve bazi

kapali devrelerin uzunluklar1 arasindaki bagintilar irdelenmistir. Bu yontemle isaret



(signature) problemi alt yoriingesel graflara tasinmis olup, bu yeni bir yaklagim elde etmek
icin denenmistir.

Isaret problemi ayrik gruplar1 tanimlama yontemidir. Fakat bu problemi ¢6zmek ¢ok
zordur. Aslinda amag, alt yoriingesel graf olarak isimlendirilen yeni bir metodun esaslarini
olusturmaktir (Besenk, 2017).

Jones vd. (1991) I' Modiiler grubunun bir elemani ile F,, y alt yoriingesel grafinda
elde edilen koseler iizerine ¢alismalar yapmustir. Deger (2017), (u, N) = 1,u < N olmak
tizere F, y alt yoriingesel grafindaki her bir kdsenin bir siirekli kesir yapisina sahip oldugu
gostermistir.

Bu calismada ise F, y alt yoriingesel grafinda klasik matris ¢arpimi altinda elde
edilen koseleri Lorentz matris ¢arpim altinda veren Lorentz matrisi elde edilecek ve
Lorentz matrisinin Modiiler grubun eleman: olmadig1 gosterilecektir.

Deger (2017) minimal uzunluklu bir yolda herhangi bir kdsenin degerini Fibonacci

sayilari ile ifade etmistir.

an
V5

Lucas sayilar ile ifade edilecek ve buna dair 6zdesliklere ulasilacaktir.

Bu ¢alismada ise F, = —= 6zdesligi kullamlarak F, y altyoriingesel grafinin koseleri

Calismamizin son kisminda algoritmalar {izerine incelemeler yapilmistir. Bir
algoritma tespit edilen bir soruna yonelik ¢6ziime gotiiren bir yoldur. Sonu¢ degildir.
Onemli olan algoritmanin hizli ve maksimum tasarrufla sorunu ¢ozmesidir. Algoritma bir
komutlar zinciridir ve ¢alistyor olmasi 6nemlidir.

Graf teoride segilen iki kose ya da segilen bir kaynak kdseden graftaki diger koselere
ulagimda zamandan ve uzunluktan maksimum tasarruf elde edilecek Dijkstra, Bellman-
Ford ve Floyd algoritmasi gibi algoritmalar mevcutur. Graftaki minimum uzunlugu
verecek algoritmanin se¢imi grafa gore farklilik gostermektedir. Bir grafta verilen iki kose
arasinda en verimli algoritmalardan biri Dijkstra (1959) tarafindan tanimlanmastir.

Bu calismada ise Dijkstra algoritmasi incelenecektir. Bir graf Ornegi iizerinde
Dijkstra algoritmasi c¢alisilacak olup, Dijkstra algoritmast Farey grafi Ornegine
uygulanacak ve algoritmanin adimlar1 tablolar halinde verilerek aga¢ elde edilmeye

calisilacaktir.



1.2. Fibonacci ve Lucas Say Dizileri

Fibonacci say1 dizisi 1,1,2,3,5,8,13, ... olarak bilinen dizidir. Dizinin ismi 1876
yilinda Fransiz matematik¢i Lucas tarafindan verilmistir (Koshy, 2001). F, dizinin n.
terimini gostemek {lizere F, = F,_; + F,_, yinelenme bagintis1 tanimlidir. Diger bir
deyisle ardisik iki terimin toplami sonraki terimi verir.

Lucas say1 dizisi 1,3,4,7,11,18, ... ile bilinen dizidir. L,, dizinin n. terimini géstermek
tizere Fibonacci sayr dizisinde oldugu gibi L, = L,_, + L,_, Yyinelenme bagintisi

tanimhidir.

1.3. k —Fibonacci Dizileri, Klasik Fibonacci ve Pell Say1 Dizileri

k pozitif bir tamsayr olmak {izere {F"J"}nzo k —Fibonacci dizisi, Fyo =0 ve
Fy 1 = 1 baslangig¢ kosullariyla n > 1 icin Fy, 41 = kFy , + Fy n—1 yinelenme bagintisi ile
tanimlanabilir.

k =1 almirsa klasik Fibonacci say1 dizisi elde edilir. n dizi i¢inde herhangi bir
elemanin sirasim gostermek tlizere Fio=0 ve Fi; =1 i¢in Fj 0 =F+Fin

yinelenme bagintisindan

F1’2=F1‘1+F1’0=1+0=1
F1’3=F1‘2+F1’1=1+1=2
F1'4=F1,3+F1,2=2+1=3

{Fin} , =101,1,235813,}

dizisi elde edilir.
k = 2 alinirsa Pell say1 dizisi elde edilir. F, o, = 0 ve F,; = 1 baslangi¢ kosullariyla

Fyni1 = 2F, 5 + F, 4 yinelenme bagintisindan

F2’2=2F2’1+F2,0=2'1+0=2
F2’3=2F2’2+F2,1=2'2+1=5
F2’4=2F2‘3+F2,2=2'5+2=12



{Fon} ., =101,25,12,29,70,169, -}

dizisi elde edilir.
Eger k herhangi bir pozitif tamsayr ve baslangi¢ kosullar1 Fp o =0 ve F; =1

olarak alinirsa Fy, ;41 = kFy , + Fi n—1 yinelenme bagmtisi ile

Foz=kFe1+Fo=k:1+0=k
Frs=kF,+F,=k-k+1=k*+1
Fra=kFs+F,=k-(k*+1)+k=k3*+2k
Fs=kFea+Fzs=k-(k3+2k)+k*+1=k*+3k*+1

Fre =kFys+ Frqa=k-(k* +3k*+ 1)+ k> + 2k = k® + 4k> + 3k

{Fin) oy = 0Lk k% + 1, k3 + 2k, k* + 3k% + 1, k° + 4k3 + 3k, -}

dizisi elde edilir.
Farkli yinelenme bagintis1 ve farkli baslangi¢ kosullariyla farkli {Fk’”}n>0 dizileri
elde edilebilir. Ornegin Fy 41 = (k? + 2)Fy,, — Fy 1 yinelenme bagntist Fy, o = —k ve

Fy 1 = k baslangi¢ kosullar1 ile

Fip = (k* + 2)Fq — Fio = (k* +2) -k — (=k) = k3 + 3k
Frz = (k*+ 2)Fy — Fp = (k% +2) - (k® + 3k) — k = k® + 5k® + 5k
Fyq = (k* + 2)Fy 3 — Fyp = (k* + 2) - (k® + 5k + 5k) — (k* + 3k)

= k7 + 7k° + 14k3 + 7k

{Fin), o = (=l kK3 + 3k, ke® + 5k3 + 5k, k7 + 7k + 14k3 + 7k, - }

dizisi elde edilir (Falcon, 2014).



1.4. Fibonacci Say1 Dizisinin Genellestirilmesi

Genel Fibonacci sayr dizisinin baslangi¢ terimleri G; = p ve G, = q olsun. Eger

G, = G,_, + G,_, yinelenme bagintisi kullanilirsa
Gz=G1+G,=p+q
Gy, =G +G3=q+p+q=p+2q

Gs=G;+G,=p+q+p+29=2p+3q
Ge =G, +Gs=p+29+2p+3qg=3p+5q

{G3nz0,6,=p.6,=¢ = (04,0 + 4, +2q,2p + 3q,3p + 5q,--- }
dizisi elde edilir.

Dizinin terimlerinin katsayilarina bakilirsa ardisik Fibonacci sayilart oldugu goriiliir.

1.5. 9,M,R Matrislerinin n. Kuvvetleri Yardimiyla Bazi (")zdesliklerin Elde
Edilmesi

Bu kisimda Q matrisine yonelik n. kuvvetin bulunmasi ve 6zdesliklerin elde edilmesi

konusu calisildi. Benzer ¢alismalar M ve R matrisleri i¢in yapildi.

1.5.1. Q Matrisi ve lgili Ozdeslikler

Q= G é) icin |Q| = —1 oldugu goriilebilir. Klasik matris ¢arpimi altinda

=(1 o 0)=G D)

bulunur. Benzer sekilde devam edersek



F, E
n — n+1 n
= 1.1
o =(%" 5) (1)
matrisine ulasiriz.
Teorem 1.5.1.1. (Koshy, 2001) n > 1 oldugunu kabul edelim. O halde

F E )
n — n+1l n
= olur.
Q ( F;z Fn—l

O

Onerme 1.5.1.2. (Cassini’nin Formiilii (Koshy, 2001)) n > 1 oldugunu kabul edelim.
O halde Fp 41 Fp,—4 — E? = (=1)" olur.

O
Onerme 1.5.1.3. (Koshy, 2001)
i) Fniner = Fne1Fnir + Enby
il) Frpin = FeaFn + FnFq
iii) Frpin = FnFps1 + Fnoaby
iv) Finin—1 = Enly + FpaFpoq
dir.
O
Ozellikle Onerme 1.5.1.3.’te m = n alinirsa
0) igin Fonyq = Fry1Frys + BBy = iy + B (1.2)
ii) icin Fpp, = Fpya By + ByFpoq = Fy(Fyy + Foy) = FilLy, (1.3)
iv) i¢in Fpp,_y = F,F, + Fy_1Fp_1 = F2 + F2_, (1.4)

sonuglar1 elde edilir.



1.5.2. M Matrisi ve Ilgili Ozdeslikler

M = G ;) icin |M| = 1 oldugu goriilebilir. Matris dzellikleri kullanilarak
w=(1 )G D=6 9-=(5 &)
=06 D=6 D= 7)
A e (PR R V)

sonuglarina ulagilir. Benzer sekilde devam edersek n > 1 i¢in

F. F
Mn — ( 2n—1 2n ) 15
F&n Fén+1 ( )

matrisini buluruz.

Onerme 1.5.2.1. (Koshy, 2001) n > 1 oldugunu kabul ettigimizde,

ﬂ4n =:(Fén—1 Fén

F F ) matrisini elde ederiz.
2n 2n+1

Simdi bu 6nermeyi timevarim metoduyla ispatlayalim:

n =1igin

= i)=( p)=n

olup 6nerme dogrudur.
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. . Fop_ F. .
Keyfi bir k sayis1 i¢in M* = ( 2k—1 2k ) matrisinin dogru oldugunu varsayalim.
Far  Faksa

k + 1 i¢in bu durumun dogru oldugunu gosterelim:

For_ F. 1 1
k+1 _ (F2k-1 2k
M ( For F2k+1) (1 2)

(FZk—l + For Fopq + ZFZR)
Fop + Fopp1r For + 2F5p41

M¥*1 matrisinin elemanlar asagidaki gibi yazilabilir:

Fak-1 + Fop = Fap41

Fok—1+ 2F5 = Fop—q + Fop + Fox = Fop1 + For = Fops

For + Fak1 = Fags2

For + 2Fo41 = Fog + Fapv1 + Fak1 = Fapaz + Faki1 = Fapas

Buradan M**1 matrisi

Mk+1=(F2k+1 F2k+2)
Fak+vz  Fakss

olarak bulunur.

Sonug 1.5.2.2.n > 1 i¢gin Fp,_1Fop4q — F2, = 1 olur.

Sonug¢ 1.5.2.3. m ve n birer dogal say1 olmak {izere
i) Fomiz2n—1 = Fom-1Fan-1 + FomFon
il) Fo0nin) = Fom—1Fon + FomFonia
iil) Fo(man) = FomFon-1 + Foms1Fon

iv) Fomaons1 = FombFon + Fame1Fonga

dir.
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Ozellikle Sonug 1.5.2.3.’te m = n alinirsa

i) i(}in F4n—1 = FZn—lFZn—l + FZnFZn = Fzzn—l + F22n (1-6)
ii) i¢in Fyp, = Fon_1Fon + FonFons1 = Fon (Fangq + Fono1) = Foploy (1.7)
V) i¢in Fypy1 = FonFop + Fong1Fonr = Fin + Finia (1.8)

Ozdeslikleri elde edilir.

1.5.3. R Matrisi ve Ilgili Ozdeslikler

R = (% _2 1) i¢in |R| = —5 oldugu goriilebilir. Matris 6zellikleri kullanilarak

R* = G —21) G —21) - (g g) =5 (3 (1)) e
R* = (% _21) (g g) - (150 i(');,) =5 (% —21) = SR
R = (12L —21) (150 ig) B (205 205) =5 ((1) 2) =5

Rsz(; —21)(205 205)=(§(F; —5205)=52(; —21)=52R

= 2o Zs)=(0 125)=5(p 1)=5"

W= 205 125)=(s 125 =5( Z)=%

matrisleri elde edilir. Buradan

R21 — (SOn SOn) —5n (é 2) = gnJ (1.9)
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R = (2.5;1 2—;?) =" G —21) =R

olarak yazilabilir.

Sonug¢ 1.5.3.1. n > 1 oldugu varsayildiginda
R?™ = 5]

sonucuna ulasilir.

Ispat. Tiimevarim metoduyla ispatlayalim.

n =1igin

= =50 ==

oldugundan 6nerme dogrudur.

Bu durumun keyfi bir k sayis1 i¢in dogru oldugunu, yani

2k _ (5% 0)=k10=k
K (0 5k 5¢(p 1) =5"

oldugunu varsayalim. Bu durumda k + 1 i¢in

R2k+2 — (512;1 5k0+1) — gk+1 ((1) 2) — gk+1 |

olup 6nerme dogrudur.

Sonug¢ 1.5.3.2. n > 1 oldugunu varsaydigimizda

R2n+1 - 5n.R

(1.10)
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olur.
Ispat. Tiimevarim metoduyla ispatlayalim.

n = 1 i¢in dogrudur.

R = (2.5;1 2—511) =5y 5)=5"

oldugundan 6nerme dogrudur.

Bu durumun keyfi bir k sayist i¢in dogru oldugunu, yani

2k+1 _ 5k 2.5k)= k(1 2Y\_ck.
K (Z.Sk —5k p (2 —1) >

oldugunu varsayalim. Bu durumda k + 1 icin

R2k+3 r ( 5k+1 2.5k+1) — 5k+1 p (1 2 ) — 5k+1 -R

2.5k+1 _5k+1 - 2 -1

olup 6nerme dogrudur.

O

1.6. Q™",M™ R™ Matrislerinin Kuadratik Denklemlerinin ve Karakteristik
Koéklerinin Bulunmasi

Bu kisimda Q™ matrisinin kuadratik denklemi ve karakteristik koklerinin elde

edilmesine deginildi (Koshy, 2001). Benzer ¢alismalar M™ ve R™ matrisleri i¢in yapildi.

1.6.1. Q™ Matrisinin Kuadratik Denklemi ve Karakteristik Kokleri

Q= G é), 2 X 2 tipinde bir matris ve I, 2 X 2 tipinde bir birim matristir.

Karakteristik denklemi |Q — xI| = 0 dir. Denklemin kékleri Q nun karakteristik kokleridir.

Buradan Q™ in karakteristik kokleri asagida verildigi sekilde elde edilir:
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F. E 1 0
n __ _ n+1 n _
107 = x| = (Fn Fn_l) (o 1)
(% )

— (Fn+1_x Fy >|
F‘I’l Fn_l_x

= (Fpy1 = X)(Fpoq — x) — F7

= x>+ Foy1Fnoy = X(Foyq + Fooy) — B
= x% = x(Fpy1 + Fyo1) + Fpyg Fymy — Ff
=x%2—xL,+ (-1)"

x% —xL, + (=1)" = 0.

Kuadratik denklemi kullanarak karakteristik koklere ulasabiliriz.

Ln t \V L%l - 4(_1)11

2

X122 =

L% — 4(—1)™ = 5E? 6zdesligi dikkate alimirsa

X1,2 =

L, ++/5F2 L, +V5E,
2 B 2

sonucuna ulagilir. a™ — ™ = V5E, ve a™ + B = L, 6zdesliklerinden

n_Ln+\/§Fn_
-7 THh
ve
pratn=Ph_,
2 2

elde edilir (Koshy, 2001).

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)
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1.7. Lorentz Matris Carpimi

Bu boliimde, ¢alismamizda 6nemli bir yer teskil eden Lorentz matris ¢arpimi ve ilgili

kavramlara yer verecegiz.
1.7.1. Lorentz Doéniisiimii

Tanim 1.7.1.1. (Ratcliffe, 1994) : R™ — R" lineer doniisiimii bir Lorentz doniisiimdiir &
Vx,y € R"i¢in 8(x)o 6(y) = xo y

{x1, x5, ..., x,} € R™ tabaninin ortonormal olmasi i¢in gerek ve yeter sart x;0 x; =

1, diger durumlar igin x;° x; = §;; olmasidur.

Teorem 1.7.1.2. (Ratcliffe, 1994) 6: R™ —» R" lineer doniisiimii bir Lorentz doniistimdiir

& 6 lineerdir ve {8(e,),0(ey), ..., 8(e,)} kiimesi R™ in bir Lorentz ortonormal tabanidir.

O

6’nin lineer ve {6(e,),0(e;),...,0(e,)} in R™ de bir Lorentz ortonormal taban

oldugunu kabul edelim. 8 Lorentz doniisiim oldugundan

B(x)o0(y) =86 (Z X el> ny e

i=1

(Z xﬁ(e») Zy, 0(e))

i:

Zn:zn: x;y; 6 (er)o 6(e;)

i=1j=1

==X1Y1 T XYyt XYy = X0 Y

sonucu elde edilir.
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Tanim 1.7.1.3. (Ratcliffe, 1994) x,y € R™ Lorentz ortogonaldir & xo y = 0.

1.7.2. Lorentz Matris Carpimmimnin Baz1 Ozellikleri

Ry, m X n tipindeki matrislerin kiimesi ve Ry, n X p tipindeki matrislerin kiimesi

olsun. 4 = (al- j) € R matrisinin satirlar1 ve B = (bjk) € R} matrisinin siitunlar1 arasinda

2

“."ile A B= (_ailblk +Z’j1=2 al-jbjk) matris ¢arpimi tanimlanmistir ve bu g¢arpim
“Lorentz matris ¢carpimi” olarak adlandirilmistir. A.; B, m X p tipinde bir matristir. Bunun
yaninda eger A; ile A nim i. satir;, B/ ile B nin j. siitunu olarak kabul edersek, A.; B nin
(i,)) i¢ carpimi (A;, B’), olur. L™, Lorentz matris ¢arpimi uygulanmis R™ kiimelerini

simgeler. A.; B daha genel olarak asagidaki sekildeki gibi verilebilir:

<A1,Bl)L <A1,Bj>L
A B = : P (1.16)
(AiJBI)L <Ai!Bj>L
Teorem 1.7.2.1. (Giindogan ve Kegilioglu, 2006) Lorentz matris ¢arpimi altinda
)VAeL},BeELyveCE LY icin A., (B.,C) = (A.,B).,C
i)VAELR,B,Ce€LyicinA, (B+C)=A,B+A,C
iii) VA,BE L}, C€L}i¢cin(A+B).,C=A4.,C+B..C
iv)Vk € R,A € LT}, B € L} i¢in k(A., B) = (kA)., B = A., (kB)
esitlikleri dogrudur.
O

Tanim 1.7.2.2. (Giindogan ve Kegilioglu, 2006) Lorentz birim matris I, olmak {izere

-1 0

S~
I
= o

(1.17)
0 1 nxn

olarak gosterilebilir.
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Ornegin n = 2 icin

1=($ (1))iginI.LI=((1) 2).L(é (1))

((11' 11) (11, 12>) - (((1!0)! (1'0)> ((1'0)' (0'1)>>

<12: Il) <12» 12) ((0,1), (1'0)> ((0,1), (0'1)>

(—1-1+0-0 —1-0+0-1)_(—1 0)
—0-14+0-1 —0-0+1-1/ \0 1

1,1

sonucu elde edilir.

Tanmim 1.7.2.3. (Giindogan ve Kecilioglu, 2006) A ve B, n X n tipinde birer matris olmak

tizere eger A., B = B., A = I,, ise A ya tersinebilir denir ve B = A~ ile gosterilir.

Tanmm 1.7.2.4. (Giindogan ve Kegilioglu, 2006) A = (ai j) € L™ matrisinin transpozu AT

ile gosterilir ve AT = (aﬁ) € L7, ile gosterilir.

Tanim 1.7.2.5. (Giindogan ve Kegilioglu, 2006) A € L} matrisi eger L-ortogonal ise

A1 = AT esitligi saglanr.

1.7.3. Pseudo Matris Carpim

m X n tipindeki matrislerin kiimesini R™" ile gosterelim. R™" toplama ve skalerle

13

carpima gore bir reel vektoér uzayidir. “e,,” iki matris arasindaki Pseudo matris carpimi
olmak {izere A ¢, B matrisinin her bir eleman1 (1.18) ile tanimlanan i¢ ¢arpimdir.

Pseudo matris g¢arpimi tanimli matrislerin  kiimesi R;"" ile gdsterilir.
xi=(a;j11<i<n), yij=(bp|1<j<n) vel<v<n i¢in Ae,B matrisinin

ij. elemani

v n
(X, y)y = _zaijbjk + Z a;jbji (1.18)

j=1 j=v+1
= —(ai1byk + Aizbay + -+ + Ajybyy) + Ayy1byy1 + o+ Ainbng

olarak tamimlanir.

(HDv=0ise
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0 n
(X, ¥) = —z a;jbj + z a;jbjk (1.19)

= Qi1byg + aizbyy + -+ Qb
klasik matris ¢arpimina denk gelir.
(2)v=1ise

1 n
X,y = —Z a;jbj + z a;jbj (1.20)

j=1 j=1+1

= —apbig + appbag + - + Anbug
Lorentz matris ¢carpimina denk gelir (Kegilioglu ve Giindogan, 2017).

Teorem 1.7.3.1. (Kegilioglu ve Giindogan, 2017) VA, B € R}, icin
det(A e, B) = (—1)VdetA - detB olur.

v = 1 alinirsa Lorentz matris ¢arpimindaki determinanta denk olacagindan
det(Ae,_; B) = —detA - detB

bulunur.
1.7.4. iki Boyutlu Lorentz Uzaymda Koordinat Déniisiimler

Bu kistmda R?’de iki nokta arasindaki yer degistirme kullamlarak Lorentz matrisinin

elde edilmesi konusu incelendi.



¥ oA B(sinhB, coshd)

! C{sinha, cosha)

-

o

/’

-~

Sekil 1. R?’de iki nokta arasindaki rotasyon semasi

m(CAx) = a, m(BAC) = 3, m(BAx) = 0, B(sinhf,coshf) ve C(sinha,cosha)
olsun. C(x,y) noktast orijin etrafinda saat yoniiniin tersine [ agisiyla dondiiriiliirse
B(x',y") noktasina doniisiir. C noktasinin koordinatlar1 x = rsinha ve y = rcosha olarak

alindigindan B noktasinin koordinatlar1 x" = r sinh(a + B) ve y' = r cosh(a + B) olarak

yazilir.
x" ve y' niin trigonometrik agilimlarindan

x' =r-sinh(a+ B)
= r(sinha - coshf + sinhf - cosha)
= rsinha - coshf + rsinhf - cosha

= x - coshf + y - sinhf
ve

y' =r-cosh(a + p)

= r(cosha - coshf + sinha - sinhf3)
= rcosha - coshfy + rsinha - sinhf
=y - coshf + x - sinhfs

= x - sinhff +y - coshf

sonuglar1 elde edilir.

x' ve y' niin trigonometrik agilimlari
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()= (ot o) = (oo conns) - G

seklinde matris formunda tekrar yazilabilir. Eger bu matris ¢arpimi Lorentz matris

carpimina gore yazilirsa

(x:) _ (x -coshf3 +y - sinhﬁ) _ (—coshﬁ Sinhﬁ) ., (x)

x - sinhf + y - coshB) ~ \—sinhf coshp y

(—coshﬁ sinhﬁ) 2
—sinhB  coshp 2

sonucu elde edilir (Giindogan ve Kegilioglu, 2006).

1.8. Hiperbolik Geometri

Geometrinin kurucusu olarak Oklid bilinir. Milattan &nce 300°lii  yillarda
Iskenderiye’de kaleme aldig1 Elements kitablarinda yer verdigi postulatlar iizerine
olusturulan geometri yillarca calisilmistir.

Postulat kelimesinin giinimiizde aksiyom kelimesine karsilik geldigi soylenebilir.
Aksiyom kelimesi ispatlanmasi gerekmeyen, dogru oldugunu gozlemleyebildigimiz
onermeler i¢in kullanilir. Aksiyom kelimesi genel bir kullanima sahip olup postulat
kelimesi alana 6zgii bir kullanima sahiptir.

Oklid’in ilk dort postulatinin anlasilmasi kolaydir. Besinci postulatin anlasilmast ise
digerlerine gore zordur. Postulat kisaca, birbirine paralel olmayan iki dogruyu kesecek
sekilde bir dogru ¢izdigimizde son ¢izilen dogru baslangigta var olan iki dogruyu kestigi
noktalarda ayn1 yonlii 90" den kiiciik iki a¢1 olusturuyorsa bu iki dogru sonsuz da bir yerde
kesisirdi. Matematikgiler bu postulati ispatlamak i¢in ¢ok sayida es tanim gelistirmislerdir.
Heath (1956) es tanimlarin bir listesini vermistir.

Bu postulatin ispatlanmasi matematikgileri uzun siire mesgul etti. Kesisim sonucu
dogal olarak bir iicgen olusacak ve i¢ acilar1 toplami 180° olacakti. Bir iiggenin i¢
acilarinin toplamimin 180° olmasi gerekmeyen durumlar varmiydi. Bu durumda {iggenin
kenarlar1 dogrular degil egriler oluyordu. Bir tiggenin i¢ agilarmin toplaminin 180°den

biiyiik olmasi Eliptik geometrileri, kiiclik olmasi Hiperbolik geometrileri olusturuyordu.
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Bilgi birikimli olarak ilerler. Ortagagda Islam diinyasinda Elements Kkitaplari
Arapga’ya c¢evrilmis ve uzun yillar miisliimanlar tarafindan calisilmis, kitapta yer alan
calismalara yonelik serhler yazilmistir. Islam diinyasinda incelenen kavramlardan biride
besinci postulatta gecen sonsuz kavramiydi.

Oklid olmayan geometrilere yonelik ¢alismalarin uzun bir siire sonra tekrar giindeme
gelmesi 18. yiizyilda olmustur. Oklid olmayan geometrilerin kurucusu olarak Girolamo
Saccheri (1667-1733) kabul edilir. Girolamo, Hiperbolik Paralel Postulatini ortaya atarak
bu postulatin ilk dort postulatla celiskisinin oldugunu ispatlamaya calismis ve bdylece
besinci postulatin dogru oldugunu gostermeye ¢alismis ancak calismalari sonugsuz
kalmistir (Deger, 2011).

Bat1 diinyasinda 18. ve 19. yiizyi1lda Oklid olmayan geometrilere yonelik calismalar
artmaya baslamustir. Ozellikle Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Nikolai Ivanovich
Lobachevsky (1792 - 1856) ve Janos Bolyai (1802 - 1860) konuya yonelik caligmalar
yapmiglardir. Yeni geometrilerin kabulii kolay olmadi. Bu tiir geometrilerinde Oklid
geometrisinde oldugu gibi kendi igerlerinde tutarli ve Oklid geometrisinin cevap verdigi
sorulara cevaplar vermeleri gerekiyordu.

Oklid olmayan geometrilere yonelik ilk cesur girisimlerden biri Bernhard Riemann
(1826-1866) tarafindan 1854 yilinda gergeklestirildi. Riemann dinleyiciler arasinda
danigsmam Gauss’un da bulundugu deneme konferansinda Eliptik, Hiperbolik ve Oklid
geometrisini de kapsayan bir geometri modelinden bahsediyordu. Riemann konferansta
deneysel olarak dogru kabul ettigimiz fakat dogrulugundan emin olmadigimiz postulatlara
dayanarak bilgi tiretmenin bizi yanlisa gotiirebileceginden bahsediyordu. Analitik
yaklagimin benimsenmesini éngériiyordu.

Besinci postulatin dogru olmadigi Eliptik ve Hiperbolik geometrilerin var olmasi
matematikte mutlak dogrulara karsi ciddi bir stiphe uyandirdi.

Henry Poincaré (1854-1912) ve FEugenio Beltrami (1835-1900) Hiperbolik
geometrinin gorsellestirilmesine yonelik ¢calismalar yapmislardir.

Hiperbolik diizlemde 6telenme, donme ve yansima gibi 6zelliklere sahiptir. Poincaré
daire modeli ve Poincaré {iist yar1 diizlem modeli Hiperbolik diizlemi temsil etmek igin
kullanilan en genel modelleme o6rnekleridir. Hiperbolik diizlem ve Oklid diizleminin

birbiriyle benzer ya da farkli oldugu 6zellikleri mevcuttur (Deger, 2011).
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1.9. Graf Teori’nin Tarihgesi, Temel Tanim ve Kavramlar
1.9.1. Graf Teori’nin Tarihcesi

Graf teorinin genelde Beyaz Rusya’da bulunan Kaliningrad kasabasindan gecen
Pregel nehri {izerine kurulu yedi koprii {izerinden insanlarin belirli bir kurala gore gegme
denemesine dayal1 bir olayla basladig1 kabul edilir. Olay herhangi bir késeden baglayarak
ve koprillerden sadece bir kez gecerek baslanan koseye gelinip gelinemeyeceginin
denenmesidir (Cangiil, 2017). Isvecli Matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783) 1736° da
yayinladigr “Konigsberg’in Yedi Kopriisii” ¢alismasiyla konuyu literatiire kazandirmistir.

Ancak Graf teorinin ilk ornekleri Pisagor ve o6grencilerinin ¢aligmalarina kadar
gotiiriilebilir. Pisagorcular diizgiin olarak isimlendirebilecegimiz cisimlerin sadece beg tane
oldugunu kabul ettiler. Bu bes diizgiin cismin diizlemsel olarak agilmasi sonucu koseler ve

koseleri birlestiren kenarlar olusur. Sonug olarak diizlemsel basit graflar ortaya ¢ikar.

Sekil 2. Konigsberg’in yedi kdpriisti’niin semast

Eger kara pargalarmi koselerle ve kopriileri kenarlarla gosterirsek asagidaki grafi

elde ederiz.

Sekil 3. Konigsberg’in yedi kdpriisii’niin graf semast



23

Graf teori zamanla farkli sorunlara odaklanmigtir. Bunlardan biride renk problemidir.
1850°1i yillara gelindiginde Irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton un (1805-
1865) 6grencisi Francis Guthrie (1831-1899) 1852°de dort renk problemini ortaya atarak
komsu {ilkeler farkli renk olacak sekilde tiim iilkelerin dort renge boyanabilecegini iddia
etmigtir. Renk problemi tizerinde Augustus de Morgan (1806-1871), Arthur Cayley (1821-
1895), Alfred Kempe (1849-1922), Percy John Heawood (1861-1955) gibi matematik¢iler
calismistir. 1922 yilinda George David Birkhoff (1884-1944) tarafindan sorunun
¢oziimiine yonelik calismalar yapilmistir. Her ne kadar matematikgiler tarafindan
bilgisayarla ispat kabul gormese de 1976’ da Kenneth Appel (1932-2013) ve Wolfgang
Haken (1928-) bir algoritma kullanarak renk problemine yonelik ¢6ziimii ispatlamiglardir
(Cangtil, 2017). Graf teori ile ilgili daha detayl bilgi i¢in Diestel (2005), Ruohonen (2006)
incelenebilir.

Sonraki yillarda Graf teori Hiperbolik diizlemde ¢alisilmaya baslanmustir. G, y, Fy, v

ve Ozellikle Gy, = F Farey grafi tanimlanmistir. Burada grafin oo’ dan baslayarak

R = RU {F¥} da aldigs degerler kose, koseler arast R’ ye dik dogrular ve merkezi R
tizerinde olan yart ¢emberlerden olusan Hiperbolik geodezikler kenar olarak kabul
edilmistir. Graf teori ile ilgili Hiperbolik alanda yapilan g¢alismalar i¢in Schoeneberg
(1974), Ratcliffe (1994) ve Anderson (2005) incelenebilir.

Graf teori tizerinde algoritmalar uygulama alani bulmustur. Bir¢ok problem graf
semalarina dokiilmiis ve graf semalar1 lizerinde algoritmalar tanimlanmistir. Boylece
¢oziilmesi zor problemler gorsellestirilerek ¢6ziime ulasilmistir. Graf teori’de kullanilan
algoritmalarin ¢oziime odaklandiklar1 konulardan biri iki nokta arast en kisa yol
problemidir. Bu problem ic¢in Dijkstra, Bellman-Ford ve Floyd vb. algoritmalar
gelistirilmistir. Graflarda algoritma uygulamalar1 bircok olaya uyarlanarak minimum
maliyet, minimum emek, minimum vakit vb. hesaplanarak maliyet, emek, vakit vb.den
kazanim elde edilmistir. Uygulamalara 6rnek olarak trafik yollari, sosyal medya, maliyet
tablolar1, is-isci eslesmeleri, molekiil ¢alismalari, tesisat¢t problemi, network problemi,

postaci problemi ve el kaldirmadan ¢izilebilme problemi verilebilir.

1.9.2.Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmm 1.9.2.1. Basit bir graf, koseler ve bu koseleri birlestiren kenarlardan olusan ve

geometrik olarak herhangi bir bilgi vermeyen cizgelerdir.
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Tanmim 1.9.2.2. Bir kenarin iki ucunda bulunan elemana kése denir.

Tanim 1.9.2.3. Bir grafta iki kose arasinda bulunan elemana kenar denir.

Tanmm 1.9.2.4. Kenarlar1 yon bilgisi iceren graflara yonlii graf denir. Bir grafta kenarlarin

hepsi yon bilgisine sahiptir ya da hi¢biri yon bilgisine sahip degildir.

Tanim 1.9.2.5. Bir grafta bir koseden digerine gidilirken izlenecek kenarlarin toplamina

yol denir. Eger graf basit ise toplam yol, tizerinden gecilen kenarlarin sayisina esittir.

Tanmm 1.9.2.6. Baslangi¢ ve bitis kosesi ayni olan kenara ¢evrim denir.

Tanmm 1.9.2.7. Bir kdseden baslayip yine aymi koseye donen ve bir koseden iki kez
gegmeyen yola dongii denir. Bir grafta eger kenar sayist kose sayisina esit ya da kenar

say1s1 kose sayisindan fazla ise grafta en az bir dongii vardir.

Tanim 1.9.2.8. Dongili icermeyen grafa aga¢ denir. Bu grafa bir kenar eklenmesi

durumunda dongii olusur ve graftaki kenar sayis1 kose sayisindan bir eksiktir.

Tanmm 1.9.2.9. Baglantili olmayan ve dongii igermeyen bir grafa orman denir. Orman

agaclardan olusur ve tek basina bir agac ta bir ormandir.

Tanimm 1.9.2.10. Bir grafta kenarlar deger alabilir ve bu degerler grafin yapisina katilir.
Tiim kenarlarin farkli deger aldig1 graflara maliyetli graf denir. Maliyetli bir graftaki tiim
degerlerin toplam1 grafin toplam maliyetini verir. Tiim kenarlarin esit deger aldig1 graflar

ise basit graf olarak degerlendirilir.

Tanmm 1.9.2.11. Bir grafta yer alan herhangi bir kdse icin en az maliyetli yol (agac)
hesaplandiktan sonra yoldaki maliyetlerin toplami agacin toplam maliyetini verir. Iki
koseden maliyeti diisik olan daha merkezidir. Bir grafta bulunan en az maliyetli koseye

grafin merkezi kosesi denir.



25

Tanim 1.9.2.12. Bir grafta yer alan tiim koseleri kapsayan agaca kapsar aga¢ denir. Grafta
yer alan tim kapsar agaclar bulunduktan sonra maliyeti en diisiik olan aga¢ o grafin en az

maliyetli agacidir.

Tanimm 1.9.2.13. Bir grafta iki kose arasinda tanimli en az bir yol varsa bu yollardan en
kisa olanina, x ve y birer kose olmak iizere, x ile y nin uzakhig denilir ve d(x,y) ile

gosterilir.

1.10. Alt Yoriingesel Graflar

(G,Q) bir transitif permiitasyon grubu, g € G ve a,f € Q olmak iizere G,Q X Q

tizerinde

g:(a, B) = (g(a),9(B)) (1.21)

doéniisiimiinii gergekler. Bu doniisiimiin y6riingelerine G nin alt yoriingeleri denir. O(a, ),

(a, B) y1 kapsayan alt yoriingeyi simgeler.
O(a,B) = {g(a,ﬁ) |g € G} (1.22)

(x,y) € 0(a,B) ©3g € G:(x,y) = g(a, B) = (9(a), g(B)) (1.23)

G (a, B) alt yoriingesel grafi O(a, B) alt yoriingesinden elde edilebilir. y ve & koseleri
Q 1 elemanlari olmak iizere eger (y,8) € O(a, B) var ise yoriinge ¥ dan & ya yonlii bir
kenar1 temsil eder ve y — § ile gosterilir. Bu kenar H” de bir Hiperbolik geodezik olarak
cizebilir.

O(f,a) da bir yoringedir ve O(a,f) yoOringesine esit ya da farkli olabilir.
Yoriingelerin birbirinden farkli olmasi durumunda G (B, a) alt yoriingesel grafi, G (a, ) alt
yorlingesel grafinin oklarinin ters yonliisiidiir ve bu durumda alt yoriingesel graflara
eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Yoriingelerin birbirine esit olmasi durumunda,
G(B,a) = G(a,B) olup graf karsit yonlii kenar ¢iftini kapsar; bu durumda her ¢ifti basit
bir yonlendirilmis kenar ile degistirerek kendisiyle eslesmis graf olan yonlendirilmemis bir

kenar elde edilir. Diger bir deyisle O(B,a) = O(a,B) ve (y,8) € O(a,B) ise y ile §
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koseleri arasindaki kenar y & § yerine y — § ile gosterilir. Sims (1967) ile ilk kez ortaya
atilan bu fikirler, Neumann (1977) ve Tsukuzu (1979) nun c¢aligmalarinda, sonlu gruplara
yonelik uygulamalarda 6nemli yer buldu.

" =~ " Denklik bagmtisi, Va, € Q ve Vg € G i¢in a = [ oldugunda g(a) = g(f)

saglaniyorsa " = " ya 0’ da bir “ G — invaryant denklik bagintisi” denir ve bu sekilde
olusan denk siniflara da “bloklar” denir. Bu bagintilara 6zdeslik ve evrensel bagint1 6rnek

olarak verilebilir:

)"Va,f € Qicina = f © a = " 6zdeslik bagintist

i1)"Va, B € Qicin a = " evrensel baginti.

Bu bagintilardan farkli olarak () iizerinde G — invaryant denklik bagintisi varsa
(G, Q) ikilisine imprimitif, yoksa primitif adi verilir. (G,€) primitif grubunun transitif
hareketi zorunludur aksi taktir de yoriingeler bir sistem blogu teskil etmez ve bu durumun

tersi dogru degildir.

Onerme 1.10.1. (Biggs ve White, 1979) (G, Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu
taktirde (G, () primitiftir & Bir a € Q kosesinin sabitleyeni olan G, Va € ) i¢in G nin

bir maksimal alt grubudur.

O

Onerme 1.10.2. ( Jones vd., 1991 ) G bir (G, Q) transitif permiitasyon grubu igin bir alt
yoriingesel graf olsun. Bu takdirde,
i) G, G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder.
ii) G, G nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder.
iii) Eger G kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G,G nin ardisik koselerinin sirali
ciftleri tizerinde transitif olarak hareket eder.
iv) G kendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G nin kenarlar tizerinde transitif

olarak hareket eder.
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1.11. T —Modiiler Grubu ve Klasik Matris Carpim Altinda Q = QU {0}
Uzerindeki Hareketi
Modiiler grup, SL (2,Z) grubunun {F¥/} ile bsliim grubudur. Ozel olarak Modiiler

grubu I ile gosterilirse

I =PpSL(2,7) =5t (Z'Z)/{J_r N (1.24)

r={=(¢ Z)|a,b,c,dEZvead—bc=1} (1.25)

b) matris ciftlerinden olusur. Burada + ile — sembolii gbz ardi

olarak yazilir. I', + (‘; d

edilip es kabul edilir.

I" nin baz1 denk alt gruplar1 asagida verilmistir:

I (N) = {(‘C‘ Z) € I'lc = 0 (mod N) } (1.26)
IO(N) = {(‘Cl Z) €rlb=0(modN) } (1.27)
na = {(“ 2) € Ila=d =1(mod N),c = 0 (mod N) } (1.28)

Hiperbolik diizlem H = {z € C: Im(z) > 0} ile tanimlanir. Mobiiis doniigtimleri, H
tist yar1 diizleminde I Modiiler grubunun elemanlari ile bilinen bir doniistimdiir. Doniistim

vz € Cigin

(a b) 7 az+b

o) (1.29)

ile tantmlanir. Ornegin f(z) ve g(z) birer lineer siirekli kesir olmak tizere

fz) = 1 _0z-1 = f= (0 —1) ve

z - 1.z+0
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1.z+4

g@2)=z+A= ﬁg=(é i)igin

0.z+1

f ve g, I' Modiiler grubunun elemanlar1 olarak gosterilebilir.

Ayrica Mbiiis doniisiimleri, I nin elemanlari ile Q tizerindeki hareketi tanimlamak

icin kullanilir. Ozellikle %E Q igin ¢ =0 ise %= oo olarak kabul edilir. x,y € Z ve

(x,y) =1 i¢in Q min her bir eleman: indirgenmis % seklinde ifade edilebilir. §= =

oldugundan gosterim tek tirlii degildir. oo, %= _Tl olarak diistiniilecektir. Bu durumda

Z—xigin
y

(@ b) X atby (1.30)

c d/'y cx+dy

olarak yazilir ve (1.30)’da elde edilen sonucun indirgenmis oldugu asagidaki sekilde

gosterilir:

c(ax + by) —a(cx +dy) = cax + cby —acx —ady = (cb — ad)y = —y
d(ax + by) — b(cx + dy) = dax + dby — bcx — bdy = (ad — bc)x = x

(ax + by,cx +dy) =1 (1.31)
Lemma 1.11.1.

i) I min Q iizerindeki hareketi transitiftir.

ii) Q iizerindeki bir kdseyi sabitleyen I' nin elemani sonsuz devirlidir.

O
Buraya kadar alt yoriingesel graflarla ilgili verilenleri, G nin I' Modiiler grubu ve Q
L 1) ile tiretilen, oo u sabitleyen I’

0 1

nin bir altgrubudur. O hale I, u veya denk olarak Z yi igeren I' nin H alt gruplarini elde

nin da Q olmasi durumunda inceleyelim. I, , Z = (

ederek Q iizerinde I —invaryant denklik bagintilarmi iiretebiliriz. Z = (é D
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oldugundan, N € N olmak iizere I(N) kongriians gruplart H olarak segilebilir. Agikca,
VN €N igin I, <IH(N)<T ve N>1 ise I, <T(N) <I dir. Buradan " nin Q

tizerindeki hareketi imprimitiftir.

13 29

I,(N) nin Q iizerinde indirgenmis I —invaryant denklik bagintisini  “=y” ile

. . _r X _ _ (T * Y CO - _
gosterelim. v = ,W—yEQ Veg—(s *), g —(y *)EF icin v =g() ve

N

w = g’ (o) doniisiimleri saglansin.

veyw e gv) =~ g'(w) © g 'g' €H = I(N) (1.32)
ve

gl = (—*s :) (1.33)
oldugundan

P T L AU P a2

vaw e ry—sx =0 (modN) (1.35)

sonuclari elde edilir. Baska ifade ile

v = gve w = % denktir & Ju € H: x = ur (mod N), y = us (mod N) (1.36)

yazilabilir.

1 (1)) ile tiretilen I' nin bir altgrubudur.

Boylece Iy 1 iceren (veya denk olarak B yi igeren) I' min K alt gruplarini bularak Q

Benzer sekilde 0 1n sabitleyeni [, B = (

tizerinde I' —invaryant denklik bagintilarin tiretebiliriz.

“~ " altinda denklik siniflarinin sayisi ise
Y(N) = |I':[(N)| (1.37)

denklemi ile verilir.
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Lemma 1.11.2. Carpim, N’yi bélen farkli p asallari tizerinden verildiginde
1
W(N) = Nl (1+ ;) (1.38)

denklemi elde edilir.

1.12. G, y ve F, y’ nin incelenmesi

I' min Q iizerindeki hareketi transitif oldugundan, her bir alt yoriinge, v € Q icin
(o0, ) ¢iftini igerir. N = 0 ve (u,N) =1 i¢inv = % olarak alinirsa, bu alt yoriingeyi O, y
ve alt yoriingeye karsilik gelen G (oo, v) alt yoriingesel grafimi da G, y ile gosteririz. Eger
v = o ise bu, G o = G_1 asikar alt yoriingesel graftir, bdylece v € Q oldugunu kabul
edebiliriz. v,v’' € Q ve 0(o0,v) = 0(o0,v') & v ve V', I, un ydriingesindedir ve I,

Z:v - v + 1 ile tiretildiginden bu durum u = u’(mod N) i¢in v’ = % ifadesine denktir.

Teorem 1.12.1. (Jones vd., 1991) §—> % € Gyy ©

D)x=ur(modN),y=us (mod N) very—sx =N
ii) x = —ur (mod N), y = —us (mod N) very — sx = —N.

r

. rox . . (a b _
Ispat. 375 € Gy y olsun. Bu takdirde bir (c d) € I" eleman1 0 = =1

(=N

u . X
_1_
yeve g yizye

1%}

resmeder. Boylece
(0 D6 N=G )

matris denklemi elde edilir. Eger + isareti alinirsa,
(¢ D6 W= aia) =6 )

a=r,c=s,au+bN =xvecu+dN =y,



31

au+bN =x=>x=ur (mod N)vecu+dN =y =y =us (modN)

denklikleri elde edilir. Bununla birlikte yukaridaki verilen matrisin determinant1 alinir ve
7,y,S ve x i¢in bulunan degerler yerine yazilirsa ry — sx = N oldugu goriiliir, dolayisiyla
(1) saglanir.

Benzer sekilde eger - isareti alinirsa (i) elde edilir.
Tersine, eger (i) saglanirsa 3b,d € Z:x = ur + bN,y = us + dN i¢in
r b/ wu\_( X
£ o W=G )
matrisi yazilir. ry — sx = N oldugundan

ry —sx =r(us + dN ) — s(ur + bN)
=rus + rdN — sur — shN
= N(rd — sb)
=N

rd—bs=1

sonucu elde edilir. Boylece (Z Z) €l ve buradang - § € Gy y dir.

x ve y, —x ve —y ile degistirilerek E - :—; = % € Gy y elde edilir.

Sonug¢ 1.12.2. ( Jones vd., 1991 ) %, utt = 1 (mod N) olmak lizere, G, y ile eslesmis alt

yoriingesel graf G_g y dir.

Sonug 1.12.3. G, y kendisiyle eslesmistir & u* = —1 (mod N).

O

Gy n, P (N) tane alt grafin ayrik birlesimidir ve herbir alt grafin koseleri ry — sx =

0 (mod N) ile tanimlanan =, I' —invaryant denklik bagintisina goére tek blok olusturur. I,
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Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden, bu bloklar: transitif olarak permiite eder ve
alt graflarin hepsi izomorfiktir.

Fy, v , koseleri oo u igeren

[00] = {x,y € ly=0@mod N)} (1.39)

blogundan olusan G,y nin alt grafi olsun. Béylece Gy, F,,y nin ¥ (N) tane ayrik

kopyasindan olusur.

Teorem 1.12.4. (Jones vd., 1991) = — § €EFuy ©

i)x =ur (mod N) very —sx =N,

ii) x = —ur (mod N) ve ry — sx = —N.
Teorem 1.12.5. [ (N), F, y nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite eder.

1.13. Farey Grafi’nin Incelenmesi
1.13.1. Farey Diyagrami

Farey diyagrami ve grafi temelde rasyonel sayilar ve aralarindaki iligkileri konu alir.
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Sekil 4. Farey diyagrami

Yukaridaki sekilde Farey diyagraminin bir parcasi gosterilmistir. Bu diyagram esas
olarak ¢ember cizgisine dogru yaklasan sonsuz egri tiggenlerden olusur.

Baslangicta bos bir ¢embere cap ¢izilir ve birer kenar1 ¢apla ortak dort egri tiggen
cizilir. Sonra bu dort egri tiggenin altina dordiiniin birer kenari ¢apla ortak sekiz egri ticgen
cizilir ve bu sekilde devam ederek, giderek kiigiilen ve ¢embere yaklasan egri tiggenler
cizilir.

Diyagram iki yar1 diizlemden olusur. Bunlar iist yar1 diizlem ve alt yar1 diizlemdir.
Ust yan diizlemdeki koseler pozitif, alt yari diizlemdekiler ise negatiftir. Ust yari
dizlemdeki koselerin Farey diyagrami {izerinde konumlar1 alt yari diizlemdekilerle
simetriktir. Farey diyagrami tizerindeki bir kdse simetriginin tersidir.

Koseler ¢cemberin etrafinda uygun bir sekilde siralandiginda, ¢emberin etrafinda saat

yoniniin tersine dolastik¢a koseler —oo dan +oo a artar.

1.13.2. Farey Dizileri ve Grafi

Cap tizerindeki iki kose % ve 2 ise, orta kose ZT: 'dir. Bu kesire % ve g'nin medyani
denir. Medyan kurali kullamilarak Farey dizileri olusturulabilir. Ornegin ilk iki kose g ve %

ise
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{O 1 1}
1’2’1

.. 0. 1 1.. 1 10 1. . .
olarak bulunur. Bundan sonra diziye T ile > arasimna ve - ile ~ arasina iki kose ilave edilerek

{O 112 }
1’3’2’3

olarak bulunur. Bu isleme boylece devam edersek asagidaki diyagram elde edilir.

\/
1/2\2

/5 ;\

4

[y SN

3

Sekil 5. g ile % arasindaki Farey dizileri diyagrami

Yukaridaki sekilde bulunan her kose dikey dogrultuda x —ekseni {iizerine

isaretlenirse agsagidaki diyagram elde edilir.

.
e w
™

Sekil 6. % ile % arasindaki Farey dizileri ile olusturulan tiggenler

diyagrami
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Farey diyagrami tizerinde koselerin bu sekilde siralandigini dogrulamak igin,

x —ekseni tizerinde (2,0) m st kosesi (2,1) ve (5,0) mn st kosesi (5,1) olarak
b b’b d d’d
2

o a 1 c 1 . .. a+c - ..
alindiginda, (Z’E) ve (E‘Z) koselerinin medyaninin (m,m) oldugunu gostermek

yeterlidir.
Ucgenlerden olusan yukarida verilen diyagramda tiggenlerin tepe koselerini alt ug

koselerine daraltarak merkezi x —ekseni tizerinde olan egrisel tiggenlere doniistiirebiliriz.

Farey liggenler diyagrami asagidaki hali alir.

e e e o 8

Sekil 7. % ile % arasindaki Farey dizileri ile olusturulan egrisel {iggenler

diyagrami

Bu diyagram x ekseni boyunca sadece 0 ve 1 arasinda degil, ardigik tamsayilarin tiim

ciftleri arasindaki kesirler i¢in ¢izilebilir (URL-1, 2020).
Graf, Farey dizisiyle olan iliskisinden dolay1r Farey grafi olarak adlandirilir ve

Gi1 = F ile simgelenir. F grafinin koselerinin kiimesi Q dir. Her n > 1 tamsayist igin n

mertebeli F, Farey dizisi, kesin artan sekilde siralanan tiim %E Q rasyonel sayilaridan

olusur. Ornegin
9 1 54 }
. ,0, 3

dir. Farey dizisinin alt kiimeleri arasinda F, € F, ¢ F; c -+ iliskisi vardir ve Up»1 E, = Q

saglanir.
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Lemma 1.13.3. ( Jones vd., 1991 ) =2 € @ indirgenmis rasyoneller olsun. Bu taktirde

]
S

<

asagidaki ti¢ kosul birbirine denktir:
i) E ve %’ F de komsu koselerdir;
if)ry —sx = +1;

iii) Bir n € N i¢in E ve %, E, de komsu koselerdir.

O

Her bir terime hemen 6ncesindeki ve sonrasindaki terimleri ekleyerek her bir F, 2
degerli bir aga¢ olur. Lemma 1.13.3.’ten bu agaclarin birlesimi F nin Q iizerinde
indirgenmis alt grafi olup co degerini alan bir kose ilave edip tamsayilarla birlestirerek F

olusturulur.

Sekil 8. G, = F Farey grafi

Sekil 8 kenarlarin oo ile ortak oldugunu ve F3; {in elemanlarimin birlesmesiyle
meydana geldigini gosterir ve 1 periyotludur. Gorsel olarak F nin kenarlari, H iist yari
diizleminde merkezi R iizerinde olan Oklid yari-gemberleri ya da R ye dik Oklid-yar1
dogrular seklindeki Hiperbolik geodezikler olarak gosterilir. Yar1 dogrular oo ile birlesmis
olarak kabul edilir. H nin Hiperbolik izometrilerinin bir grubu olarak Mobitiis doniistimleri
I' ile bir hareketi tanimlar ve bu hareket altinda Hiperbolik geodezikler Hiperbolik

geodeziklere resmedilir, boylece H deki F gosterimi I' altinda invaryanttir.

Sonug 1.13.4. ( Jones vd., 1991 ) F nin kenarlar1 H de kesismez.
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Daha ayrinthi bilgi i¢in Sims (1967), Jones vd. (1991) ve Akbas (2001)

incelenebilir.

1.14. Siirekli Kesir Yapisi

Stirekli kesirler sonlu ve sonsuz olmak tizere temelde iki grupta incelenir.

1.14.1. Sonlu Siirekli Kesirler

a; = 0,i = 2 i¢in a; pozitit tamsay1 olmak tizere sonlu stirekli bir kesir

1
xX=a;+ 1 (1.40)
a, + 1
as +
1
Am—2 + 1
“m1%¥a,
ile tanimlanir. Notasyon olarak
1 1 1
x=a + (1.41)
a, + as + +am
ile yazilabilir. Baz1 durumlarda
x = laq; ay,as, ..., a;] (1.42)

notasyonu kullanilir.

1.14.2. Sonsuz Siirekli Kesirler

a; = 0vei = 2igin a; = 1 olmak {izere sonsuz stirekli bir kesir
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1
x=a, + 1 (1.43)
a, + 1
as +
Am—2 + 1
Q-1 + Dy
ile tanimlanir. Notasyon olarak
x = [aq; a5, a3, ... | (1.44)

ile yazilabilir.

Daha genel anlamda bir stirekli kesir, N dogal sayilar ve Z tamsayilar kiimesini

gostermek {lizere her i € N U {0} sayisi i¢in a; € Z — {0} ve b; € Z olmak {izere

a,
bo + a (1.45)
by + —2g—
b2 4 5t
ile verilebilir. Bu (1.45) siirekli kesiri sembolik olarak

a;

by + K2, (—) (1.46)
b;

ile yazilabilir. Bununla birlikte (1.45) siirekli kesri i¢in n. yaklasim f,, sembolii ile

gosterilir ve

fo = bo + KiLy (%) (1.47)

i

ile ifade edilir. Bununla birlikte i > 1, a; # 0 ve ({a;};en, {bi}ienugoy) dizisi

nn=123,.. (1.48)

a
to(s) = s, tals) = =,
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To(s) = to(s), Tn(s) = Tn1(tn(s)), n = 1,23, ...

fo=T,(0) ER=RU{oo},n =123, ..

(1.49)

(1.50)

olmak {tizere, {t,(s)}nenugo} Ve {T(S)}nenufoy lineer kesirli doniistim dizileri ile bir {f;}

dizisini olusturur. Buradan

(({ai}iel\l’ {b;}ienugy), {fn})

(1.51)

yazilabilir. Bu elde edilen dizi (1.45) te verilen siirekli kesire denk gelir. Burada a;

elemanina kismi pay, b; elemanina ise kismi payda denir.

Yukarida verilenlere uygun olarak lineer kesirli T;,(s) doniisiimii

a
Ta(s) = bo +- %

1t
b, + ——3—
2t~ F

b, +s

ile ifade edilebilir. Stirekli kesirlerin gésteriminden

a1 az an—l an
bi+ by+  +bp_q +bp+s

Ta(s) = by +

ile gosterilebilir. “o0” bileske islemi olmak tizere

T,.(s) = (tyot;0t,0 ...0t,)(s)

yazilabilir.

(tg0t1)(s) = to(t1(s))

Ve

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)
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t"(s) = (toto ...0t> (s) (1.56)

n kere

olur. {S,}nenugoy dizisi i¢in n. deistirilmis yaklasim say1st

T.(S,) €R (1.57)
ile gosterilir.

1.14.3. Siirekli Kesirlerde Yakinsama

Sonlu ya da sonsuz bir x siirekli kesri i¢in yakinsamalar dizisi

+
a, as

{Ci}is1 = {al,al + ai,al +—, } olarak  tammlanir. Ornek olarak  eger
) S

x =[1;1,1,1,1,1,1, ... ] ahmrsa {C; }x>, yakinsamalar dizisinin elemanlari

C,=[1;1] =2

3
5
Ca = [1,1,11] = 1,6666666667 = <
8
CS = [1; 1,1,1,1] = 1‘6 = g

13
Ce =[1;1,1,1,1,1] = 1,625 = Y

C _[1'111111]—21 16153846154_21
7 = ,4,4,4,1,1, _13~ ) _E

olarak bulunur.
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1<k<m icin k artitkca C;, nin asil degeri i—;’e yakinsar. Gergekte, bu

yakinsamalar son biri hari¢, yakinsamalar dizisinin elemanlari i¢in tek alt indisli elemanlar

alttan, ¢ift alt indisli elemanlar tistten yakinsar.

x=1[1;1,1,1,1,1,1,...] sonsuz siirekli Kkesrinin n. yakinsamasi olan C,, %
Fibonacci oranina karsilik gelir.

Bu bagint1 ilk olarak 1753 yilinda R. Simson tarafindan ¢aligildi.

1.14.4. Siirekli Kesirlerle Farey Diyagramr’nin Cizilmesi ve Matrisler

x = [0; aq,a,, ..., a;] stirekli kesri k —adet tiggen olusturur. Birinci tiggen a, —adet kiigiik
ticgenden, ikinci tiggen a, —adet kiigiik tiggenden, {i¢iincii tiggen a; —adet kii¢iik ticgenden

ve Dboylece devam ederek k. licgen a; —adet kiicik {iggenden olusur.

> o 11 ., 0 .
Ornegin = stirekli kesri

11 1

24 2+—11
5+7

olarak yazilabilir. Burada a; = 2, a, =5 ve az = 2 icin elde edilen diyagram asagida
verilmistir.

11
24

olr
i
"
Zle

I
w =
I
1
ol

Sekil 9. % Stirekli kesri ile olusturulan tiggenler

X =ay+ 1/a1 + 1/a2 + -+ 1/ak stirekli kesri i¢in ardisik herbir Z—z kosesi, onceki iki

kose araciligiyla ve yinelenme kurali ile
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Pi _ AiPi-1 t Di—2

_ 1.58
qi aiqi-1t+qi— ( )

olarak bulunabilir.

Sekil 10. % Stirekli kesri ile olusturulan ticgenler

Yol % ve a—1° koseleri ile baslar ve yinelenme bagintisi ile koseler bulunarak %

kosesine ulagilir. Z—" = g oldugunu gostermek i¢in

=6 D WG )G e (159

carpimini diistinelim.

Carpima sagdan ya da soldan baslayarak yapabiliriz. Soldan baslayarak g¢arpim

yaptigimizi kabul edelim. Baslangi¢c matrisi (1 o

0 1 ) dir ve bu matrisin siitunlarini tiggen

seridinin soldan ilk iki kosesini etiketleyen % ve a_lo olarak diistinebiliriz. Baslangi¢c matrisi

. (0 1 . -
ile (1 ) matrisini ¢arptigimizda
a;

6 O a)=(F )= 0 (160)

elde ederiz. (Zg Zi) ise yoldaki ikinci kenarin koselerini stitun kabul eden matristir. Tim

matrisler carpildiginda % ve 2% Kkoseleri ile olusturulan kenara karsihk matris elde

n-1 dn
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edilir. Buradan P matrisinin ikinci siitunu Z—" olur ve bu geriye kalan ay + 1/ a; t 1/ a,
n

et 1/ a,,strekli kesrinin g degerine esit oldugu anlamina gelir (URL-1, 2020).

Ayrica n. pay1 p,, ve n. paydasi g,, olan bir siirekli kesir i¢in

a
t,(s) = - is‘" =123,..
n
ve
_ (0 a, _
Xy, = (1 bﬂ),n =123, .. (1.61)

saglansin. O halde (1.54) ve (1.75) doniistimleri

Pn—1 DPn

il qn),n =1,2,3,.. (1.62)

Xp = X1 XXz Xy = (
matrisine karsilik gelir.

1.15. Yinelenme Bagntilar:

Stirekli kesrin n. pay1 p,, ve n. paydast g, olsun. p_; =1, q_1=0,py=0,q,=1

baslangi¢ sartlariyla yinelenme bagintisi

(Z:) = {bn (ZZ:D + (Z::i).n =1,2,3, } (1.63)
olarak tamimlanabilir. b, = —k ve a,, = —1 olarak alinirsa yinelenme bagintisi
(Z:) . {_k (Zz:i) - (Zz:z) ,n =123, } (1.64)

olarak tanimlanabilir. Siirekli kesrin n. degeri
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_kpn—l — Pn-2
T, (k) = 1.65
" _an—l — qn-2 ( )
olarak yazilabilir. Buradan
Pn—2
fo =Ta(0) = (1.66)
(n-2
ve
Pn-1
fa-1 = Ta(0) = (1.67)
n-1
elde edilir.

(1.64) de tanimlanan yinelenme bagintisi incelenirse klasik matris islemleriyle

Pn\ _ _ Pn-1 y Pn-2\ _ _kpn—l) _ Pn-2\ _ (—kpn_1 - pn—z)
(Qn) = g (Qn—l) (Qn—z) = (—kqn_l (Qn—z) - —kqn_1 —(qn—2 (1.68)
Pn = —KPn—1 —Dn—2=>0Dn+kbpn_1+p0p2=0 (1.69)
Gn = —kGn-1—Gn—2> qn t kqn-1 + qn—2 =0 (1.70)

sonuglari elde edilir ve 6zel olarak p,, + kp,_1 + pr—> = 0 esitliginde n - n + 2 degisken

degistirmesi uygulanirsa

Pn+z t kpPpy1 + 0 =0 (1.71)

sonucu bulunur. k > 2 i¢in eger (1.71) denklemi ¢oziiliirse
pp = (=121 (k+VEZ=4)" (k-VkT=4) (1.72)

sonucu elde edilir. Ozel olarak k = 2 i¢in

Pn = (=1 (1.73)
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bulunur. Taniml1 yinelenme bagintisindan n > 1,n € N i¢in

dn = —Pn+1 (1.74)

sonucu bulunur.

1.16. Siirekli Kesirlerle Alt Yoriingesel Graflarn Ozel Kose Degerleri
Arasindaki Iliski

(1.57) de ifade edilen T, (S,)

+ PrsS
Pn T Pnton 923, .. (1.75)

T, (Sy) = n=
n( n) dn +CIn—1Sn

ile ifade edilebilir. Buradan f,, ve f,,_;

14 Pn—
fo = Ta(0) = =2, frog = To(0) = == (1.76)
an n—1
olarak yazilabilir.
(1.64)’de tanmimli yineleneme bagintis1 ve q, = —pn4q ile F, y alt yoriingesel grafinda
minimal uzunluga sahip yolda n. kose
Pn _ _Pn
u+T,(0) _ u+ In _ u Pnt1 _ Pn+1U — Pn (1.77)
N N N Prril |
ile tanimlanir. (1.76) dan
_ (Pn-1 Pn
Tn - (Qn—l Qn) (1.78)
matrisi elde edilir. (1.61) ve (1.62)’den
Pn-1 Pn _ 0 -1 n
(_Pn _pn+1) - (1 —k) (1.79)

bulunur.
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Stirekli kesirlerle ilgili daha genis bilgi i¢in Cuyt vd. (2008) incelenebilir.
1.17. Altyoriingesel Graflarin Koseleri ve Fibonacci Sayilar1 Arasindaki

Bagintinin Cahisilmasi

Teorem 1.17.1. (Deger, 2017) Eger k = 2 ise p, = (—1)"n ve k > 2 ise

Pn = (=1)"27 Y (k +VEk?2 — )" (k —Vk? —4)F1. (1.80)

Lemma 1.17.2. (Deger, 2017) p,,, K2, (:—;) stirekli kesrinin n. pay1 olmak {izere

FonPnt1 + Foni2bn = 0 (1.81)

dir.

D" 'y (FD)"Fy >= (0 _1)ndir.

Sonuc¢ 1.17.3. (Deger, 2017) ( (=) (—=1)"F. 1 -3
2n 2n+2

1.18. Alt Yoriingesel Graflarda Minimal Uzunluklu Yollar

Tanm 1.18.1. (Deger, 2017) v, vy, ..., Uy, Fy y alt yoriingesel grafinin farkli koselerinin
bir dizisi olsun. Eger m > 2 ise vy = v, = -+ = v, = v, yoluna bir yonlendirilmis devre
(veya kapali yol) denir. Eger bu yoldaki en az bir ok (hepsi degil) ters yonlii ise bu yola, bir
yonlendirilmemis devre (veya ters yonlendirilmis devre) adi verilir. Eger m = 2 ise devre,
yonlendirilmis olsun veya olmasin, tiggen olarak adlandirilir. Eger m = 1 ise vy - v; —

v, yoluna kendisi ile eslesmis bir kenar denir.

Tanim 1.18.2. (Deger, 2017) I' Modiiler grubunun elemanlar1 Hiperbolik dogrulari

Hiperbolik dogrulara resmettiginden, uygun gorsellik agisindan F, y grafinin kenarlar
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H = {z € C:Im(2) > 0} iist yar1 diizleminde reel eksene dik yar1 dogrular ve merkezi R

tizerinde bulunan yar1 dogrular seklinde Hiperbolik geodezikler olarak gosterilir.

Tanm 1.18.3. (Deger, 2017) vy > v; = -+ > v, Ve Vg = vy — -+ yoluna sirast ile F, y

grafinda bir yol ve bir sonsuz yol ad1 verilir.

>
-
-

%
[0 B

<
Tanim 1.18.4. (Deger, 2017) 3 5 € Fyun < € Fu,N> , eger F, y grafinda E kosesine

LR

baglanan § kosesinden daha biiyiik (veya kiigiik) bir kése yoksa % kosesine en uzak (en

yakin) kose denir.

Tanmm 1.18.5. (Deger, 2017) F,y grafindaki vy - v; - -+ - v, yolunun minimal
uzunluklu olmasi i¢in, i < j —1,i € {0,1,...,m — 2}, j € {2,3, ..., m} olmak lizere v; «» v;

olmasi ve v;; kosesinin v; kdsesine baglanan en uzak kose olmasi gerekir.

Tanm 1.18.6. (Deger, 2017) Eger F,, hi¢bir devre igermiyorsa bir orman; devre

icermeyen baglantili bos olmayan bir graf ise bir agagtir.

Lemma 1.18.7. (Deger vd., 2011) (u,N) =1 ise u? + ku + 1 = 0 (mod N) kongriians

denklemini saglayan bir k tamsayis1 vardir.

O

k>2 ve k€Z icin Modiler grubun bir denk alt grubunun elemani olan

uZ+ku+1
<—u N ) € IL(N), F, y alt yoriingesel gratinda sonsuz minimal uzunluklu yolda
-N u+k

koseleri sirasiyla birbirine baglar ve herbir kose stirekli kesir yapisi olusturur.

== —> - - - .. (1.82)
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Bu yol sag yonliidiir. Her bir kose bir onceki kose i¢in baglanabilecek en uzak kosedir.

u

Vg =  olmak lizere, her q € Z* igin
u? + ku + 1\°
vg=| "4 N (vo) (1.83)
-N u+k

olarak tamimlanabilir.

Teorem 1.18.8. (Deger vd., 2011) F, y Farey grafinda u® + ku + 1 = 0 (mod N) ve
1 < k < N oldugunu kabul edelim.

+_
i) % nin baglanabilecegi en uzak kose % olur ve benzer en yakin kose yoktur.

u+l u+L1
ii) Tk nin baglanabilecegi en uzak kose

olur ve benzer en yakin kose yoktur.

O

Teorem 1.18.9. (Deger, 2017) 1 < k,l < N igin u?> + ku + 1 = 0 (mod N) ve u? — lu +
1 =0 (mod N) olsun. F,, y alt yoriingesel grafi kendisi ile eslesmis ise k = [ = N ve aksi

taktirde | = N — k duir.

O

Teorem 1.18.10. (Deger, 2017) F,y Farey grafinda u? —lu+1=0 (mod N) ve

1 <l < N olsun.

1
i) % nin baglanabilecegi en uzak kose % dir ve benzer en yakin kdse yoktur.

1
u-2 I
ii) Tl nin baglanabilecegi en uzak kose L

dir ve benzer en yakin kdse yoktur.

O

Sonug 1.18.11. (Deger, 2017) Eger u? — u + 1 = 0 (mod N) ise Fy, = « = = =

seklinde bir tiggene sahiptir.
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Ornek 1.18.12. k =3 ve u?+ 3u+ 1 =0 (mod N) igin F, y alt yoriingesel grafinda

u = 3 ve N = 4 olsun. F3 , alt yoriingesel grafi i¢in

3+—1 3+—1
1 1
3 1 3—" 3—"
+—
1 3 3+ 1 3- L 1 1
V==> — 5 3 3 - 3 3 - -
0 4 4 4 4 4
1.Kose 2.Kose 3.Kose n.Kose n+1.Kose

minimal uzunluga sahip sonsuz yolda n. kdsenin baglanabilecegi en uzak (n + 1). kosenin

U2 .
P2nt2 olyur. Ornegin 14. kdsenin baglanabilecedi en uzak kose olan 15. kdsenin

degeri
degerini elde etmek i¢in n = 14 olmak tizere
14

((—1)n_1F2n—2 (_1)nF2n)=(_F26 F28)=(0 —1)
(—D)"F, (D) "Fopga —Fyg  F3 1 -3

=(—271443 710647)
—710647 1860498

matrisi elde edilir. Buradan 15. kdsenin degeri

34—
o Q.
3—
1 26 710647
3_>*F, _3+ 1560498
4 4 4
15.Kose

= 0.84549150281268778574338698

olur.

1.19. Algoritma

Algoritmalar giinliikk hayatimizin bir ¢cok asamasinda 6nemli yere sahiptir. Her gegen
giin artan teknolojik ara¢larin kullanimi algoritmalarin 6nemini bir kat daha artirmaktadir.

Algoritmalar belirli bir sorunun ¢oziilebilmesi ya da istenilen bir duruma ulasilabilmesi
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icin izlenmesi gereken adimlar1 veren semalardir. Algoritma bir sonug¢ degil sonuca giden
bir yoldur.

Belirli bir duruma yonelik daha hizli ve net ¢6zlimler veren algoritmalarin bulunmasi
stireci stireklidir. Bu siiregte duruma yonelik daha onceden yapilmis algoritmalarin
incelenmesi ve bunlarin gelistirilmesi 6nem arz etmektedir.

Giuinlik hayatimizin her asamasinda bilgisayar ve ag sistemlerini goriiriiz.
Hayatimiz1 kolaylastiran, daha kisa zamanda uzun mesafeler almamizi ve diinyayla
iletisimizi saglayan ag sistemleri mevcuttur. Bu ag sistemlerinin temelinde de belirli
komutlara gore ¢alisan algoritmalar bulunmaktadir.

Ag sistemlerinin temelinde yatan gercek verilen bir nesneyi minimum zaman ve
maliyette bir noktadan digerine tasimaktir. Bu tasima esnasinda problemin ¢dziimiine
yonelik modeller gelistirilerek algoritmalar ¢alisilir.

Algoritmalarla ilgili daha detayli bilgi i¢in Ahuja vd. (1993) ve Ruohonen (2006)

calismalari incelenebilir.

1.19.1. Dijkstra Algoritmasi

Bir grafta kaynak bir koseden graftaki diger koselere en kisa yolun bulunmasi
problemine yonelik algoritmalar gelistirilmistir. Belirtilen iki kdse arasindaki en kisa yolun
ne oldugu probleminde en verimli algoritma Dijkstra (1959) ve Whiting ve Hillier (1960)
tarafindan tanimlanmistir (Dreyfus, 1969). Pollack ve Wiebenson Dijkstra algoritmasinin
uygulanmasinda koselerin kalicit degerlerinin elde edilmesine yonelik Minty’i tanimladi
(Dreyfus, 1969).

Problemin ¢dziimiinde kullanilacak algoritmanin se¢imi ise problemin tiiriine goére
degisiklik gostermektedir. En kisa yol algoritmalarina érnek olarak single-sourch (Graftaki
kaynak bir koseden diger tiim koselere), single-destination (Graftaki tiim koselerden
verilen bir koseye), single-pair (Secilen iki kose arasinda), all-pairs (Graftaki tiim kose
ciftleri arasinda) verilebilir.

Dijkstra algoritmast W. E. Dijkstra (1930-2002) tarafindan ortaya konmustur. Grafta
kaynak bir koseden graftaki diger tiim koselere yiiklerin alinig tiirtine gore minimum
maliyeti, minimum uzunlugu, minimum direnci vb. bulmamizi saglar. Grafin negatif yiiklii
olmasi durumunda Dijkstra algoritmasi ¢alismaz, bu durumda Bellman-Ford veya Floyd

algoritmasi gibi algoritmalarla ¢alisilmasi gerekir.
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Burada Dijkstra algoritmasinin akis semasini verelim:
a(r,s) (r,s) kenarinin uzunlugu olarak verilsin. Dijkstra algoritmasi koseleri gecici
veya kalici olarak etiketler. Bir r kdsesinin degeri §(r) ile gosterilsin. Etiketin degerleri

ise

) = {1, Kalic1 Etiket
YA =10, Gegici Etiket

olarak almsm. f(r), u —r uzunlugunun en kii¢iik degeri olarak verilsin. Gegici S (r)

degerleri oo olarak alinir. Eger u — r uzunluklu en kii¢iik degerli yolda r’nin onciilii

1, Varsa
n(r) = {0, Yoksa

olarak alinir. Algoritmanin adimlari su sekilde uygulanir:

Kaynak kose u olsun.
1. Adm: B(u) — 0 ve y(u) = 1. Diger tiim r koseleri i¢in f(r) - o ,y(r) =0
m(r) - 0 olur.

Bununla birlikte u = w olsun.

2. Adim: Her (w, ) uzunlugu i¢in y(r) = 0 ve B(r) > B(w) + a(w, 1) olsun. O halde
Bw) + a(w,r) - B(r), n(r) » wolur.

3. Adm: y(r*) = 0, f(r*) < oo ve f(r") = min,)=o{f(r)} olacak sekilde r* bulalim.

Buradan y(r*) - 1 ve r* -» w olur.

Eger bu sekilde bir r* kosesi yoksa, yonlii bir u —r uzunlugu yoktur ve algoritma

durdurulur.
4. Adim: Eger w # v ise, 2. adima gidilir.
5. Adim: Dur.

(Ruohonen, 2006).
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Dijkstra (1959) tarafindan yayinlanan ¢alismada iki problem {izerine durulmustur.
Birinci problem koseler arasinda minimum uzunlukta bir agac¢ olusturulmasi, ikincisi

verilen iki kdse arasindaki minimum uzunlugun bulunmasidir.

1.19.1.1. Minimum Uzunlukta Bir Aga¢ Olusturulmasi Problemi

Koseler arasinda minimum uzunlukta bir aga¢ olusturulmasi probleminde agaci
olusturan kenarlar ti¢ gruba ve koseler iki gruba ayrilir.

Kenar gruplari; olusturulacak olan agaca, kesinlikle ayrilan kenarlar, olusturulacak
olan agaca sonradan eklenecek olan kenarlar ve ilk iki grup i¢in heniiz diisiiniilmeyen
kenarlardir.

Kose gruplart; olusturulacak olan agaca kesinlikle ayrilan kenarlar ile birbirine
baglanan koseler ve diger koselerdir.

[k olarak olusturulacak olan agaca kesinlikle ayrilan kenarlar ile birbirine baglanan
koseler grubundan rasgele bir kose segilir ve bu kose ile biten tiim kenarlar olusturulacak
olan agaca sonradan eklenecek olan kenarlar grubuna yerlestirerek isleme baglanir.
Sonrasinda asagidaki iki adim agag olusturulana kadar tekrarlanir.

1. Adim: Agaca sonradan eklenecek olan kenarlar grubunun en kisa dali gruptan
cikarilir ve agaca kesinlikle ayrilan kenarlar grubuna alinir. Sonug olarak bir kdsede agagta
kullanilan koseler grubuna geger.

2. Adim: Adim 1 de agacta kullanilan koseler grubuna heniiz aktarilmis olan
koseden, agacta kullanilma ihtimali olan koselere giden kenarlar1 disiindiigiimiizde soz
konusu kenar agaca sonradan eklenecek olan kenarlar grubunda karsilik gelen kenardan
daha uzunsa sonradan eklenilmesi diisiiniilen kenar reddedilir. Sonradan eklenilmesi
distintilen kenar karsilik gelen kenardan daha kisa ise karsilik gelen kenar bu gruba alinir
ve digeri reddedilir. Sonra Adim 1'e doniilir ve agaca sonradan eklenecek olan kenarlar

grubu ve diger koseler grubu bitene kadar bu islem tekrarlanir (Dijkstra, 1959).

1.19.1.2. iki Kose Arasindaki Minimum Uzunlugun Hesaplanmasi

p ve q iki kose olmak tizere minimum uzunlugun hesaplanmasi probleminde kése ve

kenarlar ticer gruba ayrilir.
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r, p'den q'ya minimum yol {izerinde bir kose olsun. p ile r arasindaki uzunluk
minimum uzunlugu ifade eder. Benzer sekilde p'den q'ya kadar olan tiim kenarlar uzunluk
sirasina gore kiiclikten biiylige siralanir.

Kose gruplari; p’den minimum yol uzunlugu bilinen koseler, p’den minimum yol
uzunlugu bilinen koseler ile ortak kenarlari olan heniiz ilk gruba eklenmeyen koseler ve
diger koselerdir.

Kenar gruplari; p’den minimum yol uzunlugu bilinen koselerle baglantili kenarlar ve
ilk kenar grubuna alinacak olan kenarlarin bulundugu gruplardir. Bu ikinci gruptaki bir
kenar bir kdsenin grup degistirmesine neden olur. Bunun yaninda bir tigiincii grubu teskil
eden ve ilk iki gruba dahil olmayan kenarlar vardir.

Ik olarak p kosesi minimum yol uzunlugu bilinen koseler grubuna alinir ve
asagidaki iki adim iki koge arasinda minimum uzunluk olusturulana kadar tekrarlanir.

1. Adim: p kosesi ile aralarinda kenar bulunan koseleri dikkate alalim. Ikinci kenar
grubundaki bir e kenarinin p'den r'ye daha kisa bir yol saglayip saglamayacagina bakilir.
Eger daha kisa bir yol sagliyorsa yer degistirirler ve digeri reddedilir. Eger r kosesi son
grupta ise ikinci gruba ve ilgili kenarda ikinci kenar grubuna alinir. Saglamiyorsa e kenari
red edilir.

2. Adim: Yalnizca p’den minimum yol uzunlugu bilinen koseler ile ortak kenarlar
olan heniiz ilk gruba eklenmeyen koseler, p’den minimum yol uzunlugu bilinen koselerle
baglantili kenarlar ve ilk kenar grubuna alinacak olan kenarlar ile diistiniildiigiinde p
yalnizca bir sekilde baglanabilir. Bu kdselerin p’den bir uzakligi vardir. Yani p kosesi ile
ikinci kose grubunda bulunan her kése arasinda bir kenar vardir. p kdsesinden minimum
uzunluga sahip kose ilk kdse grubuna alinir ve ilgili kenarda ilk kenar grubuna alinir. g

kosesi ilk kose grubuna alinana kadar bu boyle devam eder (Dijkstra,1959).



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. M™ Matrisinin Kuadratik Denklemi ve Karakteristik Kokleri

11
1 2

Karakteristik denklemi |M —xI| =0 dir. Denklemin kokleri M nin karakteristik

M=(7 7). 2x2 tipinde bir matris ve I, 2x 2 tipinde bir birim matristir

kokleridir. M™ in karakteristik kokleri asagida verildigi sekilde elde edilir:

Fon_ F 1 0 |
n __ — n-1 2n _
|M xll |( FZn F2n+1) x(O 1)

— |(F2n—1 FZn )_(x 0)|
FZn F2n+1 0 x
_ |(F2n—1 —-X Fon )|
Fon Fopy1 —x
- (FZn—l - x)(F2n+1 — x) = F22n
=x% + Fons1Fon-1 — X(Fans1 + Fono1) — FZ,
= x% — x(Font1 + Fon-1) + Fons1Fon—1 — F3,

=x2 —xLy, +1
x2—xL; +1=0 (2.1)
Kuadratik denklemi kullanarak karakteristik koklere ulasabiliriz.

Ly, +L% —4
Xy p = 0 (2:2)

L2 —4(—1)" = 5E? ozdesligi dikkate alinirsa, n — 2n degisken degistirmesi ile
L3, — 4 = 5F2, olur. Elde edilen 6zdeslik (2.2) de yerine yazilirsa

Lyn £/5F2,  Lyy + V5P,
) _

- (2.3)

X122 =

sonucu elde edilir. Sonu¢ olarak a’?® — B2 =+/5F,, ve a*+p*"=1L,,

Ozdesliklerinden
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L,, ++/5F
a = %=,/x1 (2.4)
ve
Ly, —\/5F
gn = % = Jx, (2.5)

sonugclari elde edilir.
2.2. R™ Matrisinin Kuadratik Denklemi ve Karakteristik Kokleri

R = (% _21), 2 X 2 tipinde bir matris ve I, 2 X 2 tipinde bir birim matristir.

Karakteristik denklemi |[R — xI| = 0 dir. Denklemin kokleri R nin karakteristik kokleridir.

R™ in karakteristik kokleri asagida verildigi sekilde elde edilir.
R?™ matrisinin karakteristik koklerini elde edelim:

R =il =|( ) =x(p D=1 o) =G

- |(5n0_x Sno—x)|

=(G"=-00G"-x)
= 52" — 2x5™ 4 x?
= x% —2.5"x 4 52"

x2—2.5"x+5" =0 (2.6)

Kuadratik denklemin karakteristik kokleri

2.5" +v4.52" — 4,520 2,5"
2 2

x1,2 = 5n (27)

olarak bulunur.
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R?™*1 matrisinin karakteristik koklerini elde edelim:

|R2n+1—x1|=|(2?’;n 2_;-’:)_’6(3 (1))|

=I5 22 -G )
=1C25" )

= (5" — x)(=5" — x) — 4.52"
= (5" —x)(5" 4 x) + 4.52"
=—x? + 5°" + 4.5%"

xz — 52n+1 =0 (2.8)
Kuadratik denklemin karakteristik kokleri

i‘/‘l‘- 52n+1

2 = 4+5™/5 (2.9)

X122 =
olarak bulunur.

23. 9, M,R Matrislerjnin Lorentz Matris Carpmimi Altinda n. Kuvvetleri
Yardimiyla Baz1 Ozdesliklerin Elde Edilmesi

Bu kisimda Lorentz matris ¢arpimi altinda Q, M ve R matrislerinin n. kuvvetleri elde
edilecektir. Iki matris arasindaki Lorentz matris carpimi “.;” ile gosterildi. Q™ matrisi
kullanilarak bir adet (2.10) ozdesligi elde edildi. M™L ve Lorentz matris ¢arpimi
kullanilarak Teorem 2.3.2.1. ve Teorem 2.3.2.2.’de verilen 6zdeslikler elde edildi. Ancak R

matrisi genellestirilmis matris tiirtinden yazilamadigindan 6zdeslik elde edilemedi.

2.3.1. Q Matrisi ve Ilgili Ozdeslik

Q= G é) matrisinin Lorentz matris ¢arpimi altinda n. kuvveti

o =(1 9+ 9= D=(G =1 D=
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o =(1 o)+ (% =T D=(%" #)=IG D=1
o =(1 o)+(3 D=0 =0 2)=1G ol=-1
0= (1 oa(i o)=(5 TD=(1 Z8)=IG D=
0t =(1 o)+ (% TD=(T D=(%" #)=IG D=1
(Iii 5(1)) |(1 é)|=—1,n=3k+1,kEN
o ={(5 TR ), TDl=-1n=3k+2ken (2.10)
(}’;1 ?1’) |(‘01 (1))|=—1,n=3k+3,keN

olarak bulunur.

2.3.2. M Matrisi ve ilgili Ozdeslikler

M = (1 %) matrisinin Lorentz matris ¢carpimi altinda n. kuvveti
=G D=6 D=0 £)=1G -
w1 3G =G D=0 K)=1G D=1
= 3G =G 9=(5 #)=1G ==
{"’S'L=(]3L 2+ 2)=( 153)=<11::z 11::3):|(§ Hl=1

F, F,
M™L =( n—2 n >=>
Fn Fn+2

(Fn—z Fn )
Fn Fn+2

= (-pn*? (2.11)

olarak bulunur. Determinanti
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FpyFpiy —E2=(-1)"1,n>2 (2.12)
olur.
Tiimevarim yontemiyle M™L’in dogrulugunu inceleyelim:
n = 2 i¢in dogrudur.

FoF, — F2=03-12= (-1 = -1

n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

F F
ML = ( k-2 k )
Fe  Feiz

n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim:
k+1y, — (11 1 1) _ (Fk—z Fy ) 1 1
M&E ( ) 'L (1 2) “\F, Fg,/t (1 2)

1 2
_ (_Fk_z + Fk _Fk_z + ZFR)
—Fi + Fyvz  —Fie + 2Fp42

k.L

M¥*+1L matrisinin elemanlar diizenlenirse
Fp =Feq+ Frpg = Fyqg = —Fp2 + Fy
—Fy2 + 2Fy = F 1 + Fy = Feyq
—F 4+ 2Fg0 = —=F + Fiy2 + Fryz = Feor + Fei2 = Fras

Mk+1.L=(Fk—1 Fk+1)
Frv1 Fiss

olarak yazilabilir.

Diger yandan i
= (012G D=C 5w
wew=( G 5= 5
it (126 =G )= we
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oldugundan farklt m ve n sayilari igin

F, F, F, E
M™L = ( m-—2 m ) e ML = ( n-2 n )
Fm Fm+2 Y Fn Fn+2

Mm+n.L — (Fm+n—2 Fm+n )

Fm+n Fm+n+2

sonucuna ulasilir.

Teorem 2.3.2.1.°de elde edilen 6zdeslikler ayn1 zamanda klasik matris ¢arpimi

altinda elde edilen 6zdesliklerdir. Bu calismada ayni 6zdesliklere Lorentz matris ¢arpimi

ile ulagilmustir.

Teorem 2.3.2.1.
i) Fpin—2 = —Fn2Fn 2 + EnFy
ii) Fopyn = —Fp2Fy + B
iil) Fppyn = —FpFs + Fpio By

iv) Fpintz = —Enfy + Fni2 Bt

)F_m _ Fni2tFn—o
Fn Fny2+Fp—2

vi) Fop = Ly Fy

Ispat. Farkli m ve n sayilan i¢in asagidaki islemler Lorentz matris carpimi altinda
saglanir.

F E F F
Mm'L=( m-z m ) eM”‘L=( m-z m )iin
Fm Fm+2 v Fn Fn+2 ¢

F, E F, E
M™L,, ML =( m—2 m ) ( n-—2 n )
L Fm Fm+2 L Fn Fn+2

— (_Fm—an—Z + Fan _Fm—an + Fan+2)
_Fan—Z + Fm+2Fn _Fan + Fm+2Fn+2

Mm+n.L — (Fm+n—2 Fm+n )
Fm+n Fm+n+2

Mm+n.L — Mm.L.L MTl.L

bulunur.
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i) Fpin-2 = —Fn—2Fn2 + EnFy

EFpyn = Fpor B, — (1)"E,E,_, (Halton,1965) 6zdesliginde 6zel olarak r = 2,
m=n—2ven =m alinirsa

FoFn_gem = Froo42Fm — (_1)2Fn—2Fm—2

Foym—z = —FnoFm_s + BF,

sonucuna ulasilir.

il) Fp4n = —Fn—2Fn + EnFie

E.Fyyn = FpirE, — (m1)"E,E,_, (Halton,1965) 6zdesliginde o6zel olarak r = 2,

m = nven = m alinirsa
FZFn+m = n+2Fm = (_1)2FnF -2

Finin = BB + Fpia By

elde edilir.

iii) Frpyn = —FnFn—2 + FinioFy

E.Fyyp = Fpir B, — (m1)TE,F,_, (Halton,1965) 6zdesliginde ©zel olarak r = 2
alinirsa

FyFpyn = Fpyo By — (_1)2FmF -2

Foin = FpaoFy — BpFp_sp

bulunur.

iv) Fintz = —Enby + Fni2Fnsz

EFpyn = Fpor B, — (=1)"E,F,_, (Halton,1965) 6zdesliginde 6zel olarak r = 2,
n=m+ 2 ve m = n alinirsa

EFpyn = Fpar By — (_1)rFan—r
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Fpnymaz = =By + FpyoFpgs

elde edilir.

v) Ozellikle (ii) ve (iii) 6zdesliklerinden
Fnin = —FnoFy + EnFoys
Fnin = —EnFno + Fni By
—Fm—2Fy + EnFoy2 = —Fqn by + FpioFy
EnFniz + EnFnz = Fpio Byt o Fy
Fin(Fnaz + Fooz) = (FaatFn-2)Fy

F_m — Fm+2+Fm—2
Fn Fn+2 + Fn—2

sonucuna ulasilir.

vi) (i1) 6zdesliginde eger m = n alinirsa
Fnin = —FmaFy + EnFpiy = Foon = —FpoFy + ByFy
Fon = =FpzFy + ByFni2 = (Fpi2=Fa-2) By = LyFy
Fon = LyFy

bulunur.

O
Bu kisimda Lorentz matris ¢carpimi altinda elde edilen yeni 6zdesliklere yer verilmistir.
Teorem 2.3.2.2.

i) 3Fnin = Fns2Fniz — F—2Fn—z

il) Lipyn-1 = —Lim-1Fn—2 + Lins1 By

iii) Lip+n+1 = —Lim-1Fn + Lins1Fns2
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iv) Fppn_p = —F7_, + F?
V) Fonyo = —Ff + Fiyy
vi) 3F, = F‘r%+2 - Ff—z
Vil) Lyp—1 = —Lp1Fpn2 + Lpy1 By
viii) Lopyy = —Lp—1F + Ly 1 Ftz
iX) Lyp_q + Lonyq = —Lh_q + L5y,

X) Lyp_q = _Fr%—z + Fn2 + L, E,

Ispat:

i) Ozellikle Teorem 2.3.2.1. (i) ve Teorem 2.3.2.1. (iv) 6zdesliklerinden
Fnin—2 = —Fn2Fn 2 + FuFy = Fpin2 + Fn2Fy2 = Byl
Fniniz = =FnFy + FnioFaie = EaFy = FpiaFrvz — Fnanses
Fnin—2 + Fn—2Fn—2 = Fins2Fni2 = Finae
Fnin—2 + Fniniz = Fni2Fniz — Fn2Fn
3Fmin = Fmi2Fni2 — Fn—2Fn—2

bulunur.

ii) Ozellikle Teorem 2.3.2.1. (i) ve Teorem 2.3.2.1. (iii) 6zdesliklerinden
Fnin-2 = —FnoFn + B4 B
Fnin = —EnFuo + Fni2 By
Fin—2 t Fmin = —Fp-2Fn—2 + FnFy — FpFp—p + Fipio by
= —(Fn—2tEn)Fn—2 + (B + Fi2) By
= —Lym-1Fy—2 + Lins1Fy
Fnin—2+ Fnin = —Lm—1Fn2 + L1 By

Linin-1 = —Lm-1Fn-2 + Lins1Fy

elde edilir.
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iii) Ozellikle Teorem 2.3.2.1. (ii) ve Teorem 2.3.2.1. (iv) 6zdesliklerinden
Fnin = =Fn2Fy + FpFose
Finiz = —FnFy + Fni2Fnie
Fnin + Finiz = —Fn—2Fy + EnFpi2 — EnFy + FpiaFgz
= —(Fn—2 + BBy + (B + Fni2) Frse
= —Ly1Fy + Liny1Fnsz
Lintn+1 = —Lm—1Fy + Liny1Fro
olur.
iv) Teorem 2.3.2.1. (i) 6zdesliginde eger m = n alinirsa
Fnin—2 = —Fp2Fn + By = Fpyn2 = —Fp2Fn s + BiE,
Fona = —Fi , +E}
sonucu elde edilir.
v) Teorem 2.3.2.1. (iv) 6zdesliginde eger m = n alinirsa
Finiz = —FnFn + Fni2Fnie = Foinee = =B + Fpgo P
Foniz = —E} + Fiy,
sonucuna ulasilir.
vi) (1) esleniginde eger m = n alinirsa
3Fmin = Fns2Fni2 — Fin—2Fn—2
3Fn = F1§+2 - Frf—z

olur.

vii) (i1) 6zdesliginde eger m = n alinirsa
Lnin-1= —Lm-1Fn—2 + L1 Fy
Lon-y = —Ly1Fp2 + Ly By

sonucuna ulasilir.
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viii) (iii) 6zdesliginde eger m = n alinirsa
Lintn+1 = —Lm—1Fy + Liny1Frio
Lynyr = —Lp-1Fy + LyaFoyz
sonucuna ulasilir.
ix) (vii) ve (viii) da bulunan sonuglar kullanilirsa
Lyn—1 = —=Lp-1Fp—2 + Lpy1Fy
Lyn+1 = =Ly—1Fy + Ly Fsz
Lyn—1+ Lonsr = —Lpn—1Fn—p + LyyaFy — L1 By + Ly 1 Fryo
= =(Fp—2 + F)Ly—q + (B + Fri2)Lnis
==Ly 1Llp1+ Lps1lnsa
= _L%—1 + L31+1
Lyn—y + Longy = —L5_ 4 + L3y
sonucu elde edilir.
x) (iv) ve Teorem 2.3.2.1. (vi) da bulunan sonuglar kullanilirsa
Fon—z = _Frf—z +E}
Fon = LnFy
Fon-z + Fon = =Ff_, + E} + Ly F,

Lyp_q = _Fr%—z + Fn2 + L, E,

olur.

2.3.3. R Matrisi’nin incelenmesi

R = G _21) matrisinin Lorentz matris ¢carpimi altinda n. kuvveti incelendiginde
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R 20 =G 2=0 %)

(2= e

-2 11
Re=(3 )5 2)=(% )
(s )] =125

sonucu elde edilir.

R™ matrisi genellestirilmis matris tiirtinden yazilamadigindan 6zdeslik elde edilemedi.

2.4. Q™L, M™L, R™. Matrislerinin Kuadratik Denklemlerinin ve Karakteristik
Koklerinin Bulunmasi

2.4.1. Q™. Matrisinin Kuadratik Denklemi ve Karakteristik Koklerinin
Bulunmasi

Q™L degeri genellestirilmis matris tlirinden yazilamadigindan kuadratik denklemi ve

karakteristik kokleri bulunamamuistir.

2.4.2. M™L Matrisinin Kuadratik Denklemi ve Karakteristik Koklerinin
Bulunmasi

M matrisi igin Lorentz matris ¢arpimi altinda F,_,F,,, — FZ = (—1)"*1 6zdesligi

elde edildi. M™L matrisinin kuadratik denkleminden

T oan) =G DI 86D
ng _ — n-—2 n \_ — n—2 n o\ _
M x| |< E, Fn+2) x(O 1) E,  Fuyo (0 x)
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|5 g

E, Foyo —x
=(Fn—2_x)(Fn+2_x)_Fnz
x2+Fn—2Fn+2_x(F —2'|'Fn+2)_Fn2

bulunur.

F,_, + F,, ifadesinin karsiligin1 bulmak i¢in

Fpon = EpLy, — (=1)"E,_, (Ruggles, 1963) (2.13)

6zdesligi kullanilirsa ve 6zdeslikte m — n ve n = 2 degisken degistirmeleri yapilirsa

Fpyo = Ly — (_1)2Fn—2
Fpyo = B Ly — Fyy
Foy2 +Fny = Fyly = Fpip + Fyp = 3K,

bulunur. Elde edilen son 6zdeslik kuadratik denklemde yerine yazilirsa
|M™ = xI| = x? + Fo_pFpyp — X(Fa_p + Fyg) — 7
= x2 + FTl—ZFTl+2 - 3an - Fnz
=x? —3Fx + (—1)"*!
x2=3Fx+ (—1D)"1 =0 (2.14)

sonucuna ulasilir.

Kuadratik denklemi kullanarak karakteristik koklere ulasabiliriz.

3F,  9F2 —4(=1)™1 _ 3F, +/9F? + 4(—1)"

> . (2.15)

X122 =
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2.4.3. _R"'L Matrisinin Kuadratik Denklemi ve Karakteristik Koklerinin
Incelenmesi

R™L degeri genellestirilmis matris tiirtinden yazilamadigindan kuadratik denklemi ve

karakteristik kokleri bulunamamustir.

2.5. Lorentz Matris Carpimi Altinda Alt Yoriingesel Grafin Koselerinin
Bulunmasi

Bu calismada ise F, y alt yoriingesel grafinda klasik matris ¢arpimi altinda elde
edilen koseleri Lorentz matris ¢arpim altinda veren Lorentz matrisi incelenecek ve Lorentz

matrisinin Modiiler grubun elemani1 olmadig1 gosterilecektir.

1.7.4’te R?’de iki nokta arasindaki yer degistirme kullanilarak Lorentz matrisinin

elde edilmesi konusu incelendi.

Vo = % olmak iizere, her q € Z* igin

u? + ku + 1\
vq=<_u N ) (UO)

-N ut+k

yazilabilir. 1.7.4.”ten minimal uzunluklu yolda ayn1 koseleri veren Lorentz matrisi

w? +ku+1
u ———|er2 (2.16)
N u+k

ile verilebilir. Buradan vy = %Ve her q € Z* igin

u? + ku + 1\7
vq=<u N ) . (o)
N u+k

minimal uzunluklu yolun késeleri saglanir.

Sonug 2.5.1. (2.16) ile verilen Lorentz matrisi Modiiler grubun elemani degildir.
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u?+ku+1
N

ispat.

( u2+ku+1>

u —
N

N u+k

=u(u+k)—N( )=u2+uk—u2—uk—1=—1.

Sonug 2.5.1. de determinant —1 oldugundan ilgili matrisi normallestirebiliriz. Mobiiis

doniisiimi ile ifade edelim.

w+ku+1
z4—p =
m(z) = N-z+u+k
a € C/{0} i¢in
w?+ku+1
au-z+a—7p——

m(z) = aN-z+ a(u+k)

det(m(z)) = au(a(u + k)) — aN <a M)

N
=alu(u+k)—a?(w?+ku+1)
= a’u® + a’ku — a*u® — aku—a* =1
a? = —1icin @ = +i olur.

a = i i¢in alalim. Bu durumda

iy - +iu2+ku+1
z N

IN-z+i(u+k)

m(z) =

olur. M&biiis déniisimii i € C/{0} i¢in
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Cutt+ku+1
ui N i
Ni (u+ k)i
Modiiler grubun elemani olarak yazilabilir. Benzer islemler @ = —i i¢in yapilabilir.

a-z+b

Mobiiis doniisiimiiniin tiiriinii belirleyelim. m(z) = Mobiiis  doniisiimiiniin  izi

7(m) = (a + d)? olmak iizere
t(m) = (a+ d)? = (wi + (u + k)i)?
= (wi)? + 2ui(u + k)i + ((u + ki)
= —u? — 2u® = 2uk + (—u® — 2uk — k?)
= —4u? — 4uk — k*
= —Q2u + k)?

k = 2,k € Z ve u keyfi oldugunda, u = —g icin T(m) = 0 reel oldugundan m eliptik ve

u# —g icin T(m) reel oldugundan m loxodromiktir.

Sonu¢ 2.5.2. (u,N) =1 ve k> 2,k €Z i¢in u®> + ku —1 = 0 (mod N) olmak iizere,

u?+ku—1
(u N ) € IH(N) eleman: F,, y alt yoriingesel grafinda
N

u+k
U 1
-
L1 A o
1 1 1
-L LYy — L k+-—-1 -L =L
wilnl k= k.5 k =
N N N N
n. Kose

yolunu saglar.

(2.17)
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Ornek 2.5.3. Sonu¢ 2.5.2. deu =1, N = 5 ve k = 3 i¢in

33
1
L 1L QL 7 L L §-L
o3=-53—_35_3..3 3...
5 15 50 5
n. Kose
elde edilir.

2.6. Klasik Matris Carpim1 Altinda Elde Edilen Alt Yoriingesel Graflarin
Koseleri ve Lucas Sayilar1 Arasindaki Bagintimin Calisilmasi

Deger (2017) tarafindan yapilan ¢alismada Sonug 1.17.3. te 6zel olarak A matrisinde
k = 3 alinarak, klasik matris ¢arpimi altinda A matrisinin n. kuvveti Fibonacci sayilariyla
ifade edildi. Matrisler ve siirekli kesirler arasindaki bagintidan alt yoriingesel grafin
koseleri Fibonacci sayilari ile tespit edildi.

Bu kisimda ise aym1 k degeri icin A matrisinin n. kuvveti Lucas sayilariyla ifade
edilecek ve dogal olarak alt yoriingesel grafin koseleri Lucas sayilari yardimiyla

bulunacaktir.
Egern e NiginF,,, = F, - L,
ve

a™ — B"
Fn=—ﬁ
a—p

Ozdeslikleri ile

1445
)

a

Ve
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oldugu dikkate alinirsa n — o i¢in

I

_at=pr_ et B\
= _\/§<1 (a)> = (2.18)

elde edilir.

Bulunan son yaklasik deger F,,, = F, - L,, 6zdesliginde yerine yazilirsa
Ly (2.19)

olur. Buradan alt yoriingesel grafin n. pay1 p,, olmak {izere

Pn= (D", = (—1)”% ‘L (2.20)

olarak bulunur. Buradan F,y alt yoriingesel grafinda % kosesi ile baslayan minimal

uzunluga sahip yolda (n + 1). kdsenin Lucas sayilari ile gosterimi

an

—1 n+1 L
(-1) N
Pnyy (- “Lyyq —+u
Pre1i | o V5 _ @lnia (2.21)
N T N - N '
olarak bulunur.
O halde Sonug 1.17.3 te taniml1 matris i¢in
an—l
Pn-1 = (“Dnﬂf'an (2.22)
n+1 n+1

n = —Pn+1 = _(_1)n+1 \/g ' Ln+1 = (_1)11? ' Ln+1 (2'23)
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an an
Gus = =Py = =D =y = (D™ = Ly (224)

Ozdeslikleri bulunur. Degerler matriste yerine yazilirsa

Co o
R BtV | @29
(=t N3 Ly (_an “Lnta
sonucu elde edilir.
L_,=(CD"L, (2.26)
0zdesligi kullanilarak (2.25) te elde edilen matris
a1 , a ,
I 1 ) 2
_Tg'L‘” _f.l’_n_l

olarak yazilabilir.

Lucas sayilar ile olusturulan (2.25) matrisi ile Ornek 1.18.12. de incelenen ayni adimin

degerini bularak karsilastiralim:

15. kosenin degeri i¢in n = 14 ve a = 1.6180339887 olarak alinirsa

C(13 C(14
- L —_
(0 —1)1“~ V5 0oy - (Tla1392 317811y
1 -3 ot et —317811 832039
\/g 14 \/g 15

bulunur. u = 3, N = 4 i¢in 15. kosenin degeri (2.21) de verilen 6zdeslik kullanilarak
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—Dn Ln
Pn+1 u ~ ALniq Hu
N - N
3_——
3—" L
1 14 843
=z 3+
3~ alqs _ 3+ 1.6180339887 - 1364
4 - 4 4
15.Kése

= 0.84549168851397129138782035

olarak bulunur. Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin terimleri ile olusturulan matrisler ile

elde edilen alt yoriingesel gratin kose degerleri goriildiigii gibi birbirine ¢ok yakindir.

o
Lemma 2.6.1. n € N i¢in
o ) L —1"F,
|<( )  an-2 ( 1)1 2n ) —1 (2.28)
D" (F1D)"Fonye

olur.
ispat.

(i S l-

= (_1)n_1F2n—2(_1)nF2n+2 - (_1)n+1FZn(_1)nFZn
= (=) Fyn_oFnyy + (m1D)*2F, F,yy
= —Fon_2Foniz + FonFon

Fp_3Fniy — E?2 = (=)™ icin n - 2n olarak alinirsa Fp,_pFopyp — F2, = (—1)27*1
i¢in F2, — Fyp_2Fsni2 = 1 elde edilir.
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an—l
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a
(_1)71—1 \/g ' Ln—l (_1)nﬁ' Ln { an
am a1 - —q2n
(—1)”+1\/—§ ‘L, (D" N Lpyq
determinanti elde edilir.
ispat.
a1 an
(_1)n—1 \/g ' Ln—l (_1)71\/_5 ' Ln
(_1)n+1a_n . L (_1)17. Sk . L
\/g n \/g n+1
- an—l . n+1 . an
=(-1) JE Lp1(-1) f Lpyr — (1) ﬁ
a2n aZn
= (—1)2'1_1? “Lp—q " Lpyq — (=1)2*1 = L3,
aZn 2n
= _T' Lp_q"Lpyq +T' L%
aZn
= T (Lgl —Lp_q- Ln+1)
aZn
=75 2"
2n 1
= g2 (=1)" = a ngift
(=1 {—azn n tek
dir.

Lemma 2.6.3. Eger k = 3 ise

Pn _ Ln
Pn+1 aLn+1

Xn =

Ozdesligi elde edilir.

nift
n tek

Ly (D"

an

V5

Ly,

(2.29)

(2.30)
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Ispat. Eger k = 3 ise (2.21) den

an
—(—1)n%_.
. = FZn =_pn=_ ( 1) \/gLn _ (—1)n+1'(1n'\/§'Ln
" Fayz Pt (—=1)n+1 “\T/lil Lyan (=)t gqntt.\5.
5
aLyiq

sonucuna ulagilir.

O
Lemma 2.6.4. Eger k = 3ven > 1ise
aFonlnyr = Fonioly 20 (2.31)
dir.
Ispat. Lemma 2.6.3’ te elde edilen veriler kullanilarak
_Pn _ Fon = Ly
Pn+1 Fansz  @lpis
FI;ZIT_:Z = af:_ﬂ = aFynlni1 — Fopi2ln =0,
sonucuna ulagilir.
O
Lemma 2.6.5.n > 1 ise
Lon = a—ﬁ (I pz;“) (2.32)

olur.
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Ispat. p, = (-1)"F,, = (—1)"a—n L, i¢in L, = (_DLianpn elde edilir.

N
Lon = Lany1 — Lop—q
oldugundan

V5 —/5

L >~ —_— —
2n+1 = Pon+1
(_1)2n+1a2n+1 n q?2n+1 Pan+1

B 5

L2n—1 = (_1)2n_1a2n_1 Pon-1 = a2n—1 P2n-1

—/5 V5

Lop =Lapy1 — Lop—1 = P TEEY Pan+1 t+ qn-1 P2n-1

V5

- V5 (e Tah) = (o - 2)

sonucu bulunur.

Lemma 2.6.6. n > 1 ise

Ly 1
Fn = _5_pn(apn—1 + Epn+1)

sonucu elde edilir.

ispat.

R
n = Coran P

Ozdesliginden

(2.33)
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V5

Ly, = (CD)ign-1Pn-1

V5

Ly = anﬂ

V5 V5

Ln—l + Ln—l =

R Vs

- (=1)an-1 Pn-1— anﬂ

— W (—1D)ran

L, 1
- L, , 427,..)

n

V5 1
(e + L)
elde edilir.
Ly 1 =Fp s+ B velys =F +Fpo
oldugundan
Ly—1+Lnys =Fyp +2F + Fyy
bulunur. F,,_, + F,,,, = 3F, oldugundan
Ly1+Lyyq =5K,
elde edilir. Buradan

E,

IR

L, 1
- 5_pn (apn—l + Epn+1)

sonucuna ulasilir.

(—1)n-1gn-1 Pn-1+ an+1
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Lemma 2.6.7.n > 1 ise

5
Ly qlpy + (D" = o2n Pn=1Pn1 + (D" (2.34)
sonucu elde edilir.
ispat.

V5 V5
Ln—an+1 + (_1)71 = (_1)n_1an_1 Pn-1 (_1)n+1an+1 Pn+1 + (_1)71

5
= (_1)2na2n Pn-1Pn+

5
= ﬁpn—lprwl + (-D"

1+ (=D"

m]
Lemma 2.6.8. n > 1 ise
(D" (aF,_Fuq1) = 0. (2.35)
ispat.
(1 ) = (0 (- “) ~ 0
V5 5
dir.
m
Lemma 2.6.9. n > 1 ise
L, =2 F, +2F,_4 (2.36)

sonucuna ulagilir.
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ispat.

Lp=F,_1+F =

<|
+
P
|
Gl %
/N
)
+
Q1=
N————

L ~an( 41 an(1+ )
n=—=la+—-)=— -
V5 a 5
a™  2a™
=—+
V5  V5a
a® 2q™?
=—+
V5 5
= F, +2F,_,

sonucuna ulasilir.

2.7. Dijkstra Algoritmasi’nin Uygulanisi

Dijkstra algoritmasinin uygulanmasinda kaynak bir kose segilir ve bu kdsenin degeri
0, diger koselerin degerlerleri heniiz belirsiz oldugundan oo degerini alir. Kaynak kabul
edilen koseden grafin yonlenigine gore ulasilabilecek olan ilk koselere kenarlardaki yiikler
degerler olarak atanir. Bu durumda bu koselere daha dnce atanmis olan oo degerleri ile yeni
degerler arasinda bir deger kiyaslamasi yapilir ve her tiirlii yeni degerler co’dan kiictik
oldugundan koselerin yeni degerleri olarak atanirlar. Bu sekilde gelinen yeni kdseden
grafin yonlenisine gore gidilebilecek olan ikinci koseler belirlenir ve ikinci koselere birinci
kenarin ve ikinci kenarin yiikleri eklenerek ikinci kosenin degerleri elde edilir. Buradan
elde edilen veriler daha 6nce atanan degerlerle mukayese edilir. Kiigiik olan deger yeni

deger olarak atanir. Bu sekilde tiim graf dolasilir ve tablo siirekli giincellenir.
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Ornek 2.7.1. Asagida verilen grafta segilen bir kaynak koseden diger koselere uzanan
minimum yolu ve minimum uzunluktaki agaci Dijkstra algoritmasi yardimiyla

hesaplayalim.

10 30 50

D 70
B 40 60

Sekil 11. Yonlii ve yiiklii bir graf

20

Coziim. Grafta verilen gri renk su an bulundugumuz koseyi sar1 renk ise varilmak istenen
koseyi simgelesin.

1. Adim: A kosesini kaynak kose olarak alalim. Kisinin A kosesinde oldugunu kabul
edersek ve bulundugu yere gelmesi i¢in herhangi bir maliyet ya da A kosesine gitmesi igin

gereken bir mesafe bulunmadigindan A kosesinin degeri 0 ve diger koseler oo olarak alinir.

Sekil 12. Kaynak kosesi A olan yonlii ve ytiklii graf

Tablo 1. Birinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)

A 0 %) %) Io'e) 1%
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2. Adim: Grafin yo6nlenisine gore A kosesinden B ve C koselerine gidilebilir.
Baslangicta B kosesinin degeri oo olarak alimusti. 20 < oo oldugundan B koésesinin yeni

degeri 20 olur. Benzer sekilde 10 < oo oldugundan C késesinin yeni degeri 10 olur.

Sekil 13. Kaynak kosesi A olan, C ve B koselerine yonli ve
yukli graf

Tablo 2. Ikinci adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)

A 0 00 00 00 00

A (0) 0 20 10 o) o)

3. Adim: Grafin yonlenisine gére A kosesinden B kosesine gidildigini kabul edelim.
B kosesinin degeri 20 oldugundan ve B kosesinden sadece D kosesine gidilebildiginden A-
B kenarinin degeri 20 ve B-D kenarmin degeri 40 oldugu dikkate alinirsa D kosesinin
degeri 60 olur ve 60 < oo oldugundan D kosesinin yeni degeri 60 olur. D kdsesinden baska

gidilecek kose olmadigindan diger koselerin degerleri ayni kalir.

C
10 30 50

20 D 70 E
60

3.4

Sekil 14. Hareket kosesi B olan ve D kdsesine yonlii ve yiiklu graf

0
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Tablo 3. Ugiincii adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)

A 0 00 00 00 00

A (0) 0 20 10 o) o)

B (20) 0 20 10 60 o0

4. Adim: Grafin yonlenisine gore B kosesinden D kosesine gidildigini kabul edelim.
D kosesinin degeri 60 oldugundan ve D kosesinden sadece E kosesine gidilebildiginden
D-E kenarinin degerinin 70 oldugu dikkate alinirsa E kdsesinin degeri 130 olur ve 130 <

oo oldugundan E kosesinin yeni degeri 130 olur.

Sekil 15. Hareket kosesi D olan ve E kosesine yonlii ve ytiklii graf

Tablo 4. Dordiincti adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)
A 0 00 00 o) 00
A (0) 0 20 10 00 o)
B (20) 0 20 10 60 o)
D (60) 0 20 10 60 130

5. Adim: Grafin y6nlenisine gore D kosesinden E kosesine gidildigini kabul edelim.
E kosesinin degeri 130 oldugundan ve E kosesinden sadece B kosesine gidilebildiginden B
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kosesinin degeri 190 olur fakat 20 < 190 oldugundan B ko6sesinin degeri artacagindan
degistirilmez. Bagka gidilecek kose olmadigindan hepsi ayn1 kalir.

C
10 30 50

20 D 70 E
B 4 60

Sekil 16. Hareket kosesi E olan ve B kosesine yonlii ve yiiklii graf

0

Tablo 5. Besinci adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)
A 0 00 00 00 00
A (0) 0 20 10 00 o)
B (20) 0 20 10 60 o)
D (60) 0 20 10 60 130
E (130) 0 20 10 60 130

6. Adim: Grafin yonlenisine gore E kosesinden B kosesine gidildigini kabul edelim.
B kosesinin degeri 20 oldugundan ve B kosesinden sadece D kosesine gidilebildiginden ve
B-D kenarinin degeri 40 oldugu dikkate alinirsa, D kdsesinin degeri 60 olur ve D kosesinin

degeri degistirilmez. Bagka gidilecek kose olmadigindan hepsi ayni kalir.

Sekil 17. Hareket kosesi B olan ve D kdsesine yonlii ve yiiklu graf
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Tablo 6. Altinc1 adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)

A 0 00 00 00 00
A (0) 0 20 10 o) o)
B (20) 0 20 10 60 o0
D (60) 0 20 10 60 130
E (130) 0 20 10 60 130
B (20) 0 20 10 60 130

7. Adim: Grafin yonlenisine gore A kdsesinden C kosesine gidildigini kabul edelim.
C kosesinin degeri 10 olur ve C kosesinden hem D kosesine hem de E kosesine gidilebilir.
D kosesine gidildigi kabul edilirse ve C-D kenarinin degerinin 30 oldugu dikkate alinirsa D

kosesinin degeri 40 olur ve 40 < 60 oldugundan D kosesinin yeni degeri 40 olur.

10 30 50
20 D 70 E

B 40 60

Sekil 18. Hareket kosesi C olan ve D kosesine yonlii ve yiiklu graf

Tablo 7. Yedinci adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)

A 0 00 00 00 00
A (0) 0 20 10 0 ©
B (20) 0 20 10 60 o0
D (60) 0 20 10 60 130
E (130) 0 20 10 60 130
B (20) 0 20 10 60 130
C (10) 0 20 10 40 130
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8. Adim: Grafin yonlenisine gore C kosesinden D kosesine gidildigini kabul edelim.
D kosesinin degerinin 40 ve D-E kenarinin degerinin 70 oldugu dikkate alinirsa E

kosesinin degeri 110 olur ve 110< 130 oldugundan E kdsesinin yeni degeri 110 olur.

B 40 60

Sekil 19. Hareket kosesi D olan ve E kosesine yonlii ve yiiklii graf

Tablo 8. Sekizinci adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)

A 0 00 00 [os) 00
A (0) 0 20 10 00 o)
B (20) 0 20 10 60 o0
D (60) 0 20 10 60 130
E (130) 0 20 10 60 130
B (20) 0 20 10 60 130
C (10) 0 20 10 40 130
D (40) 0 20 10 40 110

9. Adim: Grafin yonlenisine gore A kosesinden C kosesine gidildigini kabul
edelim. C kosesinin degeri 10 ve C-E kenarinin degeri 50 oldugu dikkate alinirsa E

kosesinin degeri 60 olur ve 60< 110 oldugundan E késesinin yeni degeri 60 olur.

B 40 60

Sekil 20. Hareket kosesi C olan ve E kdsesine yonlii ve yiiklu graf




86

Tablo 9. Dokuzuncu adim deger tablosu

Gidilen Koseler A B C D E
(Minimum Degerleri)
A 0 00 00 o) 00
A (0) 0 20 10 o0 ©
B (20) 0 20 10 60 o
D (60) 0 20 10 60 130
E (130) 0 20 10 60 130
B (20) 0 20 10 60 130
C (10) 0 20 10 40 130
D (40) 0 20 10 40 110
C (10) 0 20 10 40 60
O halde minimum yol agaci
C
10 30 50
20 E

Sekil 21. Agag grafigi

Sekil 21°deki grafikte oldugu gibidir.
Benzer sekilde diger noktalarda kaynak kose alinarak ¢ok farkli minimum uzunluklu

agaclar elde edilebilir.

2.8. Farey Grafi Orneginde Dijsktra Algoritmasi ile Iki Kose Arasidaki
Minimum Uzunlugun Bulunmasi

Ornek 2.8.1. G11 = F Farey grafi ornegini asagida verildigi sekilde yonlii graf olarak
gosterelim. Grafta segilen bir kaynak koseden Dijkstra algoritmasi yardimiyla diger

koselere minimum uzunlugu ve minimum uzunluktaki agact hesaplayalim.
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Sekil 22. G, ; = F Farey grafi 6rnegi

Coziim. § ve 3 koseleri arasindaki kenarin yiikiinli C = mr olarak alalim ve grafin ardisik

koseleri arasindaki ' yi medyan kuralindan elde edelim.

é ve %, F de komsu koseler olsun. O halde medyan r = EEB% = Z:—i olur. Buradan bir

t+x

e~ 1 t+x) _(t+x
kenarin ytikii C = > 2 ( ) = (S+y) olarak bulunur.

sty

Tablo 10. G, ; = F Farey grafi yiik tablosu

Hiperbolik Baslangic Bitis Kosesi Medyan Degeri | Yiik Degeri

Dogrunun Ad1 | Kosesi
Cq 0 1 1/2 /2
Co 0/1 1/2 1/3 /3
Cs 1/2 1 2/3 2m/3
Cy 0/1 1/3 1/4 /4
Cs 2/3 1 3/4 3m/4
Ce 0/1 1/4 1/5 /5
C, 1/4 1/3 2/7 2n/7
Cg 1/3 1/2 2/5 2 /5
Co 1/2 2/3 3/5 31/5
Cio 2/3 3/4 5/7 5m/7
Ciq 3/4 1 4/5 4t /5
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1. Adim: Ik énce 0 kosesini kaynak kose olarak alalim. Kisinin 0 kosesinde
oldugunu kabul edersek ve bulundugu yere gelmesi i¢in herhangi bir maliyet ya da 0
kosesine gitmesi i¢in gerekli bir mesafe olmadigindan 0 kosesinin degeri 0 ve diger koseler

oo olarak alinir.

Tablo 11. G, ; = F Farey grafi birinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)

0/1 0 o) 00 00 00 00 I

ve - koselerine gidilebilir.

N =
Rl

2. Adim: Grafin yo6nlenisine gore OT kosesinden i, %,
Tim bu koseler i¢in baslangic degerleri o) olarak alinmasti.
% kosesi i¢in §< o oldugundan % kosesinin yeni degeri % olur. % kosesi i¢in %< ©
oldugundan § kosesinin yeni degeri % olur. % kosesi igin % < oo oldugundan % kosesinin

. - . T 1, .. . . T - 1. .. .« e . - . T
yeni degeri 3 olur. - kosesi i¢in 5 < oldugundan - kosesinin yeni degeri . olur.

Tablo 12. G, ; = F Farey grafi ikinci adimin deger tablosu

Gidilen Kéoseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)
0/1 0 (0% 00 o0 00 00 00
0/1(0) 0 /5 /4 /3 oS} oS} /2

3. Adim: Grafin yonlenisine gore OT kosesinden i kosesine gidildigini kabul edelim. i
kosesinden sadece g kosesine gidilebilir. Baslangigta § kosesinin degeri % olarak alinmusti.

% ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii 277: olarak bulunur. Buradan % kosesinin

degeri §+27n = 137—: olur. Ancak %< 137—: oldugundan koselerin degerlerinde degisiklik

yapilmaz.
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Tablo 13. G, ; = F Farey grafi ti¢iincti adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 | 1/4 | 1/3 1/2 | 2/3 | 3/4 ] 1
(Minimum Degerleri)
0/1 0 o) o) o) o 0 0
0/1(0) 0 /5 /4 /3 o0 o0 /2
1/4 (m/5) 0 /5 /4 /3 o0 o0 /2

4. Adim: Grafin yonlenisine gore % kosesinden g kosesine gidildigini kabul edelim. é
kosesinden sadece % kosesine gidilebilir. Baslangigta % kosesinin degeri g olarak alinmusti.
§ ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii 2?7'[ olarak bulunur. Buradan % kosesinin

131

degeri %+ 2?71 E o olur. Ancak §< 123—: oldugundan koselerin degerlerinde degisiklik

yapilmaz.

Tablo 14. G, ; = F Farey grafi dordiincii adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 1
(Minimum Degerleri)
0/1 0 o) o0 o) o 0 o
0/1(0) 0 /5 /4 /3 o0 00 /2
1/4 (m/5) 0 /5 /4 /3 00 o0 /2
1/3 (m/4) 0 /5 /4 /3 o0 o0 /2

5. Adim: Grafin y6nlenisine gore % kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %
kosesinden % ve % koselerine gidilebilir. Baslangicta % kosesinin degeri o olarak alinmisti.

% ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii %ﬂ olarak bulunur. Buradan g kosesinin

. . T 3n 141 14w o 2 . .. . . . lam
degeri stT =0 olur. = <© oldugundan 3 kosesinin yeni degeri TS olur.

Baslangicta % kosesinin degeri g olarak alimusti. % ile % koseleri arasindaki yar1 ¢cemberin
w1 e 2T 1,.. .. . . T 2T T o
yiki 5 olarak bulunur. Buradan i kosesinin degeri st =7 olur. S<m oldugundan

kose degerinde degisiklik yapilmaz.
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Tablo 15. G ; = F Farey grafi besinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 | 1/4 | 1/3 | 1/2 2/3 | 3/4 | 1
(Minimum Degerleri)
0/1 0 o o o) o o 0
0/1(0) 0 /5 /4 /3 o0 o0 /2
1/4 (m/5) 0 /5 /4 /3 o0 o0 /2
1/3 (m/4) 0 /5 /4 /3 o0 o0 /2
1/2 (m/3) 0 /5 /4 /3 14w /15| oo /2

6. Adim: Grafin yonlenisine gore % kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %
kosesinden % ve % koselerine gidilebilir. Baslangicta % kosesinin degeri oo olarak alinmisti.

g ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii 577: olarak bulunur. Buradan % kosesinin

. . l4m 5w 173w 173w v 3 .. . . . . 173w 1
degeri — + — = —— olur.—— < © oldugundan - kdosesinin yeni degeri —— olur. -
15 7 105 105 4 105 1

. .. .. . . I 2. i . . .
kosesinin minimum degeri = olarak alinmist. n ile n koseleri arasindaki yar1 ¢emberin

yiki %T olarak bulunur. Buradan % kosesinin degeri T—: + %ﬂ = % olur. % < %
oldugundan kose degerinde degisiklik yapilmaz.
Tablo 16. G; ; = F Farey grafi altinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1| 1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 1
(Minimum Degerleri)
0/1 0 00 00 00 o0 1) 00
0/1(0) 0 /5 /4 /3 o0 o) /2
1/4 (m/5) 0 /5 /4 /3 00 0 /2
1/3 (n/4) 0 /5 /4 /3 o) o) /2
1/2 (/3) 0 /5 /4 n/3 | 14w /15 o) /2
2/3 (14m/15) 0 /5 /4 n/3 | 14n/15 | 173w /105 | m/2

7. Adim: Grafin yonlenisine gore ZE kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %

1 3 . L.
kosesinden  sadece i kosesine  gidilebilir. " kosesinin = minimum  degeri

3 3 1 O 1 3 . . .
1170: olarak alnmisti. = ile % koseleri arasindaki yar1 g¢emberin yiikii
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4T 1 v .. . . T 1 v .. o .
- olarak bulunur. - kosesinin degeri > olarak alinmisti. Buradan - kosesinin degeri

1731 4T 2571
—_— + —_—

s T T = oz olur.g < 215% oldugundan kose degerinde degisiklik yapilmaz.

Tablo 17. G, ; = F Farey grafi yedinci adimin deger tablosu

Gidilen Késeler | 0/1] 1/4 | 1/3 | 1/2 | 2/3 3/4 1

(Minimum Degerleri)

0/1 0 Ioo) oo oo Ioe) o) Ioo)
0/1(0) 0 /5 /4 /3 © © /2
1/4 (m/5) 0 /5 /4 /3 o) o) /2
1/3 (m/4) 0 /5 /4 /3 o) o) /2
1/2 (n/3) 0 /5 /4 w/3 | 14w /15 © /2
2/3 (14m/15) 0 /5 /4 n/3 | 14w /15 | 173w /105 | /2
3/4 (173 m/105) 0 /5 /4 w/3 | 14nw/15 | 173w /105 | /2

8. Adim: Grafin yonlenisine gore 3: kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %
kosesinden grafin yonlenisine gore gidilecek bir kose olmadigindan algoritma sonlandirilir.

Kose degerlerinde degisiklik yapilmaz.

Tablo 18. G, ; = F Farey grafi sekizinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler | 0/1| 1/4 | 1/3 | 1/2 | 2/3 3/4 1

(Minimum Degerleri)

0/1 0 00 00 00 o0 1) 00
0/1(0) 0 /5 /4 /3 o) o) /2
1/4 (n/5) 0 /5 /4 m/3 o o) /2
1/3 (n/4) 0 /5 /4 /3 o) o) /2
1/2 (m/3) 0 /5 /4 n/3 | 14mw/15 o) /2
2/3 (141w/15) 0 /5 /4 n/3 | 14mw/15 | 173w /105 | n/2
3/4 (173 1/105) 0 /5 /4 n/3 | 14nw/15 | 173w /105 | m/2
1/1 (/2) 0 /5 /4 n/3 | 14n/15 | 173w /105 | w/2
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Farey grafinin tanimli f ve § komsu koseleri arasinda ty — sx = +1 kosulu saglanir.

Bu 6rnekte sadece ty — sx = —1 olma durumu dikkate alindi. Baz1 6rneklerde kenarlardan

bazilar1 ty — sx = 1 kosulunu gercekler.

O halde minimum uzunluklu agag

i 1 1 2 3
0 : 3 2z 3 3 1

Sekil 23. G, ; = F Farey aga¢ grafi

olarak verilebilir.

Ornek 2.8.2. G,1 = F Farey grafi 6rnedini asagida verildigi sekilde yonlii graf
olarak gosterelim. Grafta se¢ilen bir kaynak kdseden Dijkstra algoritmasi yardimiyla diger

koselere minimum uzunlugu ve minimum uzunluktaki agaci hesaplayalim.

i ———— — — ————— — —— 8

1. 1 1 2 3
0 = = = s 2 1
4 3 2 3 4

Sekil 24. G, ; = F Farey grafi 6rnegi
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Coziim. E ve g koseleri arasindaki kenarin yiikiinli ¢ = mr olarak alalim ve grafin ardisik

koseleri arasindaki ' yi medyan kuralindan elde edelim.

E ve %, F de komsu koseler olsun. O halde medyan r = E o) % = Z:—; olur. Buradan bir
ikii C = + ) _ o (ix

kenarin ytikii C = > 2 (S+y) = (S+y) olarak bulunur.

Tablo 19. G, ; = F Farey grafi yiik tablosu

Hiperbolik Baslangic Bitis Kosesi Medyan Degeri | Yiik Degeri

Dogrunun Ad1 | Kosesi
Cq 1 0 1/2 /2
Cy 1 1/2 2/3 2n/3
Cs 1 2/3 3/4 3n/4
Cy 1 3/4 4/5 4t /5
Cs 3/4 2/3 5/7 5m/7
Ce 2/3 1/2 3/5 3m/5
Co 1/2 0 1/3 /3
Cg 1/2 1/3 2/5 2 /5
Co 1/3 0 1/4 /4
Cio 1/3 1/4 2/7 2n/7
Ci1 1/4 0 1/5 /5

1. Adim: ilk énce 1 kosesini kaynak kose olarak alalim. Kisinin 1 kosesinde
oldugunu kabul edersek ve bulundugu yere gelmesi i¢in herhangi bir maliyet ya da 1
kosesine gitmesi i¢in gerekli bir mesafe olmadigindan 1 kosesinin degeri 0 ve diger

koseler co olarak alinir.

Tablo 20. G, ; = F Farey grafi birinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)

1 (o) 0 (o) 0 0 0 0
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Ve

N
Rlo

2. Adim: Grafin yonlenigine gore 1; kosesinden %, %, koselerine gidilebilir.
Tim bu koseler icin baslangi¢ degerleri o0 olarak alinmist.
% kosesi icin 4?” < oo oldugundan % kosesinin yeni degeri 4?” olur. % kosesi icin %ﬂ < oo
oldugundan % kosesinin yeni degeri %ﬂ olur. % kosesi i¢in 2?71 < o0 oldugundan § kosesinin

. . . 2T 0,.. .. . T o 0,.. .. . . . T
yeni degeri 5 olur. T kosesi icin S <™ oldugundan i kosesinin yeni degeri > olur.

Tablo 21. G, ; = F Farey grafi ikinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 1
(Minimum Degerleri)
1 0 0 0 00 0o o) 0
1/1 (0) /2 o) o) 2n/3 | 3n/4 | 4w /5 0

3. Adim: Grafin yonlenisine gore 1; kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %
kosesinden sadece % kosesine gidilebilir. Baslangicta § kosesinin degeri ‘%ﬂ olarak alinmisti.

% ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii 577: olarak bulunur. Buradan g kosesinin

degeri 4?” + 577T = 533—: olur. Ancak %’T < 533—: oldugundan koselerin degerlerinde degisiklik

yapilmaz.

Tablo 22. G, ; = F Farey grafi ti¢iincii adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 3/4 1
(Minimum Degerleri)
1 0 oo 00 o0 oo o) 0
1/1(0) /2 o0 o0 2n/3 | 3n/4 | 41/5 0
3/4 (4m/5) /2 o0 o0 2n/3 | 3n/4 | 4/5 0

4. Adim: Grafin yonlenisine gore % kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. é
kosesinden sadece % kosesine gidilebilir. Baslangicta % kosesinin degeri 2?71 olarak alinmisti.

% ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii %ﬂ olarak bulunur. Buradan % kosesinin
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degeri %T + 3?71 = ZZL: olur. Ancak 2?1'5 < 227—: oldugundan koselerin degerlerinde degisiklik

yapilmaz.

Tablo 23. G, ; = F Farey grafi dordiincii adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)
1 0 oo o0 oo oo o) 0
1/1 (0) /2 oS} o 2n/3 | 3n/4 | 4m/5 0
3/4 (4m/5) /2 o0 o0 2n/3 | 3n/4 | 4/5 0
2/3 (3n/4) /2 o o 2n/3 | 3n/4 | 4/5 0

5. Adim: Grafin yonlenisine gore 2; kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %
kosesinden % ve g koselerine gidilebilir. Baslangicta % kosesinin degeri oo olarak alinmisti.

é ile § koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yikii 2?7'[ olarak bulunur. Buradan % kosesinin

o .o2m 2w _ 16w 167 g 1. ok N (.

degeri < WV olur. o <@ oldugundan 3 kosesinin yeni degeri = olur.

Baslangicta g kosesinin degeri g olarak alinmusti. % ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin
1. T 0, .. .. . . 2T T b4 o

yiki 3 olarak bulunur. Buradan T kosesinin degeri S t3=7 olur. S<m oldugundan

kose degerinde degisiklik yapilmaz.

Tablo 24. G, ; = F Farey grafi besinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)
1 00 0 00 [o'e} [o'e} [o'e} 0
1/1 (0) /2 (oS} (oS} 2n/3 | 3n/4 | 4w /5 0
3/4 (4m/5) /2 oS} oS} 2n/3 | 3n/4 | 4w /5 0
2/3 (3n/4) /2 o0 o0 2rn/3 | 3n/4 | 4w/5 0
1/2 (2r/3) /2 o 16mw/15| 2n/3 | 3n/4 | 4n/5 0
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6. Adim: Grafin yonlenisine gore % kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. é
kosesinden i ve % koselerine gidilebilir. Baslangicta % kosesinin degeri oo olarak alinmisti.

§ ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii 2771 olarak bulunur. Buradan % kosesinin

. . lém 21 14271 142w o 1 ... .. . . . 142w 0
degeri — + — = —— olur.—— < © oldugundan - kosesinin yeni degeri —— olur. -
15 7 105 105 4 105 1

kosesinin degeri g olarak alinmaisti. é ile % koseleri arasindaki yar1 ¢emberin yiikii %n olarak

0 . . . . lem 2T 941 T 941 - "
bulunur. Buradan i kosesinin degeri PP el olur. > <% oldugundan kose

degerinde degisiklik yapilmaz.

Tablo 25. G ; = F Farey grafi altinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)
1 00 oo o0 oo 0 0 0
1/1 (0) /2 o0 o0 2n/3 | 3n/4 | 4n/5 | O
3/4 (4m/5) /2 (oS} (oS} 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
2/3 (3m/4) /2 (oS} (oS} 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
1/2 (2n/3) /2 o0 16mw/15| 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
1/3 (161 /15) w/2 | 142n /105 | 16m/15 | 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O

7. Adim: Grafin yonlenisine gore % kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %

0 1 - L.
kosesinden  sadece T kosesine  gidilebilir. " kosesinin = minimum  degeri

1421

s olarak  alinmust. % ile g koseleri arasindaki yar1 ¢emberin  yiiki

% olarak bulunur. g kosesinin degeri % olarak alinmigti. Buradan g kosesinin degeri

142 @ 1631 T 1631 - .. - - o 1.1
Tos T35 105 olur. < Tor oldugundan kose degerinde degisiklik yapilmaz.

Tablo 26. G, ; = F Farey grafi yedinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 2/3 | 3/4 1
(Minimum Degerleri)

1 00 00 00 00 oo oo 0
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Tablo 26’nin devami

1/1 (0) /2 o0 o 2rn/3 | 3n/4 | 4n/5 | O
3/4 (4m/5) /2 o o0 2rn/3 | 3n/4 | 4n/5 | O
2/3 (3n/4) /2 o o0 2rn/3 | 3n/4 | 4n/5| O
1/2 (2r/3) /2 o 16mw/15| 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
1/3 (167/15) 7/2 | 142/105 | 16m/15 | 2r/3 | 3n/4 | 4/5 | 0
1/4 (1427/105) 7/2 | 142/105 | 16m/15 | 2r/3 | 3n/4 | 4n/5 | 0

8. Adim: Grafin y6nlenisine gore % kosesinden % kosesine gidildigini kabul edelim. %

kosesinden grafin yonlenisine gore gidilecek bir kdse olmadigindan algoritma sonlandirilir.

Kose degerlerinde degisiklik yapilmaz.

Tablo 27. G ; = F Farey grafi sekizinci adimin deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 [ 2/3 [3/4 ] 1
(Minimum Degerleri)
1 0 0 0 0 0 0 0
1/1 (0) /2 o0 0 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
3/4 (4m/5) /2 (oS} oS} 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
2/3 (3n/4) /2 o0 o0 2rn/3 | 3n/4 | 4n/5 | O
1/2 (2r/3) /2 o 16mw/15| 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
1/3 (161 /15) nw/2 | 142n /105 | 16m/15 | 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
1/4 (1421 /105) n/2 | 142n /105 | 16m/15 | 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O
0/1 (m/2) n/2 | 142n /105 | 16m/15 | 2n/3 | 3n/4 | 4n/5| O

O halde minimum uzunluklu agag

1

1 1
0 = Z
3 2

Sekil 25. G, ; = F Farey aga¢ grafi
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olarak verilebilir.

Farey grafinin tanimli 2 ve g komsu koseleri arasinda ty — sx = +1 kosulu saglanir.

Bu o6rnekte sadece ty — sx = +1 olma durumu dikkate alindi. Baz1 6rneklerde kenarlardan

bazilar1 ty — sx = —1 kosulunu gercekler.

Son olarak Ornek 2.8.1. ve Ornek 2.8.2. de elde edilen G, ; = F Farey agag graflarim
stirekli kesirler ile iligkilendirelim. G, ; = F baglantilidir, ¢iinkii co 0 a bagh iken, herhangi
bir rasyonel kose ¢ifti (yeterince biiyiik m i¢in) F,, de bir yol ile baglanir. Buradan, v,w €
Q G11 = F de herhangi iki kose olmak tizere, d(v,w) Farey uzakhigimi, v den w ya
herhangi bir yoldaki minimum kenar sayis1 olarak tamimlayabiliriz; boylece d Q iizerinde
bir metrik ve I' izometrilerin bir grubudur. p,q € Z,|q| = 2 igin o dan 2 uzakliktaki

koseler i¢in p + g~ ! rasyonelleri var iken, d (o0, v) = 1 olan w koseleri tamsayilardir.

Wicks (1983) tarafindan, a; € Zi¢in Gy ; = F de w y1

an

seklinde stirekli bir kesir ile ifade edilerek co dan w ya en kisa yolun nasil bulunabilecegini

gosterdi. Ornegin,

1
6/11=1_ 1

-5

stirekli kesrine karsilik gelen 3 uzunluklu yol

0w-1-1-1/)51-2-(5)")1=56/



99

ile verilir. Eger w =§ ise buradan d(oo,w) ayni zamanda, (x,y) nin en biiyiik ortak

carpanini bulmak i¢in kullanilan en kugiik kalan algoritmasinda yer alan boliimlerin

sayisidir. Ornegin;
1
6=111-5 (15 <11l

1
11 =-2.-5+1(|1] < 5|-5))

—5 = —=5.1 (0 kalani ile).
Burada d (oo, w) y1 w nin kompleksliginin bir 6l¢iisii olarak diistinebiliriz (Jones vd.,1991).

Sonu¢ 2.8.3. Ornek 2.8.1. de elde edilen saga yonlii G, , = F Farey agag¢ grafinin adim
say1s1 agagidaki tablo ile verilebilir. d(o,0/1) = 1 olarak alalim.

Tablo 28. Saga yonlii G; ;4 = F Farey aga¢ grafinin adim sayis1 deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 [ 2/3 [3/4] 1

Minimum Adim Sayisi 1 2 2 2 3 4 2

Sonug 2.8.4. Ornek 2.8.2. de elde edilen sola yonlii Gy, = F Farey aga¢ grafimn adim
sayis1 agsagidaki tablo ile verilebilir. d(o,1/1) = 1 olarak alalim.

Tablo 29. Sola yoénlii G; ; = F Farey aga¢ grafinin adim sayis1 deger tablosu

Gidilen Koseler 0/1 1/4 1/3 1/2 [ 2/3 [ 3/4] 1

Minimum Adim Sayisi 2 4 3 2 2 2 1




3. IRDELEME

Literatiirii inceledigimizde Fibonacci, Lucas, Pell vb. say1 dizilerinin uzun yillar
boyunca matematikg¢iler ve alana ilgi duyanlar tarafindan calisildigini, bir¢ok bilimsel
gercekle iligkilendirildigini gozlemlemekteyiz. Bu dizilerin terimleri ile olusturulan
matrislerin n. kuvvetleri yardimiyla, yine bu dizilerin genel terimleri ile olusturulan
matrislerin ve 6zdesliklerin elde edilmesi bu duruma 6rnek verilebilir.

Fermat’in ispatladig1 son teoreminde de onemli yer tutan Modiiler grup ve denk alt
gruplart yogun bir sekilde calisilmaktadir. Oklid olmayan geometrilerin bulunmasi, o
zamana kadar yapilan ¢alismalar1 uygulamak i¢in farkli alanlar olusturmustur. Buna 6rnek
olarak Modiiler grup ve denk alt gruplarinin Hiperbolik geometri iizerinde calisilmasi
verilebilir.

Sims (1967) tarafindan alt yoriingesel graf hareketine yonelik ilk kez ortaya atilan
fikirler, Neumann (1977) ve Tsukuzu (1979) nun c¢alismalarinda, sonlu gruplara yonelik
uygulamalarda 6nemli yer buldu.

Jones vd. (1991), I' Modiiler grubunun bir elemani ile F, y alt yoriingesel grafinda
caligmalar yapti. Deger (2017) tarafindan (u,N) =1,u < N olmak iizere F,, alt
yoriingesel grafindaki her bir kosenin bir siirekli kesir yapisina sahip oldugu gosterildi.

Deger (2017) tarafindan yapilan ¢alismada 6zel olarak A matrisinde k = 3 alinarak,

A matrisinin n. kuvveti Fibonacci sayilariyla ifade edilmistir. Matrisler ve siirekli kesirler

Fan

Fan+2

arasindaki bagmtidan F, y alt yoriingesel grafinin n. kosesi olarak bulundu.

Buradan Fibonacci say1 dizisinin elemanlari ile alt yoriingesel grafin herhangi bir kosesi
elde edildi.

Belirli bir duruma yonelik ¢o6ziim yolunu veren algoritmalarin, 6zellikle
bilgisayarlarin kesfiyle daha fazla calisilir hale geldigi bilinmektedir. Algoritma gelistirme
stireci ger gegen giin devam etmektedir. Bu calismada 6zel olarak iki nokta arasindaki
minimum uzunlugu veren Dijkstra algoritmasi incelenmistir. Dijkstra algoritmasi W. E.
Dijkstra (1930-2002) tarafindan ortaya konmustur. Grafta kaynak bir koseden graftaki
diger tim koselere ya da belirli iki kose arasinda minimum uzunlugu verir. Dijkstra
algoritmasi negatif yiik olmasi durumunda ¢alismaz. Negatif yiiklu graflarda Bellman-Ford

ve Floyd algoritmasi gibi algoritmalarla ¢alisilmasi gerekir.
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Bu tez calismasinda, Lorentz matris ¢arpimi kullanilarak bazi 6zel matrislerin n.
kuvvetleri elde edildi, kuadratik denklemleri ve karakteristik kokleri incelendi. Ozellikle M
matrisinin Lorentz matris ¢arpimi altinda n. kuvveti bulunarak daha 6nceden klasik matris
carpimi altinda elde edilen 6zdesliklere Lorentz matris ¢arpimiyla ulasildi.

Minimal uzunluklu F, 5 yolunda alt yoriingesel grafin koselerini Lorentz matris
carpimi altinda veren Lorentz matrisi elde edildi. Bu matrisin Modiiler grubun elemani

olmadig goriildii.

an
V5

sayilari tlirtinden yazildi. Matrisler ve stirekli kesirler arasindaki bagintidan alt yoriingesel

Deger (2017) tarafindan elde edilen A™ matrisi F, = — 6zdesligi kullanilarak Lucas

grafin koseleri Lucas sayilari ile yazildi. A™ matrisi yardimiyla, Fibonacci ve Lucas say1
dizileri tiirtinden yazilan alt yoriingesel grafin adimlari (u,N) = (3,4), n =15 igin

karsilastirildi ve bu adimlarin degerlerinin birbirine ¢ok yakin oldugu gozlemlendi.

< o1 F. -Pn o L
Bununla birlikte —&- = —% =~ =
2n+2 Pn+1 aLln+1

denkleminden yeni o6zdeslikler elde edilerek

ispatlandi.

Farey grafi ornegine Dijkstra algoritmasi uygulanarak kaynak bir koseden diger
koselere minimum uzunluk ve agag elde edildi. G; ; = F Farey aga¢ graflar adim sayilar
ile iliskilendirildi. Dijkstra algoritmast ile koselere yonelik elde edilen minimum

uzunluklar adim sayisi ile tablolar halinde gosterildi.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismadan elde edilen sonuglar asagidaki gibi listelenebilir.

1. Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile yapilan ¢alismalar hakkinda literatiir ¢alismasi
yapilarak Q, M, R matrislerinin n. kuvvetlerinin bulunmasi suretiyle, 6zdeslikler elde
edildi. @™, M™, R™ matrislerinin kuadratik denklemleri ve karakteristik kokleri incelendi.
2. Lorentz matris carpmmi incelendi. Iki boyutlu Lorentz uzaymnda koordinatsal
dontisimlerle Lorentz matrisinin elde edilisi incelendi. Klasik matris ¢arpimindan farkli
olarak Lorentz matris ¢carpimi altinda Q, M, R matrislerinin n. kuvvetleri elde edildi. Q™.
ile ilgili bir adet 6zdeslige ulasildi. Ancak R matrisi Lorentz matris ¢arpimi altinda
genellestirilmis matris tiiriinden yazilamadigindan 6zdeslik elde edilemedi. Q™. ve R™L
matrislerinin kuadratik denklemlerine ve karakteristik koklerine ulasilamadi. M™L elde
edildi. Kuadratik denklem ve karakteristik koklerine ulasildi. Bunun sonucunda bazilari
dogrulugu daha 6nceden bilinen 6zdeslikler olmak tizere 6zdesliklere ulagildi.
3. Sirekli kesirler incelendi. Siirekli kesirler yardimiyla Farey grafinin elde edilisi
irdelendi. p/q = aq + 1/ a; t 1/ a, T+ 1/ a, Surekli Kkesrinin matris formunda
yazilmasi incelendi.
4. Graf teorinin siire¢ i¢inde gelisimi hakkinda bilgi verildi. Alt yoriingesel graflar, G, v,
F, y ve Farey grafi incelendi. Bu ¢alismada ise F,, y alt yoriingesel grafinda klasik matris
carpimi altinda elde edilen koseleri Lorentz matris ¢arpim altinda veren Lorentz matrisi
elde edildi. Lorentz matrisinin Modiiler grubun elemani olmadigi gorildii.
5. Yinelenme bagntilar1 yardimiyla F,, alt yoriingesel grafinin koseleri Fibonacci
sayilartyla hesaplandi. Bu ¢alismada ise F, y alt yoriingesel grafinin koseleri Lucas
sayilariyla ifade edildi. Herhangi bir kose i¢in Fibonacci sayilariyla elde edilen kose degeri
ile Lucas sayilariyla elde edilen kdse degerinin ¢ok yakin oldugu gézlemlendi.

Fon ~ _Ln

= 0zdesligi kullanilarak yeni 6zdesliklere ulasildi.
Fonyz  aln4a

6. Bir graf lizerinde taniml iki kose ya da kaynak bir kdseden graftaki diger koselere
minimum uzunlugu veren Dijkstra algoritmasi c¢alisildi. Farey grafi érnegine uygulandi.
Farey grafindaki koseler arasinda minimal uzunluklar ve minimum uzunluklu aga¢ elde
edildi. G; ; = F Farey agag graflar1 adim sayilari ile iliskilendirildi. Dijkstra algoritmasi ile
koselere yonelik elde edilen minimum uzunluklar adim sayisi ile tablolar halinde

gosterildi.



5. ONERILER

Bu tez ¢alismasi ile ilgili 6neriler asagidaki gibi listelenebilir.

1. Bu tez caligmasinda 2 X 2 tipindeki matrisler tizerinde Lorentz matris ¢arpimi
uygulanarak matrisler genellestirilmeye ve o6zdeslikler elde edilmeye ¢alisildi. Bu
durumdan farkli olarak n X n tipindeki matrisler tizerinde Pseudo matris c¢arpimi
uygulanarak matrisler genellestirilebilir ve farkli 6zdesliklerin elde edilmesi igin
caligilabilir.

2. Bu tez ¢alismasinda F,, y alt yoriingesel grafinin koseleri Lucas sayilariyla ifade edildi.
Alt yoriingesel grafin kosesi farkli say1 dizilerinin elemanlar tiirtinden ifade edilebilir ve
bunun sonucunda késenin degerinin gergcek degerine ne kadar yaklastig1 karsilastirilabilir.
3. (1.63) de tanimlanan yinelenme bagintisinda 6zel olarak b, = —k ve a, = —1 alinarak
(1.64) yinelenme bagintisi elde edildi. b, ve a, degerleri ¢cok farkli degerler alinarak yeni
denklem sistemleri elde edilebilir. Buradan ¢ok farkli alt yoriingesel graf koseleri elde
edilebilir.

4. F, y alt yoriingesel grafinda klasik matris ¢arpimi altinda elde edilen koseleri Lorentz
matris ¢carpim altinda veren Lorentz matrisi elde edildi. Lorentz matrisinin Modiiler grubun
eleman1 olmadig tespit edildi. Bu matrisin determinantinin —1 oldugu goriildii. Bu matris
normallastirilerek incelenebilir ve normallegtirilen matrisin adimlari incelenebilir.

5. Bu tez ¢aligmasinda Dijkstra algoritmasi ¢alisilarak Farey grafi 6rnegine uygulandi.
Dijkstra algoritmasi negatif yiiklii graflarda calismamaktadir. Negatif yiiklii Farey graflar
tanimlanarak, Bellman-Ford veya Floyd algoritmasi gibi algoritmalarla koseler arasinda
minimal uzunluklar ve minimum uzunluklu agag elde edilebilir.

6. Gy, = F Farey agac¢ graflar1 adim sayilan ile iliskilendirildi. Dijkstra algoritmasi ile
koselere yonelik elde edilen minimum uzunluklar adim sayisi ile tablolar halinde
gosterildi. Gy, = F Farey grafi genellestirilerek sag ya da sol yonlii F, Farey grafina
Dijkstra algoritmast uygulanarak koselere minimum adim sayilari hesaplanarak ¢oziim

genellestirilebilir.
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