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Doktora Tezi
OZET

RASTGELE KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ve RASTGELE KESIRLI
MERTEBEDEN KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ANALIZI

Halil ANAC

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danigman: Prof. Dr. Tiillay KESEMEN
Ikinci Danisman: Doc. Dr. Mehmet MERDAN
2020, 95 Sayfa, 10 Sayfa Ek
Bu ¢alismada, rastgele kismi diferansiyel denklemler ve rastgele kesirli mertebeden
kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri iki boyutlu diferansiyel doéniisim metodu,
Laplace-Padé metodu, yeni yinelemeli Sumudu dontisiimii metodu, Crank-Nicolson
metodu, kesirli mertebeden Laplace varyasyonel metodu ve homotopi pertiirbasyon Elzaki
donilisimii metodu ile ele alinmigtir. Calismanin amaci, deterministik kismi diferansiyel
denklemler ve kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemleri rastgele hale getirip
niimerik ve yari-analitik metotlarla ¢oziimlerin elde edilmesidir. Bununla birlikte, elde
edilen ¢oziimlerin birinci ve ikinci momentleri farkli dagilimlarla bazen analitik olarak
bazen de MATLAB (v.16b) veya MAPLE (v.13) programlarinda hesaplanmistir. Ayrica,
hesaplanan birinci ve ikinci momentlerin grafikleri, MATLAB (v.16b) veya MAPLE
(v.13) yazilim programlarinda ¢izdirilmistir. incelenen her rastgele deterministik ya da

kesirli mertebeden denklem i¢in hata analizleri yapilmistir. Calismalar sonucunda,

kullanilan metotlarla elde edilen ¢6zlimlerin analitik ¢oziimlere yakin oldugu goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli mertebeden tiirev, iki boyutlu diferansiyel doniisiim
metodu, yeni yinelemeli Sumudu doniisimii metodu, Crank-
Nicolson metodu, kesirli mertebeden Laplace varyasyonel metodu,
beklenen deger, varyans.
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SUMMARY

ANALYSIS OF RANDOM PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS AND RANDOM
FRACTIONAL PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
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The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Tilay KESEMEN
Second Supervisor: Dog¢. Dr. Mehmet MERDAN
2020, 95 Pages, 10 Appendix

In this study, the solutions of random partial differential equations and random
fractional order partial differential equations are analyzed by two dimensional differential
transformation method, Laplace-Padé method, the new Sumudu transform iterative
method, Crank-Nicolson method, fractional Laplace variational method and homotopy
perturbation Elzaki transform method. The aim of the study is to randomize partial
differential equations and fractional order partial differential equations and to obtain
solutions by numerical and semi-analytical methods. However, the first and second
moments of the solutions obtained were calculated by different distributions, sometimes
analytically and sometimes in MATLAB (v.16b) or MAPLE (v.13) softwares. In addition,
the graphs of the calculated first and second moments are plotted in MATLAB (v.16b) or
MAPLE (v.13) softwares. Error analyzes were performed for each random partial
differential equations and random fractional order partial differential equations. As a result
of the studies, it has been observed that the solutions obtained with the methods used are
close to analytical solutions.

Key Words: Caputo fractional derivative, two dimensional differential transformation
method, the new Sumudu transform iterative method, Crank-Nicolson
method, fractional Laplace variational method, expected value, variance.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Rastgele kismi diferansiyel denklemler (RKDD), rastgele elemanlar1 iceren kismi
diferansiyel denklemler olarak tanimlanmaktadir. Bir kismi diferansiyel denklem; rastgele
baslangig sarti, rastgele homojen olmayan kisim, rastgele katsayilar ile ii¢ sekilde rastgele
olmaktadir. Bunun yanisira, rastgele kismi diferansiyel denklemler (RKDD) rastgele bir
degisken veya stokastik bir siire¢ olabilen rastgele girdileri iceren kismi diferansiyel
denklemler olarak ta adlandirilmaktadir. Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler
de benzer sekilde rastgele hale getirilip rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemler (RKMKDD) adini almaktadirlar (Soong, 1973).

Uygulamalar agisindan bakildiginda, stokastik analizin ortalama kare teorisi ve
rastgele deterministik veya kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler basitligi
nedeniyle caziptir ve pratik problemlere uygulanirken adi deterministik yontemlere karsilik
gelen ana hatlar takip edilmektedir. Son yillarda, stokastik kalkiiliis 6zelilkle fizik, kimya,
biyoloji, ekonomi, yonetim, sosyoloji, psikoloji, tip ve tim miihendislik disiplinlerinde
kullanilmaktadir. Bu denklemler miihendislik, mekanik, kimyasal kinetik, ilag yonetimi ve
diger uygulamali alanlarda da 6nemli bir rol oynamaktadir (Soong, 1973).

Gliniimiizde, rastgele kismi diferansiyel denklemlerin ¢ogu analitik olarak
cozlilemediginden bu denklemlerin niimerik metotlarla veya yari-analitik metotlarla
coziilmesi gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir. Ayni sekilde rastgele kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin gilincel nilimerik metotlarla ¢oziilmesi gerekmektedir.
Teknolojinin getirdigi imkanlar ile birlikte bu denklemlerin ¢éziimlerini MATLAB (v.16b)
ve MAPLE (v.13) gibi programlarla uygun kodlar1 yazarak daha kisa zamanlarda elde
etmek miimkiindiir. Bununla birlikte denklemlerin ¢oziimlerinin momentleri yine uygun
kodlarla ya da analitik olarak hesaplanmistir. Ayrica bu momentlerin grafikleri MATLAB
(v.16b) ve MAPLE (v.13) gibi programlarda ¢izdirilmistir.

Kesirli mertebeden kalkiiliis, keyfi basamaktan tiirevleri ve integrallerini (kompleks
basamak ta dahil) ele alan uygulamali matematigin bir alanidir ve kesirli mertebeden

kalkiilisiin matematik, miithendislik, ekonomi ve birgok alanda uygulamalari mevcuttur.



Kesirli mertebeden tiirevlerin ortaya ¢ikmasi kirk yil 6ncesine dayanmaktadir. O zamandan
beri bircok biiyiik matematik¢i, N.H. Abel, M. Caputo, L. Euler, J. Fourier, A. K.
Griinwald, J. Hadamard, G. H. Hardy, O. Heaviside, H. J. Holmgren, P. S. Laplace, G.W.
Leibniz, A.V. Letnikov, J. Liouville, B. Riemann, M. Riesz ve H. Weyl bu alana katkida
bulunmuslardir. Bununla birlikte, ¢ogu bilim adami ve miihendis kesirli mertebeden
kalkiiliisten o donemlerde cesitli sebeplerden dolay1 habersiz kalmiglardir. Yaklasik otuz
yil Once, matematiksel formiilasyonlardan cesitli alanlardaki uygulamalara geg¢ilmeye
baslanmistir. Son on yilda bu kakiiliis, bilim, miihendislik ve matematigin neredeyse her
alania uygulanmistir. Bu kalkiiliisiin énemli bir etki yarattig1 alanlardan bazilar; elektrik
mihendisligi, elektrokimya, biyoloji, biyofizik ve biyomiihendislik, sinyal ve goriintii
isleme, mekanik, mekatronik, fizik ve kontrol teorisidir. Bazi matematiksel sorunlar
¢Oziilmemis olsa da, zorluklarin ¢ogunun iistesinden gelinmistir. Alandaki belgelenmis
Oonemli matematiksel sorunlarin ¢ogu, hem tamsay1 hem de kesirli mertebeden hesaplama
icin bircok matematiksel aracin ayni oldugu bir noktada ¢oziilmiistiir. Oldham ve Spanier
(1974), Miller ve Ross (1993), Samko vd., (1993), Podlubny (1999) ve Hilfer (2000)
kitaplari, miihendislik, bilim, ekonomi ve finans, uygulamali matematik topluluklarina
alanin tanitilmasinda yardimei olmustur.

Bu tez calismasi kapsaminda, rastgele kismi diferansiyel denklemler (RKDD) ve
rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin (RKMKDD) ¢oztimleri farkli
niimerik ve yari-analitik metotlarla incelenmistir. Oncelikle, kismi diferansiyel denklemler
rastgele hale getirilip yari-analitik ve niimerik metotlarla ¢oziilmiistiir. Kesirli mertebeden
kismi diferansiyel denklemler rastgele hale getirilip yari-analitik ve niimerik metotlarla
¢ozlilmistiir. Burada kullanilan metotlar; iki boyutlu diferansiyel doniisiim metodu (Kanth
and Aruna, 2009; Ayaz, 2003; Kangalgil and Ayaz, 2009; Merdan, 2010; Yiizbasi ve
Ismailov, 2017; Tari vd., 2009; Ziyaee ve Tari, 2015; Hadizadeh ve Moatamedi, 2007;
Zhou, 1986), yeni yinelemeli Sumudu doniisiimi metodu (Wang ve Liu, 2016; Prakash
vd., 2018; Kumar ve Daftardar-Gejji, 2019), Crank-Nicolson metodu (Crank ve Nicolson,
1947; Celik ve Duman, 2012; Smith, 1965; Mathews ve Fink, 2004), kesirli mertebeden
Laplace varyasyonel metodudur (Noor vd., 2018). Ayrica, elde edilen ¢6ziimlerin

karakteristikleri de elde edilip incelenmistir.



1.2. Literatiir Ozeti

Bu tez calismasi kapsaminda, rastgele kismi diferansiyel denklemler (RKDD) ve
rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler (RKMKDD) farkli niimerik ve
yari-analitik metotlarla incelenmistir. Literatlirde, kismi diferansiyel denklemler ve kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimler ile ilgili ¢ok sayida ¢aligma mevcut
olmasina ragmen, rastgele kismi diferansiyel denklemlerin (RKDD) ¢oztimleri ile ilgili ¢ok
az sayida ¢alisma mevcut olup, rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin
(RKMKDD) c¢oziimleri ile ilgili olarak daha da az calisma vardir. Bu bdliimde,
literatiirdeki caligmalar rastgele kismi diferansiyel denklemler ve rastgele Kkesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemler olarak verilecektir. Bu boéliimde, literatiirde
rastgele kismi diferansiyel denklemler ve rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel

denklemler ile ilgili ¢calismalardan bahsedilecektir.

1.2.1. Rastgele Kismi Diferansiyel Denklemler

Griego ve Hersh (1969), rastgele gelisimler kavraminin olasiliksal araglarin hem
parabolik hem de hiperbolik tipte baslangi¢-deger problemlerine basit ve giiglii
uygulamalarina yol actigini1 gostermislerdir.

Griego ve Hersh (1971), rastgele gelisimleri soyut diferansiyel denklem sistemlerine
olasiliksal ¢oziimler elde etmek icin kullanmiglardir. Uygulamalar1 bir boyutlu birinci
dereceden hiperbolik sistemleri igermistir. Onemli bir 6zel durum olan soyut telgraf
denklemlerini g6z oniine almislar ve klasik n —boyutlu telgraf denklemi iizerinde Kac
sonucunun genellestirilmesine ulasmislardir.

Itoh (1977), coklu degerli doniisiimlerin Olgiilebilirligi ile ilgili bazi1 sonuglar
vermistir. Sonra bu sonuglar1 kullanarak, bir rastgele sabit nokta teoremini ispatlamistir.

Itoh (1979), genel olgiilebilir uzaylar lizerindeki Banach veya Hilbert uzaylarinda
cesitli tek degiskenli donsiimler, 6rnegin yogunlasan veya genislemeyen doniisiimler vb.
i¢cin birkag rastgele sabit nokta teoremi vermistir. Ayrica bir uygulama olarak, bir Banach
uzayinda diferansiyel denklemin rastgele bir ¢dzliimiiniin varligini géstermistir.

Kannan (1981), rastgele eslesmeler igeren dogrusal olmayan denklemlerin rastgele

¢Ozlimlerinin varligi, yinelemeli tekniklere bagvurmadan deterministik durumdan elde



edilen sonuglarin dogrudan kullanimiyla incelemistir. Stokastik kontrol ve dogrusal
olmayan rastgele operator denklemlerine uygulamalar verilmistir.

Babuska vd. (2007), zorlayici terimlere sahip rastgele katsayili eliptik kismi
diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in bir stokastik kollokasyon yontemi 6nermis ve analiz
etmiglerdir. Siki bir yakinsama analizi saglamislar ve rastgele girdi verilerindeki bazi
diizenlilik varsayimlar1 altinda, olasilik uzayindaki her bir yondeki Gauss noktalarinin
sayisina gore "olasilik hatasinin" iistel yakinsakligini gostermislerdir. Sayisal 6rneklerle,
yontemin etkinligini gostermislerdir.

Nobile vd. (2008a), zorlayici terimlere sahip rastgele katsayili kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii ile ilgili istatistiksel biiyiikliiklerin yaklagmasi i¢in bir Smolyak-tipi
seyrek grid stokastik kollokasyon yontemi énermis ve analiz etmislerdir. Ayrica, belirli bir
kesinlige ulasmak icin yapilan hesaplama yontemiyle Monte Carlo'yu karsilagtirmak icin
yapilan hata tahminlerinden de faydalanip, bu metodun Monte Carlo yonteminden daha
verimli oldugunu elde etmislerdir.

Nobile vd. (2008b), zorlayici1 terimlere sahip rastgele katsayili kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6zlimii i¢in bir izotropik olmayan seyrek grid stokastik kollokasyon yontemi
onermisler ve analiz etmislerdir. Ozellikle, orta derecede biiyiik boyutlu problemler igin,
uygun sekilde secilmis bir izotropik olmayan seyrek grid yaklasiminin, incelenen tiim
yontemlerden ¢ok verimli ve iistiin oldugunu gostermislerdir.

Nouy vd. (2008), genisletilmis sonlu elemanlar yonteminin stokastik ¢ercevesinin
genisletilmesine dayanan teknigin temelini teorik ve teknik agidan ayrintili olarak ele
almiglardir. Birkag sayisal Ornekle bu yontemin etkinligini gostermisler ve diger
yaklasimlarla karsilastirmiglardir.

Doostan ve laccarino (2009), boyutlulugun tstesinden gelmek i¢in alternatif bir en
kiiclik kareler semas1 kullanarak yiiksek boyutlu rastgele girdi verisi ile bir stokastik kismi
diferansiyel denklemin ¢Ozlimiiniin diisiik dereceli ayrilmis bir yaklasimii elde
etmislerdir. Teoride, Onerilen algoritmanin hesaplama maliyetinin, sistemin altinda yatan
olasilik uzaymin boyutuna gore dogrusal olarak biiylidiiglinii gostermislerdir. Bir eliptik
stokastik kismi diferansiyel denklem durumunda, algoritmanin bir olasi hata analizi elde
etmislerdir. Onerilen metotolojinin farkli ydnlerini, baz1 sayisal deneylere uygulamayla
incelemislerdir.

Babuska vd. (2010), zorlayici terimlere sahip rastgele katsayili eliptik kismi

diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in bir stokastik kollokasyon yontemi 6nermis ve analiz



etmiglerdir. Kesin bir yakinsama analizi saglamislar ve rastgele girdi verilerindeki bazi
diizenlilik varsayimlari altinda, olasilik uzaymin her bir yoniindeki Gauss noktalarinin
sayisina gore “olasilik hatasinin™ iistel yakinsakligini gostermislerdir. Sayisal 6rneklerle,
yontemin etkinligini gostermislerdir.

Caraballo vd. (2010), diizglin olmayan bir hiperbolisite veya diizgiin olmayan bir
iistel ikiye ayirma kosulu altinda, rastgele kismi diferansiyel denklemler ve stokastik kismi
diferansiyel denklemlerin bir smifi igin rastgele pseudo-kararli ve pseudo-kararsiz
manifoldlarin varligini géstermistir.

Charrier (2012), homojen Dirichlet sinir kosullari ile rastgele katsayilara sahip eliptik
bir kismi diferansiyel denklemin c¢dziimiine sayisal olarak yaklagsma problemini ele
almistir. Lognormal bir katsay1 durumuna odaklanmis ve rastgelelige gore diizglin zorlama
ve diizgiin sinirhilik eksikligi ile ilgilenmistir. Bu katsayiy, kesilmis bir Karhunen-Loeve
acilimi kullanarak sonlu boyutlu bir giiriiltii ile yaklasmistir. Coziimdeki ilgili hatanin hem
giiclii hem de zayif hata tahminlerini vermistir. iki kat daha giiglii olan zayif bir yakinsama
orani elde etmistir. Ayrica, ne zorlamanin ne de smirliligin stokastik olarak diizgiin
olmadig1 durumda stokastik kollokasyon metoduna iliskin tam bir hata tahmini vermistir.

Kuo vd. (2012), yari-Monte Carlo (YMC) sonlu elemanlar yontemlerini rastgele
katsayili bir eliptik kismi diferansiyel denklem sinifina uygulamislardir. Sonlu bir eleman
ayriklastirmasiin, semanin genel verimliligi tizerindeki etkisini toplam maliyete karsi
dogruluk agisindan en iyi N —terim yaklasimi ile karsilastirilabilecek sonuglarla analiz
etmislerdir. Bu yonteme karsilik gelen Monte Carlo yonteminden daha az maliyetle belirli
bir hatay elde etmislerdir.

Gunzburger vd. (2014), fiziksel ve olasiliksal serbestlik derecelerinin birlestigi
stokastik Galerkin yontemleri gibi kesintili yaklasimlar ve fiziksel ve olasiliksal serbestlik
derecelerinin birlesmedigi interpolator tipli stokastik kollokasyon yontemleri gibi kesintisiz
yaklagimlar olmak tizere bir¢ok yaklagim gelistirmislerdir. Bazi yeni son gelismeler dahil
tiim bu yontem siniflarini incelemislerdir.

Anag vd. (2019), kismi diferansiyel denklemleri rastgele hale getirmislerdir. Elde
edilen rastgele kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri incelenmistir. Bu rastgele kismi
diferansiyel denklemlerin baslangic sartlar1 ve parametreleri Beta dagilimi ile
incelenmigstir. Rastgele diferansiyel donilisim yontemi ile elde edilen c¢oziimler birkag

ornekte verilmistir. Ayrica ¢ozlimlerin yakinsakligim1 iyilestirmek i¢in Laplace-Padé



metodu kullanilmistir. Bununla birlikte, MAPLE (v.13) programi, rastgele bilesenli kismi
diferansiyel denklemlerin sonuglarini simiile etmek i¢in kullanilmistir.

Anag vd. (2020), bir 1s1 denklemini rastgele hale getirmislerdir. Elde edilen rastgele
1s1 denkleminin ¢6ziimii Crank-Nicolson metoduyla incelenmistir. Bu denklemin baglangi¢
sartt1 Normal dagilimla incelenmistir. Bu 1s1 denkleminin ¢oziimiiniin beklenen degeri ve
varyansi hesaplanmigtir. Ayrica, beklenen deger ve varyans grafikleri MATLAB (v.16b)

yazilim programinda ¢izdirilmistir.

1.2.2. Rastgele Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklemler

Anh vd. (1999), kesirli mertebeden Brownian hareketlerinin siifin1 genisleten kesirli
mertebeden Riesz-Bessel hareketleri gibi 6nemli bir kesirli mertebeden rastgele alaninin
onemli bir alt smifinin varligim kurmuslardir. Markov difiizyonunun kapsamini, uzun
genislige bagimligi ile rastgele alanlar1 kapsayacak sekilde genisletmislerdir.

Anh ve Leonenko (2003), rastgele baslangic kosullariyla kesirli mertebeden
diflizyon-dalga denklemlerinin ortalama kare c¢oziimlerinin Green fonksiyonlarmni ve
spektral gosterimlerini vermislerdir.

Logvinova ve Néel (2004), hareketsiz bir akiskanin doyurdugu varsayilan heterojen
gozenekli ortamin rastgele yapisina iliskin hipotezlerden baslayarak model yayilmasini bir
kesirli kismi diferansiyel denklem yardimiyla incelemislerdir. Kesirli denklemin temel
¢oziimiinii inceleyerek, ikinci anin zamanla orantili olmadigini, yani anormal diflizyonun
var oldugunu gostermislerdir. Elde edilen denklemin toplam maddenin kiitlesini
korudugunu fark etmislerdir.

Ding vd. (2010), degisken katsayili uzay kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin baglangi¢ sinir deger problemlerinin bir sinifin1 ¢6zmek igin agirlikli bir
sonlu fark yontemleri sinifin1 vermislerdir. Farkli agirliklandirma parametrelerine sahip
yontemlerin etkinligini gostermek i¢in bazi sayisal 6rnekler vermislerdir.

Yang vd. (2010), Riesz kesirli mertebeden difiizyon denkleminin ve Riesz kesirli
mertebeden taginim-dagilim denkleminin homojen Dirichlet sinir kosullarina sahip sonlu
bir tamim kiimesinde ¢dziimii icin {i¢ etkili sayisal ydntem vermislerdir. Uc sayisal
yontemin etkinligini ve yakinsakligini sayisal sonuglarla géstermislerdir.

Odabasi ve Misirli (2015), iyilestirilmis deneme denklemi yontemi ile dogrusal

olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri incelemislerdir. Dogrusal olmayan



kesirli Klein-Gordon denklemi ve kesirli birbirini tutan rastgele Walker’in parabolik
denklemi i¢in bazi hareketli dalga ¢ézlimleri elde etmek i¢in bu yontemi uygulamislardir.
Bu yontemin giiglii ve giivenilir oldugunu gostermisler ve periyodik ¢oziimler, rasyonel
fonksiyon ¢dziimleri ve yalniz biikiilme ¢6ziimleri gibi ¢esitli ¢oziim fonksiyonlarinin elde
edilmesini saglamislardir.

Guner vd. (2016), lineer olmayan zaman-kesirli birbirini tutan rastgele Walker’in
parabolik denkleminin kesin ¢6ziimlerini incelemislerdir. (G'/G) ve (G'/G,1/G) agilim
metotlarini, kesirli kompleks doniisiime bagli olarak modifiye edilmis Riemann-Liouville
tiirevi anlaminda kesirli diferansiyel denklemlere genisletmislerdir. Hiperbolik fonksiyon
¢oziimleri, trigonometrik fonksiyon coziimleri ve rasyonel fonksiyon c¢oziimleri elde
etmiglerdir. S0z konusu yontem ve doniisiimlerin bu tiir kesirli denklemler i¢in ¢ok
giivenilir ve verimli oldugunu gostermislerdir.

Guner ve Bekir (2016), iyilestirilmis Riemann-Liouville tiirevi anlaminda lineer
olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin kesin ¢6ziimlerini bulmak i¢in yeni bir yaklasim
olan Ansatz yontemini uygulamislardir. Lineer olmayan bir kesirli kompleks doniisiime
dayanarak, belirli bir kesirli kismi diferansiyel denklemi, bir tam say1r mertebeden adi
diferansiyel denkleme doniistirmiislerdir. Bu yontemi, kesirli mertebeden biyolojik
poplilasyon modelini ve uzay-zaman kesirli iyilestirilmis esit genislik denklemini ¢6zmek
icin uygulamiglardir.

Mao ve Shen (2016), korunumlu olmayan formun yani sira korunumlu formda
degisken katsayili ¢cok boyutlu kesirli eliptik denklemleri ¢6zmek icin etkili spektral-
Galerkin algoritmalarin1 gelistirmislerdir. Sinirlardaki singiilerlikle (tekilliklerle) ilgili
problemler i¢in daha kesin bir yakinsama orani saglayan kesin agirlikli hata tahminlerini
tiiretmislerdir. Ayrica algoritmalar1 ve hata tahminlerini dogrulamak i¢in bol miktarda
nliimerik sonuglar vermislerdir.

Angstmann vd. (2016), reaksiyon alt difiizyonunu modelleyen kesirli mertebeden
kismi diferansiyel denklemlerin bir sinifin1 ¢6zmek i¢in ayrik bir stokastik siirece dayanan
yeni bir acik sayisal yontem gostermislerdir. Ayrik zaman rastgele yiiriiylislerinin
toplaminin olasilik yogunlugunun evrimi i¢in ana denklemlerden semay: tiiretmislerdir.
Ana denklemlerin difiizyon limitinin, ilgilenilen kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemini kendine getirdigini gostermislerdir. Ayrica, bu yontemin standart reaksiyon

difiizyon denklemlerine uygulanabildigini de géstermislerdir.



Su (2017), topraklardaki su hareketini analiz etmek i¢in kesirli kismi diferansiyel
denklemin ¢oziimlerini sunmustur. Sonlu derinlikli topraklarda su hareketi i¢in daginik
diizende kiitle-zaman ve uzay-zaman kesirli kismi diferansiyel denklem ig¢in analitik
¢oziimleri ve yaklasimlarini vermistir. Aki-konsantrasyon iliskisinin kesirli kismi
diferansiyel denklemde kesirli parametreleri icerdigini gostermistir ve genig-zamanli bir
asimptot vermistir. 8; ve [, model parametrelerinin, gercekei fiziksel siiregleri agiklayan
akis siirecleri iizerindeki etkisini incelemek icin c¢oziimlerin zamansal bilesenini
gostermistir.

Benchohra ve Heris (2017), tikizlik 6l¢iisli ve stokastik tanim kiimesi ile bir rastgele
sabit nokta teoremini uygulayarak duruma bagli gecikmeli kesirli kismi rastgele
diferansiyel denklemlerin Darboux problemi i¢in bazi varlik sonuglart vermistir.

Firoozjaee ve Yousefi (2018), Caputo kesirli tiirevine dayanan kesirli kismi
diferansiyel denklemlerin (KKDD) sayisal ¢oziimlerini Ritz yaklagimini kullanarak elde
etmislerdir. Kesirli kismi diferansiyel denklemlerini optimizasyon problemine
dontistiirerek ve polinom temel fonksiyonlarini kullanarak cebirsel denklem sistemini elde
etmiglerdir. Lineer olmayan cebirsel denklem sistemini Mathematica 7 kullanarak
¢ozmiisler ve polinom acilim katsayilarini elde etmislerdir. Yontemin performansini
gOsteren bazi sayisal 6rnekler vermislerdir.

Acan vd. (2018), uygun degisken yineleme yontemi (U-DYY), uygun Kesirli
indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi (UKIDDY) ve uygun homotopi analiz
yontemini (U-HAY) tanitmislardir. Uygulamalarla bu yeni yontemlerin son derece
glivenilir ve son derece hassas oldugunu, dogrusal ve dogrusal olmayan kesirli mertebeden
kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde 6nemli bir gelisme sagladigin1 gostermislerdir.

Merdan vd. (2019), zaman-kesirli mertebeden Klein-Gordon denklemini rastgele
hale getirmiglerdir. Elde edilen rastgele zaman-kesirli mertebeden Klein-Gordon
denklemini incelemislerdir. Bu denklemin baglangic sartini Gamma dagilimi ile
incelemiglerdir. Kesirli mertebeden tiirevler Caputo anlamindadir. Bu denklem yeni
yinelemeli Sumudu doéniisiimii metoduyla ¢oziilmiistiir. Coziimlerin beklenen degeri ve
varyansi elde edilmistir. Ayrica, MAPLE (v.13) yazilim programinda beklenen deger ve
varyans grafikleri ¢izdirilmistir.

Merdan vd. (2020), kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemleri rastgele hale
getirmislerdir. Elde edilen rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerini

incelemiglerdir. Bu denklemin baslangic sartini Gamma dagilimi ile incelemislerdir.



Kesirli mertebeden tiirevler Caputo anlamindadir. Bu denklem yeni yinelemeli Sumudu
donlisimii metoduyla ¢Ozlilmiistiir. Coziimlerin beklenen degeri ve varyansi elde
edilmistir. Ayrica, MAPLE (v.13) yazilim programinda beklenen deger ve varyans

grafikleri ¢izdirilmistir.

1.3. Tezin Amaci, Kapsam ve Ozgiin Degeri

Giliniimiizde, rastgele kismi diferansiyel denklemlerin ¢ogu analitik olarak
¢oziillemediginden bu denklemlerin niimerik metotlarla veya yari-analitik metotlarla
coziilmesi gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir. Ayni sekilde rastgele kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin giincel niimerik metotlarla ¢oziilmesi gerekmektedir.
Teknolojinin getirdigi imkanlar ile birlikte bu denklemlerin ¢6ziimlerini MATLAB (v.16b)
ve MAPLE (v.13) yazilim programlarinda uygun kodlar1 yazarak daha kisa zamanlarda
elde etmek miimkiindiir. Bununla birlikte denklemlerin ¢oziimlerinin birinci ve ikinci
momentleri yine uygun kodlarla ya da analitik olarak hesaplanip, grafikleri MATLAB
(v.16b) ve MAPLE (v.13) yazilim programlarinda ¢izdirilmistir.

Tez kapsaminda, kismi diferansiyel denklemler ve kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemler incelenmistir. Bu denklemler rastgele hale getirilip yari-analitik ve
niimerik metotlarla ¢oziilmiistiir. Ayrica, elde edilen ¢oziimlerin karakteristikleri elde
edilmistir. Calisma kapsaminda rastgele kismi diferansiyel denklemler ve rastgele kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerle ilgili sirasiyla asagidaki ¢aligmalar yapilmisgtir:

e ilk olarak kismi diferansiyel denklemler rastgele hale getirilip giincel niimerik
metotlarla ¢oziilmiistiir. Coziimlerin momentleri hesaplanmis ve grafikleri
cizdirilmistir.

e Kismi diferansiyel denklemler rastgele hale getirilip giincel yari-analitik
metotlarla ¢Ozlilmiistiir. Coziimlerin momentleri hesaplanmis ve grafikleri
cizdirilmistir.

e Caputo anlamindaki kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler rastgele
hale getirilip giincel niimerik metotlarla ¢ozlilmiistiir. Coziimlerin momentleri
hesaplanmis ve grafikleri ¢izdirilmistir.

Literatlir 6zetinden goriildiigii lizere, rastgele kismi diferansiyel denklemlerle ilgili

yapilan caligmalar literatiirde genellikle sinirli sayidadir ve rastgele kesirli mertebeden

kismi diferansiyel denklemlerle ilgili yapilan ¢aligmalar literatiirde ¢ok nadirdir. Giincel
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yontemlerin rastgele kismi diferansiyel denklemlere uygulanmamis olmasindan dolay1, bu
yontemler bu denklemlere uygulanmis ve iyi sonuglar elde edilmistir. Rastgele kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri giincel olan niimerik metotlarla
yapilmistir. Ayrica bu ¢dziimlerin birinci ve ikinci momentleri hesaplanip grafikleri

MAPLE (v.13) veya MATLAB (v.16b) programlarinda ¢izdirilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde, ilk olarak ikinci basamaktan hemen-hemen lineer denklemleri

verecegiz.

2.1. Ikinci Basamaktan Hemen-Hemen Lineer Denklemler I¢in Bir
Siniflandirma, Kanonik Forma Indirgeme

A,B,C € C*(D) olmak iizere, ikinci basamaktan, iki bagimsiz degiskenli hemen-

hemen lineer denklemin en genel sekli (Koca, 2008)

AQG Y Uy + B, YUy, + C(x, y)uy,y, + F(x, V, U, Uy, uy) =0 (2.1)

seklindedir. Bununla birlikte,

A(x,y) = [B(x,y)]? — 4A(x, ¥)C(x,¥)

fonksiyonunu tanimlayalim.

Tamm 2.1.1. (Koca, 2008) (2.1) denklemine

(1) A> 0 esitsizliginin saglandig1 durumlarda hiperbolik,

(if) A= 0 esitliginin saglandig1 durumlarda parabolik,

(i) A< 0 esitsizliginin saglandig1 durumlarda eliptik

tiptendir denilmektedir.

Ornek 2.1.2. (x% — 1)Uy, + 2yUyy — Uyy + Uy +u, = 0 denkleminde, A(x,y) =
x?2=1,B(x,y) =2y,C(x,y) =—1 dir. Bu durumda, A(x,y):=[2y]?—4(x?—
1)(—1) = 4(x% + y?) — 4 “tiir. Boylece verilen denklem,

D; = {(x,y):x? + y? > 1,x,y € R} bolgesinde hiperbolik;

D, = {(x,y):x?> + y* = 1,x,y € R} ¢emberi iizerinde parabolik;

D; = {(x,¥):x? + y? < 1,x,y € R} acik diskinde eliptik tiptendir.

Simdi (2.1) denklemine

§ = w(x,y)} (2.2)
1=y
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Burada ¢ ve u yeni bagimsiz degskenlerdir. Ayrica,

&, w
a(x,y)

#0

oldugunu kabul edelim. ilk olarak (2.2) doniisiimii altinda (2.1) denklemindeki tiirevleri

hesaplayalim:

U, = uffx + Uy Uy;
Uy = u;«fy + Uy
0 d
U = 5= () = = (Ul + wuttee) = () S+ edin + () b + bl

= (ufffx + uf,u.ux)fx + uffxx + (uuffx + uupt.ux).ux + Uy Hoex

= (fx)zuff + fo.uxufu + (.ux)zu,uu + S;xxuf Tt Uyx Uy
0 d
Uyy = @ (uy) = a (uffx + uu.ux) = (uf)y’fx + uf’fxy ~iy (u,u)yﬂx + Uy iyy

= (ufffy + ufu:“y)fx + uglyy + (uuffy + uuu:“y)”x + Wby

= SxSylge + (fx“y + S(yn“x)us‘u F Hally Uy + Sy Us + Py Uy,
Benzer sekilde,

2 2
Uyy = (‘fy) Ugs + 28y uyugy, + (:“y) Uy + Syylle + Uyylly

elde edilmektedir. Bu tiirevler (2.1) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse,

4" (€ (ED? + B (& &ty + (& m)(&) | ge + [247 (€ i)t +
B*(&, 1) (&xtty + Epi) + 2C* (6, )&y Jug, + [A*(f, 1) (Ux)? + B* (&, pxtty +

Cc*(¢, ,u)(uy)z] Uy, + F*(f, u,u, ug,uu) =0 (2.3)

olur. Burada A*,B*,C*, F*, (2.1) de olan A, B, C, F fonksiyonlarinin (2.2) doniistimii
altindaki yeni fonksiyonlaridir. Eger (2.3) te
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AE W) = A (EWED? + B EWEE, +CEWE) )
Bi(&, 1) = 247 (&, W&y + B (&, ) (Expty + Eypiy) +2C7C, M)fyﬂyf (2.4)
CL(E ) = A" (6, 1) (1) + B (&, ity + C* (&) (1)

denilirse, (2.3) doniismiis denklemi

Al(EJ .u)uff + Bl(f! .u)ufl.t + Cl(f! :u)u,u,,u, + F*(El wu, ufluu) =0 (25)

olur. (2.5) denkleminden goriildiigli gibi, (2.2) doniisiimii altinda (2.1) denkleminin tipi

degismemektedir.

Simdi (2.1) denkleminin kanonik forma doniistiiriilmesine bakalim.

2.1.1. Hiperbolik Tip

(2.1) denkleminde B? —4AC > 0 olsun. Bu denkleme (2.2) genel doniisiimii
uygulandiktan sonra elde edilen (2.5) denkleminde A;(&, u) =0, C;(¢, 1) = 0 oldugunu

varsayalim. Bu durumda, (2.4)’ teki birinci ve ligiincii esitliklerden (Koca, 2008).

AW ED? + B (&S, + C(Ew(E,) =0

Ci(& 1) = A, W) (u)? + B* (€, Wity + C* (&, 1) (1y)
olur. (2.6) daki ilk denklem &, ile béliiniirse
A% 3
A (—) +B &y =0 2.7)
& &
elde edilir. (2.2) deki doniistimde ¢, keyfi sabit olmak iizere,
=9y =c (2.8)

oldugunu varsayalim. Boylece (2.8) egri ailesine seviye egrileri denir. Diger taraftan, (2.2)

deki u fonksiyonuna da c, keyfi sabit olmak tizere,

p=9xy) =c (2.9)

seklinde seviye egrileri olarak secelim.
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Tanim 2.1.3. (Koca, 2008)

=9y =
M=M%w=q} (210)

egri ailelerine (2.1) denkleminin karakteristikleri denir.

Jakobiyen sifirdan farkli oldugu siirece, (2.10) daki egri aileleri lineer bagimsizdir.
(2.10) daki ilk ifadeden,

dé =& dx+&,dy =0
yazilabilir ve buradan (Koca, 2008)

dy i«
- (2.11)

olur. (2.11), (2.7) de yerine yazilirsa

dy 2 dy
A'|—) = B*"—+C*=0
(dx) dx+

elde edilir. Buradan (Koca, 2008),

Z_i/ _ B*:L,/(Bz*ii—zm*c* (2.12)

olur. Ayrica, A*(&,u) = A(x,y),B*(&, 1u) = B(x,y),C" (&, u) = C(x,y) oldugundan,
(2.12) deki denklemler

dy _ B+VBZ-4AC dy _ B-VBZ-4AC

dx 24 adx 24 (213)
olur. (2.13) adi diferansiyel denklemlerinin ayr1 ayri ¢oziimlerinden (Koca, 2008),
=9y = C1}
. 2.14
w=9y) = (2.14)

egri aileleri bulunur.
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Tanim 2.1.4. (Koca, 2008)
(2.13) denklemlerine, hiperbolik denkleme ait karakteristik denklemler denir. Buna

gore (2.1) denklemine (2.13) denklemlerinin ¢éziimlerinden elde ettigimiz.

f = ‘P*(x;J’) = Cl

=9 (xy) = Cz} (2.15)
doniistimleri

&, w

30cy) "

olmak tizere uygulanirsa (2.5) deki A; ve C;katsayilar1 6zdes olarak sifirdir. Boylece (2.5)

denklemi

ug, + H (&, mu,ug,uy) = 0 (2.16)

* %k H*a 0
olur. Burada H** = = dir.
1

Tamim 2.1.5. (Koca, 2008) (2.16) denklemine (2.1) hiperbolik denkleminin kanonik
formu denir.
Uyan 2.1.6. (Koca, 2008) (2.15) Kkarakteristikleri bulunduktan sonra (2.1)

denklemine

a=¢&+u=¢ (x,y)+¢Y(xy)
B=¢—pn=9 (x,y) - d}*(x,y)} 210

dontisiimii uygulanirsa doniismiis denklem

Ugq — Ugp + Hl(a,,B,u, ua,uﬁ) =0 (2.18)

elde edilir. (2.18) hiperbolik denklemlerinin bir bagka kanonik formu olarak bilinmektedir.
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2.1.2. Parabolik Tip

(2.1) denkleminde B? —4AC = 0 olsun. Bu durumda denklem parabolik tipten
olacaktir. Bu denkleme (2.2) genel doniisiimii uygulanmasiyla (2.5) denklemi haline

geldigini varsayalim. (2.5) te A; = B; = 0 segilmesiyle denklem (Koca, 2008).

H*

w,, + Hy (& mu,ug,wy) = 0,H, = = (2.19)
veya B; = C; = 0 secilmesiyle
H*
Ugs + HZ(E, U, uf,uﬂ) =0,H, = o (2.20)

olur.

Tammm 2.1.7. (Koca, 2008) (2.19) ve (2.20) denklemlerine (2.1) parabolik
denkleminin kanonik formu denir.

Simdi (2.2) genel doniistimiiniin hangi 6zel hali i¢in doniisim sonunda (2.1)
denkleminin (2.19) ve (2.20) haline gelecegini arastiralim:

A; = B; = 0 6zdesliginin saglanmasi i¢in (2.4) ten (Koca, 2008)

A" E W ED? + B (6, &L, + C(Ew(E,) =0 (2.21)

247 (&, )&ty + B (&, 1) (Expty + Epity) + 2C* (6, W)é 1y = 0 (2.22)

olmalidir. Hiperbolik denklemlerin kanonik forma indirgenmesi sirasinda oldugu gibi

(2.21)’ in saglanmasi

dy _ B'(§u) _ B@y)
dx — 24*(Ew)  24(xY) (2.23)

karakteristik denklemin saglanmasi ile esdegerdir. Bu adi diferansiyel denklemin

¢Oziilmesinden bir tek

Px,y) = ¢ (2.24)
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karakteristigi elde edilir. Ikinci karakteristigi (2.24) ile Jakobyeni sifirdan farkli olacak
sekilde kendimiz segebiliriz. Kolaylik olsun diye genellikle u = y segilir. Boylece (2.1)
denklemine (Koca, 2008).

§=o9(x,y)

dontistimleri

D)

*0
0(x,y)

olmak tizere uygulanirsa parabolik denklem kanonik forma indirgenmis olur. (2.25)
dontigiimii altinda (2.22) denklemi de kendiliginden gergeklenir. Ciinkii (2.22) ifadesinde

Uy = 0,4, = 1 alinirsa

B*(&, u)éx +2C7 (¢, .u)fy =0

olur. Buradan,

P Yok
—::—y =— (2.26)

elde edilir. Diger yandan,

_ &
dx ¢y

2
idi. Boylece B> — 4AC = 0 veya B®> = 4AC,C = 4B—A oldugu da goz oniine alinirsa

dy B(w) _ Bxy)
dx ~ 24*(&,p) ~ 24(x,y)
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bulunur. Bu ise (2.23)” iin aymisidir. O halde (2.23)’ {n saglanmasi (2.22)’ nin de
saglanmasini gerektirir. Sonug olarak eger (2.1) parabolik denklemine (2.25) doniisiimii
uygulanirsa (2.1) denklemi (2.19) kanonik formuna indirgenir (Koca, 2008).

Benzer yolla B; = C; = 0 olmasi halinde

E=x
n=y(xy)

doniistimiiyle (2.1) parabolik denklemi yine (2.20) kanonik formuna indirgenir.

2.1.3. Eliptik Tip

(2.1) denkleminde B? — 4AC < 0 olsun. Bu durumda bu denklem eliptik tipten
olacaktir. (2.5) doniismiis denkleminde A; = C; ve B; = 0 oldugunu kabul edelim. O
zaman eliptik denklem (Koca, 2008)

Ugs + Uy, + H3(§, U, uf,uﬂ) =0 (2.27)

haline gelir. Burada H; = Z—* dir.

1

Tamm 2.1.8. (Koca, 2008) (2.27) denklemine eliptik denkleminin kanonik formu
denir.

Simdi hangi doniisim altinda (2.1) denkleminin (2.27) kanonik formuna
dontisecegini arastiralim. (2.27)” nin elde edilmesi (2.5) denkleminde A; = C; ve B; =0

olmasiyla miimkiindiir. O zaman (2.4)’ ten (Koca, 2008)

By = 2A7(&, wéxtx + B* (&, 1) (Ex.uy + Ey.ux) +2C7(¢, .u)fy#y =0 (2.28)

A =G = A EW (&S — 1) + B E W (Eéymy — uepy) + €& W (&7 — 1y?) (2.29)

yazilabilir. (2.28) denklemini i ile carpip (2.29) denklemi ile taraf tarafa toplarsak

iBl + Al - Cl = A*(E’ :u)(fxz - :uxz + Zifx:ux) + B*(f, ,u)(fxfy - .ux,uy + ifx,uy
+igyi) + €6 10(8° — my® + 2iymy ) = 0 (2.30)
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Boylece (2.30)’ dan (Koca, 2008)
A& ) &y + i) + B (6 1) Gy + i) (&, + i) + C* ) (& + i) = 0

yazilabilir. Bunun her iki tarafini (Ey + iuy)z ile boliip sonra

dy _  Sxtipy
dx &y +iuy

dersek, eliptik denklem igin

AEw(L) -rEnZreEn=0 2.31)

karakteristik denklemi elde edilir. Buradan (Koca, 2008),

dy _ B'+y/(B*)2-44°C* dy _ B(xy)+iy4A(x,y)C(x,y)=[B(x)]?

dx 2A* " dx 2A(x,y) (2.32)

adi diferansiyel denklemlerine ulasilir. (2.32) diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesiyle biri
digerinin kompleks eslenigi olan

Mnﬁ=q} (2.33)

Y, y) = c

seklinde iki kompleks karakteristik bulunur. Eliptik denklemlerin reel karakteristikleri

yoktur. Sonug olarak & + iy = ¢, & — iy = P olmak lizere

<

Pty I [
§="g =Repu="g = Imp, 5"

N

dontigiimleri ile (2.1) eliptik denklemi, (2.27) kanonik formuna indirgenir. Ayrica, (2.27)

doniismiis denkleminin reel uzayda ¢oziimii yoktur. Ancak eliptik denkleme

u=¢(,y)
v=19(xy)
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seklinde bir kompleks donilisim uygulandiginda kompleks diizlemde genel ¢éziim elde
edilebilir. Burada u, v nin kompleks eslenigidir.

Bu tezde bu kismi diferansiyel denklemlerin, katsayilarini, baslangi¢ sartlarini ve
homojen olmayan kisimlarini rastgele yaparak elde ettigimiz rastgele kismi diferansiyel

denklemleri 6rneklerle verecegiz.

2.2. Kesirli Mertebeden Tiirev ve integral Tamimlar1 ve Bazi Onemli Ozellikler

Tanmm 2.2.1. Vu € R i¢in f(x) = xP f;(x) olacak sekilde bir p (p > p) reel sayisi
varsa x > 0 olmak iizere bir f(x) reel fonksiyonu C, uzaymndadir ve m € N igin f m) e Cu
ise x > 0 olmak iizere bir f(x) reel fonksiyonu C, uzayindadir. Burada f; (x) € C[0, ©)’
dur. (Wang ve Liu, 2016; Dimovski, 1990; Miller ve Ross, 1993; Samko vd., 1993; Kilbas
vd., 2006; Diethelm, 2010)

Tamim 2.2.2. Bir f(x) fonksiyonunun Caputo kesirli mertebeden tiirevi,

1
I'(n—a)

DUf(x) = 197D f(x) = s fy (x = OO (D)t (2:34)

seklinde tanimlidir (Hilfer, 2000; Yang vd., 2016; Wang ve Liu, 2016; Miller ve Ross,
1993; Oldham ve Spanier, 1974; Podlubny, 1999; Kilbas vd., 2006; Diethelm, 2010;
Laskin, 2000; Mainardi, 2010; Klimek, 2005; Dumitru vd., 2012). Burada n—1<a <
n,x >0,n€N,f € Cl’ dir.

D%’ nin baz1 6zellikleri;

1) DIf(x) = f(x)

(@) x> 0icinI°Def(x) = £(x) - TpzAfP (0N X dir

Tamm 2.2.3. u > —1 i¢in bir f € C, fonksiyonunun a > 0 basamaktan Riemann-
Liouville kesirli mertebeden integrali,

— [*(x = )% f(Ddt, a>0,x>0,

19f (x) = {f@® (2.35)
I°f(x) = f(x), a=0
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seklinde tanimlidir (Hilfer, 2000; Wang ve Liu, 2016; Miller ve Ross, 1993; Oldham ve
Spanier, 1974; Podlubny, 1999; Laskin, 2000; Mainardi, 2010; Klimek, 2005; Diethelm,
2010). Burada I'(. ), Gamma fonksiyonudur.

fec,uy=-1a/f =0 igin, I* operatoriiniin baz1 6zellikleri

D) 14Pf(x) = P19 (x) = 1P £ (x0),

F'(y+1)
AyY — M T-J aty
2) I%x Taty+D) X dir.

Tanim 2.2.4. a > 0 olmak iizere, E, Mittag-Leffler fonksiyonu,

Za

Ea(2) = Xm0ty (2.36)

seklinde tanimlidir (Chaurasia ve Singh, 2010; Wang ve Liu, 2016; Gupta ve Debnath,
2007; Diethelm, 2010) .
Tamm 2.2.5.

t
A= {f(t) aM, t,,7, > 0,|f ()] < Me", t € (—=1)) x [0, oo)} fonksiyonlar

kiimesi tizerinde Sumudu doniisiimii v € (14, T,) i¢in,

S[FD] = [, et f(w)dt (2.37)

olarak verilmistir (Chaurasia ve Singh, 2010; Wang ve Liu, 2016).

Tanmm 2.2.6. Caputo kesirli mertebeden tiirevinin Sumudu doniistimiin — 1 < na <
n igin,

S[DFu(x, )] = v S[ulx, O] — g2 v u® (0,0) (2.38)

seklinde verilmistir (Wang ve Liu, 2016; Miller ve Ross, 1993).

Tamim 2.2.7. Bir f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii,

F(s) = LIF®)] = [} e f(B)dt (2:39)

seklinde tanimhidir (Gupta vd., 2015; Miller ve Ross, 1993).
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Tammm 2.2.8. Bir fonksiyonun Caputo kesirli mertebeden tiirevinin Laplace

doniistimii,
LIDfu(x, )] = s?Lux, t)] — Xrzds@ Dy (x,0),n-1<a<n (2.40)

seklinde tanimlidir (Gupta vd., 2015; Miller ve Ross, 1993).
Tanim 2.2.9. n — 1 < a < n olmak iizere bir f(t) = t* fonksiyonunun Laplace

doniistimii,

I'a+1)
Ll =5

(2.41)

seklinde verilmistir (Sontakke ve Shaikh, 2015; Miller ve Ross, 1993).

2.3. Kullanmilan Metotlar

Bu kisimda, yapilan caligmalarda kullanilan yari-analitik ve nilimerik metotlar

verilmektedir.

2.3.1. Iki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Metodu

w(x,y) tanim kiimesinde analitik ve siirekli diferansiyellenebilir olsun. W (k, h)

1 [6k+hw(x,y)

Wk h) = — |2 hwd (2.42)

k!h!

ile tanimhidir (Merdan vd., 2012). Burada w(x, y) orijinal fonksiyon ve W (k, h) donlisiim

fonksiyonudur. W (k, h)’ nin diferansiyel ters doniigiimii

w(x,y) = Y=o Xheo Wk, ) (x — xo)k(}’ - }’o)h (2.43)

ile tanimhidir (Chen ve Ho, 1999; Merdan vd., 2012). (2.42) ve (2.43) esitlikleri
kullanilirsa,
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0 o 1 [0FMrw(xy)
WOY) = 0 S o g [y, 80 0= 30" (2.44)

esitligi elde edilir.
Iki boyutlu diferansiyel déniisiim kavrami, iki boyutlu Taylor serisi agilimindan
bulunmaktadir. (2.43) ve (2.44) esitliklerinden, iki boyutlu diferansiyel doniisiimle elde

edilen temel islemler Tablo 2.1’ de verilmektedir (Jang vd., 2001; Ayaz, 2003; Jafari vd.,
2010; Bildik vd., 2006).

Tablo 2.1. iki boyutlu diferansiyel déniisiimlerde temel islemler

Orijinal fonksiyon Doniistim fonksiyonu
Z(Lféa}c],)y) + v(x,y) W(k,h) = U(k,h) £ V(k, h)
w(x,y) = au(x,y) W (k,h) = aU(k, h)
w(x,y) = auf;;’ 2 Wk, h) = (k; D utk+ 1,0

_ Ou(x,y) _(k+1)
w(x,y) = 37 W(k,h) = ——U(k,h+1)
.\ W (k, h)
_ 0™ ulxy) [k + Dk +2) ok +7)h+ D +2) . (h+5) ..Uk +7,h +5)]
wly) = ——2o5 -
(H"K*)
W (k,h) = U(k, h)®V (k, h)
w(x,y) k h
=u@yvxy) | = z Z UGr h—$s)V(k —1,5)
r=0s=0
w(x,y) =xmy" W(k,h) = H"K"5(k — m)§(h —n)

2.3.2. Yeni Yinelemeli Sumudu Doniisiimii Metodu

DI*u(x,t) + Lu(x,t) + Ru(x,t) = g(x,t),
n—1<na<n, (2.45)
u(x,0) = k(x).

baglangi¢-deger problemini géz 6niine alalim. Burada D{** Caputo kesirli mertebeden tiirev
operatori, g(x,t) siirekli fonksiyon, L lineer operatdr ve R is lineer olmayan operatordiir
(Wang ve Liu, 2016; Tuluce Demiray vd., 2015).

(2.45) probleminde denklemin her iki tarafina Sumudu doniisiimii uygulanirsa,
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S[Df*u(x,t) + Lu(x, t) + Ru(x, t)] = S[g(x, t)]) (2.46)

esitligi elde edilir. Sumudu doniisiimiiniin 6zelligi kullanilirsa (Wang ve Liu, 2016),

Slulx, )] — v Y22 u®(x,0) + v S[Lu(x, t) + Ru(x, t) — g(x,t)] = 0 (2.47)

(2.47) esitligi diizenlendiginde,
S[u(x, )] = v ¥iZgu®(x, 0) — v S[Lu(x, t) + Ru(x, t) — g(x, t)] (2.48)

esitligi elde edilmektedir.

(2.48) esitligine ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa,

u(x,t) = STHv" ¥R u® (x, 0)] — S7Hv"AS[Lulx, t) + Ru(x,t) — g(x,t)]]  (2.49)

esitligi elde edilmektedir.

Asagidaki esitliklerin saglandigini varsayalim.

( n-1 (2.50)
if(x, t) =St |vne Z u®(x,0) + v"S[g(x, ]|,

k=0
N(u(x,t)) = =S~ {v"aS[Ru(x, t)]],
L K(u(x,t)) = =S~ [v"S[Lu(x, 0)]]

(2.50) esitlikleri (2.49) esitliginde kullanilirsa,

ulx,t) =f(xt)+ K(u(x, t)) + N(u(x, t)) (2.51)

esitligi elde edilmektedir. Burada f bilinen bir fonksiyon, K, u’ nun lineer operatorii ve N,

u’ nun lineer olmayan operatoriidiir. (2.51) esitliginin ¢6ziimi,

u(x,£) = 20w (x, ) (252)

serisi formunda verilmektedir (Wang ve Liu, 2016).

K lineer bir operatdr oldugundan,
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KXiZow) = XiZo K (u)

esitligi yazilmaktadir.

N lineer olmayan operatorii,
N(EZow) = N(ug) + X20[N(Zj=o ;) — N(Ej=o )]

olarak yazilabilmektedir (Daftardar-Gejji vd., 2006; Wang ve Liu, 2016; ).
Boylece (2.51) esitligi,

Yot = [+ T2 oK) + N(ug) + 220N (Tizo ) — N(Zizh )]

olarak verilmektedir (Wang ve Liu, 2016).

Ug = fr
u; = K(up) + N(up),
Uns1 = K(Up) + N(ug + .+ up) = N(ug +uq + oo+ Uy 1)

rekiirans bagintilar1 tanimliysa,
(U + o FuUpyq1) = K(ug + .+ up) + N(ug + oo+ upy)

esitligi elde edilmektedir (Wang ve Liu, 2016).
Boylece,

izt = f+ KQiZou) + N(XiZo us)

esitligi elde edilmektedir.

(2.51)’ in m-terimli ¢6ztimii yaklasik olarak
u=1uy +u1 +u2 +U3 + ...+um_1

olarak elde edilmektedir.

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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2.3.3. Crank-Nicolson Metodu

Bu kisimda Crank-Nicolson metodunu veriyoruz. Simdi, t = 0ve 0 < x < a igin

u(x,0) = f(x) (2.60)

baslangi¢ sartt, x =0ve 0 <t <bi¢cinu(0,t) =c;vex=ave0<t<bigin (1,t) =

¢, sinir sartlari ile birlikte, 0 < x < ave 0 < t < b igin
u(x,t) = c?uy, (x, t) (2.61)

bir-boyutlu lineer 1s1 denklemini diisiinelim.

(2.61) denklemine Crank-Nicolson ayriklagtirmasi uygulandiginda,

Uijor = Uij o Mic1je1 = 2Uijag Wiy jar T Uimgj — 2U; 5+ Ujyg (2.62)
k 2h?

e . . c?k . . e
esitligi elde edilmektedir (Mathews vd., 2004). Burada r = — ifadesi (2.62) esitliginde

yerine yazilir ve diizenlenirse, i = 2,3, ...,n — 1 igin,

=Wy i1+ (2 + 20U jp1 — TUg 1 = (2 — 27)u (2.63)

+r(ui_1,j + ul-+1,j)

kapali fark formiilii elde edilmektedir (Mathews vd., 2004). Burada denklemin sag
tarafindaki terimlerin hepsi bilinmektedir. (2.63) formiilinde r = 1 aliirsa i = 2,3, ...,n —

1 i¢in,
—Ui—1j+1 T AU je1 = Uipnje1 = Wio1,j T Wivnj (2.64)

esitligi elde edilmektedir (Mathews vd., 2004). Ayrica smir sartlar1 sirasiyla u;; =
Upjy1 =C1 V€ Upj = Upjsq = C; Ik ve son denklemleri vermektedir (Mathews vd.,
2004).

(2.64) denklemleri Ax = B tridiagonal matris formunda ¢oziilmektedir. Simdi bu

denklemleri Ax = B tridiagonal matris formunda yazarsak,
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_ uZ,j+1 _ [ 2C1 + u?),j
[ 4 -1 0 0 ] Uz, j+1 Upj + Us,j
-1 oo : :
|0 4 0 || W | = up-1j +Upre
| 1| :
l 0 0 —1 4J Up-2,j+1 Up_3,j + Up_1,
[ Up—1,j+1 | Up_yj + 2C2 ]

esitligi elde edilmektedir (Mathews vd., 2004).
Crank-Nicolson metodu ise MATLAB (v. 16b) programinda uygulanirsa, bu Ax = B

lineer sistemi dogrudan yontemlerle veya iterasyon yoluyla ¢oziilmektedir (Mathews vd.,
2004).

2.3.4. Kesirli Mertebeden Laplace Varyasyonel Metodu

Dfu(x,t) + Lu(x, t) + Nu(x,t) = g(x,t),
0<x<1l0<a<1l0<t<1,

e 0) = (2.65)

baslangig-deger problemini goz 6niine alalim. Burada Df* Caputo kesirli mertebeden tiirev
operatorii, g(x,t) sirekli fonksiyon, L lineer operatdr ve R is lineer olmayan operatordiir
(Wang ve Liu, 2016).

Laplace doniisiimii (2.65) problemindeki denkleme uygulanirsa, bu denkleme

karsilik gelen rekiirans bagintisi

Un+1(X,8) = U (x,8) + As un (x,5) — s* o (x,0)]

(2.66)
+AL[Luy (x, ) + Nup (x,t) — g(x, t)]
olarak elde edilmektedir (Noor vd., 2018).
Varyasyon (2.66) esitliginin her iki tarafina uygulanirsa,
Supiq(x,8) = Suy(x,s) + A8[s%u, (x,5) — s* Luy(x, 0)]
(2.67)

+A6L[Luy, (x, t) + Nu,(x, t) — g(x, t)]

esitligi elde edilmektedir (Noor vd., 2018).
En 1yilik sartlar1 kullanilarak,
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6un+1 -0

ou,

olarak alinabilir. 11,, sinirlt bir varyasyondur yani 61, = 0° dir (Noor vd., 2018). Bdylece 1

Lagrange ¢arpani

1
0 =du, +s*Adu, =2 6u,(1+s*A) =0=21+s*1=0=>1=——

seklinde elde edilmektedir.
A degeri (2.66) esitliginde yerine yazilirsa,

Ung (6,5) = U (1, 5) = 5 LIufe (0, 0) + Lt (x,0) + Nuty (6, 0) = g (%, 0)]

esitligi elde edilmektedir (Noor vd., 2018).

(2.68) esitliginin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,

U106, 8) = U (%,5) = = LU (6, 8) + Lt (6, £) + N (x,8) = g (x, )]

iterasyon formiilii elde edilmektedir (Noor vd., 2018).
Boylece, (2.65)’ in yaklasik ¢oziimii

ulx, t) = lim,q uy(x, t)

ile verilmektedir.

2.3.5. Laplace-Padé Metodu
Z agx®
k=0

kuvvet serisini diisiinelim. Kabul edelim ki

f() = Eitoarx®

olsun. Bir Padé yaklagimi (Merdan, 2010; Abassy vd., 2007)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)
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[i] _ Pr(x) pLxL+...+p1x+p0
M

= 2.72
Qmu(x)  quxM+.+q1x+qo (2.72)

seklinde tanimhidir.  Padé yaklasimi, (2.71)’ e gore Maclaurin ag¢ilimindan elde
edilebilmektedir. (2.72) formiiliinde (L + 1) tane boliinen ve (M + 1) tane bdlen katsay1
vardir. (2.72) formiiliindeki polinomlar, x = 0 noktasinda f(x), [ﬁ] ve bunlarin L + M’ ye
kadar tiirevleri uygun olacak sekilde olusturulmustur. Q,(x) = 1 sartinda, yaklasim f(x)
icin tam olarak Maclaurin ag¢ilimidir. L + M’ nin sabit bir degeri i¢in, Py (x) ve @y (x) ayn1
dereceye sahip veya P;(x)’ in derecesi Qu(x)’ in derecesinden bir derece biiyiik
oldugunda hata en kiigiiktiir. @, nin sabit katsayis1 q, = 1’ dir. P;(x) ve Qp(x)’ 1 aym
sabitle boliindiigiinde, [%] degismemektedir. Boylece [%] rasyonel fonksiyonu, (L + M +

1) tane bilinmeyen katsayiya sahiptir. Bu sayi, [ﬁ] > nin

k PL(X) _ prxl+.+pix+po + O(xbtM+Y) (2.73)

[oe]
> aApX =
Zic=o Qi QM) amxM+.+qix+qo

genel kuvvet serisindeki 1,x,x?,...,x!*" basamaklar1 boyunca (2.71) kuvvet serisine
uymast gerektigini sunar. (2.73)’ lin sag tarafindaki bolen ile (2.73) {in her iki tarafim
carpar ve (2.73)’ te her iki tarafin katsayilarini karsilastirirsak,

as + XL as_iqi = ps, (s = 0,..., M) (2.74)

s+ Xf1G5-1q; = 0,(s =M +1,..,M + L) (2.75)

(2.74) ve (2.75) esitliklerini elde ederiz. (2.75) teki lineer denklemi g¢ozersek,
i=1,..,L igin q;’ leri elde ederiz. (2.74) te q;’ leri yerine yazarsak, s = 0,1, ..., M i¢in

qs’ leri elde ederiz. Boylece, x“*M basamagi boyunca,

(00}

k=0
ile uygun olan bir [i] Padé yaklasimi olustururuz. L ve M sirastyla Padé serisindeki bolen
ve boliinenin derecesi olmak tizere, M < L < M + 2 iken, adi diferansiyel denklem i¢in bir

sabit formiil Padé serisi ile elde edilmistir (Abassy vd., 2007).
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2.3.6. Homotopi Pertiirbasyon Elzaki Doniisiimii Metodu

{Du(x, t) + Ru(x,t) + Nu(x,t) = g(x,t),
u(x,0) = h(x),us(x,0) = f(x) (2.76)

baslangi¢-deger problemini goz Oniine alalim. Burada D ikinci basamaktan lineer
diferansiyel operatorii, R, D’ nin basamagindan az lineer diferansiyel operatorii, N dogrusal
olmayan diferansiyel operatorii, g(x, t) stirekli fonksiyondur (Elzaki ve Hilal, 2012).

Elzaki dontigiimii (2.76) problemindeki denkleme uygulanirsa, bu denkleme karsilik
gelen rekiirans bagintisi

E[Du(x,t)] + E[Ru(x, t)] + E[Nu(x,t)] = E[g(x, t)] (2.77)
olarak elde edilmektedir (Elzaki ve Hilal, 2012).

Elzaki dontistimiiniin diferansiyel 6zelligi ve baslangi¢ sartlar1 kullanildiginda,

Elu(x,t)] = v2E[g(x,t)] + vih(x) + v3f(x) — v2E[Ru(x,t) + Nu(x,t)] (2.78)
esitligi elde edilmektedir. Ters Elzaki doniisiimii (2.78) esitliginin her iki tarafina

uygulanirsa,

u(x, t) = G(x,t) — ETY{v2E[Ru(x, t) + Nu(x, t)]} (2.79)

olarak elde edilmektedir. Burada G(x,t), g(x,t) siirekli fonksiyonundan ve baslangi¢

sartlarindan ortaya ¢ikan fonksiyonu temsil etmektedir.

Simdi,

u(x, t) = Xymo P un (x, 1) (2.80)
homotopi pertiirbasyon metodu uygulanip, dogrusal olmayan terim

Nu(x, t) = Xyzop™ Hn (W) (2.81)

olarak par¢alanmaktadir. Burada, H, (u)

1 0

H, (ug, Uy, ..., Uy) = myiw

[NELop'w)] _yn=012,.. (2.82)
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ile verilmektedir. (2.81) - (2.82) esitlikleri (2.80) esitliginde yerine yazilirsa,

Yr=oP"un(x,t) = G(x,t) = p{ETHV2E[R Xyco P"un (1, £) + Zico P Ha (W13} (2.83)

esitligi elde edilmektedir.
(2.83) esitligi, Elzaki dontisiimii ile homotopi pertiirbasyon metodunun birlesimidir.

p’ nin ayni kuvvetlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa,

p% ug(x,t) = G(x,0),

ptiui(x, t) = —E"Hv2E[Ruy(x, t) + Hy(w)]},
p%uy(x, t) = —E"{v2E[Ru, (x, t) + H (W]},
p3us(x,t) = —E ' {v2E[Ru,(x, t) + Hy(w)]}

yaklagimlari elde edilmektedir. Boylece (2.76) baslangi¢-deger probleminin ¢oziimii,

u(x, t) =upg(x, t) +u(x, t) +uy(x, t) +us(x, t) + - (2.84)

olarak elde edilmektedir.

2.4. Rastgele Kismi Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda, kismi diferansiyel denklemlerin baslangic sartlar1 rastgele yapilan
rastgele kismi diferansiyel denklemler incelenmektedir. Diferansiyel doniisiim metodu ve
Laplace- Padé metodu ile bu denklemlerin niimerik ¢éziimleri elde edilmistir. Elde edilen
bu ¢dzlimlerin birinci ve ikinci momentleri analitik olarak veya MAPLE (v.13) yazilim
programinda yazilan uygun kodlarla elde edilmistir. Ayrica, bu yazilim programinda
beklenen deger ve varyans grafikleri ¢izdirilmistir. Bununla birlikte, ele aldigimiz difiizyon
denklemleri akigkanlar mekanigi, kimya mithendisligi gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.
Beta dagilim1 da bu bilim alanlarinda belirli bir minumum deger ile belirli bir maksimum
deger araligi i¢inde smirlanmis olaylarin ortaya c¢ikmasindaki pratik sorunlarin
modellenmesi i¢in kullanildigindan Beta dagilimlar1 kullanilmigtir. Kullanilan Laplace-

Padé metodunu, denklemlerin yaklasik analitik ¢dziimlerinin beklenen degerleri ve
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varyanslari i¢in elde edilen ¢oziimleri iyilestirmek i¢in uyguladigimizda P, (x)’ in derecesi
tic ve Qp(x)’ in derecesi bir alinmustir.
Ornek 2.4.1.

¢ > 0 olmak fizere,

x2

u(x,0) = — (2.85)

baslangi¢ sart1 ile

% () 4 L (2.86)

ot~ \ox 0x?
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemini ele aliyoruz.

(2.86) denkleminin diferansiyel doniistimiinii aldigimizda,

(h+ DUk, h+ 1)

k h
- ZZ(” Dk -1+ DU +Lh—s)U(k—7+1,5)
r=05s5=0 (2.87)

k h
+Zz(k—r+1)(k—r+2)U(T,h—S)U(k—T+2:S)

r=0s5=0

esitligini elde ederiz. (2.86) denkleminin tam ¢éziimii

x2

u(x,t) = -

(2.88)

6

oldugunu biliyoruz. Ayrica yazdigimiz MAPLE (v.13) kodlarindan (2.86) denkleminin

,, 1 6t 36t2 216t3 1296t* 7776t° 46656t°
u(x,t)zx(z+—+ + + +

5
] c? C38 c* c c® c’ (2.89)
279936t" 1679616t
+ e + - )
yaklasik ¢oziimiinii elde ediyoruz.
% = u € Beta(a = 2, = 1) olsun. O halde yaklasik ¢6ziim,
u(x, t) = x2[u + 6p2t + 36u3t? + 216u*t3 + 1296u5t* + 777685 (2.80)

+46656u7t® + 279936u8t” + 1679616u°t8]
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elde edilmektedir. Burada momentler

2 2.3 1 2 1 2 1
E(ﬂ):m:3!E(.u2)ZQZE!E(.LF):E!E(.u4)ZE!E(HS):;!E(MG):Z1
2 1 2 1
E’) =;,E(u8) =3 Eu®) = ve E(u'%) ==

olarak elde edilmektedir. (2.89) esitliginin beklenen degerini aldigimizda,

E[u(x,t)] = E(Wx? + 6E (u?)x?t + 36E (u3)x?t? + 216E (u*)x?t3 + 1296 E (u°)x?t*
+7776E(u®)x?t> + 46656 E (u”)x?t® + 279936E (u®)x?t” + 1679616E (u°)x?*t8

elde edilmektedir. Momentleri son esitlikte yerine yazdigimizda,

,[2 72t2 5 . 2592t* . . 93312t 279936t7
Elu(x,t)] = x*|=+ 3t + +72t° + + 1944t~ + +
3 5 7 9 5
33592328
T

esitligini elde ediyoruz. (2.86) denkleminin beklenen degerinin grafigi MAPLE (v.13)

yazilim programinda ¢izdirilmis olup Sekil 2.1.” de verilmektedir.

Sekil 2.1. (2.86) denkleminin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagl degisimi

(2.86) denkleminin beklenen degeri igin elde edilen Yyaklagik analitik ¢oziimii
iyilestirmek i¢in Laplace-Padé metodu ile MAPLE (v.13) yazilim programinda yazilan
kodlardan,
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- 1
6252

24(
x“e\ 17 ac

168 12tv2605
t) (—4168 cosh (— o

12¢v2605
) + 61V2605 sinh (—))

¢Ozlimii elde edilmektedir. Bu ¢6zlimiin grafigi Sekil 2.2.” de verilmektedir.

150406

Sekil 2.2. (2.86) denkleminin beklenen degerinin iyilestirilmis
diferansiyel doniisim metodu ile elde edilen
¢Oziimiiniin mekana ve zamana bagli degisimi

Simdi (2.89) esitliginin varyansini hesaplayalim. Bunun i¢in
VIuCe, ] = $iio T cov(x(D), x()) e+ (2.91)

formiiliinii kullaniyoruz. Burada, cov(x(i),x(]')) = E(x(i)x(]')) - E(x(i))E(x(j)) ‘dir.
(2.91)’ deki serinin agilimi,

Viu(x, t)] = cov(x(0),x(0)) + cov(x(1),x(0))t + cov(x(2), x(0))t?
+cov(x(3),x(0))t3 + cov(x(4), x(0))t* + cov(x(0), x(1))t + cov(x(1), x(1))t?
+cov(x(2),x(1))e3 + cov(x(3), x(1))t* + cov(x(4), x(1))t5 + cov(x(0), x(2))t?
+cov(x(1),x(2))e3 + cov(x(2), x(2))t* + cov(x(3),x(2))t° + cov(x(4), x(2))t°
+cov(x(0),x(3))t3 + cov(x(1), x(3))t* + cov(x(2),x(3))t> + cov(x(3), x(3))t®
+cov(x(4),x(3))t7 + cov(x(0), x(4))t* + cov(x(1), x(4))t® + cov(x(2), x(4))t°
+cov(x(3),x(4))t7 + cov(x(4), x(4))t®

dir. Hesaplanan kovaryans degerlerini a¢tigimiz seride yerine yazdigimizda, (2.86)’ nin

varyansini
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1 2 12 96 1620 2
[u(x, t)] T +5x +5x +7x +21x +5x + 3x
648 4320 12 648 6804 3456
3c X + X + - X + = X + 3c X + >c X X
139968 864 456 20736 1866240
x4t + —x*t3 + 108x%t* + x4t5 + x40 + — x*t7
35 63 77
1620 4320 139968 1866240 6998400
444 445 446 4,7 4,8
M A T I 77~ 49
VG o] = x| L by 308, 6768 ;337284 , 01584 . 425088
R ET - AT 25 35 35
4 3732480 o 6998400 tg]
77 49

olarak elde ederiz. (2.86) denkleminin varyansmin grafigi MAPLE (v.13) yazilim

programinda ¢izdirilmis olup Sekil 2.3.” te verilmektedir.

Sekil 2.3. (2.86) denkleminin varyansinin mekana ve zamana
baglh degisimi

Laplace-Padé metodu, (2.86) denkleminin varyansi igin elde edilen yaklasik analitik

¢ozlimil 1yilestirmek i¢in uyguladigimizda,

-1 2364t 6tv40639 6tv40639
N=—— x%119 [ — — .
3657510x e < 203195 cosh( 119 > + 542+/40639 smh—119 >

¢ozlimiinii elde ediyoruz. Bu ¢oziimiin grafigi Sekil 2.4.” te verilmektedir.
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Term /
-
)
Lol
-.n‘
e
e

-
-

witt g

Sekil 2.4. (2.86) denkleminin varyansmin iyilestirilmis
diferansiyel doniisiim metodu ile elde edilen
¢ozlimiiniin mekana ve zamana bagl degisimi

Ornek 2.4.2.
a>0 olmak tizere
u(x,0) = ae*,u(0,t) = aetu,(x,0) = ae*u,(0,t) = aet

baslangi¢-deger sartlar ile

tasinim-difiizyon denklemini ele aliyoruz.

(2.93) denkleminin diferansiyel doniisiimiinii aldigimizda,

(h+ DUGh+1) = (k+ 1)k + 22Uk + 2,h) — (k + DUk + 1, k)

k h
Uk h) + ZZ(k —r+ Dk =T+ 22U h— )UKk —7+2,5)

r=0s=0
k h
—ZZ U(r,h—s)U(k —r1,5)
r=0s5=0

esitligini elde ederiz. (2.93) denkleminin tam ¢éziimiiniin

u(x,t) = ae*tt

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

oldugunu biliyoruz. Ayrica yazdigimiz MAPLE (v.13) kodlarindan (2.93) denkleminin
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at? axt? ax? ax?t ax*t? ax®
u(x,t)=a+at+7+ax+axt+ > + > + > + 2 +

2.96
ax3t ax3t? ax* ax*t ax*t? ( )

6+2 24+24+48

yaklasik ¢oziimiinii elde ediyoruz. O halde yaklasik ¢oziim,

1 1 1 1 1
u(x,t) = (a+ ax+5ax2 +gax3 +Zax4) +t(a+ax +Eax2 +gax3 +
iowc“) Ft2CGa+2ax +-ax? + —ax® + —ax®)
24 2 2 4 12 48

XZ 3 x4 xZ 3 x4
= 1 —_ 4 — 4 — 1 _t 4 —
= u(x,t) a< tx+- +6+24>+at< tx+s +6+24)

P P A
2 T T e T

= u(x,t) = f(x) (a + at + %) (2.97)

4

2 3
olarak elde edilmektedir. Burada f(x) = (1 +x++ % + ) tiir. a € Beta(a =

x
24
2,8 = 1) olsun. Boylece momentler

E(@) =2, E@®) =
AT
olarak elde edilmektedir. (2.97) esitliginin beklenen degerini aldigimizda,

E[u(x,t)] = E[f(x)(a + at + at?)] = f(x)(E(a) + E(a)t + E(a)t?)
B 2 2t t?
—f<x>(§+?+§>

elde edilmektedir. Momentleri son esitlikte yerine yazdigimizda,

FluGe 0] = (14x+ o+ 2 2 ) (242,
wn b= T T e T22)\37T 373

esitligini elde ediyoruz. (2.93) denkleminin beklenen degerinin grafigi MAPLE (v.13)

yazilim programinda ¢izdirilmis olup Sekil 2.5.” te verilmektedir.
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Sekil 2.5. (2.93) denkleminin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagl degisimi

Laplace-Padé metodu, (2.93) denkleminin beklenen degeri igin elde edilen yaklagik

analitik ¢0ziimii iyilestirmek i¢in uyguladigimizda,

1
M= £(24 + 24x + 12x% + 4x3 + x*)et

¢Ozliimiinii elde ederiz. Bu ¢6ziimiin grafigi Sekil 2.6.” da verilmektedir.

Sekil 2.6. (2.93) denkleminin beklenen degerinin
tyilestirilmis diferansiyel doniisiim metodu ile elde
edilen ¢Oziimiinin mekana ve zamana bagh
degisimi

Simdi (2.97) esitliginin varyansini hesaplayalim. Bunun i¢in

VIuCx, )] = 3o Ximg cov(x(D), x ()t (2.98)

formiiliinii kullaniyoruz. Burada, cov(x(i),x(j)) = E(x(i)x(j)) — E(x(i))E(x(i)) ‘dir.
(2.99)’daki serinin agilimi
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VIu(x, ©)] = cov(x(0),x(0)) + cov(x(0),x(1))t + cov(x(0), x(2))¢t?
+cov(x(1),x(0))t + cov(x(1), x(1))t? + cov(x(1), x(2))t> + cov(x(2),x(0))t?
+cov(x(2), x(1))t3 + cov(x(2),x(2))t*

tir. Hesaplanan kovaryans degerlerini a¢tigimiz seride yerine yazdigimizda, (2.97)’ nin

varyansini

3 4 5 6 7 8 2 3 4
VIu(x, t)] = (1 + 2x + 2x2 +4i+2i+x—+5i+x—+x—) (t—+t—+t—) (2.99)
3 3 4 72 72 576 9 18 72

olarak buluruz. (2.93) denkleminin varyansinin grafigi MAPLE (v.13) yazilim

programinda ¢izdirilmis olup Sekil 2.7.” de verilmektedir.

|
Ty > 4

Sekil 2.7. (2.93) denkleminin varyansinin mekana ve zamana
bagl degisimi

Laplace-Padé metodu, (2.93) denkleminin varyansi igin elde edilen yaklasik analitik

¢Oziimii 1yilestirmek i¢in uyguladigimizda,
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yol6 16, 32 . 16 , 16 3, tV3 25,5 6,1
o7 % o xt Hgpx’ Hgrat —omeRacos | = 4 oma et o

+L 8+E+Ee x\/_sm<t\/_> 1664 xZ\/_sm<\/_>

1944 27 27 4 27 4
32 3 tvV3\ 16 tvV3\ 2 tV3
2ty3 2t 4 2t 55
+8le x\/_sm<4> 81e x\/_sm<4> >7 —e x\/_sm<4)
5 tV3 1 t\/3 1 3 tV/3
+243e4x6\/_sm< 2 >+24 e4x7\/—sm< >+1944e4tx8\/§sin<T>
16 3, , (tV3)\ 323 . (tV3\ 16 3 , (tV3
Smetxcos|—— | —orerxicos| —— | —oretxtcos| ——
%3 tvV3\ 2 3 s tV3 5 3, tV3
—e 3 sin e 27e x5 cos - 243e tx6 cos -
13 , (tV3 13 4 tV3) _ 8 3 tv3
723° x”cos ) " Toaact ¥ cos| | ~57e* cos(—

¢Ozliimiinii elde ediyoruz. Bu ¢oziimiin grafigi Sekil 2.8.” de verilmektedir.

.
LL }
" "n

ekil 2.8. (2.93) denkleminin varyansinin iyilestirilmis
Yy y
diferansiyel doniisim metodu ile elde edilen
¢ozlimiiniin mekana ve zamana bagli degisimi

Ornek 2.4.3.
a>0 olmak lizere
u(x,0) = ae %, u(0,t) = aetu,(x,0) = ae ™, u,(0,t) = —ae* (2.100)

baslangi¢-deger sartlar ile
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6u__ 6_u_ 2
e = U, U +u (2.101)

gaz-dinamik denklemini ele aliyoruz. (2.101) denkleminin diferansiyel doniistimiinii

aldigimizda,
)
(h+1DUk,h+1)=— (k—r+1DU@,h—s)U(k—r+1,s)
C re0s=0 (2.102)
Uk h) — Z(; Z(; U(rh—$)U(k -7, 5)
esitligini elde ederiz. (2.101) denkleminin tam ¢ozlimiiniin
u(x, t) = ae *tt (2.103)

oldugunu biliyoruz. Ayrica yazdigimiz MAPLE (v.13) kodlarindan (2.101) denkleminin

2 3 4 2 3 4
u(x,t):(a_ax+ﬂ_ﬂ+ﬂ)+t(a_ax+£_ﬂ+ﬂ)
2 6 24 2 6 24
2fa ax | ax? ax®  ax*
tt (5_7-'_ s Tz T 48) (2.104)

yaklagik ¢oziimiinii elde ediyoruz. O halde yaklasik ¢oziim,

x?  x3  x* X2 x3 x4

tz 2 3 4 1
+a7(1 —x +x7—%+’2‘—4> = u(x,t) = f(x) (a + at+5at2) (2.105)

3 4

+ 326—4)’ tir. a € Beta(a =

X

olarak elde edilmektedir. Burada f(x) = (1 —-x+ xz_z -

2,8 = 1) olsun. Boylece momentler

E(@) =2, E(@?) =
AT
olarak elde edilmektedir. (2.105) esitliginin beklenen degerini aldigimizda,

Elu(x,t)] = E[f(x)(a + at + at?)] = f(x)[E(a) + E(a)t + E(a)t?]

2 2t t?
=f<x><§+?+§>
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elde edilmektedir. Momentleri son esitlikte yerine yazdigimizda,

FluGot] = (1-x+ oS D) (24 2,0
= AT e T 24)\37 3 73

esitligini elde ediyoruz. (2.101) denkleminin beklenen degerinin grafigi MAPLE (v.13)
yazilim programinda ¢izdirilmis olup Sekil 2.9.” da verilmektedir.

Sekil 2.9. (2.101) denkleminin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagl degisimi

Laplace-Padé metodu, (2.101) denkleminin beklenen degeri icin elde edilen yaklasik

analitik ¢6ziimii iyilestirmek i¢in uyguladigimizda,

1
M = £(24 — 24x + 12x% — 4x3 + x*)et

¢ozlimiinii elde ediyoruz. Bu ¢dziimiin grafigi Sekil 2.10.” da verilmektedir.

Sekil 2.10. (2.101) denkleminin beklenen degerinin
tyilestirilmis diferansiyel donilisiim metodu
ile elde edilen ¢O6ziimiiniin mekana ve
zamana bagli degisimi
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Simdi (2.105) esitliginin varyansini hesaplayalim. Bunun i¢in
ViuCx, )] = Xi_o Xizo cov(x(®), x(N)t' (2.106)

formiiliinii kullaniyoruz. Burada, cov(x(i),x(j)) = E(x(D)x())) — E(x(@))E(x())) “dir.
(2.106)’ daki serinin agilimi,

Viu(x, t)] = cov(x(O),x(O)) + cov(x(O),x(l))t + cov(x(O),x(Z))t2
+cov(x(1),x(0))t + cov(x(1),x(1))t? + cov(x(1),x(2))t> + cov(x(2), x(0))t?
+cov(x(2),x(1))e® + cov(x(2), x(2))t*

‘tlir. Hesaplanan kovaryans degerlerini agtigimiz seride yerine yazdigimizda, (2.105)’ in

Varyansml
Viu(x,t)] =1 — 2x + 2x? 4-x3+2x4 xs+5x6 x7+x8
WLt = X T T T T T T 72 T 72 T 576
t? N t N t (2.107)
9 18 72

olarak elde ederiz. (2.101) denkleminin varyansinin grafigi MAPLE (v.13) yazilim

programinda ¢izdirilmis olup Sekil 2.11.” de verilmektedir.

L1

Sekil 2.11. (2.101) denkleminin varyansinin mekana ve
zamana bagl degisimi

Laplace-Padé metodu, (2.101) denkleminin varyansi i¢in elde edilen yaklasik analitik

¢Oziimii 1yilestirmek icin uyguladigimizda,
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N=—— J— - + — _4_ __5 - 6 _ = 7
oy Xt Xt m gy Hgpxt Hoetacos| | — oo+ oax — e

oL 6,8 16%t3,t\/§+163 2 tv3
Toaa* ‘g7 gzetVIsin{ = |+ omet xS sin| =

32 3, tV3\ 16 tV3\ 2 tV3
2% 3343 cin [ 2 4 4.3 _~ 4 53
816 X 35m<4> 816 X sm(4) 278 X sm<4

5 tV3 1 3 tV3 1 3 tV3
3ty 6 — et x7\Bsin| — 3ty 8 in | —
+——e x\/_sm(4> e x\/—sm<4>+1944e x\/§sm<4>

16 3, , tV3 132 % 4 tV3) 16 3, , tV3
276 X~ coS 4 816 X~ CcoS 4 ae X" coSs 4

tv 2 3, tv 5 3 tv3
— 4t\/ 5 ——_palyt —
e Sln<4>+27e x cos<4> 2436 x cos<4>

+1i 3\ 1 3 tV3) 8 3 tv3
2436 X cos 4 e+ X~ CcoS 4 e+ Ccos 7

16,16 , 32 , 16 , 16 3 <t\/_> 2 5 1

¢Ozliimiinii elde ederiz. Bu ¢6ziimiin grafigi Sekil 2.12.” de verilmektedir.

L2 . o M
LLI"F)

Sekil 2.12. (2.101) denkleminin varyansinin iyilestirilmis
diferansiyel doniisim metodu ile elde edilen
¢Oziimiiniin mekana ve zamana bagli degigimi

Ornek 2.4.4.

{ut(x, t) + ulx, t)u,(x,t) = —Bx + 2A%x3 — 3ABx? + B?xt?,

2.1
u(x, 0) = Ax?, (2.108)
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rastgele kismi diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada A, a« = 3 ve f = 2 olan
normal dagilimli ve B, a = 2 ve f = 1 olan diizgiin dagilimli rastgele degiskenlerdir, yani
A~N(a=3,=2)ve B~U(a =2, =1) ’dir.

(2.108) denklemine Elzaki doniisiimii uygulandiginda ve Elzaki doniisiimiiniin

diferansiyel 6zelligi kullanildiginda,

E[u(x,t)] = Ax?v? — Bxv3 + 24%x3v3 — 34ABx?v* + 2B?xv°
—vE[u(x, t)u,(x,t)] (2.109)

esitligi elde edilmektedir. (2.109) esitligine ters Elzaki doniisiimii uygulandiginda,

3ABx?*t?> B?%*xt3

u(x,t) = Ax? — Bxt + 2A4%x3t — +
(xt) 2 3 (2.110)

—E"YWE[u(x, u,(x, )]}

Simdi, homotopi pertiirbasyon metodu uygalanirsa,

0

z p™u, (x,t) = Ax? — Bxt + 2A%x3t —

n=0
PNAD
n=0

3ABx?t? N B?xt3
2 3

_p (2.111)

E-1 {UE

esitligi elde edilmektedir. Burada, H,(u) dogrusal olmayan terimleri ifade eden He
polinomlaridir.

He polinomlarinin birkag terimi,

Ho(u) = ugugy,
Hy (u) = UpUqx T UgUgy,

Hy(u) = Uglpy + Ugllyy + Unlpy

p’ nin ayni kuvvetlerinin katsayilar karsilagtirilirsa,
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34Bx?*t*? B%xt3

p%:uy(x, t) = Ax? — Bxt + 24%x3t — st
5 , 5. 3ABx*t* B?xt?
Hy(u) = | Ax* — Bxt + 2A°x°t — > + 3

B?t3
<2Ax — Bt + 6A%x%t — 3ABxt? + 3 >,

Bx?t? 10AB?x2t*
— 3A43xt? + 34%Bx3t3 — —

Bzgt3 + 13319;& — 24%x*t? + A?Bx3t® — 445t + —13A3§x4t4
242B%x3t5  AB%x%t* 3A3Bx*t* 4A4%B%x3t5 AB3x%t® 24%Bx3t3
T 15 T8 ‘T a1~ 5 Tt T3
5AB%x%t* 3A%Bx*t* A?B?x?t> B3xt® 24%B?x%t> AB3x%t®
TT12 T2 T 5 tzo 5 BT
+80AB3x?t® — 80B*xt”

priug(x,t) = —24%x3t +

+ABx?t? —

elde edilmektedir.

Boylece (2.108) baslangig-deger probleminin ¢oziimii,

34Bx%t* B%xt3

u(x, t) = ug(x, t) + uy(x, t) = Ax? — Bxt + 24%x3t —

3
Bx2t? 10AB?%x2t*
—2A4%x3t + — 3A3xt% 4+ 34%Bx3t3 — —s + ABx?t?
B2%xt3® B3xt® 13A43Bx*t* 2A2%B2x3t>
— — 243x%t% + A2Bx3t3 — 4A4%x5t3 + —
3 T 15 XLt 4 ATBx X 2 15
AB?%x2t* N 3A3Bx*t*  4A42B2x3t5 N AB3x2t6 N 242Bx3t3 5AB%x2t*
8 4 5 12 3 12
3A43Bx*t*  A2B2x2tS s B3xt® 2A42B2x3t5 s AB3x2t6 + 80AB 26
2 5 3 5 18 x
—80B*xt” (2.112)

olarak elde edilmektedir.

Simdi yaklasik ¢dziimiin beklenen degerini ve varyansini hesapliyoruz. Oncelikle

A~N(a =3, =2)ve B~U(a = 2, = 1) oldugundan momentleri,
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E(A) = 3,E(4%) = 13,E(A43) = 63,E(A*) = 345,E(A°) = 1323,E(4°)

3 7
= 13029, E(A7) = 88119, E(4°) = 622608,E(B) =3, E(B*) = 5, E(B*)

15 31
=—,E(B*) = —
4) ( ) 5

olarak elde edilmektedir. (2.112) ¢oziimiiniin beklenen degeri,

2 3xt 3 9X2t2 5 39x3t3 1473621:4 xts
Elu(x,t)] = 3x —T+26X t— 4 —189xt* — > — c -|-T

65 189x*t* 728x3t>  7x2t*
—126x*t% + 7x3t3 — 1380x°t3 + —t 567x*t* — T

1701x*t* N 5x2t®  7x%t* 91x%t>  182x3t° p 5x2t® - 900x2¢6
8 16 4 15 15 4 x

—496xt’

olarak elde edilmektedir. (2.112) yaklasik ¢6ziimiiniin beklenen degerinin grafigi MAPLE

(v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

r¥ 23 ¥8

Sekil 2.13. (2.112) yaklasik ¢6ziimiiniin beklenen degerinin
mekana ve zamana bagli degisimi

A~N(a=3,=2) ve B~U(a=2,=1) oldugundan, (2.112) ¢o6ziimiiniin

varyansi,

Vlu(x, )] = E[u®(x, )] = (E[ulx,)])?
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formiiliinden MAPLE (v.13) yazilim porgrami ile elde edilmistir. (2.112) yaklasik

¢Oziimiiniin varyansinin grafigi MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

Sekil 2.14. (2.112) yaklasik ¢oziimiiniin varyansinin
mekana ve zamana bagli degisimi

Ornek 2.4.5.

{ut(x, t) + u(x, )u,(x,t) = ABt3 + B2xt? + 2At + Bx,

u(x,0) = —Bx, (2.114)

rastgele kismi diferansiyel denklemini goz oniine alalim. Burada A, a = 2 ve § = 1 olan
normal dagilimli ve B, a = 2 ve f = 3 olan diizgiin dagiliml rastgele degiskenlerdir, yani
A~N(a=2,=1)veB~U(a=2,8 = 3)dir.

(2.114) denklemine Elzaki doniisimii uygulandiginda ve Elzaki doniigtimiiniin

diferansiyel 6zelligi kullanildiginda,

E[u(x,t)] = 6ABv® + 2B%xv° + 2Av* + Bxv3 — Bxv?
—vE[u(x, )u,(x,t)] (2.115)

esitligi elde edilmektedir. (2.115) esitligine ters Elzaki doniistimii uygulandiginda,

(x,t) ABt? + Boxt? + At%? + Bxt — B
u(x, t) = xt — Bx
4 3 (2.116)

—E"YwE[u(x, Hu,(x, )]}

Simdi, homotopi pertiirbasyon metodu uygalanirsa,
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4 3
PNEAD
n=0

esitligi elde edilmektedir. Burada, H,(u) dogrusal olmayan terimleri ifade eden He

N ABt* Bxt3
Zp"un(x, t) = + + At“ + Bxt — Bx

n=0

-p

] (2.117)

E-1 {vE

polinomlaridir.

He polinomlarinin birkag terimi,

Ho(u) = ugugy,
Hi(u) = upuqy + UgUgy,

Hy (W) = ugUay + ugUyy + UplUoy
p’ nin ayn1 kuvvetlerinin katsayilar1 karsilastirilirsa,

ABt* B?xt3 "
pug(x, t) = 4 2 + At? + Bxt — Bx,

ABt* B?xt3 2¢3

Ho(u)=< 2 + 3 +At2+th—Bx><

+5i- B)

AB3t® 7AB%t® AB?*t° N Bxt” N 2B3xt> B3xt*

1, ,t) = +
P t) =—5¢ 72 20 63 15 6
ABt* ABt3 +B2xt3 B2xt? + B2xt
4 3 3 x x

elde edilmektedir.

Boylece (2.114) baslangi¢g-deger probleminin ¢oziimii,

u(x, t) = up(x, t) + u (x, t) = Ait4 + BZ;ct3 + At? + Bxt — Bx + A(B;ZtS
7AB?t® B AB?t5 N B*xt’ N 2B3xt5 B B3xt* N ABt* B ABt3 N B%xt3
72 20 63 15 6 4 3 3
—B%xt? + B%xt (2.118)

olarak elde edilmektedir.
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Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A~N(a =2, =1)ve B~U(a = 2, = 3) oldugundan momentleri,

5 19 65 211
E(4) =2,E(4%) = 5,E(B) = 3, E(BY) = — E(B®) =, E(BY) = ——,E(B%)
665 2059 6305 19171
= 22 E(BS) = == B(B7) = == B(B®) = —5—

olarak elde edilmektedir. (2.118) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,

Eu(x, )] = o7 + 36t gz g 2 0% 650 + 13367 _ 1967 + 211xt?
BRI 6 2 192 ' 108 30 ' 315
13xt> 65xt* 5t3  19xt?
6 24 3 3

olarak elde edilmektedir. (2.118) yaklasik ¢6ziimiiniin beklenen degerinin grafigi MAPLE

(v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

Sekil 2.15. (2.118) yaklasik ¢oziimiiniin beklenen degerinin
mekana ve zamana bagl degisimi

A~N(a=2,=1) ve B~U(a=2,=3) oldugundan, (2.118) ¢Oziimiiniin

varyansi,

Vlu(x, )] = E[u®(x, )] = (E[ulx,)])?

formiiliinden MAPLE (v.13) yazilim porgrami ile elde edilmistir. (2.118) yaklasik

¢Ozlimiiniin varyansinin grafigi MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.
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Sekil 2.16. (2.118) yaklasik ¢oziimiiniin varyansinin
mekana ve zamana bagli degisimi

2.5. Rastgele Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda, rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler
incelenmektedir. Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler rastgele hale
getirilmistir. Yeni yinelemeli Sumudu doniisimii metodu, kesirli mertebeden Laplace
varyasyonel metodu ve Crank-Nicolson metodu ile bu denklemlerin niimerik veya yari
analitik ¢oztimleri elde edilmistir. Mutlak hata analizi yapilmis ve hatalarin ihmal
edilebilecek kadar kiiciik oldugu gozlemlenmistir. Ayrica, elde edilen bu ¢odziimlerin
birinci ve ikinci momentleri analitik olarak, MAPLE (v.13) veya MATLAB (v.16b)
yazilim programinda yazilan uygun kodlarla elde edilmistir. MAPLE (v.13) veya
MATLAB (v.16b) yazilim programlarinda beklenen deger ve varyans grafikleri
cizdirilmistir. Bununla birlikte, uygulamalarimizda o = 1 civarinda tam ¢6ziimden ne
kadar uzaklasildigim1 gostermek icin buna uygun a degerleri se¢ilmistir. Ayrica, ele
aldigimiz kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler akiskanlar mekanigi, finans
matematigi, elektrostatik gibi bilimin bir¢ok alaninda kullanilmaktadir. Gamma
dagiliminin 6nemi de dncelikle hem yasayan organizmalar hem de onlarin materyalleri i¢in
yasam dagilimi olarak sik sik kullanilmasindan gelmektedir. Ayni zamanda sigorta
sirketlerinde talep sahipleri tarafindan kaydedilen taleplerin dagilimini karakterize etmekte
kullanilmaktadir. Bunun i¢in uygulamalarimizda Gamma dagilimi kullanilmistir.

Ornek 2.5.1.

uf(x,t) = Uy (x,t) + ulx, t),
O<a<l, (2.119)
u(x,0) = Asinx + B,
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rastgele kesirli mertebeden Klein-Gordon denklemini g6z oniine alalim. Burada A, B o = 4
ve B = 5 olan Gamma dagilimli rastgele degiskenlerdir, yani A, B~G(a = 4, = 5)’ tir.
(2.119) denklemine Sumudu doéniisiimii uygulandiginda ve Sumudu doniisiimiiniin

diferansiyel 6zelligi kullanildiginda,

S[u] = ulx,0) + vES[uy, — u]j (2.120)
esitligi elde edilmektedir. (2.120) esitligine ters Sumudu doniisiimii uygulandiginda,

u(x, t) = S™ Asinx + B] + S7[v¥S [y, — ul] (2.121)
esitligi elde edilmektedir. Son esitlik diizenlendiginde,

u(x, t) = Asinx + B + ST [v¥S[uy, — ul] (2.122)

elde edilmektedir.
Yeni yinelemeli Sumudu doniisiimii metoduna (YYSDM) gore asagidaki esitlikler

saglanmaktadir.

uy = Asinx + B, 2123
Klux, 0] = §[vS T, — u]] (2129)
iterasyon ile, sirasiyla
Bt“ Bt2® Bt3“ Bt"*

= Asinx + B Uy = =, Uy = mo—— Uy =, Uy =
uy = Asinx + B, u, T+ U, T+ 2a) Uz I'(1+ 3a) Un Il +na)

sonugclari elde edilmektedir. Boylece, (2.119) denkleminin yaklasik ¢oziimii

(0,6) = Asinx + B + — 4 LA L i
wt) = Asmx rl+a) T(1+2a) T+ 3a) I(1+na)
ta t2a t3a tna
= Asinx + B 1 L
sinx + < T+ ' Ta+zo) 'Ta+30 T " Ta7 na)>

= u(x,t) = Asinx+BE,[t%] (2.124)
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olarak elde edilmektedir. u(x, t) = Asinx + Be® formu, a = 1 i¢in (2.119)’ un yaklasik

¢oziimidir. Ayrica bu form, o = 1 i¢in (2.119)’ un tam ¢6ztiimudiir.

Tablo 2.2. « =1,A=2,B =3 icin VIM’ den elde edilen ¢dziim, altinc1 basamaktan
YYSDM yaklasik ¢6ziimii ve tam ¢oziimiin karsilagtirilmasi

X t Tam Céziim YYSDM ViM

0.5 0.2 4.623059351 4.623059345 4.623059077
0.5 0.4 5.434325171 5.434325171 5.434307078
0.5 0.6 6.425207477 6.425189477 6.424995080
0.5 0.8 7.635473861 7.635335345 7.634243080
0.5 1.0 9.113696561 9.113017745 9.108851080
1.0 0.2 5.347150244 5.347150238 5.347149970
1.0 0.4 6.158416064 6.158415038 6.158397970
1.0 0.6 7.149298370 7.149280370 7.149085970
1.0 0.8 8.359564754 8.359426238 8.358333970
1.0 1.0 9.837787454 9.837108638 9.832941970
15 0.2 5.659198247 5.659198247 5.659198241
15 0.4 6.470464067 6.470463041 6.470445970
15 0.6 7.461346373 7.461328373 7.461133970
15 0.8 8.671612757 8.671474241 8.670381970
15 1.0 10.149835460 10.149156640 10.144989970

Tablo 2.3. a = 0.9,4 = 2,B = 3 i¢in VIM’ den elde edilen ¢oziim, altinc1 basamaktan

YYSDM yaklasik ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

x t YYSDM ViM
0.5 0.2 4.800450449 4.798719554
0.5 0.4 5.740077833 5.734086881
0.5 0.6 6.865282529 6.849157273
0.5 0.8 8.227008434 8.189855214
0.5 1.0 9.880842554 9.804132230
1.0 0.2 5.524541342 5.522810447
1.0 0.4 6.464168726 6.458177768
1.0 0.6 7.589373422 7.573248163
1.0 0.8 8.951099327 8.913946104
1.0 1.0 10.604933450 10.528223110
15 0.2 5.836589345 5.834858450
15 0.4 6.770216729 6.770225768
15 0.6 7.901421425 7.885296163
15 0.8 9.263147330 9.225994106
15 1.0 10.916981450 10.840271110




Tablo 2.4. ¢ = 1,A = 2, B = 3i¢in mutlak hata karsilastiriimasi
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t
x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
YSDYM 0.0 0.0 0.0 6 x107° 1x1077 1x107° 4x10°°
ViM 0.0 4 x107° 2x1077 3 x10°° 1x1075 7x10°°
YSDYM 0.1 0.0 0.0 6 x107° 1 x1077 1x1076 4x107°
ViM 0.0 4x107° 2x1077 3x10°° 1x1075 7x1075
YSDYM 0.2 0.0 0.0 6 x107° 1x1077 1x107° 4x107°
Vim 0.0 4x107° 2x1077 3x10°° 1x1075 7x1075
YSDYM 0.3 0.0 0.0 6 x107° 1x1077 1x107° 4x10°°
ViM 0.0 4 x107° 2x1077 3x10°° 1x1075 7x10°°
YSDYM 0.4 0.0 0.0 6 x10~° 1 x1077 1x1076 4x107°
ViM 0.0 4 x107° 2x1077 3x10°° 1x1075 7x1075
YSDYM 0.5 0.0 0.0 6 x107° 1x1077 1x107® 4x107°
viM 0.0 4 x107° 2x1077 3x10°° 1x107° 7x1075

Tablo 2.2.°den YYSDM ile elde edilen sayisal ¢éziimiin tam ¢6ziime ¢ok yakin
oldugu gozlenmektedir. Mutlak hatanin farkli yontemlerden elde edilen yaklasik ¢oziimler
ile tam c¢oziimin farkli x ve t degerleri arasindaki karsilagtirmasi Tablo 2.4.°te

gosterilmektedir. Tablo 2.4’ten mutlak hatanin ihmal edilebilecegi goriilmektedir. Tablo

2.2, Tablo 2.3 ve Tablo 2.4 YYSDM’nin VIM’den daha etkili bir yontem oldugunu

gostermektedir.

Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A,B~G(a = 4, = 5) oldugundan momentleri,

E(A) = 4.5 = 20, E(A%) = 4.25(1 + 4) = 500, E(B) = 4.5 = 20, E(B?) =

4.25(1 + 4) = 500

olarak buluyoruz. (2.124) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,

Eu(x,t)] = E[Alsinx + E[B]E,(t%) = 20(sinx + E,(t*))

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri i¢in (2.124) ¢oziimiiniin beklenen degerlerinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.
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Sekil 2.17. a=0.9 degeri icin (2.124) c¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagli

degisimi
Equ)
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Sekil 2.18. a =0.8 degeri i¢in (2.124) ¢ozliimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagli
degisimi

Eu)

Sekil 2.19. a =0.7 degeri i¢in (2.124) ¢oéziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagli
degisimi
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Sekil 2.20. a =0.6 degeri icin (2.124) ¢oziiminiin
beklenen degerinin mekana ve zamana baglh
degisimi

A,B~G(a = 4, = 5) oldugundan, (2.124) ¢6ziimiiniin varyansi,

V[u(x, t)] = E[u*(x,t)] — (E[u(x, )])*
= E[(Asinx+BE,[t*])?] — (20(sinx + E,[t*]))?
= 100(sin%x + (E,[t*])?)

olarak elde edilmektedir. Farkli a degerleri icin (2.124) ¢oziimiiniin varyanslarinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

V(u)

ol
AW 1

-5

Sekil 2.21. a =09 degeri i¢in (2.124) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi
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Sekil 2.22. a =0.8 degeri i¢in (2.124) ¢Oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi

V(u)

Sekil 2.23. a =0.7 degeri icin (2.124) c¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi

Viu)

X

Sekil 2.24. a =0.6 degeri i¢in (2.124) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi
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Ornek 2.5.2.

uf(x, ) + ulx, Ouye(x, t) + ulx, t)(1 +ulx,t)) =0,
0<a<=<l,
u(x,0) = Ade™

(2.125)

rastgele kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini géz dniine alalim.

Burada A, a« = 3 ve f = 2 olan Gamma dagilimli rastgele degiskendir, yani A~G (o =

3,8 = 2)’ tir.

(2.125) denklemine Sumudu doéniisiimii uygulandiginda ve Sumudu doniisiimiiniin

diferansiyel 6zelligi kullanildiginda,

S[u] = u(x, 0) + v&S[—uu, —u — u?]

(2.126)

esitligi elde edilmektedir. (2.126) esitligine ters Sumudu doniisiimii uygulandiginda,

u(x, t) = ST Ae™*] + ST vS[—uu, — u — u?]]
esitligi elde edilmektedir. Son esitlik diizenlendiginde,
u(x, t) = Ae ™ + S~ veS[—uu, — u — u?|

elde edilmektedir.

YYSDM’ ye gore asagidaki esitlikler saglanmaktadir.

Uy = Ae_x,

{K[u(x, )] = ST veS[—uu, —u — u?]|
iterasyon ile, sirastyla

. —Ae*t% Ae~*t2¢ —Ae*t3¢

Uy = Ae ™, uy

(2.127)

(2.128)

(2.129)

B B B _Ae—x(_t)na
T+ T T+ 2a) T T+ 3a) T

I'1l+na)

sonuclar1 elde edilmektedir. Boylece, (2.125) denkleminin yaklasik ¢oziimii
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(o) = Ae~* Ae *t® N Ae *t?®  Ae *t3@ - Ae *(—t)"
WO =8¢ T A v a) T+ 2a)  T(1+3a) I(1+ na)
ta tZa t3a (_t)na
= A —-X 1 —_ —_ -
¢ < 1+ a) + F'1+2a) T+ 3a) o ra+ na)>
= u(x,t) = Ae *E, [(—t)¥] (2.130)

olarak elde edilmektedir. u(x,t) = Ae "t formu, a =1 i¢in (2.125)’ in yaklasik
¢oziimiidiir. Ayrica bu form, a = 1 i¢in (2.125)’ in tam ¢oziimiidiir.
Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A~G(a = 3,8 = 2) oldugundan momentleri,
E(A) =3.2=6,E(4%) =3.4(1+3) =48

olarak buluyoruz. (2.130) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,
Efu(x,t)] = E[Ale™ Eq[(=t)"] = 6™ E,[(=t)"]

olarak elde edilmektedir. Farkli a degerleri i¢in (2.130) ¢oziimiiniin beklenen degerlerinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

]

Sekil 2.25. a =0.9 degeri icin (2.130) c¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagli
degisimi
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Sekil 2.26. ¢ = 0.8 degeri i¢in (2.130) ¢Oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagl
degisimi

fc}
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Sekil 2.27. « = 0.7 degeri i¢cin (2.130) ¢Ozliimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagh
degisimi

L

Sekil 2.28. ¢ = 0.6 degeri icin (2.130) ¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagh
degisimi

A~G(a = 3, = 2) oldugundan, (2.130) ¢dziimiiniin varyansi,



61

VIu(x, )] = E[u®(x, t)] = (E[u(x, t)])?

= E[A%]e ™ (E,[(=t)*])? — (E[A])?e** (E4[(=1)*])?
= 48”2 (E[(=t)])? — 36e™2*(E,[(—)*])?

= 122 (E,[(—t)*])?

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri i¢in (2.130) ¢oziimiinlin varyanslarinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

-‘Egg
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Sekil 2.29. a=0.9 degeri icin (2.130) c¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi

Sekil 2.30. a =0.8 degeri i¢in (2.130) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi
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Sekil 2.31. a =0.7 degeri i¢in (2.130) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi
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Sekil 2.32. ¢ = 0.6 degeri icin (2.130) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi

Ornek 2.5.3.

uf(x, t) + ulx, u,(x, t) + ulx, t)(l + u(x, t))lna =0,
0<ac<l, (2.131)
u(x,0) = Aa™

rastgele kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemini géz 6niine alalim.
Burada A, a« = 3 ve B = 2 olan Gamma dagiliml rastgele degiskenlerdir, yani A~G (o =
3,0 = 2) tir.

(2.131) denklemine Sumudu doéniisiimii uygulandiginda ve Sumudu doniigiimiiniin

diferansiyel 6zelligi kullanildiginda,

S[u] = u(x, 0) + v¥¢S[—uu, — ulna — u?ina] (2.132)
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esitligi elde edilmektedir. (2.132) esitligine ters Sumudu doniisiimii uygulandiginda,

u(x, t) = S™HAa™*] + S~v*S[—uu, — ulna — u?lna]| (2.133)
esitligi elde edilmektedir. Son esitlik diizenlendiginde,

u(x,t) = Aa™ + S~ Hv*S[—uu, — ulna — u?lnal] (2.134)

elde edilmektedir.

YYSDM’ ye gore asagidaki esitlikler saglanmaktadir.

o = Aa”, 2135
Klu(x, )] = S~ [v¥S[—uu, — ulna — u?ina]] (2.135)
iterasyon ile, sirastyla
- —Aa*t%na  Aa*t**In*a  —Aa"*t**In’a
t =44 5t = rl1+a) U2 = r'(1+2a) dchn r1+3a) '
_ Aa™*(—lnat™)"
Un = I'(1+na)
sonuclar1 elde edilmektedir. Boylece, (2.131) denkleminin yaklasik ¢éziimii,
(60 = Aa— Aa*t%na +Aa"‘t2“ln2a Aa*t3%In3a N +Aa‘x(—lnat“)”
W= T T 0 v a) T T +2a)  T(+3a) I +na)
~ t%Ina t?*In’a t3%¢In3a (=Inat®)"
=Aa*(1 - + — e~ 7
M+a) TA+2a) TA+3a) r'(1+ na)
= u(x,t) = Aa " E,[—Inat*] (2.136)

olarak elde edilmektedir. u(x,t) = Aa=*t formu, a =1 i¢in (2.131)’ in yaklasik
¢oziimidiir. Ayrica bu form, a = 1 i¢in (2.131)’ in tam ¢oziimiidiir.
Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A~G(a = 3,8 = 2) oldugundan momentleri,
E(A) = 3.2 =6,E(A%) = 3.4(1 + 3) = 48

olarak buluyoruz. Boylece (2.136) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,
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E[u(x,t)] = E[A]la™*Ey[—Inat®] = 6a™*E,[—Inat?]

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri ve a =5 igin (2.136) ¢6ziimiiniin beklenen

degerlerinin grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

= 8588

9;

Sekil 2.33. a=09 ve a=05 degeri igin (2.136)
¢Ozlimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

®)

b SHERE

Sekil 2.34. a=0.8 ve a=05 degeri igin (2.136)
¢Oziimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi
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wEPREEE

Sekil 2.35. a=0.7 ve a=05 degeri igin (2.136)
¢oziiminiin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagl degisimi

wERENEY

Sekil 2.36. a=0.6 ve a=5 degeri igin (2.136)
¢Oziimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

A~G(a = 3,8 = 2) oldugundan, (2.136) ¢dziimiiniin varyansi,

VIu(x, )] = E[u®(x, )] — (E[u(x, t)])* = E[A*]a™**(Eq[—Inat®])?
—(E[A]D)?a™* (Eo[~Inat®])?

= 48a~**(E,[—Inat®*])? — 36a*(E,[—Inat*])?

= 12a"%(E,[—Inat%])?

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri ve a =5 igin (2.136) ¢Oziimiiniin

varyanslarinin grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.
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Sekil 2.37. a=0.9 degeri i¢cin (2.136) ¢Oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi
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Sekil 2.38. a =0.8 degeri i¢in (2.136) ¢Ozlimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi

C]

Sekil 2.39. a =0.7 degeri i¢in (2.136) ¢Ozliimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi
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Sekil 2.40. a =0.6 degeri i¢in (2.136) ¢Oziiminiin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi

Ornek 2.5.4.

0%u(x,t) 1 ,0%u(xt)
Tl A
oat« 2 ox2 '
0<x<10<a<10<t<l, (2.137)
u(x,0) = Ax%,u(0,t) = 0,u(1,t) = Aet

Baslangi¢-sinir  sartlar1 ile rastgele Kkesirli mertebeden lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemini goz Oniine alalim. Burada A, a =2 ve f =3 olan Gamma
dagilimli rastgele degiskendir, yani A~G(a = 2,8 = 3)’ tiir.

Laplace dontisimii (2.137) problemindeki denkleme uygulanirsa, bu denkleme

karsilik gelen rekiirans bagintisi

Unp1 (%, 8) = up(x, 8) + A[s%u, (x,s) — s Tuy(x, 0)]

1, (2.138)
+AL |- Ex U (X, t)]
olarak elde edilmektedir.
Varyasyon (2.138) esitliginin her iki tarafina uygulanirsa,
Sup1(x, t) Su,(x,t) + A8[s%u, (x,s) — s* tug(x, 0)] +
1 5.
SAL [ 3 Xl (1, ) | (2.139)

esitligi elde edilmektedir.
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En iyilik sartlar1 kullanilarak,

6un+1 -0

ou,

olarak alinabilir. 7i,, sinirl1 bir varyasyondur yani 6, = 0’ dir. Boylece A4, Lagrange carpani

1
0=6un+s“/16un=>6un(1+s“/1)=0:>1+s“/1=0=>,1=_s_a

seklinde elde edilmektedir.
A degeri (2.138) esitliginde yerine yazilirsa,
1 1
U1 (4,5) = n (%, 8) = 2 £ [ (6, 8) = 22210 (3,0 (2.140)
esitligi elde edilmektedir.
(2.140) esitliginin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
-11 a 1.2
U1 (6,8) = un (0,6) = L7HZ L [u (3, 6) = 3 6P (1, 0) | (2.141)

iterasyon formiilii elde edilmektedir.

Boylece, iterasyon ile elde edilen yaklagimlar,

(e 0) = Ax? + Ax*t® (e ) = Ax? + Ax*t® N Ax?t*
B = A Tt ) Y T T e 1) T T2a + 1)
Ax?t? Ax?t2® Ax?t3¢® S Ax?tke

— 2 = _—

wt D) = A e T T e+ D) T@a sy ) L T(1 + ka)
olarak hesaplanmaktadir.
(2.137) denkleminin yaklasik ¢oziimii
. . Ax?tka

u(x, t) = limy_e U, (x, t) = lim,_ e Yop = Ax?E,(t%) (2.142)

k=0r(1+ka)

“dir. u(x, t) = Ax?et formu, a = 1 i¢in (2.137)’ nin yaklasik ¢6ziimiidiir. Ayrica bu form,

a = 1 ig¢in (2.137)’ nin tam ¢ozimiidiir.
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Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A~G(a = 2, = 3) oldugundan momentleri,
E(A) =23 =6,E(4%) =2.9(1+2) = 54

olarak buluyoruz. Boylece (2.142) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,
E[u(x,t)] = E[A]x%E,(t%) = 6x%E,(t%)

olarak elde edilmektedir. Farkli a degerleri i¢in (2.142) ¢6ziimiiniin beklenen degerinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

Sekil2.41. a =09 ve a=5 degeri i¢in (2.142)
¢Oziimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

Sekil 2.42. a=0.8 ve a=5 degeri i¢in (2.142)
¢ozlimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagl degisimi
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Sekil 2.43. a=0.7 ve a=5 degeri igin (2.142)
¢ozlimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

= vans3R2

[ e

=
L) ,'/

Sekil 244, a=0.6 ve a=05 degeri i¢in (2.142)

¢Oziimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

A~G(a = 2, = 3) oldugundan, (2.142) ¢dziimiiniin varyansi,

VIu(x, O] = E[u2(x, )] — (E[ulx, O)? = E[A2]x* (E[t*D? — (E[A])2x* (B4 [t%])?
= 54x*(Eg[t%])? — 36x*(E,[t7])? = 18x*(E,[t*])?

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri i¢in (2.142) c¢oziimiinlin varyanslariin

grafiklert MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.
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Sekil 2.45. a =0.9 degeri i¢in (2.142) c¢oziimiiniin
varyansinin ~ mekana  ve

zamana bagh
degisimi
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Sekil 2.46. a = 0.8 degeri i¢in (2.142) ¢ozliimiiniin
varyansinin ~ mekana  ve
degisimi

zamana bagl

7 23

O e 016

8 e 1T
ﬂm\‘«;"“.‘;. 0 1

Sekil 2.47. a =0.7 degeri i¢in (2.142) ¢ozliimiiniin
varyansinin mekana ve

zamana baglh
degisimi
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Vi)

Sekil 2.48. a = 0.6 degeri i¢in (2.142) c¢oziimiiniin
varyansinin  mekana ve zamana bagh

degisimi
Ornek 2.5.5.
( 0%u(x,t)  , 0%u(xt) ou(x,t)
3ea e 92 (x+1) Fu Atx + At — Bt,
0<x<10<a<1l,0<t<l, (2.143)
Bt? bt?

\u(x,0) = A(x + 1),u(0,¢) = AQRet —t—1)— T,u(l, t) =24(2et —t—1)— -

Baslangi¢-sinir sartlart ile rastgele kesirli mertebeden homojen olmayan geriye

dogru Kolmogorov denklemini géz Oniine alalim. Burada A,B a =2 ve B =3 olan

Gamma dagilimli rastgele degiskenlerdir, yani 4, B~G(a = 2, = 3)’ tiir.

Laplace doniistimii (2.143) problemindeki denkleme uygulanirsa, bu denkleme karsilik

gelen rekiirans bagintisi

Unt1 (%, 8) = up(x,8) + A[s%U, (%, ) — s¥ Tug(x, 0)] + AL[x%e Ty (x, 1) —

(x + Dy, (x, t) — Atx — At + Bt] (2.144)

olarak elde edilmektedir.

Varyasyon (2.144) esitliginin her iki tarafina uygulanirsa,

Suppq (X, £)0U, (x, 1) + A8[s%Up (x, 5) — s* ugy(x, 0)] + SAL[x%e Uy (x, 1) —
(x + Dy, (x, t) — Atx — At + Bt] (2.145)

esitligi elde edilmektedir.

En iyilik sartlar1 kullanilarak,
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SuUpiq —0

Su,

olarak alinabilir. 11,, sinirlt bir varyasyondur yani 6%, = 0’ dir. Bdylece A Lagrange ¢arpant

1
0—6un+s“A6un=>6un(1+s“/1)—0:>1+S“A—0:>/1——S—a

seklinde elde edilmektedir.
A degeri (2.144) esitliginde yerine yazilirsa,

1
Un+1(%,8) = Un(x,5) — 7 L{une (x, £) + x%€ 1y (x,8) — (x +

(2.146)
Duyy(x,t) —Atx — At + Bt]
esitligi elde edilmektedir.
(2.146) esitliginin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
-1 1 a 2,5t
U1 (X, 0) = uy(x,t) — L {S—aﬁ[unt(x, t) + x%e Upp (X, t) (2.147)
—(x + Dupyr(x, t) — Atx — At + Bt]}
iterasyon formiilii elde edilmektedir.
Boylece, iterasyon ile elde edilen yaklasimlar,
3 (Ax + A)t* (Ax + A — B)t**?
wlot) =Ax+A+ o Fa+2)
w(ot) = Ax + A4+ (Ax + A)t* (Ax+A—B)t*™t  (Ax + A)t?*  (Ax + A)t?e+!
S I'(a+1) I'(a+2) Ia +1) FrRa+2) '’
w(ot) = Ax + A4 (Ax + A)t* (Ax+A—B)t*™t  (Ax + A)t?*  (Ax + A)t?e**!
3V I'(a+1) I'(a+2) Ia +1) Ia + 2)
(Ax + A)t3%  (Ax + A)t3+!
FGa+1) rGa+2) '’

B n Bta+1
un(x,t)—(Ax+A) Zr(l_l_k) t—1 —m

olarak hesaplanmaktadir.
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(2.143) denkleminin yaklasik ¢oziimii

u(x,t) = YILI_IEO u,(x, t) = 711_{210 (Ax + A4)

n 1 Bta+1
Z fd+ka) - | Tasr2

Btlx+1

= (Ax + A[2E,(t%) —t — 1] —

Ty (2.148)

2
u(x,t) = (Ax + A)[2e* —t — 1] - BTt formu, a = 1 igin (2.143)’ iin yaklasik ¢oziimiidiir.
Ayrica bu form, a = 1 igin (2.143)’ iin tam ¢6ziimiidiir.
Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A,B~G(a = 2, = 3) oldugundan momentleri,
E(A) =23 =6,E(A%) = 2.9(1 + 2) = 54,E(B) = 2.3 = 6,E(B?) = 2.9(1 + 2) = 54

olarak buluyoruz. Béylece (2.148) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,

E[B a+1
Elu(x,0)] = (E[A]lx + E[AD[2E,(t*) —t — 1] - %
ta+1
= (6x + 6)[2E,(t%) —t — 1] BCED)

olarak elde edilmektedir. Farkli a degerleri i¢in (2.148) ¢ozlimiiniin beklenen degerinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

Elu)

Sekil 2.49. =09 ve a=5 degeri igin (2.148)
¢Ozlimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi
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Sekil 2.50. =08 ve a=5 degeri icin (2.148)
¢Ozlimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

Efu)

20
Sl

Sekil 2.51. a=0.7 ve a=5 degeri igin (2.148)
¢Oziimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi

Fiu)

Sekil 2.52. a=0.6 ve a=5 degeri igin (2.148)
¢Ozlimiiniin beklenen degerinin mekana ve
zamana bagli degisimi
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A,B~G(a = 2,8 = 3) oldugundan, (2.148) ¢dzlimiiniin varyansi,

Vlu(x, )] = E[u?(x, )] — (E[ulx, )])?

ta+1
=E ((Ax + A)(RE,[t*] -t —1) —m> — ((6x + 6)(2E,[t¥] —t — 1)
B 6ta+1 )2
I['(a+2)
2a+2
= (18x2 + 36x + 18) (4(E,[t*])? — 4E,[t*](t + 1) +t2 + 2t + 1) + (l"(itT))z

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri i¢in (2.148) c¢oziimiinliin varyanslarinin

grafikleri MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

W)

Sekil 2.53. a =09 degeri i¢in (2.148) c¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi

Sekil 2.54. a =0.8 degeri icin (2.148) c¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi
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Sekil 2.55. a =0.7 degeri i¢in (2.148) c¢oziimiiniin
varyansinin  mekana ve zamana bagh
degisimi

Viw)

Sekil 2.56. a = 0.6 degeri icin (2.148) c¢oziimiiniin
varyansinin  mekana ve zamana bagh
degisimi

Ornek 2.5.6.

— 2
P ™ PR Bt* + 2Ax* + 24,
0<x<10<a<10<t<], (2.149)

[(a+1) [(a+1)
——t**u(1,t) = A+ B————t*¢
rea+1)’ WO =A+Bro o

I 0%u(x,t) +x6u(x, t) N %u(x, t)
lu(x, 0) = Ax%,u(0,t) =B

Baslangi¢-sinir sartlari ile rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemini
g6z oOnline alalm. Burada A,B a=2 ve [ =3 olan Gamma dagiliml rastgele

degiskenlerdir, yani 4, B~G(a = 2, = 3)’ tiir.
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Laplace doniisimii (2.149) problemindeki denkleme uygulanirsa, bu denkleme

karsilik gelen rekiirans bagintisi

Unt1(x,8) = up(x,s) + As%u, (x,8) — s* Tug(x, 0)] + AL[x1L,, (x, )
Hil (%, £) — Bt® — 24x2 — 24]) (2.150)

olarak elde edilmektedir.

Varyasyon (2.150) esitliginin her iki tarafina uygulanirsa,

Supiq(x, t) = Su, (x,t) + A6[s%u, (x, ) — s ug(x, 0)] (2.151)
SAL[XTpe (X, 1) + Upyr (X, ) — Bt* — 2Ax% — 24]

esitligi elde edilmektedir.
En iyilik sartlar1 kullanilarak,

Suniq —0
ou,

olarak alinabilir. i,, sinirl bir varyasyondur yani 61, = 0’ dir. Boylece A1 Lagrange carpani

1
0=6un+S“A6un:>6un(1+s“/1)=0:>1+s“,1:0:>,1:_s_a

seklinde elde edilmektedir.
A degeri (2.150) esitliginde yerine yazilirsa,

Ups1(x,8) = u,(x, s)

1 (2.152)
- S—aL[u,‘ft(x, t) + XUy (X, £) + Upyr (X, t) — Bt% — 24Ax% — 24]
esitligi elde edilmektedir.
(2.152) esitliginin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
e a
un+1(xr t) =Up (x: t) - L {S_a['[unt (x' t) + xunx(x’ t) + Unxx (xr t) (2.153)

—Bt® — 24x% — 24]}

iterasyon formiilii elde edilmektedir.
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Boylece iterasyon ile elde edilen yaklagimlar,

BI'(a + 1)t2“ BT (a + 1)t?“
;t :A 2 T a1 AN 1t :A 2 T AN
w6 t) = Ax" + —pon Ty k(e ) = AXT s
BI(a + 1)t?“ BI'(a + 1)t2¢
)= Ax? o T u(t) = AxE b
us( 8) = AX* + —5 5 = un(%,1) = A"+ 5T

olarak hesaplanmaktadir.

(2.149) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

n
BT (a + 1)t?“

= i = li Ax® + — 2=~

u(x, t) nl_I)Ioloun(x:t) 1m < X FrRa+1) )

n-—->oo
k=0 (2.154)
BT (a + 1)t?¢

= Ax?
S TP

2
u(x, t) = Ax? + BTt formu, a = 1 i¢in (2.149)’ un yaklasik ¢oziimidiir. Ayrica bu form,
a = 1igin (2.149)’ un tam ¢oztimiidiir.
Simdi yaklasik ¢oziimiin beklenen degerini ve varyansmi hesapliyoruz. Oncelikle

A,B~G(a = 2,8 = 3) oldugundan momentleri,
E(A) =23 =6,E(4%) =2.9(1+2) = 54,E(B) = 2.3 = 6,E(B%) = 2.9(1 + 2) = 54
olarak buluyoruz. Boylece (2.154) ¢6ziimiiniin beklenen degeri,

E[BIM(a + Dt>* N 6I'(a + 1)t%®
rCa+n > TTT2a+D

Efu(x,t)] = E[A]x? +

olarak elde edilmektedir.
Farkli o degerleri icin (2.154) ¢6ziimiiniin beklenen degerinin grafikleri MAPLE (v.13)

yazilim programinda ¢izdirilmistir.
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Sekil 2.57. a=0.9 degeri icin (2.154) c¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagli
degisimi

Ew

Sekil 2.58. a =0.8 degeri i¢in (2.154) ¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagh
degisimi

=0

Sekil 2.59. a = 0.7 degeri igin (2.154) ¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana bagh
degisimi
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Sekil 2.60. a =0.6 degeri icin (2.154) ¢oziimiiniin
beklenen degerinin mekana ve zamana baglh
degisimi

A,B~G(a = 2, = 3) oldugundan, (2.154) ¢6ziimiiniin varyansi,

V[u(x, t)] ~ E[uz (x! t)] i (E [u(x, t)])z

ol s BI(a + 1)t2%\° _ o2 6r(a + Dt
r2a + 1) [2a+1)
18(T'(a + 1))?t**
_ pyt o B0+ 1)

(TQa + 1))?

olarak elde edilmektedir. Farkli o degerleri i¢in (2.154) c¢oziimiinlin varyanslarmin

grafiklert MAPLE (v.13) yazilim programinda ¢izdirilmistir.

. P
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M 8 ~4 1

s,
e, <7
w 5

Sekil 2.61. a =09 degeri i¢in (2.154) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi
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Sekil 2.62. a =0.8 degeri i¢in (2.154) ¢ozliimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi

Sekil 2.63. a =0.7 degeri i¢in (2.154) ¢oziimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagh
degisimi

Sekil 2.64. a =0.6 degeri icin (2.154) c¢oziimiiniin
varyansinin  mekana ve zamana bagh
degisimi
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Ornek 2.5.7.

ut(x) t) = uxx(x' t)'
0<x<1,0<t<0.1, (2.155)
u(x,0) = Asin(mx) + Bsin(3mx),u(0,t) = u(1,t) =0

Baslangig-sinir sartlar1 ile rastgele bir-boyutlu lineer 1s1 denklemini gz Oniine
alalim. Burada A,B n=1 ve 0 = 1 olan Normal dagiliml rastgele degiskenlerdir, yani
A, B~N(u=1,0% = 1) dir.

Adim uzunluklar1 Ax = h = 0.1 ve At = k = 0.01 olarak alirsak r = 1 olmaktadur.
Izgara, m = 11 satir yiiksekliginde n = 11 siitun genisliginde elde edilmektedir.
Algoritmayr uygularsak, 0<x; <1 ve 0<¢ <0.1 icin (2.155) problemindeki
denklemin yaklasik ¢oziimlerinin beklenen degerlerini elde ediyoruz. Ayrica, bu
¢ozliimlerin beklenen degerleri i¢gin MATLAB (v.16b) programimnda Monte-Carlo
simiilasyonu 103 kez yapilmistir. Elde edilen beklenen degerler Tablo 2.5°te

gosterilmektedir.

Tablo 2.5. (2.155) denkleminin yaklasik ¢6ziimiiniin beklenen degerleri

X, =01 |x3=02|x,=03|x5=04| x=05|x;,=06|x3=0.7|x=08]x;=09
t; | 1,14413 | 1,55603 | 1,08649 | 0,27368 | -0,11527 | 0,27368 | 1,08649 | 1,55603 | 1,14413
t, | 0,61866 | 0,91861 | 0,82517 | 0,55235 | 0,41301 | 0,55235 | 0,82517 | 0,91861 | 0,61866
t; | 0,38665 | 0,62802 | 0,68160 | 0,62741 | 0,58988 | 0,62741 | 0,68160 | 0,62802 | 0,38665
t, | 0,27804 | 0,48414 | 0,59028 | 0,62156 | 0,62449 | 0,62156 | 0,59028 | 0,48414 | 0,27804
ts | 0,22190 | 0,40347 | 0,52367 | 0,58549 | 0,60353 | 0,58549 | 0,52367 | 0,40347 | 0,22190
t, | 0,18863 | 0,35105 | 0,47000 | 0,53998 | 0,56274 | 0,53998 | 0,47000 | 0,35105 | 0,18863
t; | 0,16580 | 0,31214 | 0,42414 | 0,49339 | 0,51669 | 0,49339 | 0,42414 | 0,31214 | 0,16580
tg | 0,14815 | 0,28045 | 0,38373 | 0,44893 | 0,47116 | 0,44893 | 0,38373 | 0,28045 | 0,14815
ty | 0,13341 | 0,25322 | 0,34757 | 0,40769 | 0,42831 | 0,40769 | 0,34757 | 0,25322 | 0,13341
t;o | 0,12059 | 0,22914 | 0,31499 | 0,36992 | 0,38881 | 0,36992 | 0,31499 | 0,22914 | 0,12059
t;, | 0,10918 | 0,20757 | 0,28554 | 0,33551 | 0,35272 | 0,33551 | 0,28554 | 0,20757 | 0,10918

Crank-Nicolson yontemiyle elde edilen bu degerleri karsilastirirsak, bunlarin

ont

A = B =1 i¢in neredeyse u(x, t) = sin(mx)e ™t + sin(3mx)e "t analitik ¢dziimiiyle

ayni oldugu goriilmektedir.
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(2.155) denkleminin yaklasik ¢oziimiiniin beklenen degerinin grafigi Sekil 2.65.° te

verilmektedir.

(2.155)denkleminin beklenen degerinin

E(u)

0.5

-0.5
15

ve bagh degisimi

Sekil 2.65. (2.155) denkleminin yaklagik ¢dziimiiniin beklenen
degerinin mekana ve zamana bagli degisimi

Algoritmay1 uygularsak, 0 < x; <1 ve 0<t; < 0.1 igin (2.155) problemindeki

denklemin yaklasik ¢oziimlerinin varyanslarini elde ediyoruz. Ayrica, bu c¢oziimlerin

varyanslar1 i¢gin MATLAB (v.16b) programinda Monte-Carlo simiilasyonu 103 kez

yapilmustir. Elde edilen varyanslar Tablo 2.6.’da gosterilmektedir.

Tablo 2.6. (2.155) denkleminin yaklasik ¢6ziimiiniin varyanslart

;=01 |x3=02|x,=03|x5=04|x,=05|x,=06 | x3=0.7|x9=08]x;0=09
t; | 1,60787 | 2,77220 | 3,32875 | 3,45015 | 3,44174 | 3,45015 | 3,32875 | 2,77220 | 1,60787
t, | 1,26553 | 2,28933 | 2,95050 | 3,27783 | 3,36993 | 3,27783 | 2,95050 | 2,28933 | 1,26553
t; | 1,06739 | 1,98239 | 2,64701 | 3,03423 | 3,15924 | 3,03423 | 2,64701 | 1,98239 | 1,06739
t, | 0,93447 | 1,75856 | 2,38828 | 2,77700 | 2,90762 | 2,77700 | 2,38828 | 1,75856 | 0,93447
ts | 0,83340 | 1,57829 | 2,16053 | 2,52864 | 2,65426 | 2,52864 | 2,16053 | 1,57829 | 0,83340
te | 0,74986 | 1,42428 | 1,95688 | 2,29716 | 2,41405 | 2,29716 | 1,95688 | 1,42428 | 0,74986
t; | 0,67748 | 1,28856 | 1,77342 | 2,08466 | 2,19189 | 2,08466 | 1,77342 | 1,28856 | 0,67748
tg | 0,61326 | 1,16715 | 1,60758 | 1,89090 | 1,98864 | 1,89090 | 1,60758 | 1,16715 | 0,61326
ty | 0,55561 | 1,05775 | 1,45741 | 1,71476 | 1,80360 | 1,71476 | 1,45741 | 1,05775 | 0,55561
t;o | 0,50359 | 0,95884 | 1,32135 | 1,55487 | 1,63551 | 1,55487 | 1,32135 | 0,95884 | 0,50359
t;, | 0,45652 | 0,86927 | 1,19801 | 1,40983 | 1,48298 | 1,40983 | 1,19801 | 0,86927 | 0,45652
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(2.155) denkleminin yaklagik ¢oziimiiniin varyansinin grafigi Sekil 2.66.’da

verilmektedir.

(2.155) denkleminin vary kana ve bagh degisimi

Sekil 2.66. (2.155) denkleminin yaklagik ¢Ozimiiniin
varyansinin mekana ve zamana bagli degisimi



3. iRDELEME

Bu tez ¢alismasi kapsaminda, rastgele kismi diferansiyel denklemler (RKDD) ve
rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin (RKMKDD) ¢oziimleri, iKi
boyutlu diferansiyel doniisiim metodu, Laplace-Padé metodu, yeni yinelemeli Sumudu
doniistimii metodu, Crank-Nicolson metodu, kesirli mertebeden Laplace varyasyonel
metodu ve homotopi pertiirbasyon Elzaki doniisimii metodu ile incelenmistir. Bu
denklemler rastgele hale getirilip yari-analitik ve niimerik metotlarla ¢éziilmistiir. Ayrica,
elde edilen ¢oziimlerin karakteristikleri analitik olarak veya MAPLE (v.13) ya da
MATLAB (v.16b) yazilim programlarinda yazilan kodlarla sayisal olarak elde edilmistir.
Elde edilen coziimlerin tam coziimlerle hata analizleri yapilmis olup hatalarin kabul
edilebilir seviyede oldugu goriilmiistiir. Rastgele kismi diferansiyel denklemlerin giincel
niimerik metotlarla hizli bir sekilde ¢6ziimleri elde edilmistir. Rastgele kesirli mertebeden
kismi diferansiyel denklemlerin giincel niimerik metotlarla ve ve Crank-Nicolson
metoduyla pratik sekilde ¢oziimleri elde edilmistir. Hem rastgele kismi diferansiyel
denklemler hem de rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin birinci ve ikinci mertebeden momentlerinin iyi sonuglar verdigi, MAPLE
(v.13) ya da MATLAB (v.16b) yazilim programlarindan elde edilen grafiklerde

gorilmiistir.



4. SONUCLAR

Bu c¢alismada, rastgele kismi diferansiyel denklemler (RKDD) ve rastgele kesirli

mertebeden kismi diferansiyel denklemler (RKMKDD) ¢6ztimleri, iki boyutlu diferansiyel

doniisiim metodu, Laplace-Padé metodu, yeni yinelemeli Sumudu doéniisimi metodu,

Crank-Nicolson metodu, kesirli mertebeden Laplace varyasyonel metodu ve homotopi

pertiirbasyon Elzaki doniisimii metodu ile incelenmistir. Elde edilen sonuglar asagida

verilmistir:

1.

Rastgele kismi diferansiyel denklemlerin giincel niimerik metotlarla ve Crank-
Nicolson metoduyla MAPLE (v.13) veya MATLAB (v.16b) yazilim
programlarinda yazilan kodlar ile hizli bir sekilde analitik ¢oztiimlere ¢ok yakin
¢Oziimler elde edilmistir.

Rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin iki boyutlu
diferansiyel doniisiim metodu, Laplace- Padé metodu, yeni yinelemeli Sumudu
doniisiim metodu, kesirli mertebeden Laplace varyasyonel metodu ve homotopi
pertiitbasyon Elzaki doniisim metodu ile MAPLE (v.13) veya MATLAB
(v.16b) yazilim programlarinda kodlar yazilarak pratik bir sekilde analitik
¢Oziimlere ¢cok yakin ¢ozlimler elde edilmdistir.

Yapilan hata analizlerinde hatalarin ihmal edilebilir oldugu gézlemlenmistir.
Rastgele kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin birinci ve ikinci
momentlerinin iyi sonuglar verdigi MAPLE (v.13) veya MATLAB (v.16b)
yazilim programlarindan elde edilen grafiklerden yorumlanmustir.

Rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin birinci
ve ikinci mertebeden momentlerinin iyi sonuglar verdigi MAPLE (v.13) ya da
MATLAB (v.16b) yazilim programlarindan elde edilen grafiklerde

yorumlanmustir.



5. ONERILER

Yapilan bu ¢alisma kapsaminda rastgele kismi diferansiyel denklemler ve rastgele

kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri ile bu konuyla ilgili ¢alisma

yapmay1 diisiinen arastirmacilar igin bazi 6neriler asagidaki gibi siralanmustir:

1.

Rastgele kismi diferansiyel denklemler i¢in elde edilen ¢oziimlerin birinci ve
ikinci momentlerini birka¢ dagilimla elde edilmistir. Bu ¢dziimlerin birinci ve
ikinci momentleri farkli dagilimlarla elde edilebilir.

Rastgele kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler igin elde edilen
¢oztimlerin birinci ve ikinci momentleri birka¢ dagilimla elde edilmistir. Bu
¢oziimlerin birinci ve ikinci momentleri farkli dagilimlarla elde edilebilir.

Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerde tiirevler Caputo veya
Riemann-Liouville anlaminda incelenmistir. Buradaki tiirevler, Griinwald-
Letnikov, Wely, Riesz, Atangana-Baleanu gibi farkli kesirli mertebeden tiirevler
olarak alinip ¢oziimler elde edilebilir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in Crank-Nicolson metoduyla
¢Oziimler elde edilebilir.

Gelecekte iiretilecek farkli niimerik metotlar rastgele kismi diferansiyel
denklemlere uygulanabilir.

Gelecekte tiretilecek farkli niimerik metotlar rastgele kesirli mertebeden kismi

diferansiyel denklemlere uygulanabilir.
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7. EKLER

Ek 1. Olasihik Uzayi, Rastgele Degisken ve Stokastik Siirecler

Ilk olarak olasilik uzayi, rastgele degisken ve stokastik siirecler ile ilgili temel
tanimlar1 verelim.

Tamim 1. (Aliyev, 2010) Q # 0 verilen bir kiime ve F, Q nin alt kiimelerinden
olusan bir kiime olsun. Eger F ailesi,

() B,QEF,

(iiAEF => A€ F,

(iii) A, 45, ... €F = U2, 4, €EF

kosullarin1 sagliyorsa F ye Q iizerinde bir o cebiri denir. (Q, F) ikilisine de bir
olgiilebilir uzay denir.

Tanmm 2. (Aliyev, 2010) Bir P: F — [0,1] fonksiyonu (Q, F) dl¢iilebilir uzayi
tizerinde asagidaki aksiyomlari sagliyorsa P ye olasilik ol¢iisii denir.

) P(@)=0,P(Q) =1,

(ii) Ay, Ay, ... € F olaylari ayrik olaylar (A; N A; = 0,1 # j) ise

P (CJ Ai> = i P(A)
1 i=1

i=
dir. Bu durumda (Q, F, P) tgliisiine bir olasilik uzay denir.

Olasiik Olgiisiiniin Baza Ozellikleri: (Q,F,P) bir olasilik uzayr ve 4,B,C € F
keyfi olaylar olsun.

() P(@) =0,

(i) P(A) =1 - P(4),

(iii) A € B ise P(A) < P(B),

(iv) 0 < P(4) < 1,

(v) A € Bise P(B\A) = P(B) — P(A),

(vi) VA, B € F i¢in P(B\A) = P(B) — P(A N B),

(vii) VA, B € F icin P(A UB) = P(A) + P(B) — P(A nB),

(viii) VA, B € F i¢in

P(AUB UC)=P(A)+P(B)+P(C)— P(ANB)—P(ANC)— P(BNC)

+ P(ANB nC)’ dir.
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Tammm 3. (Aliyev, 2010) (Q,F,P) bir olasilk uzayr olsun. Q nmn F
ye ait altkiimelerine Folciilebilir kiimeler denir.

Tammm 4. (Aliyev, 2010) U, bir Q o6rnek uzaymin tim agik alt kiimelerinin
dogurdugu o cebiri ise, B'ye () {izerinde bir Borel o cebiri denir.

Tamim 5. (Aliyev, 2010) (Q,F, P) bir olasilik uzayr ve Y:Q — R™ bir fonksiyon

olsun. Eger U € R™ tiim alt kiimeleri igin,

Y1) ={weQ; YW)EU}EF

ise Y fonksiyonuna F olgiilebilir denir.

Tamm 6. (Aliyev, 2010) (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve R = (—oo, o) reel sayilar
kiimesinin alt kiimeleri iizerinde tanimlanmis Borel o cebiri By olsun. € {izerinde
tanimlanmig, R = (—o0, 00) reel sayilar kiimesinden degerler alan ve F Olgiilebilir olan
& = §(w) fonksiyonuna rastgele degisken denir.

Tamim 7. (Aliyev, 2010) T € R ve (Q,F, P) bir olasilik uzayi olsun. Vt € T igin Q
ornek uzayinda tanimlanmis reel degerli §(w,t) fonksiyonu rastgele degsikense bu
fonksiyona rastgele fonksiyon denir. Rastgele fonksiyonlar X (w, t), Y (w, t) veya &(t), n(t)
sembolleri ile gosterilir. T = R*ve t parametresi zaman1 gdstermek iizere £(w, t) rastgele
fonksiyonuna stokastik siire¢ denir.

Eger §(w, t) stokastik siirecinin w parametresi sabit tutulursa sadece t ye bagli olan
rastgele olmayan bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyona stokastik siirecin realizasyonu
(gerceklesmesi) denir. Buna karsilik §(w,t) stokastik siirecinin t parametresi sabit
tutulursa sadece w ya bagli olan rastgele degisken elde edilir. (Aliyev, 2010)

Stokastik siirecin Sonlu Boyutlu Dagilimlar:

Stokastik siire¢ sonsuz sayida rastgele degiskenler ailesi oldugundan stokastik
sirecin dagilim fonksiyonu da sonsuz boyutlu olmalidir. Bu ise fonksiyonlarin
matematiksel olarak ifade edilmesini miimkiin kilmamaktadir. Dolayisiyla bir stokastik
slirecin sonlu boyutlu dagilimlar gerekmektedir. (Aliyev, 2010)

Tamm 8. (Aliyev, 2010) i = 1,2, ...,n igin ty, ty, ..., t, € T olmak lizere §(w, t) bir
stokastik siire¢ olsun. &(w, t,),§(w, t,), ..., §&(w, t,,) rastgele degiskenlerinin x; € R olmak

uzere,

Ftl,tz,...,tn(xlfo' ) xn) = P{W E(W' tl) < X1y ey E(W' tn) < xn}
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ortak dagilim fonksiyonuna §(w,t) stokastik siirecinin n —boyutlu dagilhm fonksiyonu
ad1 verilir. (Aliyev 2010)

Tim ty,ty,..,t, € T’ler ile olusturulan n —boyutlu F, . . (x1,%, .., %)
fonksiyonlarinin {Ft gty (X1 X2, oon) xn)} ailesine stokastik siirecin sonlu boyutlu
dagilim fonksiyonlar: denir.

Sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu ;

L Fey by tny (1 X2, oo Xn21) = Fey 0, (X1, X2, w0, X g, ),

2. Ftl,tz,...,tn(xlrxb s Xp) = Ftil,tiz,...,tin (xil, Xiys v xin)

Ozelliklerine sahiptir. ( Burada iy, iy, ..., i,, indekslerin yer degisimini gostermektedir.)

Birinci 6zellik, n boyutlu dagilim fonksiyonu biliniyorsa (n — 1) boyutlu dagilm
fonksiyonunun bulunabilecegini belirtir. Ikinci 6zellik, sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonunun indekslerin yer degisimine gore degismez (invaryant) oldugunu belirtir.

Teorem 1. (Kolmogorov teoremi) (Aliyev, 2010)

x; ERt; €T ve <t < <t, olmak iizere, nx=1 icin
{Ftl,tz,_._,tn(xl,xz, ...,xn)} sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlari ailesi olsun. Bu durumda
Oyle bir (, F, P) olasilik uzay1 ve §(w, t) stokastik siireci vardir ki,

P{w:§(w, t1) < xq1, ..., EW, ty) < xn} = Fe o, o, (X1, X2, 000, X)) (E.1)
dir.

Kolmogorov teoremine gore stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlar

birbirlerinin yerine kullanilabilir.
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Ek 2. Beklenen Deger ve Varyansin Temel Ozellikleri

Beklenen degerin tanimi, temel Ozellikleri ve genellestirilmis sonuglar
verilmektedir.

Tamim 1. (Q, F, P) bir olasilik uzay1 olsun. Bir X: Q — R rastgele degiskeni i¢in bu

rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu Fy (x) olsun. Eger

flxldFX(x) < o0

ise
[ee]

f xdFx(x)

ifadesine X rastgele degiskeninin beklenen degeri adi verilmektedir. Beklenen deger, X
rastgele degiskeninin dagiliminin  mutlak siirekli veya kesikli olmasina gore
hesaplanmaktadir.

1) X rastgele degiskeninin dagilimi mutlak siirekli olsun. Oyleyse X rastgele
degiskeninin beklenen degeri asagidaki sekilde verilmektedir. Eger

fIxIdFX(x) < o0

ise
[oe]

E(X) = ]xfx(x)dx

— 00

olur. fy(x), X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu ifade etmektedir.
2) X rastgele degiskeninin dagilmm kesikli olsun. Oyleyse X rastgele degiskeninin
beklenen degeri asagidaki sekilde verilmektedir. Eger

o0
leilpi < ®
=1

ise
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[0

EC) =) xip

i=1

olur. X rastgele degiskeninin aldig1 degerler x;, bu degerlerin gergeklesebilme olasiliklar
p;’ lerdir (Khaniyev vd., 2017).

Beklenen Degerlerin Ozellikleri

Rastgele degiskenlerin beklenen degerleri var ve sonlu ise asagidaki Ozellikler
mevcuttur:

1) Vc € Rigin E(c) = ¢’ dir.

2) Vc € Rig¢in E(cX) = cE(X)’ tir.

3)Va,b € Rigin E(aX + b) = aE(X) + b’ dir.

AHEX+Y)=EX)+E) dir.

5)Va,b € Ri¢in E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)’ dir.

6) X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri i¢in, E(XY) = E(X)E(Y)’ dir.

Genellestirimis Sonuclar

1) n —tane rastgele degisken ve i = 1,2,...,n olmak ilizere Va; € R i¢in asagidaki

ozellikler mevcuttur.

)
E (Zn: Xl-> = Zn: E(X)
(id)

EQL,aX) =Y a;E(X)) “ dir.
2) n —tane bagimsiz rastgele degiskeni i¢in

E (ﬁ Xi) = ﬁ E(X))

i=
dir.
Varyansin tanimi, temel 6zellikleri ve genellestirilmis sonuglar1 verilmektedir.
Tamm 2. E[X —E(X)]? ifadesine X rastgele degiskeninin varyansi adi

verilmektedir. Beklenen degerin 6zelliklerinden,

Var(X) = E(X2) — [E(X)]?
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formiilii elde edilmektedir. Burada,

E(X?) = f x2dFy(x)
ifadesi rastgele degiskenin ikinci momentidir.
Varyansin Ozellikleri
1) Vc € Rigin Var(c) = 0’ dur.
2) Vc € Rigin Var(cX) = c¢*Var(X)’ tir.
3) VX rastgele degiskeni i¢in Var(X) = 0’ dir.
4) X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri olsun. Bu durumda asagidaki ¢ 6zellik
mevcuttur.
(D) Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y)
(i) Var(X —=Y) =Var(X) + Var[(-1)Y] = Var(X) + (=1)?*Var(Y)
= Var(X—-Y) =Var(X) + Var(Y)’ dir.
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Ek 3. Normal Dagilim, Gamma Dagilimi ve Beta Dagilim
Normal, gamma ve beta dagiliminin tanimlar1 verilmektedir.
Tanmm 1. X siirekli rastgele degisken olsun. —o0 < x < 0o, u € R,0 > 0 i¢in, X’ in

olasilik yogunluk fonksiyonu

1 1(x—p)?

e 2 o2
oV2anm

gldugunda, X rastgele degiskeni (u,0?) parametreli normal dagilima sahiptir denir ve

fx(x) =

X~N (u,0?) seklinde ifade edilir. Ayrica bu dagilima Gauss dagilimi ad1 da verilir.
Tamm 2. X rastgele degiskeni (u = 0,02 = 1) parametreli normal dagilima sahip

olsun. —oo < x < o0, olmak iizere X’ in olasilik yogunluk fonksiyonu

2

2

1
(x) =—==e"
Y
olur. Bu durumda X rastgele degiskeni (0,1) parametreli standart normal dagilima sahiptir
denir ve X~N(0,1) seklinde ifade edilir.

Uyan 1. X rastgele degiskeni normal dagilima sahip ise X rastgele degiskeninin

beklenen degeri ve varyansi sirasiyla,

EX)=uVar(X) = c?

¢ dir (Feller, 2008 ).

Tamm 3. Her x > 0 degerleri i¢in taniml1 olan

I'(x) = f t*"le~tdt
0
fonksiyonuna gamma fonksiyonu adi verilmektedir.
Gamma fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:
x=1,23,.. icinT(x) = (x — 1) dir.
2) x> 0i¢in T'(x + 1) = xI'(x)’ tir.
Ayrica T’ G) = /m’ dir.
Tamm 4. X sifir veya pozitif degerler alan siirekli bir rastgele degisken olsun. X’ in

olasilik yogunluk fonksiyonu
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A% s

a-1,—fx
fiua,p) ={T@* °
0, diger yerlerde

x=0, a,f >0

olacak sekilde ise X rastgele degiskeni (a, §) parametreli gamma dagilimina sahiptir
denir ve X~gamma(a, B) seklinde ifade edilir.
Uyan 2. X rastgele degiskeni gamma dagilimma sahip yani X~gamma(a, B) ise X

rastgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi sirastyla,

E(X) = ap,Var(X) = afp?

¢ dir (Feller, 2008; Roussas, 2014).

Tamim S. Tiim «, § > 0 degerleri i¢in taniml1 olan

1
B(a,p) = fx“‘l(l — x)Pdx
0
fonksiyonuna beta fonksiyonu adi verilmektedir. Ayrica B(a,B) = B(B,a)’ dir ve

a, B > 0 olmak iizere,

L()I'(B)

BB =tarp
¢ dir.

Tanmm 6. X stirekli bir rastgele degisken olsun. X’ in olasilik yogunluk fonksiyonu

x* (1 —x)F1
fx(a,B) = B(a,B) '
0, diger yerlerde

0<x<1 af>0

olacak sekilde ise X rastgele degiskeni (a, ) parametreli beta dagilimina sahiptir denir ve
X~beta(a, B) seklinde ifade edilir.
Uyan 3. X rastgele degiskeni beta dagilimina sahip yani X~beta(a,B) ise X

rastgele degiskeninin beklenen degeri ve varyansi sirasiyla,

E(X) = —— Var(X) = op
( )_a+ﬁ‘ ar( )_(a+ﬁ)2(a+,@+1)

¢ dir (Feller, 2008).
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Ek 4. Crank-Nicolson metodu ile ilgili MATLAB kodu
function U = crnich(cl, c2, a, b, ¢, n, m)
% a=1,

% b=0.1;

% c1=0;

% c2=0;

% c=1,

% n=11,

% m=11;

% f=sin(pi*x)+sin(3*pi*x);
h=a/(n-1);

k=b/(m-1);

r=c"2*k/h"2;

s1=2+2/r;

s2=2/r-2;

U=zeros(n,m);
U(1,1:m)=cl;
U(n,1:m)=c2;
h1l=h:h:(n-2)*h;
f=sin(pi*hl)+sin(3*pi*hl);
U(2:n-1,1)=f";

% U(2:n-1,1)=feval(f,h:h:(n-2)*h)";
Vd(1,1:n)=s1*ones(1,n);
Vd(1)=1;

Vd(n)=1,

Va=-ones(1,n-1);
Va(n-1)=0;
Vc=-ones(1,n-1);

Vc(1)=0;

Vb(1)=cl;

Vb(n)=c2;

for j=2:m

for i=2:n-1
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Vb(i)=U(i-1,j-1) + U(i+1, j-1) + s2*U(i,j-1);
end

X=trisys(Va, Vd, V¢, Vb);

U(l:n,))=X"

end

u=u'

end
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