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Doktora Tezi
OZET

ODULLU YENILEME SURECLERININ
ASIMPTOTIK YONTEMLERLE INCELENMESI

Nurgiil OKUR BEKAR

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Thsan UNVER
2012, 93 Sayfa

Bu tezde, “Odiillii Yenileme Siireci” olarak adlandirilan yari-Markov bir model ele
alinmis ve bu modeli ifade eden stokastik siire¢c matematiksel olarak insa edilmistir.
Ayrica, bu siirecin sinir fonksiyonelleri, siirecin ergodikligi, ergodik dagilim fonksiyonu ve
ergodik momentleri detayli olarak birkag kisimda incelenmistir.

Sozii edilen kisimlarda, siirecin siir fonksiyonellerinin ilk dort baglangic momenti,
ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri bir yenileme fonksiyonu aracilif ile
ifade edilmis ve bu fonksiyonlar i¢in kesin ve asimptotik sonuglar elde edilmistir.

Bunun yani sira, gamma ve Weibull miidahaleli 6diillii yenileme siire¢lerinin sinir
fonksiyonellerinin ilk dort baslangic momentleri i¢in kesin ve asimptotik sonuglar elde
edilmistir. Bu sonuglar kullanilarak, sozii edilen siireglerin sinir fonksiyonellerinin merkezi
momentleri ve c¢arpiklik-basiklik katsayilar1 asimptotik olarak verilmistir. Ayrica, bu
stireclerin ergodik oldugu gosterilmis, ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri
icin kesin ve asimptotik sonuglar elde edilmis ve ergodik dagilim fonksiyonu i¢in zayif
yakinsama teoremi ispat edilmistir. Bunlara ilaveten, elde edilen asimptotik sonuglar
yardimiyla, odiilli yenileme siirecinin miidahale anini gosteren sinir fonksiyonelinin
momentleri ve gamma midahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu

i¢cin simiilasyon sonuglar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Odiillii yenileme siireci, Simir fonksiyoneli, Momentler, Carpiklik-
basiklik katsayisi, Ergodiklik, Asimptotik ac¢ilim, Simiilasyon, Zayif
yakinsaklik.
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In this thesis, semi-Markov, a model called as “The renewal reward processes”, is
considered and the stochastic process expressed by this model is constructed
mathematically. Then, the boundary functionals, the ergodicity, the ergodic distribution
function and the ergodic moments of this process thoroughly investigated in a few sections.

Mentioned in sections, the first four initial moments of the boundary functionals, the
ergodic distribution function and the ergodic moments of the process is expressed by
means of a renewal function, the exact and asymptotic results for these are obtained.

Besides, the exact and asymptotic results are obtained for the first initial moments of
the boundary functional of the renewal reward processes with gamma and Weibull
interference of chance. Using these results, the first four central moments and asymmetry-
symmetry coefficients of the boundary functionals of the mentioned processes are given
asymptotically. Furthermore, the ergodicity of these processes is proved, the exact and
asymptotic results are obtained for the ergodic distribution function and the ergodic
moments, and the weak convergence theorem is obtained for the ergodic distribution
function of these processes. In addition, by means of the obtained asymptotic results, the
simulation results are given for the moments of the representing interference time
boundary functional of the renewal reward and the ergodic distribution function of the

renewal reward processes with gamma and Weibull interference of chance.

Key Words: Renewal reward process, Boundary functional, Moments, Asymmetry-
symmetry coefficients, Ergodicity, Asymptotic expansion, Simulation, Weak
convergence.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Bu tezde, A.N. Kolmogorov tarafindan 1960-1970’li yillarda tanimlanmis ve
literatiirde “kesikli miidahaleli stokastik siire¢ler” olarak bilinen stokastik siirecler ailesinin
Oonemli bir alt sinifi ele alinmig ve bu siire¢ asimptotik yontemlerle incelenmistir.

Literatiirde bu konuda 6nemli teorik sonuglar mevcut olsa da, elde edilen sonuglar
genel olarak uygulamada kullanilabilir bir matematiksel yapida degillerdir. 1973 yilinda
A.V. Skorohod tarafindan bu smif i¢in genel ergodik teorem ispat edilmistir. Ancak bu
teorem yardimiyla, genel durumda bu simifin ergodik dagilimi ve onun karakteristikleri igin
pratik 6neme sahip agik ifadeler elde edilememistir. Bu nedenle 1980’li yillardan sonra,
daha dar fakat énemli olan bazi smiflar ele alinmaya baglanmistir. Ornegin cesitli bariyerli
yenileme siirecleri, 6diillii yenileme siirecleri, rasgele yiiriiyiis siiregleri vs. bu simnifa ait
olan baz1 6zel alt siniflar. Fakat bu siiregler, bu giine kadar her yoniiyle arastirilamamaigtir.
Bunun temel nedeni, bu siireglerin olasilik ve sayisal karakteristiklerinin ¢ok karmasik bir
matematiksel yapiya sahip olmasidir. Ozellikle miidahaleyi ifade eden rasgele degiskenler,
yeterince genis sinifa ait olduklarinda, siirecin temel karakteristikleri i¢in kullanilabilir
formiillerin elde edilmesi imkansiz denecek kadar zordur.

1990’1 yillardan sonra, bu zorlugu ortadan kaldirmak igin arastirmalar, iki farkli
yontemle yapilmigtir. Bir taraftan, benzetim yontemleri kullanilarak bu siiregler igin
bilgisayar yardimiyla sayisal sonuglar alinmis, diger taraftan asimptotik yoOntemlere
bagvurarak yaklasik fakat yeterince sade ifadeler elde edilmistir. Bu nedenle son yillarda,
asimptotik yontemler kullanilarak yapilmis literatiirde birgok degerli ¢alisma mevcuttur.
Ornegin, Alsmeyer (1988), Aras ve Woodroofe (1993), Lotov (1996). Bu ¢alismalarda
stireglerin sinir fonksiyonelleri i¢in asimptotik acilimlar elde edilmistir. Ancak birgok
pratik problemin ¢6ziimii i¢in sinir fonksiyonellerinin yani sira, siirecin kendi olasilik ve
sayisal karakteristiklerinin de bilinmesi biiylik dnem tagimaktadir. Bu nedenle, bu tezde ele
alman siirecin siir fonksiyonellerinin yani sira, ergodik dagilimi ve ergodik momentleri

icin asimptotik sonuglarin elde edilmesi amaglanmustir.



Kisim 1.3’de o6diillii yenileme siirecleri hakkinda, genis bir literatiir taramasi
verilecektir. Ancak sozii edilen kismin ve tezin daha iyi anlagilabilmesi i¢in asagida

konunun terminolojisi ve ¢alismada kullanilan temel tanim ve teoremler verilecektir.

1.2. Stokastik siirecler

Stokastik siiregleri tanimlayabilmek igin Oncelikle o -cebir, olasilik uzayi, olay,
rasgele degisken gibi kavramlarin bilinmesi gerekmektedir. Asagida bu kavramlarin
tanimlar1 verilmektedir.

Tamim 1.2.1. Q# & kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir I sinifi

1) Qe3,

2) VAeJ igin Z\ES,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(A,) e 3 dizisi igin OAn el

n-1

ozelliklerine sahip olsun. Bu takdirde 3 sinifina €)°da bir “o -cebir’dir denir. Bir o -
cebir, sayilabilir birlesim, kesisim ve tiimleme islemine gore kapalidir.
Tanmm 1.2.2. R reel sayilar kiimesindeki acik araliklarin sinifimt kapsayan en kiiciik
araliklarin o -cebirine “Borel cebiri” denir. Borel cebirinin her bir elemanina “Borel
kiimesi” denir.
Tammm 1.2.3. 3, Q#J kiimesi lzerinde tanimlanmis bir o -cebir olmak {izere,
P:3— R fonksiyonu

1) VAe3J igin P(A)>0,

2) P(@=1,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(A,) € 3 dizisi igin

PUA) =2 P(A,)

~

ozelliklerine sahip ise, P fonksiyonuna 3 {izerinde bir “olasilik 6l¢iisii” denir. P(A)

degerine ise, A kiimesinin olasilik 6l¢iisii veya “ A kiimesinin olasiligi” denir.



Tamm 1.2.4. Q#J bir kiime, J, Q-da tanimlanmis bir o -cebir ve P, J {izerinde
tanimlanmuis bir olasilik dl¢iisii olmak tizere, (Q, 3, P) ticliistine bir “olasilik uzay1” denir.

Tanim 1.2.5. Sonuglarinin kiimesi belli olan, ancak ger¢eklestiginde hangi sonucun ortaya
c¢ikacagi dnceden bilinmeyen deneylere “olasilik deneyi” veya “stokastik deney” denir.
Tamm 1.2.6. Bir stokastik deneyin tiim olabilir sonuglarinin kiimesine “6rnek uzay” denir.

Ornek uzayin her alt kiimesine “olay” denir.

Bir (Q, 3, P) olasilik uzayi, bir stokastik deneyin modeli olarak kullanildiginda, 3

o -cebirindeki kiimeler, deney ile ilgili olaylara karsilik gelir. Bir o -cebir, sayilabilir
birlesim, kesisim ve tiimleme islemine gore kapali oldugundan, o -cebirdeki kiimeler
tizerinde bu islemler sonucu elde edilen bir kiime ise bir olaya karsilik gelir.

Bir stokastik deneyin sonuglarinin kiimesi olan 6rnek uzayin elemanlari ¢ok degisik
tirde olabilir. Rasgele degiskenler yardimiyla, 6érnek uzaymn elemanlarina reel sayilar
eslenmekte ve boylece olasilik Olciileri Borel cebiri iizerindeki olasilik Olciilerine
indirgenmis olmaktadir.

Bir stokastik deney sonucunda degerler alan fonksiyona rasgele degisken denir.
Rasgele degiskenler tanim kiimesine gore kesikli, mutlak siirekli ve singiiler olmak {izere
lic kisma ayrilirlar. Ornegin, 1 madeni para 10 kez atildiginda yaz1 gelmesi sayisi kesikli,
bir elektrik cihazinin bozulmadan galisma siiresi ise siirekli rasgele degiskendir.

Rasgele degisken, matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
Tamm 1.2.7. (Q,J,P) bir olasilik uzay, £:Q—> R bir fonksiyonu

vx e R sayistigin {0:&(0)<x}eJ
yani 3 -olgiilebilir ise, & fonksiyonuna bir “rasgele degisken” denir.

Tanimindan goriildiigii gibi rasgele degisken aslinda, belli &zellikleri olan bir
degiskenli fonksiyondur. Birgok durumda ikinci bir degiskene de ihtiya¢ duyulmaktadir.
Ornegin, siv1 igerisinde olusan bir hareket sonucunda bir parcacifin zaman gectikge
konumu veya hizi veyahut borsadaki herhangi bir hisse senedinin fiyatinin zamanla

degismesi, sadece bir rasgele degisken yardimiyla tanimlanamaz. Bu durumda stokastik

siire¢ kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Tamm 1.2.8. (Q,3,P) bir olasilik uzayr ve @#TcR bir kiime olsun. Reel degerli
E(w,t) fonksiyonu, her teT icin Q kiimesinde tanimlanmis bir rasgele degisken ise, bu

fonksiyona bir “rasgele fonksiyon” denir. Bazen n(w,t), X(w,t),Y(w,t) sembolleri ile



bazen de o degiskeni olmadan &(t), n(t) sembolleri ile gosterilir. Eger burada T=R" ise
ve t parametresi zamani ifade ediyorsa, bu durumda &(w,t) rasgele fonksiyonuna bir
“stokastik siire¢” denir.

Tanimindan goriildiigi gibi bir stokastik siireg, sonsuz sayidaki rasgele degiskenlerin
bir ailesidir. Bu durumda stokastik stiregler i¢in de rasgele degiskenler icin verilen
kavramlarin benzerini vermek miimkiindiir. Bundan sonraki kisimlarda, bir stokastik siire¢
X(m,t) sembolii ile gosterilecektir.

Not 1.2.1. Bir stokastik siireg, olay1 temsil eden « parametresinin yani sira, zamani temsil
eden t parametresine de bagli bir fonksiyondur. Bu nedenle, asagidaki durumlar
olusmaktadir:
i) Her bir stokastik siirecin genel durumda, sonsuz sayida realizasyonu vardir. Clinkii
grafiklerin sayis1 ® 'nin sayisina baghdir.
i) Eger X(m,t) stokastik siirecinin o parametresi sabit tutulursa, yalniz t’ye bagh
olan ve rasgele olmayan bir fonksiyon elde edilir.
i) Eger X(m,t) stokastik siirecinin t parametresi sabit tutulursa, yalniz ®’ya bagh
olan bir fonksiyon, yani bir rasgele degisken elde edilir.

Bu durumlar sirasiyla asagidaki sekillerdeki gibi gosterilebilir:

Sekil 1. X(w,t) stokastik silirecinin realizasyonlari



(O]
A
o, X(o,, 1)
0 t

Sekil 2. » parametresi sabit iken X(w,t) siirecinin bir realizasyonu

v

Sekil 3. t parametresi sabit iken X(w,t) siirecinin bir realizasyonu

1.2.1. Stokastik Siireclerin Baz1 Karakteristikleri

Bilinmektedir ki, bir tane rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu bir argiimanli, yani
F(x) =P{E<x}

seklinde; iki tane rasgele degiskenin ortak dagilim fonksiyonu iki argiimanli, yani
F(x,,X,) =P{& <X,,&, <X,}

seklinde; ...; n tane rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu ise n arglimanli, yani



F(Xy, Xy, X, ) =P{E <X, &, <Xy, & <X )
seklindedir.

Bir stokastik siire¢, sonsuz sayidaki rasgele degiskenlerin bir ailesi oldugundan, onun
dagilim fonksiyonu ise sonsuz arglimanli olmalidir. Ancak bu tip fonksiyonlar
matematiksel olarak ifade etmek ve incelemek miimkiin degildir. Bu nedenle, bir stokastik
stirecin sonlu boyutlu dagilimlarinin bilinmesi gerekmektedir. Ciinkii bir stokastik siirecin
sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu yardimiyla, siirecin diger karakteristikleri ve siiregle
ilgili olaylarin olasiliklar1 bulunabilir.

Tanmm 1.2.1.1. X(w,t) bir stokastik siire¢ olsun. X(m,t,), X(o,t,), ..., X(o,t,) rasgele
degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonuna, yani

Ftl,...,tn (G P{co: X(o,t) <X;,..., X(o, 1) < Xn} , b, t,eT, X, eR
fonksiyonuna X(w,t) siirecinin “n-boyutlu dagilim fonksiyonu” denir.

{Ftl,...,tn (xl,...,xn)}, n>1

ailesine ise, siirecin “sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1” denir. Sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) Ftl‘twtn(xl,xz,...x o) =F tn4(x1,x2,...,xnfl),

'y Apa SR
D) Py (Koo X ) =F o (%%,
burada i,,i,,...,i, indekslerin yer degisimini gostermektedir.

Bir n degiskenli fonksiyonlar ailesi verildiginde bu ailenin, bir stokastik siirecin sonlu
boyutlu dagilim fonksiyonu olup olmadigini anlayabilmek i¢in asagidaki teoreme ihtiyag

vardir.
Teorem 1.2.1.1 (Kolmogorov teoremi). {F . (X,...x,)},t €T, t;<..<t,, n=z1,
Tanim 1.2.1.1°deki 1. ve 2. 6zelliklere sahip sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar: ailesi

olsun. Bu durumda dyle bir (Q, 3, P) olasilik uzay1 ve X(w,t) stokastik siireci vardir ki,

P{o: X(ot) <Xp,... X(o,t,) <X, }=F (X, X,)

esitligini saglar. Bu takdirde, bir stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlari

birbirlerini bire-bir tanimlamaktadir.

Not 1.2.1.1. TcN ={0,1,...,} ise, X(w,t) stokastik siirecine “kesikli zamanli stokastik

stireg”, T aralik ise X(m,t) e “siirekli zamanli stokastik siire¢” denir. Bu durumda



ile

1) Eger X(m,t) stokastik siirecinin D durum (degerler) kiimesi kesikli ise, siirecin

sonlu boyutlu dagilimlari

i) Eger X(m,t) stokastik siirecinin D durum kiimesi sayllamayan sonsuz elemana

sahip ise, siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu

Xp Xy
Rt (Xyyreen X)) = J'I Pyt (ug,...,u,)du,...du

tanimlanmaktadir. Burada p,  (u,...,u,), stirecin n-boyutlu olasilik yoZunluk

fonksiyonunu gostermektedir.

Olasilik teorisinden bir rasgele degiskenin sayisal karakteristiklerinin (beklenen

deger, varyans vs.) birer sabit say1 oldugu bilinmektedir. Bir stokastik siirecin de benzer

karakteristikleri vardir, fakat bu karakteristikler te T parametresine bagli birer rasgele

olmayan fonksiyondur.

Tamm 1.2.1.2. X(o,t) bir stokastik siireg, F,(X) bu stokastik siirecin bir boyutlu dagilim

fonksiyonu olsun. Bu durumda

ise

[ IX|dF; (x) < +o0

E(X(o,1)) = TxdFt(x) L teT

integraline X(w,t) stokastik siirecinin “beklenen degeri” denir. Bir stokastik siirecin

beklenen degeri m, (t) sembolii ile de gosterilmektedir.

Bir stokastik siirecin beklenen degeri, rasgele olmayan, teT parametresine bagl

Oyle bir “orta” fonksiyondur ki, siirecin realizasyonlari onun etrafinda dagilmistir. Bu

durum asagidaki sekildeki gibi gosterilebilir:



Sekil 4. X(m, t) stokastik siirecinin beklenen degeri

Tanmm 1.2.1.3. X(w,t) bir stokastik siire¢ olsun. Bu durumda
2
V, (1) = Var (X (o, t)) = E(X(o, t) —m, (1))
fonksiyonuna X(w,t) stokastik siirecinin “varyans“i denir. Ayrica, o, (t)=./V,(t)

fonksiyonuna X(m,t) stokastik siirecinin “standart sapmasi” denir.

Bir stokastik siirecin varyansi, rasgele olmayan, teT parametresine bagli bir
fonksiyon olup siirecin realizasyonlarinin, beklenen degerinin etrafinda nasil dagildigini

gosteren bir karakteristiktir.
1.2.2. Stokastik Siire¢lerin Stmflandirilmasi

Stokastik siiregleri belli 6zelliklerine gére smiflandirmak miimkiindiir. Ornegin,
zaman parametresi kesikli veya siirekli olan siiregler, realizasyonu kesikli veya stirekli olan
siirecler, stokastik siirecin degerlerinin stokastik iligkisine gore olusan siirecler, Vs.
Stokastik siireglerin siniflandirilmasi, siireglerin incelenmesinde kolayliklar saglar.

Genel olarak stokastik siiregler; “Gauss siiregleri, degerleri bagimsiz siiregler, artiglari
bagimsiz siiregler, duragan ve duragan olmayan siiregler, Markov ve yar1 Markov siirecler”
seklinde siiflandirilmaktadir.

Asagida bu siireglerden bazilarinin tanimlar1 verilmektedir:



Tammm 1.2.2.1. X(t) bir stokastik siire¢ olsun ve bu siirecin 0<t, <t, <...<t, <oo,
n=12,... noktalarindaki degerleri X(t,), X(t,), ..., X(t,), n=12,... ile gosterilsin.
Eger her n=1,2,... igin X(t,), X(t,), ..., X(t,) rasgele degiskenleri tam bagimsiz ise,
bu siirece “degerleri bagimsiz olan stokastik siire¢” denir.

Not 1.2.2.1. Degerleri bagimsiz olan bir stokastik siire¢lerin sonlu boyutlu dagilim
fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

Fit, 1, (X0 Xg00 %) =R (X)F, (X5) - R (X,)
Bagka bir deyisle, degerleri bagimsiz olan siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlari, bir

boyutlu dagilim fonksiyonlarinin carpimina esittir. Degerleri bagimsiz olan stokastik

stireclerin sonlu boyutlu olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibidir:

P, (X0 Xa0e 0 X ) =Py (X)Py, (X5) ---P (X)) -
Tanim 1.2.2.2. X(o,t) bir stokastik siire¢ olsun. Her 0=t, <t, <...<t <o, n=12,...
i¢in

(X(t)—X(ty)), (X(t,)=X(t)), -, (X(t,)—X(t,,)), n=1,2,...
farklarina “X(w,t) stokastik siirecinin artiglar1” denir. Eger her t, ve n i¢in bu artiglar
birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler ise, X(w,t) stokastik siirecine “artiglar1 bagimsiz

stokastik siire¢” denir. Bu kosul matematiksel olarak asagidaki gibi verilebilir:
P{X(t,) = X(ty) < X;,..., X(t,) = X(t, ) <X, } = [ TP{X(t,) - X(t, ) <X, }-
k=1

Ornek 1.2.2.1. Artislari bagimsiz siireglere Poisson ve Wiener siireglerini de 6rnek
gostermek miimkiindiir. Bu siirecler olasilik teorisinde ¢ok dnemli bir role sahiptir. Ciinkii

birgok olasilik modelleri bu siireclerin yardimiyla verilebilir.

1.2.2.1. Markov ve Yari-Markov Siirecler

Stokastik siireglerin degerlerinin bagimsizligi kosulu bazen saglanmamaktadir. Bu
durumda, degerleri arasinda bagimlilik olan siireglerin incelenmesi gerekmektedir. Boyle
bagimlilik cesitlerinden biri, literatiirde Markov bagimliligi olarak ile bilinmektedir.
Markov bagimliligi “siirecin her bir keyfi gelecek anindaki degerinin dagilimi, yalniz
simdiki andaki degerinin dagilimina bagli olup, ge¢misteki degerlerinin dagilimina baglh

olmamas1” olarak ifade edilebilir. Bagka bir deyisle, “gelecek ge¢mise bagli olmayip,
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yalniz simdiki ana bagli”dir. Degerleri arasinda bu tip bagimlilik olan siireglere, “Markov
stiregleri” denir. Ayrica bir stokastik siireg, bazi t € T ’ler i¢cin Markov bagimliliga sahipse,
o siirece “yar1-Markov siire¢” denir. Markov siireclerini matematiksel olarak asagidaki gibi

tanimlamak miimk{indjir:
Tamm 1.2.2.1.1. (Q, 3, P) bir olasilik uzayr ve T= [0,+oo) olsun. X(t) = X(w,t) ise
Qx T ’de tammmlanmus bir stokastik siire¢ olsun. Eger 0=t, <t, <...<t <o, n=12,...,
Xy, X504 X, €R icin

P{X(t,) <X, | X(t) X, X(t, ) <X =P{X(t,) <X, [X(t, ) <X, |
saglantyorsa, X(t) stokastik siirecine “Markov siireci” denir. Markov siirecinde zaman

kesikli oldugunda ise o siirece “Markov zinciri” denir.
Tanmm 1.2.2.1.2. Markov zincirleri i¢in ergodik teoremi vermek icin asagidaki iki kosul
mevcut olmalidir:

1. Markov zinciri ayrilmayan ve periyodik olmayan bir zincir olsun.

2. Oyle bir E; durumu mevcut olsun ki, sistemin bu duruma donme siiresinin

beklenen degeri sonlu olsun.
Bu durumda keyfi i ve j degerleri i¢in i’den bagimsiz pozitif

lim pij(n) =p, >0,1,j=0,12,...

limitleri mevcut olsun. Eger p; olasiliklari

> Dby | (L.1)
=D PPy i=012,...
k=0

denklemler sistemini saglarsa, uygun zincire “ergodik zincir” denir. Burada p; olasig
sistemin uzun bir siireden sonra E; durumuna gelme olasihifidir. Bu, p; olasiginin
sistemin ilk andaki durumuna bagimli olmadigini ifade eder. Yani sistem nereden harekete

basladigin1 unutur. {pj}jzoi dagilimina “duragan veya sonuncu dagilim” denir. (1.1)

ozelligi {pj},ioi dagiliminin p; gecis olasiliklarina gore degismez oldugunu gosterir.

Yani p, =P{o: X, (o) =k} ise P{(D:X,Hl(co):k}:ipjpjk =p, 'dir.
k=0
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Teorem 1.2.2.1.1 (Genel Ergodiklik Teoremi). X(t) siireci kesikli miidahaleli bir yari-
Markov siire¢ olsun. Ayrica asagidaki iki varsayim saglansin:

1. Oyle bir 0<t,<1,<...<T, <...<00 artan zaman anlari bulunsun ki, X(t)
siirecinin bu anlardaki degerleri (X(t,), n=12,...) ergodik bir Markov zinciri olustursun.

2. T,Ty...T,,... anlan arasinda gegen zaman siirelerinin beklenen degeri sonlu
olsun. Yani her n=12,... i¢in E(t, -7, ;) <oo olsun.

Bu takdirde X(t) siireci ergodiktir (Gihman ve Skorohod, 1975).

Teorem 1.2.2.1.2. Teorem 1.2.2.1.1’in varsayimlar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her

siirl dlgiilebilir f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik 1 olasiligi ile dogrudur:

!Lrpo%!:.f(X(u))du =S, = 1 zzif(x)& {1, >t; X(t) e dx}dtdn(z) .

E(v) -
Burada n(z) dagilimi {X(t,), n=12,...} Markov zincirinin ergodik dagilimidir (Gihman
ve Skorohod, 1975).

Not 1.2.2.1.1. Yukaridaki teorem, zaman ortalamalarinin durum ortalamalarina 1 olasilig1

ile yakinsadigini ifade eder ve ergodik siiregler i¢in en temel bagintiy1 ortaya koyar.

1.2.2.2. Sayma Siireci

Tanim 1.2.2.2.1. N(t)=N(o,t), ©0eQ, t>0, [0, t] araliginda gerceklesen olaylarin
sayis1 olmak iizere, {N(t), t> O} stokastik siirecine “sayma siireci” denir. Sayma siirecinin
ozellikleri asagidaki gibidir:

1) N(t)>0,

2) N(t) tamsay1 degerli bir rastgele degisken,

3) Eger s<t ise N(s) <N(t),

4) s<t icin N(s,t)=N(t)—N(s), yani [S, t] aralifindaki olaylarin sayist, [0, t]

araligindaki olaylarin sayist ile [0, S] araligindaki olaylarin sayisinin farkina esittir.
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Sekil 5. Sayma siirecinin bir realizasyonu

Not 1.2.2.2.1. Sekil 5’den goriildiigii gibi N(t), [O,t] araligindaki olaylarin sayisini

gosterir. t sabit tutuldugunda mesela, t €[T,, T,) iken N(t)=3"dir.

Ornek 1.2.2.2.1. Bir futbol maginda ilk 30 dakika icinde atilan gol sayis, bir sayma siireci
ile bulunabilir. Gergekten bu rastgele say1r hem t’ye hem de ®’ya baghdir ve N(t) gol

sayisini gosterir.

1.2.2.3. Yenileme ve Odiillii Yenileme Siirecleri

Yenileme siirecleri, yari-Markov stireglerinin 6zel bir hali olup Poisson siireglerinin
genellestirilmisi olarak da ifade edilebilir. Bir Poisson siireci kisaca, olaylar arasi gecen
zaman siireleri, birbirinden bagimsiz ve ayni iistel dagilima sahip rasgele degiskenler olan,
bir sayma siireci olarak tanimlanabilir. Bir yenileme siireci ise, Poisson siirecinden daha
genel bir sayma siirecidir. Ciinkii bu siirecte olaylar aras1 gecen zaman stireleri, birbirinden
bagimsiz ve ayn1 keyfi dagilima sahip rasgele degiskenlerdir.

Yenileme siirecini matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlamak miimkiindiir:

Tamm 1.2.23.1. (Q,3,P) olasihk uzayinda {§,}, n>1 negatif olmayan birbirinden

bagimsiz ve ayn1 keyfi dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Bu durumda, n.

yenilemenin ger¢eklesme ant

T,=0,T,=>¢&,n>1
i=1
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ve t aninda veya t anindan 6nce gerceklesen yenilemelerin sayisinin maksimumu

N(t) =max{n: T, <t}
olmak tizere, {N(t), t>0} sayma siirecine “yenileme siireci” denir.
Ornek 1.2.2.3.1. Elimizde tek pille ¢alisan bir el radyosu oldugunu kabul edelim.
Baslangicta radyoda daha once hi¢ kullanilmamaig bir pil oldugunu diisiinerek, bozuldukga
yenisiyle degistirilen, ayn1 marka pillerin dmiirlerinin dizisi bir yenileme siireci olusturur.
Bu siire¢ i¢in n. degistirilen pilin émrii &, n. degistirmenin yapildig1 zaman T, olup,
N(t), [0, t] zaman araliginda degistirilen pillerin sayisidir.
Ornek 1.2.2.3.2. Bir lamba &, =0 aninda galigmaya baslasin ve T, =&, rasgele aninda

bozulsun ve yenisi ile degistirildigi farz edilsin. Yeni lamba ise T, =&, +&, rasgele aninda

bozulsun ve yenisi ile degistirilsin. Boylece &, rasgele degiskeni n. lambanin 6mri, T,

ise n. yenileme ani olur. Bu durumda {Tn} , N>1 dizisine “yenileme dizisi” denir ve &,

rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu F(t)=P{& <t} ise, n. lambanmn t zaman
siiresinde bozulma olasiligini verir.
Tanim 1.2.2.3.2. (Q, 3, P) olasilik uzayinda {&n} , N>1 ayn dagilima sahip, bagimsiz ve
pozitif degerli rasgele degiskenler dizisi yardimiyla olusturulan
N(t) =max{n:T, <t, t>0}
yenileme siireci verilsin. Burada T,=0, T,k = anii , N>1’dir. Bunun yam sira,
i=1

yenilemenin oldugu her bir zamanda bir 6diil verildigi kabul edilsin. Bu durumda R, n.

n

»}+ n=1 ayni dagilima sahip, bagimsiz

yenileme aninda kazanilan “6diil” olmak {iizere, {R

rasgele degiskenler dizisi ve (§,,R,), n>1 birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip

rasgele degiskenler olsun. Bu takdirde,

N(t)

R(t)=D R,

ile tanimlanan {R(t), t> O} stirecine, “0diillii yenileme siireci” denir ve R(t), t zamanina

kadar kazanilan toplam 6diilii ifade eder (Ross, 1996).
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Sekil 6. Odiillii yenileme siirecinin bir realizasyonu

Asagida yenileme siireclerinin olasilik karakteristikleri ve yenileme teorisinde
kullanilan bazi teoremler verilecektir:
Tamm 1.2.2.3.3. X ve Y birbirinden bagimsiz, sirasiyla F ve G dagilim fonksiyonlarina
sahip iki rasgele degisken olsun. Bu durumda X+Y rasgele degiskeninin dagilim

fonksiyonu
Froe (0= | G(t-X)dF() = (F*G)(D)

dir. Ayrica F ve G dagilim fonksiyonlarina sirasiyla f ve g olasilik fonksiyonlari karsilik
geldiginde, F*G dagilim fonksiyonuna da f*g yogunluk fonksiyonu karsilik gelir.

Burada
(F*0)() = [ 9t-x)f(dx, teR

dir. Dagilim fonksiyonlar1 arasindaki konvoliisyon ayni zamanda degisme ve birlesme
ozelligine sahiptir

Yukarida verilen teorem herhangi sonlu sayidaki bagimsiz rasgele degiskenler i¢in
de gegerlidir. X,,X,,..., X birbirinden bagimsiz ve ayn1 F dagilim fonksiyonuna ve f

yogunluk fonksiyonuna sahip n tane rasgele degisken olsun. X, +X,+...+ X rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu F" ve yogunluk fonksiyonu f " >dir. Burada her n dogal

sayisl i¢in
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F*(I’Prl) — F*n * F
olarak tanimlanir. Burada

1, x=0

F'=F, F°(x)=¢(x) :{O <0

dir (Feller, 1971).
Teorem 1.2.2.3.1. {N(t), tZO} yenileme siirecinin dagilimi, &, ’in dagilim fonksiyonu
F(t)=P {in < t} ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

P{N(t)=n}=F"(t)-F™(t), n>0,

. - . 1, t>0
burada ™" (t) = [F" (t—x)dF(x), n =1 ve F°(t) = “dr.
5 0, t<0

Ispat. T bagimsiz ve ayni dagilima sahip n tane pozitif rasgele degiskenlerin toplami
oldugu i¢in olasilik teorisinden
P{T, <t} =F"(t)
oldugu bilinmektedir. Ayrica N(t) ’nin tanimina gore, t anmna kadar gergeklesen
yenilemelerin sayisinin, n’e esit veya n’den biiyiik olmasi olayi ile t aninda veya t anindan
once, n. yenileme meydana gelmesi olay1 birbirine denktir. Yani
N({t)>2n<T <t
oldugu agiktir. Bu durumda
P{N(t)=n} =P{N(t) >n} -P{N(t) >n+1}
=P{T, <t}-P{T,, <t}
=F"(t)-F™(t)
elde edilir.

Tamm 1.2.2.34. {N(t),t>0} yenileme siirecinin beklenen degerine “yenileme
fonksiyonu” denir ve U(t) ile gosterilir. U(t) yenileme fonksiyonu, {N(t),t>0}
yenileme siirecinin [0,t] araligindaki yenilemelerin ortalama sayisini ifade eder.

Teorem 1.2.2.3.2. U(t) yenileme fonksiyonu T, ’nin dagilim fonksiyonu ile asagidaki gibi
ifade edilebilir:

U =Y F(t).
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Ispat. I_=1(t) ile n. yenilemenin [O,t] araliginda olmasi olayinin gostergesi isaret
edilsin:

- 1, eger n. yenileme [0,t] arahgindaise [1, T <t
- 0, T.>t

0, aksi durumda

Bu durumda N(t) = Z I, ve P{l, =1}=P{T, <t} oldugu agiktir. Buna gdre 1 >0 i¢in
n=0

U(t)zE(N(t))ZE{ilnFiE(ln):iP{ln — =3P, <=3 F(1)
elde edilir.

Teorem 1.2.2.3.3. Vte[0,0) igin U(t) <oo’dur.

Ispat. &

,» N=1 pozitif degerli ve kendi aralarinda bagimsiz rasgele degiskenler

olduklarindan ve F"(t) 'nin tanimina gére
Fr(t)=P{T, <t}=P{E, +&,+...5, < <PLE, <t,&, <t,..5, <t}=(F(t)"

dir. Buradan U(t) =Y F"(t) <> (F(t))" elde edilir. Bylece |F(t)| <1 kosulunu saglayan

n=0 n=0

tim t ’ler igin Z:(F(t))n bir geometrik seridir ve yakinsaktir. O halde, boyle t ’ler igin

n=0

U(t) = ZF*” (t) <oo’dir. Diger yandan, sonlu aralikta tanimlanmis dagilimlar icin dyle r
n=0

sayist segmek miimkiindiir ki, F*r(t)<1 olsun. Buna gore bu serinin n=r, 2r, 3r,...,

numarali elemanlar1 yakinsak seri olusturur. U(t) = Z F"(t) serisinin elemanlar1 n’e gore
n=0

monoton olduklari i¢in bu seri tiim n ’ler i¢in yakinsaktir (Feller, 1971).

Teorem 1.2.2.3.4. Yenileme fonksiyonu, her mertebeden sonlu momente sahiptir.

Ispat. P{én =O}<l oldugu igin olasihgm siireklilik ozelliginden Jou >0 &yle ki

P {gi > oc} > 0°dir. Bu durumda

En:{O, E, <a

a, & za
olmak {izere, {én} , N>1, birbirinden bagimsiz, negatif olmayan, ayn1 dagiliml rasgele

degiskenler dizisidir. N(t)=sup{n: &+ +...+& <t} isc bu dizi iizerine kurulu bir
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diger yenileme siireci olsun. Bu takdirde, N(t) yenileme siirecinde yenilemeler yalnizca
t=nao, n=0,1,... zamanlarinda gerceklesebilir ve bu zamanlarin her birinde gerceklesen

yenilemelerin sayisi, birbirinden bagimsiz, :I/ P{&n Zoc} basar1 olasilikli, geometrik

dagilima sahip rasgele degiskenler olur. Bu durumda, N(t) negatif binom dagilimina sahip

bir rasgele degiskendir. Bu nedenle
E(N(D) < % <o

dir ve %n <¢&, oldugu i¢in N(t) > N(t) *dir. Ayrica, negatif binom dagilimina sahip bir

rasgele degiskenin, her mertebeden sonlu momente sahip oldugu literatiirden bilinmektedir

(Ross, 1996). Bu ise ispat1 bitirir.

Not 1.2.2.3.1. Yenileme fonksiyonu sagdan siirekli azalmayan bir fonksiyondur. Bununla
birlikte

MU =lim 2 F(O =2, imF (0 =2 1=

olmak iizere bir yenileme fonksiyonu t — oo iken 1’e yakinsama &zelligi harig, bir dagilim

fonksiyonunun biitiin 6zelliklerine sahiptir.

{E-’n}neN rasgele degisken dizisi ve & rasgele degiskeni ayn (Q, 3, P) olasilik uzay1
tizerinde tanimli olsun. Bunlarin dagilim fonksiyonlari sirasiyla F (X) ve F(x) ile

gosterilsin ve asagidaki tanimlar verilsin.
Tamm 1.2.2.3.5.
1) Olasiliga gore yakinsaklik: Eger Ve >0 igin

limP{w:[¢, (0) —&(w)| =&} =0
ise, {E"”}nel\! rasgele degisken dizisi, & rasgele degiskenine “olasilifa gore yakinsak™tir

denir ve & (o) ———>&(w) seklinde yazilir.

n—o0

2) Ortalamaya gore yakimsaklik: Vr>0 igin E(|€, (®)|) <o olsun. Eger

lim E(, () ~&(0)]) =0

13

ise, {‘in}neN rasgele degisken dizisi, & rasgele degiskenine “r. mertebeden orta

yakinsak”tir denir. Ozel olarak,
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imE(E, () -&(@)) =0
ise, {&’”}nel\! rasgele degisken dizisi, § rasgele degiskenine “ortalama karesel yakinsak”tir

denir ve Li.m. ile gosterilir.

3) Dagilima gore yakinsaklik: F(x) ’in siirekli oldugu noktalar i¢in
limF, (x) = F(x)
ise, {&,} , rasgele degisken dizisi & rasgele degiskenine “dagilima gore yakinsak™tir

denir ve &, (O))T&((D) seklinde yazilir. Literatiirde bu yakinsaklik c¢esidi, zayif

yakinsaklik olarak da bilinmektedir.

4) 1 olasihig ile yakinsaklik: Olgiisii sifir olan bir kiimenin diginda
P{lim £ (0)= g(m)} ~1 veya P{lim £ (0)# zg(m)} -

ise, 1 olasilign ile & (o) ———>&(w) ise, {&,} . rasgele degisken dizisi & rasgele

eN
degiskenine “1 olasilig1 ile yakinsak™tir denir ve & (a))vﬂg(w) seklinde yazilir.
Tanmm 1.2.2.3.6. f(x) ve g(x) reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi iizerinde tanimli iki

fonksiyon olsun. Bu takdirde

1) fEX; ———>C(sabit) ise f(x)=0(g(x)) olarak yazilir.
g(x
w . PN w 1. 1. 1—cCOSX 1,
Ornegin, 1—cosXx = O(x") *dir. Cilinkii IIrT(} 7 =5 dir.
X—> X
f(x)
2) o )T)O ise f(x)=0(g(x)) olarak yazilir.
X
Ornegin, 1—cosx = 0(x) *dir. Ciinkii Iirrg 1-cosx =0 dur.
X—> X
f(x)
3) o )W)l ise f(x) ~g(x) olarak yazilir ve buna f(x) ve g(x) fonksiyonlar
X

“asimptotik olarak denk’’tirler denir.

Tamim 1.2.2.3.7. Bir & rasgele degiskeni 1 olasilig1 ile
{ak+b:k=0,£1,+2,..., a,b>0}

kiimesinden degerler aliyorsa, & rasgele degiskene “aritmetik rasgele degisken” denir.
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Teorem 1.2.2.3.5 (Elementer Yenileme Teoremi). Bir {N(t), t>0} yenileme siirecinde,

ardigik yenilemeler arasi gecen zaman siireleri, aritmetik olmayan bir F(t) dagilim
fonksiyonuna ve sonlu u ortalamasina sahip olsun. Bu takdirde

o 1

il
dir (bkz, 6rnegin, Ross, 1996). Burada p=E(&,) *dir.

t t—>ow

Bu teoreme gore, uzun siire ¢alismakta olan bir yenileme siirecinde, birim zamanda

yapilan yenilemelerin beklenen sayisinin 1 oldugu soylenebilir.
u

Teorem 1.2.2.3.6 (Birinci Yenileme Teoremi). Herhangi bir {N(t),tzo} yenileme

stirecinde, ardisik yenilemeler arasi gegen zaman siireleri, aritmetik olmayan bir F(t)
dagilim fonksiyonuna ve sonlu p ortalamasina sahip ise herhangi bir h >0 i¢in

U(t) - U(t—h)?>D
u

dir (Smith, 1958).
Teorem 1.2.2.3.7 (Kesinlestirilmis Yenileme Teoremi). Herhangi bir {N(t), t>0}
yenileme siirecinde, ardisik yenilemeler arasi gegen zaman siireleri, aritmetik olmayan bir

F(t) dagilim fonksiyonuna, sonlu p ortalamasina ve sonlu ¢? varyansina sahip olsun. Bu

takdirde

2
0< (U(t)—ij __,Wro
H 2p

2

olur (Feller, 1971).

~

N tam degerli rasgele degiskeni ve {&} dizisi (€,J,P) olasilik uzayinda
tanimlanmis olsun. Ayrica N>0 ve & rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz
olsun. 3, ile ¢g,,...,§, rasgele degiskenlerinin irettigi sigma cebir, yani
Syn =0(&,..-,&,) gosterilsin. Bu takdirde asagidaki tamim ve teoremleri vermek

mumkindir:

Tamm 1.2.2.3.8. Her n=12,... icin {N <n} olayi, 3 sigma cebirinden bagimsiz

n+1,00

oldugunda N rasgele degiskenine “gelecekten bagimsiz rasgele degisken” denir.
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Tamm 1.2.2.3.9. Her n=12,... i¢gin {N<n}e 3, oldugunda N rasgele degiskenine
“Markov rasgele degiskeni” veya “durdurma ani” denir.

Bagka bir deyisle, bu durumda ¢&,,...,§, rasgele degiskenlerinin degerleri
bilindiginde, {N <n} olaymin gergeklesip ger¢ceklesmedigini kesin olarak sdylemek
miimkiindiir. Bu durumda, N Markov rasgele degiskeni, &, rasgele degiskenler dizisi i¢in

gelecekten bagimsiz rasgele degiskendir (Borovkov, 1986).

Sy =& +...+E&y olsun. S rasgele sayida rasgele degiskenin toplamudir.

Teorem 1.2.2.3.8 (Kolmogorov-Prokhorov Teoremi). Negatif olmayan tam degerli

rasgele degiskeni N, gelecekten bagimsiz bir rasgele degisken olsun. Eger

gP{N > KIE(E, ) < o0 (1.2)
kosulu saglaniyorsa, bu takdirde

E(SN>=ZP{N > HE(Z,) (L3)

esitligi yazilabilir. Ayrica &, >0 oldugunda (1.2) kosuluna gerek yoktur (Borovkov,

1986). Bu teoremin onemli bir sonucu olan asagidaki teorem, literatiirde Wald 6zdesligi
olarak bilinmektedir.

Teorem 1.2.2.3.9 (Wald Ozdesligi). &,&,,... rasgele degiskenleri kendi aralarinda

bagimsiz ve ayni dagilima sahip, N rasgele degiskeni ise gelecekten bagimsiz bir rasgele

degisken olsun. Ayrica E(§,) <oo ve E(N) <ooolsun. Bu takdirde

N
E(Sy) =E(Q_&) =E(E)E(N) (1.4)
k=1
dir. (1.4) esitligine “Wald 6zdesligi” denir (Borovkov, 1986).
Tammm 1.2.2.3.10. X ve Y, swrastyla F(t) ve G(t), [0,00) araliginda tanimli dagilim

fonksiyonlarina sahip birbirinden bagimsiz iki rasgele degisken olsun. Bu durumda F(t)

fonksiyonunun sirasiyla Laplace ve Laplace-Stieltjes doniisiimleri
FQL) = j e ™ F(x)dx ve F*(L) = j e ™dF(x), A >0
0 0
ile ifade edilir. Bilinmelidir ki, (F*G)(t), X+Y rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

olmak lizere

(F*G)(A) =F(L).G(L)
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dir (Feller, 1971).
Teorem 1.2.2.3.10 (Tauber-Abel Teoremi). F(t) ve G(t) fonksiyonlarinin Laplace

doniigiimleri F(A) ve G(L) mevcut olsun. En azindan Syle bir (—o,B) araligi mevcut
olsun ki, her A e (—a,B)), o, >0 icin F(L) ve G(A) mevcut ve sonlu olsun. Ayrica
t—>o iken F(t)~G(t) < L —0 iken F(A)~G(L)

dir. Burada “~ " simgesi ile iki fonksiyonun asimptotik denkligi gosterilmistir, yani

Iim%:l ise F(t) ~ G(t) ve 'jﬂg%ﬂ ise F(A) ~G(n)

t—)ooG t

dir. Bu 6nerme literatiirde “Tauber-Abel teoremi” olarak bilinmektedir (Feller, 1971).

1.3. Literatiir Arastirmasi

Yenileme siiregleri, stokastik siirecler teorisinde ve onun uygulamalarinda 6énemli bir
role sahiptir. Literatiirde yenileme siireglerinin kendi karakteristiklerine ait bazi ¢aligmalar

mevcuttur. Ornegin, Smith (1958), Feller (1971), U(t) yenileme fonksiyonu igin iki terimli

asimptotik acilim elde etmislerdir.

Bu alanda diger onemli bir ¢alisma, Alsmeyer (1988) tarafindan yapilmistir.

Alsmeyer, {(Sn, Un)}r1>0 genisletilmis yenileme siireci iizerinde EU;,, VarU;, ve
COV(UT(I),T(t)) fonksiyonlar1 i¢in t — oo iken iki terimli asimptotik agilim elde etmistir.

Ayrica benzer sonuglart EU ., Var U, ,ve Cov(U,,N(t)) fonksiyonlar: i¢cin de elde
N(t) N(t) N(t)

etmistir. Burada

S, =ixi, U, :Zn:Yi , T()=inf{n>0:S >t}, N(t)=sup{n>0:S, <t}, t>0
i=0 i=0

ve (Xl,Yl), (XZ,YZ), ... birbirinden bagimsiz ve aym1 dagilima sahip olmak {izere,

(X0, Y5), (X.,Y;), ... birbirinden bagimsiz iki boyutlu rasgele vektdrlerin bir dizi olarak

tanimlanmastir.
Yenileme siireclerinin en ¢ok uygulandigi alanlardan biri de risk teorisidir.

Alsmeyer’in (1988) caligmasindaki X;, X,,... ve Y, Y,, ... swrastyla kolektif risk

teorisinde, sigorta Odemeleri arasindaki zamanlari ve sigorta odemelerinin miktarimi
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gostermektedir. Literatiirde {N(t)} “sigorta 6demelerinin sayis1” ve {UN(t)} , “toplam

t>0° t>0

sigorta 6demelerinin siireci” veya “risk siireci” olarak yer almaktadir (Ross, 1996).
Alsmeyer (1991), harmonik yenileme 6l¢iisii ile siirecin ilk kez kontrol seviyesinden

diisme an1 arasindaki iliskiyi de incelemistir. Bu calismada Alsmeyer, basamak ani ve

yiiksekliklerinin olasilik karakteristiklerini hesaplamak i¢in gerekli olan harmonik

yenileme Ol¢iisiinii agagidaki gibi ele almistir:

Ul{l}:i%P{Sn ell,IcR, S, :an:ni, n>1,

burada { n}, n>1 birbirinden bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler
dizisini gostermektedir. Ayrica Alsmeyer, harmonik yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki
gibi iki terimli asimptotik a¢ilim elde etmistir:

U, (x) =log(x/p) +y+0(),X >
burada E(m,)=pn>0, Ul(x):Z:l P{Sn SX}, bir harmonik yenileme fonksiyonu ve vy,
n
n=1

Euler sabitidir.
Ayrica Alsmeyer ve Hoefs (2001), duragan (m +1) -blokfaktorler igin Markov
yenileme teorisi incelemistir.
Khaniyev (2005), genellestirilmis yenileme siirecinin ilk ii¢ momentini analitik ve
asimptotik yontemlerle incelemistir.
Bu ¢alismalardan farkli olarak, 6diillii yenileme siirecleri lizerinde yapilmis bircok

calisma mevcuttur. Ornegin, Jewell (1967), yenileme siirecine gdmiilii 6diillii yenileme
stirecinin degisimini incelemistir. Ayrica, Brown ve Solomon (1975), {C(t), tZO} odilli
yenileme siirecinin birinci ve ikinci momentleri i¢in iki terimli asimptotik acilim elde etmis
ve bu silirecin varyansinin Var C(t)=ct+d+o0(1) seklinde oldugunu gdstermistir. Bu

caligmada, Brown ve Solomon, 6diillii yenileme siirecini agagidaki gibi insa etmistir:

0 , t< X, ,—
C(t) = N N =min{ j:S, >t!, 20,8 =X, j=0,12,...
(t) $h | ex, (1) {j:S, > ,;.J 1,
i=0

burada {(Xi,Yi), i=0,1 2,...} bagimsiz rasgele vektorlerin bir dizisi olmak {izere,
(Xi,Yi), i>1 ayni dagilima sahip rasgele degiskenler ve {Xi, i=01 2,...} bir yenileme

dizisidir.
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Ayrica Ross (1996), kalan omiir ve yas1 ifade eden yenileme siirecini ve onun
asimptotik davranigini, Csenki (2000), geriye doniik 6dil yapili bir &dilli yenileme
stirecinin asimptotikligini ve Levy ve Taqqu (2001), agir kuyruklu dagilima sahip bir
odiillii yenileme siirecinin asimptotikligini incelemislerdir.

Kokangiil vd. (2011), tiggensel miidahaleli 6diillii yenileme siirecinini, Mammadova
(2011) ise, normal miidahaleli 6dillii yenileme siirecinin ergodik dagilimimin ve sinir
fonksiyonellerinin temel olasilik parametrelerini asimptotik yontemlerle incelemistir.

Okur Bekar (2006), yiiksek lisans tezinde iistel miidahaleli 6diillii yenileme siirecini
asagidaki gibi bir ka¢ asamada incelemistir. Bu ¢alismada

1) Siire¢ matematiksel olarak insa edilmistir.

2) Siirecin sinir fonksiyonelleri analitik ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.

3) Ozel olarak, Erlang dagiliminin iirettigi yenileme fonksiyonu bulunmustur.

4) Siirecin bir boyutlu dagilimlari incelenmistir.

5) Siirecin toplamsal fonksiyonellerinin dagilimlari incelenmistir.

6) Siirecin ergodikligi ve ergodik dagilim fonksiyonunun kesin sekli bulunmustur.

7) Ustel miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin

sekli elde edilmistir.

8) Ustel miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodik dagiliminin temel olasilik

parametreleri bulunmustur.

Yukaridaki calismadan farkli olarak, bu tezde oOdiillii yenileme siirecinin sinir
fonksiyonelleri ve ergodik dagiliminin olasilik karakterisitkleri bir yenileme fonksiyonu
araciligi ile elde edilmistir.

Ayrica bu tezde, siirecin miidahale dagilimi {istelden daha genis olan gamma ve
Weibull smifindan alinarak, sinir fonksiyonelleri ve ergodik dagiliminin temel olasilik
parametreleri analitik ve asimptotik yontemlerle incelenmistir.

Bu tezde, siirecin miidahale dagiliminin gamma ve Weibull sinifindan olmasi
durumunda, iistel miidahaleli 6diillii yenileme siirecinde kullanilan Laplace ydnteminin
yetersiz kaldigi goriilmiis ve bu durumda siirecin incelenmesinde yukaridaki ¢aligmadan

farkli yontemler kullanilmistir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Asagidaki kurallarla ¢alisan bir stok kontrol modelini ele alinsin:

Bir depodaki “stok miktar1” X(t), t=0 baslangic aninda X(0) =X, =s+V ’a esit
olsun. Burada 0 <s < olup, s’ ye “stok kontrol seviyesi” denir.

Ayrica, depodaki stok miktarinin, dnceden belirlenmis s kontrol seviyesinin altina
ininceye dek gecen rasgele anlar T,T,,..,T,,.. ile ve bu rasgele anlardaki rasgele
miktardaki azalmalar ise n,,n,,...,n,,... ile gosterilsin. Bu durumda, depodaki stok miktari

asagidaki gibi degismektedir:

X(M) =X, =stv—-n,, X(T,)=X,=stv—(n,+n,),... X(T,)=X, = erV—Z:ni

i=1
Siirecin bu bigimde degismesine “dogal degisim” denilsin. X, <S oldugu ilk anda
(7,), sistemin dogal degisimine miidahale edilerek, depodaki stok seviyesi ani olarak, ¢

pozisyonuna getirilsin ve boOylece sistemin g¢aligmasinin birinci periyodu tamamlanmig
olsun.

Daha sonra sistem, yeni baslangi¢ durumu olan {;, noktasindan baslayarak, dogal
degisimini birinci devredekine benzer bi¢imde siirdlirsiin. Stok miktari, s kontrol
seviyesinin altina indigi anda, sisteme birinci devredeki gibi miidahale edilerek, depodaki
stok seviyesi ani olarak {, pozisyonuna getirilsin ve bundan sonra siire¢ benzer sekilde
calismaya devam etsin. Bu modeli ifade eden stokastik siirece “kesikli sans karigiml
siire¢” denir.

Bilinmelidir ki, £, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu uygun sekilde
degistirilerek, onlarca 6zel bariyerli yari-Markov siire¢ elde edilebilir. Bu ¢alismada, (;,
C,, ... pozisyonlari, sirastyla gamma ve Weibull dagilima sahip bagimsiz rasgele

degiskenler olarak kabul edilecektir.

Asagida bu modeli ifade eden X(t) siirecinin matematiksel kurulusu verilmektedir.
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2. 1. Siirecin Matematiksel Kurulusu

{@n,nn,gn} , n>1 dizisi, (Q, 3, P) olasilik uzayinda tanimlanmis, bagimsiz ve ayni

dagilima sahip rasgele vektorler dizisi olsun. Ayrica § , n  ve C rasgele degiskenleri
kendi aralarina bagimsiz ve pozitif degerli degiskenler olsun. Bu rasgele degiskenlerinin
dagilim fonksiyonlarinin bilindigi varsayilsin ve bunlar sirasi ile asagidaki gibi gosterilsin:

O(t)=P{§ <t}, t>0; F(x)=P{n, <x}, x>0; n(v)=P{{, <v}, v>0.
Bunun yani sira { &n} ve {nn }, n>1 baslangic rasgele degiskenleri kullanilarak

{Tn} ve {Sn} yenileme dizileri agagidaki gibi insa edilsin:
T,=>&, S,=>m, T,=5,=0,n2>1.
i=1 i=1

Tam degerler alan {Nn} , N > 0 rasgele degiskenler dizisi ise asagidaki gibi verilsin:
N, =0, N, =N(v)=inf{k>1: S, >v},v>0;
Npy =N, (G) =inf{k>N, +1:5,-S, >¢,}, n>1

burada inf (@) = +oo sart: kabul edilmistir. Ayrica
N(V) Npig
T,=0;1,=T = ;@i T = TG =Ty, = ;&i , n>1
olsun ve v(t) yenileme siireci asagidaki gibi tanimlansin:
v(t)=max{n>0: T, <t}, t>0.
Bu durumda, X(t) stokastik siireci asagidaki gibi verilebilir:

Vte[t,,1,,) i¢in X(t) = max {S, s+C, =S, +Sy, }, n>0

n+l

burada C, =s+v, 0<s<w ve Sy =S dir.

v(t,+0
Bu sekilde tanimlanan X(t) siirecine, literatiirde “kesikli miidahaleli 6diillii yenileme
stireci” denir. Kesikli miidahaleyi ifade eden {Qn}, n>1 rasgele degiskenleri gamma

dagiliminda sahip oldugunda, siirece “gamma miidahaleli 6diilli yenileme stireci”, Weibull
dagiliminda sahip oldugunda ise, siirece “Weibull miidahaleli 6diillii yenileme siireci”
denir.

Bu calismada amag, gamma ve Weibull miidahaleli 6diillii yenileme stireglerinin

olasilik karakteristiklerini incelemektir.
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X(t) siirecinin bir realizasyonu agagidaki gibi gosterilebilir:

X(t)
A
Cz".‘_';
S+VI—® ; :
I " Ly —> N
— ' : ; : '
5 - - E‘nmu ' - >
| | | LI i
N B |
§ L § — |
E E EI nN1 e nNz
R T ,»$ 77777777777777777777777
L x s >
0 LEE w=Ty  Tha T, =Ty, t

Sekil 7. X(t) Odiillii yenileme siirecinin bir realizasyonu
2.2. Siirecin Sinir Fonksiyonellerinin incelenmesi

1, rasgele degiskenine, “siirecin ilk kez kontrol seviyesine ulagsma an1” denir ve N,

sinir fonksiyoneli ise, “bu ana kadar olan sigramalarin sayisin1” gostermektedir. Bu rasgele
degiskenler birer sinir fonksiyoneli olup siirecin bir¢ok karakteristiklerinin incelenmesinde
biiyiik 6nem tagimaktadir. Ozellikle siirecin ergodik dagilimlarmin incelenmesi igin bu

rasgele degiskenlerin dagilimimin ve bazi olasilik karakteristiklerinin bilinmesi gereklidir.

Bu nedenle bu kisimda, sirasiyla N, ve t; smur fonksiyonelleri incelenecektir.

2.2.1. Siirecin Simir Fonksiyonellerinin ilk Dért Momenti icin Kesin Formiiller

Bu kisimda siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dért momenti, 1, rasgele degiskeninin

dagilim fonksiyonu tarafindan tretilen U, (X) = Z F"(x) yenileme fonksiyonu yardimiyla
n=0

ifade edilecektir. Burada F(x)=P{n, <X}, n, rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu

gostermektedir.
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Teorem 2.2.1.1. U, (x) yenileme fonksiyonunun yardimiyla, N,(x) sinr fonksiyonelinin

ilk dort momenti asagidaki gibi yazilabilir:

EN,(x) =U, (x), 1)
ENZ (x) =2U2(x)+ U, (x), (2)
ENS (x) =6U"(x) +6U7 (x) + U, (X), (3)
EN; (x) = 24U7* (x) +36U7%(x) +14U7(x) + U, (X) . (4)

Ispat. {nk} , k>1 birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler dizisi oldugundan

EN,(x) = 30 P{N, () =n} = 3 n[FOP () - F ()] = S F"(x) = U, (x)

dir. N,(x) simir fonksiyonelinin moment ¢ikaran fonksiyonu ¥(v,x) = E[v™*] olsun. Bu

takdirde,
WV, X) = EW0) = SVPIN, () =0} = YV [FO 00 -F (9], V<1 (5)

dir. W(v,x) fonksiyonunun Laplace déniisiimii W(v,B) seklinde gosterilsin. Bu durumda

B>0 icin @(B)=E(e™™) olmak iizere

P(v,p) = Te‘BX\P(v, X)dx =ivn Te““ [F () -F"(x) Jdx

o0 o0

% _ V" J'e—BxdF*(n—l) (x) _]c'e—ﬁxdF*n (X)} _ %ivn [(Pn_l(B) _(Pn (B)]

_ V(l_B(P(B)) Z[V(P(B)]n_l
dir. O halde |ve(B)|<1 igin
v(1-9(B))
B(1-ve(B))

dir. Diger taraftan, moment ¢ikaran fonksiyonunun 6zelliklerine gore

P(v,p) = (6)

Y™ (1,x) =E(NI"(x))

dir. Burada NI™(x) =N, (X)(N,(x) —1)...(N,(X) —n +1) dir. O halde

PO (QB) = TeﬁXE(Ngﬂ(x))dx (7)
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dir. Buna gore, vV parametresine gore (6) esitliginin iki kez tiirevi alinirsa

20(B) (1-9(B))

P(v,p) = (8)
B(1-vo())’
elde edilir. Bu durumda, (7) esitligi ve v =1 i¢in (8) esitligi kullanilarak
714 I —Bx Z(P(B)
P'@1,B) = [e ”E(NPF(x))dx =————2— 9)
! (09) B(L-0(B))’
elde edilir. Ayrica x>y ve >0 igin
[e™uregax = | eBXL j Un(x—y)dUn(y)}ix = j du, (y) j e U, (x - y)dx
0 x=0 y=0 y=0 y=x
- j du, (y) j e Py (v)dv = j e™du, (y) [e™U, (v)v
y=0 v=0 y=0 v=0
dir. Burada
[ (B) [ 1
eMdU, (y) = —L_ ve [e™U, (Vidv=—"
j T 1 0() VIO " B(1—0(8))
oldugundan B >0 i¢in
j e U (x)dx = &2 (10)
0 B(l_(P(B))
elde edilir. Sonug olarak (10) esitligi, (9) esitliginde yerine yazilirsa
E(NP(x))=2U7(x) (11)
elde edilir. Diger taraftan
E(NP(x)) =E[ N,(x)(N,(x)-1)]
— ENZ(x) ~ EN, (%)
=EN(x)- U, (X) (12)

oldugundan (11) ve (12) esitliklerinden (2) esitligi elde edilir.
Benzer sekilde, N,(X) smir fonksiyonelinin {igiincii momenti elde edilir. Yani, (6)

esitliginin vV parametresine gore ii¢ kez tiirevi alinirsa

6¢°(B)(1-o(B))
B(1-ve(B)’
elde edilir. Bu durumda (13) ve (8) esitlikleri kullanilarak

P(v,p) =

(13)



29

Tm i —Bx 3 6 Z(B)
P(1,B) = [e E(NFI(x))dx =— L (14)
! ( ) B(1-o(B)

elde edilir. Ayrica >0 i¢in

0 2
[e™ U (xyax = % (15)
0 B(l_ (P(B))
oldugu agiktir. Sonug olarak (14) ve (15) esitliklerinden
E(NP(x))=6U7(x) (16)

elde edilir. Diger taraftan
E(NP(x)) = E[ N0 (N, (x) ~1)(N,(x) —2) ]
= EN?(x) —3EN?(x) + 2EN, (x)
=EN;(x)-6U(x)-U, (x) (17)
oldugundan (16) ve (17) esitliklerinden (3) esitligi elde edilir.
N,(X) smur fonksiyonelinin dordinci momenti de yukaridaki yontemle elde

edilebilir. O halde, (6) esitliginin v parametresine gore dort kez tiirevi alinirsa

24¢°(B) (1-(B))

(v
= ) oo
elde edilir. Bu durumda (18) ve (8) esitlikleri kullanilarak
P (1,B) = Te‘BXE (NI (x))dx = 249 () ; (19)
; B(1-o(B))
elde edilir. Ayrica B >0 i¢in
Teﬁxu;“ (x)dx = &)4 (20)
> B(1-9(B))
oldugu acikca goriilmektedir. Sonug olarak (20) esitliginde (19) esitligi yerine yazilirsa
E(N(x)) = 24U} (x) (21)
elde edilir. Diger taraftan
E(NE(x)) = E[ N, (<) (N,(x) 1) (N,(x) =2)(N,(x) -3) |
= EN; (x) —6EN? (x) +11EN?(x) —6EN, (X)
=EN; (x) —36U:3 (x) —14U:2 (x)—U, (x) (22)

dir. Son olarak (21) ve (22) esitlikleri ile (4) esitligi elde edilir.
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7, (X) smir fonksiyonelinin ilk dért momentinin, U, (x) yenileme fonksiyonunun
yardimiyla ifade edilebilmesi i¢in asagidaki yardimei teoreme ihtiyag vardir:
Yardimc1 Teorem 2.2.1.1. & ve m, baslangi¢ rasgele degiskenleri ek olarak asagidaki
kosullar1 saglasin:

i) a, =E(&}) <oo, ii) m,=E(n?) <co.
Bu takdirde, t,(X) swmir fonksiyonelinin ilk dort momenti &, ve N;(X) rasgele

degiskenlerinin momentleri yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir (Okur Bekar, 2006):

Er, (X) =a,EN,(x), (23)
Et?(X) =a’EN*(X) +(a, —a?)EN,(x), (24)
Et)(x) =a’EN}(x) +3a,(a, —a?)ENZ(x) +(2a} —3a,a, +a,)EN,(X) (25)

Et}(x) =a/EN; (x) +6a’(a, —a’)EN}(x)
+(11a) —18a’a, +4a,a, +3a5)EN? (x)
+(a, +12a%a, —4a,a, —3a% —6a; )EN,(X), (26)
burada a, = E(£X), k=1,4"dr.

Teorem 2.2.1.2. & ve m, baslangi¢ rasgele degiskenleri ek olarak asagidaki kosullari

saglasin:
i) a, =E(&}) <00, ii) my;=E(n’) <.
Bu takdirde, t,(x) smir fonksiyonelinin de ilk dért momenti, U, (x) yenileme

fonksiyonunun yardimiyla asagidaki gibi yazilabilir:

Er,(x) =a,U, (%), 7)
Et; (x) =2a;U* (x)+a,U, (X), (28)
Et; (x) =6a;U,’(x) +6a,a,U.* (x) +a,U, (x), (29)
Et (x) = 24a; U} (x) +36a7a,U (x) +(8a,a, +6a3 ) U7 (x) +a,U, (x), (30)

burada a, = E(£X), k=1,4"dur.

Ispat. Yardimci teorem 2.2.1.1°de elde edilen (1)-(4) esitlikleri, Yardimci Teorem
2.2.1.2°deki (23)-(26) esitliklerinde uygun sekilde yerine yazildiginda, t,(X) smir
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fonksiyonelinin ilk dort momenti, U, (X) yenileme fonksiyonunun yardimiyla sirasiyla
(27)-(30) esitliklerindeki gibi ifade edilmis olur.

Sonu¢ 2.2.1.1. n, rasgele degiskeni mutlak siirekli dagilima sahip olsun. Bu takdirde,
Teorem 2.2.1.2’nin kosullart altinda Et; (X) (n =1,4) fonksiyonu, [O,oo) araligimin her
hangi bir kapali alt araliginda sinirhdir.

Ispat. Bilinmektedir ki U, (x) yenileme fonksiyonu, m, rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu tarafindan iretilmektedir ve m, mutlak siirekli dagilima sahip bir rasgele
degiskendir. Bu durumda U, (x) yenileme fonksiyonu, [O,oo) aralig1 tizerinde siireklidir
ve bu nedenle [O,oo) araliginin her hangi bir kapali alt araliginda siirhidir. Bu durumda,
U:”(X)(n=l,_4) konvoliisyon garpimi da [0,00) araligmin her hangi bir kapali alt
araliginda sinurlidir. Sonug olarak, X(t) siirecinin t,(X) smir fonksiyonelinin ilk dort

momenti de yenileme fonksiyonunun konvoliisyon carpimi ile yazilabildigi i¢in [0,00)

araliginin her hangi bir kapal: alt araliginda sinirlidir.

2.2.2. Siirecin Smmr Fonksiyonellerinin ilk Dért Momenti I¢in Asimptotik
Acilimlar

Onceki kisimda, siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti ile U, (x)

yenileme fonksiyonu yardimiyla elde edilmistir. Ancak elde edilen bu formiillerin
problemlerin ¢oziimlenmesinde uygulanmasi oldukga zor olacagindan, pratikte daha kolay
kullanilabilir formiillerin elde edilmesine ihtiyag¢ vardir.

Biitiin bu nedenler gbz Oniinde bulundurularak, ele alinan siirecin gerekli olasilik
karakteristiklerinin asimptotik yontemlerle incelenmesi gerekmektedir. Bu durumda,
stirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti i¢in asimptotik agilimlar elde edilmelidir.
Bu amaca ulagmak i¢in agagida bir yardimei teorem verilecektir:

Yardimer Teorem 2.2.2.1. 1, baslangig rastgele degiskeninin ilk ti¢ momenti mevcut ve
sonlu olsun. Bu takdirde, x —>oo iken U, (x) yenileme fonksiyonunun n. konvoliisyon
carpimi (n = 1,_4) icin agagidaki asimptotik acilimlar yazilabilir:

m2

X
U (X)=—+-—"35
ml ml

N o(%) | (31)
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2 2
U?(x) = X =+ m—g—i X + 3mi— m33_ mzz +0(1), (32)
k 2m; (m; m 4m; 3m; 2m;
3 2
U*B(X): X _ N Bmi _iz X2+ 3m52 _ m34 _2m32 +i X+O(X), (33)
i ém; | 4m; m; m;, 2m; m; m,

4 2
U (x) = +[ m, 1 jx3+[5m2 _fmy _9m, 32jx2+o(x2), (34)

24m; (3m> 2m} 4m? 12m?  4m; 2m:
burada m, = E(n¥), k=1,3"dur.
Ispat. E(m?) <o kosulu altinda, X — oo iken U, (X) yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki

asimptotik acilim dogrudur:

X m 1
U X)=—+—2+0().
00 = o)

Ayrica E() <o kosulu altinda, @(B) ’nin {i¢ terimli Maclauren serisini B — 0 iken

asagidaki gibi yazmak mimkiindiir (Lukac, 1970):

o) = (™) =1-BEm) + ) - S E(D) +o(p), (35)
o (B) :1_2mlﬁ+(m12 + mz)Bz _(mlmz +%jB3 +0(B%), (36)
©*(B) =1—3m1B+(3mf +gm2j[32 —(mf +3mm, +%) B +0(B°) (37)

Bu durumda asagidaki asimptotik agilimlar dogrudur:

a1 mz_mg_m3 ) )
(1-9(B)) ~pm, {1+ 2mlB (4mf GmJB +o(B )]

(1-0@))" = G ; ; {1+% B+(22§ —%jsz +o(52)] (38)
s 1 | m, 3m;, m; B_2 ) ]

(1-9@)) "= (mlﬁ)g _ B (Zml ZmJ 5 +o(B )_, (39)

(1-o() " = (mlﬁ) ZB [5$ 223}3%0(52) . (40)

Yukaridaki asimptotik a¢ilimlar gz dniinde bulundurularak,  — 0 iken
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Te-ﬁxu?(x)dx __oB)

B(1-o(B))
Gafm oy
ml B ml ml B 4m1 ml 2m1 B B
Te—ﬁx U’T‘]3 (X)dX — (PZ (B) .
0 B(l_(P(B))
O L A R
ml B 2ml ml B ml 2ml ml ml B B

]E efl?)x U’:]4 (X)dX — (P3 (B) -
0 B (1 - (P(B))

11 (2m, 3)1 (5m5 7m, 9m, 3 |1 1
= w5 e e | 2mt 3 am = to(=
mlB ml ml B ml ml ml B B

asimptotik acilimlar1 elde edilir. Son olarak (41), (42) ve (43) esitliklerinin her iki tarafinin

) (43)

2
ml

B parametresine gore ters Laplace donlisiimii alinirsa, Tauber-Abel teoremi kullanilarak
(32), (33) ve (34) esitlikleri elde edilir.

Not 2.2.2.1. Yardimci Teorem 2.2.2.1 (31)-(34) esitliklerindeki sonsuz kiigiik ifadeleri
asagidaki gibi elde edilir:

Oncelikle U;z (x) fonksiyonunun asimptotik davranigi incelensin. Bu amaca ulagsmak

icin asagidaki notasyon dahil edilsin:

. x> (m, 1
R,(x)=U 2(x)———[—2——jx, x>0.
2 " 2m? (m}P m,

Yukaridaki esitligin her iki tarafinin X parametresine gore Laplace doniisiimii alinirsa

IiZ(B): (P(B) 2 31 2 _(m_g_i)iz
B(l-o(B)) B m, JB

ml
! 1 1 (m, 1)1
_ 1 (mo1)1 1
B(l-o,®) Bl-0,@) B ( 3 ]Bz o, (B) <

ml ml
elde edilir. Burada B — 0 iken E(1}) < kosulu altinda

m, 6m

-1 1 m2 _ m; _ m3 2 2
(1-o(B)) _Bml{HZ B (4mf JB +0(B )]



34

(1-0() " = — {H%B{m—ﬂ

4m?  3m,

(Bm, )’

esitlikleri kullanilirsa

~ 3m> m m
R — 2 3 2
PR, () 4m; 3m® 2m?

+0(), p—0

oldugu goriiliir. Bu durumda

2
3am, m, m,

4m; 3m? 2m?

limBR, (B) =

jBZ +0(Bz)}

dir. Simdi yukaridaki esitlige Tauber-Abel teoremi uygulanirsa asagidaki sonug elde edilir:

2
3am, m, m,

4m! 3m? 2m?’

limR, (x) = limpR, () =

Bu sonug X — oo iken asagidaki gibi yazilabilir:

2
3am, m, m

Rz(x) = 4

- -—=+0(1).
m; 3m} 2m’ @

Bununla birlikte sonug olarak

m,

2 2
N X m 1 3m m
U”Z(X) T J{m; m jx+(4mi _3rr133 Com?
1 1 1 1 1 1

j+ o(2)

elde edilir. Benzer sekilde U;” (X) (n=13,4) fonksiyonunun asimptotik davranisi

incelenebilir.

Uyan 2.2.2.1. Asagida siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort momenti i¢in asimptotik

acilimlar elde edilmistir. Bu sonuclar, Okur Bekar’in (2006) yiiksek lisans tezinden farkli

olarak, yenileme fonksiyonunun yukaridaki konvoliisyon c¢arpimlart yardimiyla elde

edilmistir.

Teorem 2.2.2.1. n, baslangi¢ rastgele degiskeninin ilk lic momenti mevcut ve sonlu

olsun. Bu takdirde, X —oo iken N,(x) smir fonksiyonelinin ilk dort momenti igin

asagidaki asimptotik ag¢ilimlar yazilabilir:

X m
EN, (x) = =+ T2
1) m, 2m?

+o(5).

3
ml ml

2 2
ENf(x):X—2+[2m2 _i]XJ{C%mZ _2m; m
m

4 3
1 2m; 3m;

2m

2
2
1

j+o(1),

(44)

(45)
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3 2
EN?(x) _ X 9m, 3 . [Sm; 3m, bm, 1 X +0(X), (46)
1 3 4 2 5 4 3
m; (2m; m; m m, m; m

5 3
m - m

4 2
EN3(x) = 2+ 8m, _ 6 o | 30Me _8m, 27m, 7 ). o(x?), (47)
1 m4 mG m5 m4 m2

1 1 1 1 1

burada m, = E(n¥), k=1,3"dur.
Teorem 2.2.2.2. & ve m, baslangi¢ rasgele degiskenleri ek olarak asagidaki kosullari
saglasin:
i) 8, = (&) <o0, ii) m, =E(nf) <co.
Bu takdirde, X —oo iken t,(x) smir fonksiyonelinin ilk dort momenti i¢in asagidaki

asimptotik ac¢ilimlar yazilabilir:

Er, () = x+ e o), (48)
m; 2m; X

2 2 2
a 2m.a; a,-—2a
Etf(x)=—% x2+£ 2142 1jx
m

3
1 ml ml

. 3mia?  2mga’ LMy, —2a’)
2m;  3m} 2m?

] +0(1), (49)

2

3 o
Erf(x):a—X3+ 9m23‘1+3a1(a2 2a;) 52
2m; m;

2.3 3 _ 2 3 _
J{szsal ~ 3m3::11 N 6m2a1(a§ 2a,) 63, —6aza, +a3}x +0(x),(50)
m

ml ml ml 1

4 4 2 _ 2 2,4 4
Eef(x) = 2y +(8m25a1 , Bal(a, : 2al)}(3 +(30m§a1 _8m35a1
ml ml ml ml ml
L 2Tmya; (8:2 ~2a7)  36a; —36aja, 2+4a3al +3a2 JXZ Lo0d),  (51)
ml ml

burada a, =E(EX), m, =E(nY), k=1,3"dur.
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2.2.3. Simiilasyon Sonuglari

Bu kisimda, Teorem 2.2.2.2°de X(t) siirecinin t, smir fonksiyonelinin ilk dort
momenti i¢in elde edilen asimptotik agilimdaki ilk iki terim kullanilarak, bu momentler
icin yaklasik degerler olusturulmustur. Bunun icin, &, rasgele degiskeninin A =1
parametreli tistel dagilimina sahip oldugu, n, rasgele degiskeninin ise p =20 parametreli
Erlang dagilimina sahip oldugu g6z oniinde bulundurulmustur. Bu degerler sembolik
olarak E(rf) ile gosterilmistir. Benzer sekilde, bu momentler icin Monte Carlo benzetim
yontemi kullanilarak elde edilen simiilasyon degerleri ise E(rf) ile gosterilmistir. Ayrica
her bir simiilasyon degeri, bilgisayarda MATLAB programi kullanilarak ve siirecin n =10°
sayida realizasyonu (izi) liretilerek elde edilmistir. Bu degerler yardimiyla, siirecin t, sinir
fonksiyonelinin ilk dort momenti igin asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada sirasiyla
A, 8, ve AP,, bu momentlerin yaklasik degerleri ile simiilasyon degerleri arasindaki

mutlak hatayi, nispi hatay1 ve dogruluk yiizdelerini gostermektedir:

A, = E(Tf)—é(rlk)\; 8, = E?Tkk).loO%; AP, =100%-3,, k=1,2,3,4.
1

Tablo 1. Ext, (X) i¢in asimptotik ve simiilasyon sonuglarinin karsilastiriimasi

x | Ey(x) | Er(x) A, 8, (%) AP, (%)
100 | 1000,7139 | 1000,75 | 0,0361 | 0,003607425 | 99,99639258
90 | 900,7015 | 900,75 | 0,0485 | 0,005384692 | 99,99461531
80 | 800,6122 | 800,75 | 0,1378 | 0,017211829 | 99,98278817
70 | 700,9908 | 700,75 | 0,2408 | 0,034351378 | 99,96564862
60 | 6005483 | 600,75 | 0,2017 | 0,033585975 | 99,96641403
50 | 500,689 | 500,75 | 0,061 | 0,012183212 | 99,98781679
40 | 400,5812 | 400,75 | 0,1688 | 0,042138772 | 99,95786123
30 | 300,7854 | 300,75 | 0,0354 | 0,011769188 | 99,98823081
20 | 200,6349 | 200,75 | 0,1151 | 0,057367886 | 99,94263211
10 | 100,7138 | 100,75 | 0,0362 | 0,035943436 | 99,96405656




Tablo 2. Et?(x) igin asimptotik ve simiilasyon sonuglarinin karsilagtiriimast
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x | Ef(x) E?(x) A, 8, (%) AP, (%)
100 | 1001578 | 1001996,625 | 418,625 | 0,0417965 | 99,958203
90 | 812350 | 811796,625 | 553,375 | 0,0681203 | 99,93188
80 | 640990 | 641596,625 | 606,625 | 0,0946388 | 99,905361
70 | 491260 | 491396,625 | 136,625 | 0,0278111 | 99,972189
60 | 361310 | 361196,625 | 113,375 | 0,0313789 | 99,968621
50 | 250930 | 250996,625 66,625 | 0,0265512 | 99,973449
40 | 160660 | 160796,625 | 136,625 | 0,0850398 | 99,91496
30 | 90454 90596,625 142,625 | 0,1576768 | 99,842323
20 | 40435 40396,625 38,375 | 0,0949054 | 99,905095
10 | 10190 10196,625 6,625 0,0650147 | 99,934985
Tablo 3. Et}(X) igin asimptotik ve simiilasyon sonuglarmin kargilastiriimast

X Exl(x) Et3(x) A, 3, (%) AP, (%)
100 | 1003610000 | 1003753250 | 143250 | 0,0142735 | 99,9857265
90 | 732500000 | 732040425 | 459575 | 0,0627406 | 99,9372594
80 | 514150000 | 514402600 | 252600 | 0,0491296 | 99,9508704
70 | 344690000 | 344839775 | 149775 | 0,0434521 | 99,9565479
60 | 217450000 | 217351950 | 98050 | 0,0450908 | 99,9549092
50 | 125890000 | 125939125 | 49125 | 0,0390222 | 99,9609778
40 | 64500000 64601300 | 86300 | 0,1337673 | 99,8662327
30 | 27272000 27338475 | 66475 | 0,2437482 | 99,7562518
20 8161000 8150650 10350 | 0,1268227 | 99,8731773
10 1036300 1037825 1525 | 0,1471582 | 99,8528418
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Tablo 4. Et;(x) igin asimptotik ve simiilasyon sonuglarinin karsilastirilmasi

X Et?(X) Et(x) A, 5,(%) | AP, (%)
100 | 2010000000000 | 1006010000000 | 920000000 | 0,09153411 | 99,90847
90 | 661030000000 | 660482000000 | 547900000 | 0,0828858 | 99,91711
80 | 412400000000 | 412678000000 | 278400000 | 0,06750727 | 99,93249
70 | 242030000000 | 242163000000 | 132900000 | 0,05491055 | 99,94509
60 | 130980000000 | 130900000000 | 80400000 | 0,06138342 | 99,93862
50 | 63216000000 | 63252500000 | 36500000 | 0,05773855 | 99,94226
40 | 25940000000 | 25985600000 | 45600000 | 0,17579029 | 99,82421
30 | 8235800000 | 8262900000 | 27100000 | 0,32905122 | 99,67095
20 | 1651200000 1648400000 | 2800000 | 0,16957364 | 99,83043
10 | 105900000 106100000 200000 | 0,18885741 | 99,81114

Not 2.2.3.1. Tablo 1, 2, 3 ve 4’den goriildiigii gibi, x parametresinin ¢ok kiiciik degerleri
icin oldukga yiiksek dogruluk seviyesinde yaklasik sonuclar elde edilmistir. Yani, her
Xe [10;100] icin asimptotik ve simiilasyon degerleri arasindaki uyum yiizdeleri, %99 un
tizerindedir. Bu nedenle, Teorem 2.2.2.2°deki asimptotik acilimlardan elde edilen yaklasik
degerler, simiilasyon sonucu elde edilen degerlere cok biiyiik uyum saglamaktadir. Bu ise,
x parametresinin bliyiik olmayan degerleri i¢in bile olsa, s6zii edilen asimptotik acilimlarin
cesitli modellerde giivenilir bir sekilde kullanilabilecegi anlamina gelir.

Uyarl. Asagida sirasiyla Kistm 2.2.4 ve 2.2.5°de, miidahaleyi temsil eden rasgele

degiskenin gamma ve Weibull dagilimina sahip olmas: durumunda, siirecin N,(X) ve
7,(X) swnir fonksiyonelinin bazi olasilik karakteristikleri icin asimptotik agilimlar elde

edilecektir.

Bu amaca ulagmak i¢in asagidaki notasyonlar verilsin:
R, (X)=EN](x)-a x"-b x"*—c x"?,n=12,... (52)
R, (X)=Et](x)-a,x"—b x""—¢c x"?,n=12,... (53)
olsun ve burada a,, b, ve c, sirasiyla Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 2.2.2.2°de elde edilen

asimptotik acilimlarin ilgili katsayilaridir.
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Ayrica R, (x) fonksiyonu [O,oo) araliginin her hangi bir kapali alt araliginda

siirhdir ve bu fonksiyon asagidaki gibi gosterilebilir:
R.(X)=x"?g(x), n=12,... (54)

burada g(x) fonksiyonu smirhidir ve limg(x) =0 dir.

2.2.4. Miidahalenin Gamma Dagilimina Sahip Olmasi Durumunda Siirecin Siir
Fonksiyonellerinin Karakteristikleri I¢in Asimptotik A¢ilimlar

Bu kisimda, (; rasgele degiskeninin (o,A), a>0, A>0 parametreli gamma

dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin smir fonksiyonellerinin bazi olasilik
karakteristikleri i¢in asimptotik agilimlar elde edilecektir. Bunun i¢in Kisim 2.2.3’de yer

alan Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 2.2.2.2°deki X — oo iken, siirecin sinir fonksiyonelleri igin

elde edilen asimptotik agilimlar kullanilacaktir. Burada ¢, rasgele degiskeni (o, L), a. >0,

A >0 parametreli gamma dagilimina sahip oldugundan

dn(v) = % ve e Mdv
(0

dir. Ayrica bu sonuglarin A — 0 iken anlamli olabilmesi i¢in asagidaki yardimci teoreme
ithtiyag vardir:

Yardimci Teorem 2.2.4.1. Eger g(x) (g:R" — R) fonksiyonu sinirli ve limg(x) =0 ise

bu takdirde, her oo >1 i¢in A — 0 iken agagidaki baginti dogrudur (Aliyev vd, 2010):
lim Tt“‘le‘tg(l)dt ~0 (55)
A0 Y '

Teorem 2.2.4.1. Teorem 2.2.2.1’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 i¢in A — 0 iken

N,(&,) smur fonksiyonelinin ilk dort baslangic momenti igin asagidaki asimptotik agilimlar

yazilabilir:
EN, () = ——+22 4 o(1), (56)
mA  2m?
) (2m, 1)a (3m?} 2m, m
EN? U | =2 || 22— —Z |4 0(), 57
1(%) mZ\? m> m Jr (2m] 3m’ 2m? @ ®7)
D(a+2) (9m 3 lo(a+1)
EN? :a(a+ N , 3
1) m2\2 2m! m? ) A’
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2
+(9”lz L. }gw(i), (58)
m G m;, m; m A A
oo +1)(OL+2)(OL+3) 6 |a(a+l)(a+2)
ENf (gl) - 47L4 m15 _m_f }\‘3

30m2 8m, 27m, 7 \o(o+1)
" m m m +m2
1 1 1 1

1
—z + O(P) , (59)

burada m, = E(n¥), k=14 dur.

Ispat. E(’) <o kosulu altinda, Teorem 2.2.2.1°den (44) esitligine gore asagidaki

asimptotik ac¢ilim mevcuttur:

E|\|1(x)=mi+2mZ2 +R,(X), X —>00 (60)
1 1

burada R;(X) =£g(x) ve g(x) =0(1) ’dir. Bu durumda
X

EN, () = j EN, (v)dnr(V) = j EN, (v)dr(v) = j(—+2m +R(v)]dn(v)

+ j R, (V)dm(v)

Z—E(C1)+ 2m? 7 +E(R,(G) (61)

dir. Burada E(C,) =% oldugu olasilik teorisinden bilinmektedir ve E(R,({,)) asagidaki
gibi degerlendirilebilir:

o 0

E(R,(G) = j R, (v)dn(v) = rka) [vete ™R, (vdv

0

-2 A—AV

A
t* %" dt. 62
r() () g() (62)

Bu durumda Yardimci Teorem 2.2.4.1°e gore (62) esitliginden her o >1 i¢cin A — 0 iken

E(R,(G))=0() (63)

elde edilir. Bu durumda, (63) esitligi, (61) esitliginde yerine yazilirsa, N,(;) smir

fonksiyonelinin birinci momenti, (56) esitligindeki gibi olur.
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Benzer sekilde, N,(,) smir fonksiyonelinin ikinci, ii¢iincii ve dordiincli momentleri

icin L — 0 iken asimptotik agilimlar elde etmek miimkiindiir. E(n’) <o kosulu altinda,

Teorem 2.2.2.1°e gore sirasiyla (45), (46) ve (47) esitliklerinden

EN; ()= B+ [ZHT mi]E(cl) +(§m4 - Zmzj ER.G), (64

EN(C,) = — E(cl)( %jE(cf)

(9”:—,2 - 3”15 - Gmf +i] E(C) +E(R;(C)), (65)
ml m1 ml m1

6 3
EN (Cl)_ E(C.:l) ( m _FJ E(C.:l)

30m? 8m, 27m 7
{ S ai— +—JE(C§)+ E(R,(£)) (66)
ml ml ml ml

elde edilebildigi acikca goriilmektedir. Burada

I'(a+n)
AT (o)

E@) = =12,... (67)

oldugu olasilik teorisinden bilinmektedir. Bu durumda E(R,(%)), E(R,(E)) ve

E(R,(&,)) fonksiyonlart hesaplanmalidir. (54) esitligine gore, her o >1 igin A — 0 iken

Yardimci Teorem 2.2.4.1 kullanilarak

E(R,(C)) =0), (68)
E(R, () = o(%) , (69)
E(R,(&)) = 0( ) (70)

elde edilir. Son olarak sirastyla (67)-(70) esitlikleri, (64)-(66) esitliginde yerine yazilirsa,

ispat tamamlanur.

Uyan 2.2.4.1. Boylece N,(C,) sinir fonksiyonelinin ilk dort baglangic momenti asimptotik
olarak elde edilmistir. Bu momentler yardimiyla, N,(C,) smir fonksiyonelinin ilk dort

merkezi momenti (p,, k=1,4), carpiklik (v,) ve basiklik katsayilari (y,) da asagidaki

sonuglardaki gibi asimptotik olarak elde edilebilir. Olasilik teorisinden bilinmektedir ki
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Ys = g’ Ya :%_?h 62 :Var(Nl(gl)) (71)

dir. Burada p, = E(N,(5,)-a)", k=14, a=E(N,(,)) dur.
Sonug¢ 2.2.4.2. Teorem 2.2.4.1’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o.>1 i¢in A — 0 iken

X(t) stirecinin N, (;) smir fonksiyonelinin ilk dort merkezi momenti i¢in asagidaki

asimptotik acilimlar yazilabilir:

1(a 1 (2a 1 (302 +60
T | "
burada m, = E(n"), k=14 dur.

Sonug 2.2.4.3. Teorem 2.2.4.1°nin kosullari saglansin. Bu takdirde, a>1 igin A — 0 iken

X(t) sirecinin N, (§;) smir fonksiyonelinin ¢arpiklik ve basiklik katsayilari asimptotik

olarak asagidaki gibi yazilabilir:
2 0 (73)

Yo~ = Yo~
3 Ja Y4 o
Teorem 2.2.4.2. Teorem 2.2.2.2°nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 i¢in A >0

iken t,(,) sinir fonksiyonelinin ilk dort baslangic momenti igin asagidaki asimptotik

acilimlar yazilabilir:

Erl(co:i%%w(x), (74)
1 1

a? o(a+1) J{Zmzaf L2 ] a

Et’ =—
l(gl) f }\‘2 mf ml }\’
2,2 2 Y
+ 3m2§'1 _2m32'l +m2(a2 22a1) +0(1), (75)
2m; 3m; 2m;

ad a(o+1)(o+2 Im.a® 3a.(a,—2a%) \o(a+1

E,Cf(gl)z_ls ( 733( )_i_[ 2 241+ 1( 22 1)} ( - )
1 ml ml 7\‘

(9m§5af _ 3m3:;1f . 6m2a1(a§ —2a’) . 6a’ —6a,a, +a, }g N o(l) @9
m; m; m; m, A

y (8, —2a; +1)(a+2
Et/(C,) = — - +(8m25a1 N 6a; (a, : 2a; )J a(a )3((1 )
m; A m’ m’ N

6 5 4

2,4 4 2 2
30m3a;  8msa; N 27m,a; (a, —2a;)
ml ml ml
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> 2 + O(F) , (77)

, 36a; —36aja, +4a.a, +3a; ) a(a+l) 1
ml

burada a, =E(£¥), m, =EMY), k=14 dur.

Ispat. Bu teoremin ispat1 bir dnceki teoreme benzer sekilde yapulir.

Sonug¢ 2.2.4.5. Teorem 2.2.2.2°nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 i¢in A — 0 iken
X(t) siirecinin 1,(&;) sinir fonksiyonelinin ilk dort merkezi momenti asimptotik olarak
asagidaki gibi yazilabilir:

a’( a ad (2a a’ [ 30° +6a
w, =0, Msz_llz(P)v My ~m_1f[Fj [T Nm_lf(Tj (78)

burada a, =E(£¥), m, =E(), k=14 dur.
Sonug¢ 2.2.4.6. Teorem 2.2.4.2°nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 i¢in A — 0 iken
X(t) siirecinin t,(§;) smur fonksiyoneli igin ¢arpiklik ve basiklik katsayilar1 asimptotik

olarak asagidaki gibi yazilabilir:

2 6
Y3~E'Y4~_' (79)

a

2.2.5. Miidahalenin Weibull Dagilimina Sahip Olmasi Durumunda Siirecin Sinir
Fonksiyonellerinin Karakteristikleri I¢in Asimptotik A¢ihmlar

Bu kisimda, {, rasgele degiskeninin (o,A), o>0, A>0 parametreli Weibull
dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin sinir fonksiyonellerinin bazi karakteristikleri
icin asimptotik acilimlar elde edilecektir. Bu amaca ulagsmak icin bir onceki kisimda
oldugu gibi yine Kisim 2.2.3’de yer alan Teorem 2.2.2.1 ve Teorem 2.2.2.2’deki X —
iken, siirecin simir fonksiyonelleri i¢in elde edilen asimptotik agilimlar kullanilacaktir.
Burada ¢, rasgele degiskeninin (o, A), o >0, A >0 parametreli Weibull dagilimina sahip
oldugundan

dr(v) = ah(Av)* e ™ dv
dir. Ayrica bu sonuglarin A — 0 iken anlamli olabilmesi i¢in asagidaki yardimci teoreme

ithtiyag vardir:
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Yardimci Teorem 2.2.5.1. Eger g(x) (g R —> R) fonksiyonu sinirlt ve limg(x) =0 ise

bu takdirde, her o >1 i¢in asagidaki baginti dogrudur:
Iimwe’t (ﬁ)dt =0 (80)
k—)O-([ g by -
Ispat. Her £ >0 icin en az bir m(g) > 0 vardir, yle ki x >m(g) igin |g(X)| <g’dwr. En az
b
bir b >0 secelim ki, _[ e'dt <& olsun. Bu takdirde g(x) fonksiyonunun [0,b] araliginda
0

oY

m(e

maksimumu vardir ve her A < ) icin agagidaki islemler yapilabilir:

an
9(7) t<

0 M %
ot t
! e 'g(——)dt 9(--)

b
Sje“
0

dt+]ge‘t
b

b © ©
sm93<|g(x)|j e-‘dt+8j eldt <eM +sj etdt =g(M +1),
- 0 b 0

burada M = maox|g(x) ’dir. M sonlu ve € > 0 keyfi pozitif say1 oldugundan ispat biter.

Teorem 2.2.5.1. Teorem 2.2.2.1’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, a>1 i¢in A — 0 iken

N, (&,) smur fonksiyonelinin ilk dort baslangic momenti igin asagidaki asimptotik a¢ilimlar

yazilabilir:
c,(a) m
EN =214+ 2 10, 81
(6) =25 g 00 (81)
2
ENf(Cl):%+ stz_i Cl(a)+ 3m2_2mg_ m22 o), (82)
m;A m m ) A 2m;  3m; 2m;
Ci(a) (9m, 3 )c,(a)
EN3 — 3 + 2 _ ¥ 2
H() m2\? [me mfj 2
2
+(9”lf - 3m, o +ij @) 4oy, (83
m= mm L) A A
c,() (8m, 6 |c,(a)
enie) =S - 5
30m: 8m, 27m 7 |c,(a 1
+( 62_ 53 42 _ZJ 2(2)_'_0(_2)’ (84)
m, m; m; 1) A A
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burada m, =E(n)), ck(oc)zl“(1+%), k=14"dr.

Ispat. Bir 6nceki kisimdan da anlagildign gibi, E(’) <o kosulu altinda

EN,(G,) = E(€1)+ +E(R ()

ENf(Cl)— E(Cl (angz——JE(Cl) (rr:i

1

ENC) = 5D [22 j(cn
om3 _3m,

4
m  m;

l

ENY () == P [?“—JE(Q)

1

2m

30m> 8m, 27m
+ 6 5 4
m, m; m,

oldugu acik¢a goriilmektedir. Burada

E@D=F0+9é%%,n=LZm

1

3m

j E(C)+E(R4(Cy),

2 +%JE(@§)+ E(R,(C)
ml

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

oldugu olasilik teorisinden bilinmektedir. Bu durumda E(R,({,)), E(R,(&,)). E(R,(&))

ve E(R,(E,)) fonksiyonlar: hesaplanmalidir. (54) esitligine gore, o >1 i¢in L —0 iken

Yardimci Teorem 2.2.5.1 kullanilarak
E(R,(5,))=0(0),
E(Rz((-:q)) = 0(1) )

E(R,(C) = o(%) ,

E(R,(5) = o(%)

(90)
(91)

(92)

(93)

elde edilir. Son olarak sirasiyla (89)-(93) esitlikleri, (85)-(88) esitliginde yerine yazilirsa,

ispat tamamlanur.

Sonug¢ 2.2.5.2. Teorem 2.2.2.1’nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 i¢in A — 0 iken

X(t) stirecinin N, (&;) sinur fonksiyonelinin ilk dort merkezi momenti asimptotik olarak

asagidaki gibi yazilabilir:
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b =0, (94)

= (e (€ () ) —= - (95)

b ~ (Ca @) ~3¢, (@)e, (@) + 2(c, (@) ) —= (9%)
m;A

~ (4 (0) Ay (@), (@) + 66, (), (@) — 3(c, (@) (97)

miA*’
burada m, =E(n), ¢, (o) = F(1+ %) k=14"dr.
Sonug 2.2.5.3. Teorem 2.2.5.1°nin kosullari saglansin. Bu takdirde, a>1 i¢in A — 0 iken

X(t) siirecinin N, (§;) smir fonksiyonelinin carpiklik ve basiklik katsayilari asimptotik

olarak asagidaki gibi yazilabilir:

_ Cy(0) =3¢, (a)cy (o) +2(cy (1))’

Y3
(ca(@) - (c,(@)?)

 cu(0) ey (@), (o) +6¢, (o) (€, (0))* ~3(cy (1))’
(c,(0) = (e, (0)?)

(98)

-3, (99)

4

_ k IPWE
burada ck(oc)—l“(1+4), k=14 dur.
Teorem 2.2.5.2. Teorem 2.2.2.2’nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, oo >1 i¢in A —0
iken t,(€,) smur fonksiyonelinin ilk dort baslangic momenti i¢in asagidaki asimptotik

acilimlar yazilabilir:

a, c(a) m,a,

_a ¢ Lol 100
e A s a4
2 2 —23?
Er?(c,) = 2 () {Zmzsal oo jcm)
m; A m; m, A
2,2 2 — 232
R LM, 22a1) +o(l), (101)
2m; 3m; 2m;

Ee () = a c(a)+(9m2af+3al(a2—2af)Jc2(oc)

md A° 2m; m2 %

5 4 3

+[9m§af _3mga; . 6m,a,(a, — 2a;) N 6a; —6aa, +a, j Cy(a) . ( ) ,(102)
m1 ml ml ml
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Ert(c) = 3 C(@) +(szaf L8, —2af>J A

m; A’ m? m? 22

J{sOmﬁaf _ 8mga; N 27m,a’(a, —2a’)

m; o om m;

2 )2 +0(), (103)

. 36a; —36a’a, +4a,a, +3a5 |c,(a) 1
m: %

burada a, = E(ZX), m, =E(1), ¢, (o) = r(1+ %) . k=14"dr.

Ispat. Bu teoremin ispat1 bir 6nceki teoreme benzer sekilde yapilir.
Sonug 2.2.5.4. Teorem 2.2.5.2’°nin kosullari saglansin. Bu takdirde, a>1 i¢in A — 0 iken

X(t) siirecinin 1,(&;) sinir fonksiyonelinin ilk dort merkezi momenti asimptotik olarak

asagidaki gibi yazilabilir:

=0, (104)
- (0300~ (€, (0)?) m""k , (105)
by ~ (C4(e) — 3¢, (@)e, (o) +2(c,(00))°) mak , (106)
s ~ (C4(e) —4c,(a)c, (@) +6c, (@) (cy (o)) —3(cy (@)’ )ﬁ—x (107)

burada a, = E(£), m, =E(n"), ¢, (o) = r(1+ k), k=14"d.
Sonug 2.2.5.5. Teorem 2.2.2.2°nin kosullari saglansin. Bu takdirde, a>1 i¢in A — 0 iken
X(t) stirecinin t,(§;) smir fonksiyonelinin carpiklik ve basiklik katsayilart asimptotik
olarak asagidaki gibi yazilabilir:
_ 3
_ S (o) —3c, ()¢, (o) +2(C, (o)) , (108)

Y3
(ca(@) - (c,(@)?)

_ Ca0) —4c, (), (o) +6¢, () (€ ()° ~3(e, (o),
(c2(0)—(c,(@))?)

(109)

4

burada c, (o) =F(1+ %) k=14"dr.
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2.3. Siirecin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu Icin Kesin Formiiller

Bu kisimda, siirecin ergodik dagilimimnin olasilik Kkarakteristikleri incelenecektir.
Ancak bunun icin 6ncelikle, siirecin ergodik oldugunu ispatlamak gerekir. Bu nedenle,
asagida X(t) siirecinin ergodikligi incelenecektir:

Teorem 2.3.1. Baslangi¢ rasgele degiskenler dizisi {(&n,nn,Cn)}, n>1 i¢in ek olarak
asagidaki kosullar saglasin:

1) 0<E(E,) <o,

2) E(n,) >0,

3) E(m}) <0,

4) m,, aritmetik olmayan bir rasgele degiskendir.

Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir (Mammadova, 2011).

Ispat. Ele alman X(t) siireci literatiirde “Kesikli sans karisimli yari-Markov siirecler”
olarak adlandirilan bir stokastik siirecler sinifina aittir. Bu sinif i¢in genel ergodik teorem
A.N. Skorohod tarafindan ispatlanmistir (Gihman ve Skohorod, 1975). Hatirlanmalidir ki,
ele alman siire¢ i¢in ergodikligini ispatlamak Teorem 2.3.1°in kosullar1 saglandiginda,
yukarida adi gecen genel ergodik teoremin sartlarinin da saglandigini géstermeye denktir.
Bu nedenle, X(t) siirecinin ergodik olabilmesi igin, siirecin genel ergodik teoremin
varsayimlarini sagladigr gosterilmesi gerekmektedir:

1. X(t) siirecinin i¢inde gomiilii ergodik bir Markov zinciri mevcut olmalidir.

O halde, Teorem 2.3.1’in kosullar1 altinda, 1. varsayimin saglandig: gosterilsin:

Boyle bir Markov zincirini belirlemek i¢in Oncelikle monoton artan rasgele

b, n=12,...

degiskenler dizisi tanimlamak gerekir. Bu amagla, bu kosulu saglayan {tn
rasgele degiskenler dizisi ele aliabilir. Clinkii tanim1 geregi, 1 olasiligr ile

0<7,<1,<...<T, < Ty <-...
dir. Hatirlanacak olursa, t,’ler X(t) siirecinin ardisik olarak kontrol seviyesinin altina
diisme anlaridir ve tanimlar1 geregi Markov momentleridir. Siirecin matematiksel
kurulusuna gore, X(t) siirecinin bu anlardaki degerleri 1 olasilig ile, X(t,+0)=_, ’dir.

{C,}, n=12,... bagimsiz rasgele degiskenler dizisi oldugu i¢in {X(t,+0)}, n=12,...

dizisi bir Markov zinciri olusturur. Ayrica, C, rasgele degiskenleri ayn1 dagilima sahip
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olduklarina gore, {X(1:n +O)}, n=212,... zinciri, Tc(V)EP{ClSV} duragan dagilimina
sahip bir ergodik zincirdir. Dolayisiyla, X(t) siireci genel ergodik teoremin 1. kosulunu
saglar.

2. {t,}, n=12,... Markov momentleri arasinda gegen siirenin beklenen degeri
sonlu, yani her n=2,3,... igin

E(t,—7,,) <o (110)

olmalidir. Bu durumda

T,— T,y N=2,3,... rasgele degiskenleri bagimsiz ve aym tiir dagilima sahip

oldugundan, 2. varsayimin saglanmasi i¢in
E(r,) <o Ve E(t, —7,,) = [E(r,(v))dn(v) <o, n=2.3,... (111)
0

integrallerinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir. Hatirlanmalidir ki, Wald 6zdesligine

gore
Ny (V)
E(t,(V) =E( D &) =E(E)EN,(V)) =E(§)U, (V) (112)
i1
dir. Burada U, (v) fonksiyonu, n, rasgele degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonudur.
Dolayisiyla
E(t,—7,4) = [E((W)dn(v) =E(&,)EU, (¢,) <0 (113)
0

seklinde yazilabilir. Teorem 2.3.1’in kosullarma gore 0<E(E,) <oo’dir. Bu durumda 2.

varsayimin saglanmasi i¢in

U, (V)< ve EU, (&)= T U, (V)dr(v) < oo (114)

olmalidir. U, (v) yenileme fonksiyonu her 0<v <oo igin sonlu oldugu bilinmektedir. Bu
durumda
EU, (C,) = j U, (v)dn(v) <o (115)
0

oldugunu gostermek gerekir. Teorem 2.3.1’in kosullarindan E(n’) <o oldugundan

kesinlestirilmis yenileme teoremine gore V — oo iken
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U, (V) =— (116)
1 1
seklinde yazilabilir. Burada
\Y m
(V) =U, (V) - — -2 (117)

m, 2m?
olsun. Kesinlestirilmis yenileme teoremine gore limg(v)=0’dir (Feller, 1971). Bu
takdirde, Oyle bir b >0 sayist bulmak miimkiindiir ki, € >0 i¢in v >b oldugunda
€
lg(v)| < > (118)

olsun. Simdi (118) esitligi dikkate alinarak (115) esitligindeki integral asagidaki sekilde

degerlendirilebilir:

EU, (G,) = i U, (v)dn(v) +TUn(v)drc(v) < Un(b)_Tdn(v) + T U, ()dn(v)

_U(b)jdn(v)+j{ 2m Z}dn(v)

; }Idn(v)
E(,)

m2 €
<U (b)+ m, {WJFZ}' (119)

1

= Un(b)jdn(v) +miTvdn(V) +{2nr;22

Burada
_Tdn(v) < Tdn(v) =1, Tdn(v) < Tdn(v) =1, _Tvdn(v) < Tvdn(v) =E(C))

esitsizlikleri kullanilmistir. Boylece 0 <E(n,) <o ve E(nf) <oo kosullart saglandiginda
U, (v) ve EUn(Ql) ’in sonlu olduklari ispatlanmis olur.

Bu durumda 2. varsayimin saglandigini gosterilmistir.

Sonug olarak, genel ergodik teoreme gore, ele alinan X(t) siireci, Teorem 2.3.1’in

kosullar1 altinda ergodiktir. Bu da Teorem 2.3.1’in ispatini tamamlar.

Onerme 2.3.1. Teorem 2.3.1’in sartlar1 saglansin. Bu takdirde, her dlciilebilir simrli f(x)

fonksiyonu i¢in asagidaki baginti 1 olasiligi ile dogrudur (Gihman ve Skorohod, 1975):

!Lrg%j;f(X(u))duESf = Iﬁf(x) e T > 1 X(1) e dx) dtdm(v) . (120)

1
E(r,(5))
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Uyan 2.3.1. Bilinmelidir ki, (120) esitligindeki

O ey 8

ﬁf(x) . T > 1 X(t) e dx} didr(v) (121)

ti¢ katli integrali sonludur (Mammadova, 2011).

Ispat. f(x) smnirh dlgiilebilir bir fonksiyon oldugundan
sup|[f(x)| =M <o (122)

xeR*

olarak yazilabilir. Bu takdirde asagidaki islemler yapilabilir:

TTTf(X) s {70 > 6 X(t) € dx} didm(v)| < MTTTP {1, > t; X(t) € dx} dtdn(v)

TT rl >t dtdn(v)
00

= MT E(t,(v))dn(V) . (123)
Burada
T E(t,(V))dn(v) <0 (124)

oldugu Teorem 2.3.1°de gosterilmistir. O halde (122) ve (124), (123)’de dikkate alinirsa,
(121)’deki integralin sonlu oldugu agikca gortiliir.

Teorem 2.3.2. Teorem 2.3.1°in kosullar1 saglanmis olsun. Bu takdirde, her bir dlciilebilir
siirli f(x) fonksiyonu (f: [O,+oo) — R) i¢in asagidaki esitlik, 1 olasilig1 ile dogrudur:

1
S, = @) !f(x)d( (G(o,x,gl))). (125)

Ispat. Onerme 2.3.1°e gore genel ergodik teoremin kosullari saglandiginda, her dlgiilebilir
smirlt f(x) fonksiyonu igin (120) esitliginin 1 olasiligi ile dogru oldugu bilinmektedir.
Buna gore, (120) esitliginde

G(t,x, V) =P, {r, > t;X(t) <x}=P{r, > t; X(t) <x| X(0) =V +5]

oldugu g6z dniinde bulundurulursa

_ %Tf(x)dx (TTG(L X, v)dtdn(v)] (126)

elde edilir. Buradan
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TTG(t, X, v)dtdn(v) = E(G(0,x,5,))

oldugundan (125) esitligini kolaylikla elde etmek miimkiindiir.
Onerme 2.3.2. X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

E(G(O.x.4))
E(r,(C)
Ispat. Teorem 2.3.2°de, (125) esitliginde f(x) fonksiyonunun yerine

QU =limP{X(t)<x} = (127)

1,xe[0,v]
f(x) = I[0 =

0,x¢[0,v]
indikator fonksiyonu yerine yazilir ve gerekli islemleri yapilirsa, siirecin ergodik dagilim
fonksiyonu (127) esitligindeki gibi elde edilir.
Onerme 2.3.3. Her X e[s,oo) icin X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin
sekli agsagidaki gibidir (Okur Bekar, 2006):

EU, (&, +5—X)

Qx(X)=1- EU.C) (128)

Ispat. {&n} ve {nn} , N >1 birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler dizi oldugundan

G(t1 X, V) v+s{1:1 > t X(t) < X} Z v+s{v(t) =n; 1 > t1 X(t) < X}

o0

=Y P{T, <t<T,;;s<v+s-S, <x|X(0)=v+s}
n=0

8

=Y P{T, <t<T, }P{s<v+s-S, <x}

n=0

M

P{T, <t<T,+&,.}(P{S, <V}-P{S, <v+s—x})

>
I
o

Il
M

P{T, <t;T, +&, > (F"(V)-F"(v+s-x))

>
I
o

Il
M

P{T, <t;g,, >t-T,}(F"(v)-F"(v+s-x))

>
1l
o

Il
Ms

j.P{Tn edy;&,, > t—y}F"(v)-F" (v+s—x))

>
Il
o
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Il
M
O ey

>
Il
o

P{T, e dy}P{g,., > t—y}(F" (V) -F"(v+s-x))

Il
M

[do™ (y) (1-@(t-y))(F" (V) - F"(v+5-x))

(@™ (1) - (1))(F"(v)-F"(v+s-X))

>
Il
o

Il
M

qu)*n ) - ,[q)(t ~y)do™ (Y)J (F"(v)-F"(v+s-x))

>
Il
o

Il
M

[do™ (y) - [ ™™ (y)J (F"(v)-F"(v+s-x))

>
Il
o

Il
M

>
Il
o

=3 (D" (M) - () (F" (V) -F" (v+5-x))
n=0
dir. O halde asagidaki esitligi yazmak miimkiindiir:
G(t,x,v) =P, {1, > t; X(t) <x} =D AD™ (1) (F"(v) -F"(V+5-X)). (129)
n=0

Burada
ADT (1) =@ (t)— @™ (t); @ (1) =P{T, <t}; F"(v)=P{S, <v}

dir. (133) esitliginin her iki tarafinda t parametresine gore Laplace doniisiimii uygulanirsa

G(B,x,V) = Teﬁtim’*n (O(F™ (V) -F" (v+s—x))d(t)

= i( F"(v)-F"(V+s—X) )T e "AD™ (t)d(1)

-0

>

Il
Ms

>
Il
o

(F"(v)-F"(v+s— x))ofe-ﬁt (@™ (1) - (1))d(t)

M

1l
o

n

F"(V)-F"(Vv+s—X) 0 e o™ (t)d(t) — 0 e o™ (t)d(t) |.
< [fros0-feaomo)

Yukaridaki integrallerin her birine kismi integrasyon metodu uygulanir ve
®,(0)=P{T, <0}=0

oldugu dikkate alinirsa,

G(B.x,V) = i(F*” (V) =" (V45— x))[éfe-ﬁtdqa*" (1) —%Te-ﬁtdqf”“(t)j
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= i(F*" (v)-F™" (V+S—X))(%(E(e6§1))” _%(E(e%))nﬂj

=0

>

=i(F*“(v)—F*“(v+s—x))(%(cp(s))” .

n=0

(@(B))"”j

-

‘g@i(«p(ﬁ»”(F*”(v)—F*”(v+s—x)) (130)

oldugu goriiliir. Burada her B>0 igin @(B)=E(e ") dir. Buradan p—0 iken (130)

esitliginin her iki tarafimin limiti aliirsa, ¢(0)=E(e°)=E(l) =1 oldugundan L’Hospital

kurali ile
||m% — ||mL(B) =—lim E(_ale—ﬁil ) — EE_,l
p—0 B B—0 1 B—0

elde edilir ve bu durumda

G(0,x,v) = Li_r)rgé(ﬁ,x,v)

o0

=E&, Y (F"(v)-F"(v+s-x))

=E&(U,(v)-U,(v+s-x)) (131)

oldugu goriiliir. (131) esitliginin her iki tarafi n(v) dagilimina gore ortalanirsa

o0

G(0,x,v)dn(v) = EE, [(U, (V) - U, (v+s-X) )dn(v)

0

E(G(0.x.4))=

O sy 8

=E&, (EV,(6) ~EU, (& +5-X)) (132)
elde edilir. Diger taraftan, Teorem 2.3.1, (113) esitliginden
E(r. (&) =E(&,) EUn (&) (133)

oldugu bilinmektedir. Bu durumda (132) ve (133) esitlikleri (127) esitliginde yerine yazilir
ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa, (128) esitligi elde edilir.

Sonu¢ 2.3.1. X(t) = X(t)—s olsun. Bu durumda, her x>0 igin X(t) siirecinin ergodik

dagilim fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

EUT, (Cxl B X)

134
EU, (C,) 49

Qy( (X) =1-



55

2.3.1. Miidahalenin Gamma Dagihhmina Sahip Olmasi Durumunda Siirecin
Ergodik Karakteristiklerinin Incelenmesi

Bu kisimda, (, rasgele degiskeni (a,A), a>0, A >0 parametreli gamma

dagilimma sahip olmasi durumunda, oncelikle siirecin ergodikligi gosterilecektir. Daha
sonra, stirecin ergodik dagilim fonksiyonu igin kesin ve asimptotik formiiller elde edilecek,
simiilasyon sonuclari verilecek ve zayif yakinsama teoremi ispatlanacaktir. Ayrica, slirecin

ergodik momentleri i¢in kesin ve asimptotik formiiller elde edilecektir.

2.3.1.1. Siirecin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu icin Kesin
Formiiller

Asagida gamma miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodikligi gosterilecektir:
Teorem 2.3.1.1.1. Teorem 2.3.1’in kosullar1 altinda, {, rasgele degiskeni (a,A), a >0,
A >0 parametreli gamma dagilimina sahip olsun. Bu takdirde, gamma miidahaleli 6diilli
yenileme siireci ergodiktir.

Ispat. Siirecin ergodik olabilmesi igin, genel ergodik teoremin varsayimlarini sagladig

gosterilmesi gerekmektedir:

1. {X(r,+0)}, n=12,... zincirinin, n(V)EP{Clﬁv} duragan dagilimina sahip
ergodik bir ergodik zincir oldugu, Teorem 2.3.1°den bilinmektedir. Buna gore,
{X(z, +0)}, n=12,..., (o,A), o >0, A >0 parametreli gamma dagilimina sahip olsun.
Bu durumda da, X(t) siireci genel ergodik teoremin 1. kosulunun saglandigi agikga
gorilmektedir.

2. {X(r,+0)}, n=12... zinciri, (a,A), o>0, A>0 parametreli gamma
dagilimina sahip oldugunda da, her n=2,3,... i¢in

E(t,—7,,)<® (135)

n

oldugu gosterilmelidir:
E(r, — %) = [E((V)R(V) = EE) U, W)dn(v) <o (136)

seklinde yazilabildigi bilinmektedir. Teorem 2.3.1’den 0<E(g;) <oo’dir. Bu durumda

U, (V) <o oldugu bilindigine gbre, 2. varsayimin saglanmasi i¢in
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j U, (v)dn(v) <o (137)
0
oldugunu gostermek gerekir. Baska bir deyisle
_ T _ }\’a T o—1,-2v
EU, (¢,) = ! U, (v)dn(v) = T ! U (Ve ™dv <o (138)

oldugunu gostermek gerekir. Teorem 2.3.1°¢ gore
v _M

2
m, 2m1

g(v)=U_(v)-
ve limg(v) =0’dir. Bu takdirde 6yle bir b(g) >0 sayis1 bulmak miimkiindiir ki, € >0 i¢in
Vv > b(g) oldugunda
€
(V)| < > (139)
dir. Buna gore, (138) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:
}\’(x b(e) o

Fey | Vv e v U v e =@ +0,6) (140

EU, (C,) =

Un(v) yenileme fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon oldugundan dolayi her v>b(g) i¢in

U11 ()< Un (b(g)) < oo ’dir. Dolayisiyla

o b(e) o Db(e)

T [ U (vve™dv<U (b)) T [vete™dv<u (b(e))  (141)

J,(e) =

olur. Diger yandan b(g) sayisinin tanimi geregi

U (b)) <2, M € (142)
n m 2m: 2

1 1
dir. Buradan (141) ve (142) esitsizliklerinin yardimiyla asagidaki esitsizlik elde edilir:
m
Jl(g)s@+—22+f. (143)
m_ 2m; 2

(140) esitligindeki ikinci integral ise asagidaki gibi yazilabilir:
AT

J.(e) = U (v)v'e™dv
i () bf[) !
o 0 m o 0
< A J. v“’le’“dv+(—22+5)}”— I vl Vdv
m.I'(a) o, 2m; 27 I(a) i,
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m
<2 242 (144)
Am - 2m; 2

(140) esitliginde, (143) ve (144) esitsizlikleri kullanilarak asagidaki esitsizlik yazilabilir:

EU (£)=J,(e)+J,(e) < ka + b(e) + m22 +€. (145)

m.m 2m1

Teorem 2.3.1°den E(n,) >0 ve E(n})<oo’dir. Ayrica 1<o <o, 0<A<co ve her
€>0 i¢in b(g) < oo ’dir. Biitiin bunlar (145) esitsizliginde dikkate alinirsa

EU (C)) < (146)
elde edilir. Sonug olarak (146) esitligi ile

E(t,) <o ve E(tr,—7,,) <o, n=2,3,...
oldugu ispatlanmistir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
Not 2.3.1.1.1. Sonug 2.3.1°e gore, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun kesin

ifadesi agagidaki gibidir:

EU (Cl _X)
Qx(x)=1—E:J—(C), x20. (147)

(147) esitliginden X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun, U, (x) yenileme
fonksiyonuna baglt oldugu goriilmektedir. Ancak literatiirden de bilindigi gibi, U (x)
yenileme fonksiyonunun acik seklini bulmak olduk¢a zordur. Bu nedenle en basit
durumlar, ornegin asagidaki gibi m, rasgele degiskeninin iistel ve Erlang dagilima sahip
olmasi durumlar1 ele almarak, gamma miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodik
dagilim fonksiyonu i¢in kesin formiiller elde edilebilir:

Ornek 2.3.1.1.1. Teorem 2.3.1.1.1’in kosullar1 saglansin ve m,, pu>0 parametreli iistel
dagilima sahip bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde, her x>0 ve o >0 i¢in gamma
miidahaleli 6diillii yenileme stirecin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

a4 ApX B ux
Q(x) =1 Kl k+auj(1 n(x))+x+aup(x)}, (148)

a

burada p(x) = F}E )
o

Ispat. m;, n>0 parametreli iistel dagilima sahip bir rasgele degisken oldugunda, m,

x“Ye ™, m(x) = [p(v)dv, T(a) = j x* e dx *dr.
0 0

rasgele degiskeninin tirettigi yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir (Okur Bekar, 2006):
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U, (v)=pv+1, u>0.
Bu durumda, (147) esitligindeki EU (G, —x) ve EU (C;) beklenen degerlerinin

hesaplanmas1 gerekmektedir. Oncelikle EU(E, —X) beklenen degeri asagidaki gibi elde

edilsin:

EU(, —X) = T U, (v—x)dn(v) = T(p(v— X) +1)dn(v)

]E 1-px) +pv th(V)
=(1-px) T dr(v) + “.T vdn(v)

=(1- Mx)ﬁdﬁ(V) - Jx.dn(v)j + u(]gvdn(v) - IVth(V)J
=(1—},LX)(1—n(X))+u(%(l—n(x))+%p(x)j

= [(%+au—%uX)(l—ﬁ(X))WXp(X)]%- (149)

Benzer sekilde, EU, (C;) beklenen degeri asagidaki gibi elde edilir:
o0 0 a
EU, (&) = [ U, (Vdn(v) = [(nv+1)dn(v) = po+L, (150)
0 0

(147) esitliginde, (149) ve (150) esitlikleri yerine yazilirsa, siirecin ergodik dagilim
fonksiyonu (148) esitligindeki gibi elde edilir.
Ornek 2.3.1.1.2. Teorem 2.3.1.1.1 ’in kosullar1 saglansin ve n,, (2,u1), u>0 parametreli

Erlang dagilimina sahip rasgele degisken olsun. Bu takdirde, her x>0 ve a >0 igin
gamma miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibi
yazilabilir:

B AN\ +2u)* BX uo §_u_x
Qx(x)_(2w+3x)(x+2u)“+4m+l{x( ~p())+ (m 4 j 9

A 2
+[7\’+2Mj [1_6 (1_na,7x+2p(x))j|}, (151)

()\’_|_2M)OL o—14—(A+2p)x

burada p,, , 5, (X) =——— o) X*"e : na’MH(x)='(|;pq]x+2“(v)dv’d1r.
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Ispat. n,, (2,n) parametreli Erlang dagilimina sahip bir rasgele degisken oldugunda, n,
rasgele degiskeninin tirettigi yenileme fonksiyonu asagidaki gibidir (Okur Bekar, 2006):

—2uv

U, (v)= —+i+e , u>0.

Bu durumda

EU, (G, —X) = j U, (v-x)dn(v) = [ (“(V X) j ez“(”)jdn(V)
- Tvdn(V)J{__—xﬁdn(v) +ez“x_|.e Wdm(v)

= %(]: vdr(v) — j vdn(v)) (g -—= Xj (Idn(v) _[dﬂ(V)j
+e ﬁ e dn(v) - I-ez“vdn(v)J
-4 a00)+ 200 |+ 3-Ex Ja-n00)

2ux 7\' ’
+e [m) (1-70 020 (0)) (152)

dir. Benzer sekilde, EU, (;) beklenen degeri asagidaki gibi elde edilir:

EU, (&) = T U, (v)dr(v) = T(%‘%%eZWJan)

= %Ivdn(v) + % I dn(v)+ Iez“vdn(V)

B S T (153)
2 4 (a+2u

(147) esitliginde, (152) ve (153) esitlikleri yerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa, siirecin ergodik dagilim fonksiyonu elde edilir.
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2.3.1.2. Siirecin Ergodik Dagilim Fonksiyonu i¢in Asimptotik A¢ihmlar

Onceki kisimda da goriildiigii gibi, siirecin ergodik dagilim fonksiyonu igin ancak
0zel durumlarda kesin formiiller elde etmek miimkiiniidiir. Ayrica bu formiiller karmasik
matematiksel bir yapiya sahiptir. Bu nedenle, uygulanabilirligi agisindan siirecin ergodik
dagilim fonksiyonu i¢in asimptotik ac¢ilimlar elde etmek gerekir. Bu amaca ulagsmak icin

W, (1) = AX(t)
olsun. Bu durumda, (147) esitligini asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

Qu, () =limP{W, (1) <x} =1-EU, (¢, —%)(Eun(gl))’l. (154)

Bundan yola ¢ikarak, (, rasgele degiskenin gamma dagilimma sahip olmasi
durumunda, W, (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun asimptotik davranisi
asagidaki gibi incelenebilir:

Teorem 2.3.1.2.1. Teorem 2.3.1.1.1 ’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 igin A — 0

iken W, (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu igin asagidaki asimptotik agilim

yazilabilir:
Qu, () =R, () + =2 (., () R, (X)) A +0(1), x>0, (155)
g 2mo
1% 1
burada m, =E(m*), k=12; R (X)==|(1-=_,(t))dt; X) = —— [ t* e 'dt dur.
«=E() 0= [ma@)dt 7,0 = L

Ispat. EN,(§)=EU, (L) oldugu gbz oniinde bulundurulursa, Teorem 2.2.4.1°in (57)

esitliginden

EUn(§1)=%+ M2+ o) (156)

2
1 1

dir. Bu durumda (156) esitliginden

(EU, (@) = x;nl [1 _Zf:‘n_zk+ o(l)) (157)

o
elde edilir. Ayrica v —% >0 igin E(n?) <o kosulu altinda

V—X/A Lm,
m, 2m’

X
Un(v—x)= +R,(V), V>
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burada R,(v) = Eg(v) ve g(v) =0(1) ’dir. Bu durumda
v

EU, (¢, - ) JUn(V——)dn(v) J'EV X% m jdn(v)
:miloden(V)-{an]nzf —~ t}JIdn(V) +I%g(v)dn(v) (158)

dir. O halde (158) esitliginde, t =Av degisken doniisiimii yapilirsa

X 1 < 1 m X 7
EU (L, —2)=—— [t 'dt+ 2 _ t* e 'dt + J(a, A, X 159
&= mlxr(a)£ F(a)(me mlxh (o dax) (159)

elde edilir. Burada

NCERS —(Lj o “g( dt (160)
dir. O halde Yardimeci Teorem 2.2.4.1 kullanilarak, her o >1 i¢in A — 0 iken
}\‘ oa—2,—t )\’ -2t
J(a, A, X) _ﬂ t e g(— )dt_ﬂ t“ e g(— )dt =0()\) (161)

elde edilir. Bu durumda (161) esitligi, (159) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki

asimptotik acilim elde edilir:

1 agt 1 m, X alg-t
EU, (G, — )T()jt dt + F(oc)[Zm mkjj‘t dt+o(1). (162)

Ayrica, (162) asimptotik agilimdaki ilk integrale asagidaki gibi bir kez kismi integrasyon

uygulayarak

X 1 =X T a-1,-t 1 m X T a-1,-t
EU )= | X% +oa|t* e dt |+ z _ t*“edt+o(M
WG=3) mlM“(oc)( “l j r(a)(sz mlk]-l. @)

S Xe [ M %X et o(n)
mAL(a) () 2m; mA )9

- xe b m oo 0 [retetd - jt‘“ e'dt |+0o(2.)
mAL(a) () 2m; mA {7

x“e™ 1 (m, o-x
= mlkr(a) + F(OL) (me + m17\, j(r(a) —F(O()Tta‘l(x))+ 0(7\,)

x“e™ m, o-—X
 mAI (o) +[me T J(l_“ai(x))“’m (163)
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elde edilir. Sonug olarak, (157) ve (163) asimptotik agilimlari, (154) esitliginde yerine

yazilirsa, a>1 icin A —0 iken W, (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun

asagidaki gibi oldugu goriiliir:

Qu, () = (17,100~ s+ 7
mA [ X, X%
_zmla(a(l m,1(X)) ar(a)]m(x). (164)
Burada
RU00 =2 (17, (0) - o7, ()

olsun. R (x) fonksiyonunun sag tarafini tek bir integral altinda yazmak miimkiindiir:

R,(X)=> (1 1 (X)) - F((x)+':[1“(10c) t* e 'dt
_ 2(1—navl(x)) (?O:))L el j at* e ldt
(1 nal(x))—é:$t“ e'dt
=g(l—nayl(x))—éIt(l—navl(t))'dt

1 T |
:a(t(l—m,l(t))\0 - ! t(L-m,, (1) dt]

“L(-n,.m)d (165)
o 0

Son olarak (165) esitligi, (164) asimptotik a¢ilimda yerine yazilirsa, siirecin ergodik

dagilim fonksiyonunun asimptotik agilimi elde edilir.
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2.3.1.3. Simiilasyon Sonugclari

Bu kisimda, Teorem 2.3.1.2.1’de W, (1) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in

elde edilen asimptotik a¢ilimin ilk iki terim kullanilarak, bu ergodik dagilim fonksiyonu

icin yaklagik degerler olusturulmustur. Bunun igin, (, rasgele degiskeni sirasiyla
(a=5A=1) ve (a=5A=0.5) parametreli gamma dagilimina ve n, rasgele degiskeni
ise, u=10 parametreli Erlang dagilimina sahip oldugu g6z oniinde bulundurulmustur. Bu
degerler sembolik olarak le (X) ile gosterilmistir. Benzer sekilde, ergodik dagilim
fonksiyonu i¢in Monte Carlo benzetim yontemi kullanilarak elde edilen simiilasyon
degerleri ise le (X) ile gosterilmistir.

Ayrica her bir simiilasyon degeri, bilgisayarda MATLAB programi kullanilarak ve
siirecin n=10° sayida realizasyonu (izi) iiretilerek elde edilmistir. Bu degerler yardimiyla,

ergodik dagilim fonksiyonu i¢in asagidaki tablolar olusturulmustur. Burada olusturulan

tablolar Tablo 1-4’deki yontemle diizenlenmistir:

Tablo 5. A =1 iken Qu, (X) i¢in asimptotik ve simiilasyon sonuglarimin karsilagtirilmasi

x | Qu® | Qu® A, 5, (%) AP, (%)

0,2 | 0,03890 | 0,038800063 | 0,000099937 | 0,256907457 | 99,74309254
0,4 | 0,07770 | 0,077601225 | 0,000098774 | 0,127123456 | 99,87287654
0,6 | 0,11650 | 0,116404990 | 0,000095010 | 0,081553624 | 99,91844638
0,8 | 0,15530 | 0,155206876 | 0,000093123 | 0,059963884 | 99,94003612
1,0 | 0,19410 | 0,193988040 | 0,000111960 | 0,057681748 | 99,94231825
1,2 | 0,23280 | 0,232708602 | 0,000091398 | 0,039260430 | 99,96073957
1,4 0,27140 | 0,271304393 | 0,000095606 | 0,035227236 | 99,96477276
1,6 | 0,30975 | 0,309687006 | 0,000062994 | 0,020337200 | 99,97966280
1,8 | 0,34780 | 0,347746650 | 0,000053350 | 0,015339410 | 99,98466059
2,01 0,38535 | 0,385356902 | 0,000069016 | 0,001791006 | 99,99820899
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Tablo 6. A =0.5 iken Qu, (X) i¢in asimptotik ve simiilasyon sonuglarinin kargilagtiriimasi

X

Qu, ()

Qu, (%)

A,

5, (%)

AP, (%)

0,2

0,03936000

0,039400029

0,000040028

0,101699426

99,8983005

0,4

0,07874000

0,078800294

0,000060293

0,076572996

99,9234270

0,6

0,11815000

0,118198945

0,000048945

0,041426572

99,9585734

0,8

0,15754000

0,157585084

0,000045084

0,028617761

99,9713822

1,0

0,19692000

0,196931075

0,000011075

0,005624221

99,9943757

1,2

0,23618000

0,236187033

0,000070333

0,002977963

99,9970220

1,4

0,27528000

0,275278747

0,000012529

0,000455152

99,9995448

1,6

0,31411000

0,314108700

0,000012995

0,000413711

99,9995862

1,8

0,35255960

0,352559624

0,000023732

0,000006731

99,9999932

2,0

0,39049964

0,390499642

0,000016615

0,000004255

99,9999995

Not 2.3.1.3.1. Tablo 5 ve 6’dan goriildiigii gibi, A parametresinin ¢ok kii¢iik degerleri i¢in
oldukca yiiksek dogruluk seviyesinde yaklasik sonuglar elde edilmistir. Yani, A =1 ve

A=05 iken, her x€[0.2;2.0] i¢in asimptotik ve simiilasyon degerleri arasindaki uyum

yiizdeleri %99 un iizerindedir. Bu nedenle, Teorem 2.3.1.2.1°deki asimptotik agilimlardan
elde edilen yaklagik degerler, simiilasyon sonucu elde edilen degerlere ¢ok biiyiik uyum
saglamaktadir. Bu ise, A parametresinin biiyiikk olmayan degerleri i¢in bile olsa, sozi
edilen asimptotik acgilimlarin ¢esitli modellerde gilivenilir bir sekilde kullanilabilecegi

anlamina gelir.

2.3.1.4. Siirecin Ergodik Dagihm Fonksiyonu I¢in Zayif Yakinsaklik Teoremi

Bu kisimda, {, rasgele degiskenin gamma dagilimina sahip olmas: durumunda,

siirecin ergodik dagilim fonksiyonu i¢in zayif yakinsama teoremi ispatlanacaktir.
Teorem 2.3.1.4.1. Teorem 2.3.1.2.1’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, her x>0 ve o >1
icin = W, (t)

stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu, R_(X) dagilim fonksiyonuna

yakinsamaktadir:
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Qu, (X)—=—>R.(X), (166)
burada R_(Xx) = ijx' 1- qu(t) dt dir.
0
Ispat. R_(x) ve n,,(X) fonksiyonlari, birer dagilim fonksiyonu oldugu igin her x>0,
a>1ligin 0<R, (X)<1ve 0<m_,(X)<1’dir. Bu nedenle asagidaki esitsizlik dogrudur:
mgx\nml(x) -R,(x)|<1. (167)

Teorem 2.3.1.2.1den m, =E(n’)<c oldugundan, her a>1 igin (167) esitsizligi

kullanilarak

<o (168)

2 X)—R (X)| <
2m1(l Tc(x,l( ) a( )‘

elde edilir. Teorem 2.3.1.2.1°den bilinmektedir ki

Qu, (X) =R, () + =2
* 2m

1

(70200 =R, () A+0(2) (169)

dir. Bu durumda (168) esitsizligi (169) asimptotik a¢iliminda dikkate alinirsa, A — 0 iken
(169) asimptotik aciliminin ikinci teriminin sifira yakinsar. Bunun sonucu olarak, A —0

iken her x>0 ve a>1 i¢in Q, (X) dagilim fonksiyonu, R, (X) dagilim fonksiyonuna

yakinsar.

2.3.1.5. Siirecin n. Mertebeden Ergodik Momenti i¢cin Kesin Formiiller

Sonug 2.3.1°e gore, siirecin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

UG -%)
EU, (€)

Bu kisimda amag, (170) esitliginden yola ¢ikarak, siirecin n. mertebeden ergodik

Q, (x) = , X20. (170)

momentinin kesin ifadesini elde etmektir. Bu amagla, siirecin n. mertebeden ergodik

momenti agagidaki gibi tanimlansin:
E(X") = lim E(X"(1), n=12,....
Teorem 2.3.1.5.1. Teorem 2.3.1’in kosullar1 saglansin. Eger X(t) siirecinin n. mertebeden

ergodik momenti (E(X"), n=12,...) mevcut ve sonlu ise, bu takdirde E(X"), n=1.2,...

asagidaki gibi yazilabilir:
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n Tont _ _
_EUn@JQX EU, (§ —x)dx, n=12,... (171)

Ispat. X" >0 ve E(X") <o oldugundan asagidaki esitlik dogrudur (Shiryayev,1973-
1974):

E(X")

E(X") :Tx”dQX(x) = nTxnl (1-Qg(x))dx . (172)

(172) esitliginde (170) esitligi yerine yazilirsa, (171) esitligi kolayca elde edilir.

Not 2.3.1.5.1. Teorem 2.3.1.5.1°¢ gbre, X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik momentinin
kesin ifadesi de, n; rasgele degiskeninin irettigi U, (X) yenileme fonksiyonuna baghdir.
U, (X) yenileme fonksiyonunun agik seklini bulmak zor oldugu i¢in, asagida teorik ve bazi
durumlarda pratik yonden 6nemini de dikkate alinarak, m, rasgele degiskeni sirastyla iistel
ve Erlang dagilimma sahip iken, X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik momentinin agik
sekli bulunacaktir.

Ornek 2.3.1.5.1. Teorem 2.3.1.1.1 ’in kosullar1 saglansin ve m,, u>0 parametreli iistel
dagilima sahip bir rasgele degisken olsun. Eger X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik
momenti (E(X"), n=12,...) mevcut ve sonlu ise, bu takdirde E(X"), n=12,...ergodik
momentinin acik sekli asagidaki gibi yazilabilir:

(n+1)+p(a+n) C(a+n) 1
(A+oap)(n+1)  I'(a) A"

E(X") = * (173)

burada I'(a) = I x“e™dx Euler’in gamma fonksiyonudur.
0

Ispat. m,, pn>0 parametreli iistel dagilima sahip bir rasgele degisken ve X(t) siirecinin n.
mertebeden ergodik momenti (E(X"),n=12,...) mevcut ve sonlu olsun. Bu takdirde, n,

rasgele degiskeninin iirettigi yenileme fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu bilinmektedir:

U, (V)=pv+1, u>0.

Biitiin bunlar dikkate alinarak, ilk olarak I XHEUn (&, —x)dx integrali hesaplansin:
0

Tx“‘lEUn((;1 —Xx)dx = Tx”‘l Uﬁ Un(v—x)dn(v)de , V=Xx>0
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Il
O =8

X"t (T U, (v—- x)dn(v)]dx = T[Ix”‘lun (V- x)dx]dn(v)

Il
O =8

I X" (p(v—x) +1)dxj dn(v)

Il
O =8
O e <

X" ((L+pv)— px)de dre(v)

CH @pv)v! B pv"* R ™ vt
_l - e drc(v)—J; TEFETA dr(v)
_ H n+l 1 n
= B R, (174)
Simdi EU, (C,) integrali hesaplansin:
EU, (&) = [ U, (Vdn(v) = [ (1+pv)dn(v) =1+ pE(,) - (175)
(174) ve (175) esitlikleri (171) esitliginde yerine yazilirsa
VAR n n n+l 1 n
E(X )_1+uE(Ql){n(n+1) E(C, )+n E(Q)J (176)

elde edilir. Burada C,, (a,A), a>0, A >0 parametreli gamma dagilimina sahip bir

rasgele degisken oldugundan

ay _ I'(ot+n)
E(G) = ) (77)

dir. Son olarak (177) esitligi, (176) esitliginde uygun olarak yerine yazilirsa, X(t)
stirecinin n. mertebeden ergodik momenti elde edilir.

Ornek 2.3.1.5.2. Teorem 2.3.1.1.1 ’in kosullar1 saglansin ve m,, (2,u), u>0 parametreli
Erlang dagilimma sahip bir rasgele degisken olsun. Eger X(t) siirecinin n. mertebeden
ergodik momenti (E(X"), n=12...) mevcut ve sonlu ise, bu takdirde E(X"),

n=12,...ergodik momentinin agik sekli asagidaki gibi yazilabilir:

s 02" Ku(own) +3jf(a+”)i

T @Evr2u) A+ 2w [\ 2(n+DA 4) T(a) A

2 ) me (-1 (YK T n—k—1)
7L+2],l F(a) o k (ZM)kJr1 (7\,—2”)(Hn7k71

] . (178)
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Ispat. ,, (2,1), u>0 parametreli Erlang dagilimina sahip bir rasgele degisken ve X(t)
siirecinin n. mertebeden ergodik momenti (E(X"),n=12,...) mevcut ve sonlu olsun. Bu
takdirde, m, rasgele degiskeninin tirettigi yenileme fonksiyonunun asagidaki gibi oldugu

bilinmektedir:

U, (v)= ?+j+e2“v, n>0.

Biitiin bunlar dikkate alinarak, ilk olarak I x”‘lEUn (£, —x)dx integrali hesaplansin:

Tx“‘lEUn((;1 —X)dx = Tx -t [J'U (V- x)dn(v)de v—Xx>0

O =3

X" j U, (v- x)dn(v)jdx j(j X", (V- x)dx]dn(v)

Il
O =y 8
I 1

j " Evox)+ 3 e )dx} dr(v)
0 2 4

]‘Xn 1((3 HV) H_ZX e—ZpV Zux% :|dTE(V)

B S +e?J(v) |dr(v)
2n(n+1) 4an

Il
O'-—;8

Mlw

Il
O 3y 8

+ “_ij x"dx — £ J. X"dX + e‘Z“VJ. X”_lez“xdxj dn(v)
2 0 2 0 0

Il
O ey 8

n+l —2ug,
2n(n D) >+ —E(G) +E(e M )E(G) (179)

burada J(v) = J‘x“‘lez“xdx ,n=12,...dr.
0
Simdi EU, (&) integrali hesaplansin:

EU, (&) = T U, (v)drn(v) = T(“—Z" +%+ e_z“"jdn(v)

2 +EE@)+E@Ee™). (180)

(179) ve (180) esitlikleri (171) esitliginde yerine yazilirsa



69

n

E(X") = [
ILlE(z;l)+ +E(ea)\2n(n+1)

E(C"”)+ E(C1)+E(e_2“C1)E(J(C1))j (181)

elde edilir. Burada C;, (a,A), a>0, A >0 parametreli gamma dagilimina sahip bir

rasgele degisken oldugundan

ey [ M _ A &(n-l (-D*k!T(a+n—k-1)
=€ )‘(szj ve B " )kzo[ K )(wﬂ Oyt 0%

dir. Son olarak (177) ve (182) esitligi, (181) esitliginde yerine yazilirsa, X(t) siirecinin n.
mertebeden ergodik momenti elde edilir.
Not edilmelidir ki,

J(v) =_[x"‘1e2“xdx, n=12,...
0

oldugu g6z 6niinde bulundurularak, (182) esitligindeki E(J(C;)) integrali asagidaki gibi

elde edilir;

2uv

n=1=J(V)= J'ez“xdx _°
0

2uv 2uv

e e
n=2= J(v)= [ xe®*dx =v ,
I 20 (2p)?
\ 2uv 2pv 2uv
n=3:>J(v):'fxzez“xdx:vze _ovE ~+ € =,
2p (2w)° (2w
\ 2pv 2uv 2pv
n:4:>J(v):_fX‘°’e2“de:v3e -3V e ¢ ~—6 ¢ -
2n (21u) (2u) (2n)
Bu sekilde devam edilirse
\’ 2uv 2uv
J(v)=Ix”‘1e2“de=v”‘1e——(n Vi ~+(n-Y(n-2)v"° e” — -
0 2u (2w)* (2w)
e [an _(-Dv? (=) -2v"? )
2u 2u (2u)°
2uv n n _1 _ k 1
_¢ z( ]( D K rica (183)
2u i (2n)

oldugu agikga goriiliir. O halde (183) esitliginden
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. (2 )k+l

O

EQE) = I J(v)dm(v) I[ klv”‘k‘lez*‘“}dn(v)

elde edilir. (184) esitligindeki integral ise asagidaki gibi hesaplanir:

o A K2 O
J‘Vn k leZp,VdTC(V) _ J‘Va+n k ze (r ZM)VdV
0

I'(a) g

_ e T t oH-n—k—2e7t dt
I'o) g\ A =2 A—2u

7\‘(1
- F(a)(k _ 2M)a+nfkfl

Jta+n—k—2e—tdt
0
A T(a+n-k-1) (185)
F(G.) (7\’ _ 2u)cx+nfkfl '
(185) esitligi, (184) esitliginde yerine yazilirsa

n-1)(-D)*k! A* T'(a+n-k-1)
EQ(&)) = Z( j(zu)k*l T(o) (A—2u)* "

:i n (n—lj(_l)kk!l“((x+n—k_1) s
(o) i (2u)k+l = 2}1)‘“"""1

elde edilir.

2.3.1.6. Siirecin n. Mertebeden Ergodik Momenti I¢cin Asimptotik Acilimlar

Bu kisimda amag, 1, rasgele degiskeni keyfi bir dagilima ve {, rasgele degiskeni

gamma dagilimina sahip olmasi durumunda, X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik

momenti igin A —0 iken ¢ terimli asimptotik agilimlar elde etmektir. Bu amagla
asagidaki notasyon verilsin:

U,(x)=x""*U, (x)= I(x —t)”f1 U, (dt, n=12,.... (187)
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Teorem 2.3.1.6.1. Eger X(t) siirecinin ergodik dagiim fonksiyonunu n. ergodik

mertebeden momenti mevcut ve sonlu ise, bu takdirde U, (x) yenileme fonksiyonu
kullanilarak asagidaki gibi ifade edilebilir (Khaniyev vd, 2011):
Sn 1
E(X")=nEU,(G)[EVU, ()] n=12,.... (188)

Ispat. Teorem 2.3.1.6.1°e gore, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunu n. ergodik

mertebeden momenti asagidaki gibi yazilabilir:
N 17 n-1
E(X")=n[EU, (&)] [x"'EU, (¢ -x)dx. (189)
0
Burada

]gx“EUn (&, —x)dx = Tx”l [T U, (v—- x)dn(v)]dx = Tdﬂ(V)an_lUn (v—x)dx

= Tdn(v)}(v —t)"* U, (Hdt = T U, (v)dn(v) =EU,(E,) (190)

elde edilir. Son olarak, (190) esitligi (189)’de yerine yazilirsa (188) elde edilir.
Not 2.3.1.6.1. Bilindigi gibi U, (X) yenileme fonksiyonun kesin ve agik ifadesi sadece
basit dagilimlar 6rnegin iistel, Erlang, vs... i¢in elde edilebilir. Fakat bu genel durum i¢in

olduk¢a zordur. Bu nedenle m, rasgele degiskeni genel smniftan bir dagilima sahip
oldugunda (189) esitligini, E(X") icin kullanmak uygun degildir. Diger taraftan U, (x)
yenileme fonksiyonunun asimptotik acilimini kullanarak, E(X") ig¢in A —0 iken iig
terimli bir asimptotik acilim elde etmek miimkiindiir. Bu nedenle, (188) esitligine gore,
U,(X) fonksiyonunun asimptotik davranisi incelenmesi gerekmektedir. Bunun igin
asagidaki yardimci teoreme ihtiyag vardir:

Yardimar Teorem 2.3.1.6.1. Eger E(n’)<oo ise, her n=12,3,... igin X —>o0 iken

asagidaki asimptotik a¢ilim yazilabilir (Khaniyev vd, 2011):

n+l n 2 n-1
U, (0= X | T MM (X gty (191)
n(n+)m, 2m; n n

6m’  4m’

burada m, =E(n}), k=1,2,3"dur.
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Ispat. o(B)=E(e™), B>0 olmak iizere, U (X) fonksiyonunun Laplace ddniisiimii

asagidaki gibidir:
~ (n=1)!
UB =g (192)
B (1-o(B))
Ayrica, B — 0 iken ¢(B) fonksiyonun Taylor agilimi agagidaki gibidir:
B’ B’ 3
(P(B):l_Bml"'Emz_ams"'o(B )- (193)

(193) asimptotik acgilimi (192) esitliginde yerine yazilirsa, p—0 iken asagidaki

asimptotik acilim elde edilir:

(h-1! m, (n—l)!_( m, mi](n—l)uo(i), (194)

U.(B) = + -
n (B) mlBI’H—Z me BI’H—l 6mf 4mf Bn Bn
(194) esitliginde Tauber-Abel teoremi kullanilirsa, (191) esitligi elde edilir.
Teorem 2.3.1.6.2. Teorem 2.3.1.1.1 ’in kosullarma ilaveten, E(n’) <o olsun. Bu takdirde,

a>1 icin L —0 iken X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik momenti asimptotik olarak
asagidaki gibi yazilabilir:
S A B C 1
E(X")=—2+—+—" 40
( ) }\‘n }\‘n—l }\‘n72 (}\‘n72
I'(o+n)
ol (a)

), n=12,... (195)

burada r. (o) = olmak {izere

= ) B, - m,n(o—1) f (a), C, :[ mﬁ(lz— n) m ]rn_l(a)
(n+1) 2m,(n +1)a dmio  6mM,

dir.

fspat. A -0 iken X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik momenti igin ii¢ terimli bir
asimptotik agilim elde edebilmek igin (188) esitligine gore, a>1 i¢cin A —0 iken
EU, (&) ve EU, (§) (n=123,...) i¢in asimptotik a¢ilim elde etmek yeterli olacaktir:

2
1 1

EUn(§1)=%+ M2+ o) (196)

oldugu onceki kisimda gosterilmisti. Bu durumda, EU, ((;) i¢in A — 0 iken asimptotik
agilm elde edilsin. Yardimer teorem 2.3.1.6.1°e gore, eger E(n))<oo ise, asagidaki

asimptotik a¢ilim dogrudur:
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n+1 n 2
X m, x__( m, m

+
n(n+l)m, 2m; n |6m; 4m’

U, (x) = JX;1+RH(X), X —> 00, (197)

burada R, (x) =Xx""g(x) ve g(x)=o0(1) dir.

Bu durumda, (197) esitligi kullanilarak asagidaki islemler yapilabilir:

n+1 2

EU, (6) = { T V—"—( s mzjv;_lmn(v)}dn(v)

(n+)m, 2m{ n (6m; 4m’

SR, S— j V" idm(v) +

(n+l) r;f J vidn(v)

_( My ] jv” 1th(V)JrjR (V)dn(v)

6m 4m

EQG™) | mEE) (my  m; |EET)
+ ( j - +ER.(G)). (198)

n(n+)m,  2nm; 6m?  4m’

Ayrica, Yardimci Teorem 2.2.4.1°de o yerine, o.+n—1 yazilirsa, her o >1 igin

1
ER, () =0(75), A >0 (199)
sonucu elde edilir. Bu durumda, (199) esitligi, (198) esitliginde yerine yazilirsa, A —0
iken
n+l n 2 n-1
EUn(Cl) — E(C ) + mZE(gzl) _ m32 _ m2 E(C.>l ) +0( :'71) (200)
nn+)m,  2nm; 6m; 4m n A

I'(oe+n)
AT (o)

esitliginde yerine yazilirsa, siirecin n. mertebeden ergodik momentinin asimptotik ag¢ilimi

dir. Burada E(C]) = oldugu agiktir. Son olarak (200) ve (196) esitlikleri, (188)

elde edilir.

2.3.2. Miidahalenin Weibull Dagihmmna Sahip Olmasi Durumunda Odiillii
Yenileme Siirecinin Ergodik Karakteristiklerinin Incelenmesi

Bu kisimda, (, rasgele degiskeni (o,A), a>0, A>0 parametreli Weibull

dagilimina sahip olmasi1 durumunda, oncelikle siirecin ergodikligi gosterilecektir. Daha
sonra, siirecin ergodik dagilim fonksiyonu icin kesin ve asimptotik formiiller elde edilecek
ve zay1f yakinsama teoremi ispatlanacaktir. Ayrica, siirecin ergodik momentleri i¢in kesin

ve asimptotik formiiller elde edilecektir.
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2.3.2.1. Siirecin Ergodikligi ve Ergodik Dagilim Fonksiyonu i¢in Kesin Formiiller

Asagida Weibull miidahaleli 6diillii yenileme siirecinin ergodikligi gosterilecektir:

Teorem 2.3.2.1.1. Teorem 2.3.1’in kosullar altinda, {, rasgele degiskeni (o,A), o >0,
A >0 parametreli Weibull dagilimina sahip olsun. Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir.
Ispat. X(t) siirecinin ergodik olabilmesi igin, siirecin genel ergodik teoremin
varsayimlarini sagladig1 gosterilmesi gerekmektedir:

1. {X(rn+0)}, n=12,... zincirinin, n(V)EP{Qlév} duragan dagilimina sahip
ergodik bir ergodik zincir oldugu, Teorem 2.3.1°den bilinmektedir. Buna gore,
{X(z, +0)}, n=12,..., (a,2), a>0, A >0 parametreli Weibull dagilimina sahip olsun.
Bu durumda da, X(t) siireci genel ergodik teoremin 1. kosulunun saglandigi agikca
goriilmektedir.

2. {X(r,+0)}, n=12,... zinciri, (o,A), a>0, A>0 parametreli Weibull
dagilimina sahip oldugunda da, her n=2,3,... i¢in

E(t,—7,,) <o (201)

n

oldugu gosterilmelidir:
E(r, —7,1)(8) = [ E((W)dn(v) = E(€) [ U, (V)dn(v) < o0 (202)

(202) seklinde yazilabildigi bilinmektedir. Teorem 2.3.1’den O0<E(E;) <oo’dir. Bu

durumda U, (V) <o oldugu bilindigine gore, 2. varsayimin saglanmast igin
[U,(W)dn(v) <co (203)
0
oldugunu gostermek gerekir. Bagka bir deyisle
EU, (6,)=[U, (Wdn(v) =or” U, (Vv e ™ dv <o (204)
0 0

oldugunu gostermek gerekir. Teorem 2.3.1°den

\V} m
v)=U (v)—-——-—2
9W)=U, ()~ —%

1 1

ve limg(v) =0’dir. Bu takdirde dyle bir b(g) >0 sayis1 bulmak miimkiindiir ki, € >0 i¢in

v>Db(e) oldugunda
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lg(v)| < % (205)

dir. Buna gore, (204) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

bz) .
EU, (G,) = oA ! U (v e ™ dv+ar® j U (v)v*ie ™ dv

b(e)
=J,(e)+J,(e) . (206)
U, (v) yenileme fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon oldugundan dolay1 her v > b(g) i¢in
U, (2)< U, (b(g)) < oo ’dir. Dolayisiyla
b(e) . b(e) .
J,E)=0r" [ U (e ™ dv<U (be)or® [ vie ™ dv<U (b)) (207)
0 0
olur. Diger yandan b(g) sayisinin tanimi geregi

m2 E
2m? 2

U (b(e)) §@+
1 m

1

(208)

dir. Buradan (207) ve (208) esitsizliklerinin yardimiyla asagidaki esitsizlik elde edilir:

m
Js(s)$@+—zz+i.
m_ 2m; 2

(209)
(206) esitligindeki ikinci integral ise asagidaki gibi yazilabilir:

1, () = oA j U (v)v* e ™ dv

b(e)

oA T e m, ¢ e owe
< I vete M dy + (=% + 2)ar” _[ vele M dy
m 2m

1 b(e) 1 b(e)

T, m, L& (210)
am 2m; 2

1

(209) ve (210) esitsizlikleri kullanilarak, (206) esitligine gore asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

rte2y) b, m,

kml m, 2ml

EU, (6,)=3,(e)+J,(e) < g. (211)

Teorem 2.3.1den E(m)>0 ve E(n)<oo’dir. Ayrica a>1, A>0 igin

r(1+ Y ) < ve her £>0 icin b(g) <oo’dir. Biitiin bunlar (211) esitsizliginde dikkate

alinirsa



76

EU, (C,) <o (212)

elde edilir. Sonug olarak (212) ile
E(t) < ve E(t, -1, ,) = j E(z,(V))dm(v) <00, n=2,3,...
0

oldugu ispatlanmigtir. Bu da 2. varsayimin saglandigin1 gosterir. Sonug olarak, genel

ergodik teoreme gore, ele alman X(t) siireci Teorem 2.3.2.1.1 ’in kosullar1 altinda

ergodiktir.
Not 2.3.2.1.1. Sonug 2.3.1°¢ gore, X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki
gibi yazilabilir:
EU - X
Qx(x)zl—ﬁ, x=0. (213)
EU, (G)

Literatiirden de bilindigi gibi U, (X) yenileme fonksiyonunun agik seklini bulmak
oldukca zordur. Bu nedenle, asagida miidahalenin Weibull dagilimi olmasi durumunda
X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun agik seklini elde etmek igin, m, rasgele

degiskeninin iistel dagilima sahip olmasi durumu ele alinacaktir:

Ornek 2.3.2.1.1. Teorem 2.3.2.1.1 ’in kosullar1 altinda m,, pu>0 parametreli iistel
dagilima sahip bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde, her x>0, o>0 ve A >0 igin

X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir:

_{_g 00 H A
Qi (x)=1-¢e {14— ) j (@) T , (214)

burada I'(a) = Tx“‘le‘xdx, c,(a) :F(1+ %)’dm
0

Ispat. n,, p>0 parametreli iistel dagilima sahip bir rasgele degisken olsun. Bu takdirde
U (V)=pv+1, u>0

oldugundan
EU(, —X) = T U, (v—x)dr(v) =(1- ux)Tdn(v) + “,T vdn(v)

esitligi kolaylikla elde edilir. Bu durumda (;, (a,A), a>0, A >0 parametreli Weibull

dagilimina sahip bir rasgele degisken olduguna gére dn(v) = al(Av)* e ™ dv dur:
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EU(G, —x) =(1-wx) 0‘7“] (W)* e ™ dv +pa I (w)“e ™ dv

—(Mx)*

o 1
=(1-px)e™™ +p| x+———— e
( ”) H[ X(kx)“_lj

e (1+—“ ] (215)
AOX)®

dir. Benzer sekilde, EU, (C;) beklenen degeri asagidaki gibi elde edilir:

EU, () = j U, (v)dr(v) = j (uv +1)dr(v)

=uTvdn(v)+Tdn(v) =§r(1+%)+1. (216)

(213) esitliginde, (215) ve (216) esitlikleri yerine yazilirsa, silirecin ergodik dagilim
fonksiyonu elde edilir.

2.3.2.2. Siirecin Ergodik Dagilhim Fonksiyonu I¢in Asimptotik A¢ihimlar

Bu kisimda, C, rasgele degiskenin Weibull dagilimina sahip olmast durumunda,
W, (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun asimptotik davranisi incelenecektir.

Hatirlanmalidir ki
Qu, (9 =1-EU, (&, - ) (EU,(5))” (217)

dir.
Teorem 2.3.2.2.1. Teorem 2.3.2.1.1 ’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, her x>0 ve

oa>1 icin W, (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu (Qu, (X)) i¢in asagidaki

asimptotik acilim yazilabilir:

Qu, 00 =R+ 5 2 (7,00 -R, 00)2-+003), (218)
K . 1 7 .
burada m, =E(m¥), k=12; R_(X)= e !(1—7cu‘l(t))dt, c,(c) :r(1+ %)

. (X) =1-e™, (a,1) parametreli Weibull dagilim fonksiyonudur.
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Ispat. Teorem 2.2.5.1°den (62) esitligi ile

EU, (€)= E(&) (219)
burada R,(v) =%g(v) ve g(v) =0(1) ’dir. Bu durumda
. A
ER,(C) =] %g(v)dn(v) omj (v)* e g(v)dv=xj e*g(%)dt (220)

dir. Yardimci teorem 2.2.5.1°den her o >1 igin
E(Rl(€1)) = 0(}\‘) (221)
oldugu goriiliir. Bu durumda (221) esitligi, (219) esitliginde yerine yazilirsa

(1+%‘) 2 +0(M).

am

EU, (C) = (222)

1

elde edilir. Bu durumda

(EV, () = (7‘"‘1 +o() |. (223)

1- m,A
r+ ¥ emr(i+1)

elde edilir. Ayrica v —% >0 igin E(n?) <o kosulu altinda

V—X/A Lm,
m, 2m’

X
Un(v—x)=

+R,(V), V>
burada R,(v) = lg(v) ve g(v) =0(1) ’dir. Bu durumda
v

EU, (6, —>) = ju (v=2)dn(v) = j[v L *ons +R(v)jdn(v>

X

1% m
=—|vdr(v)+| —% —
mll V) [Zm2

1

Xk ﬁdn(v) +T R, (V)dn(v) (224)

x

>|

dir. (224) esitliginde, C;, (o,A), a>0, A >0 parametreli Weibull dagilimimna sahip bir

rasgele degisken olduguna gore, dm(v)=or(Av)* e ™ dv oldugu dikkate alinarak

t=(Av)” degisken doniisiimii yapilirsa

2m

EU, (&, —%) _— j t%‘etdtJ{

X |7
| 7} j e 'dt+E(R,(C,)) (225)
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elde edilir. Buradan her x>0 i¢in
= A x A
E(R,(&)) =2 j e'g(—— )dtsxl e fg(—)dt

elde edilir. Yardimeci Teorem 2.2.5.1°den her a>1 i¢in A — 0 iken
E(R,(G,)) =0(%) (226)
dir. Ayrica (226) esitligi, (225) esitliginde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

EU, (¢, —%) : milx[r(u ¥)- ! t%etdtJ+(2m—mzlz—mL1}JeX“ +o(L) (227)

elde edilir. Bu durumda (227) asimptotik ac¢ilimdaki integrale asagidaki gibi bir kez kismi

integrasyon uygulanirsa

EUn(Z;l— mlx (r Y)-I; e tdt ( ] ~ Lo(\)
1 1l ya X e
mlx[r 1+}/ +xe I /o« e dtj [ - ml}Je +0())
1 t m, X |
mlk(r 1+}/ +xe !1 m,,(t)d j (me—mlxje +0())

- ( ( y) Tl T, (D) dtj 2m2 e +o()) (228)

1
elde edilir. (223) ve (228) asimptotik agilimlari, (217) esitliginde yerine yazilirsa, W, (t)

stirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun asimptotik agilimielde edilir.

2.3.2.3. Siirecin Ergodik Dagihm Fonksiyonu I¢in Zayif Yakinsaklik Teoremi

Bu kisimda, A —0 iken W, (t) siirecinin Q,, (X) ergodik dagilim fonksiyonu igin

zay1f yakinsama teoremi ispatlanacaktir.

Teorem 2.3.2.3.1. Teorem 2.3.2.1.1in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, A — 0 iken her
X20 ve o>1 igin W, (t) siirecinin Q,, (X) ergodik dagilim fonksiyonu, R, (x) dagilim
fonksiyonuna yakinsamaktadir:

Qu, (X)—=55>R. (X)), (229)
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1

burada R (X) =
¢, (o)

Il m,(1)dt, ¢, (cr) = r(1+y) *dir.

Ispat. R, (X) ve m,,(x) fonksiyonlari, birer dagilm fonksiyonu oldugu i¢in her x>0,
a>0 icin 0<R_ (X)<1 ve 0<m_ ,(X)<1’dir. Bu nedenle, her a>0 igin agagidaki
esitsizlik dogrudur:
mflx‘nayl(x)—Ra(x)‘ <1. (230)
Teorem 2.3.2.1.1 ’iin kosullarindan m, =E(n’) <o oldugundan, her a>1 igin

(230) esitsizligi kullanilarak

m, m, o
W\%(x) R, (X)|< W< (231)

elde edilir. Teorem 2.3.2.1.1°den bilinmektedir ki

m2
2mr(1+ 1)

dir. Bu durumda (231) esitsizligi (232) asimptotik agiliminda dikkate alinirsa, A — 0 iken

Qu, (X) =R, () + (70,4 () =R, (X)) +0(1) (232)

(232) asimptotik ag¢iliminin ikinci teriminin sifira yakinsar. Bunun sonucu olarak, A — 0

iken her x>0 ve a>1 i¢in Q, (X) dagilim fonksiyonu, R, (X) dagilim fonksiyonuna

yakinsar.

2.3.2.4. Siirecin n. Mertebeden Ergodik Momenti I¢in Kesin Formiiller

Onceki kisimlarda belirtilen nedenler goz oniinde bulundurularak, bu kisimda m,

rasgele degiskeni sadece iistel dagilimina sahip olmasi durumunda, X(t) siirecinin n.
mertebeden ergodik momentinin agik sekli bulunacaktir.

Ornek 2.3.2.4.1. Teorem 2.3.2.1.1 ’in kosullar1 saglansmn. Ayrica m,, u>0 parametreli
listel dagilima sahip bir rasgele degisken olsun. Eger X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik
momenti (E(X"), n=12,...) mevcut ve sonlu ise, bu takdirde E(X"), n=12,...ergodik
momentinin agik sekli asagidaki gibi yazilabilir:

Co(@® w1 cfo) 1
A+pc (o) (N+1) A" A+pc () A"

E(X") = (233)
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burada c,,(a) = z”((a)) : Cn(a):F(l+%)’d1r.
L (a

Ispat. m,, >0 parametreli iistel dagilima sahip bir rasgele degisken oldugunda

Ny 1 U n+l n
E(X )_1+ME(C1)((n+1) E(G )+E(C1)J (234)

oldugu (176) esitliginden bilinmektedir. Burada C;, (a,A), a>0, A >0 parametreli

Weibull dagilimina sahip bir rasgele degisken oldugundan olasilik teorisinden
1
ny — n
E(E))= N F(1+ 4) (235)

dir. Son olarak (235) esitligi, (234) esitliginde uygun olarak yerine yazilirsa, X(t)

stirecinin n. mertebeden ergodik momenti (233) esitligindeki gibi elde edilir.

2.3.2.5. Siirecinin n. Mertebeden Ergodik Momenti I¢in Asimptotik A¢ilimlar

Bu kisimda amag, 1, rasgele degiskeni keyfi bir dagilima ve (; rasgele degiskeni

(a,h), >0, A>0 parametreli Weibull dagilimma sahip iken, X(t) siirecinin n.
mertebeden ergodik momenti igin, A —0 iken ii¢ terimli asimptotik agilimlar elde
etmektir. Onceki kisimlardan, X(t) siirecinin n. ergodik mertebeden momenti mevcut ve

sonlu ise, bu takdirde U, (x) yenileme fonksiyonu kullanilarak

E(X")=nEU, (&,)[EV, ()] . n=12.... (236)
seklinde yazilabildigi bilinmektedir. Buradan yola ¢ikarak, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.3.2.5.1. Teorem 2.3.2.1.1 ’in kosullarina ek olarak, E(n’)<oo olsun. Bu

takdirde, o >1 i¢in A — 0 iken E(X") icin asagidaki asimptotik acilim yazilabilir:

A, B, C, 1
—+ + +0(—
A

E(X") =
( ) }\’n kn—l }\’n72

), n=12,... (237)

burada c (o) = % , C, () = F(1+ %) olmak tizere

_ Cinan (o)
n+1

A

n

C(n+1)1(00 ] m,

(n+c, (o) )2m,

' Bn = (Cnl(a) -
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m: m m> ¢, (a)
< :Lmiz ‘ﬁ]%—m@‘ am? (o)
1 1 1 1

dir.

Ispat. X(t) siirecinin n. mertebeden ergodik momenti igin A —0 iken ii¢ terimli bir
asimptotik agilim elde edebilmek i¢in (236) esitliginden de goriildiigi tizere, EU, (E,) ve
EU, () (n=123,...) icin A—0 iken asimptotik acilim elde etmek yeterli olacaktir.
Buna goére, W, (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonunun i¢in asimptotik a¢ilim elde

edilirken

o m
EU =——+—2+40(L 238
(&) . om? ) (238)

oldugu gosterilmisti. (198) esitliginden
B mEQE) _[ m, _m; }E(Cil)
n

(n+1)m,  2nm; 6m’  4m’

BU, ()=~ +E(R, (G,) (239)

oldugu bilinmektedir. Ayrica, Yardimci Teorem 2.2.5.1°de o yerine, a+n—1 yazilirsa,

her oo >1 igin

1
E(R,(C)) = O(F) , A—0 (240)
sonucu elde edilir. Bu durumda, (240) esitligi, (239)’de yerine yazilirsa, A — 0 iken
1 m m, m |1 1
EU = EBEMN+—2E(¢)-| —=-—% |=EE M +o 241
n(gl) n(n +1)ml (Cl ) 2nm12 (Cl) [Gmf 4me n (gl ) (}\,nil) ( )

dir. Burada E(C]) :x—lnl“(l+ %) oldugu aciktir. Son olarak (241) ve (238) esitlikleri,

(236) esitliginde yerine yazilirsa, a>1 icin A —0 iken X(t) siirecinin n. mertebeden
ergodik momentinin asimptotik acgilimi elde edilir.

Sonug 2.3.2.5.1. Teorem 2.3.2.5.1°nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 igin A — 0
iken X(t) siirecinin ilk dort merkezi momenti asimptotik olarak asagidaki gibi yazilabilir:

M, =0, (242)

o~ (Az - (A1)2)% ' (243)
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1
1o (G ~ (A =3AA +2(A)°) 5 (244)
1
s (8y) ~ (A, —4AA, +6A,(A)’ —3(A1)4)F , (245)
burada c,(a) = C(o) C (a) = F(1+|y) olmak tizere A, = M k=14 dir
() I o “ o+l T
Sonug 2.3.2.5.2. Teorem 2.3.2.5.1°nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, o >1 i¢cin A —>0

iken X(t) siirecinin carpiklik ve basiklik katsayilari asimptotik olarak asagidaki gibi

yazilabilir:
_A-3AA L+ 2(A)° Ly A, —4AA +6A,(A) -3(A)’ 3 (246)
(A —a)?)® (A, —(A))
burada c,,(a) = AC) , C () = F(l+ V ) olmak iizere A, = M , k=14"dr.
¢, (a) o n+1



3. BULGULAR

Bu tezde, yari-Markov modellerin énemli bir smifin1 olusturan “Odiillii Yenileme
Siireci” olarak adlandirilan bir model ele alinmis ve bu modeli ifade eden stokastik siire¢
matematiksel olarak insa edilmistir. Daha sonra, bu siirecin sinir fonksiyonelleri,
ergodikligi, ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri detayli bir bi¢imde
incelenmistir.

Sozii edilen kisimlarda, siirecin sinir fonksiyonellerinin ilk dort baglangi¢c momenti,

ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri, n, rasgele degiskeninin dagilim
fonksiyonu tarafindan iretilen U, (X) yenileme fonksiyonu yardimiyla ifade edilmistir.

Fakat bu formiillerin karmasik yapilarindan dolay1 pratik problemlerin ¢dziimlenmesinde
kullanilmast oldukg¢a zor oldugundan, pratikte daha kolay uygulanabilir formiillerin elde
edilmesi gereksinimi vardir. Biitiin bu nedenler g6z oniinde bulundurularak, ele alinan
stirecin gerekli olasilik karakteristikleri asimptotik yontemlerle incelenmistir.

Bunun yani sira yukaridaki sonuglara dayanarak, gamma ve Weibull miidahaleli
odiillii yenileme siireglerinin sinir fonksiyonellerinin ilk dort baslangic momentleri igin
kesin ve asimptotik sonuglar elde edilmistir. Bunlara dayanarak, sinir fonksiyonelleri i¢in
merkezi momentleri ve ¢arpiklik-basiklik katsayilarr asimptotik olarak verilmistir.

Ayrica, bu siireclerin bazi zayif sartlar altinda ergodik oldugu gosterilmis ve her
birinin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri igin kesin ve asimptotik
sonuglar elde edilmistir. Daha sonra ergodik dagilim fonksiyonu i¢in zayif yakinsama
teoremi ispat edilmistir.

Bunlara ilaveten, elde edilen asimptotik sonuglarin yardimiyla hesaplanan degerlerin,
kesin degerlere ne kadar yakin oldugunu gostermek i¢in 6zel bir durum ele alinmis ve bu
durum i¢in Monte Carlo simiilasyon yontemi uygulanarak, o6diillii yenileme siirecinin
miidahale anin1 gosteren sinir fonksiyonelinin momentleri ve gamma miidahaleli 6diilli
yenileme siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu icin degerler elde edilmis ve bu degerler
asimptotik sonuglarla karsilastirilmistir. Karsilastirma sonucunda, elde edilen asimptotik

acilimlarin simiilasyon sonuglarina yeterince yakin olduklari tespit edilmistir.



4. IRDELEME

Yari-Markov modelleri ile ilgili literatiirde bir¢ok teorik ¢alismalar mevcuttur. Bu
calismalarin bir¢ogundaki sonuglar teorik bakimdan Onemli olsalar da, uygulamanin
ihtiyacin karsilayabilecek nitelikte degildir. Kesin ifadeleri igeren ve uygulama igin yararl
olabilecek ¢alismalar da vardir. Fakat bu giine kadar bu siliregler her yoniiyle
incelenmemistir. Bunun temel nedeni, olasilik ve sayisal karakteristiklerinin ¢ok karmagik
bir matematiksel yaprya sahip olmasidir. Ozellikle, miidahaleyi ifade eden rasgele
degiskenler yeterince genis bir sinifa ait olduklarinda, siirecin temel karakteristikleri i¢in
kullanilabilir formiillerin elde edilmesi ¢ok zordur.

Literatiirde, son yillarda asimptotik yOntemler uygulanarak yaklasik fakat pratik
Ooneme sahip olan asimptotik sonuglar elde etmeye yonelik bir¢ok c¢alisma mevcuttur.
Ornegin, Okur Bekar’in yiiksek lisans tezinde miidahaleyi temsil eden rasgele degiskenin
iistel dagilima sahip olmasit durumunda, 6diillii siirecinin temel karakteristikleri i¢in
asimptotik acilimlar elde edilmistir. Bu agilimlarin elde edilmesinde ise Laplace doniisiimii
genis bir bicimde kullanilmistir.

Fakat “miidahale” {istelden farkli ve daha genis bir sinifina ait oldugunda, bu yontem
yeterli olmamaktadir. Bu durumda farkli yontemler uygulayarak asimptotik sonuglara
ulagmak miimkiindiir. Bu nedenle bu tezde, 6diillii yenileme siirecleri ve bu siireglerin iki
alt sinifin1 olusturan, gamma ve Weibull miidahaleli 6diillii yenileme siire¢leri ele alinmis
ve bu siireclerin asimptotik yontemlerle incelenmesinde gerekli bazi 6nemli yardimci
teoremler kullanilmistir.

Bu c¢alisma kapsaminda incelenen modelde baz1 degisikliklerin yapilmasi
miimkiindiir. Ornegin, bu ¢alismada kullanilan ydntemler genellestirilmis ve genisletilmis

0diillii yenileme siireclerine uygulanarak, onemli asimptotik agilimlar elde edilebilir.



5. SONUCLAR

Bu caligmada, o6diillii yenileme siiregleri ve bu siire¢lerin dnemli iki alt simnifini
olusturan gamma ve Weibull miidahaleli 6diilli yenileme siiregleri ele alinmistir. Bu
siirecler i¢in asagidaki sonuglar ele alinmastir:

1) Bir fiziksel model ele alinmis ve bu modeli ifade eden stokastik siireg,

matematiksel olarak insa edilmistir.

2) Odiillii yenileme siireglerinin simir fonksiyonellerinin momentleri, bir yenileme
fonksiyonu yardimiyla ifade edilerek kesin formiiller elde edilmis ve bu formdiller
kullanilarak bu momentler i¢in asimptotik sonuglar bulunmustur.

3) Odiillii yenileme siireclerinin ergodikligi gosterilmis ve yine bir yenileme
fonksiyonu araciligl ile ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri igin
kesin ve asimptotik sonuglar elde edilmistir.

4) Gamma ve Weibull midahaleli 6dillii  yenileme — siireglerinin - sinir
fonksiyonellerinin momentleri i¢in kesin ve asimptotik sonug¢lar bulunmustur.

5) Gamma ve Weibull miidahaleli 6dillii yenileme siireclerinin  ergodikligi
gosterilmis, ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik momentleri i¢in kesin ve
asimptotik sonuclar elde edilmistir.

6) Gamma ve Weibull miidahaleli 6dillii yenileme siireglerinin ergodik dagilim
fonksiyonu icin zayif yakinsama teoremi ispatlanmaistir.

7) Odiillii yenileme siireclerinin miidahale anmi temsil eden smir fonksiyonelinin
momentleri ve gamma miidahaleli 6diilli yenileme siireclerinin ergodik dagilim

fonksiyonu i¢in simiilasyon sonuglar1 verilmistir.



6. ONERILER

Yapilan bu ¢aligmanin, yenileme teorisindeki bir eksikligi giderilebilecegi

umulmaktadir. Ayrica bu ¢alismanin agagidaki yonlerden de gelistirilebilmesi miimkiindiir:

1)
2)
3)
4)

5)

6)

Miidahalenin dagiliminin smifi pratikte sik kullanilan dagilimlara ait olmasi
durumunda, ortaya ¢ikan benzer modellerin incelenmesi,

Baglangic rasgele degiskenlerinin birbirine bagimli olmast durumunda, benzer
problemin martingaller yontemi ile incelenmesi,

Yakinsama teoremlerinde yakinsama hizinin incelenmesi,

Sonsuz varyansl ragele degiskenler i¢in benzer problemin ¢oziilmesi,

Bu calismadaki analitik ve asimptotik yontemler kullanilarak, genellestirilmis ve
genisletilmis 6diilli yenileme siireclerinin incelenmesi,

Elde edilen sonuglarin pratik alanlara uygulanmasi.
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