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Bu c¢alismada, tam kafeslerin direkt carpiminda Vv -indirgemez ( A -indirgenemez)
elemanlarinin sirali kiimesinin yapisi irdelenmistir. Ozellikle [0,1]? tam kafesi {izerinde
verilen bir t-normun (t-esnormun) kafesin v-indirgemez (/-indirgenemez) elemanlarinin
sirali kiimesine kisitlaniginin hangi durumlarda t-norm (t-esnorm) oldugu arastirilmigtir.

Sonlu dagilimli bir kafesin V-indirgemez (#-indirgenemez) elemanlarinin kiimesi {izerinde

verilen bir t-norm (t-esnorm) yardimiyla verilen kafes {izerinde bir t-norm (t-esnorm) elde
edilmistir. Dagilimli bir kafes {izerinde verilen bir t-normun idempotent olmasi igin gerek

ve yeter kosulun t-normun V-indirgemez elemanlarin kiimesi iizerinde idempotent oldugu
gosterilmistir. Bir L tam kafesi iizerinde verilen bir t-esnorm yardimiyla kafesin bir
elemani tarafindan iretilen dual ideali iizerinde yeni bir t-esnorm elde edilmistir. L
kafesinin v -indirgenemez elemanlarinin kiimesinin bir pargalanist verilmis ve bu
pargalanis yardimiyla L™ iizerinde bir t-norm elde edilmistir. Ayrica bir kafeste A ve Vv

islemleri ile verilen bazi 6zel elemanlar t-norm ve t-esnormlar yardimiyla genellestirilmis
ve bu elemanlarin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Son olarak, sinirli bir zincirin
direkt ¢arpimi iizerindeki biitiin otomorfizmler karakterize edilmis ve iki kafes arasindaki

izomorfizm kavrami kullanilarak, verilen t-normlardan yeni t-normlar insa edilmistir.

Anahtar Kelimeler: kafes, t- norm, v-indirgemez eleman, kafes otomorfizmi, asal eleman

Vi



PhD. Thesis
SUMMARY
T-NORMS OBTAINED VIA THE IRREDUCIBLE ELEMENTS IN LATTICES
Serife YILMAZ

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Osman KAZANCI
2011, 52 Pages

In this thesis, the structure of the poset of v-irreducible (A-irreducible) elements of the
direct product of complete lattices is observed. Particularly, for a given t-norm (t-conorm)
on the complete lattice [0,1]7, the conditions under which the restriction of the t-norm to
the set of Vv -irreducible (A -irreducible) elements is again a t-norm (t-conorm) are
researched. A method for constructing t-norms (t-conorms) on finite distributive lattice
from a given behaviour on the V-irreducible (/-irreducible) elements is presented. It is
proved that a t-norm on a distributive lattice is idempotent if and only if it is idempotent on
the set of the v-irreducible elements. A method to construct t-conorms on a dual ideal of a
complete lattice via given t-conorms on the lattice is given. A partition of the set of v-
irreducible elements of the lattice L™ is given and a method to construct t-norms on the
lattice is presented using this partition. Also some special elements in a lattice defined by

the operations ~ and Vv are generalized by t-norms (t-conorms). Some algebraic properties

of these elements are investigated. A characterization of the automorphisms of the direct
product of bounded chains is given. New t-norms are constructed from given t-norms by

automorphisms.

Key Words: lattice, triangular norm, v-irreducible element, lattice automorphism, prime
element
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SEMBOLLER DiZiNi

. x eleman1 y elemaninini orter

. a ve b elemanlar kiyaslanamazdir

: L, ve L, kafeslerinin direkt ¢arpimi1

: Aralik-degerli kafes

. A kiimesinin kuvvet kiimesi

. x ile Uiretilen esas ideal

: L kafesinin tiim ideallerinin kiimesi

. L kafesinin tiim filtrelerinin kiimesi

. L kafesinin tiim kompakt elemanlarinin kiimesi

. L kafesinin tiim atomlarinin kiimesi

. L kafesinin tiim es atomlarinin kiimesi

. L ‘nin biitlin V —indirgenemez elemanlarinin kiimesi

: L ‘nin biitiin A —indirgenemez elemanlarinin kiimesi

: L Gizerindeki T t-normuna gore tiim idempotent elemanlarin kiimesi
: L ‘nin V —indirgenemez elemanlariin genisletilmis kiimesi
: L ‘nin A —indirgenemez elemanlariin genisletilmis kiimesi
. L ‘nin biitlin asal elemanlarinin kiimesi
: L “nin biitlin es asal elemanlariin kiimesi

: L ‘nin biitiin T —asal elemanlariin kiimesi

. L ‘nin biitlin S —es asal elemanlarinin kiimesi

: L ‘nin biitlin T —indirgenemez elemanlarinin kiimesi

. L ‘nin tim T-asal radikal elemanlarinin kiimesi



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Ucgensel norm kavrami ilk olarak Menger’in 1942 de ’Statistical Metrics’® [1]
isimli ¢alismasinda tanimlanmustir. Genel olarak, tiggensel normlar (kisaca t-normlar)
bugiinkii aksiyomlari ile birlikte 1960 I yillarin baginda B. Schweizer ve A. Sklar [2-5]
tarafindan verilmistir. Ucgensel normlar1 kullanmadaki temel diisiince, uzaydaki iki
eleman arasindaki uzakligin bir reel say1 yerine olasilik dagilim fonksiyonlar ile 6l¢tildiigi
metrik uzaylar1 ¢aligmakti. Uggensel normlar metrik uzaylardaki klasik iiggen esitsizligini
daha genel olan baglamda, olasilikli metrik uzaylara genellestirmek i¢in kullanilmistir. Bu
gelismelerden hareketle t-normlarla ilgili elde edilen bir¢ok sonu¢ B. Schweizer ve A.

Sklar’in [6] calismasinda 6zetlenmistir.

1980 Ii yillarin basinda t-normlar bulanik kiime teorisinde kullanilmaya baglamistir.
Bulanik kiimeleri ilk olarak Zadeh [7] ortaya koymus ve bu kiimeler iizerinde kesigim,
birlesim ve tiimleyen islemlerini tanimlamistir. Daha sonra kesisim, birlesim ve tiimleyen
islemlerini modellemek i¢in, sirasiyla, t-norm, t-esnorm ve negasyonlar kullanilmistir.
Bulanik kiime teorisi ile siralama teorisi arasindaki yakin baglanti sebebiyle [8], birgok
yazar t-normlar1 kismi sirali kiimeler iizerinde, 6zellikle sinirli kafesler iizerinde ¢alismistir
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15] . Bu calismalarda smirli kismi sirali kiimeler iizerinde t-

normlarin temel 6zellikleri verilmistir.

Ucgensel normlar ve es-iicgensel normlar agregasyon islemlerinin énemli bir sinifini
olusturdugundan, bu islemler agregasyon islemleri olarak da ¢alisilmis ve bu agidan genis
uygulama alani bulmustur [16]. Bir agregasyon islemi, n degiskenli reel degerli bir
fonksiyondur. Birkag girdi degerinin bir tek ¢ikti degerine agregasyonu sadece matematik
veya fizik i¢in vazgecilmez bir ara¢ degildir; miihendislik, ekonomik, sosyal bilimlerde de
onemli bir role sahiptir. Uggensel normlar ayrica karar vermede, toplamsal olmayan

Ol¢iimler teorisinde ve istatistikte yaygin olarak kullanilir.



Matematikte t-normlar birim reel aralik (daha genel olarak, sinirhi kafesler ve kismi
sirali kiimeler) iizerinde &zel ikili islemlerdir. Uggensel normlarm kesin tanimla veya daha
onceden bilinen fonksiyonlardan doniisiimle elde edilen ¢esitli insalari, t-normlarin 6nemli
ornek ve smiflarini olusturur. Bu yontemlerle aksine 6rnek bulunmasi veya 6zel 6zelliklere
sahip t-normlarin insast bulanik mantigin miihendislik uygulamalarinda kullanilmasi i¢in
onemlidir. Ucgensel normlarin insasinda, iiretecler kullanma, t-normlarin parametrik

ailelerini tanimlama, rotasyonlar ve t-normlarin sirasal toplami gibi yontemler kullanilir.

Schweizer, B. and Sklar A. [5, 6] da [0,1] tam kafesi tizerinde tiggensel normlarin
dizi toplami1 olarak adlandirilan insayr verdiler. Schweizer, B. and Sklar A. bu
calismalarinda [0,1] kafesinin ikiser ikiser ayrik acgik alt araliklari {izerinde tamimli t-
normlar yardimiyla bu kafes ilizerinde tanimladiklar1 ikili islemin bir t-norm oldugunu
gostermiglerdir. S. Jenei ve B. De Baets [14] de kafeslerin ¢arpimui tizerinde direkt ¢arpim
seklinde yazilamayan iiggensel normlar iiretmek i¢in bir yontem vermislerdir. S. Jenei ve
B. De Baets bu g¢alismalarinda, [0,1]™ birim hiperkiibii lizerinde infimum ve supremum
islemleri yardimiyla stirekli bir t-norm tanimlamiglar ve bu t-normun [0,1] tizerindeki t-
normlarin direkt carpimi seklinde yazilamayacagim gostermislerdir. Uggensel normlar 6zel
kompakt yarigruplar oldugundan, Clifford’un [17] verdigi sirasal toplam kavraminin
verilen t-normlardan yeni t-normlar elde etmek igin bir yontem sunacag: fikri ile, S.
Saminger [18] , sinirli bir kafesin sabit bir alt araligi izerinde verilen bir t-norm yardimiyla
bir sirasal toplam tanimlamis ve bu kafesin zincirlerin yatay toplami seklinde yazilmasi
durumunda bu sirasal toplamin bir t-norm oldugunu gostermistir. B. Gasse ve digerleri [19]
, [0,1] tam kafesi tizerinde verilen sol-siirekli t-normlar yardimiyla bu kafesi aralik-degerli
kafesi tizerinde yeni sol-siirekli liggensel normlar elde etmislerdir. Literatiirde birgok yazar

siirli kafesler tizerinde yeni t-normlar tiretmek i¢in ¢alismalar yapmistir [13, 15, 20, 21,
22, 23] .

Bir kafesin yapisi ile iizerinde tanimlanabilen t-normlar arasinda siki bir iligki vardir.
Bu tezde birinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilmistir. Tkinci boliimde tam kafeslerin direkt ¢arpimi olan kafeslerin v-indirgemez (A-
indirgenemez) elemanlarinin sirali kiimesinin yapisi irdelenmistir. Ozellikle [0,1]? tam
kafesi iizerinde verilen bir t-normun (t-esnormun) bu kafesin V -indirgemez (A -
indirgenemez) elemanlarinin sirali kiimesine kisitlanisinin hangi durumlarda t-norm (t-

esnorm) oldugu arastirtlmistir. Ayrica sonlu dagilimli bir kafesin Vv -indirgemez (A -



indirgenemez) elemanlarinin kiimesi lizerinde verilen bir t-norm (t-esnorm) yardimiyla
verilen kafes tizerinde bir t-norm (t-esnorm) elde edilmistir. Dagilimli bir kafes {izerinde
verilen bir t-normun idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosulun t-normun v-indirgemez
elemanlarin kiimesi iizerinde idempotent oldugu gosterilmistir. Bir L tam kafesi ilizerinde
verilen bir t-esnorm yardimiyla kafesin bir elemani tarafindan tiretilen dual ideali iizerinde
yeni bir t-esnorm elde edilmistir. L™ kafesinin V-indirgenemez elemanlariin kiimesinin
bir pargalanis1 verilmis ve bu pargalanis yardimiyla L™ {izerinde bir t-norm elde edilmistir.
Ayrica bir kafeste A ve V islemleri ile tanimlanan bazi 6zel elemanlar t-norm ve t-
esnormlar yardimiyla genellestirilmis ve bu elemanlarin bazi cebirsel o6zellikleri
incelenmistir. Son olarak, sinirli bir zincirin direkt ¢arpimi iizerindeki biitiin otomorfizmler
karakterize edilmis ve iki kafes arasindaki izomorfizm kavrami kullanilarak, verilen t-

normlardan yeni t-normlar insa edilmistir.

1.2. Sirali Kiimeler Anlaminda Kafesler

Bu kisimda tezin ana konusuna kaynak teskil edecek olan sirali kiimeler ve kafeslerle

ilgili temel bilgiler [24,25,26] kaynaklar1 baz alinarak verilmistir.

Tamm 1.2.1. L # @ olan bir kiime ve *’<’’ L lizerinde tanimli bir bagint1 olsun. >’<”’

bagintisina L tizerinde bir kismi siralama bagintisi denir < Her a, b, c € L igin

) a<a,
i) a<bveb<aisea=h,

i) a<bveb<cisea<c
dir. Bu durumda (L, <) ikilisine bir kismi siralr kiime denir.
Tanimm 1.2.2. (L, <) kismi siral1 bir kiime ve B € L ve ¢,d € L olsun.

1) Her b € B i¢in ¢ < b ise ¢ elemanina B kiimesinin bir alt sinirt ,

i) Herb € Biginb < d ise d elemanina B kiimesinin bir st sinirt

denir.



Tamm 1.2.3. (L, <) kismi sirali bir kiime, B € L ve a, € B olsun.

) Her b € B i¢in a, < b ise a, elemanina B kiimesinin en kii¢iik elemani ,

i) Herb € Biginb < aqy ise ay elemanina B kiimesinin en biiyiik elemani

denir.

Eger L nin en kiigiik (en biiyiik) eleman1 mevcut ise, bu eleman 0 (1) ile gosterilir.

Tammm 1.2.4. (L, <) kismi sirali bir kiime ve B € L olsun. B nin tiim alt simirlarinin

olusturdugu kiime B ve tiim iist siurlarinin olusturdugu kiime B ile gosterilsin. Bu

takdirde:

1) B # 0 olan bir kiime ve bu kiimenin en biiyiik eleman1 mevcut ise bu elemana B
kiimesinin en biiyiik alt simri(infimumu) denir ve inf B, AB, Apegh
notasyonlarindan biri ile gosterilir.

ii) B # @ olan bir kiime ve bu kiimenin en kiigiik eleman1 mevcut ise bu elemana B
kiimesinin en kiiciik tist stmri(supremumu) denir ve sup B, VB, Vpeph

notasyonlarindan biri ile gosterilir.
Tamm 1.2.5. (L, <) kismi sirali bir kiime olsun.

i)  Hera,b € Ligin inf {a, b} mevcut ise L ‘ye bir A-yarikafes,
i) Hera,b €L igin sup {a, b} mevcut ise L ‘ye bir V-yarikafes,

iii) Hera,b € L igininf{a, b} ve sup {a, b} mevcut ise L ‘ye bir kafes
denir.

a, b € L olmak iizere a ve b elemanlarinin infimumu ve supremumu, sirasiyla, a A b

ve a V b ile gosterilir.

Teorem 1.2.6. (L,<) kismi siral1 bir kiime ve a,, a,, by, b, € L olsun. Bu takdirde

a,<a, veb; <b,isea; Vb, <a, Vb, vea; ANb; <a, Ab, dir.

Tlimevarim yontemi ile bir kafesin bos olmayan her sonlu alt kiimesinin supremum

ve infimumu vardir.

Tamm 1.2.7. (L, <) bir kafes, @ # H € L olmak lizere, her a,b € Hi¢ginaV b,aANb € H

ise, H ‘ye L ‘nin bir alt kafesi denir.



Tamm 1.2.8. (L, <) bir kafes olsun.

1)  Eger L kafesinin en kiiglik eleman1 mevcut ise L ‘ye alttan simirlt bir kafes denir
ve (L, < ,0) ile gosterilir.

i)  Eger L kafesinin en biiyiik eleman1 mevcut ise L ‘ye istten sinirli bir kafes denir
ve (L, <,1) ile gosterilir.

iii) L kafesine stmirlidir denir & L alttan ve tUstten sinirhidir. Eger L sinirh bir kafes

ise bu (L, <,0,1) ile gosterilir.

Tamm 1.2.9. (L, <) bir kafes olsun. L sonlu bir kiime ise, (L, <) kafesine sonlu kafes

denir.
Ozellikle her sonlu kafes sinirlidir.

Onerme 1.2.10. (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun. (L, <) smirli bir kafestir < L ‘nin her

sonlu alt kiimesi supremum ve infimuma sahiptir.

Teorem 1.2.11. (L, <) kismi siral1 bir kiime ve A, B € L sonlu kiimeler olmak tizere,
V(AuB)=(VA) Vv (VB)
AA VU B) = (ANA) A (AB)

dir.

Eger B = @ ise, acik olarak V@ = 0 ve A@ = 1 dir.

Tanmm 1.2.12. (L, <) bir kafes ve x,y € L olsun. x y’yi érter denir ve y < x ile gosterilir

ox<yvex <z<yolanVvz € X igin z = x dir.

Tamim 1.2.13. (L, <) bir kafes ve a,b € L olsun. Eger a < b veya b < a kosullarindan
biri saglaniyorsa, a ve b elemanlarina kiyaslanabilir elemanlar denir. Aksi takdirde
kiyaslanamaz elemanlar denir. Eger a ve b kiyaslanamaz elemanlar ise, bu durum a || b ile

gosterilir.

Tanmm 1.2.14. (L, <) bir kafes olsun. L’nin herhangi iki elemani kiyaslanabilir ise L ‘ye

tam sirall kafes veya zincir denir.



Tanmm 1.2.15. (L, <{,04, 1;) ve (L, <, 0,, 1,) iki sinirli kafes olmak tizere,
(x1,y1) < (X2, ¥2) © %1 <1 %, Ve Y S50

kismi siralamasi ile tanimh (leLz,S, (04,07), (14, 12)) smirhi kafesine L; ve L,

kafeslerinin (kartezyen) ¢arpimi denir.

Tamm 1.2.16. (L,<,0,1) bir smurh kafes ve L2 ={[a b]la,b€L,a < b}
olsun. [a, b), [c, d] € LPigin

[a,b] < [c,d] @ a<c ANb<d

kismi siralamasi ile taniml (L[Z],S, [0,0], [1,1]) tam kafesine bir aralik-degerli kafes

denir.

1.3. Cebirsel Yapilar Anlaminda Kafesler

Tammm 1.3.1. L # @ olan bir kiime ve A ve V, L lizerinde tanimli ikili islemler olsun.

(L,A,V) cebirine bir kafes denir & Her a, b, ¢ € L i¢in
aAb=bAa,aVb= bV a (komutatif),
(anb)Ac=an(bAc),(avb)Vc=aV(bVc) (asosyatif),
aAa=a,aVa= a (idempotent),
an(avb)=a,aV(aAb)=a

dir. Bu durumda L kafesi (L,A,V) ile gosterilir.

Tamm 1.3.2. (L,V,A,0,1) cebirsel yapisina bir sinirli kafes denir &

i)  (LV,A) bir kafes,
i) 0V’ isleminin etkisiz elemant,

i) 1 A’ isleminin etkisiz elemant



dir.

Kafeslerin cebirsel yorumu evrensel cebirde onemli bir rol oynar. Kafesler grup-
benzeri cebirsel yapilar ailesi ile bazi baglantilara sahiptir. Ciinkii infimum ve supremum
ikili islemleri komutatif ve asosyatiftir. Bu durumda bir kafesin, tanim kiimeleri ayni1 olan
iki komutatif yarigruptan olustugu goriilebilir. Kafesi 6zellikle siirli alirsak, bu takdirde

bu yarigruplar komutatif monoidler olur.

Komutatif ve asosyatiflikten dolayi, supremum ve infimum ikili islemlerinin iki
eleman yerine bostan farkli sonlu kiimeler i¢in tanimlanabilecegi diistiniilebilir. Teorem
1.2.11. ilev® = 0 ve A @ = 1 oldugundan sinirhi kafesler genel kafeslerden daha 6zeldir.

Dolayistyla birgok yazar biitiin kafeslerin sinirli olmasini arzu eder.

Tamm 1.3.3. (L;,A4,V1,04,1;) ve (Ly,A5V,,0,,1,) iki sl kafes olsun. L; X L,

tizerindeki infimum ve supremum, sirasiyla,V (xq, Y1), (x3,y,) € Ly X L, igin
(1, ¥1) A (x2,¥2) = (X1 AL X2, Y1 A2 V2),
(1, ¥1) V (x2,¥2) = (%1 V1 X2, 51 V2 ¥2)

islemleri ile tanimli (L1 X L,,AV, (04,05), (14, 12)) siirh kafesine L, ve L, kafeslerinin

(kartezyen) ¢arpimi denir.

Tanmm 1.3.4. (L,A,V,0,1) bir simirhi kafes olsun. L2] {izerindeki infimum ve supremum,

sirasiyla, [a, b], [c, d] € L i¢in
[a,b]M[c,d] =[aAc,bAd],
[a,b]U[c,d] =[aVc,bVd]
islemleri ile taniml (L[Z], M, L, [0,0], [1,1]) tam kafesine bir aralik-degerli kafes denir.

Sirali kiimeler anlaminda kafesler ile cebirsel yapilar anlaminda kafesler arasindaki

iliski asagidaki teorem ile verilir.
Teorem 1.3.5. (L,A,V) bir kafes olsun. L iizerinde ’<”’ siralama bagintisi
a<b &avb=>h

olarak tanimlansin. Bu takdirde (L, <), Tanim 1.2.5. ile bir kafestir ve her a, b € L i¢in,



aV b = sup{a,b}veaAb = inf{a, b}
dir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e (L, <) veya (L,A,V) yerine L kafesi notasyonu

kullanilacaktir.
Ornek 1.3.6.
1. A bir kiime olmak tizere (P(A), €) kismi sirali bir kiimedir. Her X,Y € P(A4) i¢in
XANY=XnY ,XvY=XUY

ikili islemleri ile birlikte smirl bir kafestir. Ozellikle A = {a, b, c} icin (P(4), S)

kafesinin kafes diyagrami Sekil 1 de verilmistir.

{a, b} {a,c} {b, c}

{a} {b} {c}

N

Sekil 1. A = {a, b, c} i¢in (P (A), €) kafesinin kafes diyagrami

?

2. N dogal sayilar kiimesi dogal siralamasi ile birlikte bir kafestir. Burada 0 en kiigiik

elemandir, ancak en biiyiik eleman yoktur.



3. N dogal sayilar kiimesi iizerinde > <”’ bagmtisi “a<b & a|b’’ olarak
tanimlanirsa, (N, <) smirh bir kafestir. Bu siralama bagintisina gore, (N, <)

kafesinin en biiyilik ve en kii¢iik elemanlari, sirasiyla, 0 ve 1 dir.
Tamm 1.3.7. L bir kafes ve @ # I € L olsun. [ ‘ya L ‘nin bir ideali denir

i) Hera,b € liginaVb €I,

i) Herael,xelicinx<aisex €l
dir. L ‘nin tiim ideallerinin kiimesini Id (L) ile gosterilecektir.

Tamim 1.3.8. L bir kafes ve x € L olsun. {y € L|y < x} kiimesine x ile iiretilen esas ideal

denir ve | x ile gosterilir.
Tamm 1.3.9. L bir kafes ve @ = F € L olsun. F ‘ye L ‘nin bir filtresi denir <

) Hera,b € FiginaAb € F

i) Hera€eF,x€liginx>aisex €F
dir. L ‘nin tiim filtrelerinin kiimesini Fi(L) ile gosterilecektir.

Bu tanima gore, x € L i¢in T x = {y € L|y > x} kiimesi L ‘nin bir filtresidir.

1.4. Kafeslerin Temel Ozellikleri

Bu boliimde kafeslerin bazi 6zel siniflar1 ve 6zellikleri incelenecektir.

Tamm 1.4.1. L bir kafes olsun. Her H € L i¢in AH ve VH mevcut ise, L ‘ye bir tam kafes

denir.

Teorem 1.4.2. (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Bu takdirde L bir tam kafestir & 1 € L

ve her @ # B C L i¢in inf B mevcuttur.

Tanmm 1.4.3. (L, <;) ve (L,,<,) iki kafes olsun. ¢:L, —» L, doniisiimiine bir kafes

izomorfizmi denir < ¢ birebir, 6rten ve her a, b € L igin

a<b & ¢la) < p)
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dir.

Lemma 1.4.4. L sonlu bir kafes olsun. Bu takdirde L bir tam kafestir.
Ornek 1.4.5.

1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu uzaym kapali (veya agik) alt kiimelerinin
kiimesi bir tam kafestir.

2. Bir cebirsel yapinin alt cebirlerinin kiimesi bir tam kafestir.

Ozellikle her tam kafes smurlidir. Ancak smirli kafeslerin tam kafes olmasi

gerekmez.
Tanim 1.4.6. L bir kafes olsun. Her a, b, ¢ € L igin
D;: av(bAc)=(avb)A(aVc),
Dy, an(bvc)=(anb)V(aAc)
esitliklerinden en az biri saglaniyorsa, L ‘ye bir dagilimli kafes denir.

Tanimdan goriilecegi gibi L kafesi D; kosulunu gergekler < L kafesi D, kosulunu

gercekler.
Ornek 1.4.7.

1. Her zincir dagiliml kafestir.

2. Z¢ halkasinin ideallerinin kafesi dagilimlidir.
3. Sekil 1 de kafes diyagrami verilen P (A) kafesi dagilmalidir.

4. Sekil 2 de kafes diyagramlari verilen N5 ve M3 kafesleri dagilimli degildir.
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a b a b c
c\ 0
0
Ng M

Sekil 2. N5 ve M5 kafeslerinin kafes diyagramlari

Lemma 1.4.8. L dagiliml: bir kafes olsun. Bu takdirde L ‘nin her alt kafesi dagilimlidur.

Yukaridaki lemmadan, eger bir kafes Ng veya M5 ‘e izomorf bir alt kafes igeriyorsa,
bu kafes dagilimli olamaz. Bunun tersi de su sekilde ifade edilebilir: Bir kafes N5 veya M;

‘e izomorf bir alt kafes icermiyorsa, bu kafes dagilimlhidir.
Lemma 1.4.9. L, ve L, dagilmali kafesler olsun. Bu takdirde L; X L, kafesi dagilimlidur.

Tamim 1.4.10. L bir tam kafes olsun. Bir x € L elemanmma kompakt denir & x <V A

olacak sekildeki her A € L i¢in 3F € A sonlu kiimesi dyle ki x <V F dir.
L kafesinin tiim kompakt elemanlarinin kiimesi K (L) ile gosterilecektir.

Dikkat edelim ki K(L) sonlu supremum altinda kapalidir ve 0 € K(L)dir. Boylece
K (L) bir v-yarikafestir. Bununla birlikte K (L) infimum altinda kapali olmayabilir; Sekil 3
(a) da kafes diyagramu verilen L = {1,x,y, z, t, t,, ...,0} kafesinde x ve y kompakt iken

x Ay = z, kompakt degildir.
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PN 1
x y
NS
z a b,
\
bs
/
t, b,
| /
t1 by
| /
0 0
() (b)

Sekil 3. L = {1,x,y, z,t;, t,, ...,0} ve L = {0,1, a, by, b, ... } kafeslerinin
kafes diyagramlari

Tanmm 1.4.11. L bir tam kafes olsun. L ‘ye bir cebirsel kafes denir < L ‘nin her elemani

kompakt elemanlarin supremumu seklinde yazilabilirdir.
Cebirsel kafeslere literatiirde kompakt olarak iiretilen kafesler de denir.
Ornek 1.4.12.

1. Her sonlu kafes cebirseldir.

2. L =10,1] tam kafesini géz 6niine alalim. Bu durumda C(L) = {0} dir. Boylece L
bir cebirsel kafes degildir.

3. Sekil 3 (b) de diyagramu verilen L = {0,1, a, by, by, ... } tam kafesi bir cebirsel
kafes degildir. Ciinkii a € L eleman1 kompakt degildir ve kompakt elemanlarin

supremumu seklinde yazilamaz.

Tamim 1.4.13. Bir L kafesine giiclii atomik kafes denir & a > b kosulunu gercekleyen

Va,b € Ligin3u € L dyleki b < u < a dir.

Teorem 1.4.14. [27] L cebirsel kafesi giiglii atomik bir kafes olsun. Bu takdirde L ‘nin her

elemani indirgenemez gosterime sahiptir.
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Ozellikle L dagilimli ise, indirgenemez gosterimler tektir.

Teorem 1.4.15. [27] L dagilimli, giiglii atomik ve cebirsel bir kafes olsun. Bu takdirde L

‘nin her eleman1 bir tek indirgenemez gosterime sahiptir.

Tamm 1.4.16. L sinirli bir kafes ve a € L olsun. Bir b € L elemanina a ‘nin tiimleyeni

denire aAb =0,aVb=1dir. a ‘nin timleyeni a’ ile gosterilir.

Tanmm 1.4.17. L sinirh bir kafes olsun. Her a € L i¢in a’ € L mevcut ise L kafesine bir

tiimlenebilir kafes denir.
Lemma 1.4.18. Sinirli dagilimli bir kafeste bir elemanin tiimleyeni tektir.

Tamm 1.4.19. L bir kafes ve a < x < b olsun. y ye x ‘in bu aralikta bir goreceli tiimleyeni

denire xAy=avexVy=bhbdir.

Tamim 1.4.20. L bir kafes olsun. L ‘ye gdreceli tiimlenebilir kafes denir < L ‘nin her

eleman1 kendisini kapsayan her aralikta bir goreceli tiimleyene sahiptir.

Tanimm 1.4.21. L kafesi timlenebilir ve dagilimli bir kafes ise L kafesine Boolean kafesi

denir.

1.5. Kafeslerde Ozel Elemanlar

Tanmim 1.5.1. L sinirhl bir kafes ve a € L olsun.

1) a elemanina bir atom denir © 0 < q,

i)  a elemanina bir es-atom denir & a < 1
dir.

L ‘nin bitiin atomlarinin ve es atomlarin kiimeleri, sirasiyla, A(L) ve C(L) ile

gosterilecektir.

Tamim 1.5.2. L bir tam kafes ve x € L olsun. x = a V b kosulunu gercekleyen her a,b € L

icin, x = a veya x = b ise x elemanina V —indirgenemez eleman denir.
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L ‘nin biitiin V —indirgenemez elemanlarinin kiimesi J(L) ile gosterilecektir.

Lemma 1.5.3. L alttan sinirlt bir kafes olsun. Bu takdirde

) AW S,
i)  Eger L bir Boolean kafesi ise A(L) U {0} = J(L)

dir.
Uyar 1.5.4.

i)  J(L) # @ gerekmez. Ornegin; Z tamsayilar kiimesi gdz oOniine alindiginda
(I1d(Z),<) kafesinde V —indirgenemez eleman mevcut olmadigindan
J(1d(Z)) = @ dir.

i) J(L)’nin L ‘nin bir alt kafesi olmasi1 gerekmez.

iii) Eger L tam siral1 bir kafes ise J(L) = L dir.

iv)  J(L) bir A-yarikafes (ve L ‘nin bir alt A-yarikafesi) olabilir. Ornegin; L bir
Boolean kafesi ise, J(L) = A(L) U {0} bir A-yarikafestir.

Ornek 1.5.5. Sekil 4 te sirasiyla L; = (N, <), L, = ((4),<),A = {a,b,c}, L; = [0,1]?,
L, = (Id(Z),S), Ls = [0,1]1?) kafeslerinin kafes diyagramlari ve bu diyagramlarda 0

elemann ile birlikte V —indirgenemez elemanlar1 verilmistir.



Sekil 4. Ornek 1.5.5. de verilen kafeslerin kafes diyagramlar1 ve V-indirgenemez
elemanlari

Tamm 1.5.6. L bir tam kafes olsun. Bir x € L eleman1 sonlu V-ayrisima sahiptir denir <
Ap1, P2, - Pn € L V —indirgenemez elemanlan oyle ki x =Vi—; p; dir. Eger keyfi j <n

icin x #Vj=, p; ise, bu takdirde bu ayrisima indirgenemezdir denir. Bu durumda x € L
i#j

indirgenemez sonlu bir V-ayrisima sahiptir denir.

Ornek 1.5.7.

1. Sekil 5 de kafes diyagrami verilen L ={1,a,b,c,d,e, f, g, h, 0} kafesinde
J(L) ={d,e,f,g,h} olup a=dvg=dVh , b=fVe=gVel=dVe

oldugundan 0’dan farkli her eleman indirgenemez sonlu V-ayrisima sahiptir.
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Sekil 5. L ={1,a,b,c,d, e, f, g, h, 0} kafesinin kafes
diyagrami

2. X ={aqay,..,a,} sonlu bir kiime olsun. Bu takdirde (P (X), <) bir Boolean
kafesidir. Burada J(P(X)) ={{a}|1 <i<n}u{®} olup her A € P(X) igin
A =V gea{a} sonlu v —ayrisimina sahiptir.

3. [0,1]> =[0,1] x [0,1] tam kafesinde J([0,1]?) = {(0,x), (x,0)|x € [0,1]} dir.
V(x,y) €10,1]*> icin (x,¥) = (0,y) V (x,0) oldugundan her (x,y) # [0,0]

elemani sonlu V-ayrigima sahiptir.

Tamim 1.5.8. L bir tam kafes ve y € L — {1} sun. y = a A b kosulunu gergekleyen her

a,b € Ligin,y =aveyay = b ise y ‘e bir A —indirgenemez eleman denir.
L ‘nin biitiin A —indirgenemez elemanlarinin kiimesi M (L) ile gosterilecektir.

Ornek 1.5.9. Sekil 6 da sirastyla L; = (N, <), L, = ((4),S),A = {a,b,c}, Ly = [0,1]?
, L,=(N"),asbeal|lb , L= [0,1](2]  Kkafeslerinin diyagramlar1 ve bu

diyagramlarda 1 eleman ile birlikte A —indirgenemez elemanlari verilmistir.
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Sekil 6. Ornek 1.5.9. de verilen kafeslerin kafes diyagramlari ve A-indirgenemez
elemanlari

Tamm 1.5.10. L bir tam kafes olsun. Bir y € L eleman1 sonlu A-ayrisima sahiptir denir <
391,92, .-, qm € L AN —indirgenemez elemanlar1 dyle ki y = /\}"=1 q; dir. Eger keyfi

k < migin x #Vj=, p; ise, bu takdirde bu ayrisima indirgenemezdir denir. Bu durumda
j#k

y € L indirgenemez sonlu bir A —ayrisima sahiptir denir.

Ornek 1.5.11.

1. L =1[0,1]" dagilimh tam kafesinde Mm([0,1] [2]) = {(x,x), (x,1)|x € [0,1[} dir.
v(x,y) € [0,1[®¥ icin (x,¥) = (x,1) A (v,y) oldugundan her (x,y) # [1,1]
eleman1 sonlu A-ayrigima sahiptir.

2. Sekil 7 de kafes diyagrami verilen L = {1,a,b,c,d, 0} dagilimh Kkafesi igin,
M(L) ={a,b,d} dir. c=aAb,0 =>bAd oldugundan 1’den farkli her eleman

indirgenemez sonlu A-ayrisima sahiptir.
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Sekil 7. L = {1, a, b, c, d, 0} kafesinin kafes diyagrami

Onerme 1.5.12. L sonlu dagilimli bir kafes olsun. Bu takdirde

1)  L’nin her elemani, V —indirgenemez elemanlarin supremumu seklinde bir tek
sonlu V-ayrigima sahiptir.
i)  L’nin her elemani, A —indirgenemez elemanlarin infimumu seklinde bir tek

sonlu A-ayrisima sahiptir.
Teorem 1.5.13. L bir kafes olsun. Vx € L igin,
ne) ={ieJWWi<x}=JL)nlx
ile tanimh n: L - Id(J(L)) doniisiimii L ‘den Id(J(L)) ‘ye 6rten bir homomorfizmdir.

Uyan 1.5.14. Yukaridaki teoremin acik bir sonucu olarak, eger L dagiliml bir kafes ise
Vx € L igin x =V n(x) ve x <y © n(x) € n(y) oldugundan, n(xVvy) =n(x)Uun(y)
dir. O halde L dagilimli degilse L % Id(J(L)) dir.

Teorem 1.5.15. L sonlu dagilimli bir kafes olsun. Vx € L igin,

n(x) ={ieJWIi<x}=/L)nlx
ile tanimh n: L - Id(J(L)) doniisiimii L ‘den Id(J(L)) ‘ye bir izomorfizmdir.
Teorem 1.5.16. L bir kafes olsun. Vx € L igin,

ux) = emM)|j=x}=M()NT x ile tammh w:L - Fi(M (L)) donisimi L ‘den
Fi(M (L)) ‘ye orten bir homomorfizmdir.
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Uyan 1.5.17. Yukaridaki teoremin agik bir sonucu olarak, eger L dagilmali bir kafes ise
Vx € Liginx = pu(x) vex <y © u(x) 2 u(y) oldugundan u(x Ay) = u(x) nu(y) dir.
O halde L dagilimli degilse L = Fi(M (L)) dir.

Teorem1.5.18. L sonlu dagiliml bir kafes olsun. Vx € L igin,
pux) ={j e M(L)|j = x}=M (L) NT x

ile tanimli : L — Fi(M (L)) doniisiimii L ‘den Fi(M (L)) ‘ye bir izomorfizmdir.

1.6. I"Jg:gensel ve Es-iicgensel Normlar

Tanim 1.6.1. (L, <,A,V,0,1) bir kafes ve T L iizerinde bir ikili islem olsun. T ‘ye L

tizerinde bir t-norm denir < Her x,y,z € L igin,

i) T(x,1) = x,

i) x<y=T(x2)<T({y,2),
i) T(,y)=T(,x),

iv) T T(y.2)=T(TxYy)2)

dir.

Ornek 1.6.2. Asagida L = [0,1] tam kafesi iizerinde tanimli temel t-normlar ve ii¢-boyutlu

grafikleri verilmistir.
Ty (x,y) = min{x,y} (minimum)
Tp(x,y) =x.y (carpim)

T, (x,y) = maks{x +y — 1,0} (Lukasiewicz)

_ 0 , xyel01] .
Tp(x,y) = { min{x,y} .  x=1veyay=1 (drastik)
0 , x+y<1 . -
Tom(x,y) = {min{x, W, xty>1 (nilpotent minimum)



20

Sekil 8. Ty, Tp, Ty, Tp t-normlarinin grafikleri

Tanmim 1.6.3. (L, <,A,V,0,1) bir kafes ve T L tizerinde bir ikili islem olsun. Her x,y,z € L

i¢in,

x<y=>Tx2z)<T(y,2),

Tx,y)=TW,x),

i)

i)
i)

iv)

T(x,T(y,2)) =T(T(x,y),2),

T(x,y) <xAy

Tx,y) <xAvy,

i)

Teorem 1.6.4. L bir kafes ve T L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde her x, y € L igin,

kosullart saglaniyorsa, T ‘ye bir t-althorm denir.

T(x,0) =T(0,x) =0

i)

dir.

norm olsun.

5. L bir tam kafes ve T L tizerinde bir t

6

Tanim 1

€ L i¢in

ye L lizerinde V —dagilimli t-norm denir < Her a, by, b,

b

T

i)

by) VT(a,b,)

)

=T(a

T(a,b, V b,)

dir.
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ii) T ’ye L tizerinde sonsuz V —dagilimli t-norm denir < Her a, b; € L(i € I) igin

T (a, \/ bl-) = \/ T(a, b;)

i€l i€l
dir.
Ornek 1.6.6.

1. Tpt-normu [0,1] izerinde sonsuz V —dagilimli bir t-normdur.

2.  Tpt-normu [0,1] tlizerinde sonsuz V —dagiliml bir t-norm degildir.

Tammm 1.6.7. L bir kafes ve T;,T, L lizerinde herhangi iki t-norm olsun. T; , T, ’den
zayiftir(veya T, , T, den giiglidiir) denir < Her x,y € L igin T; (x,y) < T»(x,y) dir. Bu

durum T; < T, ile gosterilecektir.
Ornek 1.6.8. L bir tam kafes olmak iizere,
1. Her x,y € L igin
XAy y=1lveyax =1
TD (x! J’) =
o , x#lvey +1
ile tanimli T}, L tizerinde bir t-normdur.

2. Herx,y € Ligin Ty(x,y) = x Ay ile tamimh T, L iizerinde bir t-normdur.

L tzerinde herhangi bir T t-normu i¢in Tp < T < Ty oldugundan T, , L

lizerindeki en zayif t-norm ve Ty, , L lizerindeki en giiglii t-normdur.

Tammm 1.6.9. L, L, iki smirli kafes ve Ty, T, sirastyla bu kafesler {izerinde iki t-norm

olsun. Bu takdirde

Ty X Tz((x1:3’1)» (xz:}’z)) = (T1(x1»x2),T2(}’1'3’2))

ile tammli T; X T, ikili islemi, L; X L, kafesi {izerinde bir t-normdur. Bu t-norma T; ve T,

nin direkt ¢arpimi denir.

Tamim 1.6.10. L bir tam kafes ve T L iizerinde bir t-norm olsun. a € L’ye bir idempotent

eleman denir & T(a,a) = a dir.
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L tizerindeki T t-normuna goére tiim idempotent elemanlarin kiimesi I-(L) ile

gosterilecektir.

Teorem 1.6.11. L bir tam kafes ve T L {izerinde bir t-norm olsun. I ve J birer indis kiimesi
olmak tizere {a;|i € I} ve {bj |j € ]} aileleri igin T(/\iEI a;, \jey bj) < A jerxy T(ai, bj)
dir.

Tanmm 1.6.12. (L,<,A,V,0,1) bir kafes ve S L iizerinde bir ikili islem olsun. S ‘ye L

tizerinde bir t-esnorm denir & Her x,y, z € L i¢in,

) S, 0)=x,

i) x<y=S5kx2)<S0U,2z2),
i) SCe,y) =SW,x),

iv)  S(x,S(,2)) =SS, y),2)

dir.

Ornek 1.3.13. Asagida L = [0,1] tam kafesi iizerinde tanimli temel t-esnormlar ve iig-

boyutlu grafikleri verilmistir.
Sy(x,y) = mak{x,y} (maksimum)
Sp(x,y) =x+y—x.y (olasilikli toplam)

Sk (x,y) = min{x +y,1} (Lukasiewicz)

_ 1, xyelL\{0} :
Sp(x,y) = { maks(x,y} . x=0veyay=0 (kesin toplam)
1 , x+y<1 ) .
Sam(x,y) = {maks{x, W, x4y >1 (nilpotent maksimum)
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AR

A

A

Sekil 9. Sy, Sp, S, Sp t-esnormlarinin grafikleri

de bir t-norm olsun. Bu takdirde Vx,y € [0,1] i¢in S(x, y)

tizerin

Teorem 1.6.14. T [0,1]

1—T(1 — x,1 — y) olarak tanimlanan S ikili islemi [0,1] tizerinde bir t-esnormdur.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Bazi kafesler V (A) - indirgenemez elemanlar gibi 6zel elemanlar tarafindan
tiretilebilir. Bu boliimde tam kafeslerde v (A)- indirgenemez elemanlarin kiimesinin yapisi
incelenerek, bu elemanlar tizerinde davranisi verilen t-normlar1 (t-esnormlar1) belirlemek
amagclanmistir. Ayrica L™ tam kafesinin v- indirgenemez elemanlarmin kiimesinin bir
parcalanigi verilerek, bu pargalanis yardimiyla verilen kafes iizerinde yeni t-normlar

tretilmigtir.

2.1. V (A)- Indirgenemez Elemanlar ve t-(es)normlar

Tanmm 2.1.1. L bir kafes olsun. J(L)* = J(L) U {0,1} kiimesine L ‘nin V —indirgenemez

elemanlarimin genisletilmis kiimesi denir.

Onerme 2.1.2. L, ve L, tam kafesler ve L = L, x L, olsun. Bu takdirde

i) J(@) =Ly x {0} U ({0} x J(Ly)) dir.
i) J(Lqy)* ve J(Ly)* A(V)-yarikafes ise J(L)*de A(V)-yarikafestir.

Ispat.

i) V(x,y) € L i¢in (x,y) = (x,0) vV (0,y) goésterimi mevcuttur. Eger (x,y) € J(L)
ise x =0 veya y = 0 dir. Kabul edelim ki y = 0 olsun. Bu durumda (x,y) =
(x,0) dir. Eger x = x; Vx, ise, (x,0) = (x1,0) V (x,,0) dir. Boylece x = x;
veya x = x, dir; buradan da x € J(L,)dir. Benzer sekilde x = 0 ise, y € J(L;)
elde edilir. Sonu¢ olarak, J(L) € (J(L,) x {0} U ({0} X](LZ)) elde edilir.
Tersine, (J(L;) x {0} U ({0} X](Lz)) C J(L) oldugu agiktir. O halde J(L) =
(L) x {0} u ({0} x J(Ly)) dir.

i) (1, ¥1), (x2,¥2) € J(L)" keyfi olsun.
a) Eger (x4, y1), (x2,¥2) € J(L1) x {0} ise,
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dx,y € J(Ly) oyle ki (xq,y;1) = (x,0) ve (x2,y,) = (y,0) dir. Bu durumda
(x1, y1) A (x2,¥2) = (x5, 0) A (,0) = (x Ay, 0) € J(Ly) x {0} dir.
b) Eger (x1,¥1), (x2,y2) € {0} X J(L,) ise,

dx,y € J(L,) 6yle ki (xq1,y,) = (0,x) ve (x5,y,) = (0,y) dir. Bu durumda
(x1, 1) A (x2,¥2) = (0,x) A (0,¥) = (0,x Ay) € {0} x J(L,) dir.

c) Bger (x1,y1) € J(L1) X {0} ve (x2,¥,) € {0} x J(L,) ise,
Ax € J(L1),y € J(Lz) dyle ki (x1,y1) = (x,0) ve (xz,¥,) = (0,y) dur.

Buradan (x;,y1) A (x2,v,) = (x,0) A (0,y) = (0,0) € J(L)* dir.

d) Eger (x3,y,) = (0,0) ise,

(x1,¥1) A (0,0) = (0,0) € J(L)" dir.
e) Eger (x3,y,) = (1,Dise,

(x1,¥1) A (L1) = (x1,¥1) €J(L)" dir.

Boylece J(L)* bir A-yarikafestir. Benzer sekilde J(L,)* ve J(L,)* V-yar kafes ise,
J(L)™ 1n bir V-yar1 kafes oldugu gosterilir.

Onerme 2.1.3. L bir tam kafes olsun. Bu takdirde

) J(LP) = {(x %), (0,x)|x € J(L)} dir.
i) J(L)* A(V)-yarikafes ise ] (L[Z])* de A(V)-yarikafestir.

Ispat.

) V(xy)€Ll? icin (x,¥) = (x,x) v (0,y) gosterimi mevcuttur. Eger (x,y) €
](L[Z]) ise x = 0 veyay = x dir. Kabul edelim ki y = x olsun. Béylece (x,y) =
(x,x) dir. Eger x = x; V x, ise, (x,x) = (x1,x) V (x5, x) dir. Buradan x = x;
veya x = x,; yani x € J(L) dir. Eger y # x ise, x = 0 dir. Bu durumda (x,y) =
(0,y) dir. Eger y =y, Vy, ise, (0,y) =(0,y,) vV (0,y,) dir. O halde y =y,
veya y = y,; yaniy € J(L) dir. Sonug olarak, /(L") € {(x,x), (0,x)|x € J(L)}
dir. Tersine {(x,x),(0,x)|x € J(L)} S ](L[Z]) oldugu kolayca gosterilebilir.
Béylece J(L12!) = {(x, x), (0,x)|x € J(L)} dir.



26

i) (x1,y1), (%2, 2) € J(LZ)" keyfi olsun.
a) Eger (XZ, }’2) = (0)0) ise,
(x1,y1) A (0,0) = (0,0) € J(L2)" dir.
b) Eger (x5, y,) = (1,1) ise,
Cenyn) A (LD = (e, ) € J (L) dir.
c) Eger x,y € J(L) olmak tizere, (xq,y1) = (x,x) ve (x5, y2) = (v,y) ise,
CLy) A2, y2) =) A(y) = (x Ay, xAy) € ](L[Z])* dir.
d) Eger x,y € J(L) olmak tizere (x1,y1) = (0,x) ve (x5, y2) = (0,y) ise,
Geuy1) A Gz ¥2) = (0,0) A (0,y) = (0,x Ay) € J(LZT) dir.
e) Eger x,y € J(L) olmak tizere (x1,y1) = (x,x), (x3,y2) = (0,y) ise,
e y) A(xz,¥2) = (6, x) A (0,y) = (0,xAy) € ](L[Z])* dir.

Boylece | (L[Z])* bir A-yarikafestir. Benzer sekilde J(L)* V-yar1 kafes ise, ] (L[Z])* nin

bir v-yari kafes oldugu gosterilir.

Tammm 2.1.4. L bir kafes olsun. M(L)* = M(L)U{0,1} kiimesine L ‘nin

A —indirgenemez elemanlarinin genisletilmis kiimesi denir.

Onerme 2.1.5. L, ve L, tam Kafesler ve L = L, x L, olsun. Bu takdirde

) ML) = ML) x{1H U ({1} x M (Ly)) dir.
i)  M(Ly)* ve M(L,)* V(N)-yarikafes ise M (L)*de V(A)-yarikafestir.

Ispat.

i)  V(x,y) € Ligin (x,y) = (x,1) A (1,y) gosterimi mevcuttur. Eger (x,y) € M (L)
ise x =1 veya y =1 dir. Kabul edelim ki y = 1 olsun. Bu durumda (x,y) =
(x,1) dir. Eger x = x; Ax, ise, (x,1) = (xq,1) A (x5, 1) dir. Boylece x = x;
veya x = x, ; buradan da x € M'(L,) dir. Benzer sekilde x = 1 ise, y € M (L,)
elde edilir. O halde M (L) € (M(Ly) x{1}) U ({1} x M(L;)) elde edilir.
Tersine, (M (L) x {1}) U ({1} X M(Lz)) C M (L) oldugu kolayca gosterilebilir.
O halde M (L) = (M (L) x {1}) U ({1} x M (Ly)) dir.

i) (x1,v1), (x5, y,) € M(L)* keyfi olsun.

a) Eger (x1,¥1), (x2,¥2) € M (Ly) x {1} ise,
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dx,y € M(Ly) oyle ki (xq,y1) = (x,1) ve (x3,¥,) = (y,1) dir. Bu durumda
(1, y1) V (x2,72) = (6, DV (y,1) = (x vy, 0) € M(Ly) x {1} dir.

b)  Eger (x1,y1), (x3,¥2) € {1} x M (L,) ise,

Ax,y € M (L,) oyle ki (xq,¥1) = (1,x) ve (x3,¥,) = (1,y) dir. Bu durumda
(L, Y1) V() =0, x)v(1,y) =(1,xVvy) € {1} x M(L,) dir.

c) Eger (xq,y1) € M (L) X {1} ve (x5,y,) € {1} x M (L,) ise,

Ax e M(Ly),y € M(L,) odyle ki (x1,y1) =(x,1) ve (x3,y,) =(1,y) dir.
Buradan (x;,y1) V (x5, ¥2) = (x, 1) vV (1,y) = (1,1) € M (L)* dir.

d) Eger (x3,¥,) = (1,1) ise,

(x,y1) V(1) =(1,1) € M(L)" dir.

e) Eger (x3,¥;) = (0,0) ise,

(x1,¥1) V (0,0) = (x1,y,) € M(L)" dir.

Boylece M'(L)* bir V-yarikafestir. Benzer sekilde M (L;)* ve M'(L,)* A-yar1 kafes

ise, M'(L)* 1n bir A-yar1 kafes oldugu gosterilir.

Onerme 2.1.6. L bir tam kafes olsun. Bu takdirde

M (L) = {(x, x), (x, 1)|x € M (L)} dir.

M (L)* V(N)-yarikafes ise M (L[Z])* de V(A)-yarikafestir.

v(x,y) € L i¢in (x,y) = (y,¥) A (x, 1) gdsterimi mevcuttur. (x,y) € M (L[z])
ise x =y veya y = 1 dir. Kabul edelim ki x= y olsun. Boylece (x,y) = (y,y)
dir. Eger y =y, Ay, ise, (v,¥) = (y,y1) A (y,y,) dir. Buradan y = y; veya
Yy =1y,; yani y € M (L) dir. Eger x # y ise, y = 1 dir. Bu durumda (x,y) =
(x,1) dir. Eger x = x; A xy ise, (x,1) = (x1,1) A (x5, 1) dir.
O halde x = x; veya x = x,; yani x € M (L) dir. Sonug olarak,
M (L2 € {(x,x), (x, 1)|x € M (L)}

dir. Tersine {(x,x), (x,1)|x € M (L)} < ]V[(L[Z]) oldugu kolayca gosterilebilir.
Béylece M (LI2) = {(x, %), (x, D)|x € M (L)} dir.
(x1,v1), (x5, y,) € M(L[Z])* keyfi olsun.

a) Eger (x3,v,) = (0,0) ise,
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(x1,y1) V (0,0) = (x1,y,) € M (L) dir.
b) Eger (x,y,) = (1,1) ise,
(x,y1) vV (LD = (1,1) € M (L) dir.
c) Egerx,y € M (L) olmak tizere, (x1,y,) = (x,x) ve (x2,v,) = (y,y) ise,

G y) V (2, y2) = (6 0) V (3,y) = (x vy, x vy) € M(LE) dir.
d) Eger x,y € M (L) olmak tizere, (x1,y1) = (x,1) ve (x5, y,) = (¥, 1) ise,

(LY V (2 ¥2) = (1, DV (3, 1) = (x vy, 1) € M (L)) dir.
e) Eger x,y € M (L) olmak tizere, (x1,y1) = (x,x), (x3,¥2) = (¥, 1) ise,

Ly V (2, y2) = (X)) V (3, 1) = (x vy, 1) € M(LA) dir.
Boylece M (L[Z])* bir v -yarikafestir. Benzer sekilde M (L)* A-yari kafes ise,
M (L[Z])* nin bir A-yar1 kafes oldugu gosterilebilir.
Teorem 2.1.7. T, [0,1]? iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde

i) T, J([0,1]%)* iizerinde bir t-normdur.
i) T,[0,1] x {0} tizerinde ve T, {0} x [0,1] tizerinde t-altnormdur.
iii) T direkt ¢carpim seklinde ise, T, [0,1] X {0} tizerinde ve T, {0} X [0,1] {izerinde t-

normdur.
Ispat.

i)
1) T 1J(0,1]%)* nin J([0,1]?)* iizerinde kapal1 oldugunu gosterelim.

(x1,¥1), (x2,¥2) € J([0,1]*)* keyfi olmak iizere,

a)  (x1, 1), (x2,¥2) €[0,1] x {0} ise,
Jx,y € [0,1] oyle ki (xq,y;) = (x,0) ve (x3,v,) = (y,0) dir. Buradan

T((x1, y1), (x2,¥2)) = T((x,0), (,0)) = (2,0) € [0,1] x {0} € J([0,1]*)"

oldugundan,
T((x1,y1), (x2,¥2)) € J([0,1]2)* elde edilir.

b)  (x1,y1), (x2,¥2) € {0} X [0,1] ise,
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3x,y € [0,1] 6yle ki (x1, 1) = (0,x) Ve (xz,¥2) = (0,y) dir.

T((x1,y1), (x2,¥2)) = T((0,x), (0,y)) = (0,2) € {0} x [0,1] < J([0,1]»)*

oldugundan,
T((x1,y1), (x2,¥2)) € J([0,112)* elde edilir.

) (x1,y1) € [0,1] X {0} ve (x,¥2) € {0} x [0,1] ise,

Ax,y € [0,1] dyle ki (x1,y;) = (x,0) ve (x5,¥,) = (0,y) dir. Buradan
T(Cen, y1), (x2,¥2)) = T((x,0), (0,)) = (0,0) € J([0,1]*)" elde edilir.
d)  (xzy2) = (1,1) ise,

T((x1, y1), (2, ¥2)) = T((xg, y1), (L)) = Cey, v1) €J([0,1]%)" dur.
Buradan T, J([0,1]2)* iizerinde kapalidir.

2) T asosyatif ve J([0,1]?)* iizerinde kapali oldugundan T, J([0,1]?)* iizerinde
asosyatiftir.

3) T, [0,1]? iizerinde komutatif ve monoton oldugundan, J([0,1]?)* € [0,1]?
iizerinde de komutatif ve monotondur.

4y T((ey1), (1,1) = (x, 1) ve (1,1) €J([0,1]®)* oldugundan, (1,1) birim

elemandir.
Boylece (1 — 4) ve Tamim 1.6.1. ile T, J([0,1]?)* iizerinde bir t-normdur.

i) T nin[0,1] x {0} iizerinde kapali, asosyatif, komutatif ve monoton oldugu agiktir.
Ayrica T((x, 0), (y, 0)) < min{(x, 0), (y, 0)} oldugundan, T, [0,1] x {0} tizerinde
bir t-altnormdur.

iii) T direkt ¢arpim seklinde ise, Tanim 1.6.9 ile [0,1] tizerinde 3T;, T, t-normlari
oyle ki V(xq,v1), (x5,v,) € [0,1]? icin
T((x1;3’1): (xz:}’z)) = (T1(x1'x2)'T2(}’1'3’2)) dir.

a) (xq,¥1),(xz,v,) €[0,1] x {0} keyfi olsun. Buradan 3x,y € [0,1] dyle ki
(x1,¥1) = (x,0) ve (x3,y,) = (¥,0) dur.

T((xl’}ﬁ),(xz»yZ)) = T((x, 0), (v, 0)) = (T1(x' y),TZ(O,O))
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= (T1(x,¥),0) € [0,1] x {0}

olup T, ([0,1] x {0}) tizerinde kapalidir ve

T 1 ([0,1] x {0})((x,0), (v,0)) = (T1(x,),0)
dir.

b) T, [0,1]? iizerinde komutatif ve monoton oldugundan, [0,1] x {0} € [0,1]?
iizerinde de komutatif ve monotondur.

c) T asosyatif ve T, [0,1] x {0} tizerinde kapali oldugundan T [0,1] X {0} {izerinde
asosyatiftir.

d) T((x,0),(1,0)) = (Ty(x,1),0) = (x,0) oldugundan (1,0) € [0,1] X {0} birim

elemandir.

Sonug olarak T, ([0,1] X {0}) tlizerinde bir t-normdur. Benzer sekilde T nin {0} X

[0,1] tizerinde bir t-norm oldugu gosterilir.

2.2. Uretilen t-normlar ve t-esnormlar

Teorem 2.2.1. L sonlu dagilimh bir kafes ve T J(L)* tizerinde bir t-norm olsun. Bu
takdirde

T(x, y) = Vjen(x) Vhen(y) T(,h)
seklinde tanimlanan T L iizerinde bir t-normdur.

Ispat. L sonlu dagilimli bir kafes oldugundan, Onerme 1.5.12. ile Vx € L i¢in x =V n(x)
sonlu gdsterimi tek tiirliidiir. Bu durumda T iyi tanimhidir. Simdi T ‘nin t-norm oldugunu

gosterelim.

) T(x,1) = Vieneo Vhenwy TG, h)
=Vjenn TG, 1)

= Vjen)J
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= x,
boylece T(x,1) = x dir.

i) x,y,Z € Lvey < zolsun. Uyari 1.5.17. ile n(y) S n(z) oldugundan Vn(y) <
V1(z) dir. O halde T(x,y) < T(x, z) dir.
iii) T veV islemleri komutatif oldugundan, T (x,y) = T(y, x) dir.
iv) x,y,z € L keyfi olsun. Bu durumda
T(T(x, Y)'Z) = T(Vjen(x) Vhen) TG, R) 'Z)
= T(T(jy,h1) VT(rh2) V . VT(jr o) V oo VT (i Ry ) V
T(jmhz) V .V T(jmhn), 2)
=T(T(1,h) k) V T(T(y ke, k) V.V T(T (g, hy), ky) V
W VT(T Gy 1), k1) VT (T Gy h2), k1) V .oV

T(T(m hn) k) V .V T(T (1, he), k) V T(T (i, ho), k) V
WVT(TGy,hy), k) Vo VT(T (o he), k) V

T(T Gy h2), k) V ooV T (T Gy B, k)
= T(jy, T(hy, k1)) VT (1, T(hy k) V .oV T(jy, T(hy ky)) V
VT (i, T(hy, k1)) V T (jion T (ho k) V .V
T (s T k1)) V ooV T(jy, T(hy, k) V T (s, T(ho, k) V
VTG, T(hy k) V oV T (i, T(hy, k) V
T(jmy T(hay k) ) V o VT (i, T (i k1))

= T(x,Vaenon Vienn T 1) ) =T (. T(,2)).

elde edilir. Bu ise T min asosyatif oldugunu gosterir. Tanim 1.6.1. ile T, L iizerinde bir t-

normdur.

Ornek 2.2.2. Tam dagilimli [0,1]? kafesinin J([0,1]%)* kiimesi iizerinde bir T ikili islemi

asagidaki gibi tanimlansin:

x.y , xy€[0,1] x{0}
xAy , x,v€{0}x][01]
k xANy ,x=11)veyay=(11)

(0,00 , xe€[01]x{0},ye{0}x][0,1]
T(x,y) ={

Bu takdirde T, J([0,1]?)* iizerinde bir t-normdur. Gergekten,
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T nin monotonlugu ve komutatifligi acikca gosterilebilir. Vx € [0,1]? i¢in T(x, (1,1)) =X

oldugundan (1,1) birim elemandir. Asosyatiflik igin,
vx,y,z € [0,1]% i¢in T(T(x, ), 2) = T(x, T(y, 2))
oldugu gosterilmelidir.

1) x,y,z € [0,1] x {0} ise, T(T(x,y),z) =T(x.y,z) = x.y.z Ve T(x,T(y, z)) =
T(x,y.z) =x.y.zolup T(T(x,y),z) = T(x,T(y, Z)) dir.

i) x,y,z € {0} x [0,1] ise, T(T(x,y),z) =T(xAy,z)=xAyAz ve
T(x,T(y, z)) =T, yAz)=xAyAzolupT(T(x,y),z) = T(x,T(y, z)) dir.

iii) x,y €[0,1] x {0} ve z € {0} x [0,1] ise, T(T(x,y),z) = T(x.y,z) = (0,0) ve
T(x,T(y, z)) = T(x, (0,0)) = (0,0) olup T(T(x,y),z) = T(x,T(y, z)) dir.

iv)  x€[0,1] x {0} vey,z € {0} x [0,1] ise, T(T(x,y),2z) =T((0,0),z) = (0,0)
ve T(x,T(y, z)) =T(x,yAz)=(00)olup T(T(x,y),z) = T(x,T(y, z)) dir.

V) x = (1,1) ise, T(T((L1),y),z) = T(y,z) ve T((1,1),T(y,2)) = T(y,2) olup
T(T(x,y),z) = T(x, T(y, Z)) dir.

Buradan T asosyatiftir. Boylece T, J([0,1]?)* iizerinde bir t-normdur. Simdi Teorem 2.2.1.

kullanilarak, T nin [0,1]? iizerinde bir t-norm oldugu gdsterilsin.

x = (x1,%2),y = (y1,¥2) € J([0,1]%)* keyfi olsun.

T, y) = Vjene) Vheno) TG, h)
= T((x1,0), (1, 0)) v T((x1,0), (0,2)) v T((0, x2), (1, 0)) v T((0, x2), (0, ¥2))
= (0,x, Ay,) V (%1.74,0)
= (x1.Y1, X2 A Y2)

dir. Tanim 1.6.9. ile T, [0,1]? iizerinde bir t-normdur.

Teorem 2.2.3. L dagilimli bir tam kafes ve T, L {izerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde

J(L) € I(L) & T =Adir.
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Ispat. L bir dagilmh tam kafes oldugundan, Vx € L icin 3j,, € J(L),m € Q &yle ki

X = VimegJjm dir. x € L keyfi olsun. Buradan

160 =T\ \dw: \f i | 2 { \/ TOmin) |V ) TG

meQ meQ meqQ mmneQm#%n
2 \/ TGmim) = \[ jm =
meQ meQ

oldugundan T'(x, x) = x elde edilir. O halde T =A dir. Tersi agiktir.

Teorem 2.2.4. L sonlu dagilimli bir kafes ve S M(L)* iizerinde bir t-esnorm olsun. Bu
takdirde

§(x, y) = /\meu(x) /\neu(y) S(m; Tl)
seklinde tanimlanan S L iizerinde bir t-esnormdur.

Ispat. L sonlu dagilimli bir kafes oldugundan, Onerme 1.5.12. ile Vx € L igin x =A u(x)

sonlu gdsterimi tek tiirliidiir. Bu durumda S iyi tamimlidir. Simdi § “nin t-esnorm oldugunu

gosterelim.

) g(x, 0) = /\meu(x) /\neu(y) S(m,n)
= /\meu(x) S(m,0)

= NAmepxm

= x,
boylece S(x,0) = x dir.

i) x,y,Z€L ve y<z olsun. Uyart 1.5.17. ile u(z) € u(y) oldugundan
Au(y) < Au(z) dir. O halde S(x,y) < S(x, z) dir.

i) S ve A islemleri komutatif oldugundan, S(x,y) = S(y, x) dir.

iv) x,y,z € L keyfi olsun. Bu durumda
S~(S~(x, y),z) = S(AmEM(X) MAneu) S(m,n) 'Z)

= Ameu) Mept) Neuz S(S(m,n), q)
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= Ameute) Mneuy) Neuz S(m, S(n, @)
=5(x500.2)

elde edilir. Bu ise S nin asosyatif oldugunu gosterir. Tanim 1.6.12. ile S, L iizerinde bir t-

esnormdur.

Onerme 2.2.5. S L iizerinde sonsuz A —dagiliml bir t-esnorm ve x € L olsun. Bu takdirde
S:i=lx xlx—>lx , §(a,b) =S(a,b) Ax
ile taniml1 S | x iizerinde sonsuz A —dagiliml bir t-esnormdur.

Ispat. a, b, c €l x keyfi olsun.

i) §(a, 0)=S(a,0)Ax=aAx=a , 0 birim elemandir.

i) S nm monotonlugu ve komutatifligi S nin bir t-esnorm olmasindan ve A
isleminden kolaylikla elde edilir.

iii) S nin asosyatif oldugunu gosterelim.

S(S(a,b),c) = S(S(a,b) Ax,c) = S(S(a,b) Ax,c) Ax

S(S(a,b),c) AS(x,c) Ax

S(S(a,b),c) Ax
=5S5(S(a,b),c) AS(a,x) Ax

=S(a,S(b,c) Ax)Ax

= S(a,§(b,c))/\x

=S (a, §(b, c))

dir. Bu ise S nin asosyatif oldugunu gosterir. Simdi S nin sonsuz A — dagilimli

oldugunu gosterelim.

iv)  S(a, Aierb) = S(a Aier b)) Ax = (N S(a, b)) A x
= Nier(S(a, b)) Ax) = Aig; §(a, b;)
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dir. Boylece S sonsuz A —dagiliml1 bir t-esnormdur.

Teorem 2.2.6. L dagilimli bir tam kafes ve S, L tizerinde bir t-esnorm olsun. Bu takdirde
M(L) € I;(L) © S =V dir.

Ispat. L dagilmh bir tam kafes oldugundan, Vx € L igin Im; € M(L),i € I 6yle ki

x = Njggm; dir. x € L keyfi olsun.
S(x,x) = S(Aiermi, Niermy;)
< (Nier S(mymy)) = Niggmy = x
oldugundan S(x, x) = x elde edilir. O halde S =V dir. Tersi agiktir.

L sinirht bir zincir olmak iizere, LM = {(al, a,, .., an)|al- EL,a;<a, << an}
smirli  bir dagilimli  kafestir. C. Walker ve E. Walker [30] de bu kafesin

V —indirgenemez elemanlarinin kiimesinin
(0,0,..,0,a),(0,0,..,0,a,a),..,(0,a,..,a),(a,aq,..,a)

formundaki elemanlardan olustugunu gostermislerdir. Biz burada L™ kafesinin
V —indirgenemez elemanlarinin kiimesinin bir parcalanisin1 verecegiz ve bu parcalanis

yardimiyla L™ {izerinde t-normlar tanimlayacagiz.
Onerme 2.2.7. J; ={(0,0,...,0,a)|a € L},

J. =1{(0,0,...,0,a,a)|a € L},

Jn-1=1{(0,aq, ...,a,a)|a € L},
J. =1{00,0,..,0,a)|a € L}
kiimeleri J (L[”]) in bir parcalanigini olusturur.

Ispat. Acik olarak keyfi k #m icin J, N J,, = {(0,0,...,0)} ve ](L[n]) =UL, Jn

oldugundan, J;, /5, ..., J, kiimeleri J (L["]) in bir pargalanigini olusturur.
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(11,..,1)
0,1,..,1)
(0,0, ...,1)
(0,0, ...,0) (0,0, ...,1)

Sekil 10. L™ kafesinin v —indir genemez elemanlarinin pargalanist

Teorem 2.2.8. T; J;(i € {1,2,...,n}) lizerinde t-norm olmak tizere,
X =Vieqrz2,..n3%Xi » Y = Viet1,2,.m}Yi » Xix ¥i € Ji i¢in
T: LM L S 10 T, y) = Vie o, my T v0)

seklinde tanimlanan T ikili islemi L™ {izerinde bir t-normdur.

Ispat.
i) T((xy, %2, 0, %), (1,1, ...,1)) = Ty (g, x4, 0, 1), (1,1, .., 1)) V
=T,((0,%2, ..., x5),(0,1,.., D) V ...V
T.((0,0, ..., x,), (0,0, ...,0,1))
= (xl, X1, ...,xl) \ (0, X7, ...,xz) V..V
(0,0, ..., x,)
= (xl,xz, ...,xn)
i) V1<i<nigin T;, J; lizerinde t-norm oldugundan T nin komutatifligi ve

monotonlugu aciktir.
iii) Simdi T nin asosyatif oldugunu gésterelim. (xq,x,, ..., x,,) € L™ keyfi olsun.

Bu durumda

T (T((xlixZi ---;xn); (ylﬁer ---»Yn) ), (ZI'ZZ' ---ﬂZn)) =
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T (Tl((lexli ---rxl); (3’1; Y1 ---;Y1) ) V..

Vo T((0,0, ..., %), (0,0,...,0,%)), (z1, 25, ...,zn)) =

T, (Tl((xl,xl, e X1), V1, Y1, 0 ¥1) ), (21, 24, ...,Zl)) V..

VT, ( T,((0,0, ..., %), (0,0, ...,0,%,)), (0,0, ...,zn)) =

T, ((xl,xl, e X1, T (1, Y1) 0 ¥1), (2,24, v, 27) )) V...

VT (0,0, %), Tn((0,0, .., ¥0), (00, ..,0,2,)) ) =

T ((xlle' "'an)l T((yllyZ' ---,yn), (21'22' ""Zn) ))

elde edilir. Bu ise T nin asosyatif oldugunu gosterir. Sonug olarak T, L™ iizerinde bir t-

normdur.

Uyan 2.2.9. Eger L sonlu bir zincir ise, yukaridaki teoremde verilen t-norm sonsuz

V —dagilimh dir.

2.3. t-norm ve t-esnorm Yardimiyla Tamimlanan Elemanlar

Bu boliimde kafeslerdeki A ve V islemleri ile verilen bazi 6zel elemanlar t-norm ve t-

esnormlar yardimiyla genellestirilmis ve bu elemanlarin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Tamm 2.3.1.[29]

) x € L olsun. a A b < x kosulunu ger¢ekleyen her a,b € L i¢in a < x veya
b < x ise, x elemanina asal eleman(veya A —asal eleman) denir.
i) x € L olsun. aVv b = x kosulunu gergekleyen her a,b € L i¢in a = x veya

b > x ise, x elemanina es asal eleman(veya V —asal eleman) denir.

L ‘nin biitiin asal ve es asal elemanlarinin kiimeleri, sirasiyla, pr(L) ve copr(L) ile

gosterilecektir.
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Tanmim 2.3.2. [29] T L iizerinde bir t-normve p € L \ {1} olsun.

) p elemanina T — asal eleman denir < T(a, b) < p kosulunu gergekleyen her
a,b € Ligina<pveyab < pdir.
i) p elemanina T — yariasal eleman denir & T(a,a) < p kosulunu gergekleyen

her a € L igin a < p dir.
Tamim 2.3.3. S L iizerinde bir t-esnorm ve g € L\ {0} olsun.

) q eclemanina S — es asal eleman denir & S(a,b) = q kosulunu gercekleyen
hera,b € L igina = q veya b > q dir.
i) q elemanma S — yariesasal eleman denir < S(a,a) =q kosulunu

gercekleyen her a € L igin a = q dir.

L ‘nin biitiin T —asal ve S —es asal elemanlarinin kiimeleri, sirastyla, T, (L) ve S, (L)

ile gosterilecektir.
Onerme 2.3.4. [26] L bir kafes olsun. Bu takdirde

i) pr(L) € M (L) ve copr(L) < J(L),
i) Eger L dagilhimli ise M'(L) € pr(L) ve J(L) < copr(L)

dir.
Ornek 2.3.5.

1. Sekil 11 de kafes diyagrami verilen L = {0, a, b, ¢, d, 1} dagilimli kafesinde
J(L) = copr(L) = {b,c,d} dir.

/\b
NS
\ /

Sekil 11. Ornek 2.3.5. de verilen L = {0,a, b, c,d, 1}
kafesinin kafes diyagrami
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2. Omekler 1.4.6. (2) de verilen Ns kafesinde J(Ns) = {a, b, c} ve copr(Ns) = {b, c}
dir.

Onerme 2.3.6. L bir Kafes, S L iizerinde bir t-esnorm ve 1 S — yar1 es asal eleman olsun.

X,y € L olmak iizere,
S(x,y)=1 © xvy=1
dir.
Ispat. =:xvy=1olsun.S(x,y) = xVy =1 vebdylece S(x,y) = 1 dir.

= :S(x,y) = 1olsun. Bu durumda S(x VvV y,xvVy) = S(x,y) = 1dir. 1 S — yar1 es asal

eleman oldugundan x vV y = 1 dir.

Tanmmm 2.3.7. T, L iizerinde bir t-norm ve p € L \ {1} olsun. T(a,b) = p kosulunu
gercekleyen her ab€L i¢gin a=p veya b=p ise p elemanina

T — indirgenemez eleman denir.

L ‘nin tiim T-indirgenemez elemanlarinin kiimesi T;(L) ile gosterilecektir.
Onerme 2.3.8. T, L iizerinde bir t-norm ise T, (L) € T;(L) dir.
Ispat. g € T, (L) keyfi ve T(x,y) = g olsun. g < x ve q < y oldugu agiktir.

T(x,y) =q <q ve q € T,(L) oldugundan, x < q veya y < q dir. Buradan x = q veya
y = q dir, boylece q € T;(L) dir.

Onerme 2.3.9. T, T, L iizerinde t-normlar ve T; < T, olsun. Bu takdirde T, (L) €T, (L)
dir.
Ispat. p € Ty (L) keyfi ve T, ,(x,y) < p olsun. Bu durumda T; (x,y) < T, (x,y) <p

ve boylece x < p veyay < p dir.

Uyant 2.3.10. L iizerindeki keyfi T t-normu igin Tp < T < Ty oldugundan, Tj (L) <
To(L) € Ty, (L) dir.

Ornek 2.3.11. Sekil 12 de kafes diyagrami verilen L = {0, a, b, c,i,1} dagilimli kafesi

tizerinde T; ve T, t-normlar1 asagidaki gibi tanimlansin.
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_( xAy , x=1lveyay=1
T1(x»3’)—{ xAyAi , diger durumda

i, x=i,y=1

Tz(x,y)={ xANy , x=1lveyay=1
0 , diger durumda

c/l\l
a\ b
\/

Sekil 12. Ornek 2.3.11 de verilen
L ={0,a,b,c,i,1} kafesinin kafes

diyagrami

Bu takdirde Ty (L) = {a, c}, To (L) = {c}, Ty, (L) = {i,a,c}, Ty (L) = Bolup T, (L) €

Tza(L) c Tla(L) c TMa(L) dlr.
Tanim 2.3.12. [29] T, L iizerinde bir t-norm ve x € L olsun. Eger
x=NMNp€T,(L)|p = x}ise, a elemanina T — asal radikal eleman denir.

L ‘nin tiim T-asal radikal elemanlarmin kiimesi L (T) ile gosterilecektir. Ozel olarak,
1 € Li(T) alinacaktir.
Onerme 2.3.13. T;, T, L iizerinde iki t-norm ve T; < T, olsun. Bu takdirde L (T;) S
Lg(T,) dir.

Ispat. x € L, (T,) keyfi olsun. Bu durumda
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x=NpeT, ,(L|p=x}=MNpeT,,L|p =x}

dir. Diger yandan x < Afp € Tza(L)|p > x} oldugundan, x = A{p € Tza(L)|p > x} dir.
Buradan x € Lg(T,) dir. O halde L;(T,) S Lg(T,) dir.

Onerme 2.3.14. T;, T, L iizerinde iki t-norm ve T; < T, olsun. Bu takdirde Lg(T;), Lg(T>)

*nin bir —alt A-yarikafesidir.
Ispat. x,y € Lg(T;) keyfi olsun. Bu durumda x=A{peT, (L)|p=x} ,
y=~Mq €T, (L)|q = y}dir
xAy=NpeT,(Dp=x} A AMqgeT,(L)|qg =y}
>AMreT, ,(D|r =xny}

dir. Ayni zamanda x Ay < A{r € T; ,(L)|r = x Ay} olup
xANy=MNreT (L)|r=xny}
dir.
Onerme 2.3.15. L ve M iki tam kafes, ¢: L — M bir kafes izomorfizmi ve T, L iizerinde

bir t-norm olsun. Bu takdirde T,(a,b) = (p(T((p‘l(a),q)‘l(b))) ile tammlt T,, ikili

islemi M tizerinde bir t-normdur.
Ispat. Va,b,c € M igin,
i Ty(a 1) = 9 (T(07 (@,07 (1))
= o(T(p™"(a), 1))
=p(p" (@) =a

i T,(ab)=¢(T(¢p7(a), 97 (1))

=0 (T(p7'(b). 07 (@)
=T,(b,a)
iii. b<cisegp 1(bh)<¢p1(c) oldugundan
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T(p~(a), 9~ 1(b)) < T(¢~*(a), ¢~ *(c)), buradan

@ (T((p‘l(a), <P_1(b))) <9 (T((p_l(a), (p_l(c))) ve boylece
T,(a,b) < T,(a,c) dir.

iv. T(p(T(p(a, b),c) = Ty ((p (T((p‘l(a),qfl(b))),c)

0 (T (070 (T(<p-1<a),<p-1<b>)).<o-1<c))>

o (T(T(e7 @07 1) 07'(©)

@ (T (072 (@), T(0™(b), <p‘1(6)))>
=7, (0.0 (T(s7 (), 07()))
=T, (a.T,(b.0))

Boylece T,,, M iizerinde bir t-normdur.

Ornek 2.3.16. Sirastyla 0 <1<-+-<n-—1ve xy <x; < <Xx,_; siralamalan ile
verilen L, ={0,1,...,n—1} ve L, = {xy, Xy, ..., X1} kafeslerini gbéz Oniine alalim.
@:L; — L, , p(a) = x, izomorfizm ve T =A, L, tizerinde bit t-norm olsun. Bu durumda
Tyo(a,b) = (@~ (@ A @~ (b)) =aAb ile tammlh T, ikili islemi L, iizerinde bir t-

normdur.

Onerme 2.3.17. L ve M tam Kafesler, ¢: L — M bir kafes izomorfizmi, T L iizerinde bir t-

norm ve p € T,(L) olsun. Bu takdirde ¢(p) € qua(M) dir.

Ispat. a, b € L keyfi ve T,,(a,b) < ¢(p) olsun. Bu durumda

@ (T((p‘l(a), <p"1(b))) < @(p) dir. ¢ bir kafes izomorfizmi oldugundan
T(p™(a), p~1(b)) < p elde edilir. p € T, (L) oldugundan

@ 1(a) < pveya o 1(b) <p dir. Buradan

a < @p(p)veyab < @p(p) ve boylece p(p) € T‘Pa(M) dir.
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Onerme 2.3.18. L ve M tam kafesler, ¢: L — M bir kafes izomorfizmi, T L iizerinde bir t-

norm ve p € L, T-yariasal olsun. Bu takdirde ¢(p) € M, T, -yariasaldir.

Ispat. a € L keyfi T,,(a,a) < ¢(p) olsun. Buradan
[0 (T((p_l(a), (p_l(a))) < @(p) dir. @ bir kafes izomorfizmi oldugundan,

T(¢™(a),p~1(a)) < p dir. p T-yariasal eleman oldugundan,
¢~ 1(a) < p elde edilir. Bu durumda
a < ¢(p) dir. O halde ¢(p) T,-yariasal elemandir.

Onerme 2.3.19. L ve M tam Kafesler, ¢: L — M bir kafes izomorfizmi, T L iizerinde bir t-

norm ve p € T;(L) olsun. Bu takdirde ¢(p) € T(pi(M) dir.

Ispat. a, b € L keyfi ve T,,(a,b) = ¢(p) olsun. Buradan
7 (T((p_l(a), (p_l(b))) = @(p) dir. @ kafes izomorfizmi oldugundan,

T(p~(a), p~1(b)) = p elde edilir. p € T;(L) oldugundan,
@~ 1(a) = p veya ¢~ 1(b) = p dir. Buradan

a = @(p) veya b = @(p) elde edilir. O halde

() €T, (M) di.

De Baets ve Mesiar ‘m [10] L = [0,1] ve n = 2 durumunda otomorfizmler i¢in
verdikleri karakterizasyon asagidaki teorem ile genellestirilerek sinirli bir zincirin direkt

carpimi iizerindeki biitiin otomorfizmler karakterize edilmistir.

Teorem 2.3.20. L smurlt bir zincir olsun. ¢:L"™ — L™ doniisimii bir otomorfizmdir
< 3@, Q3 o Ol = L otomorfizmleri Oyle ki VX, X9, ., Xp € L icin
Q(X1, X, ey Xp) = ((pl(xa(l)), <p2(xa(2)), ...,gon(xa(n))), 0:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bir

permiitasyondur.

Ispat. <: Asikardr.
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= @:L" - L™ bir otomorfizm ve ¢ (1,0, ...,0) = (a4, ay, ..., ay) olsun. (a4, a,, ..., a,) =
(10,...,0),(0,1,0,...,0), ..., (0,0, ...,1) oldugunu goésterecegiz.

Kabul edelim ki a; #0,a, #0 olsun. L™ de (a4,0,..,0),(0,a,,0,...,0)
elemanlarm1  goz Oniine alalim. (aq,0,...,0) |l (0,a,,0,...,0) dir. (ay,0,..,0) <
(ay,ay, ...,a,) ve (0,a,,0,..,0) < (ay,a,,..,a,) oldugundan ¢~1(ay,0,...,0) <
(1,0,..,0) ve ¢71(0,a,0,..,0)<(1,0,..,00 dir. Buradan ¢ 1(a,,0,..,0) ve
»~1(0,a,,0,...,0) nin kiyaslanabilir oldugu elde edilir ki bu (a4,0, ...,0) I (0,a,,0,...,0)

olmasi ile ¢elisir. Bu durumda a; = 0 veyaa, = 0 dir. a; = 0 olsun.

Simdi  benzer sekilde a, # 0,a; #0 oldugunu kabul edelim. L" de
(0,a,,0,...,0),(0,0,a5,0,...,0) elemanlarim1 g6z Oniine alalim. (0, a,,0,...,0) |l
(0,0,a5,0,...,0) dir. (0,a,,0,...,0) < (a,,a,, ...,a,) ve (0,0,as,0,...,0) < (aq,a,, ...,a,)
oldugundan ¢~1(0,a,,0,...,0) < (1,0,...,0) ve ¢~ 1(0,0,as,0,...,0) < (1,0,...,0) dir.
Buradan ¢~1(0, a5, 0, ...,0) ve ¢~1(0,0, as, 0, ...,0) nin kiyaslanabilir oldugu elde edilir ki
bu (0, a,,0,...,0) Il (0,0,as,0,...,0) olmasi ile gelisir. Bu durumda a, = 0 veya a; =0

dir. a, = 0 olsun.

Bu sekilde devamla en son adimda a,_; =0 veya a, = 0 elde edilir. a,_; =0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda a,, = 1 oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki a,#1 olsun. (0,0,...,a,) <(0,0,...,1) oldugundan
»~1(0,0,...,a,) = (1,0,...,0) < ¢71(0,0, ...,1) dir ve buradan 3¢y, c,, ..., c, € L dyle ki
bu elemanlardan en az biri sifirdan farkhdar. cg#0 olsun.
(0,¢q, ewerCpeq) I (4,0, €5, wor)y Cp_q) dir. (0,¢q, ..., cnq) < (1,¢4, €y, ..., €p—q) oldugundan
9(0,cq, ..., cneq) < (0,0, ...,1) dir ve (cq,0,¢5, ..., 1) < (1,¢4, €3, ..., Cy—q) oldugundan
¢(c1,0,¢5, ..., 1) < (0,0, ...,1) dir. Buradan ¢(0, cq, ..., c,—1) Ve @(c1,0,¢5, ..., Cp_q) IN
kiyaslanabilir oldugu elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. O halde a, = 1 dir. Bu takdirde
¢(1,0,...,0) = (0,0, ...,1) dir.

Buradan ¢ nin {(x,,0, ...,0)|x; € L},{(0,x,,0,...,0)|x, € L}, ...,{(0,0, ...,0,x,,) | x,, € L}
kiimelerine kisitlanislar1 L nin birer otomorfizmidir.

¢(1,0,...,0) = (0,0, ...,1) durumunu goz Oniine alalim. Bu durumda ¢(0,0,...,1) =
(1,0, ...,0) dir.
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®1, P2, -, Pp: L — L otomorfizmler oyle ki Vx4, x5, ..., X, € Licin
¢(x4,0,...,0) = (¢1(x1),0...,0),

¢(0,x,,0,...,0) = (0,9,(x,),0..,0),

0(0,...,0,x,) = (0 ..,0, (pn(xn))

olsun.
(x1,0,...,0) < (xq, %2, 0., Xp) = @(x1,0,...,0) < @(xq, %3, ..., Xp) ,

(0,x,,0,...,0) < (x4, %2, ., %) = ©(0,%5,0,...,0) < (x4, %5, ..., Xp),

0, ...,0,x,) < (x4, %5, e, Xp) = @(0,...,0,x,) < @(x1, X5, .., Xp),

buradan da

((pl(xl)l (Pz(xz): e Qn(xn)) =< (P(xb X2 ee) xn)

dir. Kabul edelim ki
(P101), @2062), v, @ () < @1, %, e, %)
olsun. Bu durumda ¢~ (¢1 (1), 92 (x2), ., 9n (%)) = (1, x5, ..., ) dir.
Ayrica (qol(xl),qoz(xz), ...,(pn(xn)) > (¢1(x1),0, ...,0) oldugundan
(1,0, ...,0) < @ (o1 (1), P2(x2), ..., P (x,)) dir. Benzer sekilde

(0,2, -..,0) < 0™ (@1 (x1), 92 (x2), ., P (X))

(0, ...,0,%,) < @711 (1), 92 (x2), ..., P (x,) ) elde edilir. Boylece

(1, X2, 0oy X)) < ¢_1((P1(x1), @2(x3), ..., ‘Pn(xn))
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= (p(lexZJ "'ixn) < ((pl(xl)) (pZ(XZ)I ---;‘pn(xn))

olur ki bu bir geliskidir. Sonug olarak, @ (xy, X3, ..., X)) = (@1(x1), 92 (x2), ..., 9 (%))
dir.



3. IRDELEME

Literatiirde sinirli kafesler iizerinde kesin tanimla veya daha Onceden verilen t-
normlardan doniisiimle yeni t-normlar elde edilmistir [13, 15, 20, 21, 22, 23] . Bir kafesin
yapist ile iizerinde tanmimlanabilen t-normlar arasinda siki bir iliski vardir. Buradan
hareketle bu calismada amacimiz, indirgenemez elemanlar tarafindan {iretilen kafesler
tizerinde, bu elemanlarin kismi sirali kiimesi lizerinde verilen t-normlar yardimryla yeni t-
normlar elde etmektir. Sonlu dagilimli bir kafesin V -indirgemez ( A -indirgenemez)
elemanlarmin kismi sirali kiimesi tizerinde verilen bir t-norm (t-esnorm) yardimiyla bu
kafes tlizerinde bir t-norm (t-esnorm) elde edilmistir. Bir L tam kafesi tizerinde verilen bir t-
esnorm yardimiyla kafesin bir elemani tarafindan iiretilen dual ideali tizerinde yeni bir t-
esnorm elde edilmistir. L™ Kafesinin Vv -indirgenemez elemanlarinin kiimesinin bir
pargalanis1 verilmis ve bu parcalanis yardimiyla L™ {izerinde bir t-norm elde edilmistir.

Ayrica bir kafeste A ve V islemleri ile verilen bazi 6zel elemanlar t-norm ve t-
esnormlar yardimiyla genellestirilmis ve bu elemanlarin bazi cebirsel 6zellikleri

incelenmistir.



4. SONUCLAR

1. Bu galismada tam kafeslerin direkt garpiminin ve bir tam kafesin aralik degerli kafesinin
V -indirgemez ( A -indirgenemez) elemanlarinin sirali kiimeleri karakterize edilmistir.
Ozellikle [0,1]? tam kafesi iizerinde verilen bir t-normun (t-esnormun) bu kafesin V-
indirgemez (A-indirgenemez) elemanlarmin sirali kiimesine kisitlaniginin t-norm oldugu
gosterilmistir.

2. Sonlu dagilimli bir kafesin V-indirgemez (A -indirgenemez) elemanlarinin kiimesi
tizerinde verilen bir t-norm (t-esnorm) yardimiyla bu kafes tizerinde bir t-norm (t-esnorm)
elde edilmistir.

3. Dagiliml1 bir kafes tlizerinde verilen bir t-normun idempotent olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun t-normun V -indirgemez elemanlarin kiimesi {izerinde idempotent oldugu
gosterilmistir.

4. Bir L tam kafesi tizerinde verilen bir t-esnorm yardimiyla kafesin bir elemani tarafindan
iretilen dual ideali lizerinde yeni bir t-esnorm elde edilmistir.

5. L Kkafesinin v-indirgenemez elemanlarmin kiimesinin bir parcalanisi verilmis ve bu
pargalanis yardimiyla L™ tizerinde bir t-norm elde edilmistir.

6. Ayrica bir kafeste A ve V islemleri ile verilen bazi 6zel elemanlar t-norm ve t-esnormlar
yardimiyla genellestirilerek bu elemanlarin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmis ve bu
ozelliklerin otomorfizmler altinda korundugu gdsterilmistir.

7. Smirl bir zincirin direkt carpimi ilizerindeki biitiin otomorfizmler karakterize edilmistir.



5. ONERILER

1. Bu galismada sonlu dagilimli bir kafesin V-indirgemez (A-indirgenemez) elemanlarinin
kiimesi tizerinde verilen bir t-norm (t-esnorm) yardimiyla verilen t-norm insasi, baz1 6zel

elemanlar tarafindan iiretilen kafesler tizerinde verilebilir.

2. Bu calismada verilen, L™ kafesinin v -indirgenemez elemanlarnm kiimesinin

pargalanis1 kullanilarak, bu kafes lizerindeki t-normlarin karakterizasyonu verilebilir.

3. Bu c¢aligmada t-normlar i¢in verilen inga metodlart t-normdan daha zayif olan islemler

i¢in verilebilir mi?

4, Kafeslerin direkt ¢arpiminin otomorfizmleri karakterize edilebilir mi?
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