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ÖZET 

Ginzburg-Landau Modeli ve Varyasyonları 

 

Tek boyutlu Ginzburg-Landau(GL) modeli ve varyasyonları kapsamında 

modellenebilen homojen ve homojen olmayan süperiletkenler göz önüne alınarak dıĢ 

manyetik alan etkisi altındaki elektromanyetik davranıĢları sabit ve değiĢen sıcaklıklarda 

incelenmiĢtir. ÇalıĢmada esas itibariyle ilgili modellerin sayısal ve analitik yaklaĢımları 

elde edilmekte ve elde edilen sonuçların fiziksel gözlemlerle uyumluluğu incelenmektedir.  

Sayısal kısımda ilgili sınır değer problemlerinin sıcaklık parametresine bağlı tek, iki 

ve üç simetrik çözüme sahip olduğu bölgeler belirlenerek, ilgili çözümlerin baĢlangıç değer 

pertürbasyonuna göre kararlılığı incelenmiĢtir. Bu kapsamda elde edilen sonuçlar klasik 

sınır değer problemi için elde edilen ve Kwong(1995), Chapman vd.(1992), Aftalion(1999) 

da sunulan sonuçlardan daha geneldir.  

Ayrıca yarı-sonsuz veya sonsuz bölgede çözüm gerektiren problemler için bölge-

ayrıĢım(domain decomposition) tekniği ile problem paralelleĢtirilerek KTÜ- Fen Edebiyat 

Fakültesinde bulunan bilgisayar laboratuarındaki 20 adet bilgisayar yardımıyla paralel 

sayısal çözüm elde edilmiĢtir. Simülasyonlarımızla ideale yakın performans sonuçları elde 

edilmiĢtir. 

Analitik yaklaĢım kısmında değiĢen parametre değerleri için uygun analitik 

yaklaĢım yöntemleri yardımıyla ilgili sistemlerin özel alt durumları için yaklaĢık çözümler 

elde edilmektedir. Bu bağlamda asimptotik yöntemler, parçalanıĢ yöntemleri ve 

pertürbasyon yöntemleri kullanılmıĢtır. Son olarak ilgili modellerin tek parametre ve iki 

parametre değiĢimine göre analizleri gerçekleĢtirilmiĢ ve değiĢik konfigürasyonlar için 

histeritik davranıĢlar analiz edilmiĢtir. 

 

Anahtar Kelimeler: Süperiletkenlik, Ginzburg-Landau Modeli, Asimptotik Analiz, 

Histerisiz, Paralel Hesaplama, Sturm-Liouville, Josephson 

Eklemleri  
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SUMMARY 

Ginzburg-Landau Model and Its Variants 

 

In this study we consider homogeneous and inhomogeneous superconductors that 

can be modelled with the one-dimensional Ginzburg-Landau model and its variants, and 

study their behaviour under uniform applied field at temperatures below the transition 

temperature. Basically, we investigate the relevant models using numerical and 

approximate analytical methods, and observe that the results conform to physical 

observations. 

In the numerical part, we compute parameter regions where there is a unique 

solution, two or three different solutions depending on the reduced temperature parameter. 

Furthermore, we determine the stability of solutions with respect to perturbations of initial 

functions. In this sense, the results we obtained generalizes those reported in Kwong 

(1995), Chapman (1992), Aftalion (1999). 

Observing that equilibrium solutions requires extensive computational time, we 

parallelized our code and ran in a cluster of personal computers in a computer laboratory 

located in Faculty of Science and Letters at Karadeniz Technical University. Simulation 

results indicate nearly perfect performance results. 

On the analytical part, appropriate approximate analytical solution are obtained for 

several subclass of the original system. We used asymptotic, perturbation and 

decomposition methods to obtain approximate solutions. 

Finally, we analyze the relevant models with respect to the variation of one and two 

parameters and investigated hysteretic behavirous.  

 

 

Key Words: Superconductivity, Ginzburg-Landau Model, Asymptotic Analysis, 

Hysteresis, Parallel Computation, Sturm-Liouville, Josephson Junction  
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1. GENEL BĠLGĠLER 

1.1. GiriĢ 

Süperiletkenler 

 kritik sıcaklık adı verilen(𝑇𝑐), materyale özgü sıcaklık değerinin aĢağısına 

kadar soğutulduğunda elektrik akımına karĢı direncini tamamen kaybeden, 

 kritik sıcaklığın aĢağısında iken yeteri derecede küçük Ģiddetli manyetik 

alanın numuneye girmesini engelleyen, 

 baĢlangıçta mevcut yeteri derecede küçük Ģiddetli manyetik alanın, 

numunenin soğutulmasıyla dıĢlandığı 

materyallerdir. 

Süperiletkenlerin elektrik akımına karĢı direncini kaybetmesi olayı sıfır-direnç 

özelliği olarak tanımlanır ve bu özellik deneysel olarak 1911 yılında Hollandalı fizikçi 

Heike Kammerlingh Onnes ve öğrencisi tarafından keĢfedilmiĢtir. Onnes, Helyum gazını 

sıvılaĢtırmayı baĢardıktan sonra, yaklaĢık sıfır Kelvin gibi çok düĢük sıcaklıklardaki 

materyallerin özelliklerini incelerken,  civanın 4.2 K‟ de elektrik akımına karĢı olan 

direncini kaybettiğini gözlemlemiĢtir. Bu önemli buluĢun ardından, baĢlangıçta sadece 

sıfır-direnç özelliği bilinen bu tür materyaller süperiletken olarak sınıflandırılmıĢ ve konu 

ise düĢük sıcaklık fiziğinin önemli bir araĢtırma alanı olarak süperiletkenlik adı altında 

incelenmeye baĢlanmıĢtır.   

Onnes‟in sıfır-direnç özelliğine göre bir süperiletken kritik sıcaklığın üzerinde iken 

elektrik akımına karĢı Ohm yasası çerçevesinde direnç gösteren normal konumda (normal 

faz) bir materyal iken kritik sıcaklığın aĢağısında süperiletken konuma (süperiletken faz) 

geçiĢ yapmaktadır. Bu durumda süperiletkenlik normal akım taĢıyan elektronlardan 

(normal elektronlar) ziyade süperelektron adı verilen elektronların oluĢmasıyla geliĢen bir 

olay olarak yorumlandı.   

1933 yılında iki Alman fizikçi Walter Meissner ve Robert Ochsenfeld 

süperiletkenlerin bilinen sıfır-direnç özelliğine ilaveten, ikinci bir önemli özellik olarak 
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mükemmel diyamagnetizma özelliğini keĢfetmiĢlerdir. Buna göre kritik sıcaklığın 

aĢağısında bulunan bir süperiletkene yeteri derecede düĢük Ģiddetli dıĢ manyetik alan nüfuz 

etmediği gibi, baĢlangıçta kritik sıcaklığın üzerinde ve küçük Ģiddetli bir manyetik alan 

etkisinde normal konumda olan bir süperiletken, kritik sıcaklığın aĢağısına kadar 

soğutulduğunda mevcut manyetik alanın dıĢlandığı gözlemlenmiĢtir(ġekil 1).  Bu gözlem 

süperiletkenlerin potansiyel ekonomik değerini daha da artırarak, konu üzerindeki ilgiyi 

daha da artırmıĢtır. 

 

ġekil 1. Meissner Olayı 

 

Bir taraftan süperiletkenliğin potansiyel ekonomik değerini realize etmeye yönelik 

yüksek kritik sıcaklığa sahip süperiletkenlerin varlığı ve oluĢturulması yönündeki deneysel 

araĢtırmalar devam ederken, diğer taraftan da olayı izah edecek modeller geliĢtirilmeye 

çalıĢılmıĢtır. 1930‟lu yıllarda Alman fizikçi kardeĢler Fritz ve Heinz London, Ģimdilerde 

London modeli olarak bilinen model ile süperiletkenlik olayını izah etmeye yönelik 

baĢarılı adımlardan birisini atmıĢlardır.   

1950 yılında London Modeli üzerinde çalıĢma yapan Sovyet fizikçiler Lev 

Landau(1908-1968, Nobel fizik ödülü 1962, süperakıĢkanlık) ve Vitaly Ginzburg(1916-

2009, Nobel fizik ödülü(2003), süperiletkenlik ve süperakıĢkanlık ) Ginzburg-Landau(GL) 

modeli olarak bilinen matematiksel model ile süperiletkenlik olayını mezoskobik düzeyde 

incelemiĢlerdir. 
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1957 yılında Amerika Illinois üniversitesi(Urbana, Champaign)  araĢtırmacıları 

John Bardeen, Leon Cooper ve John Schrieffer(Nobel fizik ödülü(1972), BCS teorisi) 

tarafından geliĢtirilen ve kısaca BCS modeli olarak bilinen mikroskobik model 

süperiletkenlik olayının anlaĢılmasına önemli katkı sağlamıĢtır.  

GL modeli üzerinde 1957 yılında A. Abrikosov ve 1959 yılında Gor‟kov tarafından 

yapılan çalıĢmalar baĢlangıçta Ģüphe ile karĢılanan modelin evrensel olarak kabul edilen 

mezoskobik bir süperiletkenlik modeli olmasını sağlamıĢtır. Abrikosov, GL modeli 

üzerinde yaptığı çalıĢmada,  o zamana kadar süperiletken veya normal olmak üzere iki 

halde olduğu bilinen süperiletkenlerin belirli bir kısmının ise karıĢık(mixed) hal adı verilen 

bir halde de bulunabileceğini tahmin etmiĢtir. Abrikosov‟un tahmini yaklaĢık on yıl sonra 

deneysel olarak keĢfedilen süperiletkenler ile doğrulanmıĢtır. Böylece manyetik alan etkisi 

altında farklı karakteristik özellikler gösteren süperiletkenler, I. Tip ve II. Tip olarak 

sınıflandırılmıĢlardır. Gor‟kov ise bazı kısıtlamalar altında GL modelinin BCS 

mikroskobik modelinden elde edilebileceğini ispatlamıĢtır.  Bu iki önemli geliĢme GL 

modelinin uluslar arası kabul gören düĢük sıcaklık süperiletkenleri için mezoskobik bir 

model olmasını sağlamıĢtır.  

Abrikosov tarafından varlığı tahmin edilen ve bugün teknolojik açıdan çok daha 

önemli olan süperiletkenler II. Tip süperiletkenlerdir. 𝐻𝑐  sıcaklığa bağımlı termodinamik 

kritik alan Ģiddeti ve H uygulanan manyetik alan Ģiddeti olmak üzere I. Tip süperiletkenler 

normal(𝐻 > 𝐻𝐶) ; süperiletken(𝐻 < 𝐻𝐶) veya normal ve süperiletken bölgelerin birlikte 

bulunduğu ara(intermediate) konumda bulunurlar.  II. Tip süperiletkenler ise alt kritik alan 

Ģiddeti 𝐻𝑐1   ve üst kritik alan Ģiddeti 𝐻𝑐2 olmak üzere  𝐻 < 𝐻𝑐1 için süperiletken; 

𝐻𝑐1 < 𝐻 < 𝐻𝑐2 için karıĢık ve 𝐻 > 𝐻𝑐2 için normal halde bulunmaktadırlar. KarıĢık hal 

sonlu sayıda girdapların mevcut olduğu durumdur. Girdaplar, akıĢkanlar mekaniğindeki 

terminolojiyle uyumlu olarak, süperelektronların manyetik alanın tamamen nüfuz ettiği 

normal bir bölge etrafında dairesel hareket ettikleri elektromanyetik oluĢumlardır. 

Girdap merkezinde bulunan normal bölgenin yarıçapı uyum uzunluğu(𝜉)     

kadardır. Diğer önemli parametre ise London nüfuz derinliği (𝜆𝐿) dir. 𝜆𝐿 manyetik alan 

değiĢiminin bir ölçüsü iken 𝜉, süperlektron yoğunluğunun değiĢimini karakterize eden bir 

uzunluk skalasıdır ve her ikisi de süperiletkene özgü parametrelerdir.  
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𝜆𝐿 ≪ 𝜉(≪ ç𝑜𝑘 𝑘üçü𝑘) ise süperiletken birinci tip(Tip I) süperiletken olarak 

adlandırılır. Bu tip süperiletkenler süperiletken ve normal bölge ara yüzündeki serbest 

enerjinin pozitif olduğu süperiletkenlerdir. 𝜆𝐿 ≫ 𝜉 ise süperiletken ikinci tip(Tip II) 

süperiletken olarak adlandırılır. Bu tip süperiletkenler ise serbest enerjinin negatif olduğu 

süperiletkenlerdir. Abrikosov, GL parametresi olarak bilinen 𝜅 = 𝜆𝐿/𝜉 yardımıyla 

𝜅 < 1/ 2 değerlerine karĢılık gelen süperiletkenlerin birinci tip, 𝜅 > 1/ 2 değerlerine 

karĢılık gelen süperiletkenlerin ikinci tip olduğunu göstermiĢtir.  

Diğer bir sınıf model ise kritik hal modeli adı verilen makroskobik modellerdir. 

Bean modeli, Kim-Anderson modeli sıkça kullanılan modellerdir. Bu modeller 

makroskobik ölçekte uygulanan manyetik alan ve süperakım arasındaki iliĢkiyi sıcaklığa 

bağlı olarak verirler, bu nedenle makroskobik model olarak adlandırılırlar. 

1.2. Literatür ve ÇalıĢmanın Özeti 

Bu çalıĢmada tek boyutlu sıcaklık bağımlı GL modelinin sayısal ve analitik 

yaklaĢımları incelenmiĢ ve elde edilen sonuçların deneysel gözlemlerle uyumluluğu 

incelenmiĢtir. Bu bölümde, öncelikle tek boyutlu GL modeli için özellikle son yıllarda 

yapılan çalıĢmalar sunulmuĢ, daha sonra ise çalıĢmanın bir özeti verilmiĢtir.  

Süperiletkenlerin temel özellikleri ve mevcut matematiksel modeller Kaper (1991), 

Du vd. (1992 ), Chapman vd. (1992)‟de kısa ve öz matematiksel yaklaĢım ile incelenmiĢtir.  

Meissner(1965), yüzeye paralel manyetik alan etkisi altında ince film süperiletkeni 

inceleyerek, 𝐿 film kalınlığı ve 𝜆 nüfuz derinliği olmak üzere film kritik alanını, 𝜅 GL 

parametresi ve 𝐿/𝜆 nın fonksiyonu olarak hesaplamıĢtır. 

Tholfsen ve Meissner (1967) tek bir akı kuantuma sahip izole manyetik akı tüpü 

için GL denklemlerini çözerek, akı tüpünün merkezindeki manyetik alan Ģiddeti ve 

maksimum akı yoğunluğu için yaklaĢımlar vermiĢlerdir. 

Brandt (1997) ve Brandt (1999)‟da eksen yönünde uygulanan manyetik alan 

etkisinde süperiletken disk ve silindir için GL modeli ve makroskobik modeller yardımıyla 

homojen ve homojen olmayan süperiletkenlerin fiziksel karakteristiklerini incelemiĢtir. 
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Schmid (1966), zaman-bağımlı Ginzburg-Landau modelini geliĢtirerek 

süperiletkenlerin elektromanyetik özelliklerinin incelenmesini sağlamıĢtır.    

Kwong(1995), tek boyutlu GL sistemi için simetrik problemin dallanma eğrilerini 

ve bu eğrilere bağlı olarak çözümlerin sayısı ile ilgili olarak teorik ve sayısal bazı 

özellikleri incelemiĢtir. Aftalion ve Troy (1999), çözümlerin sayısı ilgili analizleri 

geliĢtirmiĢ ve GL parametresi 𝜅 ve süperiletken materyal kalınlığı 𝐿 parametrelerine bağlı 

olarak çözüm bölgeleri ve simetri özellikleri incelemiĢtir. 

Aftalion (1997), tek boyutlu GL modelini 𝜅‟nın büyük değerleri için inceleyerek 

çözümlerin varlığını ve GL fonksiyonelini minimize eden çözümlerin 𝜅 → ∞ için 

yakınsaklığını araĢtırmıĢtır. 

Asimptotik açılım yardımıyla, normal çözümden çatallanan süperiletken çözüm 

varlığı ve bu çözümlerin 𝜅 GL parametresi ve 𝐿 süperiletken materyal kalınlığına bağlı 

davranıĢları Aftalion ve Chapman (2000) tarafından çalıĢılmıĢtır. 

Zharkov (2001), 𝑅 yarıçaplı uzun silindirik bir süperiletken numune için GL 

sistemini 𝑅 , 𝜅, 𝐻 ve sistemin toplam girdap sayısı 𝑚 parametresine bağlı olarak analiz 

etmiĢ, faz geçiĢi ve histerisiz olayının söz konusu parametrelere bağımlılığını incelemiĢtir. 

Ayrıca Zharkov (2002), 2𝐿 kalınlıklı süperiletken film için GL sistemini 𝐿, 𝜅 ve 𝐻 

parametrelerine bağlı olarak analiz etmiĢtir.  

II. tip süperiletkenlerde girdap çivileme olayını modelleyen Bean ve Kim modeli 

baĢarılı sonuçlar vermiĢtir. Ayrıca manyetik zorlanım(magnetistriction) Bean ve Kim 

modeli kapsamında incelenmiĢtir(Johansen vd. 1998). Üstel model ise yüksek kritik 

sıcaklık süperiletkenlerinin özelliklerini incelemek için çalıĢılmaktadır(Karasik, Vasiliev 

1970). 

Süperiletkenler için Virial teoremi Doria (1989)‟da elde edilmiĢ ve daha sonra 

Klein ve Pöttinger (1991)‟de de analiz edilmiĢtir. Dolayısıyla Virial teoremi fiziksel 

anlamlı çözümü elde etme noktasında katkı sağlamaktadır.  



6 

 

 

Coskun (1994) tez çalıĢmasında ikinci tip süperiletkenler için iki boyutlu GL ve 

TDGL modellerini incelemiĢtir. Tezde teorik olarak çözümlerin özellikleri, kullanılan 

sayısal yöntemlerin kararlılığı ve yakınsaklığı incelenmiĢ, sayısal olarak ise çeĢitli model 

ve algoritmalar geliĢtirilerek sayısal algoritmalar BLOCKCOMM ve CHAMELEON 

rutinleriyle paralelleĢtirilerek, paralel bilgisayarlarda çözülmüĢtür. 

Buraya kadar bahsedilen bütün çalıĢmalar GL sistemlerini boyutsuzlaĢtırmak için 

standart boyutsuzlaĢtırma kümesini kullandıkları için asıl modelde var olan sıcaklık 

parametresi sistemde kaybolmaktadır. Dolayısıyla süperiletkenlerin elektromanyetik 

özellikleri üzerinde en önemli etken olan sıcaklık değiĢimine göre analiz yapmak mümkün 

olmamaktadır. Coskun vd.(2003) farklı bir boyutsuzlaĢtırma kümesi kullanarak asıl 

modelde var olan sıcaklık parametresini koruyan boyutsuz sıcaklık ve zaman bağımlı GL 

sistemini(TTDGL – Temperature and Time Dependent GL) elde etmiĢtir.  Bu çalıĢmada 

TTDGL sisteminin sıcaklık bağımlı özellikleri, girdap dinamiği ve Meissner etkisi 

irdelenmiĢtir.  

Çakır (2006) tez çalıĢmasında kartezyen koordinat sisteminde 𝑦 − 𝑧 düzlemine 

paralel olarak ve 𝑥 − ekseni üzerinde – 𝐿 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 bölgesine yerleĢtirilen ince film 

süperiletkenin pozitif 𝑧 −ekseni yönünde film yüzeyine paralel olarak uygulanan manyetik 

alan etkisi altındaki termal ve elektromanyetik özelliklerini GL modelleri yardımıyla analiz 

etmiĢtir.  

Biz ise bu çalıĢmada öncelikle Kwong (1995), Aftalion ve Troy(1999) tarafından 

incelenen sıcaklık parametresini barındırmayan bir boyutlu GL sisteminin simetrik 

çözümlerinin sayısı için yaptığı analizleri sıcaklık parametresinin korunduğu GL sistemi 

için geniĢleterek, çözümlerin sayısının sıcaklık parametresi 𝜏‟ya göre değiĢimleri, çözüm 

bölgelerinin sıcaklığa bağlı değiĢimi ve çözümlerin baĢlangıç değerlerinin pertürbasyonuna 

göre kararlılığını inceliyoruz.  

Daha sonra bir boyutlu GL sisteminin özdeğer ve özfonksiyonlarını, normal hale 

yakın komĢuluktaki çözümlerin davranıĢlarını farklı yöntemlerle inceliyoruz. 
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Ayrıca, Çakır (2006)‟ın tez çalıĢmasında dikdörtgen prizma biçimindeki 

süperiletkenler için yaptığı analizleri, silindir biçimindeki süperiletkenler için 

geniĢletiyoruz. 

ÇalıĢmada Kesim 2.1, Kesim 2.2 ve alt bölümlerinde bir boyutlu stasyoner 

GL(SGL) problemi için simetrik çözümlerin sayısı, çözümlerin sayısının sıcaklık 

parametresi 𝜏‟ya göre değiĢimleri, çözüm bölgelerinin sıcaklığa bağlı değiĢimi ve 

çözümlerin baĢlangıç değerlerinin pertürbasyonuna göre kararlılığını inceliyoruz.  

Kesim 2.3‟te normal hale yakın komĢulukta bir regüler Sturm-Liouville problemine 

dönüĢen GL problemini irdeliyoruz. Bu bölümün alt bölümlerinde regüler Sturm-Liouville 

teorisinden bilinen bazı önemli sonuçları, GL problemi için bu sonuçların doğruluğunu 

gösterdikten sonra, GL probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarını sayısal ve yaklaĢık 

analitik çözümler olarak elde ediyoruz. Ayrıca 𝜅 Ginzburg-Landau parametresinin büyük 

değerleri için pertürbasyon problemi olarak GL problemini ele alıyoruz. 

Kesim 2.4‟te süperiletken silindir için tek boyutlu GL modellerini ve bunlarla ilgili 

teorik sonuçları ifade ediyoruz. 

Kesim 2.5‟te süperiletken silindir için normal hale yakın komĢuluktaki çözümleri 

Kesim 2.3‟ün paralelinde inceliyoruz. 

Kesim 2.6‟da ise süperiletken silindir için sıcaklık ve zaman bağımlı GL 

probleminin zamana ve sıcaklığa bağlı değiĢimini inceliyoruz. Bu kapsamda histeritik 

davranıĢları, uygulanan manyetik alan Ģiddetinin ve sıcaklığın histeritik davranıĢa 

etkilerini, Josephson eklemlerini ve Josephson eklemlerinin histeritik davranıĢa etkilerini 

araĢtırıyoruz. Ayrıca farklı yarıçapa sahip süperiletkenler için histeritik bölgeleri ve faz 

geçiĢ bölgelerini iki parametre değiĢimine göre analiz ediyoruz.  

Kesim 2.7‟de ise analizi aĢırı bilgisayar sistem kaynağı gerektiren ve yarı-sonsuz 

bölgede Meissner (1967)‟da da incelenen problem, paralelleĢtirmek suretiyle Fakültemiz 

Bilgisayar laboratuarında bulunan 20 adet bilgisayar üzerinde MPI sistemini kullanan ve 

Argonne National Laboratory‟de geliĢtirilen MPICH2 ara yüzü kullanılmak suretiyle 

paralelleĢtirilen ilgili problemin simülasyon sonuçları kısa zaman diliminde elde edilmiĢtir.  



 

 

 

 

 

2. YAPILAN ÇALIġMALAR, BULGULAR VE ĠRDELEME 

2.1. Film Tabaka Ġçin GL Modelleri 

Bu bölümde dikdörtgen prizma biçiminde ince bir süperiletken film(tabaka) göz 

önüne alıyoruz. ġekil 2‟de gösterildiği gibi süperiletkenin 𝑦 ve 𝑧 yönündeki boyutunun 𝑥 

yönündeki boyutuna oranla oldukça büyük olduğunu kabul ediyoruz. 

 

ġekil 2. Süperiletken dikdörtgenler prizmasının geometrisi 

Ayrıca süperiletkenin pozitif 𝑧-yönünde film yüzeyine paralel olarak 𝑯 =  0,0, 𝐻  

manyetik alanı etkisinde olduğunu kabul ediyoruz.  

Coskun(2003)‟da kullanılan boyutsuz parametreler yardımıyla yukarıda belirtilen 

numune ve yüzeye paralel manyetik alan etkisi altında Gibbs enerji fonksiyoneli 

𝐺𝜏 𝜓, 𝐴 =    𝐴2 +
1

2
𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥

𝐿

−𝐿

 
(1)  

olarak elde edilebilir. Burada 𝜓 söz konusu konfigürasyon için reel değerli olarak kabul 

edilebilen ve karesi süperelektron yoğunluğunu veren ve daha çok London modelinde 

düzen parametresi olarak bilinen tek değiĢkenli bir fonksiyon, 𝑨 =  0, 𝐴, 0  vektör 

potansiyel, 𝜅 =
𝜅0

1+𝜏2
  GL parametresi, 𝑇 numunenin bulunduğu ortam sıcaklığı, 𝑇𝑐  
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numuneye özgü kritik sıcaklık olmak üzere 𝜏 =
𝑇

𝑇𝑐
,  [0,1] aralığında değer alan boyutsuz 

sıcaklık parametresi ve 2𝐿 ise film kalınlığıdır. Enerji fonksiyoneline ait Euler-Lagrange 

denklemleri 
𝛿𝐺

𝛿𝐴
= 0,

𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 0 veya açık olarak 

𝜓′′ = 𝜅2 𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓, −𝐿 < 𝑥 < 𝐿 

𝐴′′ = 𝐴𝜓2 

𝜓′ −𝐿 = 𝜓′ 𝐿 = 0, 𝐴′ −𝐿 = 𝐴′ 𝐿 = 𝐻 
(2)  

ifade edilir. Bu çalıĢmada (2) sistemi kısaca SGL(Stasyoner GL) olarak adlandırılacaktır. 

Ayrıca (1) enerji fonksiyonelini minimize eden sıcaklık ve zaman bağımlı GL modeli ise 

Kaper(1991)‟ı takip ederek 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝜓′′ + 𝜅2 1 − 𝐴2 − 𝜓2 − 𝜏2 𝜓, −𝐿 < 𝑥 < 𝐿 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= 𝐴′′ − 𝐴𝜓2 

𝜓′ −𝐿 = 𝜓′ 𝐿 = 0, 𝐴′ −𝐿 = 𝐴′ 𝐿 = 𝐻 (𝑠ı𝑛ı𝑟 ş𝑎𝑟𝑡𝑙𝑎𝑟ı) 

𝜓 𝑥, 0 = 𝜓0 𝑥 ; 𝐴 𝑥, 0 = 𝐴0 𝑥   (𝑏𝑎ş𝑙𝑎𝑛𝑔ıç ş𝑎𝑟𝑡𝑙𝑎𝑟ı) 

(3)  

Ģeklinde ifade edilebilir. Bu sistem ise kısaca TTDGL(sıcaklık ve zaman bağımlı GL 

modeli) olarak adlandırılacaktır. 

Sırasıyla (1) ve (3) ile verilen SGL ve TTDGL modellerinin literatürde çalıĢılan 

klasik modellerden farkı boyutsuz sıcaklık parametresini içermeleridir. Süperiletken film 

ile ilgili GL modellerinin sayısal analizi ve çözümlerin bazı teorik özellikleri değiĢen 

𝜅, 𝐻, 𝜏 ve 𝐿 parametre değerleri için Çakır(2006)‟da incelenmiĢtir.  

Bu çalıĢmada Çakır(2006)‟da incelenmeyen SGL sistemin pozitif çözümlerinin 

sayısı ve kararlılığı detaylı olarak incelenmekte ve ayrıca özel ve fiziksel anlamlı bazı 

durumlarda çözümler asimptotik yaklaĢım yöntemleri yardımıyla elde edilmektedir. Ayrıca 

en güncel bilgisayarlarda bile simülasyonu çok uzun zaman gerektiren problemler için 

paralel hesaplama yöntemleri kullanılmak suretiyle SGL ve TTDGL sistemi 

paralelleĢtirilerek KTÜ Fen Edebiyat Fakültesi, “Lab1” isimli bilgisayar laboratuarı paralel 

hesaplama ortamına dönüĢtürülmek suretiyle baĢarılı paralel çözümler elde edilmiĢtir. 

Ayrıca homojen ve inhomojen silindirik numuneler için TTDGL modeli düzenlenerek 
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sıcaklık bağımlı histeritik davranıĢlar, Josephson eklemleri ve eklemlerin histerisiz 

üzerindeki etkileri incelenmiĢtir.  

2.2. Yardımcı Stasyoner GL Modeli ve Eğik AtıĢ Yöntemi 

Verilen 𝜅, 𝐻, 𝐿, 𝜏 için SGL sistemini göz önüne alalım. SGL sisteminin simetrik ve 

asimetrik(simetrik olmayan) olarak adlandırılan iki çeĢit çözümler sınıfı mevcuttur. 

Simetrik çözüm, A‟nın tek ve 𝜓‟nin çift olduğu ve SGL sistemini ilgili sınır Ģartları ile 

birlikte sağlayan çözümdür. Simetrik olmayan çözüm ise 𝜓′  0 ≠ 0 Ģartını sağlayan 

çözümdür. Ayrıca sistemin pozitif ve pozitif olmayan çözümleri mevcuttur. Bu çalıĢmada 

∀𝑥 ∈  −𝐿, 𝐿  için 𝜓 ≥ 0 eĢitsizliğini sağlayan simetrik çözümler, bu simetrik çözümlerin 

sayısı ve kararlılığı 𝜏 sıcaklık parametresine bağlı olarak incelenmektedir.  

Bir sınır değer problemi olarak SGL sisteminin aĢikâr çözümleri, normal çözüm 

olarak adlandırılan 

𝜓 𝑥 = 0, 𝐴 𝑥 = 𝐻𝑥 + 𝑐 , 𝑐 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 , ∀𝑥 ∈  −𝐿, 𝐿  
 

çözümü ile süperiletken çözüm olarak adlandırılan  

𝜓 𝑥 =  1 − 𝜏2, 𝐴 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈  −𝐿, 𝐿  

çözümüdür. Ancak, ilginç olan problem, SGL sisteminin verilen parametre değerleri için 

aĢikâr olmayan çözümlerinin sayısını ve fiziksel anlam ifade eden çözümün belirlenmesi 

ve kararlılığının araĢtırılmasıdır.   

𝜏 = 0 durumu için Kwong(1995), SGL sisteminin simetrik çözümlerinin sayısını 

incelemiĢ olup, pozitif simetrik çözümlerin birden fazla olduğunu dallanma analizi 

yardımıyla göstermiĢtir.  Aftalion ve Troy(1999) ise Ginzburg Landau parametresi 𝜅 ve 

süperiletken film kalınlığı 𝐿 parametreleri için 𝜅 − 𝐿 düzleminde çözümlerin sayısını 

gösteren bölgeleri elde ederek ve bu çözümlerin uygulanan manyetik alan Ģiddetine göre 

kararlığını incelemiĢtir. 

 −𝐿, 𝐿  aralığında incelenen SGL problemi yerine, simetrik çözümlerle 

ilgilendiğimiz için  0, 𝐿  aralığında  𝜓, 𝐴  bileĢenlerini elde ederek,  −𝐿, 𝐿  aralığında 
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simetrik çözümü geniĢletebiliriz. Simetrik çözüm yukarıda belirtildiği üzere, 𝜓‟nin çift 

yani, 

𝜓 −𝑥 = 𝜓 𝑥 , 𝑥 ∈  0, 𝐿  

𝐴‟nın ise tek, yani 

𝐴 −𝑥 = −𝐴 𝑥 , 𝑥 ∈  0, 𝐿  

olduğu çözüm olarak tanımlanmaktadır. Bu durumda doğal olarak 𝐴 0 = 0 olmalıdır. O 

halde simetrik çözüm  

𝜓′′ = 𝜅2 𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓 

𝐴′′ = 𝐴𝜓2 

𝐴 0 = 𝜓′ 0 = 𝜓′ 𝐿 = 0, 𝐻 = 𝐴′ 𝐿  
(4)  

sistemini sağlayan çözümdür. (4) sistemini yardımcı stasyoner Ginzburg-Landau(YSGL) 

sistemi olarak adlandıralım. 

YSGL sistemi SGL sisteminden önemli bir yönüyle farklıdır: SGL sisteminin 

çözümü verilen 𝐿, 𝜅, 𝜏 ve 𝐻 için (2) sistemini ilgili sınır Ģartları ile sağlayan çözümdür. Bu 

durumda sistemin aĢikâr çözümü dıĢında hiçbir çözümü olmayabilir. Oysa YSGL 

sisteminde ise verilen 𝐿, 𝜅, 𝜏 için (4) sistemi çözülmekte ve 𝐻 uygulanan manyetik alan 

Ģiddeti 𝐴′ 𝐿  olarak kabul edilmektedir.  

Verilen 𝜅, 𝐿 ve 𝜏 parametreleri için YSGL sınır değer problemi eğik atıĢ yöntemiyle 

çözülebilir. Bunun için 𝛽 ∈  0,  1 − 𝜏2 , 𝛼 > 0 olmak üzere 

𝜓′ 0 =  𝜓′ 𝐿 = 0, 𝐴 0 = 0, 𝐻 = 𝐴′ 𝐿  

 

(5)  

sınır Ģartları yerine 

𝜓 0 = 𝛽, 𝜓′ 0 = 0, 𝐴 0 = 0, 𝐴′ 0 = 𝛼 
 

(6)  

baĢlangıç Ģartlarını yazalım. Ayrıca (4) sistemini 
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𝜓1
′ = 𝜓2

𝜓2
′ = 𝜅2 𝐴1

2 + 𝜓1
2 + 𝜏2 − 1 𝜓1

𝐴1
′ = 𝐴2

𝐴2
′ = 𝐴1𝜓1

2

𝜓1 0 = 𝛽, 𝜓2 0 = 0, 𝐴1 0 = 0, 𝐴2 0 = 𝛼

 

Ģeklinde birinci mertebeden diferensiyel denklem sistemi olarak yazalım. Bu sistemi 

birinci mertebeden YSGL sistemi(BYSGL) olarak adlandıralım. YSGL sistemi için 

aĢağıdaki teorem Kwong(1995) tarafından ifade ve ispat edilmiĢtir.  

Teorem 1 Verilen 𝛽 > 0 için  𝜓 𝛼, 𝛽 , 𝐴 𝛼, 𝛽   ikilisi YSGL sistemini sağlayacak 

biçimde tek bir 𝛼 = 𝛼 𝛽  mevcuttur. 

2.2.1. Dallanma Eğrisinin Elde EdiliĢ Yöntemi 

 Verilen 𝜅, 𝐿, 𝜏 parametrelerine ait dallanma eğrisini elde etmek için 𝛼 

parametresini eğik atıĢ parametresi olarak kullanıyoruz. Diğer bir deyimle verilen her bir 𝛽 

için tahmini bir 𝛼 ile baĢlayarak 𝜓 fonksiyonu 𝜓′  𝐿 = 0 Ģartını sağlayana kadar 𝛼 

değerlerini değiĢtiriyoruz. Bulunan bu 𝛼 değerine karĢılık elde ettiğimiz 𝐴 fonksiyonu için 

𝐴′ 𝐿 ‟yi süperiletken filme dıĢarıdan uygulanan 𝐻 manyetik alanı olarak kabul ediyoruz. 

Böylece verilen 𝛽 değerlerine karĢılık elde ettiğimiz 𝐻 değerleri için 𝛽 𝐻  dallanma 

eğrisini elde ediyoruz. 

BYSGL sisteminin çözümlerini 𝜓 𝑥; 𝛽, 𝛼  ve 𝐴 𝑥; 𝛽, 𝛼  ile gösterelim. (5) sınır 

koĢulları altında YSGL sisteminin çözümlerinin pozitif ve sonlu olduğunu biliyoruz. 

Ancak, (6) baĢlangıç koĢulları altında 𝜓 𝑥; 𝛽, 𝛼  çözümlerinin pozitif ya da sonlu 

olduklarını artık garanti edemiyoruz. (Kwong, 1995, 𝜏 = 0) 

2.2.2. SGL Sisteminin Özellikleri 

Bu bölümde ilk olarak SGL ve TTDGL sistemlerini çözmek için kullandığımız 

sayısal yöntemlerin doğruluğunu kontrol etmek için Virial teoremini ifade ederek bu 

teorem yardımıyla tek boyutlu model için elde ettiğimiz bazı teorik sonuçları ifade 

ediyoruz.  Ġkinci olarak simetrik çözümlerin varlığı ve sayısı ile ilgili teorik sonuçları 
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veriyoruz. Ayrıca Sturm-KarĢılaĢtırma teoremi yardımıyla çözümlerin sıcaklık bağımlı 

özelliklerini inceliyoruz. 

Bu amaçla öncelikle süperiletkenler için Virial teoremini ifade edelim. 

Teorem 2 (Virial Teoremi)(Klein,1991) 

Denge konumunda kinetik enerji 𝐹𝑘 =
1

𝐿
   

𝜓 ′

𝜅
 

2

+ 𝐴2𝜓2 𝑑𝑥
𝐿

0
,  0,0, 𝐻  uygulanan 

dıĢ manyetik alan etkisi altında manyetik alan enerjisi 𝐹𝑕 =
1

𝐿
  𝐴′ 2𝑑𝑥

𝐿

0
 ve ortalama nüfuz 

eden manyetik alan < 𝐵 > =
1

𝐿
 𝐴′𝑑𝑥

𝐿

0
=

1

𝐿
 𝐴 𝐿 − 𝐴 0   olmak üzere   

𝐻 < 𝐵 > =
1

2
 𝐹𝑘 + 2𝐹𝑕    

bağıntısı sağlanır.  

Öncelikle süperiletken ve normal konumda bu bağıntının geçerli olduğu açıktır. 

Süperiletken konumda 𝜓 =  1 − 𝜏2, 𝐴 = 0 olup 𝐵 = 𝑐𝑢𝑟𝑙 𝐴 özdeĢ olarak sıfırdır ve 

bağıntı sağlanır. Normal konumda ise 𝜓 = 0, 𝐴 = 𝐻𝑥 + 𝑐 olup bağıntının sağlandığı yine 

görülür.    

Ġlk olarak Virial teoremi yardımıyla tek boyutlu model için elde ettiğimiz sonuçları 

ifade edelim.  

Önerme 1 𝐺𝑚𝑖𝑛  enerji fonksiyonelinin minimum değeri olmak üzere 

𝐺𝑚𝑖𝑛 =   −
1

2
𝜓4 +  𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥

𝐿

0

 

olarak elde edilir. 

Ġspat (4) ile verilen YSGL sistemindeki 

𝜓′′

𝜅2
=  𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓 

denklemi 𝜓 ile çarpılıp integrali alınmak suretiyle 
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𝜓′′ 𝜓

𝑘2
𝑑𝑥

𝐿

0

=   𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓2𝑑𝑥
𝐿

0

 

elde edilir. EĢitliğin sol tarafındaki integral için kısmi integrasyon sınır değerleri 

yardımıyla uygulanırsa 

 𝜓
′𝜓

𝜅2
 

0

𝐿

−   
𝜓′

𝜅
 

2

𝑑𝑥
𝐿

0

=   𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓2𝑑𝑥
𝐿

0

 

   
𝜓′

𝜅
 

2

+ 𝐴2𝜓2 𝑑𝑥
𝐿

0

=    1 − 𝜏2 𝜓2 − 𝜓4 𝑑𝑥
𝐿

0

 

 

(7)  

elde edilir. GL minimizer (7) denklemini sağlar. (7) eĢitliği 𝐺 𝜓, 𝐴  enerji fonksiyonelinde 

yerine yazılırsa, minimum enerjinin 

𝐺𝑚𝑖𝑛 =    𝜏2 − 1 𝜓2 +
1

2
𝜓4 +  1 − 𝜏2 𝜓2 − 𝜓4 +  𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥

𝐿

0

=   −
1

2
𝜓4 +  𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥

𝐿

0

 

olduğu elde edilir. ■ 

Önerme 2 Verilen 𝜏 için   𝜓, 𝐴  SGL sisteminin çözümü olmak üzere 

1

𝐿
   𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥

𝐿

0

≤ 0 

eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat Virial teoreminden 

𝐻

𝐿
 𝐴′𝑑𝑥

𝐿

0

=
1

2𝐿
   

𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 + 2 𝐴′ 2 
𝐿

0

𝑑𝑥 

yazabiliriz. Buradan 
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1

𝐿
   𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥

𝐿

0

=
1

𝐿
   𝐴′ 2𝑑𝑥

𝐿

0

−    
𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 + 2 𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

 

= −
1

𝐿
   

𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 +  𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

≤ 0 

elde edilir. ■ 

Sonuç 1 𝑔𝑠𝑕  uygulanan alan etkisi toplam enerji, 𝑔𝑛0 ise uygulanan alanın olmadığı 

normal durumdaki enerji olmak üzere denge konumunda 

𝐺𝑚𝑖𝑛 = 𝑔𝑠𝑕 − 𝑔𝑛0 < 0 

dır.  

Sonuç 2 Virial teoreminden 

   𝐴′ 2 − 2𝐴′𝐻 𝑑𝑥
𝐿

0

= −   
𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 +  𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

 

⇒   𝐴′ − 𝐻 2𝑑𝑥
𝐿

0

= 𝐻2𝐿 −    
𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 +  𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

≥ 0 

olduğundan  

   
𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 +  𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

≤ 𝐻2𝐿 

dir.  

 

Sonuç 3 Sonuç 2‟den 

   
𝜓′

𝑘
 

2

+ 𝐴2𝜓2 +  𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

≤ 𝐻2𝐿 

olduğundan  
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0 ≤   
𝜓′

𝑘
 

2

𝑑𝑥
𝐿

0

≤    
𝜓′

𝑘
 

2

+  𝐴′ 2 𝑑𝑥
𝐿

0

≤ 𝐻2𝐿 −  𝐴2𝜓2
𝐿

0

𝑑𝑥 ≤ 𝐻2𝐿 

olup  

0 ≤   𝐴′ 2𝑑𝑥
𝐿

0

≤ 𝐻2𝐿 ⇒  𝐴′ 2 ≤ 𝐻 𝐿 

elde edilir. 

Sonuç 4 (4) ile verilen YSGL sistemindeki 

𝐴′′ = 𝐴𝜓2 

denkleminin integrali alınmak suretiyle 

 𝐴′′ 𝑑𝑥
𝑥

0

=  𝐴𝜓2𝑑𝑥
𝑥

0

 

𝐴′ 𝑥 = 𝐴 0 +  𝐴𝜓2𝑑𝑥
𝑥

0

 

elde edilir. YSGL için 𝐴, 𝜓 ≥ 0 olduğunu ve Önerme 4‟den 𝐴 0 ≥ 0 olduğunu biliyoruz. 

Dolayısıyla 𝐴′ 𝑥 ≥ 0 elde edilir. 

Buraya kadar Virial teoremi yardımıyla elde edilen teorik sonuçları verdik. AĢağıda 

simetrik çözümlerin varlığı ve sayısı için Kwong(1995), Aftalion ve Troy(1999) tarafından 

incelenen sıcaklık parametresini içermeyen SGL sistemi için elde edilen sonuçları sıcaklık 

parametresinin korunduğu sıcaklık bağımlı SGL sistem için geniĢletelim.  

Teorem 3 (Sturm KarĢılaĢtırma Teoremi) 

 𝑦(𝑥) ve 𝑌(𝑥) fonksiyonları sırasıyla 

𝑦′′ = 𝑞 𝑥 𝑦, 𝑌′′ = 𝑄 𝑥 𝑌, 𝑥 ∈  𝑐, 𝑑  

ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin çözümleri ve  
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𝑞 𝑥 ≤ 𝑄 𝑥 , 𝑞 𝑥 ≢ 𝑄 𝑥 ,
𝑦′ 𝑐 

𝑦 𝑐 
≤

𝑌′ 𝑐 

𝑌 𝑐 
 

olsun. Bu takdirde  

𝑦′ 𝑑 

𝑦 𝑑 
≤

𝑌′ 𝑑 

𝑌 𝑑 
 

dir. Sonuç olarak (𝑐, 𝑑) aralığında 𝑦, 𝑌 den daha hızlı salınım yapar(dolayısıyla aĢağıya 

doğru daha hızlı eğilir). Üstelik eğer 

𝑦 𝑐 ≤ 𝑌 𝑐  

ise  

𝑦 𝑑 < 𝑌 𝑑  𝑣𝑒 𝑦′ 𝑑 < 𝑌′ 𝑑  

dir. 

Önerme 3 Sabit 𝑥 ve 𝜏 için YSGL probleminde elde edilen  

𝜓𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽 , 𝜓𝜏
′  𝑥; 𝛼, 𝛽 , 𝐴𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽  ve 𝐴𝜏

′  𝑥; 𝛼, 𝛽  değerler pozitif ve sonlu olduğu sürece 

𝛼 ve 𝛽‟ya göre kesin artandır.  

Ġspat 𝛼 < 𝛼 , 𝛽 < 𝛽  olduğunu kabul edelim. Kolaylık açısından 

𝜓𝜏 = 𝜓𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽 , 𝜓 𝜏 = 𝜓𝜏 𝑥; 𝛼 , 𝛽   ve 𝐴𝜏 = 𝐴𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽 , 𝐴 
𝜏 = 𝐴𝜏 𝑥; 𝛼 , 𝛽   olarak 

gösterilsin. 

Bu takdirde 𝑥 > 0 ve 𝑥 sıfıra yeteri kadar yakın ise çözüm bileĢenlerinin 

sürekliliğinden  

𝜓𝜏 < 𝜓 𝜏  ve 𝐴𝜏 < 𝐴 
𝜏  

 

(8)  

dir. Eğer bu eĢitsizlik tüm 𝑥‟ler için doğru ise ispat tamamlanmıĢ olur. Aksine bir 𝑑 < 𝐿 

olduğunu kabul edelim öyle ki tüm 𝑥 ∈  0, 𝑑  için (8) sağlansın fakat 𝜓 𝜏 𝑑 = 𝜓𝜏 𝑑  veya 

𝐴 
𝜏 𝑑 = 𝐴𝜏 𝑑  olsun.  
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 0, 𝑑  aralığında (4) denklemlerinin sağ tarafları için 𝜓𝜏  ve 𝐴𝜏‟nın katsayıları 𝜓 𝜏  ve 

𝐴 
𝜏‟nin katsayılarından daha küçüktür. Sturm karĢılaĢtırma teoremine göre 𝜓𝜏  ve 𝐴𝜏 , 𝜓 𝜏  ve 

𝐴 
𝜏‟ye göre daha hızlı salınım yapar. Dolayısıyla 𝜓𝜏 𝑑 < 𝜓 𝜏 𝑑  ve 𝐴𝜏 𝑑 < 𝐴 

𝜏 𝑑  dir. 

Yani varsayım yanlıĢtır. ■ 

Önerme 4 Herhangi 𝜏 ∈  0,1  ve 𝛽 𝜏 ∈  0,  1 − 𝜏2  için tek bir 𝛼 = 𝛼 𝛽, 𝜏 > 0 

vardır öyle ki  𝜓𝜏 𝑥; 𝛼 𝛽 , 𝛽 , 𝐴𝜏 𝑥; 𝛼 𝛽 , 𝛽   çifti SGL sınır değer probleminin tek bir 

çözümüdür. 

Ġspat Önerme 3‟e göre 𝜓𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽 , 𝐴𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽  fonksiyonları 𝛼, 𝛽‟ya göre kesin 

artan olduğundan çözümün tekliği önerme 3‟ün bir sonucudur. Varlık ise bir eğik atıĢ 

argümanı ile gösterilebilir.  

𝛼 = 0 seçilirse 𝜓𝜏 𝑥; 0, 𝛽  fonksiyonu 𝑥‟in azalan bir fonksiyonudur. Böylece 𝜓 

fonksiyonu 𝐿 ye ulaĢmadan önce 𝑥 eksenini keser veya 𝜓𝜏
′  𝐿; 0, 𝛽 < 0 olur.  

Eğer 𝛼 yeteri kadar büyük seçilirse 𝜓𝜏 𝑥; 𝛼, 𝛽 ‟ya baĢlangıçta sonlu bir noktada 

büyük bir sıçrama yapacak ya da 𝜓𝜏
′  𝐿; 𝛼, 𝛽 > 0 olacaktır.  

Bu takdirde süreklilikten dolayı 𝜓𝜏
′  𝐿; 𝛼, 𝛽 = 0 sağlanacak Ģekilde bir 𝛼 değeri 

vardır. 

Ayrıca 𝛼 > 0 olması gerektiği de kolayca gösterilebilir: Aksine verilen 𝜏 ve 𝛽 için 

𝛼 𝛽, 𝜏 < 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝑥 = 0 noktasının küçük bir 

komĢuluğunda süreklilikten dolayı 𝐴 𝑥 < 0 ve (4) denkleminden 𝐴′′ < 0 dır. Bu 

durumda pozitif bir 𝐻 için 𝐻 = 𝐴′ 𝐿  sağlanması için belirli bir 𝑥 noktasından sonra 𝐴‟nın 

artmaya baĢlaması gerekir. 𝐴‟nın azalan olduğu en geniĢ alt aralığı  0, 𝑥∗ , 𝑥∗ < 𝐿 ile 

gösterelim. Bu aralıkta 𝐴 < 0, 𝐴′ < 0 ve (4)‟den 𝐴′′ < 0 dır.  Bu durumda 𝑥∗ yerel 

minimum nokta olmalıdır. Bu ise  𝐴′′  𝑥∗ < 0 olması ile çeliĢir.  ■ 

Önerme 5 Önerme 4‟de belirtilen 𝛼 𝛽𝜏 : 𝛽𝜏 → 𝛼𝜏  sürekli azalan bir fonksiyondur. 

Ġspat Monotonluk Önerme 3‟ün bir sonucudur. Süreklilik için fonksiyonunun 

görüntü kümesinin sonlu bir aralık üzerinde olduğunu göstermek yeterlidir. Bunu 
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göstermek için görüntü kümesinden iki tane 𝛼1 = 𝛼 𝛽1 < 𝛼2 = 𝛼 𝛽2  elemanı ve 

𝛼1 < 𝛼0 < 𝛼2 elemanın alalım. 𝛼 𝛽0 = 𝛼0 bağıntısını sağlayan bir 𝛽0‟ın  var olduğunu 

göstermeliyiz. 

Önerme 3‟den 

𝜓𝜏
′  𝐿; 𝛽1, 𝛼0 > 𝜓𝜏

′  𝐿; 𝛽1, 𝛼1  

𝜓𝜏
′  𝐿; 𝛽2, 𝛼0 < 𝜓𝜏

′  𝐿; 𝛽2, 𝛼1  

dir. Böylece bir 𝛽0 ara değeri vardır öyle ki 𝜓′ 𝐿; 𝛽0, 𝛼0 = 0 sağlanır. ■ 

Yukarıda verdiğimiz önermelerin doğruluğu 𝜅 = 0.5, 𝐿 = 0.5, 𝜏 = 0 parametre 

değerleri için aĢağıda Tablo 1 ve ġekil 3‟de gösterilmiĢtir. Tablo 1‟e bakıldığında seçilen 

her 𝛽 değeri için bir 𝛼 değeri elde edildiği ve 𝛼 değerlerinin 𝛽‟nın azalan fonksiyonu 

olduğu görülmektedir. Ayrıca 𝛼 = 𝛼 𝛽  azalan fonksiyonunun grafiği ġekil 3‟de 

gösterilmiĢtir. 

Tablo 1. 𝜅 = 0.5, 𝜏 = 0, 𝐿 = 0.5 için 𝛼 = 𝛼 𝛽  değerleri 

𝛽 𝛼 

0.100000 3.453130 

0.200000 3.398930 

0.300000 3.306135 

0.400000 3.172093 

0.500000 2.992002 

0.600000 2.757820 

0.700000 2.455429 

0.800000 2.056724 

0.900000 1.488989 

1.000000 0.005000 

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5





ġekil 3. 𝜅 = 0.2, 𝐿 = 1 için 𝛼 𝛽 : 𝛽 → 𝛼 fonksiyonu 
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2.2.3. Sıcaklık Bağımlı SGL Sistem Ġçin Simetrik Çözümlerin Sayısı 

Bu bölümde sıcaklık bağımlı SGL sistemin aĢikâr olmayan simetrik çözümlerinin 

sayısını 𝐿, 𝜅 ve 𝜏 parametrelerine bağlı olarak belirliyoruz. Bunun için 𝑕 𝛽, 𝜏  dallanma 

eğrisinin yatay ekseni kaç noktada kestiğini belirlemeye çalıĢacağız. 

Eğer 𝛽 − 𝑕 düzleminde çizilen 𝑕 𝛽, 𝜏  eğrileri için 𝛽 eksenine paralel çizilen 

doğrular dallanma eğrisini tek bir noktada kesiyorsa SGL sisteminin aĢikâr çözümlerden 

baĢka bir çözümü, iki noktada kesiyorsa iki çözümü ve üç noktada kesiyorsa üç 

çözümünün olduğunu biliyoruz. 

Sınır değer probleminin dallanma eğrisi pozitif 𝑕 ekseni ve  

𝛽 → 𝛼 𝛽, 𝜏 → 𝑕 𝛽, 𝜏 = 𝐴′ 𝐿; 𝛼 𝛽, 𝜏 , 𝛽  

bileĢke fonksiyonunun birleĢimidir. SGL sistemi için 𝑕 𝛽, 𝜏  için üç farklı davranıĢ 

gözlemlemekteyiz. 𝜏 = 0 değerine karĢılık gelen ve sıcaklık bağımsız SGL sisteminin 

dallanma eğrileri  𝐿, 𝜅  çiftleri için Aftalion ve Troy(1999) tarafından elde edilmiĢtir. 

ÇalıĢtığımız sıcaklık bağımlı SGL sistemi için bahsedilen çalıĢmayı  𝐿, 𝜅, 𝜏  üçlülerine 

genelleĢtiriyoruz. Ayrıca Aftalion ve Troy(1999)‟da incelenmeyen bir problem olarak 

çözümlerin baĢlangıç değerlerinin pertürbasyonuna göre kararlılığını inceliyoruz.  

Yukarıda bahsedilen tek çözüm, iki çözüm ve üç çözüm bölgelerine ait tipik 

dallanma eğrileri sırasıyla ġekil 4, ġekil 5 ve ġekil 6‟da gösterilmektedir.   

ġekil 4‟te  𝐿, 𝜅, 𝜏 =  0.5,0.4,0  üçlüsü için I. tip bir süperiletkene ait dallanma 

eğrisi görülmektedir. Burada 𝑕𝑠 𝜏 = lim𝛽→0 𝑕 𝛽, 𝜏 ‟dır. Bu dallanma eğrisine sahip 

sistemin tek bir çözüme sahip olduğu açıktır. ġekil 4‟te görülen ve 𝑕𝑠(0)  ile gösterilen 

dallanma eğrisinin maksimum değeri daha çok 𝐻𝑐  notasyonu ile gösterilen kritik manyetik 

alan Ģiddetine karĢılık gelmektedir. 

ġekil 5‟te  𝐿, 𝜅, 𝜏 =  3,0.3,0  üçlüsü için I. tip bir süperiletkene ait dallanma eğrisi 

görülmektedir. Bu dallanma eğrisine sahip sistemin iki çözüme sahip olduğu açıktır. ġekil 

5‟te görülen ve 𝑕   ile gösterilen dallanma eğrisinin maksimum değeri 𝐻𝑐  kritik manyetik 

alan Ģiddetine karĢılık gelmektedir. 
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ġekil 4. 𝜅 = 0.4, 𝐿 = 0.5 için 𝑕 𝛽, 0  eğrisi 

 

 
ġekil 5. 𝜅 = 0.3, 𝐿 = 3 için 𝑕 𝛽, 0 eğrisi 

  

ġekil 6. (a) 𝜅 = 0.9, 𝐿 = 3 için 𝑕 𝛽, 0  eğrisi (b) Uygulan manyetik alan(yatay 

eksen) Ģiddetinin artan değerleri için 𝜓𝑚𝑎𝑥  eğrisi 

ġekil 6 (a)‟da  𝐿, 𝜅, 𝜏 =  3,0.9,0  üçlüsü için ikinci tip bir süperiletkene ait 

dallanma eğrisi görülmektedir. Bu dallanma eğrisine sahip sistemin iki çözüme sahip 

olduğu açıktır. ġekil 6 (a)‟da 𝑕  ile gösterilen dallanma eğrisinin maksimum değeri daha 
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çok 𝐻𝑐2 notasyonu ile gösterilen üst kritik manyetik alan Ģiddetine 𝑕 ile gösterilen 

dallanma eğrisinin yerel minimum değeri daha çok 𝐻𝑐1 notasyonu ile gösterilen alt kritik 

manyetik alan Ģiddetine karĢılık gelmektedir. ġekil 6 (b)‟den de dallanma eğrisinden elde 

edilen değerlerin simülasyon sonucunda elde edilen değerlerle uyumlu olduğu 

görülmektedir. 

Tipik sonuçların sunulduğu ġekil 4, ġekil 5 ve ġekil 6‟ya göre aĢağıdaki sonuçlar 

ifade edilebilir:  

 ġekil 4‟e göre 𝛽 ∈  0,1  için 𝑕 𝛽, 𝜏 , 𝛽 nın azalan bir fonksiyonudur ve 

0 < 𝐻 < 𝑕𝑠 𝜏  ise sistemin bir tek simetrik çözümü vardır. 𝐻 ≥ 𝑕𝑠 𝜏  ise 

sistemin simetrik çözümü yoktur.  

 ġekil 5‟e göre  𝛽 ∈  0,1  için 𝑕 𝛽, 𝜏 , maksimum değer 𝑕  (ki burada 𝑕 ≅

1.1)‟e kadar artan, daha sonra azalan bir fonksiyondur. 𝐻 < 𝑕𝑠 𝜏 ise tek 

simetrik çözüm, 𝑕𝑠 𝜏 < 𝐻 < 𝑕  ise iki simetrik çözüm vardır ve 𝐻 > 𝑕  ise 

simetrik çözüm yoktur. 

 ġekil 6‟ya göre 𝛽 ∈  0,1  için 𝑕 𝛽, 𝜏 , yerel minimum değer 𝑕 ye kadar artan, 

yerel maksimum  𝑕
−

 ye kadar azalan ve daha sonra artan bir fonksiyondur.  

𝐻 < 𝑕 ise tek simetrik çözüm, 𝑕 < 𝐻 < 𝑕𝑠 𝜏  ise üç simetrik çözüm, 𝑕𝑠 𝜏 <

𝐻 < 𝑕  ise iki simetrik çözüm vardır ve 𝐻 > 𝑕  ise çözüm yoktur.  

Görüldüğü gibi 𝜅 ve 𝐿‟nin farklı değerleri için sistemin aĢikâr çözümünden baĢka, 

bir, iki veya üç çözümü olabilmektedir. Bu çözüm davranıĢlarını  𝐿, 𝜅  düzleminde 

gösterebiliriz.  𝐿, 𝜅  düzleminde tek çözümün olduğu noktalar kümesini 𝑆1, iki çözümün 

olduğu noktalar kümesini 𝑆2, üç çözümün olduğu noktalar kümesini ise 𝑆3 bölgesi olarak 

gösterelim. 𝜏 = 0 için bu çözüm noktalarını gösteren bölgeler ġekil 7‟de gösterilmiĢtir.  

 𝐿, 𝜅  düzlemini 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 Ģeklinde üç bölgeye bölen ve ġekil 7‟de gösterilen 

𝜅1 𝐿 , 𝜅2 𝐿 , 𝜅3 𝐿  sürekli fonksiyonu vardır. Bu üç fonksiyonun kesiĢtiği tek bir  𝜅∗, 𝐿∗  

noktası vardır.  ġekil 7‟ye göre aĢağıdakileri sonuçları ifade edebiliriz. 
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ġekil 7. 𝜏 = 0 için 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 bölgeleri 

Bulgular I: 

 𝐿∗ ≅ 1.9, 𝜅1 𝐿
∗ = 𝜅2 𝐿

∗ = 𝜅3 𝐿
∗ ≅ 0.95 = 𝜅∗ 

 lim𝐿→1.16 𝜅1 𝐿 = 0, lim𝐿→∞ 𝜅2 𝐿 = 0.7 = 𝜅2
∗, lim𝐿→∞ 𝜅3 𝐿 = +∞  

 𝜅1 𝐿  fonksiyonu  𝜅1
∗ = 1.16, 𝐿∗  aralığında tanımlıdır ve monoton artan bir 

fonksiyondur. 

 𝜅2 𝐿  fonksiyonu  𝐿∗, ∞  aralığında tanımlıdır ve monoton azalan bir 

fonksiyondur. 

 𝜅3 𝐿  fonksiyonu  𝐿∗, ∞  aralığında tanımlıdır ve monoton artan bir 

fonksiyondur. 

 𝑆1 bölgesinde alınan  𝜅, 𝐿  noktaları için 𝑕 𝛽, 𝜏  eğrileri ġekil 4‟teki gibidir ve 

bir tek simetrik çözüm vardır. 

 𝑆2 bölgesinde alınan  𝜅, 𝐿  noktaları için 𝑕 𝛽, 𝜏  eğrileri ġekil 5‟teki gibidir ve 

iki simetrik çözüm vardır. 

 𝑆3 bölgesinde alınan  𝜅, 𝐿  noktaları için 𝑕 𝛽, 𝜏  eğrileri 6‟daki gibidir ve üç 

simetrik çözüm vardır. 

ġimdi 𝜏 = 0 için elde edilen bu sonuçların 𝜏 ≠ 0 durumunda nasıl değiĢtiğini 

inceleyelim. ġekil 8  (a)‟da 𝜏 = 0.2, (b)‟de 𝜏 = 0.4 (c)‟de 𝜏 = 0.6 ve (d)‟de 𝜏 = 0.8 için 

𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 çözüm bölgeleri ve  𝐿∗, 𝜅∗  noktasının davranıĢı gösterilmiĢtir. 𝜏 = 0 için elde 

edilen sonuçlar 𝜏‟nun artan değerleri için incelendiğinde aĢağıdaki bulgular elde edilmiĢtir.  
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ġekil 8.  (a) 𝜏 = 0.2 (b) 𝜏 = 0.4 (c) 𝜏 = 0.6 (d) 𝜏 = 0.8 için çözüm sayılarını 

gösteren bölgeler(kesikli çizgiler 𝜏 = 0 için çözüm bölgeleri) 

Bulgular II 

 𝐿∗ 𝜏 , 𝜏‟nun artan fonksiyonu, 𝜅∗ ise 𝜏‟dan bağımsızdır. 

lim
𝜏→1

𝐿∗ = 5, lim
𝜏→1

𝜅∗ = 0.95 

 lim𝜏→1 𝜅1
∗ = 4.5, lim𝜏→1 𝜅2

∗ = 0.95  

 𝜅1 𝐿, 𝜏  fonksiyonu  1.2 + 𝜏, 𝐿∗ + 𝜏  aralığında tanımlı ve monoton artandır.  

  𝜅2 𝐿, 𝜏  fonksiyonu  𝐿∗ + 𝜏, ∞  aralığında tanımlı ve monoton azalandır.  

 𝜅3 𝐿, 𝜏  fonksiyonu   𝐿∗ + 𝜏, ∞    aralığında tanımlı ve monoton artandır.  

 𝐴𝑆1
 ile 𝑆1 bölgesinin, 𝐴𝑆2

 ile 𝑆2 bölgesinin ve 𝐴𝑆3
 ile 𝑆3 bölgesinin alanını 

göstermek üzere 𝐴𝑆1
 𝜏  artan, 𝐴𝑆2

 𝜏  ve 𝐴𝑆3
 𝜏  ise birer azalan fonksiyondur. 

Sayısal olarak sonuçlar Tablo 2‟de gösterilmiĢtir. τ sıcaklık değeri arttıkça 

aĢağıda ġekil 8‟de de gösterildiği gibi 𝑆2 bölgesi 𝑆1‟e, 𝑆3 bölgesi ise hem 𝑆1‟e 

hem de 𝑆2‟ye doğru azalmaktadır.  Bu bölgeler arasındaki geçiĢler ġekil 9, 

ġekil 10 ve  ġekil 11‟de bazı parametre değerleri için gösterilmiĢtir.   

 BaĢlangıç değerlerine göre çözümlerin kararlılığı incelendiğinde 𝑆1 

bölgesindeki tek çözümün kararlı çözüm olduğu, 𝑆2 bölgesindeki çözümlerden 

birinin kararlı, diğerinin kararsız olduğu ve 𝑆3 bölgesindeki üç çözümden biri 
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kararsız, diğer ikisinin kararlı olduğu görülmektedir. Kararlılıkla ilgili detaylı 

sonuçlar Kesim 3‟de verilmektedir.  

Tablo 2. Artan sıcaklık değerleri için 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 bölgeleri için alanlar 

 𝐴𝑆1
 𝐴𝑆2

 𝐴𝑆3
 

𝜏 = 0 2.17 2.63 2.20 

𝜏 = 0.2 2.22 2.62 2.16 

𝜏 = 0.4 2.56 2.47 1.97 

𝜏 = 0.6 3.22 2.23 1.52 

𝜏 = 0.8 3.88 1.80 1.32 

 

Ayrıca aĢağıdaki Ģekillerde(ġekil 9, ġekil 10 ve ġekil 11) farklı 𝜅 ve 𝐿 değerleri 

için artan sıcaklık değerlerine karĢılık bölgeler arasındaki geçiĢler için 𝑕 𝛽, 𝜏  dallanma 

eğrilerinin grafikleri verilmiĢtir. ġekil 9‟da 𝑆2 bölgesinden seçilen 𝜅 = 0.9, 𝐿 = 2 

parametre değerleri için 𝑆2 bölgesinen 𝑆1 bölgesine geçiĢ 𝜏 = 0,0.2,0.4,0.6,0.8 sıcaklık 

değerleri için gösterilmiĢtir. Benzer Ģekilde aynı sıcaklık değerleri için ġekil 10‟da 𝑆3 

bölgesinden seçilen 𝜅 = 1.2, 𝐿 = 2.5 için 𝑆3 bölgesinen 𝑆1 bölgesine geçiĢ ve ġekil 11‟de 

𝑆3 bölgesinden seçilen 𝜅 = 0.9, 𝐿 = 3 için 𝑆3 bölgesinen 𝑆2 bölgesine geçiĢ gösterilmiĢtir. 

 
ġekil 9.  Artan sıcaklık değerleri için iki çözümlü bölgeden(𝑆2) tek 

çözümlü bölgeye(𝑆1) geçiĢ (𝜅 = 0.5, 𝐿 = 2) 
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ġekil 10.  Artan sıcaklık değerleri için üç çözümlü bölgeden(𝑆3) 

tek çözümlü bölgeye(𝑆1) geçiĢ (𝜅 = 1.2, 𝐿 = 2.5) 

 
ġekil 11. Artan sıcaklık değerleri için iki çözümlü bölgeden(𝑆2) iki 

çözümlü bölgeye(𝑆2) geçiĢ (𝜅 = 0.9, 𝐿 = 3) 

ġimdi 𝜏 = 0 için ġekil 12‟de tek çözüm, iki çözüm ve üç çözümün olduğu 

bölgelerde alınan noktalar için çözümlerin karakterlerini inceleyelim. Burada baĢlangıç 

değer pertürbasyonuna göre çözümlerin kararlılık durumları incelenmiĢtir. Bu çözümleri 

elde edebilmek için üç farklı yöntem kullanılmıĢtır. 

(Y1) Eğik atıĢ yöntemiyle SGL sistemi çözülmüĢtür. 

(Y2) MATLAB de “ode15s” ile TTDGL sistemi çözülmüĢtür.
1
 

(Y3) Enerji fonksiyoneli 

                                                 
1
 281169 nolu araĢtırma lisansı ile yapılmıĢtır. 
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Ģeklinde yeniden yazılarak enerji fonksiyonelinin kendisi için MATLAB‟de nonlinear least 

square(lsqnonlin) ile minimizasyon yapılarak çözümler elde edilmiĢtir. 

 
ġekil 12. 𝜏 = 0 için çözüm bölgeleri ve bu bölgelerde alınan noktalar 

2.2.4. Sıcaklık Bağımlı SGL Sisteminin Çözümlerinin Kararlılığı  

2.2.4.1. Tek Çözüm Bölgesi ve Kararlılık 

Bu bölümde ġekil 12 „de 𝑆1 ile belirtilen tek çözüm bölgesine ait çözümün 

baĢlangıç değer fonksiyonunun pertürbasyonuna göre kararlılığı incelenmiĢtir.  

Bulgu: 𝑆1 bölgesinin herhangi  𝐿, 𝜅  parametre çiftine karĢılık gelen çözüm için 

enerji global minimumdur ve bu çözüm baĢlangıç değer fonksiyonlarının pertürbasyonuna 

göre kararlıdır.  

AĢağıda, yukarıda bahsedilen üç yöntemin de bu kararlı çözüme yakınsadığı 

gösterilmiĢtir. 𝜏 = 0 için ġekil 12‟de gösterilen tek çözümün olduğu bölgedeki 
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 1,0.2 ,  1.1,0.8 ,  0.2,1.2 ,  2,1.2  parametre çiftleri için dallanma eğrileri ve çözüm 

eğrileri aĢağıdaki gibi olmaktadır.  

 
ġekil 13. 𝜅 = 0.2, 𝐿 = 1 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 14. 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 0.44, 𝐿 = 1 için üç farklı yöntemle elde edilen (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan eğrileri 

 
ġekil 15. 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 0.44, 𝐿 = 1 çözümün kararlılığı 

ġekil 13‟te 𝑆1 bölgesinde alınan  𝜅, 𝐿 =  1,0.2  parametre çifti için elde edilen 

dallanma eğrisi gösterilmiĢtir.  ġekil üzerinde çizilen yatay doğrular dallanma eğrisini tek 

noktada kestiği için tek çözümün var olduğu görülmektedir. 
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ġekil 14‟te 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 0.44, 𝐿 = 1 parametre değerleri için (Y1), (Y2) ve (Y3) 

yöntemleriyle elde edilen çözümlere ait süperelektron yoğunluğu(a) ve nüfuz eden 

manyetik alan(b) eğrileri verilmiĢtir.  ġekil 14 (a) ve (b)‟de (Y1),(Y2),(Y3) yöntemleriyle 

elde edilen çözümlerin aynı denge çözüme yakınsadığı görülmektedir.  

Çözümlerin kararlığı için 𝜓 𝑥, 0  ve 𝐴 𝑥, 0  baĢlangıç fonksiyonlarının 

pertürbasyonuna göre çözüm eğrilerinin davranıĢı incelenmiĢtir.   ġekil 15‟te 𝜓 𝑥, 0 =

1, 𝐴 𝑥, 0 = 0 baĢlangıç değerleri veya bu değerler komĢuluğundaki baĢlangıç değerleri 

için elde edilen tipik bir sonuçtur. Diğer bir deyimle süperiletken konumu temsil eden 

baĢlangıç değerlerin pertürbasyonu ile elde edilen her çözüm ġekil 15‟te belirtilen denge 

çözüme yakınsamaktadır. Ayrıca süperiletkenin normal halini temsil eden 𝜓 𝑥, 0 =

0, 𝐴 𝑥, 0 = 𝑕𝑥 baĢlangıç değerleri veya bu baĢlangıç değerlerin pertürbasyonu ile elde 

edilen her çözüm ġekil 15 de belirtilen denge çözüme yakınsamaktadır.  

Benzer sonuçlar 𝑆1 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  1.1,0.8 ,  𝐿, 𝜅 =  0.2,1.2 ,

 𝐿, 𝜅 =   2,1.2  parametre çiftleri için de elde edilmiĢtir. Bu parametre çiftleri için elde 

edilen dallanma eğrileri (ġekil 16 - ġekil 24) gösterilmiĢtir.  

 
ġekil 16. 𝜅 = 0.8, 𝐿 = 1.1 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 17. 𝜅 = 0.8, 𝐻 = 0.9, 𝐿 = 1.1 için üç farklı yöntemle elde edilen 

(a) süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan 

eğrileri 
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ġekil 18. 𝜅 = 0.8, 𝐻 = 0.9, 𝐿 = 1.1 için çözümün kararlılığı 

ġekil 16 – ġekil 18‟de 𝑆1 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  1.1,0.8  parametre çifti için 

dallanma eğrisi(ġekil 16) ve bu bölgedeki çözümün baĢlangıç değerlerinin 

pertürbasyonuna göre kararlılığını gösteren sonuçlar grafiksel olarak sunulmuĢtur.(ġekil 

17, ġekil 18)  

 
ġekil 19. 𝜅 = 1.2, 𝐿 = 0.2 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 20. 𝜅 = 1.2, 𝐻 = 4, 𝐿 = 0.2 için üç farklı yöntemle elde edilen (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan eğrileri 
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ġekil 21. 𝜅 = 1.2, 𝐻 = 4, 𝐿 = 0.2 için çözümün kararlılığı 

ġekil 19 - ġekil 21‟de 𝑆1 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  0.2,1.2  parametre çifti için 

dallanma eğrisi(ġekil 19) ve bu bölgedeki çözümün baĢlangıç değerlerinin 

pertürbasyonuna göre kararlılığını gösteren sonuçlar grafiksel olarak sunulmuĢtur.(ġekil 

20, ġekil 21) 

 
ġekil 22. 𝜅 = 1.2, 𝐿 = 2 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 23. 𝜅 = 1.2, 𝐻 = 4, 𝐿 = 0.2 için üç farklı yöntemle elde edilen (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan eğrileri 
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ġekil 24. 𝜅 = 1.2, 𝐻 = 1, 𝐿 = 2 için çözümün kararlılığı 

ġekil 22 - ġekil 24‟te ise 𝑆1 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  2,1.2  parametre çifti için 

dallanma eğrisi(ġekil 22) ve bu bölgedeki çözümün baĢlangıç değerlerinin 

pertürbasyonuna göre kararlılığını gösteren sonuçlar grafiksel olarak sunulmuĢtur.(ġekil 

23, ġekil 24) 

Özetle 𝑆1 bölgesindeki parametre değerleri için baĢlangıç değerden bağımsız olarak 

tek bir denge çözüm elde edilmektedir.  

2.2.4.2. Ġki Çözüm Bölgesi ve Kararlılık 

Bu bölümde ġekil 12‟de 𝑆2 ile belirtilen iki çözüm bölgesine ait çözümün baĢlangıç 

değer fonksiyonunun pertürbasyonuna göre kararlılığı incelenmiĢtir.  

Bulgu: 𝑆2 bölgesinin herhangi  𝐿, 𝜅  parametre çiftine karĢılık elde edilen iki 

çözümden global minimum enerjiye karĢılık gelen çözüm kararlı çözüm, diğer çözüm ise 

kararsız çözümdür.  

AĢağıda yukarıda bahsedilen üç yöntemin(Y1,Y2,Y3) de kararlı çözüme 

yakınsadığı gösterilmiĢtir. 𝜏 = 0 için ġekil 12‟de gösterilen 𝑆2 bölgesinde alınan 

 1.2,0.2 ,  3.6,0.2 ,  3,0.8 ,  4,0.6  parametre çiftleri için dallanma eğrileri ve çözüm 

eğrileri aĢağıdaki gibi olmaktadır.  
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ġekil 25. 𝜅 = 0.2, 𝐿 = 1.2 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 26. 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 1.34, 𝐿 = 1.2 için üç farklı yöntemle elde edilen (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan grafikleri 

 
ġekil 27. 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 1.34 , 𝐿 = 1.2 için çözümlerin kararlılığı 

ġekil 25‟te 𝑆2 bölgesinde alınan  𝜅, 𝐿 =  1.2,0.2  parametre çifti için iki çözümün 

var olduğu gösterilmektedir. ġekil 25‟te çizilen yatay doğrunun dallanma eğrisini iki 

noktada kestiği görülmektedir. Bu durumda iki farklı simetrik çözüm söz konusudur. Bu 

çözümlerden biri süperiletken konuma yakın çözüm, diğeri ise normal konuma yakın 

çözümdür. 
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ġekil 26‟da 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 1.34, 𝐿 = 1.2 parametre değerleri için (Y1), (Y2) ve (Y3) 

yöntemleriyle elde edilen çözümlere ait süperelektron yoğunluğu(a) ve nüfuz eden 

manyetik alan(b) eğrileri verilmiĢtir.  

ġekil 27‟de süperiletken konuma yakın çözümün(çözüm_süper) kararlı, normal 

konuma yakın çözümün(çözüm_normal) ise kararsız çözüm olduğu görülmektedir. Burada 

çözüm_süper‟in daha düĢük GL enerji değerine sahip olduğu görülmektedir. Çözümlerin 

kararlılığı incelenirken çözüm_süper‟in komĢuluğunda alınan baĢlangıç değerleri için 

denge çözümün çözüm_süper‟e yakınsadığı, çözüm_normal‟e yakın komĢulukta alınan 

baĢlangıç değerleri için denge çözümün çözüm_normal‟den uzaklaĢtığı görülmektedir. 

ġekil 26 (a) ve (b)‟de her üç yöntemle(Y1,Y2,Y3) elde edilen çözümlerin baĢlangıç 

değer pertürbasyonuna göre kararlı olan çözüme yakınsadığı görülmektedir.  

Benzer gözlemler 𝑆2 bölgesinde alınan  3.6,0.2 ,  3,0.8 ,  4,0.6 ,  𝐿, 𝜅  parametre 

çiftleri için de elde edilmiĢtir. Bunlara ait grafiksel veriler aĢağıdaki Ģekillerde(ġekil 28- 

ġekil 36) gösterilmiĢtir. 

 
ġekil 28. 𝜅 = 0.2, 𝐿 = 3.6 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 29. 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 1.34, 𝐿 = 3.6 için üç farklı yöntemle elde edilen 

(a) süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan 

grafikleri 
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ġekil 30. 𝜅 = 0.2, 𝐻 = 1.34 , 𝐿 = 3.6 için çözümlerin kararlılığı 

ġekil 28 – ġekil 30‟da 𝑆2 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  0.2,3.6  parametre çifti için 

dallanma eğrisi(ġekil 28) ve bu bölgedeki çözümün baĢlangıç değerlerinin 

pertürbasyonuna göre kararlılığını gösteren sonuçlar grafiksel olarak sunulmuĢtur.(ġekil 

29, ġekil 30) 

 
ġekil 31. 𝜅 = 0.8, 𝐿 = 3 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 32. 𝜅 = 0.8, 𝐻 = 0.9, 𝐿 = 3 için üç farklı yöntemle elde edilen (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan eğrileri 
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ġekil 33. 𝜅 = 0.8, 𝐻 = 0.9 , 𝐿 = 3 için çözümlerin kararlılığı 

ġekil 31 – ġekil 33‟te 𝑆2 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  3.6,0.8  parametre çifti için 

dallanma eğrisi(ġekil 31) ve bu bölgedeki çözümün baĢlangıç değerlerinin 

pertürbasyonuna göre kararlılığını gösteren sonuçlar grafiksel olarak sunulmuĢtur.(ġekil 

32, ġekil 33) 

 
ġekil 34. 𝜅 = 0.6, 𝐿 = 4 için dallanma eğrisi 

 
ġekil 35. 𝜅 = 0.6, 𝐻 = 0.82, 𝐿 = 4 için üç farklı yöntemle elde edilen (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan grafikleri 
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ġekil 36. 𝜅 = 0.6, 𝐻 = 0.82 , 𝐿 = 4 için çözümlerin kararlılığı 

 

ġekil 34 – ġekil 36‟da ise 𝑆2 bölgesinde alınan  𝐿, 𝜅 =  4,0.6  parametre çifti için 

dallanma eğrisi(ġekil 34) ve bu bölgedeki çözümün baĢlangıç değerlerinin 

pertürbasyonuna göre kararlılığını gösteren sonuçlar grafiksel olarak sunulmuĢtur.(ġekil 

35, ġekil 36) 

2.2.4.3. Üç Çözüm Bölgesi ve Kararlılık 

Bu bölümde ġekil 12‟de 𝑆3 ile belirtilen üç çözüm bölgesine ait çözümün baĢlangıç 

değer fonksiyonunun pertürbasyonuna göre kararlılığı incelenmiĢtir.  

Bulgu: Bu durumda minimum enerjiye(süperiletken konum komĢuluğundaki 

çözüm) ve maksimum enerjiye(normal durum komĢuluğundaki çözüm) karĢılık gelen 

çözümler kararlı çözüm, diğer çözüm(ara durum) ise kararsız çözümdür.  

𝜏 = 0 için ġekil 12‟de gösterilen üç çözümün olduğu bölgede alınan 

 3,0.9 , (4.0,1) parametre çiftleri için dallanma eğrileri ve çözüm eğrileri aĢağıdaki gibi 

olmaktadır.  

 
ġekil 37. 𝜅 = 0.9, 𝐿 = 3 için dallanma eğrisi 
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ġekil 38. 𝜅 = 0.9, 𝐻 = 0.9 , 𝐿 = 3 için çözümlerin kararlılığı (a) 

süperelektron yoğunluğu (b) nüfuz eden manyetik alan 

ġekil 37‟de 𝜅 = 0.9, 𝐿 = 3 için üç çözümün var olduğu gösterilmektedir. ġekilde 

çizilen yatay doğru dallanma eğrisini üç noktada kestiği görülmektedir. Bu durumda üç 

farklı simetrik çözüm söz konusudur. Bu çözümlerden biri süperiletken konuma yakın 

çözüm, diğeri normal konuma yakın çözüm ve üçüncüsü ise ara çözümdür.  

ġekil 38‟de süperiletken konuma yakın çözüm(çözüm_süper) ve normal konuma 

yakın çözüm(çözüm_normal) kararlı, ara çözüm ise kararsız çözüm(çözüm_ara) olduğu 

görülmektedir. Ayrıca 

 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑗𝑖 çö𝑧ü𝑚𝑠ü𝑝𝑒𝑟  < 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑗𝑖 çö𝑧ü𝑚𝑎𝑟𝑎  < 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑗𝑖 çö𝑧ü𝑚𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙    

olduğunu gözlemliyoruz. Çözümlerin kararlılığı incelenirken çözüm_süper‟in 

komĢuluğunda alınan baĢlangıç değerleri için denge çözümün çözüm_süper‟e, 

çözüm_normal‟in komĢuluğunda alınan baĢlangıç değerleri için denge çözümün 

çözüm_normal‟e yakınsadığı gözlemlenirken, çözüm_ara‟ya yakın komĢulukta alınan 

baĢlangıç değerleri için denge çözümün çözüm_ara‟dan uzaklaĢtığı görülmektedir.  

 
ġekil 39. 𝜅 = 1, 𝐿 = 4 için dallanma eğrisi 
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ġekil 40. 𝜅 = 1, 𝐻 = 0.8 , 𝐿 = 4 için çözümlerin kararlılığı 

ġekil 39 ve ġekil 40‟da benzer gözlemler 𝜅 = 1, 𝐿 = 4 için elde edilmektedir.  

ġekil 39‟da 𝜅 = 1, 𝐿 = 4 için üç çözümün var olduğu gösterilmektedir. ġekilde 

çizilen yatay doğru dallanma eğrisini üç noktada kestiği görülmektedir. Bu durumda üç 

farklı simetrik çözüm söz konusudur. Bu çözümlerden biri süperiletken konuma yakın 

çözüm, diğeri normal konuma yakın çözüm ve üçüncüsü ise ara çözümdür.  

ġekil 40‟da süperiletken konuma yakın çözüm(çözüm_süper) ve normal konuma 

yakın çözüm(çözüm_normal) kararlı, ara çözüm ise kararsız çözüm(çözüm_ara) olduğu 

görülmektedir. Ayrıca 

 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑗𝑖 çö𝑧ü𝑚𝑠ü𝑝𝑒𝑟  < 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑗𝑖 çö𝑧ü𝑚𝑎𝑟𝑎  < 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑗𝑖 çö𝑧ü𝑚𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙    

olduğunu gözlemliyoruz. Çözümlerin kararlılığı incelenirken çözüm_süper‟in 

komĢuluğunda alınan baĢlangıç değerleri için denge çözümün çözüm_süper‟e, 

çözüm_normal‟in komĢuluğunda alınan baĢlangıç değerleri için denge çözümün 

çözüm_normal‟e yakınsadığı gözlemlenirken, çözüm_ara‟ya yakın komĢulukta alınan 

baĢlangıç değerleri için denge çözümün çözüm_ara‟dan uzaklaĢtığı görülmektedir.  

Özetle üç çözüm bölgesine karĢılık gelen  𝐿, 𝜅  parametre çiftleri için dallanma 

eğrilerinin yatay ekseni üç farklı noktada kestiği görülmektedir. Ayrıca çözüm_süper, 

çözüm_ara ve çözüm_normal adı verilen bu üç çözümden çözüm_süper ve 

çözüm_normal‟in baĢlangıç değerleri pertürbasyonuna göre kararlı, çözüm_ara‟nın ise 

kararsız olduğu gözlemlenmektedir. 
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2.2.5. YSGL BaĢlangıç Değer Problemi Ġçin Asimptotik Analiz 

Bu bölümde daha önce ele aldığımız 

𝜓′′ = 𝜅2 𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓  

𝐴′′ = 𝐴𝜓2  

𝜓 0 = 𝛽, 𝜓′ 0 = 0, 𝐴 0 = 0, 𝐴′ 0 = 𝛼 ≥ 0 
 

SGL baĢlangıç değer problemi(SGLBDP) için yaklaĢık analitik çözümleri elde ediyoruz. 

Bunun için son zamanlarda literatürde sıkça kullanılan Adomian ayrıĢım yöntemini 

kullanıyoruz. Elde ettiğimiz analitik yaklaĢımları kullanarak verilen 𝛽 değerleri için 

𝜓′  0 = 0 Ģartını sağlayan 𝛼 değerini belirleyerek 𝑕 = 𝐴′ 𝐿 ‟yi hesaplayabiliyoruz.  

2.2.5.1. YSGL Sistemi Ġçin Adomian Yöntemi ile Analitik YaklaĢımlar 

Adomian ayrıĢım yöntemi lineer veya nonlineer diferansiyel denklemlerin yaklaĢık 

analitik çözümünü belirlemek için son yıllarda sıkça kullanılan yöntemlerden biridir. 

𝐹  bir nonlineer diferansiyel operatör ve 𝑔 bilinen bir fonksiyon olmak üzere 

𝐹 𝑦 𝑥  = 𝑔(𝑥)  (9)  

denklemini ele alalım. 𝐹 𝑦  deki lineer terimleri 𝐿 𝑦 + 𝑅 𝑦 , nonlineer terimleri 𝑁 𝑦  

olarak ayrıĢtıralım. Burada 𝐿 en yüksek mertebeden ve kolayca tersi alınabilen lineer 

operatör, R ise geriye kalan lineer operatördür. Bu yüzden (9) denklemi 

𝐿𝑦 = 𝑔 − 𝑅𝑦 − 𝑁𝑦 (10)  

Ģeklinde yazılabilir.  (10) denkleminin her iki tarafına 𝐿−1 ters operatörü uygulanırsa   

𝐿−1𝐿𝑦 = 𝐿−1𝑔 − 𝐿−1𝑅𝑦 − 𝐿−1𝑁𝑦 (11)  

ve özdeĢ olarak 

𝑦 = Θ + 𝐿−1 𝑔 − 𝐿−1𝑅𝑦 − 𝐿−1𝑁𝑦 (12)  
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denklemi elde edilir. Burada 𝐿Θ = 0 dır. Örneğin, 𝐿 =
𝑑2

𝑑𝑥2 ise 𝐿−1 çift katlı integraldir ve 

𝛩 = 𝑦(0) + 𝑥𝑦′(0) dir.  

Adomian ayrıĢım yöntemine göre, 𝑦 çözümü  

𝑦 =  𝑦𝑛

∞

𝑛=0

 
(13)  

sonsuz seri toplamı olarak alınır ve 𝑁𝑦 nonlineer terimi bir analitik fonksiyon olduğu 

varsayılırsa 

𝑁𝑦 =  𝐴𝑛

∞

𝑛=0

 
(14)  

olarak ayrıĢtırılır. Burada  

𝐴𝑛 =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
 𝑁   𝜆𝑖𝑦𝑖

∞

𝑖=0

  , 𝑛 = 0,1,2, … 
(15)  

Ģeklinde hesaplanan 𝑦0 , 𝑦1, … , 𝑦𝑛  fonksiyonlarının Adomian polinomlarıdır.  

(14) ve (15) ifadeleri (12) denkleminde yerine yazılırsa 

 𝑦𝑛

∞

𝑛=0

= Θ + L−1𝑔 − 𝐿−1𝑅  𝑦𝑛

∞

𝑛=0

− 𝐿−1𝑁  𝐴𝑛

∞

𝑛=0

 
(16)  

elde edilir. (16) serisindeki her bir terim 

𝑦0 =  Θ + L−1𝑔 

𝑦𝑛 = 𝐿−1𝑅𝑦𝑛−1 − 𝐿−1𝐴𝑛−1 , 𝑛 ≥ 1 (17)  

olarak verilir.  
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2.2.5.2. SGLBDP Ġçin YaklaĢık Analitik Çözümler 

Bu bölümde yukarıda ifade edilen SGLBDP‟nin Adomian ayrıĢım yöntemiyle 

yaklaĢık analitik çözümleri elde edilmiĢtir. Bunun için SGLBDP sistemini 𝑥 = 𝑥 𝐿 

dönüĢümü altında 𝜓 = 𝑦1, 𝜓′ = 𝑦2, 𝐴 = 𝑦3, 𝐴′ = 𝑦4 olmak üzere aĢağıdaki Ģekilde birinci 

mertebeden lineer diferensiyel denklem sistemi olarak yeniden yazalım.  

𝑦1
′ = 𝑦2 

𝑦2
′ = 𝜅2𝐿2 𝑦1

2 + 𝑦3
2 + 𝜏2 − 1 𝑦1 

𝑦3
′ = 𝑦4 

𝑦4
′ = 𝐿2𝑦1

2𝑦3 

𝑦1 0 = 𝛽, 𝑦2 0 = 0, 𝑦3 0 = 0, 𝑦4 0 = 𝛼 

Adomian ayrıĢım yöntemine göre 𝐿 =
𝑑

𝑑𝑥
 ve 𝐿−1 =   ∙ 

𝑥

0
𝑑𝑥 olmak üzere 

𝑦1,0 = 𝑦1(0), 𝑦1,𝑛 =  𝑦2,𝑛−1𝑑𝑥

𝑥

0

 

𝑦2,0 = 𝑦2 0 , 𝑦2,𝑛 = −𝜅2𝐿2  𝑦1,𝑛−1

𝑥

0

+ 𝜅2𝐿2  𝐴𝑛𝑑𝑥

𝑥

0

 

𝑦3,0 = 𝑦3 0 , 𝑦3,𝑛 =  𝑦4,𝑛−1𝑑𝑥

𝑥

0

 

𝑦4,0 = 𝑦4 0 , 𝑦4,𝑛 = 𝐿2  𝐵𝑛𝑑𝑥

𝑥

0

 

(18)  

olarak yazılır. Burada 𝐴𝑛  ve 𝐵𝑛  ler sırasıyla 𝐹 𝑦1, 𝑦3 = 𝜅2𝐿2 𝑦1
2 + 𝑦3

2 + 𝜏2 − 1 𝑦1 ve 

𝐺 𝑦1, 𝑦3 = 𝑙2𝑦1
2𝑦3 nonlineer fonksiyonellerine karĢılık elde edilen Adomian 

polinomlarıdır. Bu yaklaĢımlara göre 𝑛 = 5 için 𝜓 ve 𝐴 için yaklaĢık çözümler aĢağıdaki 

Ģekilde olmaktadır.  Elde edilen 𝜓 ve 𝐴 fonksiyonları için literatürle uyumlu olarak 𝜓‟nin 

çift ve 𝐴‟nın ise tek fonksiyon olduğu görülmektedir.  
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𝜓 𝑥; 𝛽, 𝛼, 𝜏 

= 𝛽 +
1

2
𝛽𝑘2 𝛽2 + 𝜏2 − 1 𝑥2

+
1

24
𝛽𝑘2 𝑘2 𝜏2 − 1 2 + 4𝑘2𝛽2 𝜏2 − 1 + 3𝑘2𝛽4 + 2𝛼2 𝑥4 

veya 𝐶𝑖 = 𝐶𝑖 𝛼, 𝛽  olmak üzere 

𝜓 𝑥; 𝜏 = 𝐶1 +  𝐶2 + 𝐶3 𝜏
2 − 1  𝑥2 +  𝐶4 + 𝐶5 𝜏

2 − 1 + 𝐶6 𝜏
2 − 1 2 𝑥4 

𝐴 𝑥; 𝛽, 𝛼, 𝜏 = 𝛼𝑥 +
1

6
𝛼𝛽2𝑥3 +

1

120
𝛼𝛽2 𝛽2 + 6𝑘2 𝛽2 + 𝜏2 − 1  𝑥5 

veya 𝐷𝑖 = 𝐷𝑖 𝛼, 𝛽  olmak üzere 

𝐴 𝑥; 𝜏 = 𝐷1𝑥 + 𝐷2𝑥
3 +  𝐷3 + 𝐷4 𝜏

2 − 1  𝑥5 

ġimdi verilen  𝑘, 𝛽, 𝜏 ve 𝐿 için 𝜓′ 1 = 0 Ģartını sağlayan 𝛼 değerini ve bu değerler 

için elde edilen 𝐻 = 𝐴′ 1  değerini bulalım. 𝜅 = 0.5, 𝛽 = 0.8, 𝐿 = 1  ve farklı 𝜏 parametre 

değerleri için sayısal ve asimptotik olarak elde edilen sonuçlar aĢağıda verilmiĢtir. 

Asimptotik değerler 𝑛 = 5 için elde edilmiĢtir. Hem Tablo 3‟te verilen sayısal değerler 

hem de ġekil 41, ġekil 42, ġekil 43‟te verilen 𝜓 ve 𝐴 fonksiyonları incelendiğinde 

asimptotik olarak elde edilen sonuçlar ile sayısal olarak elde edilen sonuçların uyumlu 

olduğu görülmektedir.   

Tablo 3. 𝜅 = 0.5, 𝛽 = 0.8, 𝑙 = 1  ve farklı 𝜏 değerleri için sayısal ve 

asimptotik olarak elde edilen 𝛼 ve 𝐻 = 𝐴′ 1  değerleri 

 Sayısal Asimptotik 

 𝛼 𝐻 𝛼 𝐻 

𝜏 = 0.0 0.9978 1.3240 1.0032 1.3268 

𝜏 = 0.1 0.9837 1.3056 0.9890 1.3085 

𝜏 = 0.2 0.9403 1.2488 0.9452 1.2517 

𝜏 = 0.3 0.8632 1.1476 0.8675 1.1506 

𝜏 = 0.4 0.7422 0.9884 0.7458 0.9913 

𝜏 = 0.5 0.5598 0.7337 0.5524 0.7361 
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ġekil 41. 𝜅 = 0.5, 𝛽 = 0.8, 𝜏 = 0, 𝐿 = 1 için sayısal ve asimptotik olarak elde 

edilen 𝜓 ve 𝐴 grafikleri 

 
ġekil 42. 𝜅 = 0.5, 𝛽 = 0.8, 𝜏 = 0.2, 𝐿 = 1 için sayısal ve asimptotik olarak elde 

edilen 𝜓 ve 𝐴 grafikleri 

 
ġekil 43. 𝜅 = 0.5, 𝛽 = 0.8, 𝜏 = 0.4, 𝐿 = 1 için sayısal ve asimptotik olarak elde 

edilen 𝜓 ve 𝐴 grafikleri 

2.2.6. SGL Sisteminin Özdeğerleri ve Özfonksiyonları 

Bu bölümde verilen 𝜅, 𝐻 ve 𝐿 değerleri için çözümün var olduğu 𝜏 özdeğerleri ve 

bu öz değerlere karĢılık gelen  𝜓𝜏 , 𝐴𝜏  öz fonksiyonlarını elde ediyoruz. Yani problemi bir 

özdeğer–özfonksiyon problemi olarak ele alıyoruz. Problemin özdeğer ve 
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özfonksiyonlarını bulmak için eğik atıĢ yöntemini kullanıyoruz. Bunun için Moore (2001) 

de bahsedilen yöntemi kullanıyoruz. 

𝜓′′ = 𝑘2 𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓 

𝐴′′ = 𝐴𝜓2 

𝜓′ 0 =  𝜓′ 𝐿 = 0, 𝐴 0 = 0, 𝐴′ 𝐿 = 𝐻 

sınır değer problemi 

𝜓′′ = 𝑘2 𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓 

𝐴′′ = 𝐴𝜓2 

𝜓 0 = 𝛽, 𝜓′ 0 = 0, 𝐴 0 = 0, 𝐴′ 0 = 𝛼 

baĢlangıç değer problemi olarak yazıldıktan sonra 𝑦1 = 𝜓 , 𝑦3 = 𝐴 denirse  

𝑦1
′ = 𝑦2 𝑦1 0 = 𝜏

𝑦2
′ = 𝜅2 𝑦1

2 + 𝑦3
2 + 𝜏2 − 1 𝑦1 𝑦2 0 = 0

𝑦3
′ = 𝑦4 𝑦3 0 = 0

𝑦4
′ = 𝑦3𝑦1

2 𝑦4 0 = 𝛼

 

sistemi elde edilir. Problemin özdeğerlerini bulmak için bir  𝜏0, 𝛼0  baĢlangıç değeri 

seçildikten sonra 𝜓′ 𝐿 = 0, 𝐴′ 𝐿 = 𝐻 sınır Ģartlarını sağlayan  𝜏, 𝛼  değerlerini 

araĢtıralım. Bunun için 

𝐹 𝜏, 𝛼 =  
𝜓′ 𝐿; 𝜏, 𝛼 

𝐴′ 𝐿; 𝜏, 𝛼 − 𝐻
  

fonksiyonunu tanımlayalım. 𝐹 = 0 Ģartını sağlayan  𝜏, 𝛼  çiftlerini bulmak için Newton 

yöntemini kullanalım. Newton yöntemine göre 

𝑇0 =  𝜏0, 𝛼0 
𝑡

𝐹𝑛 =  𝜓′ 𝐿; 𝜏𝑛 , 𝛼𝑛 , 𝐴′ 𝐿; 𝜏𝑛 , 𝛼𝑛 − 𝑕 𝑡

𝑇𝑛+1 = 𝑇𝑛 − 𝐽−1 𝜏, 𝛼 𝐹𝑛

 

yazılır. Burada  
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𝐽 𝜏, 𝛼 =  

𝜕𝜓

𝜕𝜏
 𝐿; 𝜏, 𝛼 

𝜕𝜓

𝜕𝛼
 𝐿; 𝜏, 𝛼 

𝜕𝐴

𝜕𝜏
 𝐿; 𝜏, 𝛼 

𝜕𝐴

𝜕𝛼
 𝐿; 𝜏, 𝛼 

  

dır. 

𝜕𝜓

𝜕𝜏
 𝐿; 𝜏, 𝛼 ,

𝜕𝐴

𝜕𝜏
 𝐿; 𝜏, 𝛼  

değerlerini bulmak için  

𝑦1𝜏
′ = 𝑦2𝜏 𝑦1𝜏 0 = 1

𝑦2𝜏
′ = 𝜅2 𝑦1

2 + 𝑦3
2 + 𝜏2 − 1 𝑦1𝜏 + 𝜅2 2𝑦1𝜏𝑦1 + 2𝑦3𝜏𝑦3 + 2𝜏 𝑦1 𝑦2𝜏 0 = 0

𝑦3𝜏
′ = 𝑦4𝜏 𝑦3𝜏 0 = 0

𝑦4𝜏
′ = 𝑦3𝜏𝑦1

2 + 2𝑦3𝑦1𝑦1𝜏 𝑦4𝜏 0 = 0

 

ve  

𝜕𝜓

𝜕𝛼
 𝐿; 𝜏, 𝛼 ,

𝜕𝐴

𝜕𝛼
 𝐿; 𝜏, 𝛼  

değerlerini bulmak için ise  

𝑦1𝛼
′ = 𝑦2𝛼 𝑦1𝛼 0 = 0

𝑦2𝛼
′ = 𝜅2 𝑦1

2 + 𝑦3
2 + 𝜏2 − 1 𝑦1𝛼 + 𝜅2 2𝑦1𝛼𝑦1 + 2𝑦3𝛼𝑦3 𝑦1 𝑦2𝛼 0 = 0

𝑦3𝛼
′ = 𝑦4𝛼 𝑦3𝛼 0 = 0

𝑦4𝛼
′ = 𝑦3𝛼𝑦1

2 + 2𝑦3𝑦1𝑦1𝛼 𝑦4𝛼 0 = 1

 

sisteminin çözülmesi gereklidir.  

Örnek 𝜅 = 4, 𝐻 = 1, 𝐿 = 1 için özdeğer 𝜏 = 0.6701(𝛼 = 0.8942)  olarak 

bulunmuĢtur ve bu özdeğere karĢılık gelen 𝜓 ve 𝐴 özfonksiyonları ise aĢağıdaki Ģekildedir. 
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ġekil 44. 𝜅 = 4, 𝑕 = 1, 𝐿 = 1 için 𝜏 = 0.6701 özdeğerine karĢılık gelen 𝜓 

ve 𝐴 özfonksiyonları 

Örnek 𝜅 = 0.5, 𝑕 = 0.4, 𝐿 = 1 için özdeğer 𝜏 = 0.6941(𝛼 = 0.3200)  olarak 

bulunmuĢtur ve bu özdeğere karĢılık gelen 𝜓 ve 𝐴 özfonksiyonları ise aĢağıdaki Ģekildedir. 

 
ġekil 45. 𝜅 = 0.5, 𝑕 = 0.4, 𝐿 = 1 için 𝜏 = 0.6941 özdeğerine karĢılık gelen 

özfonksiyonlar 

2.3. Normal Hale Yakın KomĢulukta Çözümler 

Bu bölümde süperiletken film için TTDGL sistemi için süperiletkenin normal hale 

yakın komĢuluktaki çözümleri incelenmiĢtir. Normal hale yakın komĢuluktaki çözümleri 

incelemek için 𝐴 = 𝐻𝑥 alınmıĢ ve süperelektron yoğunluğunu gösteren 𝜓 için 𝜓3 terimi 

ihmal edilmiĢtir. Bu durumda Ginzburg-Landau denklem sistemi regüler Sturm-Liouville 

problemine dönüĢmüĢtür.  

Bu bölümde amacımız elde edilen bu regüler Sturm-Liouville problemi için bilinen 

analitik yaklaĢım yöntemlerini kullanarak yaklaĢık özdeğer ve özfonksiyonları elde etmek 

ve daha sonra da fiziksel anlam ifade eden ilk öz değere karĢılık gelen öz fonksiyonların 

kantitaf ve kalitatif davranıĢını incelemek suretiyle süperiletken numunenin normal durum 
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komĢuluğundaki davranıĢı hakkında bilgi edinmektir. Dolayısıyla bu baĢlık altında 

aĢağıdaki kesimler incelenmiĢtir. 

Kesim 2.3.1‟de regüler Sturm-Liouville teorisinden bilinen bazı önemli sonuçlar 

verilmiĢtir.  

Kesim 2.3.2‟de regüler ve singüler Sturm-Liouville probleminin sayısal 

çözümlerini elde etmek için literatürde kullanılan önemli araçlardan biri olan ve Fortran 

programlama dili ile yazılmıĢ olan SLEIGN2 yazılımı ile elde edilen sayısal sonuçlar 

verilmiĢtir.  

Kesim 2.3.3, 2.3.4 ve 2.3.5‟te,  elde ettiğimiz regüler Sturm-Liouville probleminin 

yaklaĢık analitik çözümleri için üç farklı yöntem incelenmiĢtir. Kesim 2.3.3‟te bir 

asimptotik yaklaĢım yöntemi, Kesim 2.3.4‟te Galerkin yöntemi ve Kesim 2.3.5‟te Picard 

yöntemi kullanılmıĢtır.  

Kesim 2.3.6‟da ise 𝜅 parametresinin büyük değerleri için elde edilen regüler Sturm-

Liouville problemi bir pertürbasyon problemi olarak ele alınarak yine yaklaĢık analitik 

çözümler verilmiĢtir.  

Son olarak Kesim 2.3.7‟de regüler Sturm-Liouville problemi eğik atıĢ yöntemiyle 

sayısal olarak çözülmüĢtür. 

Süperiletken film için TTDGL sisteminin 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2
𝜓𝑥𝑥 +  1 − 𝜏2 − 𝐴2 − 𝜓2 𝜓 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= 𝐴𝑥𝑥 − 𝐴𝜓2 

(19)  

olduğunu biliyoruz. ġimdi Ginzburg-Landau problemi için normal hale yakın 

komĢuluktaki çözümleri inceleyelim. Bu durumda denklemlerde 𝐴 = 𝐻𝑥 yazılır ve 𝜓3 

terimini ihmal edilirse  
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𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2
𝜓𝑥𝑥 +  1 − 𝜏2 − 𝐻2𝑥2 𝜓, 𝑥 ∈  −𝐿, 𝐿  

𝜓′ −𝐿 = 𝜓′ 𝐿 = 0 

(20)  

kısmi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemi çözmek için 

𝜓 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑡 𝜙 𝑥  

Ģeklinde bir çözüm arayalım. Bu durumda  

𝑓 ′ 𝑡 𝜙 𝑥 =
1

𝑘2
𝜙′′  𝑥 𝑓 𝑡 +  1 − 𝜏2 − 𝐻2𝑥2 𝜙 𝑥 𝑓 𝑡  

olup 

1

𝑓

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

1

𝜙 𝑥 
 

1

𝑘2
𝜙′′  𝑥 +  1 − 𝜏2 − 𝐻2𝑥2 𝜙 𝑥  = −𝜇 

elde edilir. O halde 

𝑓 𝑡 = exp −𝜇𝑡  

ve 

1

𝑘2
𝜙′′  𝑥 + 𝜆𝜙 𝑥 − 𝐻2𝑥2𝜙 𝑥 = 0, 𝜆 = 1 − 𝜏2 + 𝜇 

(21)  

olacaktır. (22) denklemi 

𝜙′′ + 𝜅2 𝜆 − 𝐻2𝑥2 𝜙 = 0, 𝑥 ∈  −𝐿, 𝐿  (22)  

𝜙′ −𝐿 = 𝜙′ 𝐿 = 0 
(23)  

olarak yazılırsa bunun bir regüler Sturm-Liouville problemi olduğu görülür. (23) 

denkleminin simetrik çözümleri 𝜙 −𝑥 = 𝜙(𝑥) Ģeklinde olduğundan sınır Ģartları   

𝜙′ 0 = 𝜙′ 𝐿 = 0 
(24)  
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Ģeklinde alınarak 𝑥 ∈  0, 𝐿  aralığında çözümler incelenebilir.  Ayrıca  0, 𝐿  aralığı yerine 

 0,1  aralığı ile çalıĢmak için 𝑥 = 𝑥/𝐿 dönüĢümü yapar, 𝑥  yerine tekrar 𝑥 yazar ve  

𝑘 = 𝜅𝑙, 𝑕 = 𝐻𝑙 
(25)  

yeni sabitleri kullanılırsa (22)-(23) problemi yerine  

𝜙′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 0, 𝑥 ∈  0,1  (26)  

𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 
(27)  

problemi ile çalıĢabiliriz.  

ġimdi regüler Sturm-Liouville teorisini ve bu teori için bilinen bazı önemli 

sonuçları aĢağıda verelim.  

2.3.1. Regüler Sturm – Liouville Teorisinden Önemli Sonuçlar 

𝑝 𝑥 , 𝑝′ 𝑥 , 𝑞 𝑥  ve 𝑟 𝑥  fonksiyonları  𝑎, 𝑏  aralığı üzerinde sürekli reel değerli 

fonksiyonlar ve  𝑎, 𝑏  aralığı üzerinde 𝑝 𝑥 > 0, 𝑟 𝑥 > 0 olmak üzere 

−
𝑑

𝑑𝑥
 𝑝 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑥   + 𝑞 𝑥 𝑦 𝑥 = 𝜆𝑟 𝑥 𝑦 𝑥 ,   𝑎 < 𝑥 < 𝑏; (28)  

𝑎1𝑦 𝑎 + 𝑎2𝑦
′ 𝑎 = 0

𝑏1𝑦 𝑏 + 𝑏2𝑦′ 𝑏 = 0
 

(29)  

Ģeklindeki problemlere regüler Sturm-Liouville problemi denir.  Bu problemle ilgili bilinen 

bazı önemli sonuçlar Ģunlardır. 

Teorem 4 (28)-(29) regüler Sturm-Liouville probleminin özdeğerleri reeldir ve reel 

değerli özfonksiyonlara sahiptir.   

Teorem 5 Eğer  𝑎, 𝑏  aralığında üzerinde 𝑞 𝑥 ≥ 0, −𝑎1𝑎2 ≥ 0 ve 𝑏1𝑏2 ≥ 0 ise 

(28)-(29) Sturm-Liouville probleminin bütün özdeğerleri pozitiftir.  
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Teorem 6 (28)-(29) regüler Sturm-Liouville probleminin ayrık özdeğerlerine 

karĢılık gelen özfonksiyonları  𝑎, 𝑏  aralığı üzerinde 𝑟 𝑥  ağırlık fonksiyonuna göre 

ortogonaldir. 

Teorem 7 (28)-(29) regüler Sturm-Liouville probleminin özdeğerleri sayılabilirdir 

ve 𝜆0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯,   lim𝑛→∞ 𝜆𝑛 = +∞  Ģeklindedir.  

Teorem 8 (Öz değerlerin Monotonluğu) 

𝑝 > 0, −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞ ve 𝜆𝑛  (28)-(29) Sturm-Liouville probleminin özdeğerleri 

olsun.  

(1) 𝑝 ve 𝑟 sabit olsun. Varsayalım ki 𝑄 ∈ 𝐿1  𝑎, 𝑏 , ℝ  ve [𝑎, 𝑏] aralığı 

üzerinde 𝑄 > 𝑞 olsun. Bu takdirde her hangi bir 𝑛 ∈ ℕ0 için 𝜆𝑛 𝑄 ≥ 𝜆𝑛(𝑞) dur.  

(2) 𝑞 ve 𝑟 sabit olsun. Varsayalım ki 
1

𝑃
∈ 𝐿1  𝑎, 𝑏 , ℝ  ve [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 

0 < 𝑃 ≤ 𝑝 olsun. Bu takdirde her hangi bir 𝑛 ∈ ℕ0 için 𝜆𝑛  
1

𝑃
 ≥ 𝜆𝑛(

1

𝑝
) dir. 

Yukarıda ifade edilen sonuçlara göre (26)-(27) sınır değer problemi için 

𝑝 𝑥 = 1/𝑘2 > 0, 𝑟 𝑥 = 1 > 0, 𝑞 𝑥 = 𝑘2𝑕2𝑥2 ≥ 0 

olup 

−
1

𝑘2
𝜙′′ + 𝑕2𝑥2𝜙 = 𝜆𝜙 

Ģeklindedir.  

ġimdi sabit p ve r için  𝑕2  > 𝑕1ise 𝑄 = 𝑕2
2𝑥2 > 𝑕1

2𝑥2 = 𝑞 olup, Teorem 7 e göre 

𝜆𝑛 𝑄 > 𝜆𝑛 𝑞  dir. Yani 𝜆 = 𝜆(𝑕) fonksiyonu artan bir fonksiyondur. 0 < 𝑘1 < 𝑘2 ise 

0 <
1

𝑘2
2 = 𝑃 <

1

𝑘1
2 = 𝑝 olup, Teorem 7 ye göre 𝜆𝑛  

1

𝑃
 ≥ 𝜆𝑛  

1

𝑝
  dir.  Yani 𝜆 = 𝜆(𝑘) 

fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. 

BaĢka bir sonuç (26)-(27) sınır değer problemi için Teorem 1 ve Teorem 2 e göre 

bütün öz değerleri reel ve pozitif, Teorem 5 ve Teorem 6 ya göre ise problemin sayılabilir 

sayıda 0 < 𝜆0 < 𝜆1 < ⋯ öz değerleri mevcuttur ve bu öz değerlere karĢılık gelen 𝜙0, 𝜙1 , … 

öz fonksiyonları ortogonal bir küme oluĢturur. 
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Ayrıca ∀𝑥 ∈  0,1 , için 𝜙0 > 0, 𝜙1 bir sıfır yerine, 𝜙2 iki sıfır yerine,… 𝜙𝑛  n sıfır 

yerine sahiptir. Fiziksel anlam ifade eden çözüm 𝜆0 öz değerine karĢılık gelen 𝜙0 öz 

fonksiyonudur.  

Regüler ve singüler Sturm – Liouville probleminin öz değerlerini hesaplamak için 

geliĢtirilen en güvenilir yazılımlardan birisi Fortran dili ile yazılan SLEIGN2 yazılımıdır. 

AĢağıda önce bu yazılım ile elde edilen sonuçlar verilecek, daha sonra ise farklı 

yöntemlerle elde edilen sonuçlar, bu yazılım ile elde edilen sonuçlarla karĢılaĢtırılacaktır. 

2.3.2. SLEIGN2 ile Elde Edilen Sayısal Sonuçlar  

(26)-(27) regüler Sturm – Liouville problemi 

− 𝑝 𝑥 𝜙′ 𝑥  
′

+ 𝑞 𝑥 𝜙 𝑥 = 𝜆𝑟 𝑥 𝜙 𝑥  

𝑝 𝑥 = 1, 𝑞 𝑥 = 𝑘2𝑕2𝑥2 , 𝑟 𝑥 = 𝑘2, 𝜆 = 1 − 𝜏2 + 𝜇 

Ģeklinde yazılır ve SLEIGN2 ile çözülürse farklı 𝑘 ve 𝑕 değerleri için elde edilen özdeğer 

ve özfonksiyonlar aĢağıdaki gibi olacaktır.  

Tablo 4. 𝑘 = 0.5, 𝑕 = 0.5,1,2,3,4 için SLEIGN2 ile elde edilen özdeğerler 

 

𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6 𝜆7 𝜆8 𝜆9 

h=0.5 0.083 39.575 158.000 355.391 631.739 987.044 1421.307 1934.526 2526.702 3197.835 

h=1 0.331 39.864 158.260 355.645 631.991 987.296 1421.558 1934.777 2526.953 3198.086 

h=2 1.300 41.040 159.301 356.663 633.001 988.302 1422.562 1935.780 2527.955 3199.088 

h=3 2.832 43.063 161.046 358.363 634.687 989.981 1424.237 1937.453 2529.627 3200.758 

h=4 4.814 46.017 163.509 360.750 637.049 992.333 1426.583 1939.795 2531.967 3203.097 

 

 

 
ġekil 46. 𝑘 = 0.5, 𝑕 = 0.5 için SLEIGN2 ile elde edilen özfonksiyonlar 
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ġekil 47. 𝑘 = 0.5, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ile elde edilen özfonksiyonlar 

 
ġekil 48. 𝑘 = 0.5, 𝑕 = 4 için sleign2 ile elde edilen özfonksiyonlar 

 

Tablo 5. 𝑘 = 4, 𝑕 = 0.5,1,2,3,4 için SLEIGN2 ile elde edilen  özdeğerler 

 

𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6 𝜆7 𝜆8 𝜆9 

h=0.5 0.075 0.719 2.555 5.637 9.954 15.505 22.290 30.309 39.562 50.048 

h=1 0.227 1.074 2.830 5.896 10.209 15.758 22.542 30.561 39.813 50.299 

h=2 0.499 2.402 4.156 7.008 11.261 16.789 23.563 31.576 40.824 51.308 

h=3 0.750 3.741 6.557 9.237 13.167 18.584 25.312 33.300 42.534 53.009 

h=4 0.999 5.000 8.976 12.700 16.319 21.314 27.878 35.792 44.983 55.431 

 

 
ġekil 49. 𝑘 = 4, 𝑕 = 0.5 için sleign2 ile elde edilen özfonksiyonlar 
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ġekil 50. 𝑘 = 4, 𝑕 = 2 için sleign2 ile elde edilen özfonksiyonlar 

 
ġekil 51. 𝑘 = 4, 𝑕 = 4 için sleign2 ile elde edilen özfonksiyonlar 

Yukarıdaki verilere ve grafiklere bakıldığında farklı k ve h değerleri için tüm öz 

değerler teorik sonuçlarla uyumlu olarak reel ve 

𝜆0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯,   lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = +∞ 

Ģeklindedir. Ayrıca 𝑞 𝑥 = 𝑘2𝑕2𝑥2 > 0  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 olduğundan dolayı bütün özdeğerler 

pozitiftir.  

Grafiklerden görülen diğer bir sonuç ise ilk özdeğere karĢılık gelen 

özfonksiyonunun sıfır yeri yok iken, ikinci öz değere karĢılık gelen özfonksiyonun bir sıfır 

yeri, üçünün iki sıfır yeri, … olduğu görülmektedir. Bunlardan fiziksel olarak anlamlı olan 

ise ilk özdeğer ve ona karĢılık gelen ilk özfonksiyondur.  

ġimdi h ve k nın fonksiyonu olarak 𝜆0 özdeğerlerinin davranıĢını inceleyelim. Yani 

sabit bir k değeri için 𝜆0 𝑕𝑖  değerlerine ve sabit bir h değeri için 𝜆0 𝑘𝑖  değerlerine 

bakalım. 
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Tablo 6. Sabit k için 𝜆0 𝑕𝑖  dizileri ve sabit h değeri için 𝜆0 𝑘𝑖  

dizileri 

 𝑕 = 0.5 𝑕 = 1 𝑕 = 2 𝑕 = 3 𝑕 = 4 

𝑘 = 0.5 0.083 0.333 1.300 2.832 4.814 

𝑘 = 1 0.083 0.325 1.204 2.391 3.634 

𝑘 = 2 0.081 0.300 0.908 1.477 1.995 

𝑘 = 3 0.078 0.265 0.656 0.999 1.333 

𝑘 = 4 0.075 0.227 0.498 0.750 0.999 

 

 

Tablo 6 ya göre sabit k değerleri için 𝜆0 𝑕𝑖  dizileri monoton artan iken, sabit h 

değerleri için 𝜆0 𝑘𝑖  dizileri monoton azalandır. Bu ise teorik sonuçlarla uyumludur.  

Yine h ve k nın fonksiyonu olarak 𝜓0 öz fonksiyonlarının davranıĢı incelenirse 

aĢağıdaki sonuçlar gözlemlenmektedir. 

 

 
ġekil 52. (a) 𝑘 = 0.4 (b) 𝑘 = 0.8 (c) 𝑘 = 1.2 (d) 𝑘 = 1.6 (e) 𝑘 = 2 (f) 𝑘 = 2.4 

(g) 𝑘 = 2.8 (h) 𝑘 = 3.2        (i) 𝑘 = 3.6 (j) 𝑘 = 4 ve 𝑕 = 0.4: 0.4: 4 

olmak üzere sabit k için 𝜙0 𝑕𝑖  fonksiyonları (siyahtan maviye) 

 

 
ġekil 53. (a) 𝑕 = 0.4 (b) 𝑕 = 0.8 (c) 𝑕 = 1.2 (d) 𝑕 = 1.6 (e) 𝑕 = 2 (f) 𝑕 = 2.4 

(g) 𝑕 = 2.8 (h) 𝑕 = 3.2        (i) 𝑕 = 3.6 (j) 𝑕 = 4 ve 𝑘 = 0.4: 0.4: 4 

olmak üzere sabit k için 𝜙0 𝑘𝑖  fonksiyonları (siyahtan maviye) 
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ġekil 52 ye göre sabit k değerleri için h azaldıkça çözümler sabit çözüme doğru 

yaklaĢmakta ve yine ġekil 53 e göre sabit h değerleri için k azaldıkça çözümler sabit 

çözüme doğru yaklaĢmaktadır.   

ġimdi SLEIGN2 yazılımıyla elde edilen  𝜓𝑖 , 𝜆𝑖 , 𝑖 = 0,1,2, … çiftleri için  

𝐸𝑖 = 𝐸 𝜓𝑖 , 𝜆𝑖 =    
𝜓′

𝑘
 

2

− 𝜆𝜓2 + 𝑕2𝑥2𝜓2 𝑑𝑥
1

0

≅    
𝜓′

𝑘
 

2

− 𝜆𝜓2 + 𝑕2𝑥2𝜓2 Δ𝑥 

enerji düzeylerini karĢılaĢtıralım.  

Tablo 7. k=0.5, h=0.5,1,2,3,4 için enerji seviyeleri 

 
𝑕 = 0.5 𝑕 = 1 𝑕 = 2 𝑕 = 3 𝑕 = 4 

𝐸0 0.0009 0.0036 0.0120 0.0189 0.0152 

𝐸1 -1.7629 -1.7582 -1.7380 -1.6990 -1.6351 

𝐸2 -7.0565 -7.0532 -7.0399 -7.0168 -6.9825 

𝐸3 -15.8786 -15.8756 -15.8634 -15.8428 -15.8133 

𝐸4 -28.2294 -28.2265 -28.2147 -28.1949 -28.1669 

𝐸5 -44.1090 -44.1061 -44.0945 -44.0751 -44.0477 

𝐸6 -63.5174 -63.5145 -63.5030 -63.4838 -63.4567 

𝐸7 -86.4546 -86.4517 -86.4403 -86.4211 -86.3942 

𝐸8 -112.9206 -112.9177 -112.9063 -112.8872 -112.8605 

𝐸9 -142.9153 -142.9125 -142.9011 -142.8821 -142.8554 

 

Tablo 8. k=4, h=0.5,1,2,3,4 için enerji seviyeleri 

 

𝑕 = 0.5 𝑕 = 1 𝑕 = 2 𝑕 = 3 𝑕 = 4 

𝐸0 0.0000 -0.0001 -0.0003 -0.0005 -0.0008 

𝐸1 -0.0004 -0.0003 -0.0004 -0.0012 -0.0020 

𝐸2 -0.0017 -0.0016 -0.0010 -0.0011 -0.0025 

𝐸3 -0.0039 -0.0038 -0.0035 -0.0022 -0.0031 

𝐸4 -0.0069 -0.0068 -0.0066 -0.0058 -0.0039 

𝐸5 -0.0108 -0.0107 -0.0105 -0.0100 -0.0088 

𝐸6 -0.0155 -0.0154 -0.0152 -0.0148 -0.0140 

𝐸7 -0.0211 -0.0210 -0.0209 -0.0205 -0.0198 

𝐸8 -0.0276 -0.0275 -0.0273 -0.0270 -0.0264 

𝐸9 -0.0349 -0.0348 -0.0346 -0.0343 -0.0338 
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Tablo 7 ve Tablo 8 e bakıldığında farklı k ve h değerleri için 𝜆 → ∞ iken 𝐸 → −∞ 

olduğu görülmektedir.   

2.3.3. Özdeğer ve Özfonksiyonlar Ġçin Asimptotik Yöntem 

Bu bölümde keyfi bir parametre içeren diferansiyel denklem sistemlerinin 

asimptotik çözümleri irdelenmiĢ ve bu yöntem elde ettiğimiz regüler Sturm-Liouville 

problemine uygulanmıĢtır. Burada uygulanan yöntem (Hochstadt, 1964) da detaylı olarak 

incelenmektedir.  

𝑋′ = 𝐴 𝑥, 𝜇 𝑋 (30)  

ile verilen bir denklem sistemi için 𝑥 bağımsız değiĢken, 𝜇 parametre ve 𝐴 ise katsayılar 

matrisi olmak üzere çoğu durumda 𝐴, 𝜇 parametresine bağlı olarak  

𝐴 𝑥, 𝜇 = 𝜇  𝐴𝑘 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

 
(31)  

asimptotik açılımına sahiptir. ġimdi en basit durum olan, 𝐴 matrisinin, aĢağıdaki Ģekilde 

bir köĢegen matris olan 𝐴0(𝑥) için sadece 𝜇𝐴0(𝑥) teriminden oluĢtuğu durumu 

inceleyelim.  

𝐴0 𝑥 =  
𝑎1 𝑥 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑛 𝑥 

  

Bu durumda  

𝑋′ = 𝜇𝐴0 𝑥 𝑋 

sistemi 𝑛 tane birinci mertebeden denklem sistemi olarak 

𝑥𝑖
′ = 𝜇𝑎𝑖 𝑥 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

Ģeklinde yazılabilir. Bunlar özdeĢ olarak  
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𝑥𝑖 = 𝑐𝑖𝑒
 𝜇𝑎𝑖(𝑥)𝑑𝑥  

Ģeklinde hesaplanabilir. Burada 𝑐𝑖  integral sabitleridir.  

ġimdi tekrar en genel duruma dönelim. 𝐴0(𝑥) matrisinin baĢlangıçta köĢegen 

formda olması gerekmez, fakat 𝑥 in fonksiyonu olarak farklı özdeğerlere sahip olduğunu 

varsayalım. Bu takdirde tekil olmayan bir 𝑇 𝑥  matrisi bulunabilir öyle ki 

𝑇−1 𝑥 𝐴0 𝑥 𝑇 𝑥  

köĢegen bir matristir. Bu takdirde  

𝑋 = 𝑇𝑌 

dönüĢümü yaparak baskın terim köĢegen formda olan denklemi elde edebiliriz. 

𝑇 ′𝑌 + 𝑇𝑌′ = 𝜇  𝐴𝑘𝜇
−𝑘𝑇𝑌

∞

𝑘=0

= 𝜇𝐴0𝑇𝑌 + 𝐴1𝑇𝑌 + 𝜇  𝐴𝑘𝜇
−𝑘𝑇𝑌

∞

𝑘=2

 

𝑌′ =  𝜇𝑇−1𝐴0𝑇 +  𝑇−1𝐴1𝑇 − 𝑇−1𝑇′ + 𝜇  𝑇−1𝐴𝑘𝑇𝜇−𝑘

∞

𝑘=2

 𝑌 

𝐴0(𝑥) matrisinin farklı elemanlara sahip köĢegen matris olduğunu varsayalım. Bu 

durumda 

𝑋′ =  𝜇  𝐴𝑘 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

 𝑋 

denkleminin, 𝑉𝑘(𝑥) bilinmeyen katsayıların vektörel formu olmak üzere 

𝑋 = 𝑒𝜇  𝑎1 𝑥 𝑑𝑥  𝑉𝑘 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

 

Ģeklinde bir çözümünü araĢtıralım. Bu çözüm denklemde yerine yazılırsa 
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𝜇𝑎1𝑒
𝜇  𝑎1𝑑𝑥  𝑉𝑘 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

+ 𝑒𝜇  𝑎1𝑑𝑥  𝑉𝑘 ′ 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

= 𝜇𝑒𝜇  𝑎1𝑑𝑥  𝜇−𝑘  𝐴𝑘−𝑖𝑉𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

𝜇𝑎1  𝑉𝑘 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

+  𝑉𝑘 ′ 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

= 𝜇  𝜇−𝑘  𝐴𝑘−𝑖𝑉𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=0

∞

𝑘=0

 

elde edilir. 𝜇−𝑘  nın katsayıları karĢılıklı olarak eĢleĢtirilirse 𝑉𝑘  lar için  

 𝐴0 − 𝑎1𝐼 𝑉0 = 0 

 𝐴0 − 𝑎1𝐼 𝑉𝑘 = 𝑉𝑘−1
′ −  𝐴𝑘−𝑖𝑉𝑖

𝑘−1

𝑖=0

, 𝑘 = 1,2, … 

elde edilir. det 𝐴0 − 𝑎1𝐼 = 0 olduğundan denklemlerden ilkinin sıfırdan farklı bir 

çözümü vardır. Ġkinci denklem için de determinant sıfırdır, fakat 𝑉0 henüz tek türlü belirli 

olmadığından ikinci denklemi uyumlu yapacak Ģekilde seçilmelidir. Bu durumda 𝑉1 

tanımlanacak ve benzer adımlar 𝑉2, 𝑉3, … için takip edilecektir. Burada özetlenen yöntem 

(Hochstadt, 1964) den derlenmiĢtir. Detaylar için ilgili referansa baĢvurulmalıdır. 

ġimdi bir Sturm-Liouville problemi olarak göz önüne aldığımız GL denklemini 

yukarda bahsettiğimiz asimptotik açılım yöntemiyle çözelim. 

𝜙′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 0 

𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 

Denklemi yukarıdaki Ģekilde diferansiyel denklem sistemi olarak yazmak için  

𝜇2 = 𝑘2𝜆, 𝑞(𝑥) = 𝑘2𝑕2𝑥2 

olmak üzere  
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𝜙′′ = −𝜇2𝜙 + 𝑞 𝑥 𝜙 

için 

𝑥1 = 𝜙, 𝜇𝑥2 = 𝜙′  

dönüĢümü yapalım. Bu takdirde  

𝑥1
′ = 𝜇𝑥2 

𝑥2
′ = −𝜇𝑥1 +

1

𝜇
𝑥1𝑞(𝑥) 

olup  

𝑋′ =  𝜇  
0 1

−1 0
 +

1

𝜇
 

0 0
𝑞(𝑥) 0

  𝑋 

sistemi elde edilir. Baskın matrisi köĢegenleĢtirmek için 

𝑋 =  

1

2
−

𝑖

2

−
𝑖

2

1

2

 𝑌 

dönüĢümü yapılırsa  

𝑌′ =  𝜇𝐴0 +
1

𝜇
𝐴2 𝑌 

𝐴0 =  
−𝑖 0
0 𝑖

 , A1 = 0, 𝐴2 =  
𝑖𝑞/2 𝑞/2
𝑞/2 −𝑖𝑞/2

  

elde edilir.  

𝑌 = 𝑒−𝑖𝜇𝑥  𝑉𝑘𝜇
−𝑘

∞

𝑘=0

 

Ģeklinde bir çözüm ararsak daha önce yukarıda elde ettiğimiz bağıntıya göre 𝑎𝑖 = −𝑖 için 
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 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉0 = 0 

 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉1 = 𝑉0
′  

 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉𝑘 = 𝑉𝑘−1
′ − 𝐴2𝑉𝑘−2 , 𝑘 = 2,3, … 

elde edilir. 

 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉0 = 0 ⇒  
0 0
0 2𝑖

 𝑉0 = 0 

olduğundan 𝑃0(𝑥) keyfi olmak üzere 

𝑉0 𝑥 =  
𝑃0(𝑥)

0
  

elde edilir. Ġkinci denklemden  

 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉1 = 𝑉0
′ ⇒  

0 0
0 2𝑖

 𝑉1 =  
𝑃0

′ (𝑥)
0

  

olduğundan 𝑃1(𝑥) keyfi olmak üzere 

𝑃0
′  𝑥 = 0 ⇒ 𝑃0 𝑥 = 𝑎, 𝑉0 𝑥 =  

𝑎
0
 , 𝑉1 𝑥 =  

𝑃1 𝑥 
0

  

elde edilir.  

 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉2 = 𝑉1
′ − 𝐴2𝑉0 ⇒  

0 0
0 2𝑖

 𝑉2 =  
𝑃1

′ (𝑥)
0

 −  
𝑖𝑞/2 𝑞/2
𝑞/2 −𝑖𝑞/2

  
𝑎
0
  

 
0 0
0 2𝑖

 𝑉2 =  
𝑃1

′ 𝑥 −
𝑖𝑎𝑞

2

−
𝑎𝑞

2

  

olduğundan  

𝑃1
′  𝑥 =

𝑖𝑎𝑞

2
⇒ 𝑃1 𝑥 =

𝑖𝑎

2
 𝑞𝑑𝑥 , 𝑉1 𝑥 =  

𝑖𝑎

2
 𝑞𝑑𝑥

0

 , 𝑉2 𝑥 =  
𝑃2 𝑥 
𝑖𝑎𝑞

4

  

olarak bulunur. Üçüncü denklemi yazarsak 
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 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉3 = 𝑉2
′ − 𝐴2𝑉1 ⇒  

0 0
0 2𝑖

 𝑉3 =  

𝑃2
′ (𝑥)

𝑖𝑎𝑞′

4

 −  
𝑖𝑞/2 𝑞/2
𝑞/2 −𝑖𝑞/2

  
𝑖𝑎

2
 𝑞𝑑𝑥

0

  

 
0 0
0 2𝑖

 𝑉3 =

 

 
𝑃2

′  𝑥 +
𝑎

4
𝑞  𝑞𝑑𝑥

𝑖𝑎𝑞′

4
−

𝑖𝑎𝑞

4
 𝑞𝑑𝑥

 

  

olup 

𝑃2
′  𝑥 = −

𝑎

4
𝑞  𝑞𝑑𝑥 ⇒ 𝑃2 𝑥 = −

𝑎

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

 

 𝑉2 𝑥 =

 

 
−

𝑎

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

𝑖𝑎𝑞

4  

 , 𝑉3 𝑥 =  

𝑃3(𝑥)

𝑎𝑞′

8
−

𝑎𝑞

8
 𝑞𝑑𝑥

  

olarak bulunur. Dördüncü denklemi de yazarsak 

 𝐴0 + 𝑖𝐼 𝑉4 = 𝑉3
′ − 𝐴2𝑉2 ⇒  

0 0
0 2𝑖

 𝑉4

=  

𝑃3
′ (𝑥)

𝑎𝑞′′

8
−

𝑎𝑞′

8
 𝑞𝑑𝑥 −

𝑎𝑞2

8

 −  
𝑖𝑞/2 𝑞/2
𝑞/2 −𝑖𝑞/2

 

 

 
−

𝑎

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

𝑖𝑎𝑞

4  

  

olduğundan 

𝑃3
′  𝑥 = −

𝑖𝑎

16
𝑞   𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑖𝑎

8
𝑞2 ⇒ 𝑃3 𝑥 = −

𝑖𝑎

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
𝑖𝑎

8
 𝑞2𝑑𝑥 

𝑉3 𝑥 =

 

 
 −

𝑖𝑎

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
𝑖𝑎

8
 𝑞2𝑑𝑥

𝑎𝑞′

8
−

𝑎𝑞

8
 𝑞𝑑𝑥

 

 
 

 

olarak bulunur. O halde  
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𝑉0 𝑥 =  
𝑎
0
 , 𝑉1 𝑥 =  

𝑖𝑎

2
 𝑞𝑑𝑥

0

 , 𝑉2 𝑥 =

 

 
−

𝑎

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

𝑖𝑎𝑞

4  

  

𝑉3 𝑥 =

 

 
 −

𝑖𝑎

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
𝑖𝑎

8
 𝑞2𝑑𝑥

𝑎𝑞′

8
−

𝑎𝑞

8
 𝑞𝑑𝑥

 

 
 

, … 

Ģeklinde olduğundan 

𝑌 = 𝑒−𝑖𝜇𝑥  𝑉𝑘𝜇
−𝑘

∞

𝑘=0

= 𝑒−𝑖𝜇𝑥

 

  
 

 
𝑎
0
 + 𝜇−1  

𝑖𝑎

2
 𝑞𝑑𝑥

0

 + 𝜇−2

 

 
−

𝑎

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

𝑖𝑎𝑞

4  

 

+ 𝜇−3

 

 
 −

𝑖𝑎

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
𝑖𝑎

8
 𝑞2𝑑𝑥

𝑎𝑞′

8
−

𝑎𝑞

8
 𝑞𝑑𝑥

 

 
 

…

 

  
 

 

elde edilir.  

𝑋 =  

1

2
−

𝑖

2

−
𝑖

2

1

2

 𝑌 𝑣𝑒 𝑥1 = 𝜙 

olduğundan 𝜙 için lineer bağımsız çözümlerden biri  

𝜓1 = 𝑎𝑒−𝑖𝜇𝑥  
1

2
+  

𝑖

4
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 +  −

1

16
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

8
 𝜇−2

+  −
𝑖

96
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
𝑖

16
 𝑞2𝑑𝑥 +

𝑖

16
𝑞  𝑞𝑑𝑥 −

𝑖𝑞′

16
 + ⋯   

olarak elde edilir. Diğer lineer bağımsız çözümü elde etmek için  
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𝑋 =  

−𝑖

2

1

2
1

2

−𝑖

2

 𝑌 

dönüĢümü yapılırsa  

𝑌′ =  𝜇𝐴0 +
1

𝜇
𝐴2 𝑌 

𝐴0 =  
𝑖 0
0 −𝑖

 , 𝐴2 =  
−𝑖𝑞/2 𝑞/2

𝑞/2 𝑖𝑞/2
  

elde edilir.  

𝑌 = 𝑒𝑖𝜇𝑥  𝑉𝑘 𝑥 𝜇−𝑘

∞

𝑘=0

 

Ģeklinde bir çözüm aranırsa 𝑎 = 𝑖 için 

 𝐴0 − 𝑖𝐼 𝑉0 = 0 

 𝐴0 − 𝑖𝐼 𝑉1 = 𝑉0
′  

 𝐴0 − 𝑖𝐼 𝑉𝑘 = 𝑉𝑘−1
′ − 𝐴2𝑉𝑘−2 , 𝑘 = 2,3, … 

olup 

𝜙2 = 𝑏𝑒𝑖𝜇𝑥  
1

2
+  −

𝑖

4
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 +  −

1

16
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

8
 𝜇−2

+  
𝑖

96
  𝑞𝑑𝑥 

3

−
𝑖

16
 𝑞2𝑑𝑥 −

𝑖

16
𝑞  𝑞𝑑𝑥 +

𝑖𝑞′

16
 + ⋯   

bulunur. 𝜙1, 𝜙2 iki lineer bağımsız çözüm ise  

𝑉1 = 𝜙1 + 𝜙2

= cos 𝜇𝑥 + sin 𝜇𝑥  
1

2
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 + cos 𝜇𝑥  −

1

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

4
 𝜇−2

+ sin 𝜇𝑥  −
1

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
1

8
 𝑞2𝑑𝑥 +

1

8
𝑞  𝑞𝑑𝑥 −

𝑞′

8
 𝜇−3 … 
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𝑉2 = 𝑖 𝜙1 − 𝜙2 

= sin 𝜇𝑥 − cos 𝜇𝑥  
1

2
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 + sin 𝜇𝑥  −

1

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

4
 𝜇−2

− cos 𝜇𝑥  −
1

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
1

8
 𝑞2𝑑𝑥 +

1

8
𝑞  𝑞𝑑𝑥 −

𝑞′

8
 𝜇−3 … 

olup, genel çözüm 

𝜙 𝑥 = 𝑐0  cos 𝜇𝑥 + sin 𝜇𝑥  
1

2
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 + cos 𝜇𝑥  −

1

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

4
 𝜇−2

+ sin 𝜇𝑥  −
1

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
1

8
 𝑞2𝑑𝑥 +

1

8
𝑞  𝑞𝑑𝑥 −

𝑞′

8
 𝜇−3 …  

+ 𝑐1  sin 𝜇𝑥 − cos 𝜇𝑥  
1

2
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 + sin 𝜇𝑥  −

1

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

4
 𝜇−2

− cos 𝜇𝑥  −
1

48
  𝑞𝑑𝑥 

3

+
1

8
 𝑞2𝑑𝑥 +

1

8
𝑞  𝑞𝑑𝑥 −

𝑞′

8
 𝜇−3 …  

Ģeklinde olacaktır. Burada 𝜇 =  𝑘2𝜆, 𝑞 𝑥 = 𝑘2𝑕2𝑥2 dir. Çözümün sınır Ģartlarını 

sağlaması için 𝑐0 ve 𝑐1 belirlemeye çalıĢalım.  

i) Sadece ilk terimleri alalım. 

𝜙 𝑥 = 𝑐0 cos 𝜇𝑥 + 𝑐1 sin 𝜇𝑥 

𝜙′ = −𝑐0𝜇 sin 𝜇𝑥 − 𝑐1𝜇 cos 𝜇𝑥 

𝜙′ 0 = 0 ⇒ 𝑐1 = 0 

𝜙′ 1 = 0 ⇒ −𝑐0𝜇𝑠𝑖𝑛𝜇 = 0 ⇒ 𝜇𝑛 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1,2, … 

özdeğerleri bulunur. Dolayısıyla 

𝜇1,𝑛 = 𝑛𝜋 ⇒ 𝜆1,𝑛 =
𝑛2𝜋2

𝑘2
 

özdeğerlerine karĢılık  

𝜙1,𝑛 = cos 𝑛𝜋𝑥 

özfonksiyonları elde edilir.  
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ii) Ġlk iki terimi alalım. Bu durumda 

 

𝜙 𝑥 = 𝑐0  cos 𝜇𝑥 +
1

2𝜇
sin 𝜇𝑥   𝑞𝑑𝑥  + 𝑐1  sin 𝜇𝑥 −

1

2𝜇
cos 𝜇𝑥   𝑞𝑑𝑥   

𝜙 𝑥 = 𝑐0  cos 𝜇𝑥 +
1

2𝜇
sin 𝜇𝑥  𝑘2𝑕2  𝑥2𝑑𝑥  

+ 𝑐1  sin 𝜇𝑥 −
1

2𝜇
cos 𝜇𝑥  𝑘2𝑕2  𝑥2𝑑𝑥   

𝜙 𝑥 = 𝑐0  cos 𝜇𝑥 +
𝑘2𝑕2

6𝜇
𝑥3 sin 𝜇𝑥 + 𝑐1  sin 𝜇𝑥 −

𝑘2𝑕2

6𝜇
𝑥3 cos 𝜇𝑥  

elde edilir. 𝑐0 ve 𝑐1 katsayılarını belirlemek için sınır Ģartlarını uygulayalım. 

𝜙′ 𝑥 = 𝑐0  −𝜇 sin 𝜇𝑥 +
𝑘2𝑕2

2𝜇
𝑥2  sin 𝜇𝑥 +

𝜇

3
𝑥 cos 𝜇𝑥  

+ 𝑐1  𝜇 cos 𝜇𝑥 −
𝑘2𝑕2

2𝜇
𝑥2  cos 𝜇𝑥 −

𝜇

3
𝑥𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑥   

𝜙′ 0 = 0 ⇒ 𝑐1 = 0 

𝜙′ 1 = 0 ⇒ 𝑐0  −𝜇 sin 𝜇 +
𝑘2𝑕2

2𝜇
 sin 𝜇 +

𝜇

3
cos 𝜇  = 0 

⇒ −𝜇 sin 𝜇 +
𝑘2𝑕2

2𝜇
 sin 𝜇 +

𝜇

3
cos 𝜇 = 0 ⇒ − sin 𝜇  𝜇 −

𝑘2𝑕2

2𝜇
 +

𝑘2𝑕2

6
cos 𝜇 = 0 

⇒ − tan μ +
k2h2μ

6μ2 − 3k2h2
= 0 

𝜇2,𝑛  ler son denklemin çözümünden elde edilen özdeğerler olmak üzere 𝜆2,𝑛 =
𝜇2,𝑛

2

𝑘2  

Ģeklindedir. Özfonksiyonlar ise 

𝜙2,𝑛 = cos 𝜇2,𝑛𝑥 +
𝑘2𝑕2

6𝜇2,𝑛
𝑥3 sin 𝜇2,𝑛𝑥  

Ģeklindedir.  

iii) Ġlk üç terimi alalım. Bu durumda 
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𝜙 𝑥 = 𝑐0  cos 𝜇𝑥 + sin 𝜇𝑥  
1

2
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 + cos 𝜇𝑥  −

1

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

4
 𝜇−2 

+ 𝑐1  sin 𝜇𝑥 − cos 𝜇𝑥  
1

2
 𝑞𝑑𝑥 𝜇−1 + sin 𝜇𝑥  −

1

8
  𝑞𝑑𝑥 

2

+
𝑞

4
 𝜇−2  

 

𝜙 𝑥 = 𝑐0  cos 𝜇𝑥 +
𝑘2𝑕2

6𝜇
𝑥3 sin 𝜇𝑥 +

𝑘2𝑕2

4𝜇2
 𝑥2 −

𝑘2𝑕2𝑥6

18
 cos 𝜇𝑥 

+ 𝑐1  sin 𝜇𝑥 −
𝑘2𝑕2

6𝜇
𝑥3 cos 𝜇𝑥 +

𝑘2𝑕2

4𝜇2
 𝑥2 −

𝑘2𝑕2𝑥6

18
 sin 𝜇𝑥  

𝜙′ 𝑥 = 𝑐0  −μsin 𝜇𝑥 +
𝑘2𝑕2

2𝜇
𝑥2  sin 𝜇𝑥 +

𝜇

3
𝑥 cos 𝜇𝑥 

+
𝑘2𝑕2

4𝜇2
  2𝑥 −

𝑘2𝑕2𝑥5

3
 cos 𝜇𝑥 −  𝑥2 −

𝑘2𝑕2𝑥6

18
 𝜇 sin 𝜇𝑥  

+ 𝑐1  𝜇 cos 𝜇𝑥 −
𝑘2𝑕2

2𝜇
𝑥2  cos 𝜇𝑥 −

𝜇

3
𝑥𝑠𝑖𝑛 𝜇𝑥 

+
𝑘2𝑕2

4𝜇2
  2𝑥 −

𝑘2𝑕2𝑥5

3
 sin 𝜇𝑥 +  𝑥2 −

𝑘2𝑕2𝑥6

18
 𝜇 cos 𝜇𝑥   

𝜙′ 0 = 0 ⇒ 𝑐1 = 0 

𝜙′ 1 = 0

⇒ 𝑐0  −𝜇 sin 𝜇 +
𝑘2𝑕2

2𝜇
 sin 𝜇 +

𝜇

3
cos 𝜇 

+
𝑘2𝑕2

4𝜇2
  2 −

𝑘2𝑕2

3
 cos 𝜇 −  1 −

𝑘2𝑕2

18
 𝜇 sin 𝜇  = 0 

⇒ − tan μ +
6k2h2 2μ2 + 6 − k2h2 

 k2h2 18 + k2h2 − 72μ2 μ
= 0 

olarak bulunur. 𝜇3,𝑛  ler son denklemin çözümünden elde edilen özdeğerler olmak üzere 

𝜆3,𝑛 =
𝜇3,𝑛

2

𝑘2  Ģeklindedir. Özfonksiyonlar ise 

𝜙3,𝑛 = cos 𝜇3,𝑛𝑥 +
𝑘2𝑕2

6𝜇3,𝑛
𝑥3 sin 𝜇3,𝑛𝑥 +

𝑘2𝑕2

4𝜇3,𝑛
2  𝑥2 −

𝑘2𝑕2𝑥6

18
 cos 𝜇3,𝑛𝑥  

Ģeklindedir.  
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Ġlk iki terimden sonraki durumlarda öz değerleri veren denklemler lineer 

olmadığından öz değerleri bulmak için MATLAB de fsolve fonksiyonunu kullanıp, 

bulduğumuz sonuçları SLEIGN2 yazılımından elde edilen sonuçlarla karĢılaĢtıralım. 

Bunun için farklı 𝑘 ve 𝑕 değerleri için elde edilen sonuçlar aĢağıda verilmiĢtir.  

Tablo 9 da 𝑘 = 1, 𝑕 = 1 ve Tablo 10 da 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 değerleri için ilk terim ve ilk 

iki terim kullanılarak asimptotik olarak elde edilen özdeğerler SLEIGN2 ile elde edilen 

özdeğerlerle karĢılaĢtırmalı olarak verilmiĢtir. Yöntem bir asimptotik yöntem olduğundan 

𝜆 → ∞ için iyi sonuçlar verirken 𝜆 → 𝜆0 için sonuçların iyi olmadığı görülmektedir. Ayrıca 

Bölüm 2.3.1 de verilen sonuçlar doğrultusunda, elde edilen özdeğerlerin hepsinin reel ve 

pozitif sayılabilir sayıda olduğu görülmektedir. Ayrıca ġekil 54 ve ġekil 55 de bu değerler 

için elde edilen ilk dört özfonksiyonun grafikleri sunulmuĢtur. Bu grafiklerden de 

sonuçların 𝜆 → ∞ için oldukça iyi olduğu görülmektedir.     

Tablo 9. 𝑘 = 1, 𝑕 = 1 için asimptotik yöntem ile elde edilen özdeğerler 

SLEIGN2 Ġlk terim Ġlk iki terim 

 𝑛 𝜆𝑛   𝑛 𝜆1,𝑛   𝑛 𝜆2,𝑛  

 0 0.3249                0 0  0 0.6301 

1 10.2600 1 9.8696 1 10.2167 

2 39.8253              2 39.4784 2 39.8152 

3 89.1657 3 88.8264 3 89.1613 

4 158.2503             4 157.9137 4 158.2479   

5 247.0755           5 246.7401 5 247.0740   

6 355.6405 6 355.3058 6 355.6395   

7 483.9450 7 483.6106 7 483.9442   

8 631.9888 8 631.6547 8 631.9882  

9 799.7719 9 799.4380 9 799.7715 

10 987.2943 10 986.9604 10 987.2939 

      

 
ġekil 54. 𝑘 = 1, 𝑕 = 1 için asimptotik yöntem ve SLEIGN2 ile 

elde edilen özfonksiyonlar 

0 0.5 1
0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1
-2

-1

0

1

2

0 0.5 1
-2

-1

0

1

2

0 0.5 1
-2

-1

0

1

2

 

 

Asimptotik

SLEIGN2
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Tablo 10. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için asimptotik yöntem ile elde edilen özdeğerler 

SLEIGN2 Ġlk terim Ġlk iki terim 

 𝑛 𝜆𝑛   𝑛 𝜆1,𝑛   𝑛 𝜆2,𝑛  

 0 0.2271                0 0  0 0.2818 

1 1.0744 1 0.6169 1 1.0256 

2 2.8295              2 2.4674 2 2.8321 

3 5.8959 3 5.5517 3 5.9002 

4 10.2087             4 9.8696 4 10.2117   

5 15.7582           5 15.4213 5 15.7603   

6 22.5424 6 22.2066 6 22.5439   

7 30.5608 7 30.2257 7 30.5619   

8 39.8131 8 39.4784 8 39.8140  

9 50.2992 9 49.9649 9 50.3000 

10 62.0192 10 61.6850 10 62.0198 

 

 
ġekil 55. k=4, h=1 için asimptotik yöntem ve SLEIGN2 ile elde 

edilen özfonksiyonlar 

ġimdi ilk özdeğerler için daha iyi sonuçlar veren Galerkin yöntemini inceleyelim. 

2.3.4. Galerkin Yöntemi ile Özdeğer ve Özfonksiyonlar 

2.3.3 de uygulanan yöntem ile elde edilen özdeğer ve özfonksiyonların SLEGIN2 

ile elde edilen ilk özdeğer ve özfonksiyon dıĢında uyum içinde olduğu görülmektedir. 

Ancak ilk özdeğer ve özfonksiyon sayısal olarak hesaplamalardan farklıdır. Bunun için bu 

bölümde ilk özdeğer ve özfonksiyonu belirlemek amacıyla Galerkin Yöntemini 

kullanıyoruz. 

0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5


2

0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4


0

 

 

0 0.5 1
-0.5

0

0.5


4

0 0.5 1
-0.5

0

0.5


8

Asimptotik

SLEIGN2
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𝜙′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 0, 𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 
(32)  

sınır değer problemini ele alalım. (32) problemini çözmek için 

𝜙𝑘 = cos(𝑘 − 1)𝜋𝑥 , 𝑘 = 1,2, … 

lineer bağımsız fonksiyonlar olmak üzere 

𝜙  𝑥 = 𝜙0 𝑥 +  𝑐𝑘𝜙𝑘 𝑥 

𝑁

𝑘=1

 

Ģeklinde bir çözüm arayalım. Sınır Ģartları homojen olduğundan 𝜙0 𝑥 = 0 olarak seçilir. 

𝑐𝑘  katsayılarını belirlemek için  

𝐸𝑁 𝑥 = 𝜙 ′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙  

rezidüsünü tanımlayarak 

 𝐸𝑁 𝑥 𝜙𝑘 𝑥 𝑑𝑥 = 0
1

0

, 𝑘 = 1,2, … 

integralleri sonucunda elde edilen ve bilinmeyenlerin 𝑐𝑘  katsayıları olduğu lineer denklem 

sistemini çözelim.  

Ġlk olarak 𝑁 = 1 olsun. Bu takdirde 𝜙0 𝑥 = 0, 𝜙1 𝑥 = 1 ve 𝜙  𝑥 = 𝑐1 olup  

𝐸1 𝑥 = 𝜙 ′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝑐1 

Ģeklindedir.  

 𝐸1 𝑥 𝜙1 𝑥 𝑑𝑥 = 0
1

0

⇒  𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝑐1𝑑𝑥 = 0
1

0

 

⇒ 𝑐1  𝑘2𝜆𝑥 − 𝑘2𝑕2
𝑥3

3
 

0

1

= 0 ⇒ 𝑐1  𝑘2𝜆 −
𝑘2𝑕2

3
 = 0 

⇒ 𝜆1 =
𝑕2

3
 



71 

 

 

özdeğeri ve ona karĢılık 

𝜙1 𝑥 = 𝑐1 

özfonksiyonu elde edilir.  

ġimdi 𝑁 = 2 alalım. Bu takdirde 𝜙1 𝑥 = 1, 𝜙2 𝑥 = cos 𝜋𝑥  için 

𝜙  𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 

olup 

𝐸2 𝑥 = 𝜙 ′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙  

𝐸2 𝑥 = −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥  

Ģeklindedir. 𝜙1 𝑥 = 1 için 

 𝐸2 𝑥 𝜙1 𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 0 ⇒   −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥  𝑑𝑥

1

0

= 0 

−𝑐2𝜋
2  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

+ 𝑘2𝜆  𝑐1  𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

− 𝑘2𝑕2  𝑐1  𝑥2𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  𝑥2 cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 = 0 

⇒  k2𝜆 −
𝑘2𝑕2

3
 𝑐1 +

2𝑘2𝑕2

𝜋2
𝑐2 = 0 (33)  

 

elde edilir. 𝜙2 𝑥 = cos 𝜋𝑥 için ise  

 𝐸2 𝑥 𝜙2 𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 0 

  −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

= 0 

−𝑐2𝜋
2  cos2 𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

+ 𝑘2𝜆  𝑐1  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  cos2 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

− 𝑘2𝑕2  𝑐1  𝑥2 cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  𝑥2 cos2 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 = 0 
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⇒
2𝑘2𝑕2

𝜋2
𝑐1 +  

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2 𝑐2 = 0 (34)  

elde edilir. (33) ve (34) ifadelerinden 

 

 
𝑘2𝜆 −

𝑘2𝑕2

3

2𝑘2𝑕2

𝜋2

2𝑘2𝑕2

𝜋2

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2

 

  
𝑐1

𝑐2
 =  

0
0
  

elde edilir. Sıfırdan farklı 𝑐1, 𝑐2 çözümünü elde edebilmek için 

  
𝑘2𝜆 −

𝑘2𝑕2

3

2𝑘2𝑕2

𝜋2

2𝑘2𝑕2

𝜋2

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2

  = 0 

olmalıdır. Dolayısıyla 

 𝑘2𝜆 −
𝑘2𝑕2

3
  

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2 −

4𝑘4𝑕4

𝜋4
= 0 

𝑘4

2
𝜆2 −  

𝑘4𝑕2

6
+

𝑘2𝜋2

2
+

𝑘4𝑕2 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
 𝜆 +

𝑘4𝑕4 2𝜋2 + 3 

36𝑝𝑖2
+

𝑘2𝑕2𝜋2

6
−

4𝑘4𝑕4

𝜋4

= 0 

𝑎 =
𝑘4

2
, 𝑏 = − 

𝑘4𝑕2

6
+

𝑘2𝜋2

2
+

𝑘4𝑕2 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
  

𝑐 =
𝑘4𝑕4 2𝜋2 + 3 

36𝜋2
+

𝑘2𝑕2𝜋2

6
−

4𝑘4𝑕4

𝜋4
 

olmak üzere  

𝜆1,2 =
−𝑏 ∓  𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

olarak bulunur.  
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𝜆1 =
−𝑏 −  𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

=
1

12𝑘2𝜋2
 4𝑘2𝑕2𝜋2 + 6𝜋4 + 3𝑘2𝑕2 − 3 4𝜋8 + 4𝑘2𝑕2𝜋4 + 129𝑘4𝑕4 

1
2   

özdeğerine karĢılık gelen özfonksiyon  

𝜙 1 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 

𝜙 1 𝑥 = 𝑐2  
𝜋4

8𝑘2𝑕2
+

1

16
+

1

16𝑘4𝑕2
 4𝑘4𝜋8 + 4𝑘6𝑕2𝜋4 + 129𝑘8𝑕4 

1
2 + cos 𝜋𝑥  

𝜙 1 𝑥 = 𝑐2  
𝜋4

4𝑘2𝑕2
+

𝜋2

12
+

1

8
−

𝜆1

4
+ cos 𝜋𝑥  

ve 

𝜆2 =
−𝑏 +  𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

=
1

12𝑘2𝜋2
 4𝑘2𝑕2𝜋2 + 6𝜋4 + 3𝑘2𝑕2 + 3 4𝜋8 + 4𝑘2𝑕2𝜋4 + 129𝑘4𝑕4 

1
2   

özdeğerine karĢılık gelen özfonksiyon ise 

𝜙 2 𝑥 = 𝑐2  
𝜋4

8𝑘2𝑕2
+

1

16
−

1

16𝑘4𝑕2
 4𝑘4𝜋8 + 4𝑘6𝑕2𝜋4 + 129𝑘8𝑕4 

1
2 + cos 𝜋𝑥  

𝜙 2 𝑥 = 𝑐2  
𝜋4

4𝑘2𝑕2
+

𝜋2

12
+

1

8
+

𝜆2

4
+ cos 𝜋𝑥  

Ģeklindedir.  

𝑁 = 3 alalım. Bu takdirde 𝜙1 𝑥 = 1, 𝜙2 𝑥 = cos 𝜋𝑥  , 𝜙3 𝑥 = cos 2𝜋𝑥  için 

𝜙  𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 + 𝑐3 cos 2𝜋𝑥 

olup 

𝐸3 𝑥 = 𝜙 ′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙  

𝐸3 𝑥 = −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 + 𝑐3 cos 2𝜋𝑥  
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Ģeklindedir. 𝜙1 𝑥 = 1 için 

 𝐸3 𝑥 𝜙1 𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 0 

⇒   −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 + 𝑐3 cos 2𝜋𝑥  𝑑𝑥

1

0

= 0 

−𝑐2𝜋
2  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

+ 𝑘2𝜆  𝑐1  𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐3  cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

− 𝑘2𝑕2  𝑐1  𝑥2𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  𝑥2 cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  𝑥2 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 = 0 

⇒  𝑘2𝜆 −
𝑘2𝑕2

3
 𝑐1 +

2𝑘2𝑕2

𝜋2
𝑐2 −

𝑘2𝑕2

2𝜋2
𝑐3 = 0 (35)  

elde edilir.  𝜙2 𝑥 = cos 𝜋𝑥 için 

 𝐸3 𝑥 𝜙2 𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 0 

  −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 + 𝑐3 cos 2𝜋𝑥  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

= 0 

−𝑐2𝜋
2  cos2 𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

+ 𝑘2𝜆  𝑐1  cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  cos2 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐3  cos 𝜋𝑥 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

− 𝑘2𝑕2  𝑐1  𝑥2 cos 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  𝑥2 cos2 𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐3  𝑥2 cos 𝜋𝑥 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 = 0 

⇒
2𝑘2𝑕2

𝜋2
𝑐1 +  

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2 𝑐2 +

10𝑘2𝑕2

9𝜋2
𝑐3 = 0 

(36)  

bulunur. 𝜙3 𝑥 = cos 2𝜋𝑥 için  

 𝐸3 𝑥 𝜙3 𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 0 

  −𝑐2𝜋
2 cos 𝜋𝑥 + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2  𝑐1 + 𝑐2 cos 𝜋𝑥 + 𝑐3 cos 2𝜋𝑥  cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

= 0 
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−𝑐2𝜋
2  cos 𝜋𝑥 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥

1

0

+ 𝑘2𝜆  𝑐1  cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  cos 𝜋𝑥 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐3  cos2 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

− 𝑘2𝑕2  𝑐1  𝑥2 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐2  𝑥2 cos 𝜋𝑥 cos 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

+ 𝑐3  𝑥2 cos2 2𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 = 0 

⇒ −
𝑘2𝑕2

2𝜋2
𝑐1 +

10𝑘2𝑕2

9𝜋2
𝑐2 +  

𝑘2𝜆

2
−

 8𝜋2 + 3 𝑘2𝑕2

48𝜋2
 𝑐3 = 0 

 

(37)  

(35), (36) ve (37) ifadelerinden 

 

 
 
 
 

𝑘2𝜆 −
𝑘2𝑕2

3

2𝑘2𝑕2

𝜋2
−

𝑘2𝑕2

2𝜋2

2𝑘2𝑕2

𝜋2

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2

10𝑘2𝑕2

9𝜋2

−
𝑘2𝑕2

2𝜋2

10𝑘2𝑕2

9𝜋2

𝑘2𝜆

2
−

 8𝜋2 + 3 𝑘2𝑕2

48𝜋2  

 
 
 
 

 

𝑐1

𝑐2

𝑐3

 =  
0
0
0
  

elde edilir. Sıfırdan farklı 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 çözümünü elde edebilmek için 

 

 
𝑘2𝜆 −

𝑘2𝑕2

3

2𝑘2𝑕2

𝜋2
−

𝑘2𝑕2

2𝜋2

2𝑘2𝑕2

𝜋2

𝑘2𝜆

2
−

𝜋2

2
−

 2𝜋2 + 3 

12𝜋2
𝑘2𝑕2

10𝑘2𝑕2

9𝜋2

−
𝑘2𝑕2

2𝜋2

10𝑘2𝑕2

9𝜋2

𝑘2𝜆

2
−

 8𝜋2 + 3 𝑘2𝑕2

48𝜋2

 

 

= 0 

olmalıdır. Dolayısıyla 

𝑎 =
𝑘6

4
, 𝑏 = −

𝑕2𝑘6

4
−

5𝜋2𝑘4

4
−

5𝑕2𝑘6

32𝜋2
 

𝑐 =
1

12
𝑕4𝑘6 +

5

6
𝜋2𝑕2𝑘4 +

5𝑕4𝑘6

48𝜋2
+ 𝑘2𝜋4 +

17

32
𝑕2𝑘4 −

3257𝑕4𝑘6

974𝜋4
 

𝑑 =
65𝑕4𝑘4

8𝜋2
−

155

81𝜋6
𝑕6𝑘6 −

1

108
𝑕6𝑘6 −

5

36
𝜋2𝑕4𝑘4 −

5𝑕6𝑘6

288𝜋2
−

1

3
𝜋4𝑕2𝑘2

−
17

96
𝑕4𝑘4 +

3432𝑕6𝑘6

3079𝜋4
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olmak üzere   

𝑎𝜆3 + 𝑏𝜆2 + 𝑐𝜆 + 𝑑 = 0 

denklemi elde edilir. Bu polinomun kökleri ise aradığımız özdeğerlerdir.  

Galerkin yöntemi ile 𝑁 = 1,2,3 alarak elde edilen özdeğerler ile SLEIGN2 yazılımı 

ile elde edilen sonuçların karĢılaĢtırması Tablo 11 de sunulmuĢtur.  

Tablo 11. Farklı 𝑘, 𝑕  değerleri için Galerkin yöntemi ile elde edilen özdeğerler 

  N=1 N=2 N=3 SLEIGN2 

k h λ1 λ1 λ2 λ1 λ2 λ3 λ1 λ2 λ3 

0.1 0.1 0.0033 0.0033 986.964 0.0033 986.96 3947.8 0.0033 986.964 3947.8 

0.1 0.5 0.0833 0.0833 987.056 0.0833 987.06 3947.9 0.0833 987.056 3947.9 

0.5 0.1 0.0033 0.0033 39.4823 0.0033 39.4823 157.917 0.0033 39.4822 157.917 

0.5 0.5 0.0833 0.0832 39.5745 0.0832 39.5745 158.000 0.0832 39.5745 158.000 

0.5 1 0.3333 0.3313 39.8645 0.3312 39.8641 158.260 0.3312 39.8640 158.259 

1 0.5 0.0833 0.0828 9.9661 0.0828 9.9660 39.5650 0.0828 9.9660 39.5649 

1 1 0.3333 0.3251 10.2619 0.3250 10.2601 39.8263   0.3249 10.2600 39.8253   

2 1 0.3333 0.3011 2.8836 0.3009 2.8763 10.2231 0.3008 2.8760 10.2193 

1 2 1.3333 1.2045 11.5344 1.2037 11.5051 40.8925 1.2035 11.5042 40.8773 

2 2 1.3333 0.9087 4.4280 0.9085 4.2998 11.3820 0.9085 4.2979 11.3183 

3 1 0.3333 0.2657 1.5482 0.2657 1.5309 4.7499 0.2656 1.5304 4.7411 

1 3 3 2.3916 13.9340 2.3909 13.7779 42.7491 2.3906 13.7743 42.6706 

4 1 0.3333 0.2272 1.1070 0.2271 1.0750 2.8455 0.2271 1.0744 2.8295 

1 4 5.3333 3.6349 17.7120 3.6341 17.1993 45.5278 3.6337 17.1919 45.2733 

4 2 1.3333 0.5257 2.9604 0.4990 2.4123 4.4263 0.4988 2.4022 4.1555 

2 4 5.3333 2.1029 11.8417 1.9959 9.6491 17.7053 1.9953 9.6090 16.6221 

4 4 5.3333 1.4066 10.6875 1.0275 5.9327 13.1372 0.9999 4.9995 8.9762 

 

Tablo 11 e göre SLEIGN2 ve Galerkin yöntemiyle elde edilen sonuçlar 

karĢılaĢtırıldığında Galerkin yöntemi ilk özdeğerler için oldukça iyi sonuçlar vermektedir. 

𝑘 ve 𝑕 nın büyük değerlerinde daha iyi sonuçlar elde edebilmek için N değerini büyütmek 

gerekmektedir. Bu ise elde edilen polinomun derecesini yükseltecek ve köklerin 

bulunmasını zorlaĢtıracaktır. Bu durum yöntemin bir dezavantajıdır.  

Yöntemin avantajı ise fiziksel olarak anlamlı olan ve pozitif özfonksiyonu veren ilk 

özdeğer için oldukça iyi sonuçlar vermesidir. Bu sonuç ġekil 56 da 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 ve ġekil 

57 de 𝑘 = 4, 𝑕 = 4 değerleri için verilen ilk dört özfonksiyonun grafiğine bakıldığında 

görülmektedir. Ayrıca 𝑘 ve 𝑕 nın büyük değerlerinde yöntemin 𝑁 nin küçük değerleri iyi 

sonuçlar vermediği Tablo 12 de SLEIGN2 ile karĢılaĢtırmalı olarak gösterilmiĢtir. 
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ġekil 56. k=4, h=1 için Galerkin ve SLEIGN2 ile elde edilen öz 

fonksiyonlar 

 
ġekil 57. k=4, h=4 için Galerkin ve SLEIGN2 ile elde edilen öz 

fonksiyonlar 

Tablo 12. 𝑘 ve  𝑕 nın büyük değerleri için Galerkin ile elde edilen özdeğerler 

  N=3 SLEIGN2 

k h λ1 λ2 λ3 λ1 λ2 λ3 

2 4 1.9959 9.6491 17.7053 1.9953 9.6090 16.6221 

4 4 1.0275 5.9327 13.1372 0.9999 4.9995 8.9762 

4 8 2.5612 18.9950 49.5808 1.9999 9.9999 17.9999 

8 4 0.6403 4.7488 12.3952 0.4999 2.4999 4.4999 

8 8 2.0952 17.8061 48.9227 0.9999 5.0000 9.0000 

0 0.5 1
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1

1.5


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0 0.5 1
-2

-1

0

1

2


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0 0.5 1
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-1

0

1

2


2

0 0.5 1
-2

-1

0

1

2


3

 

 

GALERKIN
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0 0.5 1
-1

0

1

2

3


0

0 0.5 1
-2

-1

0

1

2


1

0 0.5 1
-2

-1

0

1

2


2

0 0.5 1
-3

-2

-1

0

1

2


3
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ġekil 58 de 𝑘 𝑣𝑒 𝑕 nın büyük değerlerinde N değerlerini artırarak sonuçlar 

gözlemlendiğinde özfonksiyonların SLEIGN2 ile elde edilen özfonksiyona yakınsadığı 

görülmektedir. 

 

ġekil 58. 𝑘 = 4, 𝑕 = 4 için artan N değerleri için Galerkin ile elde 

edilen ilk özfonksiyonlar 

2.3.5. Picard Yöntemi ile Özdeğer ve Özfonksiyonlar 

𝜙′′ + 𝑘2 𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 0, 𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 
(38)  

problemini  

𝑦1
′ = 𝑦2, 𝑦1 0 = 𝑎 

𝑦2
′ = 𝑘2 𝑕2𝑥2 − 𝜆 𝑦1, 𝑦2 0 = 0 

baĢlangıç değer problemi olarak ele alalım ve Picard yöntemiyle çözelim. Picard 

yöntemine göre 

𝑌𝑘+1 = 𝑌0 +  𝐹 𝑡, 𝑌𝑘 

𝑥

0

𝑑𝑡, 𝑌0 =  
𝑎
0
 ,   𝐹 =  

𝑦2

𝑘2 𝑕2𝑥2 − 𝜆 𝑦1
 , 𝑘 = 0,1,2, … 

son iterasyon adımındaki çözümde 𝜓′ 1 = 0 yani 𝑦2 1 = 0 Ģartı yerine yazılırsa 𝜆 öz 

değerleri bulunabilir. Örneğin iki adım için problemi incelersek 
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𝑌1 = 𝑌0 +   
0

𝑘2 𝑕2𝑡2 − 𝜆 𝑎
 𝑑𝑡 =  

𝑎
0
 +

𝑥

0

 

0

𝑎  𝑘2  
𝑕2𝑥3

3
− 𝜆𝑥   =  

𝑎

𝑎  𝑘2  
𝑕2𝑥3

3
− 𝜆𝑥    

𝑌2 = 𝑌0 +  

 
 
 
 
 𝑎  𝑘2  

𝑕2𝑡3

3
− 𝜆𝑡  

𝑘2 𝑕2𝑡2 − 𝜆 𝑎𝑘2  
1

12
𝑕2𝑡4 −

1

2
𝜆𝑡2  

 
 
 
 

𝑑𝑡
𝑥

0

=  
𝑎
0
 +  

𝑎𝑘2  
1

12
𝑕2𝑥4 −

1

2
𝜆𝑥2 

𝑎𝑘2  
1

84
𝑘2𝑕4𝑥7 −

7

60
𝑘2𝜆𝑕2𝑥5 +

1

3
 

1

2
𝑘2𝜆2 + 𝑕2 𝑥3 − 𝜆𝑥 

 

=  
𝑎 + 𝑎𝑘2  

1

12
𝑕2𝑥4 −

1

2
𝜆𝑥2 

𝑎𝑘2  
1

84
𝑘2𝑕4𝑥7 −

7

60
𝑘2𝜆𝑕2𝑥5 +

1

3
 

1

2
𝑘2𝜆2 + 𝑕2 𝑥3 − 𝜆𝑥 

  

elde edilir. Dolayısıyla 

𝑦2 𝑥 = 𝑎𝑘2  
1

84
𝑘2𝑕4𝑥7 −

7

60
𝑘2𝜆𝑕2𝑥5 +

1

3
 

1

2
𝑘2𝜆2 + 𝑕2 𝑥3 − 𝜆𝑥  

olup 𝑦2 1 = 0 için 

𝑎𝑘2  
1

84
𝑘2𝑕4 −

7

60
𝑘2𝜆𝑕2 +

1

3
 

1

2
𝑘2𝜆2 + 𝑕2 − 𝜆 = 0 

1

84
𝑘2𝑕4 −

7

60
𝑘2𝜆𝑕2 +

1

3
 

1

2
𝑘2𝜆2 + 𝑕2 − 𝜆 = 0 

denklemi elde edilir. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için  

176

21
−

688

15
𝜆 +

128

3
𝜆2 = 0 

denkleminden 𝜆 değerleri belirlenir. 

Picard yöntemiyle yapılan testler incelendiğinde özellikle pozitif 𝜙 çözümünü 

veren ilk 𝜆 özdeğeri için iyi sonuçlar elde edilmektedir. Yöntemin dezavantajı ise 𝜅 ve 𝑕 

değeri büyüdükçe 𝑛 değerini büyük seçmek gerekmektedir.  
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Picard yöntemiyle elde edilen çözümlerden bazıları aĢağıda sunulmuĢtur. Örnekler 

incelendiğinde Picard yöntemiyle elde edilen sonuçların özellikle ilk özdeğerler için 

SLEIGN2 ile elde edilen sonuçlara yakınsadığı görülmektedir. Yine ġekil 59 ve ġekil 60 

de Picard ve SLEIGN2 ile elde edilen özfonksiyonlar incelendiğinde ilk özfonksiyonlar 

için Picard yönteminin iyi sonuçlar verdiği görülmektedir.  

Örnek 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 olsun. Bu durumda SLEGIN2 için 𝜆0 = 0.2271, 𝜆1 =

1.0744, 𝜆2 = 2.8295 Picard için 𝜆0 = 0.2271, 𝜆1 = 1.0745, 𝜆2 = 2.5898 olup 

özfonksiyonlar ise aĢağıdaki Ģekildedir. 

 
ġekil 59. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ve Picard ile elde edilen özfonksiyonlar 

 

Örnek 𝑘 = 1, 𝑕 = 4 olsun. Bu durumda SLEGIN2 için 𝜆0 = 3.6337, 𝜆1 =

17.1919, 𝜆2 = 45.2733 Picard için 𝜆0 = 3.6338, 𝜆1 = 17.1922, 𝜆2 = 41.4363 olup 

özfonksiyonlar ise aĢağıdaki Ģekildedir. 

 
ġekil 60. 𝑘 = 1, 𝑕 = 4 için SLEIGN2 ve Picard ile elde edilen özfonksiyonlar 
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2.3.6. Pertürbasyon Problemi Olarak Ginzburg-Landau 

Bu bölümde normal hale yakın komĢulukta elde edilen Ginzburg-Landau 

denkleminin 𝑘 nın büyük değerlerine karĢılık gelen pertürbasyon problemini ele alacağız.  

1

𝑘2
𝜙′′ +  𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 0, 𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 

denkleminde 𝑥 =
1

𝑘
𝑋 dönüĢümü yapılırsa  

𝑑𝜙

𝑑𝑥
= 𝑘

𝑑𝜙

𝑑𝑋
 𝑣𝑒 

𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
= 𝑘2

𝑑2𝜙

𝑑𝑋2
 

olup 

𝜙′′ +  𝜆 − 𝑕2
𝑥2

𝑘2
 𝜙 = 0 

𝜙′′ + (𝜆 − 𝜀𝑥2)𝜙 = 0, 𝜙′ (0) = 𝜙′ (𝑘) = 0, 𝑘 ≫ 𝑕 𝑖ç𝑖𝑛  𝜀 =
𝑕2

𝑘2  

pertürbasyon problemi elde edilir. Bu problemi çözmek için  

𝜙 = 𝜙0 + 𝜀𝜙1 + 𝜀2𝜙2 + ⋯ 

ve  

𝜆 = 𝜆0 + 𝜀𝜆1 + 𝜀2𝜆2 + ⋯ 

yaklaĢımları yapılırsa 

𝜙0
′′ + 𝜀𝜙1

′′ + 𝜀2𝜙2
′′ + ⋯  𝜆0 + 𝜀𝜆1 + 𝜀2𝜆2 + ⋯  − 𝜀𝑡2  𝜙0 + 𝜀𝜙1 + 𝜀2𝜙2 + ⋯  = 0  

elde edilir. ġimdi 𝑂(𝜀0) için 

𝜙0
′′ + 𝜆0𝜙0 = 0, 𝜙0

′  0 = 𝜙′ 𝑘 = 0 

denklemi elde edilir.  
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𝜙0 𝑥 = 𝐴𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑥 + 𝐵𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑥 

𝜙0
′  𝑥 = −𝐴 𝜆0𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑥 + 𝐵 𝜆0𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑥 

𝜙0
′  0 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 

𝜙0
′  𝑘 = 0 ⇒ −𝐴 𝜆0𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑘 = 0 

𝜆0 =
𝑛2𝜋2

𝑘2
, 𝑛 = 0,1,2, … 

özdeğerleri ve  

𝜙0 𝑥 = 𝐴 cos
𝑛𝜋𝑥

𝑘
, 𝑛 = 0,1,2, … 

özfonksiyonları elde edilir.  

A) Bu durumda 𝜆0 = 0, 𝜓0 = 1 olsun.  

𝜀1: 𝜙1
′′ + 𝜆0𝜙1 + 𝜆1𝜙0 − 𝑥2𝜙0 = 0 

𝜙1
′′ =  𝑥2 − 𝜆1 ⇒ 𝜙1

′ =  
𝑥3

3
− 𝜆1𝑥 + 𝐵 ⇒ 𝜙1 =  

𝑥4

12
−

𝜆1𝑥
2

2
 + 𝐵𝑥 + 𝐶 

𝜙1
′  0 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 𝑣𝑒 𝜙1

′  𝑘 = 0 ⇒ 𝜆1 =
𝑘2

3
 

ve  

𝜙1 =  
𝑥4

12
− 𝜆1

𝑥2  

2
  

elde edilir.  

𝜀2: 𝜙2
′′ + 𝜆0𝜙2 + 𝜆1𝜙1 + 𝜆2𝜙0 − 𝑥2𝜙1 = 0 

𝜙2
′′ + 𝜆1  

𝑥4

12
− 𝜆1

𝑥2

2
 + 𝜆2 − 𝑥2  

𝑥4

12
− 𝜆1

𝑥2

2
 = 0 

𝜆2 =
𝑘6

84
− 7𝜆1

𝑘4

60
+

𝜆1
2𝑘2

6
= −

8

945
𝑘6 = −

8

35
𝜆1

3 

𝜙2 =
𝑥8

672
− 7𝜆1

𝑥6

360
+

𝜆1
2𝑥4

24
−

𝜆2𝑥
2

2
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𝜀3: 𝜙3
′′ + 𝜆0𝜙3 + 𝜆1𝜙2 + 𝜆2𝜙1 + 𝜆3𝜙0 − 𝑥2𝜙2 = 0 

𝜆3 =
𝑘10

7392
− 7𝜆1

𝑘8

3240
+ 𝜆1

2
𝑘6

168
− 𝜆2

𝑘4

10
− 𝜆1

𝑘8

6048
+ 7𝜆1

2
𝑘6

2520
− 𝜆1

3
𝑘4

120

+ 𝜆2𝜆1

𝑘2

3
− 𝜆2

𝑘4

60
=

32

467775
𝑘10 =

32

1925
𝜆1

5 

𝜙3 =
𝑥12

88704
− 7𝜆1

𝑥10

32400
+ 𝜆1

2
𝑥8

1344
  − 𝜆2

𝑥6

60
− 𝜆1

𝑥10

60480
+ 7𝜆1

2
𝑥8

20160
− 𝜆1

3
𝑥6

720

+ 𝜆2𝜆1

𝑥4

12
− 𝜆2

𝑥6

360
− 𝜆3

𝑥2

2
 

olarak bulunur. Dolayısıyla ilk üç yaklaĢım sonunda ilk özdeğer ve ilk özfonksiyon için 

analitik bir yaklaĢım elde etmiĢ olduk. Simdi bunu bazı değerler için SLEIGN2 ile 

karĢılaĢtıralım.  

𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ile elde edilen ilk özdeğer 𝜆 = 0.2271 iken 

pertürbasyon probleminde ilk üç yaklaĢım sonucunda elde edilen ilk özdeğer ise 𝜆 =

0.2153 Ģeklindedir. Bunlara karĢılık gelen özfonksiyonlar ise ġekil 61 verilmiĢtir. 𝑘 =

2, 𝑕 = 0.5 için SLEIGN2 ile elde edilen ilk öz değer 𝜆 = 0.0812 iken  pertürbasyon 

probleminde ilk üç yaklaĢım sonucunda elde edilen ilk özdeğer de 𝜆 = 0.0812 dir ve 

bunlara karĢılık gelen özfonksiyonlar ġekil 62 de verilmiĢtir. Her iki örnekten de 𝑘 nın 

büyük değerleri için pertürbasyon probleminin iyi sonuçlar verdiği görülmektedir. 

 
ġekil 61. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ve pertürbasyon 

probleminden elde edilen ilk özfonksiyonlar 
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ġekil 62. 𝑘 = 2, 𝑕 = 0.5 için SLEIGN2 ve pertürbasyon 

probleminden elde edilen ilk özfonksiyonlar 

B) 𝑛 ≥ 1 olsun. 

𝜀1: 𝜙1
′′ + 𝜆0𝜙1 + 𝜆1𝜙0 − 𝑥2𝜙0 = 0 

𝜙1
′′ + 𝜆0𝜙1 +  𝜆1 − 𝑥2 𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑥 = 0 

𝜙1
′′ + 𝜆0𝜙1 =  𝑥2 − 𝜆1 𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑥 

olup bu ikinci mertebeden sabit katsayılı homojen olmayan bir lineer diferensiyel 

denklemdir. Bu denklemin homojen kısmının çözümü 

𝜙1𝑕 𝑥 = 𝐴𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑥 + 𝐵𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑥 

dir. Belirsiz katsayılar yöntemiyle  

𝜙1𝑝 𝑥 = 𝑥 𝐴2𝑥
2 + 𝐴1𝑥 + 𝐴0 cos  𝜆0𝑥 + 𝑥 𝐵2𝑥

2 + 𝐵1𝑥 + 𝐵0 sin  𝜆0𝑥 

Ģeklinde bir özel çözüm olarak aranırsa 𝜙1 için özel çözüm 

𝜙1𝑝 𝑥 =
1

4𝜆0
𝑥2 cos  𝜆0𝑥 +  

1

6 𝜆0

𝑥3 −
1

4𝜆0
3/2

𝑥 −
𝜆1

2 𝜆0

𝑥 sin  𝜆0𝑥 

olarak bulunur. Dolayısıyla genel çözüm 

𝜙1 𝑡 = 𝐴 cos  𝜆0𝑥 + 𝐵 sin  𝜆0𝑥 +
1

4𝜆0

𝑥2 cos  𝜆0𝑥 +  
1

6 𝜆0

𝑥3 −
1

4𝜆0
3/2

𝑥 −
𝜆1

2 𝜆0

𝑥 sin  𝜆0𝑥𝑠 
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olarak elde edilir. Bu durumda  

𝜙1
′ = −𝐴 𝜆0 sin  𝜆0 𝑥 + 𝐵 𝜆0𝑐𝑜 𝑠  𝜆0 𝑥 +

1

2𝜆0
𝑥𝑐𝑜 𝑠  𝜆0 𝑥 −

1

4 𝜆0

𝑥2𝑠𝑖 𝑛  𝜆0 𝑥

+  
1

2 𝜆0

𝑥2 −
1

4𝜆0

3
2

−
𝜆1

2 𝜆0

 𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑥 +  
1

6
𝑥3 −

1

4𝜆0
𝑥 −

𝜆1

2
𝑥 𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑥 

𝜙1
′  0 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 

𝜙1
′  𝑘 = 0 

⇒ −𝐴 𝜆0𝑠𝑖 𝑛  𝜆0 𝑘 +
1

2𝜆0
𝑘𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑘 −

1

4 𝜆0

𝑘2𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑘

+  
1

2 𝜆0

𝑘2 −
1

4𝜆0

3
2

−
𝜆1

2 𝜆0

 𝑠𝑖 𝑛  𝜆0𝑘 +  
1

6
𝑘3 −

1

4𝜆0
𝑘 −

𝜆1

2
𝑘 𝑐𝑜 𝑠  𝜆0𝑘 = 0 

 
1

2𝜆0
𝑘 +

1

6
𝑘3 −

1

4𝜆0
𝑘 −

𝜆1

2
𝑘 cos  𝜆0𝑘 = 0 

𝜆1 =
1

2𝜆0
+

𝑘2

3
 

ve  

𝜙1 𝑥 = cos  𝜆0𝑥 +
1

4𝜆0
𝑥2 cos  𝜆0𝑥 +  

1

6 𝜆0

𝑥3 −
1

4𝜆0
3/2

𝑥 −
𝜆1

2 𝜆0

𝑥 sin  𝜆0𝑥 

elde edilir.  

𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ile elde edilen ikinci ve üçüncü özdeğer 𝜆1 =

1.0744, 𝜆2 = 2.8295 iken pertürbasyon probleminde ilk üç yaklaĢım sonucunda elde 

edilen ikinci ve üçüncü özdeğer ise 𝜆1 = 1.0008, 𝜆2 = 2.8134 Ģeklinde ve bunlara karĢılık 

gelen özfonksiyonlar ise ġekil 63 da verilmiĢtir. 𝑘 = 2, 𝑕 = 0.5 için SLEIGN2 ile elde 

edilen ikinci ve üçüncü özdeğer 𝜆2 = 2.5650, 𝜆3 = 9.5563 iken pertürbasyon probleminde 

ilk üç yaklaĢım sonucunda elde edilen ikinci ve üçüncü de 𝜆1 = 2.5634, 𝜆2 = 9.5552  dir 

ve bunlara karĢılık gelen özfonksiyonlar ġekil 64 de verilmiĢtir. Her iki örnekten de 𝑘 nın 

büyük değerleri için pertürbasyon probleminin ilk özdeğer ve özfonksiyonda olduğu gibi 

iyi sonuçlar verdiği görülmektedir. 
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ġekil 63. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ve pertürbasyon probleminden elde 

edilen ikinci ve üçüncü özfonksiyonlar 

 
ġekil 64. 𝑘 = 2, 𝑕 = 0.5 için SLEIGN2 ve pertürbasyon probleminden elde 

edilen ikinci ve üçüncü özfonksiyonlar 

 

2.3.7. Eğik AtıĢ Yöntemiyle Ginzburg-Landau Denkleminin Çözümü 

1

𝑘2
𝜙′ ′ +  𝜆 − 𝑕2𝑥2 𝜙 = 0, 𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 

Sturm – Liouville problemini eğik atıĢ yöntemiyle çözmek için denklemi aĢağıdaki Ģekilde 

denklem sistemi olarak yeniden yazalım. 

𝜙1
′ = 𝜙2, 𝜙1 0 = 𝜆

𝜙2
′ = 𝑘2 𝑕2𝑥2 − 𝜆 𝜙1, 𝜙2 0 = 0

 

Problemi bir 𝜆0 baĢlangıç değeri alarak bir baĢlangıç değer problemi olarak 

çözelim. Çözüm 𝜙′ 1 = 0 Ģartını sağlaması gerektiğinden 

𝐹 𝜆 = 𝜙2 𝜆, 1 = 0 

0 1 2 3 4
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

Perturbation

SLEIGN2

0 1 2 3 4
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

Perturbation

SLEIGN2

0 0.5 1 1.5 2
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

Perturbation

SLEIGN2

0 0.5 1 1.5 2
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 

 

Perturbation

SLEIGN2



87 

 

 

olmalıdır. Yeni 𝜆𝑖  yaklaĢımlarını elde etmek için Newton yöntemi kullanarak 

𝜆𝑖+1 = 𝜆𝑖 −
𝐹 𝜆𝑖 

𝐹′ 𝜆𝑖 
 

yaklaĢımını kullanabiliriz.  

𝐹′ 𝜆 =
𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 𝜆, 1  

türevini bulmak için 

 

𝑑

𝑑𝜆
 
𝑑𝜙1

𝑑𝑥
 =

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
,

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
 0 =

𝑑

𝑑𝜆
(𝜆)

𝑑

𝑑𝜆
 
𝑑𝜙2

𝑑𝑥
 = 𝑘2

𝑑

𝑑𝜆
  𝑕2𝑥2 − 𝜆 𝜙1 ,

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 0 = 0

  

 

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑑𝜙1

𝑑𝜆
 =

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
,

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
 0 = 1

𝑑

𝑑𝑡
 
𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 = 𝑘2 𝑕2𝑥2 − 𝜆 

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
− 𝑘2𝜙1,

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 0 = 0

  

sistemini çözebiliriz.  

Örnek 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için eğik atıĢ yöntemiyle elde edilen ilk özdeğer 𝜆0 = 0.2271 

olup ilk özfonksiyonun grafiği ise aĢağıdaki gibidir.  

 
ġekil 65. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için eğik atıĢ yöntemi ile ilk özfonksiyon 
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 Örnek 𝑘 = 0.6, 𝑕 = 0.7 için shooting yöntemiyle elde edilen ilk özdeğer 𝜆0 =

0.1626 olup ilk özfonksiyonun grafiği ise aĢağıdaki gibidir.  

 
ġekil 66. 𝑘 = 0.6, 𝑕 = 0.7 için eğik atıĢ yöntemi ile ilk 

özfonksiyon 

Yukarıdaki örneklerden görüldüğü gibi eğik atıĢ yöntemi ilk özfonksiyonlar için 

oldukça iyi sonuçlar vermektedir.  

2.4. Süperiletken Silindir Ġçin Tek Boyutlu GL Modelleri 

Bu bölümde tek boyutlu silindirik bir süperiletken göz önüne alınacaktır.  

2.4.1. Modelin Geometrisi 

Göz önüne alınan süperiletken üç boyutlu olup z  yönünde sonsuz boyutlu,   

yönünde değiĢimin ihmal edildiği 𝑅 yarıçaplı bir süperiletken silindirdir. 

 

ġekil 67. Süperiletken silindirin geometrisi 
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Numune pozitif z – yönünde 𝐻   = (0,0, 𝐻) dıĢ manyetik alan etkisi altındadır. Bu 

durumda GL düzen parametresi 

𝜓 𝑟, 𝜃 = 𝜓 𝑟 , 𝑟 ∈  0, 𝑅  
(39)  

ve vektör potansiyeli 

𝑨 𝑟, 𝜃 = 𝑨 𝑟 = (0, 𝐴 𝑟 , 0) 
(40)  

olarak kabul ediyoruz ve bunun sonucu olarak 

𝑑𝑖𝑣𝑨 = 0  𝑣𝑒  𝑐𝑢𝑟𝑙𝑨 =  0,0,
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′  

(41)  

dir. Burada 𝐴′ =
𝑑𝐴

𝑑𝑟
 dir.  

2.4.2. Enerji Fonksiyoneli 

Yukarıda bahsedilen silindirik geometriye sahip süperiletken için boyutsuz yerel 

enerji yoğunluğu ve boyutsuz enerji fonksiyoneli Coskun vd., (2003) de sunulan 

boyutsuzlaĢtırma kümesi yardımıyla  

𝑔𝜏 𝜓, 𝐴 =   𝐴2 − 1 + 𝜏2 +
1

2
𝜓2 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

  (42)  

𝐺𝜏 𝜓, 𝐴 =    𝐴2 − 1 + 𝜏2 +
1

2
𝜓2 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

 
(43)  

olarak ifade edebilir. Burada 𝜓, numunenin normal veya süperiletken durumda olup 

olmadığını ifade eden, en genel anlamda karmaĢık değerli olan, ancak tek boyutlu 

problemde reel değerli kabul edilen ve düzen parametresi olarak bilinen fonksiyondur. 𝐴 

vektör potansiyelin   – yönündeki bileĢenidir. 𝜏 = 𝑇/𝑇𝑐   boyutsuz sıcaklık parametresi ve 

𝜅 ise Ginzburg-Landau parametresidir ve 𝜅 𝜏 =
𝜅 0 

1+𝜏2 olup sıcaklık bağımlıdır..   
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Ginzburg ve Landau, süperiletken elektromanyetik konumun Gibbs enerji 

fonksiyonelinin minimumuna karĢılık geldiğini ifade etmektedir. Bu enerji fonksiyonelini 

minimize eden 𝜓 ve 𝐴 fonksiyonlarının sağlaması gereken diferansiyel denklemler ve ilgili 

doğal sınır Ģartları, enerji fonksiyonelinin  𝜓 ve 𝐴 ya göre I.Varyasyonlar  
𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 0,

𝛿𝐺

𝛿𝐴
= 0  

alınarak aĢağıdaki Ģekilde elde edilir.   

2.4.3. Tek Boyutlu GL Denklemi 

𝜓 + 𝑣, 𝜓 ile aynı özelliklere sahip olacak biçimde seçilen 𝑣 test fonksiyonu için, 

𝐺 𝜓 + 𝑣, 𝐴 

=    𝐴2 − 1 + 𝜏2 +
1

2
 𝜓 + 𝑣 2  𝜓 + 𝑣 2 +  

 𝜓 + 𝑣 ′

𝜅
 

2𝑅

0

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟 

(44)  

dir. 𝜓 a göre I. Varyasyon, 𝑣 ye göre lineer terimler alınarak, 

𝛿𝐺

𝛿𝜓
=   2𝐴2𝜓𝑣 + 2 𝜏2 − 1 𝜓𝑣 + 2𝜓3𝑣 +

2

𝜅2
𝜓′𝑣 ′  𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

 
(45)  

Ģeklinde oluĢturulur. Burada kısmi integrasyon ve 𝜓′  0 = 0, 𝜓′  𝑅 = 0 doğal sınır 

Ģartları kullanılarak, 

𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 2   𝐴2𝜓𝑣 +  𝜏2 − 1 𝜓𝑣 + 𝜓3𝑣 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

+  
2

𝜅2
𝜓′𝑣 ′𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

, 𝑈 = 𝜓′𝑟, 𝑑𝑉

= 𝑣′𝑑𝑟 

(46)  

𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 2   𝐴2𝜓𝑣 +  𝜏2 − 1 𝜓𝑣 + 𝜓3𝑣 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

+
2

𝜅2
   𝑟𝑣𝜓′  0

𝑅     
0

−  𝑣 𝑟𝜓′ ′𝑑𝑟

𝑅

0

  (47)  

𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 2   𝐴2𝜓𝑣 +  𝜏2 − 1 𝜓𝑣 + 𝜓3𝑣 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

−
2

𝜅2
 𝑣 𝑟𝜓′ ′𝑑𝑟

𝑅

0

 
(48)  
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elde edilir.  

  𝑟𝑣𝜓′  0
𝑅 ifadesini sıfır yapan sınır Ģartlarına doğal sınır Ģartları adı verilmektedir.  

  𝑟𝑣𝜓′  0
𝑅 = 0 olması için 𝜓′  𝑅 = 0 olmalıdır. 𝑟 = 0 için ise 𝜓′ (0) sonlu olması 

yeterlidir. Ancak biz radyal simetrik çözümleri araĢtırmak istiyoruz. Bunun için 𝜓′ 0 = 0 

Ģartını kabul ediyoruz. 

Varyasyon analizinin temel prensibi gereği 
𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 0 eĢitliği sürekli ∀𝑣 için 

sağlanıyorsa,  

𝛿𝐺

𝛿𝜓
= 2 𝐴2 − 1 + 𝜏2 + 𝜓2 𝜓𝑟 −

2

𝜅2
 𝑟𝜓′ ′ = 0 

(49)  

olmak zorundadır. Buradan (49) u 2𝑟 𝑟 ≠ 0  ile bölerek, 

1

𝜅2𝑟
 𝑟𝜓′ ′ −  𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓 = 0, 𝑟 ∈  0, 𝑅 , 𝜓′  0 = 𝜓′ 𝑅 = 0 

(50)  

elde edilir.  

Enerji fonksiyonelinin 𝐴 ya göre I. Varyasyonu ise 𝐴 + 𝑣, 𝐴 ile aynı özelliklere 

sahip olacak biçimde seçilen 𝑣 test fonksiyonu için 

 𝐴 + 𝑣  0 = 𝐴 0 + 𝑣 0 = 0 ⇒ 𝑣 0 = 0,
1

𝑅
 𝑟𝐴 ′ 𝑅 = 𝐻 

doğal sınır Ģartları kullanılarak aĢağıdaki gibi hesaplanır. 

𝐺 𝜓, 𝐴 + 𝑣 

=     𝐴 + 𝑣 2 − 1 + 𝜏2 +
1

2
𝜓2 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2𝑅

0

+  
1

𝑟
 𝑟 𝐴 + 𝑣  

′

− 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟 

(51)  
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𝐺 𝜓, 𝐴 + 𝑣 

=   𝐴2𝜓2 + 𝑣2𝜓2 + 2𝐴𝑣𝜓2 +  𝜏2 − 1 𝜓2 +
1

2
𝜓4 +  

𝜓′

𝜅
 

2𝑅

0

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝑣 ′ 

2

+
2

𝑟
 𝑟𝑣 ′  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻  𝑟𝑑𝑟 

(52)  

𝛿𝐺

𝛿𝐴
=  2𝐴𝑣𝜓2𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

+  2(𝑟𝑣)′

𝑅

0

 
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 𝑑𝑟,

𝑈 =  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 , 𝑑𝑉 = (𝑟𝑣)′𝑑𝑟 

(53)  

𝛿𝐺

𝛿𝐴
=  2𝐴𝑣𝜓2𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

+   𝑟𝑣  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻  

             
0

 

0

𝑅

−  2𝑟𝑣

𝑅

0

 
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ 

′

𝑑𝑟 (54)  

𝛿𝐺

𝛿𝐴
= 2𝐴𝜓2𝑟 − 2𝑟  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ 

′

= 0 
(55)  

veya 

𝑟  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ 

′

− 𝐴𝜓2𝑟 = 0 
(56)  

elde edilir. Buradan SGL modelini oluĢturan denklem sistemi ve ilgili sınır Ģartları 

𝑟 ∈  0, 𝑅  olmak üzere 

1

𝜅2
 𝑟𝜓′  ′ =  𝐴2 + 𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓𝑟 

 
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ 

′

= 𝐴𝜓2𝑟, 0 < 𝑟 < 𝑅 

𝜓′ 0 = 0, 𝜓′ 𝑅 = 0 

𝐴 0 = 0,
1

𝑅
 𝑟𝐴 ′ 𝑅 = 𝐻 

(57)  

zaman bağımsız klasik SGL modeli elde edilir. Bu model silindirik süperiletken stasyoner 

model olup, kısaca SGLC(Ginzburg-Landau for Cylinder) olarak adlandırılacaktır.  
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2.4.4. Sıcaklık ve Zaman Bağımlı GL Modeli 

Bir fonksiyonun en hızlı azaldığı yön, gradyan vektörünün tersi yönü olduğu 

bilgisinden hareketle, enerji fonksiyonelinin zamana göre azalması için  , A  ikilisinin 

zamana göre değiĢimi, söz konusu fonksiyonelin birinci varyasyonunun tersi yönünde 

olmalıdır. Buna göre zaman bağımlı model 

𝛿𝜓

𝛿𝑡
= −

1

2

𝛿𝐺

𝛿𝜓
 

𝛿𝐴

𝛿𝑡
= −

1

2

𝛿𝐺

𝛿𝐴
 

(58)  

ile verilir. Burada 
1

2
 sabiti varyasyon iĢleminde elde edilen çarpanı yok etmek için 

kullanılmaktadır. Daha açık olarak 𝑟 ∈  0, 𝑅  olmak üzere 

𝐺𝜏 𝜓, 𝐴 =    𝐴2 − 1 + 𝜏2 +
1

2
𝜓2 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

 (59)  

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 +  1 − 𝜏2 − 𝐴2 − 𝜓2 𝜓𝑟 (60)  

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟𝐴  − 𝐴𝜓2𝑟 (61)  

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 0 = 0,

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 𝑅 = 0 , 𝐴 0 = 0,

1

𝑅

𝜕 𝑟𝐴 

𝜕𝑟
 𝑅 = 𝐻 

𝜓 𝑟, 0 = 𝜓0 𝑟 , 𝐴 𝑟, 0 = 𝐴0(𝑟) 

(62)  

Ģeklinde elde edilir. Bu modeli TTDGLC(Temperature and Time Dependent Ginzburg 

Landau for Cylinder) olarak ifade edeceğiz. 

2.4.5. Teorik Sonuçlar 

Teorem 9 𝜓(𝑟, 𝑡) ve 𝐴(𝑟, 𝑡) TTDGLC sisteminin çözümü olmak üzere (59) ile 

verilen enerji fonksiyoneli 𝑡 nin fonksiyonu olarak azalandır. 
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Ġspat 

𝐺 𝜓, 𝐴 =    𝐴2 +
1

2
𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

 (63)  

enerji fonksiyonelinin zaman değiĢkenine göre türevi alınırsa 

𝜕𝐺

𝜕𝑡
=   2𝐴

𝜕𝐴

𝜕𝑡
𝜓2 + 2𝐴2𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 2𝜏2𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑡
− 2𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑡
+ 2𝜓3

𝜕𝜓

𝜕𝑡

𝑅

0

+
2

𝜅2
𝜓′

𝜕𝜓′

𝜕𝑡
+ 2  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

1

𝑟
 
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑟

𝜕𝐴′

𝜕𝑡
  𝑟𝑑𝑟 

(64)  

𝜕𝐺

𝜕𝑡
= 2   𝐴𝜓2

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+  𝐴2 + 𝜏2 − 1 + 𝜓2 𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑡
 

𝑅

0

+
2

𝜅2
 𝜓′

𝜕𝜓′

𝜕𝑡
𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

+   2  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

1

𝑟
 
𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑟

𝜕𝐴′

𝜕𝑡
  

𝑅

0

𝑟𝑑𝑟 

 

(65)  

EĢitliğin sağ tarafındaki son iki integral doğal sınır Ģartları altında kısmi integrasyon ile 

çözülürse 

𝐼1 =  𝜓′
𝜕𝜓′

𝜕𝑡
𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

=  𝑟𝜓′
𝜕𝜓

𝜕𝑡
 

0

𝑅

−   𝜓′′ + 𝑟𝜓′ 

𝑅

0

𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑟 =   𝑟𝜓′ ′

𝑅

0

𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑟 

(66)  

elde edilir. Bu değerler denklemde yerine yazılırsa 

𝜕𝐺

𝜕𝑡
= 2   𝑟 𝐴2 + 𝜏2 − 1 + 𝜓2 𝜓 −

1

𝜅2
 𝑟𝜓′ ′ 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝑑𝑟

𝑅

0

+ 2   𝑟𝐴𝜓2 −  𝑟  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ 

′
𝑅

0

 

𝑅

0

𝜕𝐴

𝜕𝑡
𝑑𝑟 

 

(67)  

olup 



95 

 

 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2
 𝑟𝜓′ ′ +  1 − 𝐴2 − 𝜓2 − 𝜏2 𝜓𝑟 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= r  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ 

′

− 𝐴𝜓2𝑟 

(68)  

olduğundan  

𝜕𝐺

𝜕𝑡
= −2   

𝜕𝜓

𝜕𝑡
 

2

𝑑𝑟

𝑅

0

− 2   
𝜕𝐴

𝜕𝑡
 

2

𝑑𝑟

𝑅

0

≤ 0 
(69)  

elde edilir. Dolayısıyla 𝐺(𝜓, 𝐴) enerji fonksiyoneli zamana göre azalandır.■ 

Önerme 6 0 ≤ 𝜏 ≤ 1 için, eğer 𝐻 = 0 ise uygun her  𝜓, 𝐴  için 𝐺𝜏  1 − 𝜏2 , 0 ≤

𝐺𝜏 𝜓, 𝐴 dır. Yani sistem minimumuna kesinlikle süperiletken durumda ulaĢır  

Ġspat Enerji fonksiyonelinin 𝜓 =  1 − 𝜏2 ve 𝐴 = 0 değerleri için süperiletken 

duruma karĢılık gelen çözümü 𝐺𝑠𝜏   ile gösterilmek üzere,  

𝐺𝜏 𝜓, 𝐴 =    𝐴2 +
1

2
𝜓2 + 𝜏2 − 1 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

 
(70)  

ifadesinden  

𝐺𝑠𝜏 = 𝐺𝜏   1 − 𝜏2, 0 =    𝜏2 − 1 +
1

2
 1 − 𝜏2   1 − 𝜏2 + 𝐻2 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

=   −
1

2
 1 − 𝜏2 2 + 𝐻2 𝑟𝑑𝑟 =

𝑅

0

−
𝑅2

4
 1 − 𝜏2 2 +

𝑅2

2
𝐻2 

(71)  

elde edilir. Diğer taraftan, enerji fonksiyonelinin 𝜓 = 0 ve 𝐴 = 𝐻
𝑟

2
  ∇ × 𝐀 = ∇ ×

 0,
𝐻𝑟

2
, 0 =  0,0, 𝐻   değerleri için normal duruma karĢılık gelen çözümü 𝐺𝑛𝜏  ile 

gösterilmek üzere 
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𝐺𝑛𝜏 = 𝐺𝜏  0, 𝐻
𝑟

2
 =   0 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

= 0 

 

(72)  

bulunur. 

Eğer  0 ≤ 𝜏 ≤ 1 ve  𝐻 = 0 ise 𝐺𝑠𝜏 = −
𝑅2

4
 1 − 𝜏2 2 ≤ 𝐺𝑛𝜏 = 0 elde edilir ve ispat 

tamamlanır.■ 

Eğer 𝐻2 =
1

2
 1 − 𝜏2 2 veya 𝐻 =

1

 2
 1 − 𝜏2  ise 𝐺𝑠𝜏 = 𝐺𝑛𝜏  dir. 𝐻 = 𝐻𝑐 𝜏 =

1

 2
 1 − 𝜏2  termodinamik kritik alandır.  

Eğer 𝐻 <
1

 2
 1 − 𝜏2  ise 0 ≤ 𝜏 < 1 için  𝜓, 𝐴 =  0, 𝐻

𝑟

2
  global minimum 

olamaz. Çünkü 

𝐺𝑠𝜏 = 𝐺𝜏   1 − 𝜏2 , 0 = −
𝑅2

4
 1 − 𝜏2 2 +

𝑅2

2
𝐻2 < 𝐺𝑛𝜏 = 𝐺𝜏  0, 𝐻

𝑟

2
 = 0 

dir.  

Eğer 𝐻 >
1

 2
 1 − 𝜏2  ise 0 ≤ 𝜏 < 1 için   1 − 𝜏2 , 0  global minimum çözüm 

olamaz. Çünkü 

𝐺𝑛𝜏 = 𝐺𝜏  0, 𝐻
𝑟

2
 = 0 < 𝐺𝑠𝜏 = 𝐺𝜏   1 − 𝜏2 , 0 = −

𝑅2

4
 1 − 𝜏2 2 +

𝑅2

2
𝐻2 

dir. 

Önerme 7 Eğer 𝐻 ≠ 0 ve 𝐴 = 𝐻
𝑟

2
 ise  𝜓, 𝐴 =  0, 𝐴  , 𝐺1 𝜓, 𝐴  nın global 

minimumudur. Yani sistem minimumuna normal halde ulaĢır. 

Ġspat 𝐻 ≠ 0 ve 𝐴 = 𝐻
𝑟

2
 olmak üzere  𝜓, 𝜏, 𝐴 =  0,1, 𝐴   ye karĢılık gelen enerji 

fonksiyoneli 
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𝐺1 0, 𝐴  =   0 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

= 0 
(73)  

Ģeklinde yazılır. Fakat 𝐺1 0, 𝐴  = 0 olması  𝜓, 𝜏, 𝐴 =  0,1, 𝐴    noktasının minimum 

olmasını gerektirmez. Dolayısıyla, eğer  𝜓, 𝐴 ≠  0, 𝐴    için 

𝐺1 0, 𝐴  < 𝐺1 𝜓, 𝐴  
(74)  

olduğu gösterilirse ispat tamamlanır. Buna göre, 

𝐺1 𝜓, 𝐴 =    𝐴2 +
1

2
𝜓2 + 1 − 1 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0

=    𝐴2 +
1

2
𝜓2 𝜓2 +  

𝜓′

𝜅
 

2

+  
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟 > 0

𝑅

0

 

(75)  

olur. Dolayısıyla ∀ 𝜓, 𝐴 ≠  0, 𝐴    için, 

0 = 𝐺1 0, 𝐴  < 𝐺1 𝜓, 𝐴  
(76)  

elde edilir ki bu da,  0, 𝐴     noktasının, 𝐺1 𝜓, 𝐴  nın global minimumu olduğunu ifade 

eder.■ 

Teorem 10 Eğer  𝜓 𝑡 , 𝐴 𝑡   TTDGLC sisteminin sabit bir 𝑡 ∈  0,1  için çözümü 

ve  𝜓0(𝑟) ≤  1 − 𝜏2 ise ∀𝑡 > 0 için  𝜓(𝑟, 𝑡) ≤  1 − 𝜏2 olur.  

Ġspat Herhangi bir 𝑡0 ∈  0, 𝑇𝑠  ve 𝑟0 ∈  0, 𝑅  için 𝜓 𝑟0, 𝑡0 >  1 − 𝜏2  olduğunu 

kabul edelim. 𝑡0 eĢitsizliğin sağlandığı ilk 𝑡 anı ve bu 𝑡0 karĢılık gelen 𝑟 bileĢeni de 𝑟0 

olsun. Bu takdirde  𝑟0, 𝑡0  noktasında 𝜓(𝑡) fonksiyonu 𝑡 bileĢenine göre bir yerel 

maksimuma sahip olduğundan 𝜓(𝑟, 𝑡) fonksiyonu zamana göre artandır. Dolayısıyla 

0 <  𝜕𝜓

𝜕𝑡
 

(𝑟0 ,𝑡0)
 

(77)  
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yazılabilir. Diğer taraftan aynı noktada 𝑟 bileĢenine göre bir yerel maksimuma sahip 

olduğundan  

 𝜕
2𝜓

𝜕𝑟2
 

(𝑟0 ,𝑡0)

< 0 
(78)  

olur. Ayrıca  𝑟0, 𝑡0  noktasında  

𝜓 >  1 − 𝜏2 ⇒ 𝜓2 > 1 − 𝜏2 ⇒ 1 − 𝜏2 − 𝜓2 < 0 ⇒ 1 − 𝜏2 − 𝐴2 − 𝜓2 < 0 (79)  

yazılabilir. Böylece üstteki ifadeler birlikte düĢünüldüğünde  

0 <
𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
+ 1 − 𝜏2 − 𝐴2 − 𝜓2 < 0 

(80)  

elde edilir ki bu bir çeliĢkidir. ÇeliĢki 𝜓 >  1 − 𝜏2 kabulünden kaynaklanmıĢtır. 

Dolayısıyla ∀𝑡 > 0 için  𝜓(𝑟, 𝑡) ≤  1 − 𝜏2 olmalıdır.■ 

2.5. Süperiletken Silindir Ġçin Normal Hale Yakın KomĢulukta Çözümler 

Süperiletken silindir için sıcaklık ve zaman bağımlı Ginzburg-Landau denkleminin 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 +  1 − 𝐴2 − 𝜓2 − 𝜏2 𝜓𝑟 

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟𝐴  − 𝐴𝜓2𝑟 

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 0 = 0,

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 𝑅 = 0 , 𝐴 0 = 0,

1

𝑅

𝜕 𝑟𝐴 

𝜕𝑟
 𝑅 = 𝐻 

olduğunu biliyoruz. Normal hale yakın komĢuluktaki çözümleri incelemek için 

denklemlerde 𝐴 =
𝐻𝑟

2
 yazılır ve 𝜓3 terimini ihmal edilirse  
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𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2
 𝑟𝜓′  ′ +  1 − 𝜏2 −

𝐻2𝑟2

4
 𝜓𝑟, 𝑟 ∈  0, 𝑅  

𝜓′ 0 = 𝜓′ 𝑅 = 0 

(81)  

kısmi diferansiyel denklemi elde edilir. 

𝜓 𝑟, 𝑡 = 𝑓 𝑡 𝜙 𝑟  

Ģeklinde bir çözüm arayalım. Bu durumda  

𝑓 ′ 𝑡 𝜙 𝑟 =
1

𝜅2
 𝑟𝜙′ ′𝑓 𝑡 + 𝑟  1 − 𝜏2 −

𝐻2𝑟2

4
 𝜙 𝑟 𝑓 𝑡  

olup 

1

𝑓

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

1

𝜙 𝑟 
 

1

𝜅2
 𝑟𝜙′ ′ + 𝑟  1 − 𝜏2 −

𝐻2𝑟2

4
 𝜙 𝑟  = −𝜇 

elde edilir. O halde 

𝑓 𝑡 = exp −𝜇𝑡  

ve 

1

𝜅2
 𝑟𝜙′ ′ + 𝑟 1 − 𝜏2 + 𝜇 𝜙 −

𝐻2𝑟3

4
𝜙 = 0, 

(82)  

olacaktır. (82) denklemi 

− 
𝑟

𝜅2
𝜙′ 

′

+ 𝑞 𝑟 𝜙 = 𝜆𝑟𝜙, 𝜆 = 1 − 𝜏2 + 𝜇, 𝑞 𝑟 =
𝐻2𝑟3

4
 (83)  

𝜙′ 0 = 𝜙′ 𝑅 = 0 
(84)  

olarak yazılırsa bu bir regüler Sturm-Liouville problemidir. Dolayısıyla Kesim 2.3.1 de 

verilen teorik sonuçlar bu problem için de uygulanabilir.  
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𝑟 =
𝑟

𝑅
, 𝑘 = 𝜅𝑅, 𝑕 = 𝐻𝑅 

dönüĢümü altında 

− 
𝑟

𝑘2
𝜙′ 

′

+ 𝑞 𝑟 𝜙 = 𝜆𝑟𝜙, 𝑞 𝑟 =
𝑕2𝑟3

4
 

(85)  

𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 
(86)  

elde edilir.   

Kesim 2.3.1 de ifade edilen sonuçlara göre (85)-(86) Sturm-Liouville problemi için 

aĢağıdaki özellikler geçerlidir. 

1) Teorem 3 e göre (85)-(86) probleminin bütün özdeğerleri reeldir ve 

özfonksiyonlar ise reel değerlidir. 

2) [0,1] aralığı üzerinde 𝑎1 = 0, 𝑎2 = 1, 𝑏1 = 0, 𝑏2 = 1  olup −𝑎1𝑎2 ≥ 0 ve 

𝑏1𝑏2 ≥ 0 ve 𝑞 𝑟 =
𝑕2𝑟3

4
≥ 0 olduğundan bütün özdeğerler pozitiftir.  

3) (85)-(86) probleminin özdeğerleri sayılabilirdir ve 𝜆0 < 𝜆1 < 𝜆2 <

⋯,   lim𝑛→∞ 𝜆𝑛 = +∞ Ģeklindedir.  

4) (85)-(86) probleminin ayrık özdeğerlerine karĢılık gelen özfonksiyonları  0,1  

aralığı üzerinde 𝑤 𝑟 = 𝑟 ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. 

5) a) 𝑝 =
𝑟

𝑘2
 ve 𝑤 = 𝑟 sabit kalmak üzere 𝑕2  > 𝑕1ise 𝑄 =

𝑕2
2𝑟3

4
>

𝑕1
2𝑟3

4
= 𝑞 olup 

𝜆𝑛 𝑄 > 𝜆𝑛 𝑞  dir. Yani 𝜆 = 𝜆(𝑕) fonksiyonu artan bir fonksiyondur.  

b) 𝑞 =
𝑕2𝑟3

4
 ve 𝑤 = 𝑟 sabit kalmak üzere 0 < 𝑘1 < 𝑘2 ise 0 <

𝑟

𝑘2
2 = 𝑃 <

𝑟

𝑘1
2 = 𝑝 

olup 𝜆𝑛  
1

𝑃
 ≥ 𝜆𝑛  

1

𝑝
  dir.  Yani 𝜆 = 𝜆(𝑘) fonksiyonu azalan bir fonksiyondur.  
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2.5.1. SLEIGN2 ile Elde Edilen Sayısal Sonuçlar 

− 
𝑟

𝑘2
𝜙′ 

′

+ 𝑞 𝑟 𝜙 = 𝜆𝑟𝜙, 𝑞 𝑟 =
𝑕2𝑟3

4
 

𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 

probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarını SLEIGN2 yazılımıyla hesaplayalım. Burada  

𝑝 𝑟 =
𝑟

𝑘2
, 𝑞 𝑟 =

𝑕2𝑟3

4
, 𝑤 𝑟 = 𝑟 

olduğu görülmektedir. Buna göre bazı parametre değerleri için elde edilin sonuçlar aĢağıda 

verilmiĢtir. 

Örnek 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için 𝑝 𝑟 =
𝑟

16
, 𝑞 𝑟 =

𝑟3

4
, 𝑤 𝑟 = 𝑟 olup özdeğer ve 

özfonksiyonlar aĢağıda elde edildiği gibidir. 

𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6 𝜆7 𝜆8 𝜆9 

0.1196 1.0047 3.1601 6.5523 11.1785 17.0385 24.1322 32.4597 42.0208 52.8157 

 
ġekil 68. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ile elde edilen özfonksiyonlar 

Örnek 𝑘 = 1, 𝑕 = 4 için 𝑝 𝑟 = 𝑟, 𝑞 𝑟 = 4𝑟3, 𝑤 𝑟 = 𝑟 olup özdeğer ve 

özfonksiyonlar aĢağıda elde edildiği gibidir. 
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𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6 𝜆7 𝜆8 𝜆9 
1.9141 16.0764 50.5622 104.8369 178.8563 272.6165 386.1163 519.3547 672.3344 845.0511 

 
ġekil 69. 𝑘 = 1, 𝑕 = 4 için SLEIGN2 ile elde edilen özfonksiyonlar 

Yukarıdaki verilere ve grafiklere bakıldığında farklı k ve h değerleri için tüm öz 

değerler teorik sonuçlarla uyumlu olarak reel ve 

𝜆0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯,   lim
𝑛→∞

𝜆𝑛 = +∞ 

Ģeklindedir. Ayrıca 𝑞 𝑥 =
𝑕2𝑟3

4
> 0  , 0 ≤ 𝑟 ≤ 1 olduğundan bütün özdeğerler pozitiftir.  

Grafiklerden görülen diğer bir sonuç ise ilk özdeğere karĢılık gelen özfonksiyonun 

sıfır yeri yok iken, ikinci özdeğere karĢılık gelen özfonksiyonun bir sıfır yeri, üçüncünün 

iki sıfır yeri olduğu görülmektedir. Bunlardan fiziksel olarak anlamlı olan ise ilk özdeğer 

ve ona karĢılık gelen ilk özfonksiyondur.  

2.5.2. Sabit 𝒌 ve DeğiĢen 𝒉 Ġçin Analizler 

Bu bölümde sabit bir 𝜅 değerine karĢılık 𝑕 nın değiĢen değerleri için özdeğer ve 

özfonksiyonların davranıĢı incelenmiĢtir. AĢağıdaki örnekte verilen Tablo 13 deki değerler 

incelendiğinde teorik sonuçlarla uyumlu olarak özdeğerler 𝑕 nın artan fonksiyonudur. 

Yani, 𝜆𝑘 𝑕  artan bir fonksiyondur. Ayrıca ġekil 70 de ilk özfonksiyonların h nın azalan 

değerleri için sabit çözüme yakınsadığı görülmektedir. 

Örnek 𝑘 = 4, 𝑕 = 0.5,1,2,3,4 için ilk özdeğer ve özfonksiyonlar aĢağıdaki gibi 

olmaktadır. 
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Tablo 13. 𝑘 = 4, 𝑕 = 0.5,1,2,3,4 için özdeğerler 

𝜆 h=0.5 h=1 h=2 h=3 h=4 h=5 

0 0.0309 0.1196 0.4114 0.7217 0.9935 1.2486 

1 0.9386 1.0047 1.3138 1.9326 2.7831 3.6617 

2 3.0970 3.1601 3.4207 3.8901 4.6417 5.7539 

3 6.4895 6.5523 6.8063 7.2413 7.8792 8.7631 

4 11.1158 11.1785 11.4306 11.8568 12.4667 13.2768 

5 16.9759 17.0385 17.2898 17.7123 18.3118 19.0971 

6 24.0696 24.1322 24.3831 24.8038 25.3981 26.1717 

7 32.3971 32.4597 32.7103 33.1299 33.7212 34.4882 

8 41.9583 42.0208 42.2713 42.6902 43.2796 44.0425 

9 52.7532 52.8157 53.0661 53.4886 54.0727 54.8328 

 

 
ġekil 70. Artan 𝑕 değerleri için ilk özfonksiyonların davranıĢı 

2.5.3. Sabit 𝒉 ve DeğiĢen 𝒌 Ġçin Analizler 

Bu bölümde sabit bir 𝑕 değerine karĢılık 𝜅 nın değiĢen değerleri için özdeğer ve 

özfonksiyonların davranıĢı incelenmiĢtir. AĢağıdaki örnekte verilen Tablo 14  deki değerler 

incelendiğinde teorik sonuçlarla uyumlu olarak özdeğerler 𝜅 nın azalan fonksiyonudur. 

Yani, 𝜆𝑕 𝜅  azalan bir fonksiyondur. Ayrıca ġekil 71 de ilk özfonksiyonların 𝜅 nın azalan 

değerleri için sabit çözüme yakınsadığı görülmektedir. 

Örnek 𝑘 = 0.5,1,2,3,4,5, 𝑕 = 2 için ilk özdeğer ve özfonksiyonlar aĢağıdaki gibi 

olmaktadır. 
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Tablo 14. 𝑘 = 0.5,1,2,3,4,5, 𝑕 = 2 için özdeğerler 

𝜆 k=0.5 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

0 0.4986 0.4947 0.4785 0.4505 0.4114 0.3658 

1 59.0621 15.0189 4.0190 1.9999 1.3138 1.0136 

2 197.2073 49.5524 12.6405 5.8081 3.4207 2.3205 

3 414.3314 103.8330 26.2092 11.8356 6.8063 4.4801 

4 710.4154 177.8542 44.7140 20.0591 11.4306 7.4377 

5 1085.4605 271.6152 68.1541 30.4765 17.2898 11.1868 

6 1539.4631 385.1153 96.5290 43.0874 24.3531 15.7261 

7 2072.4260 518.3545 129.8384 57.8916 32.7103 21.0553 

8 2684.3405 671.3339 168.0835 74.8892 42.2713 27.1742 

9 3375.1887 844.0488 211.2629 94.0800 53.0661 34.0827 

 

 
ġekil 71. Artan 𝑘 değerleri için ilk özfonksiyonların davranıĢı 

2.5.4. Eğik AtıĢ Yöntemiyle SGLC Sisteminin Özdeğer ve Özfonksiyonları 

 𝑟𝜙′ ′ + 𝑘2 𝜆𝑟 − 𝑞 𝑟  𝜙 = 0, 𝜙′ 0 = 𝜙′ 1 = 0 

problemini eğik atıĢ yöntemiyle çözmek için denklemi aĢağıdaki Ģekilde denklem sistemi 

olarak yeniden yazalım. 

𝜙1
′ = 𝜙2, 𝜙1 0 = 𝜆

𝜙2
′ = 𝑘2 𝑞 𝑟 − 𝜆𝑟 𝜙1 −

1

𝑟
𝜙2, 𝜙2 0 = 0

 

problemini çözmek için bir 𝜆0 baĢlangıç değeri alarak baĢlangıç değer problemi olarak 

çözelim. Çözüm 𝜙′ 1 = 0 Ģartını sağlaması gerektiğinden 𝐹 𝜆 = 𝜙2 𝜆, 1 = 0 

olmalıdır. Yeni 𝜆𝑖  yaklaĢımlarını elde etmek için Newton yöntemi kullanarak 
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𝜆𝑖+1 = 𝜆𝑖 −
𝐹 𝜆𝑖 

𝐹′ 𝜆𝑖 
 

yaklaĢımını kullanabiliriz.  

𝐹′ 𝜆 =
𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 𝜆, 1  

türevini bulmak için 

 

𝑑

𝑑𝜆
 
𝑑𝜙1
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𝑑𝜙2
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,

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
 0 =

𝑑

𝑑𝜆
(𝜆)

𝑑

𝑑𝜆
 
𝑑𝜙2

𝑑𝑟
 = 𝑘2

𝑑

𝑑𝜆
  𝑞 𝑟 − 𝜆𝑟 𝜙1 −

𝑑

𝑑𝜆
 

1

𝑟
𝜙2 − 𝑘2𝑟𝜙1,

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 0 = 0

  

 

𝑑

𝑑𝑟
 
𝑑𝜙1

𝑑𝜆
 =

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
,

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
 0 = 1

𝑑

𝑑𝑟
 
𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 = 𝑘2 𝑕2𝑟2 − 𝜆𝑟 

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
− 𝑘2𝑟𝜙1 −

1

𝑟

𝑑𝜙1

𝑑𝜆
,

𝑑𝜙2

𝑑𝜆
 0 = 0

  

sistemini çözebiliriz. 

Örnek 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için SLEIGN2 ve eğik atıĢ yöntemleri ile elde edilen ilk 

özdeğer 𝜆0 = 0.1196 ve ilk özfonksiyon ise aĢağıdaki gibidir. 

 
ġekil 72. 𝑘 = 4, 𝑕 = 1 için eğik atıĢ ve SLEIGN2 ile elde edilen 

ilk özfonksiyon 

Örnek 𝑘 = 1, 𝑕 = 4 için SLEIGN2 ile elde edilen ilk özdeğer 𝜆0 = 1.9141, eğik 

atıĢ yöntemi ile elde edilen ilk özdeğer ise 𝜆0 = 1.9137 dir. Bu özdeğerlee karĢılık gelen 

ilk özfonksiyon ise aĢağıdaki gibidir. 
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ġekil 73. 𝑘 = 1, 𝑕 = 4 için eğik atıĢ ve SLEIGN2 ile elde 

edilen ilk özfonksiyon 

Yukarıdaki örneklerden görüldüğü gibi eğik atıĢ yöntemi ilk özdeğer ve  ilk 

özfonksiyon için oldukça iyi sonuçlar vermektedir.  

2.6. TTDGLC Ġçin Sayısal Analiz 

2.6.1. Zamana Bağlı DeğiĢim Analizleri 

Bu bölümde artan zaman değiĢkeni değerlerinde, farklı 𝜅, 𝑕 ve  𝜏 değerleri için 

silindirik süperiletkende  𝑔𝜏 𝜓, 𝐴  yerel enerji yoğunluğu, 𝜓2   süperiletken yoğunluğu, 

𝑐𝑢𝑟𝑙𝑨 =  0,0,
1

𝑟
 𝑟𝐴 ′   nüfuz eden manyetik alan ve 𝐽𝑠 =  0, −𝐴𝜓2 , 0  süper akımın 

zamanla nasıl değiĢtiği incelenerek ve elde edilen sayısal sonuçların teorik sonuçlarla da 

uyumlu olduğu gözlemlenmiĢtir. Bunun için farklı parametre değerlerine karĢılık zamana 

bağlı değiĢimler aĢağıda verilmiĢtir. ġekil 74 de  t zaman değiĢkeninin artan değerlerinde 

incelenen davranıĢların kırmızı ile gösterilen denge çözüm değerlerine yakınsadığı 

görülmektedir.  

ġekil 75 de 𝜅 = 4, 𝐻 = 1, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 parametre değerleri için 𝐺𝜏 𝜓, 𝐴  toplam 

enerji fonksiyonelinin zamanla değiĢim grafiği incelenmiĢtir. ġekil incelendiğinde teorik 

sonuçlarla uyumlu olarak 𝐺𝜏 𝜓, 𝐴  (Teorem 8) toplam enerji fonksiyonelinin 𝑡 zaman 

değiĢkeninin artan değerleri için azalan olduğu ve denge çözümde enerjinin negatif olduğu 

görülmektedir.   
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ġekil 74. 𝜅 = 4, 𝐻 = 1, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 için artan zaman değiĢkenine 

göre denge çözüme(kırmızı) yaklaĢım 

 

ġekil 75. 𝜅 = 4, 𝐻 = 1, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 için artan zaman değiĢkenine 

göre toplam enerji 

ġekil 74 de elde edilen sonuçların radyal simetrik yansımaları alınarak ġekil 76 da 

sunulan grafikler elde edilmiĢtir. Dolayısıyla ġekil 76 da ara durum adı verilen manyetik 

alanın kısmen nüfuz ettiği silindirik materyaldeki fiziksel gözlenebilirler, süperiletkenin 

gerçek geometrisi içerisinde yansıtılmaktadır.  

DıĢ manyetik alanın numune içerisine doğru sürekli ve azalan bir profil ile nüfuz 

etmesine paralel olarak süperelektron yoğunluğunun numune merkezine doğru yaklaĢtıkça 
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arttığı görülmektedir. Bu sonuç fiziksel deneylerle gözlemlenen klasik sonuçlarla 

uyumludur.  

 
ġekil 76. 𝜅 = 4, 𝐻 = 1, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 için Enerji(𝐺), Süperelektron 

yoğunluğu(𝜓), Manyetik Alan(<B>) ve Süperakımın( 𝑗𝑠 ) 
radyal simetrik yansımaları  

2.6.2. Sıcaklığa Bağlı DeğiĢim Analizleri 

Literatürde sıcaklık parametresi içermeyen silindirik süperiletken için SGLC 

modelinin 𝜅, 𝐻, 𝑅 parametrelerine göre değiĢik analizlerinin yapıldığı özellikle 

Zharkov(2002) ve Aftalion (1999) ın çalıĢmalarında görülmektedir. Sıcaklık parametresini 

de koruyacak Ģekilde düzenlediğimiz TTDGLC sisteminin bu üç parametreye ek olarak 

sıcaklık parametresi 𝜏 ya göre de çözümün özelliklerini incelemek mümkündür. 

2.6.2.1. Sıcaklığa Bağlı Yerel DavranıĢlar  

Bu bölümde ilk olarak TTDGLC sisteminde mevcut üç parametreden(𝜅, 𝑕, 𝜏) biri 

olan sıcaklık parametresi 𝜏 nun artan değerleri için enerji fonksiyonelinin, süperelektron 

yoğunluğunun, nüfuz eden manyetik alanın ve süperakımın yerel davranıĢları ele 

alınmıĢtır. Ġkinci olarak ise sıcaklık değeri arttıkça enerji, manyetizasyon, nüfuz eden 

manyetik alan ve maksimumu süperelektron yoğunluğunun sıcaklığın fonksiyonu olarak 

değiĢimleri ve bunlara bağlı olarak da kritik sıcaklık değerleri belirlenmiĢtir. Bunun için 

𝜅, 𝑕 ve 𝑅 sabit tutularak, 𝜏 nın artan değerleri için değiĢimler incelenmiĢtir. 
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ġekil 77. 𝑅 = 3 yarıçaplı numune için  𝜅, 𝑕, 𝜏 =  4,1, 𝜏 , 𝜏 =
0,0.2,0.5,0.8,1 üçlülerine karĢılık elde edilen sonuçlar 

ġekil 77 de 𝑅 = 3 yarıçaplı süperiletken için 𝜅 = 4, 𝑕 = 1 alınarak 𝜏 nun 

0,0.2, 0.5, 0.8 ,1 değerlerine karĢılık gözlemlenebilir yerel davranıĢların grafikleri 

çizilmiĢtir. ġekil 77 incelendiğinde artan sıcaklık değerleri için manyetik alanın 

kenarlardan numuneye nüfuz ettiği, süperelektron yoğunluğunu azaldığı ve süperakımın 

daha çok kenarlarda sirkülasyon yaptığı gözlemlenmektedir.  

ġekil 78 de 𝐻 = 1, 𝑅 = 2 ve 𝜅 = 0.5, 1, 1.5,2 parametre değerleri için 𝜏 = 0 dan 

0.01 birimlik değiĢimlerle 𝜏 = 1 e kadar artırıldığında toplam enerji, manyetizasyon, nüfuz 

eden ortalama manyetik alan ve maksimumu süperelektron yoğunluğunun 1 − 𝜏 nun 

fonksiyonu olarak grafikleri elde edilmiĢtir. Bu grafiklere bakarak 𝑇𝑐  nükleasyon kritik 

sıcaklık değerleri kolayca görülebilmektedir.  

ġekil 78 den sıcaklık artırıldığında I. Tip süperiletkenlerde normal halde 

süperiletken hale geçiĢte süreksizlik olduğu ve dolayısıyla 1-inci mertebeden geçiĢ(first 

order transition) gözlemlenmektedir. II. Tip süperiletkenlerde ise belirtilen geçiĢin 𝜅 nın 

artan değerleriyle daha düzgün olduğu ve dolayısıyla 2-inci mertebeden geçiĢ(second order 

transition) gözlemlenmektedir.  
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ġekil 78. (a) Enerji, (b) Nüfuz eden ortalama manyetik alan, (c) 

Manyetizasyon ve (d) Maksimum süperelektron yoğunluğunun 𝜏 

nun fonksiyonu olarak grafikleri(siyah:𝜅 = 0.5, mavi:𝜅 = 1, 

kırmızı:𝜅 = 1.5, yeĢil:𝜅 = 2) 

 

2.6.2.2. Meissner Olayı  

Bu bölümde Meissner etkisi olarak bilinen, süperiletkenin kritik sıcaklıktan aĢağıya 

doğru soğutulduğunda nüfuz eden manyetik alanın dıĢlanması olayı gözlemlenmiĢtir.  

Bunun için 𝜅 = 0.6, 𝑕 = 0.4, 𝑅 = 3 değerlerine sahip I. tip bir süperiletken için 𝜏 = 1 den 

0.1 birimlik değiĢimlerle 𝜏 = 0 a kadar azaltılmıĢtır. Meissner olayı ve bu bölümde 

sıcaklık değiĢimine bağlı olarak gerçekleĢtirilen analizler, sıcaklık parametresinin 

boyutsuzlaĢtırma sürecinde yok edilerek elde edilen ve literatürde çalıĢılan klasik GL 

modeli ile gözlemlenmesi mümkün değildir.  
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ġekil 79. Yatay eksen 1 − 𝜏   olmak üzere 𝜅 = 0.6, 𝑕 = 0.4, 𝑅 = 3 için 

fiziksel gözlemlenebilirler 

ġekil 79 da  𝜅 = 0.6, 𝑕 = 0.4, 𝑅 = 3 parametre değerlerine sahip süperiletken için 𝜏 

sıcaklık parametresi 𝜏 = 1 den 𝜏 = 0 a kadar azaltıldığında elde edilen toplam enerji, 

nüfuz eden ortalama manyetik alan, manyetizasyon ve maksimum süperelektron 

yoğunluğuna ait eğriler görülmektedir.  ġekle göre enerji, nüfuz eden ortalama manyetik 

alan ve manyetizasyon eğrilerinin 1 − 𝜏 nun fonksiyonu olarak azalan olduğu, maksimum 

süperelektron yoğunluğunun ise artan olduğu görülmektedir.  Ayrıca nüfuz eden ortalama 

manyetik alan, manyetizasyon ve maksimum süperelektron yoğunluğunda bir sıçrama 

süreksizliğinin olduğu görülmektedir.  

ġekil 80 de ise aynı parametre değerleri için yerel enerji, süperelektron yoğunluğu, 

manyetik alan ve süperakıma ait çözüm eğrileri verilmiĢtir. ġekilde oklar azalan sıcaklık 

değerine karĢılık yerel davranıĢların yönünü göstermektedir. ġekil incelendiğinde enerji 

fonksiyonelinin azalan olduğu, normal konumda olan numunenin süperelektron 

yoğunluğunda ani bir artıĢla süperiletken konuma geçtiği, manyetik alanın iç kısımlarda 

aniden dıĢlandığını ve kenarlarda kısmen de olsa nüfuz ettiği, Messiner akımının ise 

kenarlarda sirkülasyon ettiğini gözlemlenmektedir. 
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ġekil 80. 𝜅 = 0.6, 𝑕 = 0.4, 𝑅 = 3  için yerel davranıĢlarda gözlemlenen 

Meissner olayı  

2.6.2.3. Uygulanan Manyetik Alan ġiddetinin DeğiĢimine Bağlı DavranıĢlar 

Literatürden biliyoruz ki I. tip süperiletkenlerde maksimum süperelektron 

yoğunluğunun sıfıra çok yaklaĢtığı duruma karĢılık gelen ve  𝐻𝑐  ile gösterilen 

termodinamik kritik alan, II. tip süperiletkenlerde ise süperelektron yoğunluğunda görülen 

ilk belirgin düĢüĢe karĢılık gelen 𝐻𝑐1 alt kiritik alanı ve dıĢardan uygulanan manyetik alan 

Ģiddetinin, nüfuz eden manyetik alan Ģiddetine eĢit olduğu 𝐻𝑐2  üst kritik alanı mevcuttur.  

Zharkov vd. (1999) tarafından uygulanan manyetik alan Ģiddetinin artan değerleri 

için enerji, manyetizasyon, silindir merkezindeki manyetik alan, silindir merkezindeki 

süperelektron yoğunluğu ve silindire nüfuz eden manyetik alan gibi bazı niteliklerin 

değiĢimini 𝑕 nın fonksiyonu olarak incelemiĢ ve bunlara bağlı olarak 𝐻𝑐1 ve 𝐻𝑐2 

değerlerini belirlemiĢlerdir. Biz de benzer bulguları gözlemleyip sıcaklık parametresine 

bağlı olarak faz geçiĢ bölgelerini bularak sonuçları geniĢletiyoruz. 
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Bunun için ilk olarak 𝜏 ve 𝑅 yi sabit tutarak farklı 𝜅 değerleri için 𝑕 yı artırarak 

değiĢimleri inceleyelim. 𝜅 = 0.5; 1; 1.5; 2, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 alınarak ve 𝑕 = 0 dan 0.1 birimlik 

değiĢimlerle 𝑕 = 3 e kadar artırıldığında elde edilen sonuçlar ġekil 81 de gösterilmiĢtir.  

ġekil 81 de uygulanan manyetik alan Ģiddetinin fonksiyonu olarak, I. Tip 

süperiletkenin süperiletken konumdan normal konuma geçiĢinde gözlenebilirlerde 

süreksizliğin oluĢtuğu(I. Tip faz geçiĢi), II. Tip süperiletkenlerde ise belirtilen geçiĢin 

sürekli olduğu(II. Tip faz geçiĢi) gözlemlenmektedir.   

ġekil 82 de I. Tip süperiletken numunenin termodinamik kritik alanının 𝜏 ya bağlı 

değiĢimi sunulmaktadır. 𝜏 = 0: 0.1: 1 değerleri için süperiletken konumdan normal 

konuma geçiĢi sağlayan en küçük uygulanan manyetik alan Ģiddeti 𝐻𝑐 𝜏  olarak alınmıĢtır.  

ġekil 83 de ise II. Tip süperiletken silindirik numuneye ait 𝐻𝑐1
 𝜏 , 𝐻𝑐2

 𝜏  değiĢimleri 𝜏 

nun fonksiyonu olarak 𝜅 = 4, 𝑅 = 3 için elde edilmiĢtir.  

 
ġekil 81. (a) manyetizasyon, (b) enerji, (c) nüfuz eden ortalama manyetik alan ve 

(d) maksimum süperelektron yoğunluğunun 𝑕 nın fonksiyonu olarak 

değiĢimleri(mavi:𝜅 = 0.5, siyah:𝜅 = 1, kırmızı:𝜅 = 1.5, yeĢil:𝜅 = 2) 
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BaĢlangıçta süperiletken konumda bulunan numuneler için manyetik alan Ģiddeti 

küçük adımlarla artırılarak, süperelektron yoğunluğunda oluĢan ilk gözlemlenebilir düĢüĢe 

karĢılık gelen alan Ģiddeti 𝐻𝑐1
 𝜏 ; numuneyi normal konuma dönüĢtüren ilk alan Ģiddeti ise 

𝐻𝑐2
 𝜏  olarak alınmıĢtır. Gözlemlenen 𝐻𝑐1

 𝜏  ve 𝐻𝑐2
 𝜏  eğrileri II. Tip süperiletkenler için 

fiziksel deneyler sonucu elde edilen değiĢimlerle aynıdır.  

 
ġekil 82. I. tip süperiletkende 𝐻𝑐  ve 𝜏 iliĢkisi(𝜅 = 0.5, 𝑅 = 3) 

 

 
ġekil 83. II. tip süperiletkende 𝐻𝑐  ve 𝜏 iliĢkisi(𝜅 = 4, 𝑅 = 3) 
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2.6.3. Josephson Eklemleri 

Bu bölümde süperiletken arasına yerleĢtirilen normal iletkenlerle oluĢturulan 

Josephson eklemlerinin numunenin elektromanyetik davranıĢları üzerindeki etkilerini 

araĢtırıyoruz. Özellikle eklemlerin kalınlıklarının ve sayılarının uygulanan manyetik alan 

Ģiddetine ve sıcaklığa göre etkilerini inceliyoruz.  

Ω𝑁 normal iletkenin, Ω𝑆 ise süperiletkenin 𝑟 −ekseni yönündeki bileĢenleri olmak 

üzere normal-süperiletken materyalin 𝜏 bağımsız toplam enerjisi Yu (2003) da verilmiĢtir. 

Belirlenen model 𝜏 bağımlı model için aĢağıdaki gibi düzenlenebilir.  

𝐺 𝜓, 𝐴 = 𝐺𝑁 𝜓, 𝐴 + 𝐺𝑆 𝜓, 𝐴 

=    𝐴2 + 1 𝜓2 +
1

𝜅2
 𝜓′ 2 +  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟
Ω𝑁

+    𝐴2 + 𝜏2 − 1 +
1

2
𝜓2 𝜓2 +

1

𝜅2
 𝜓′ 2 +  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟
Ω𝑆

 

𝐺 𝜓, 𝐴 =  𝜓2𝑑𝑟
Ω𝑁

+   𝜏2 − 𝜓2 +
1

2
𝜓4 𝑑𝑟

Ω𝑆

+   𝜓2𝐴2 +
1

𝜅2
 𝜓′ 2 +  

1

𝑟
 𝑟𝐴 ′ − 𝐻 

2

 𝑟𝑑𝑟
Ω𝑁∪Ω𝑆

 

ile ve buna bağlı olarak GL sistemi 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 + 𝑟 1 − 𝐴2 − 𝜓2 𝜓, 𝑟 ∈ Ω𝑆 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 − 𝑟 1 + 𝐴2 𝜓, 𝑟 ∈ Ω𝑁  

𝜕𝐴

𝜕𝑡
= 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟𝐴  − 𝑟𝐴𝜓2 , 𝑟 ∈ Ω𝑁 ∪ Ω𝑆  

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 0 = 0,

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 𝑅 = 0 , 𝐴 0 = 0,

1

𝑅

𝜕 𝑟𝐴 

𝜕𝑟
 𝑅 = 𝐻 

𝜓 𝑟, 0 = 𝜓0 𝑟 , 𝐴 𝑟, 0 = 𝐴0(𝑟) 

ile verilir.  
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ġekil 84 de Süperiletken-Normal-Süperiletken-Normal-Süperiletken(SNSNS) 

Ģeklinde araya iki adet normal iletkenin yerleĢtirildiği inhomojen materyal için yerel enerji, 

süperelektron yoğunluğu, manyetik alan ve süperakımdaki yerel davranıĢlar 

gözlemlenmiĢtir.    

 

 

ġekil 84. 𝜅 = 4, 𝑕 = 1, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 için homojen(siyah) ve SNSNS 

Ģeklinde inhomojen(kırmızı) numune için zaman 

değiĢkeninin fonksiyonu olarak yerel davranıĢlar 

 

ġekil 84 de  0,3  radyal ekseninin [0.8 ,0.95 ] ve  1.8 ,1.95   kısımları normal 

iletken ve diğer kısımları süperiletken olarak alınmıĢtır. Eklemlerdeki süperelektron 

yoğunluğunun komĢu süperiletken bölgeye kıyasla daha az olduğu görülmektedir. Bu 

durum fiziksel olarak beklenen bir sonuçtur. Eklem bölgelerindeki süperakım 

yoğunluğunun ise sıfır olmayıp, komĢu süperiletken bölgelere kıyasla daha düĢük olduğu 

görülmektedir. Diğer bir deyiĢle materyalin normal kısımları olan eklemler de süperakım 

taĢımaktadır. Ġlk kez Josephson(1962) de gözlemlenen bu olay GL modeli kapsamında da 

modellenebilmektedir.  

Homojen numunelerde fiziksel gözlenebilirler yerel eksen boyunca düzgün bir 

dağılım sergilerken, iki ekleme sahip süperiletken numunede eklem bölgelerinde de 

numunenin zayıf süperiletkenlik özelliği gösterdiği görülmektedir.  
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2.6.3.1. Eklemlerin Kalınlığı ve Sayıları 

Bu bölümde aralara normal iletkenler yerleĢtirilerek oluĢturulan inhomojen 

materyaller için normal iletkenlerin kalınlığı ve normal iletkenlerin sayısının sistem 

üzerindeki etkisini araĢtırılmıĢtır.  

Josephson eklemlerinde normal bölge kalınlığı, 𝑀 sayısal çözümde kullanılan alt 

aralık sayısı olmak üzere 𝑑𝑛 = 𝑙𝑛 ∗
𝑅

𝑀
,  𝑙𝑛 = 3,6,9,12  birim olarak alınmaktadır. ġekil 85 

de farklı kalınlıklara sahip tek bir normal iletkenin olduğu SNS Ģeklinde oluĢturulan 

inhomojen materyal ele alınmıĢtır.  ġekil 86 da ise  yine farklı kalınlıklara sahip fakat 

birden fazla normal iletkenin olduğu homojen olmayan(inhomojen) materyal ele alınmıĢtır. 

Her iki Ģekilde incelendiğinde tek bir normal bölge yerine daha küçük kalınlıklarda birden 

fazla normal bölge seçildiğinde manyetik alanının numuneye kenarlardan daha az nüfuz 

ettiği görülmektedir.  

 

ġekil 85. Eklem geniĢliğinin(𝑑𝑛 ) yerel davranıĢ üzerindeki etkisi(𝜅 = 4, 𝑕 = 1, 𝑅 = 3)          

(a) Homojen (b) SNS ve 𝑑𝑛=3 birim (c) SNS ve 𝑑𝑛=6 birim (d) SNS ve 𝑑𝑛=9 

birim 
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ġekil 85 de SNS(Süperiletken-Normal-Süperiletken) ekleminde, eklem kalınlığının 

fiziksel gözlenebilirlerin yerel davranıĢını nasıl etkilediği gözlemlenmektedir. Eklem 

kalınlığı arttıkça, eklemlerin süperiletkenlik özellikleri zayıflattığı gözlemlenmektedir. 

Doğal olarak nüfuz eden manyetik alanın arttığı, belirli bir eklem kalınlığı üzerinde ise 

eklemin artık süperakım taĢımasına engel olduğu görülmektedir.(ġekil 85-d) 

ġekil 86 da ise 𝑑𝑛 = 3 birim kalınlıklı eklem sayılarının artması durumunda 

numunenin elektromanyetik özellikleri gözlemlenmektedir. Eklem sayılarının artıĢına 

paralel olarak, nüfuz eden manyetik alanın arttığı görülmektedir.(ġekil 86 (b)-(d)). 

Yine eklem sayısı kadar süperakım eğrisinde yerel maksimumların oluĢtuğu, diğer 

bir ifadeyle zayıf süperakım bölgeleri oluĢtuğu görülmektedir. 

 

 

 

ġekil 86. Eklem sayısının yerel davranıĢlar üzerindeki etkisi (𝜅 = 4, 𝑕 = 1, 𝑅 = 3)  (a) 

Homojen (b) SNS ve 𝑑𝑛=3 birim (c) SNSNS ve 𝑑𝑛=3 birim (d) SNSNSNS ve 

𝑑𝑛=3 birim 
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2.6.4. Histeritik DavranıĢlar 

Histerisiz, bağımlı iki nicelikten birisi bir periyodu tamamlayacak Ģekilde artırılıp-

azaltıldığında, bağımlı diğer niceliğin artırılırken farklı, azaltılırken farklı davranıĢlar 

göstermesi olarak ifade edilebilir. Bu bağlamda silindirik geometriye sahip numuneler için 

sıcaklığı artırıp-azalttığımızda enerji, manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum 

süperelektron yoğunluğu, dikdörtgen film tabakada(slab) gözlemlendiği üzere(Cakir, 2006) 

histeritik davranıĢ gözlemlenmektedir. 

2.6.4.1. Uygulanan Manyetik Alana Bağlı Histerisiz 

Bu bölümde verilen 𝜅, 𝜏, 𝑅 parametreleri için önce 𝑕 = 0 dan 0.1 birimlik 

değiĢimlerle 𝑕 = 𝑎 = 1 =  2𝐻𝑐  ye kadar artırılıp, sonra 𝑕 = −𝑎 ya kadar azaltılıp, daha 

sonra 𝑕 = 0 a kadar artırılarak oluĢturulan döngüde manyetik alana bağlı histerisiz eğrileri 

sunulmaktadır. Sırasıyla 𝜅 = 0.2, 𝜅 =  0.5, 𝜅 =  0.8, 𝜅 =  1, 𝜅 =  1.2  ve 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 

değerleri için enerji(G), ortalama manyetik alan(<B>), manyetizasyon(M=<B>-H),  ve 

maksimum süperelektron yoğunluğunda(𝜓𝑚𝑎𝑥 = max𝑥∈𝑅 𝜓2 ) oluĢan histerisiz eğrileri 

ġekil 87 de sunulmuĢtur. 

ġekil 87 de görüldüğü üzere manyetik alana bağlı histerisiz özellikle I. tip 

numunelerde oluĢmaktadır. OluĢan histerisizin büyüklüğünü belirlemek amacıyla ġekil 87 

de gösterilen histerisiz eğrileri arasında kalan bölgenin alanını hesaplıyoruz. Elde edilen 

değere histeritik alan adını veriyoruz. Buna göre maksimum histeritik alan 𝜅 = 0.8 değeri 

için gözlemlenmektedir. 𝜅 nın artan değerleri için(II. tip süperiletkene yakın numuneler 

için) histeritik alanların azaldığı görülmektedir. II. tip süperiletken olmasına rağmen 

 
1

 2
, 1  aralığında da gözlemlenebilir büyüklükte histeritik alanlar oluĢmaktadır. 
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ġekil 87. 𝜅 = 0.2 (𝐼), 𝜅 =  0.5(𝐼𝐼), 𝜅 =  0.8(𝐼𝐼𝐼), 𝜅 =  1(𝐼𝑉), 𝜅 =  1.2(𝑉)  ve 𝜏 = 0, 𝑅 =
3 değerleri için (a)Enerji (b) Maksimum süperelektron yoğunluğu (c) Ortalama 

manyetik alan ve (d) Manyetizasyon eğrilerinde oluĢan histeritik davranıĢlar 

 

2.6.4.2. Josephson Eklemlerinin Uygulanan Manyetik Alana Bağlı 

Histerisize Etkisi 

Bir önceki bölümde homojen materyaller için uygulanan manyetik alana bağlı 

histeritik davranıĢlar incelenmiĢti. Bu bölümde ise süperiletken materyal arasına 

yerleĢtirilen iki adet normal materyal ile oluĢturulan SNSNS Ģeklindeki Josephson 

ekleminin histeritik davranıĢlar üzerindeki etkisini incelenmektedir. 
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𝜅 = 0.2, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 olmak üzere I. tip bir süperiletken materyali göz önüne 

alalım. AĢağıdaki grafiklerde sırasıyla SNSNS konfigürasyonunda normal bölge 

kalınlığının 𝑀 sayısal çözümde kullanılan alt aralık sayısı olmak üzere 𝑑𝑛 = 𝑙𝑛 ∗
𝑅

𝑀
, 

 𝑙𝑛 = 3,6,9,12  birim olduğu materyaller içeren inhomojen materyaller için enerji, 

manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum süperelektron yoğunluğu için histerisiz 

eğrileri elde edilmiĢtir. Bu örnek için 𝑀 = 60 alınmıĢtır. ġekil 88 den normal bölge 

kalınlığı artırıldıkça oluĢan histerik bölge alanının gittikçe azaldığı gözlemlenmektedir.  

 

 

 

 

ġekil 88. 𝜅 = 0.2, 𝜏 = 0, 𝑅 = 3 değerleri için (a)Enerji (b) Maksimum süperelektron 

yoğunluğu (c) Ortalama manyetik alan ve (d) Manyetizasyon eğrilerinde 

uygulanan manyetik alan Ģiddetine bağlı oluĢan histeritik davranıĢlar(yatay 

eksen: 𝐻) 
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2.6.4.3. Sıcaklığa Bağlı Histerisiz  

Bu bölümde verilen 𝜅, 𝑕, 𝐿 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑅 parametreleri için 𝜏 = 1 den 0.01 birimlik 

değiĢimlerle 𝜏 = 0 a kadar azaltılıp tekrar 0.01 birimlik değiĢimlerle 𝜏 = 1 kadar artırılıp 

periyot tamamlandığında enerji, manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum 

süperelektron yoğunluğu için histerisiz eğrileri elde edilmiĢtir. 

 

 

 

 

 

ġekil 89.  𝜅 = 0.6, 0.8, 1, 1.4, 2 ve 𝑕 = 0.7, 𝑅 = 3 değerleri için (a)enerji (b) 

manyetizasyon (c) manyetik alan ve (d) maksimum süperelektron 

yoğunluğunda sıcaklığa bağlı histerisiz eğrileri(yatay eksen: 1 − 𝜏) 
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Soldan sağa sırasıyla 𝜅 = 0.6, 0.8, 1, 1.4, 2 ve 𝑕 = 0.7, 𝑅 = 3 değerleri için enerji, 

manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum süperelektron yoğunluğunda sıcaklığa bağlı 

oluĢan histerisiz eğrileri aĢağıdaki gibi olacaktır. ġekil 89 dan da görüldüğü üzere 𝜅 

değerleri arttıkça histerisiz alanları azalmaktadır.  

2.6.4.4. Josephson Eklemlerinin Sıcaklığa Bağlı Histerisize Etkisi  

Bir önceki bölümde homojen materyaller için sıcaklığa bağlı histeritik davranıĢlar 

incelenmiĢti. Bu bölümde ise süperiletken arasına yerleĢtirilen iki adet normal iletken ile 

oluĢturulan SNSNS Ģeklindeki Josephson ekleminin sıcaklığa bağlı histeritik davranıĢlar 

üzerindeki etkisini incelenmektedir. 

 

 

 

 

ġekil 90. Normal iletken kalınlığının soldan sağa sırasıyla 𝑑𝑛 = 3,6,9,12 birim olduğu 

SNSNS Josephson eklemleri için (a) Enerji (b) Maksimum süperelektron 

yoğunluğu (c) Nüfuz eden ortalama manyetik alan (d) Manyetizasyon histerisiz 

eğrileri(yatay eksen: 1 − 𝜏) 
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𝜅 = 0.6, 𝑕 = 0.3, 𝑅 = 3 olmak üzere I. tip bir süperiletken materyali göz önüne 

alalım. ġekil 90 da sırasıyla homojen, 𝑑𝑛 = 3,6,9,12 birim kalınlıklı normal iletkenler 

içeren inhomojen materyaller için enerji, manyetizasyon, manyetik alan ve maksimum 

süperelektron yoğunluğu için histerisiz eğrileri ġekil 90 da gösterilmiĢtir.  

ġekil 90 dan normal iletken kalınlığı arttıkça histerisiz alanı arttığı görülmektedir. 

Ayrıca eklemlerde bulunan normal iletken kalınlığının artıĢına paralel olarak 𝑇𝑐  kritik 

sıcaklık değerinin azaldığı görülmektedir. 

2.6.5. Ġki Parametre DeğiĢim Analizleri 

2.6.5.1. Ginzburg-Landau Parametresi ve Uygulanan Alan DeğiĢimine 

Göre 𝜿-H Diyagramları 

Bu bölümde farklı kalınlıklı numuneler için sıcaklığa bağlı 𝜅 - H histeritik 

bölgelerini belirlemek istiyoruz. 𝜅 ve 𝐻 nın farklı değerleri için 𝜏 ya göre histeritik alanlar 

hesaplanarak, bulunan değerlerin 𝜅 ve 𝐻 ya göre renk grafikleri ġekil 91 de 

gösterilmektedir.  

Bunun için MATLAB notasyonu ile 𝜅 = 0.1: 0.1: 4 ve  𝐻 = 0.1: 0.1: 𝜅 2 

vektörlerinin her bir bileĢeni için,  𝜏 = 1: −0.01: 0 0.01: 0.01: 1 döngüsü oluĢturularak 

elde edilen histeritik alanlar hesaplanmıĢtır. 

 

ġekil 91. (a)  R=1  (b)  R=2  (c)  R=3  (d)  R=4  (e)  R=5  (f)  R=6  (g)  R=7  (h)  

R=8 Yatay eksen 𝜅, düĢey eksen 𝐻 olmak üzere maksimum 

süperelektron yoğunluğu için histeritik alanlar 
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ġekil 91 e göre artan R değerlerine karĢılık oluĢan histeritik alanların arttığı 

görülmektedir. Ayrıca 𝜅 − 𝐻 faz düzleminde histerisizin oluĢtuğu ilk 𝜅 değerine karĢılık 

gelen 𝐻 değerlerinin 𝑅 nin artan değerlerine göre azaldığı görülmektedir.  

2.6.5.2. Sıcaklık ve Uygulanan Alan DeğiĢimine Göre 𝝉-H Diyagramları  

Bu bölümde silindir geometriye sahip süperiletken materyaller için manyetik alan 

altında soğutma FC(Field Cooled) ve manyetik alan olmaksızın ZFC(Zero Field Cooled) 

soğutma durumlarına karĢılık gelen normal, süperiletken ve normal-süperiletken geçiĢ 

bölgeleri 𝜏 − 𝐻 faz düzleminde hesaplanmaktadır. Sabit 𝑅  yarıçaplı I. ve II. tip numune 

için uygulanan manyetik alan Ģiddeti 𝐻 = 0.1: 0.1:  2 ve 𝜏 = 1: −0.01: 0 sıcaklık 

değerleri için max 𝜓 değerleri ġekil 92 ve ġekil 93 de görülmektedir. Grafiklerde yatay 

eksen sıcaklığı  𝜏 , düĢey eksen uygulanan manyetik alan Ģiddetini göstermektedir. Elde 

edilen sonuçlar Cakir(2006) da film tabaka için elde edilen sonuçlarla kalitatif açıdan 

uyumludur. 

I. tip numune için 𝜅 = 0.6, 𝑅 = 3, II. tip numune için 𝜅 = 4, 𝑅 = 3 parametre 

değerleri kullanılmaktadır. 

 
ġekil 92. 𝜅 = 0.6, 𝑅 = 3 için (a) FC için 𝜏 − 𝐻 faz diyagramı (b) ZFC 

için 𝜏 − 𝐻 faz diyagramı  

 
ġekil 93. 𝜅 = 4, 𝑅 = 3 için  (a) FC  için 𝜏 − 𝐻 faz diyagramı (b) ZFC 

için 𝜏 − 𝐻 faz diyagramı 
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2.6.5.3. Yarıçapa Bağlı Olarak Faz GeçiĢ Diyagramları 

Bu bölümde ise önceki bölümde sabit 𝑅(𝑅 = 3) için elde edilen faz geçiĢ 

diyagramlarının yarıçapa bağlı olarak değiĢimini inceliyoruz. Farklı yarıçapa sahip 

numuneler için uygulanan manyetik alan Ģiddeti artırılarak, sıcaklığın değiĢimine göre 

𝜏 − 𝐻  faz diyagramları incelenmektedir. 

𝜅 = 0.6 için 𝑅 = 1; 2; 3; 4 yarıçapları incelenmiĢtir. Burada 𝜏 = 1: −0.01: 0 

değerleri kullanılmaktadır.  

 

ġekil 94. 𝜅 = 0.6 ve (a) R=1 (b) R=2 (c) R=3 (d) R=4 için FC transition bölgeleri  

 

ġekil 95. 𝜅 = 0.6 ve (a) R=1 (b) R=2 (c) R=3 (d) R=4 için ZFC transition bölgeleri  

ġekil 94 ve ġekil 95 den numunenin yarıçapı arttıkça süperiletken bölgenin azaldığı 

ve buna paralel olarak normal bölge alanının arttığı görülmektedir. Ayrıca artan yarıçap 

değerleri için normal-süperiletken geçiĢ bölgesinde düzen parametresinin süreksiz 

davranıĢı dikkat çekmektedir. Bu ise I. Tip süperiletkenler için beklenen bir sonuçtur. 

2.7. Paralel Programlama ÇalıĢmaları 

Üzerinde çalıĢtığımız GL modellerinde ve birçok araĢtırma problemlerinin gerçek 

fiziksel boyutlardaki sayısal simülasyonu mevcut tek iĢlemci bilgisayarlar ile mümkün 

olmamaktadır. Bu nedenle değiĢik alternatifler kullanılmaktadır. Bu alternatifler arasında 
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süper bilgisayarlar, paralel bilgisayarlar, farklı fiziksel mekânlarda bulunan bilgisayarlar 

kümesinin problemi çözmek için konfigüre edilmesi suretiyle elde edilen paralel 

hesaplama ağları(grid) mevcuttur. Ülkemizde süper bilgisayar veya paralel bilgisayar 

kullanımı yüksek maliyetleri nedeniyle yaygınlaĢmamıĢtır. Bunun yerine farklı araĢtırma 

grupları oluĢturulan kiĢisel bilgisayarların koleksiyonu ile oluĢturulan paralel hesaplama 

ortamları kullanılmaktadır. Bu amaçla üniversitemiz Fen edebiyat Fakültesi bilgisayar 

laboratuarında bulunan “Pentium 4 3.20 Ghz, 512 MB RAM”  özelliklere sahip 20 adet 

bilgisayarı Argonne AraĢtırma merkezinde üretilen ve MPI paralel hesaplama ara yüzünü 

etkin kullanımını sağlayan MPICH2 aracılığıyla paralel hesaplama platformuna 

dönüĢtürdük. Bilgisayarlar arasındaki iletiĢim anahtarlı yerel ağ(switched Local Area 

Network) ile sağlanmakta, ancak bağlantı için kullanılan anahtar(switch) 1000 Mbps hızını 

desteklemesi gerektiği performans sonuçlarımız ile görülmüĢ ve bu bağlantı hızını 

destekleyen bir anahtar ile değiĢtirilmiĢtir.  

MPI(http://www.mpi-forum.org/docs/docs.html), paralel süreçlerin haberleĢmesi 

için geliĢtirilmiĢ bir kütüphanedir. C, C++, Fortran gibi programlama dilleri ile hazırlanan 

programlar içerisine uygun MPI rutinleri yerleĢtirmek suretiyle paralel programlar 

oluĢturulur. Farklı kuruluĢlar tarafından geliĢtirilen ve MPI‟ın kullanımını kolaylaĢtıran ara 

yüzler mevcuttur. Bunlardan bir tanesi Argonne National Lab. / Mississipi State University 

tarafından geliĢtirilen MPICH2(http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich2/)‟dir. Linux ve 

Windows platformu için iki ayrı sürümü mevcuttur. Laboratuarımız MPICH2 için gerekli 

fiziksel alt yapı ve yazılım desteğine sahiptir. 

Elde edilen paralel sonuçların değerlendirilmesi için sıkça kullanılan ve aĢağıda 

tanımlanan hızlanma(speedup) ve verimlilik(efficiency) kavramları kullanılmıĢtır. 

Paralel çalıĢma süresi(parallel run time), bir paralel hesaplamanın baĢladığı zaman 

ile en son sürecin çalıĢmasını tamamladığı zaman arasındaki fark olmak üzere 

 Hızlanma(𝑆𝑝) 

𝑆𝑝 =
𝑒𝑛 𝑖𝑦𝑖 𝑠ı𝑟𝑎𝑙ı 𝑎𝑙𝑔𝑜𝑟𝑖𝑡𝑚𝑎𝑛ı𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑠ü𝑟𝑒ç𝑡𝑒 ç𝑎𝑙ış𝑚𝑎 𝑠ü𝑟𝑒𝑠𝑖

𝑝 𝑠ü𝑟𝑒𝑐𝑖𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑡𝑓𝑜𝑟𝑚𝑑𝑎 ç𝑎𝑙ış𝑚𝑎 𝑠ü𝑟𝑒𝑠𝑖
 

 Verimlilik(𝐸𝑝 ) 

http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich2/
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𝐸𝑝 =
𝑆𝑝

𝑝
 

olarak tanımlanır. Ġdeal durumda 𝐸𝑝 = 1 ve 𝑆𝑝 = 𝑝 dir.  

Kesim 2.7.1 de öncelikle kullandığımız temel MPI komutları verilmektedir. Kesim 

2.7.2. de PC kümeleri(clusters) arasında iletiĢim gerektirmeyen bir sayısal integrasyon 

problemi için paralel kod geliĢtirilerek paralel platformumuzun performansı ölçülmektedir. 

Elde edilen sonuçlar ortamın uygun bir paralel hesaplama platformu olduğunu 

göstermektedir. Kesim 2.7.3 de yarı-sonsuz bölgede TDGL modeli için paralel algoritma 

geliĢtirilmiĢ, belirtilen hesaplama platformu üzerinde elde edilen sonuçlar paralel 

hesaplama performansını değerlendiren “jumpshot” verileri yardımıyla sunulmuĢtur.  

2.7.1. Temel MPI Komutları 

MPI_Init: Paralel çalıĢma sürecini baĢlatır.  

MPI_Comm_size: Programın kaç PC üzerinde çalıĢacağı bilgisini kullanıcıdan alır. 

MPI_Comm_rank: n paralel süreçte kullanılmak istenen PC sayısı olmak üzere 0 ile 

n-1 arasında bir kimlik numarası verir. 

Paralel programlamada en önemli unsurlardan biri süreçler arası haberleĢmedir. 

Yapılmak istenen hesaplara göre farklı haberleĢme fonksiyonu kullanılması gerekebilir. Bu 

yüzden MPI kütüphanesinde de farklı haberleĢme fonksiyonları mevcuttur. Bunlarda en 

çok kullanılan ve bilinen iki fonksiyon MPI_Send ve MPI_Recv fonksiyonlarıdır. 

MPI_Send fonksiyonu bir PC den diğerine verileri göndermek için kullanılırken, 

MPI_Recv ise gönderilen bir veriyi almak için kullanılır. Bu haberleĢme esnasında veri alıĢ 

veriĢi tamamlanana kadar her iki PC de  baĢka bir iĢlem gerçekleĢtirmez(bloklanır).  

Bloklama olmadan haberleĢmeyi sağlayan diğer iki fonksiyon ise MPI_Isend ve MPI_Irecv 

fonksiyonlarıdır. 

MPI_Bcast: Bir toplu haberleĢme fonksiyonudur. Ana PC nin belleğindeki bir 

verinin diğer PC lere gönderilmesi için kullanılır.  
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MPI_Reduce:Bir toplu haberleĢme fonksiyonudur. Her bir PC deki bir veriyi bir 

iĢlem operatörüne(toplam, maksimum gibi) bağlı olarak ana PC deki tek bir değere 

dönüĢtürür.  

MPI_Gather: Bir toplu haberleĢme fonksiyonudur. Bütün PC lerdeki bazı verileri 

ana PC de birleĢtirmek için kullanılır. 

MPICH2 ise MPI rutinlerinin yer aldığı paralel programımızın çalıĢtırılması ve 

sonuçların değerlendirilmesi için uygun kullanıcı ara yüzleri sağlar. 

2.7.2. 𝐞𝐫𝐟 𝒙  Paralel Sayısal Programı 

Bu bölümde KTÜ Fen Edebiyat Fakültesi bünyesinde bulunan bilgisayar 

laboratuarında 20 bilgisayar ile oluĢturduğumuz paralel platformda haberleĢmenin 

olmadığı  

erf 𝑥 =  𝑒−𝑠2
𝑑𝑠

𝑥

0

 

integralinin herhangi bir 𝑥 noktasındaki değerinin sayısal olarak hesaplanması problemini 

inceliyoruz. 𝑥 = 1 tipik değerini kullanıyoruz. Bu amaçla gerçekleĢtirilen temel adımlar 

aĢağıda verilmektedir. 

1) MPI_Init ile paralel hesaplamayı baĢlat. 

2) Ana PC de  0,1  aralığının bölündüğü alt aralık sayısını kullanıcıdan al(N). 

3) MPI_Bcast ile N değerini tüm iĢlemcilere gönder. 

4) h adım uzunluğunu belirle 

5) Her bir PC de xi =  𝑖 − 1 𝑕 +  𝑁 𝑚𝑜𝑑 𝑃𝐶𝑖𝑑 , 𝑖 = 1, … ,
𝑁

𝑃𝐶𝑖𝑑
 noktalarındaki 

fonksiyon değerlerini topla. 

6) MPI_Reduce ile her PC deki yerel değerleri ana iĢlemcide topla  

7) Ana iĢlemcide sonucu ve iĢlem zamanını ekrana yazdır 

8) MPI_Finalize ile paralel hesaplamayı bitir. 

 

Tipik olarak 𝜋 değerini paralel olarak hesaplayan koddan(Argonne) uyarladığımız 

bu algoritmaya ait paralel kod aĢağıda verilmektedir. 
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#include "mpi.h" 

#include <stdio.h> 

#include <math.h> 

double f(double); 

double f(double t) 

{ 

    return exp(-t*t); 

} 

int main(int argc,char *argv[]) 

{ 

    int bitir = 0, n, id, surecSayisi, i; 

    double erf1 = 0.842700792949715; 

    double yerelToplam, tumToplam, h, toplam, x; 

    double baslamaZamani = 0.0, bitisZamani; 

    int  namelen; 

    char islemciAdi[MPI_MAX_PROCESSOR_NAME]; 

    MPI_Init(&argc,&argv); 

    MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD,&surecSayisi); 

    MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD,&id); 

    MPI_Get_processor_name(islemciAdi,&namelen); 

    while (!bitir) { 

        if (id == 0) { 

          fprintf(stdout, "Adim sayisini giriniz: (0 cikis) "); 

     fflush(stdout); 

          if (scanf("%d",&n) != 1) { 

     fprintf( stdout, "Sayi girilmedi; cikiyor\n" ); 

     n = 0; 

          } 

     baslamaZamani = MPI_Wtime(); 

        } 

        MPI_Bcast(&n, 1, MPI_INT, 0, MPI_COMM_WORLD); 

        if (n == 0) 

            bitir= 1; 

        else { 

            h   = 1.0 / (double) n; toplam = 0.0; 

            for (i = id + 1; i <= n; i += surecSayisi) { 

                x = h * ((double)i - 0.5); 

                toplam += f(x); 

            } 

            yerelToplam = (h * toplam)*2/sqrt(pi); 

            MPI_Reduce(&yerelToplam, &tumToplam, 1, MPI_DOUBLE, MPI_SUM, 

0, MPI_COMM_WORLD); 

 

            if (id == 0) { 

    printf("erf(1) in yaklasik degeri: %.16f, Hata: 

%.16f\n", 

                       tumToplam, fabs(tumToplam - erf1)); 

  bitisZamani = MPI_Wtime(); 

  printf("Gecen Sure: %f\n", bitisZamani-baslamaZamani);         

  fflush( stdout ); 

     } 

        } 

    } 

    MPI_Finalize(); 

    return 0; 

} 
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Yukarıda verilen MPI kodu C++ programlama dili ile yazılmıĢ ve derlemek için 

“Microsoft Visual C++ 2005 Express Edition” derleyicisi kullanılmıĢtır. 

ġekil 96 da MPICH2 yazılımına ait MPIEXEC ara yüzü gösterilmektedir. Bu ara 

yüzde  “Application”  bölümünde çalıĢtırılacak olan dosya belirtilmelidir. Bu dosya tüm 

bilgisayarlarda aynı sürücü ve adreste yar almalıdır. “Number of processes” ile kaç adet 

bilgisayar kullanılacağını belirliyoruz. “more options” bölümündeki “hosts” kısmına ise 

ağdaki bilgisayar adlarını veya “ip” numaralarını yazıyoruz. “execute” komutuyla 

programı çalıĢtırdıktan sonra ġekil 97 daki MS-Dos ekran görüntüsünde sonuçları 

görebiliyoruz.  

 

ġekil 96. MPIEXEC ara yüzü(erf(1) değeri 2 Pc üzerinde hesaplanıyor.) 

 

PC Sayısı 

PC ağ adları 
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ġekil 97. 2 PC kullanılarak elde edilen erf(1) değeri ve hatayı gösteren Ms-Dos ekran 

görüntüsü 

Yukarıda bahsettiğimiz paralel platformunda erf⁡(1) değerini hesaplamak için 20 

adet bilgisayar kullanılarak elde edilen hızlanma ve verimlilik sonuçları ġekil 98 ve ġekil 

99 da gösterilmiĢtir. ġekil 98 ve ġekil 99 dan görüldüğü üzere paralel platform bu problem 

için hızlanma ve verimlilik için ideale yakın sonuçlar vermektedir. 

 
ġekil 98. erf 1  için hızlanma(speedup) eğrileri 

 
 

ġekil 99. erf 1  için verimlilik(efficiency) eğrileri 

2.7.3. Yarı-Sonsuz Bölgede Paralel TDGL 

Bu bölümde bir tek akı kuantumunu çevreleyen yalıtılmıĢ manyetik akı çizgisi için 

TDGL modelinin çözümü incelenmektedir. Akı tüpünün(flux tube) yapısı ilk olarak 

Abrikosov(1957) tarafından incelenmiĢtir. Abrikosov, yalıtılmıĢ akı tüpüne karĢılık gelen 

Ginzburg-Landau denklemlerini silindirik süperiletkenler için düzenlemiĢtir. Daha sonra 

Ginzburg-Landau parametresi 𝜅 ≫ 1 için analitik çözümler elde edilmiĢtir. Bu koĢulun 
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olmaması durumunda ise sayısal analizlerin yapılması gerekmektedir.  Ġlgili model 𝑄 = 𝑟𝐴  

olmak üzere silindirik koordinat sisteminde aĢağıda verilmektedir.( Tholfsen P. ve 

Meissner H., 1967) 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

𝜅2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 + 𝑟  1 −  

𝑄

𝑟
 

2

− 𝜓2 𝜓 

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 𝑄  − 𝑄𝜓2 

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 0 = 0,

𝜕𝜓

𝜕𝑟
 𝑟 → ∞ = 1 , 𝑄 𝑟 → 0 = 1/𝑘,

𝜕𝑄

𝜕𝑟
 𝑟 → ∞ = 0 

Verilen problemi paralelleĢtirmek için  0, 𝑅  aralığını PC sayısı kadar bölgeye 

ayrıĢtırıyoruz.  𝑡𝑘 , 𝑟𝑖  ayrık noktalarında 𝜓 𝑡𝑘 , 𝑟𝑖  ve 𝑄 𝑡𝑘 , 𝑟𝑖  yaklaĢık çözümlerini 

bulmak istiyoruz. O halde Δ𝑟 =
1

𝑛+1
 olmak üzere  0, 𝑅  aralığı için 

𝑟𝑖 = 𝑖 ∙ Δ𝑟, 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 + 1 

ayrık noktalarını ve 

𝑡𝑘 = 𝑘 ∙ Δ𝑡, 𝑘 = 0,1,2, … 

ayrık zaman noktalarını tanımlayalım. Bu durumda ayrık GL sistemini aĢağıdaki Ģekilde 

ifade edebiliriz. 

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

1

𝜅2
 
𝑟 𝜓  − 2𝑟𝜓 + 𝑟 𝜓  

 Δ𝑟 2
 + 𝑟  1 −  

𝑄
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− 𝜓2 − 𝜏2 𝜓 

𝑑𝑄

𝑑𝑡
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𝑟 
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1
𝑟

𝑄 − 𝑄  

Δ𝑟
Δ𝑟

  − 𝑟𝐴𝜓2 

Problemi çözmek için dördüncü mertebeden Runge-Kutta yöntemi kullanıyoruz. 

Sistemi paralelleĢtirirken  0, 𝑟  aralığı için aĢağıdaki Ģekilde bölge ayrıĢımı (domain 

decomposition) yapıyoruz.  0, 𝑟  aralığı 𝑛 = 100 olacak Ģekilde parçalandığında 4 iĢlemci 

için bölge ayrıĢımı aĢağıdaki Ģekilde olacaktır. Her bir iĢlemci, ilgili iĢlemciye her bir 

zaman diliminde sınır değerlerini göndermelidir. 
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𝑟 pozisyon vektörü, 𝑢 sayısal 𝜓 yaklaĢımlarını temsil eden vektör, 𝑎 ise sayısal 𝐴 

yaklaĢımlarını temsil eden vektörler olsunlar. Alt bölgelerin sınır noktalarındaki verilerin 

etkin iletiĢimini sağlamak amacıyla güncel 𝑢 ve 𝑎 değerlerini temsil eden vektörler 𝑢𝑢 ve 

𝑎𝑎 olsun.  Bu durumda problemi paralelleĢtirmek için gerçekleĢtirilen temel adımlar 

aĢağıda verilmektedir.  

1) MPI_Init ile paralel hesaplamayı baĢlat. 

2) u,uu,a,aa,r Ģeklinde vektörlerini tanımla. 

3) u,a,uu, aa,x için baĢlangıç değerlerini belirle. 

 

Denge Çözüme UlaĢana kadar aĢağıdaki 4-9 ncu adımları tekrarla 

4) MPI_Sendrecv ile u ve a vektörlerinde ilgili iĢlemciler için sınır 

değerlerini birbirine gönder. 

5) Ana iĢlemci ve son iĢlemcide u ve a vektörlerinde problemin sınır 

değerlerini yerine yaz 

6) u ve a yı kullanarak uu, aa yı hesapla 

7) MPI_Sendrecv ile uu ve aa vektörlerinde ilgili iĢlemciler için sınır 

değerlerini birbirine gönder 

8) Ana iĢlemci ve son iĢlemcide uu ve aa vektörlerinde problemin sınır 

değerlerini yerine yaz 

9) uu ve aa yı kullanarak u, a yı hesapla 

10) MPI_Gather ile her bir iĢlemcideki u ve a ya ait ayrıĢım bölgesini ana iĢlemcide 

birleĢtir 

11) Ana iĢlemcide sonucu uygun bir ortama ve iĢlem zamanını ise ekrana yazdır. 

12) MPI_Finalize ile paralel hesaplamayı bitir. 

 

Problemin çözümü aĢamasında kullanıcı ara yüzü ve elde edilen sonuçları gösteren 

ara yüzler  ġekil 100  ve ġekil 101 de gösterilmiĢtir. ġekil 100 de TDGL problemini için 

𝑃𝐶1  (n=0…25) 𝑃𝐶2  (n=26…50) 𝑃𝐶3  (n=51…75) 𝑃𝐶2  (n=76…100) 
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n=6400 nokta için MPIEXEC ara yüzü gösterilmektedir. Bu arayüz üzerinde uygulama 

dosyasının adını, PC sayısını, PC ağ adlarını belirledikten sonra sonuçları aynı arayüz 

üzerinden veya ayrı bir MS-Dos penceresinden görebiliyoruz. Farklı sayıda PC ler için 

elde edilen sonuçları gösteren ara yüzler ġekil 101 de gösterilmiĢtir. 

 

ġekil 100. MPIEXEC ara yüzü(TDGL problemi n=6400 nokta için 16 

PC üzerinde hesaplanıyor) 

GL problemi için hesaplama performanslarını gösteren grafikler ġekil 102–ġekil 

104 de gösterilmektedir. ġekil 103 de MPICH2 Jumpshot ara yüzü ile elde edilen ve 

iĢlemciler arası haberleĢmeyi gösteren arayüz görülmektedir. ġekil 102 de ise ġekil 103 

deki renklerin anlamları ve MPI komutlarının kullanılma sayılarını gösteren Jumpshot 

etiket(legend) ara yüzü görülmektedir. 

 

 

PC Sayısı 

PC Ağ Adları 

Toplam Hesaplama 

Süresi 
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ġekil 101. MPIEXEC ara yüzleri(PC Sayısı=2,4,6,8 için) 

 

 

ġekil 102. Jumpshot etiket(legend) ara yüzü 

 

ġekil 103. TDGL probleminin 8 PC üzerinde çözümü için Jumpshot ile elde edilen 

ve haberleĢmeyi gösteren arayüz(N=1600) 
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ġekil 103 e büyüteç aracı ile yakından bakıldığında ġekil 104 elde edilmiĢtir. ġekil 

104 de yeĢil renk MPI_Sendrecv komutunun aldığı süre, iki yeĢil renk arasındaki zaman 

diliminde ise hesaplama iĢlemlerinin yapıldığı süre görülmektedir. 

 

 

ġekil 104. ĠĢlemciler arası haberleĢmeyi gösteren Jumpshot ara yüzüne yakından 

bakıĢ 

ġekil 104 de N=1600 noktada TDGL sisteminin 8 PC üzerindeki hesaplama 

sürecinde haberleĢme ve hesaplama iĢlemlerinin ne kadar zaman aldığı her bir iĢlemci için 

görülmektedir. ġekilde görüldüğü üzere her bir iĢlemci toplam sürenin yaklaĢık %80 nini 

haberleĢme için harcamaktadır. Bu her bir iĢlemci baĢına düĢen hesaplama yükünün az 

olmasından kaynaklamaktadır. Bu ise Tablo 16 ve ġekil 105 den görüldüğü üzere hızlanma 

ve verimlilik değerinin düĢük olmasına sebep olmaktadır.  

ġekil 106 ve ġekil 107 de ise N=6400 noktada TDGL sisteminin 4 PC üzerindeki 

hesaplama sürecinde haberleĢme ve hesaplama iĢlemlerinin ne kadar zaman aldığı her bir 

iĢlemci için görülmektedir. ġekilde görüldüğü üzere her bir iĢlemci toplam sürenin 

yaklaĢık %40 − 45 ini haberleĢme için harcamaktadır. Herbir iĢlemci baĢına düĢen 

hesaplama yükü N=1600 nokta için düĢen hesaplama yükünden daha fazla olduğundan 

Tablo 16 dan görüldüğü üzere hızlanma ve verimlilik değerinin ideale yakın olduğu 

görülmektedir.  
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ġekil 105. TDGL probleminin N=1600 noktada 8 PC üzerinde 

çözümü için istatistikler 

 

ġekil 106. TDGL probleminin N=6400 noktada 4 PC üzerinde çözümü 

için istatistikler 

 

ġekil 107. ĠĢlemciler arası haberleĢmeyi gösteren Jumpshot ara yüzüne 

yakından bakıĢ 
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𝜅 = 0.5, 𝑅 = 6 için paralel hesaplamalar sonucunda elde edilen paralel hesaplama 

süreleri Tablo 15 de, hızlanma ve verimlilik değerleri ise Tablo 16 da verilmektedir. Bu 

verilere ait paralel hesaplama süresi, hızlanma ve verimlilik eğrileri ise ġekil 108 de 

gösterilmiĢtir. ġekil 109 da ise 8 PC ile elde edilen denge çözüme ait grafikler görülebilir. 

Tablo 15. Farklı sayıda PC için  TDGL probleminin denge çözüme ulaĢma 

süreleri(dakika) 

 1 PC 2 PC 4 PC 8 PC 16 PC 

N=1600 774 362 401 364 319 

N=3200 5244 2305 1864 1634 1422 

N=6400 30433 12351 8925 5977 4979 

 

Tablo 16. TDGL problemi için hızlanma ve verimlilik değerleri 

  1 PC 2 PC 4 PC 8 PC 16 PC 

N=1600 
Hızlanma 1 2.13 1.93 2.12 2.42 

Verimlilik 1 1.06 0.48 0.26 0.15 

N=3200 
Hızlanma 1 2.27 2.81 3.20 3.68 

Verimlilik 1 1.14 0.70 0.40 0.23 

N=6400 
Hızlanma 1 2.46 3.40 5.09 6.11 

Verimlilik 1 1.23 0.85 0.63 0.38 

 

Tablo 16 da iki PC için elde edilen sonuçlarda hızlanmanın iki kattan daha 

fazla olduğu görülmektedir. Bu olaya paralel programlama literatüründe süper lineer 

hızlanma adı verilir. Bunun nedeni tek bir PC için yapılan hesaplamada ön bellek 

boyutu veriler tarafından aĢırı düzeyde kullanılmakta olup, hesaplama için gerekli veri 

eriĢim süresinin artmasına neden olmaktadır. Ġki PC kullanımında ise veri eriĢim 

süresinden kaynaklanan gecikme ortadan kaldırılmıĢ gözükmektedir. Bu nedenle iki 

PC ile elde edilen hızlanma sonucu, tek bir PC ile elde edilen hızlanma sonucunun iki 

katından daha fazladır. 
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ġekil 108. 𝜅 = 0.5, 𝐿 = 6 için paralel runtime(paralel hesaplama süresi) 

speedup(hızlanma) ve efficiency(verimlilik) eğrileri 

 

 
ġekil 109. 8 PC ile elde edilen denge çözümler
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3. SONUÇLAR 

Bu bölümde tez çalıĢması kapsamında incelediğimiz tek boyutlu GL modelleri elde 

ettiğimiz sonuçların bir özeti verilmektedir.  

Kesim 2.1 ve Kesim 2.2 de süperiletken film için tek boyutlu  SGL modelinin 

çözümlerinin sayısı ve kararlılığı incelenerek aĢağıdaki sonuçlar elde edilmiĢtir. 

 𝜏 = 0 olması durumunda literatürde bilinen klasik GL sisteminde, 𝐿 − 𝜅 faz 

diyagramında bir, iki veya üç çözümün olabileceği sonucu doğrulanmıĢ ve 

bu sonuçlar 𝜏 ≠ 0 durumu için genelleĢtirilmiĢtir.  

 Artan sıcaklık değerleri için 𝐿 − 𝜅 faz diyagramında tek çözüm ve iki 

çözüm bölgelerinin alanlarının arttığı, bununla birlikte üç çözüm bölgesinin 

alanının azaldığı gözlemlenmiĢtir. 

 SGLBDP için Adomian ayrıĢım yöntemiyle yaklaĢık analitik çözümler 

asimptotik olarak elde edilmiĢtir. 

 SGL sistemi 𝜏 parametresine bağlı olarak özdeğer problemi olarak ele 

alınmıĢ ve SGL nonlineer sisteminin özdeğer ve özfonksiyonları elde 

edilmiĢtir. Ġlk özdeğere karĢılık gelen özfonksiyonu fiziksel sonuçlarla 

uyumlu olduğu görülmüĢtür. 

 Kesim 2.3 de normal hale yakın komĢulukta SGL sistemi için çözümlerin 

davranıĢları incelenmiĢtir. Bu durumda SGL modeli bir regüler Sturm-Liouville 

problemine dönüĢmüĢ ve bu problem için aĢağıdaki sonuçlar elde edilmiĢtir. 

 SGL için elde edilen regüler Sturm-Liouville probleminin bilinen teorik 

sonuçlarla uyumlu olduğu gösterilmiĢtir. 

 Problemin sayısal ve yaklaĢık analitik çözümleri bulunarak yöntemlerin 

avantaj ve dezavantajları çıkarılmıĢtır. 

 𝜅 Ginzburg-Landau parametresinin büyük değerleri için probleme bir 

pertürbasyon problemi olarak bakılmıĢ ve 𝜅 nın büyük değerleri için 

yaklaĢık analitik sonuçlar elde edilmiĢtir.   
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Kesim 2.4 de süperiletken silindir için tek boyutlu GL modelleri ve bu modellerle 

ilgili teorik sonuçlar elde edilmiĢtir.  

Kesim 2.5 de süperiletken silindir için normal hale yakın komĢuluktaki çözümler, 

Kesim 2.3 nin paralelinde incelenmiĢ ve aĢağıdaki sonuçlar elde edilmiĢtir. 

 Silindirik SGL için elde edilen regüler Sturm-Liouville probleminin bilinen 

teorik sonuçlarla uyumlu olduğu gösterilmiĢtir. 

 Silindirik SGL probleminin farklı sayısal yöntemler ile yaklaĢık çözümleri 

bulunmuĢtur. 

Kesim 2.6 da süperiletken silindir için sayısal analizler yapılmıĢ ve aĢağıdaki 

sonuçlar elde edilmiĢtir.  

 Sıcaklık bağımlı GL yardımıyla klasik GL modeli ile gözlemlenmesi 

mümkün olmayan Meissner olayı süperiletken silindirler için 

gözlemlenmiĢtir. Ayrıca sıcaklığa bağlı manyetik alan Ģiddetlerinin 

değiĢim eğrileri elde edilmiĢtir. 

 Uygulanan manyetik alan Ģiddetine ve sıcaklığa bağlı histerisiz eğrileri 

elde edilmiĢtir. 

 Josephson eklemleri ve Josephson eklemlerinin histerisiz üzerine etkileri 

elde edilmiĢtir. 

 𝜅 − 𝐻 düzleminde sıcaklığa bağlı histerisiz bölgeleri belirlenmiĢtir. 

 𝜏 − 𝐻 faz geçiĢ diyagramları elde edilmiĢtir. 

Kesim 2.7 de üniversitemiz Fen Edebiyat Fakültesi Lab-1 isimli laboratuar 

ortamında oluĢturduğumuz paralel platformda gerçekleĢtirdiğimiz paralel programlama 

çalıĢmaları ve yarı sonsuz bölgede TDGL probleminin paralelleĢtirilmesi incelenerek 

aĢağıdaki sonuçlar elde edilmiĢtir. 

 OluĢturduğumuz platformun haberleĢme gerektirmeyen problemler için 

ideale yakın sonuçlar verdiği gözlemlenmiĢtir. 



143 

 

 

 TDGL problemi gibi her bir zaman diliminde PC ler arası haberleĢmenin 

olması gereken problemlerde ise uygun fiziksel boyut ve PC sayısı için 

makul sonuçlar elde edilmiĢtir.  



 

 

 

 

 

4. ÖNERĠLER 

 Süperiletken filme karĢılık gelen SGL modeli için incelenen çözümlerin sayısı 

ve çözümlerin kararlılığı analizi süperiletken silindir için de incelenebilir.  

 Ġki ve üç boyutta Josephson eklemlerinin süperiletkenin elektromanyetik 

davranıĢını nasıl etkilediği incelenebilir. 

 Paralel ve  adaptif sayısal bir yöntem ile denge çözümü daha etkin bir biçimde 

elde edilebilir. 

 Tek boyutlu TDGL modeli için gerçekleĢtirilen paralel hesaplamalar PC baĢına 

iĢ yükünün daha fazla olacağı iki ve üç boyutlu GL modelleri için 

genelleĢtirilebilir.  
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6. EKLER 

Ek-1. Dikdörtgen, silindirik ve küresel koordinat sistemlerinde vektörel 

iĢlemler 

A) Skaler(nokta) Çarpım 

Dikdörtgen koordinatlar : 𝐴 ∙ 𝐵  = 𝐴𝑥𝐵𝑥 + 𝐴𝑦𝐵𝑦 + 𝐴𝑧𝐵𝑧  

Silindirik koordinatlar : 𝐴 ∙ 𝐵  = 𝐴𝑟𝐵𝑟 + 𝐴𝜃𝐵𝜃 + 𝐴𝑧𝐵𝑧  

Küresel koordinatlar  : 𝐴 ∙ 𝐵  = 𝐴𝑟𝐵𝑟 + 𝐴𝜃𝐵𝜃 + 𝐴𝜙𝐵𝜙  

B) Vektörel Çarpım 

Dikdörtgen koordinatlar : 𝐴 × 𝐵  =  

𝑎 𝑥 𝑎 𝑦 𝑎 𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

𝐵𝑥 𝐵𝑦 𝐵𝑧

  

Silindirik koordinatlar : 𝐴 × 𝐵  =  
𝑎 𝑟 𝑎 𝜃 𝑎 𝑧

𝐴𝑟 𝐴𝜃 𝐴𝑧

𝐵𝑟 𝐵𝜃 𝐵𝑧

  

Küresel koordinatlar  : 𝐴 × 𝐵  =  

𝑎 𝑟 𝑎 𝜃 𝑎 𝜙

𝐴𝑟 𝐴𝜃 𝐴𝜙

𝐵𝑟 𝐵𝜃 𝐵𝜙

  

 

C) Bir skaler fonksiyonun gradyanı: 

Dikdörtgen koordinatlar : ∇𝑓 =  
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑎 𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑎 𝑦 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑎 𝑧  

Silindirik koordinatlar : ∇𝑓 =  
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑎 𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑎 𝜃 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑎 𝑧  

Küresel koordinatlar  : ∇𝑓 =  
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑎 𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑎 𝜃 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜙
𝑎 𝜙   

 

D) Bir vektör alanının diverjansı: 

 

Dikdörtgen koordinatlar : ∇ ∙ 𝐴 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
 

Silindirik koordinatlar : ∇ ∙ 𝐴 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟𝐴𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝐴𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
 

Küresel koordinatlar  : ∇ ∙ 𝐴 =
1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
 𝑟2𝐴𝑟 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃𝐴𝜃) +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝐴𝜙

𝜕𝜙
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E) Bir vektör alanının curl‟ü: 

Dikdörtgen koordinatlar : ∇ × 𝐴 =  

𝑎 𝑥 𝑎 𝑦 𝑎 𝑧

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝐴𝑥 𝐴𝑦 𝐴𝑧

   

Silindirik koordinatlar : ∇ × 𝐴 =
1

𝑟
 

𝑎 𝑟 𝑟𝑎 𝜃 𝑎 𝑧
𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝑧

𝐴𝑟 𝑟𝐴𝜃 𝐴𝑧

  

Küresel koordinatlar  : ∇ × 𝐴 =
1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃
 

𝑎 𝑟 𝑟𝑎 𝜃 𝑎 𝜙

𝜕

𝜕𝑟

𝜕

𝜕𝜃

𝜕

𝜕𝜙

𝐴𝑟 𝑟𝐴𝜃 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝐴𝜙
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