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OZET

Bu tezin amaci cebirsel yapilardaki modiil homomorfizma tanimin1 fuzzy cebirsel

yapilara tasimak ve modiiller i¢in mevcut olan bazi tanim ve teoremleri TL-modiillere

aktarmaktir. Modiiller i¢in mevcut olan homomorfi teoremi fuzzy modiiller igin ifade
edilmistir. Ayrica her modiil homomorfisinden bir fuzzy modiil homomorfisi elde edildigi
gosterilmis olup, bu ise fuzzy cebirsel yapilarin, cebirsel yapilarin bir genislemesi
oldugunu gostermistir.

Bu tez iki boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde 6n bilgiler ile bu alanda yapilan
calismalarla ilgili baz1 énemli tanim ve teoremler sunulmaktadir. Ikinci boliim ise tezin

0zglin caligmalarini kapsamaktadir.

Anahtar Kelimeler: t-norm, TL-denklik bagintis1, T L-kongriians bagintis1, T L-modiil

homomorfizmasi, TL-Alt Modiil, TL-baginti, TL-fonksiyon



SUMMARY
Fuzzy Module Homomorphisms

The aim of this thesis is to extend the definition of module homomorphism in

algebraic structures to fuzzy algebraic structures and to carry some definitions and

theorems existing for modules to TL-modules. The homomorphism theorems for modules

are expressed for fuzzy modules. Moreover, it is obtained a fuzzy module homomorphism
from each module homomorphism and so it is seen that fuzzy algebraic structures are an

extension of algebraic structures.

This thesis consists of two chapters. The first chapter contains preliminaries, some
important definitions about researches done in this field. The second chapter, we establish

the original studies of thesis.

Key Words: t-norm, TL equation relation, TL-congruence relation, TL-module

homomorphism, TL-submodule, TL-relation, TL-function.
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1. GENEL BILGILER

1.1.Giris

Niteligi tam anlagilamayan, iyi se¢ilmeyen, agik secik goriinmeyen, net olmayan
seklinde tanimlanan bulaniklik, dereceli liyelik kavrami yardimu ile teknik bilim diinyasina
tasinmustir. Bulanik (fuzzy) kiimelerde dereceli iiyelik kavrami ilk kez 1965 yilinda Azeri
kokenli Prof.Dr. Liitfii A. Zade (Lotfi Zadeh)[ 1] vermistir.

Bulanik mantik (fuzzy logic) genelde, insan diisiincesine 0Ozdes islemlerin
gerceklesmesini saglamakla, gercek diinyada sik stk meydana gelen belirsiz ve kesin
olmayan verileri modellemede yardimei olur.

Gergek diinyada karsilagilan nesnelerin smiflarinin {iyelik dereceleri tam olarak
tammlanamaz. Ornegin hayvanlar smifini ele alalim. Agikca bu kiimenin kdpekleri, atlari,
kuslar1 vs. eleman olarak igerdigi, kayalari, sivilari, bitkileri vs igermedigi bellidir.
Bununla beraber denizyildizi, bakteri gibi nesnelerin hayvanlar sinifina olan yakinlhig
belirsiz bir durumdur.

Klasik mantikta bir onerme “dogru” veya “yanlis” tir. Fakat gercek diinyadaki
olaylarin ne derecede dogru veya yanlis olmasinin belirlenmesi gerekmektedir. Ornegin
100 C suyun sicakligi “sicak™ olarak ifade edilirse 95 C, 80 C lerdeki su igin “sicak
degildir” ifadesi bu anlamda dogru olmadigi gibi yanlis da degildir. Bu nedenle
onermelerin dogru (1) ve yanlis (0) degerleri arasindaki degerler (az sicak, 1lik, az soguk,
vs.) kullanilarak bulanik kiime kavrami ortaya atilmistir. Bulanik kiime teorisi az, sik, orta,
diisiik, ¢ok bir c¢ok gibi dilbilimsel yapilar1 kullanarak dereceli veri modellemesini
gerceklestirmektedir.

Klasik kiime, kiimeye kesinlikle ait olma veya kesinlikle ait olmama bigiminde iki
grubun olusturulmasi ile anlamhidir. Bulanik kavrami, kesin gegisleri elemine ederek
belirsizlik kavraminin tanimini yeniden verilebilir ve evrendeki biitiin bireylere iiyelik
derecesi degerini atayarak matematiksel olarak tanimlanabilir. Bu derece, bulanik kiime
yardimiyla verilen kavram ile uyumludur ve benzer bir bireyin derecesine uyar. Boylece
bireyler, bulanik kiime igerisinde tiyelik dereceleri tarafindan gosterilen daha biiyiik ve
daha kiiciik degerlere ait olabilirler. Bu iiyelik dereceleri [0, 1] araliginda gercel degerler

ile ifade edilir.



Bulanik tiyelik derecelerinin olasilik degerleri ile kiyaslamasini yaparsak aralarinda
farklar oldugunu goriiriiz. Sonlu bir evrensel kiimede olasiliklar toplam1 1°e esit olmakta,
bulanik iiyelik derecelerinde ise bdyle bir durumun gerekliligi olmamaktadir. Olasilik,
ayrik degerlere sahip olmakta, bulanik kiimenin bireye iliskin tiyelik dereceleri siireklilik
tasimaktadir. Ornegin, bulanik kiimelerde 70 kg birisi %100 normal agirlikta ise 71 kg igin
de normalligin derecesi kolayca belirlenmektedir. Klasik olasilik hesaplari, bireylerin
tamaminin temeline dayalidir. Bulanik kiime teorisinde ise bireyin iiyelik derecesi, diger
bireylerin tamaminin temeline iliskin olmamakta, tyelikler bakimindan farklar
goriilmektedir. Zade’ye gore bir olaymn bulanik kiimede olasiligi, bu olaymn iiyelik
fonksiyonun bir beklentisidir Nabiyev [2].

Fuzzy kiimeler teorisi ilk olarak 1965 yilinda Zadeh [1] tarafindan kiimeler teorisinin
bir genislemesi olarak ortaya ¢ikti. Burada {iyelik (ait olma) derecesi 0 ile 1 arasindaki reel
degerler olarak agiklandi. Daha sonra 1971 de Rosenfield [3] bu yapiyr Fuzzy gruplar
teorisine genisletti. Negoita ve Ralescu [4] bu yapiy1 genis anlamda incelediler. Anthony
ve Sherwood [5], Rosenfield’in tanimlarini [0, 1] kafesi tizerindeki “min” ikili isleminden

daha genel olan t-normlar i¢in genisletti. Fuzzy modiillerin yapisi, L-fuzzy modiiller, fuzzy

alt uzaylar ve T-fuzzy lineer uzaylar sirasiyla Negoita ve Ralescu [4], Maschinchi ve

Zahedi [6], Katsaras ve Liu [7], Yu[8,9] tarafindan incelendi. Daha fazla olarak bu konular
Abu Osman [10], Das [11], Golan [12], Gu ve Lu [13], Lowen [14], Lubczonok [15],
Malik ve Mordeson [16], Mugandu [17], Pan [18-21], Yu [9], Zahedi [22,23] ve bir¢cok

diger arastirmacilar tarafindan incelendi. Bunlardan sonra L iizerinde tam Brauwerian

kafes sonsuz v-dagilimli T t-norm kullanilarak TL-alt cebirler [24,25], TL-altgruplar [26]

ve TL-idealler [27,28] TL-alt modiiller ve TL-lineer uzaylar [29] konular1 incelendi.

Murali [30,31], Samhan [32] fuzzy alt cebirleri ve bir universal cebir i¢in fuzzy
kongriians bagintilarin1 inceledi. Samhan fuzzy boliim cebirini ve bazi homomorfizm
teoremlerinin fuzzy anlamda ispatlarini verdi.

Fuzzy bagintilar1 kavrami Zadeh [33]’de baslayarak diger aragtirmacilar Rosenfield
[34] Tamura [35], Yeh ve Bang [36] tarafindan 6nemli derecede gelismeler kaydetti. Bir
grup tlizerinde fuzzy kongriians kavrami Kuroki [37] tarfindan verildi. Bu anlamda
universal cebirler iizerinde Fileo ve Maurer [38] ve Murali [31] arastirmacilar

calismiglardir.



Dutta ve Biswas [39, 40] yar1 halka ve bu halka tizerinde tanimli modiiller {izerinde
fuzzy kongriians bagintilari1 ve bir fuzzy alt modiile gore bolim modiilii yapilarim
inceledi. Yine Kim ve Bae [41] gruplarda fuzzy kongriians bagintilarini inceledi.

Fuzzy fonksiyonlar ve homomorfi kavrami baglangigta sadece kalsikte verilen
haliyle alind1 ve sonuglar hep bu anlamda incelendi. Daha sonra Sasaki [42] ve Sidky [43]
fuzzy fonksiyonlar1 ilk olarak inceledi. Takip eden yillarda Fang [44], Chakraborty ve
Khare [45], Su-Yun, De-Gang, Wen-Xiang Gu, Wang [46], Sebastian ve Sander [47],
Choudhury, Chakraborty ve Khare [48] fuzzy grup homomorfilerini ve gruplardaki bazi
sonuclar elde ettiler. Ancak bu ¢aligmalarda ortak bir homomorfi tanimi olmadigr dikkate
degerdir.

Halkalarda ve modiillerde fuzzy homomorfi kavrami Malik ve Mordeson [49],
Yamak [50], Kazanci [51] ve Tang [52] tarafindan ¢alisiimaktadir.

L-fuzzy fonksiyon kavrami, Hohle ve Porst [53], Sostak [54], Kim, Monk ve
Neggers [55], Demirci [56-61] ve daha birgok arastirmaci tarafindan fuzzy denklik
bagmtis1 yardimiyla incelenmektedir. Bu alanda fakli birgok tanim verilmistir. Ayrica
Demirci fuzzy fonksiyon kavramiyla fuzzy ikili islem tanimi ve fuzzy grup tanim
vermistir.

Bu tezdeki ana amacimiz klasikte mevcut modiil homomorfi kavramini fuzzy
modiil homomorfi kavramina aktarmak ve homomorfizm ile ilgili birgok teoremin bu
anlamda ispatin1 vermektir. Bunun i¢in temel tanim ve teoremler genel bilgiler kisminda

Ozetlendi.

Calismamizda t-normlarin ve TL-denklik bagintilarinin 6nemi biiyiiktiir. Bu

konularda ¢aligmalar Klement, Pap ve Mesiar [62-65] genisce yer almaktadir. Calismanin

O0zglin bolimiinde TL-kongriians bagintilar1 genis olarak incelenmistir. TL-modiil

homomorfisinin klasikte mevcut homomorfi kavraminin bir geniglemesi oldugu Teorem

48°de acgikca elde edilmistir.

1.2.Tam Kafesler ve t-normlar

Bu boliimdeki kafeslerle ilgili tanim ve teoremler Birkhoff [66]’dan derlenmistir.

Tamm 1. L= ve"<" L’de bir bagint1 olsun. Bu taktirde (L,<) ikilisine sirali kiime

denir <



1) Yael igin a<a
i) Va,bel i¢cin a<b ve b<a ise a=b
iii) Va,b,celL i¢in a<bve b<cise a<c

Bu durumda (L,<) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 2. (L,<) sirali kiime, B<L olsun.

i) Vb € B igin a <b ise acL elemanina B’nin alt sinir1 denir.

i) Vb e B igin b <d ise deL elemanina B’nin st sinir1 denir.

Tamm 3. (L, <) sirali kiime, BcL a, € B olsun.
) Vb e B i¢in a, <b ise a, elemanina B’nin en kiigiik elemani denir.

i) Vb e Bigin b<a, ise a, elemanina B’nin en biiyiik eleman1 denir.

Tammm 4. B_ | B, sirasiyla B’nin biitlin alt sinirlariin ve st siirlarinin kiimesini
gostermek {izere

i) B_ #© ve B_’nin en biiyiik eleman1 varsa buna B’nin en biiyiik alt sinir1 denir ve

infB= AB= /\b notasyonlarindan biri ile gosterilir.
beB

i) B, #0 ve B, nin en kiigiik eleman1 varsa buna B’nin en kii¢iik {ist sinir1 denir ve

SupB=vB= Vb notasyonlarindan biri ile gosterilir.
beB

Tamim 5. (L, <) sirali kiime olsun.

i) Va,b el igin Sup{a,b}=avb ve Inf{a,b}=aAb mevcut ise L’ye kafes denir.
Budurumda L,v,A seklinde gosterilir.

i) Va,bel igin a<b veya b <a ise L’ye zincir denir.

Tamim 6. (L, =) sirali kiime olsun.

T € Licin SupT ve Inf T mevcut ise L’ye tam kafes denir.



Tanim 7. L kafes ve Va,b,ceL olsun.
i) a<b igin
av(bac)=ba(avc) ise L’ye modiiler kafes denir.
i) L kafes ve Va,b,c e L icin
av(bac)=(avb)a(avc) ve an(bvc)=(aab)v(anc) ise L’ye dagilimh kafes

denir.

Teorem 1. [66] (L, <) sirali bir kiime olsun.
a) (L, <) tam kafestir << Her T L i¢in InfT mevcuttur ve 1<L dir.
b) (L, <) bir zincir ise (L, <) bir kafestir. Tersi her zaman dogru degildir.

¢) Her tam kafes bir kafestir. Tersi her zaman dogru degildir.

Tamm 8. (L,v,A) tam kafes olsun. L’ye sonsuz v -dagilimli kafes denir <>

Va,b,eL,ieT icin an(\0)=\/(aab)

ieT ieT

dir.

Tanmmm 9. (L,<)bir kafes ve @ # TC L olsun. Va,beT icin avb,anbeT ise

T’ye alt kafes denir.

Tanmm 10. L kafes ve 30 e L oyleki VX e L i¢in 0<X ise L’ye alttan sinirli kafes

denir ve (L,<,0) ile gosterilir.

Tamm 11. L kafes ve 31eL oyleki VX el igin x<1 ise L ye iistten sinirli kafes

denir ve (L, <,1) ile gosterilir.

Tamim 12. L kafesi tistten ve alttan sinirli ise L’ye sinirh kafes denir ve (L, <,0,1) ile

gosterilir. Aksi sdylenmedikge biitlin kafesleri sinirli kafes olarak alacagiz.

Tamm 13. [62] (L,<,0,1) bir kafes olsun. T:L* — L ikili islemine t-norm denir. <

1. VX e L igin xT1=x
2. Vx,y el icinxTy=yTx



3. VX, Y,z e L icin (XTy)Tz=xT(yTz)
4. VX, y,ze Ll i¢in X<y ise xTz<ylz
D, ={aeL:aTa=a} olarak alinacaktir.

Fuzzy mantigindaki ilk ¢alismalarda kafesteki islemi infimum olarak aliyorlardi.

Daha sonra infimum yerine t-normlar gegti.

Eger L tam kafes ve (\/ai ij = V(ain) ise T’ye sonsuz v -dagilimli t-norm denir.

iel iel

Aksi soylenmedikge T ile agiklanan ikili islemler t-norm olarak alinacaktir.

Tamim 14. [65] (L,<, 0,1) sonsuz dagilimli tam kafes 0, 1 sirasiyla L nin en kiigiik ve
en biiyiik elemanlari olsun. ve T ve T'| L {izerinde t normlar olsun.
i) Eger Va,belL icin alb<aT’b oluyorsaT <T'diyegosterilir ve T giclidir T diye
adlandirilir.
ii) Va,b,celicin al'c T bT'd < alb T" cId oluyorsaT<T" diye gosterilir ve T’

baskindir T diye adlandirilir.

Ornek 1. [65] (L, < ,0,1) kafes ve x,ye L olsun. Bu takdirde
a) Tm:L*—L, X TMY=XAY

Y, x=1
b) To:L°—L, Tpxy)=3%, y=1
0, x#zlvey=l

ikili iglemleri t- normdur.

Ornek 2. [65] L= 0,1 iizerinde asagida tanimlanan ikili islemler birer t-normdur.
Ty X,y =min X,y
To X,y =Xy

T, X,y =max x+y-10

Bu t-normlar literatiirde Tm(minimum), Tp(gcarpim) ve T (Lukasiewicz) seklinde

adlandirilir. Bu t-normlara ait ti¢ boyutlu ve kontur grafikleri agagidaki gibidir.
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Sekil 1. Ty, Tpve T temel t-normlarinin {i¢ boyutlu ve kontur
grafikleri

Teorem 2. [66] L, L, kafesler ve L=L;xL; olsun. Bu taktirde V(x,y), (x',y') € L
icin Xy < Xy ©ox<x, y<y

olarak tanimlanirsa (L, <) bir kafestir.

Teorem 3. [65] T1 ve Tz sirasiyla L; ve L, kafesleri tizerinde t-normlar ise
T: L,xL, x LjxL, - L, xL,
X,y T Xy = xTx,yLy
seklinde tanimlanan ikili islem L; X L, kafesi tizerinde t-normdur. Buradaki T, t-normu

T, xT, ile gosterilecektir.

Teorem 4. [65] T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler
gerceklenir.
i) VX,y el icinxTy < XAY,
i) VxeLi¢in 0Tx=xT0=0
i) a<bvex<y = aTx< bTy
iv) a,b € DriseaTb € Dy

V) f{alieD, {bliencLise (A a)T(Abi) < A @Th)



Ornek 3. L={ 1 :n=1,2,...}u {O}kafesi olsun. Bu taktirde
n

, ab=
a, b=

i) To(@b)=1b, a=1
! , azi,b:—,m>l,n>l
n+m m n
0, ab=0

i) T, (@b)=

i) T, (ab) 1 | azl,bzl
m+n-1 m n

ikili islemleri t- norm dur

Ornek 4.

i) 0 » a - 1siralamasiile L = {0,a,1} kafesi iizerindeki biitin t-normlar asagida

verilmisgtir.
Tablo 1. L = {0, a, 1} kafesi lizerindeki biitiin t-normlar tablosu
T,/ 0]a|1l T,|0 a1l
0/|]0|0]O0 0|0|0]|0
al0|0]a al|0|a
1/0(a|1l 1/0ja|1l
1
ii) L =1{0,a,b,1} kiimesi a b siralamasi ile kafes oldugu biliniyor.

0
Bu kafes tizerindeki biitiin t-normlar asagida verilmistir.

Tablo 2. L = {0, a, b, 1} kafesi tizerindeki biitiin t-normlar tablosu

_|
[N
_|

2 T3 T4

T|O|O|O0|T

[elleolielle] )]

OO 00D

T|IT|O|0O|T
T|O|O|0O|T
T|T|O|O0|T

[elleollelle]le]

[elleollielle]lle]

[elleollelle}le]

(Tl (O
| T O
|| |O
L0000
RO | |OF
—|T | |O
OO | Ol
| T O
= |T | |O
OO | Ol

—|T| O

Teorem 5. [62] L tam kafes, T L iizerinde sonsuz \, -dagilimli t-norm ise



Vier Vierl(aiTh;) = (Viera) T(Vje; by) dur.

1.3.Modiiller

Bu boliimdeki tanim ve teoremler Mordeson ve Malik [68]’den derlenmistir.

Tamim 15. R bostan farkli bir kiime, “+”, “.” R {izerinde taniml1 iki ikili islem olsun.

R’ye halka denir <

Va,b,ceRi¢ina+ b+c = a+b +c
Va,beRicina+b=b+a
0eR,VaeRicina+0=a

VYaeRicindb eR oyleki a+b=0

Va,b,ceRicin ab c=a bc

Va,b,ceRigina b+c =ab+ac, b+c a=ba+ca

Eger Va,beRicin ab=b.a saglanirsa R’ye komutatif (degismeli) halka denir.

a+b=0 ise b=-aile gosterilir.

6

Eger R halkasinim “.” islemine gore birim elemani varsa R’ye birim elemanli halka

denir ve birim eleman 1g ile gosterilir.

Tamim 16. R birim elemanli ve degismeli bir halka olsun.

vxeR/ 0 icin dy e R dyleki x.y =1 ise R’ye cisim denir.

i)
i)

i)
i)

Tamm 17. R bir halka ve | < R olsun. | ya alt halka denir <

Oel
Va,bel icin a-bel,abel

Tamm 18. R bir halka I < R olsun. I ya sol (sag )ideal denir <
Oel

Va,bel icin a-bel,rael arel

I, sol ve sag ideal ise I’ya ideal denir.
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Tanim 19. R bir halka M # & olan bir kiime olsun.
+MxM —>M RxM —> M
p.g — p+q rhp —>r.p
fonksiyonlar1 i¢in M, asagidaki aksiyomlar1 saglarsa M’ye R -(sol) modiil denir.
) (M, +) degismeli grup
i) Vvr,seR veVp,qeMigcin
r. p+q =r.p+rgq
r+s .p=r.p+s.p
rs .p=r.s.p

Eger R birim elemanl halka ve Vp € M iginl.p = pise M’ye liniter R-modiil denir.

Aksi sdylenmedikge biitiin modiiller tiniter R-modiil olarak alinacaktir.

Ornek 5.
i) R bir halka, a € R ve r € R ,igin ra=r.a ile tanimlanirsa R, R-modiildiir.

i) (M,+) degismeli grup, n € Z, acM igin

0, n=20
ata+--+a n>o0

na = n tane
(—a)+(—a)+-+(-a) n<0

n tane

ile tanmimli ise M, Z-moduldiir.

ii1) (M, +) degismeli grup, R bir halka ve reR, aeM i¢in ra=0 ile tanimli M, R-modiildiir.

Tamm 20. M R-modiil, o, M {izerinde bir denklik bagintisi olsun. o ya kongriians
bagintis1 denir < Va, b, ¢, deM, reR igin
V(a,b), (c,d)ea ise (a+c, b+d)ea, (ra, rb)ea
dir.

Tamm 21. M, R modiil olsun. Ac M olsun. A’ya M nin alt modiilii denir <
) 0OcA
i) Va,be A ve VreR icin a+beA ve racA
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Tamm 22. M ve N, R-modiiller ve f:M — N bir fonksiyon olsun. f’ye modiil

homomorfisi denire Vr,r, e M vea € R igin
fr+r, =fr +fr,
f ar =af r

Eger f birebir ise f’ye momomorfizm denir.
Eger f 6rten ise f’ye epimorfizm denir.
Eger f birebir ve oOrten ise f’ye izomorfizm denir Bu durumda M,N’ye izomorftur

denir ve M = N ile gosterilir.

Tanmm 23. f : M — N modiil homomorfizmasi olsun.
i) Cekf = {x € M: f(x) = 0} kiimesine f* nin ¢ekirdegi denir.

ii) Resf = {f(x): x € M} kiimesine f’nin resmi denir.
Tamm 24. M, R-modiil ve A, M’nin bir alt modiilii olsun. M/A = {a + A:a € M}
i¢in M/A’+ degismeli grubunda dig islem VreRicin r a+A =ra+A olarak

tanimlanirsa M/A'+" R-modiildiir. Bu modiile M’nin A alt modiiliine goére bolim

moduli denir.

Teorem 6. o, M ilizerinde bir kongriians ise A = {a € M|(a,0) € M} M’nin alt

modiiliidiir ve M / 4= M /o dir.

Teorem 7. A, M’nin alt modiilii olsun. Her a, b eM igin ach<a-beA ile tanimh o

bagintis1 M iizerinde kongriians bagintisidir.

Teorem 8. M ve N R-modiiller f:M — N modiill homomorfizmasi ise Cekf ve

Resf kiimeleri sirasiyla M ve N’de alt modiildiir.

1.3.1.Homomorfizma Teoremi M ve N, R-modiiller olsun.

f :M — N modiil homomorfizmasi ise M/Cekf = Resf dir.
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Teorem 9. M ve N, R-modiiller f:M — N modil homomorfizmast olsun. Bu
takdirde
f birebirdir < Cekf = {0}
dir.

Teorem 10. M ve N, R -moduller f:M — N modiil homomorfizmas: olsun. Bu
taktirde
f ortendir < Resf =N
dir.

Teorem 11. M, N, K R-modiiller olsun. f:M —->N, g:M —->N,h:N—>K R-
modil homomorfileri ise f+g:M — N, hof:M —> K R-modil homomorfileridir.

Eger R degismeli halkave r € R ise rf : M — N modiil homomorfisidir.

Teorem 12. M,,M,,N;,N, R-modiller, f:M; - N;vef:M, - N, modil

homomorfileri olsun. Bu taktirde

fXg:My XM, — Ny XNy, (f X g)(x,y) = (f(x):g()’))

fonksiyonu modiil homomorfisidir.

Teorem 13. f :M — N modiil homomorfizmasi olsun. Bu taktirde

i) A, M’de alt modiil ise f(A), N’de alt modiildiir.
i) B, N’de alt modiil ise f ~1(B), M’de alt modiildiir.

olur.

Teorem 14. f:M — N modil homomorfizmas:1 A, M’de alt modiil B, N’de alt
modul ise
f* f A =A+Cekf, f f* B =BnResf

dir.

Teorem 15. M, R-modil A; ve A, M’nin alt modilleri ise

A+A=a+ a2| aehA,a A , AnA, kimeleri de M’nin alt modiilleridir.
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Teorem 16. M, M,,...M_ R—-modiller ve M=M,xM, x...xM_, olsun. Burada
M;’lerin kartezyen ¢arpimi da yine R-modiildiir. Burada
.M —> M, ve LM, —>M 1<ik<n
T Xy Xy =X L, X = 0,..,%,..,0
fonksiyonlar1 R-modiil homomorfileridir ve
mol =1y, mel;=0 iz] 1<i<n
Lomm +..+i om, =1,

bagintilar1 saglanir.

Teorem 17. M, N, K R-modiiller f :M — N, g:N — K modiil homomorfileri ise
Cek gof =f" Cekg ve Res gof =g Resf
dir.

Teorem 18. M, R-modul A, M’nin bir alt modili ve

7:M—> M/A\ 7w X =X+A=X olsun. Bu taktirde 7, modiil homomorfisidir ve Cekz = A

dir.

1.4.L-Alt Kiimeler ve TL-Denklik Bagintilar:

Bu boliimde aksi soylenmedikge L bir tam kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olarak
almacaktir.

Tamm 25. [69] X bir kiime ve A:X — L fonksiyonuna X’ in bir L-alt kiimesi denir.
X in bitiin L-alt kiimelerine X in L-gii¢ kiimesi denir ve L™ veya F(X,L) ile gosterilir.
L= I),l: ise L-alt kiimelere X’ in fuzzy alt kiimeleri denir. Ae F (X, L) igin
A(X)=ResA={A(X) | xeX }
ye A ninresmi veya goriintiisii denir.
A*={xeX | A(X)>0}
kiimesine de A nin destegi denir. Eger 1€ A(X) ise A ya X in normal veya uniter L-alt

kiimesi denir. A* sonlu kiime ise A ya sonlu L-alt kiime denir. Diger durumda A ya sonsuz
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L-altkiime denir. Eger A(X) in her altkiimesi maksimal elemana sahip ise A ya supremum

Ozelligini sagliyor denir. YCX ve aeL i¢in

Ozel olarak Y={y} ise ay L-alt kiimesi ay olarak gosterilir ve buna L-noktas: denir.
Ozel olarak 1v L-alt kiimesine Y nin karakteristik fonksiyonu denir.
A, Be F (X, L) olsun. ¥ xeX igin

A(X)<B(x)
ise B ye A y1 kapsar denir ve A<B ile gosterilir. A, Be F (X, L) ve xeX olsun.

(AUB) (xX) = A(X)VvB(X)

(ANB) (x) = A(X)AB(X)
ile tanimlanan L-alt kiimelerine sirasiyla A ile B nin birlesimi ve kesisimi(arakesiti) denir.

{Ai|iel}C F (X, L) ve xeX olsun.
(i\e/l Aj) ()= ielei (x)
(é\lAi)(X): i/e\lAi (x)

ile tanimlanan L-alt kiimelerine sirasiyla {A; | iel} L-alt kiimeler ailesinin birlesimi ve
kesisimi(arakesiti) denir. 1= { 1,2, ..., n} ise birlesim ve arakesit sirastyla
n n
VA=V A =AVANY ... VAL, NA=A A= AAAA .. AA,
icl i=1 icl i=1

notasyonlari ile gosterilir.

Ornek 6. C, D : R—[0,1]

0, 0<x<l1
X-1, 1<x<?2
C(x)= 11, 2<x<3
4-x, 3<x<4
0, 4 <X
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e* 3, 0<x<3
1, 3<x<5
D(x)= _
) 1-X5 5oy<7
2
0, 7 <X

ise C, D, Cv D, CAD fuzzy alt kiimelerinin grafikleri asagidaki sekildedir.

0,8 A
0,6
0,4 -

0 2 4 6

Sekil 2.0rnek 6. daki C fuzzy alt kiimesinin grafigi

0,8 A

0,6

0,2 A

Sekil 3.0rnek 6. daki D fuzzy alt kiimesinin grafigi



l -
C(x)

0.8 -
D(x)

0,6 -

04 -

0.2 -
0 E T T T Ad 1
0 2 4 6 8

Sekil 4.0rnek 6. daki C ve D fuzzy alt kiimelerinin grafigi

0,8 A
0,6
0,4 -
0,2 A
0 X
4 6 8

0 2

Sekil 5.0rnek 6. daki CvD fuzzy alt kiimesinin grafigi

1
0,8 A
0,6
0,4 -
0,2 A
0 \ \s \
2 4 6

Sekil 6.0rnek 6. daki CAD fuzzy alt kiimesinin grafigi

o

Teorem 19. [66] X#D bir kiime ve L tamkafes olsun.
i) (F(X, L), <) tam kafestir.
i) L sonsuz v-dagilimli kafes ise (F(X, L), <) sonsuz v-dagilimli kafesdir.
iii) L modiiler (dagilimli) kafes ise (F (X, L), <) modiiler (dagilimli) kafesdir.
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Tamim 26. [69] Ae F(X, L) ve acL ise {xeX | a<A(x)} kiimesine A nin a-Seviye

altkiimesi denir ve A, ile gosterilir.

Tamm 27. [60] X bir kiime ve T, X iizerinde bir t-norm olsun. E : XxX—L L-alt
kiimesine TL-denklik bagintist denir <
1) E(x,x)=1
i) E(XY)=E(y.x)
iii) E(X,y) TE(Y,2)<E(X,2)

E ye X iizerinde bir TL denklik bagimtisi ise (X,E) ile gosterilir. Ozel olarak L=[0,1]
alimirsa E’ye T-fuzzy esitlik denir.

Ornek 7. X bostan farkli bir kiime ve o.e L olsun. Bu takdirde
i) EXm(X,y)=1

. 1 x=y

i) EXL(X,y)= {
0 ,x=zy
1 =

i) EXo(0y)= { ad
a X#EY

L-alt kiimeleri X iizerinde TL-denklik bagintilaridir.

Ornek 8. T, t-normise E:ZxZ —> 0,1

X=y

E xy = 2|x-y, x#y

1
1
2
0 2/x—y

seklinde tanimlanan fonksiyon T-fuzzy denklik bagintisidir.

Ornek 9. X ={xy,zt}kimesiicin (i = 1,2,3,4) E;:X X X = [0,1] asagidaki
tablolardaki gibi tanimlansin.

E. | x |y |z |t E, | X y z t
x | 1]09]08] 1 x| 1109108

y |09] 1 |08]0,9 y [09] 1 [075]09
z (0808 1 |08 z [08]075] 1 |08
t | 1]09]08] 1 t|1]09]08]1
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Es | X y z t E, | X y z t
X 1109(08 X 1/09)08

y [09] 1 (07]09 y [09] 1 06|09
z 108071 |08 z |08]06] 1 |08
t 1109|081 t 1/09/08] 1

1) Ej, Xizerinde T\, Ty ve Tp fuzzy denklik bagintilaridir.

i) Ez, X tizerinde T_ ve Tp fuzzy denklik bagmtisidir ancak Tp fuzzy denklik bagintisi
degildir.
iii) Es, To-fuzzy denklik bagmtisidir ancak Ty ve Tp fuzzy denklik bagintis1 degildir.

IvV) Eg4, To, Tm ve Tp fuzzy denklik bagintisi degildir.

Teorem 20. [57] (X,E),(Y,F) olsun. x,x' e X y,y’ €Y igin
ExF xvy, X,y =E x,X TF v,y seklinde tanimlanan L-alt kiimesi XxY
tizerinde T L-denklik bagintisidir.

EXF TL-denklik bagmtisina E ile F TL-denklik bagmtilarinin (kartezyen) garpimi

denir.

Ornek 10. L = {0, a, 1} kafesi ve 0 = a — 1 siralamasi ile verilsin. Bu takdirde

i) t-norm olarak Ornek 4. (i) deki Ty alinirsa Zj iizerindeki tiim TL-denklik bagimtilari

asagida verilmistir.

Tablo 3. E:Z5 X Z3 — L = {0, a, 1} tizerindeki biitiin T;L-denklik bagntilari

tablosu
E, (0|12 E, (0|12 Es (0|12 E; |0]1]2
01l1/010 01l1/010 01/1/010 0/1]/0]1
1/0(1]0 11011 1/0|1]a 1(10(1]0
2 1001 2 1011 2 |0lal1l 2 11/0]1
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Tablo 3.’tin devam

IN |~ | | IN [« | @ |

I | | I | @ [« | ©

1O [« [ | IO || @ |

o S

Ll 1 |1+ [ION I 1[I+ {IN

N[O O | INO | @ | IN| @ | o |

|| |O | @ [« | © | @ [ | ©

IO [+ |O IO |+ | @ |O Q|| @ | ®©

~ o 3

Ll 1O |1+ [IN wl 1[I+ |IN wl 1O (I |IEN

IN| @ || INO |[O | IN| @ [« |

IO || ®© | @[ |O I | @ [« |

| |O|m© O | O O |c|m©
o <

© — —

Ll 1O |1+ [IN wl 1[I+ |IN wl 1O (I |IEN

IN| O | IN| © | @ | IN| O |

=[O [ |O I | [ | © | @ |O

| |O|® IO | [ | ®© O |c|m©

™
Lo [ <
| 1O |1+ [ION wi 1O [Iv= |IN Ll 1O (I I

i) t-norm olarak Ornek 4. (i) deki T, alinirsa Z iizerindeki tiim TL-denklik bagmntilar:

asagida verilmistir.

Tablo 4. E:Z5 X Z3 — L = {0, a, 1} lizerindeki biitiin T,L-denklik bagintilart

tablosu

1

1
1

I

Al

1IN

1
0

1
0

(Al

[9\]

Al

1IN

Al

1IN

iii) t-norm olarak Ornek 4. (i) deki Ty i almirsa Z, iizerindeki biitiin TL-denklik

bagintilar1 asagida verilmistir.
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Tablo 5. F:Z, X Z, — L = {0, a, 1} lizerindeki biitiin T;L-denklik

bagintilar1 tablosu

=y
ool
=[O

=l
(=]
L )

(=N
(o |

Ornek 10. L = {0,a, b, 1} kiimesi @ b siralamast ile kafes olarak verilsin. Bu
taktirde Y

i) t-norm olarak Ornek 4. (ii) deki T4 almirsa Z, iizerindeki biitiin TL-denklik bagimtilari

asagida verilmistir.

Tablo 6. F:Z, X Z, - L = {0,a, b, 1} seklindeki biitiin T4L-denklik
bagintisi tablosu

FIO|1 FIO|1 FIO|1 FIO|1
0/1/0 0|1]a 0/1]|b 0/1]1
1/0]1 1ja|l 1|b]|1 1]1]1

ii) t-norm olarak Ornek 4. (ii) deki T4 i alinirsa Z; iizerindeki tiim TL-denklik bagimtilari

asagida verilmistir.

Tablo 7. E:Z3 X Z3 —» L = {0, a, b, 1} seklindeki biitiin T4L-denklik bagmtilart

tablosu
E1|[O 12 E2[0[1] 2 E3[B 1] 2 EAJ O [1 [ 2 EB5[0[1]2
o 1[0 0 o [ 1[0 0 @ | 1] 0] 0 o | L [O0] 0 o | 1|01
T |lo]1]o I o111 Flo|l1]a Tlo]1]b Tlo]1]o
ENEKEEERE ENEKEEEE ENEKRENE ENEKEERR EN B KRR
E6| B3] 2| E7[B [ 2| L8 ENER EO[B[1I] 3 Elo[B [I | 2
B | L |0 a B | 1|0z BN ENERE B | 1| 0]0D W | L | L]0
T 0| 1]eo T Jo|1]|0Db T 0|10 T lo|1]a T |11 (¢
ENEIEEE 3 [a[b |1 2 [b |01 % [ b [ a1l ENEKBEEE
ENN| O |12 | EIZ[O 1] 2 | EI3 ER R Eld| 0 |13 EG[ D |1 | 2
B | L | L1 B | 1| 1] a2 M [ 1| 1]0D W | L | a0 W | L | a0
ki 111 1 1|11 a 1 1[]1]b 1 al|1]0 1 all]|b
T (1] 11 " |al|all T | b o1 T 10|01 T Jo| b |1
El6| B |12 E7| B |12 EIR| O |31 | 2 | Eo[ B 12| T8 [T | 2|
fis] 1 a 1 fio] 1 a a fis] 1 a a fio] 1 a b fio] 1 b [1]
4 a 1 a q a 1 1 q a 1 a 4 a 1 0 4 b 1 0
= [ 1 [ a1l = a1 ] 1 2 [ a | a]l 2 b [0 1 =2 [0 |01
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Tablo 7.’nin devam

Ezlﬂif Ezza’if Ezsﬂiﬂ_ EMME!_ Ezsﬁiﬂ_
T 1]l0]0 Bli1lol1 Bl1lb]a T l1]0] a Bl1lb]|0D
T[b]1]a T |bv]1]h0b TIbl1]o0 T[Ib]1]a TIbl1]1
= ola|1]| [ |I1lol1] [Elalo|1]| [T lalall]| [T |01
E2| B3 |T |2
B | 1| b | Db
T ol 10D
EREIEERE

Ornek 12. d:X—[0, 1] bir metrik olsun. Bu taktirde
d:XxX - [01] E(x,y)=1-d(x,y) fonksiyonu T -fuzzy denklik bagmntisidir.

Tamm 28. [57] (X,E), (Y,F), AeF(X,L) ve f: X — Y olsun.
1) A’yaE-genisletilmis L-alt kiimesi denir < VX, X'e X igin
AX) TE(XX)<A(X)
Biitlin E-genisletilmis L-alt kiimeleri F(X,E,L) ile gosterecegiz.
i) fye E-F-genisletilmis denir
< VX, X'eXigin E(X,X")< F(f(x),(f((x"))

Biitlin E-F-genisletilmis fonksiyonlar1 kiimesini F(X,Y,E,F) ile gosterecegiz.

Ornek 13. Z; iizerindeki TL-denklik bagmtis1 E3, Ornek 10. (i) den Z, iizerindeki

TL-denklik bagintisi F; de Ornek 10. (iii) den alinmak iizere biitiin genisletilmis

fonksiyonlar asagida verilmistir.

91 (x) =§

g2(x) =1 3
_ {0 x=0

g3(x)—{i x=i,?
(1 x=0

a={; 11,

Ornek 14. Z5 iizerindeki TL-denklik bagmtis1 Es, Ornek 10. (ii) den, Z, iizerindeki

TL-denklik bagintis1 F; de Ornek 10. (iii) den alinmak iizere biitiin Es-F4 genisletilmis

fonksiyonlar asagida verilmistir.
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91(x) =g

gz(x)=1_ 3
_ {0 x=1

g3(x)_{i ng'z
_ (1 x=1

9a(x) = {6 x=0,2

Ornek 15 f:Z->7Z3;, f(3k+n) =n Z-modiil  homomorfisi  olsun.

E ve F sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanirsa

F|lo | 1]|2
0 1 a a
1| a 1 a
2 | a a 1
1 xX=y
E(x,y)=4a 2lx—yx#y
0 21x—y

f, E-F genisletilmistir.

1.5.Fuzzy Bagintilar ve Fuzzy Fonksiyonlar

Tamim 29. [57] X,Y kiimeler ise f: X xY — L ye X den Y 'ye L- bagntisi denir.

Biitiin L-bagintilarinin kiimesini F(XXY, L) ile ifade edilecektir.

Tammm 30. [54] X, Y ve Z’ler kime, fe F (XXY, L) ve ge F (YxZ, L) olsun.
(x,2)eXxZ igin

_V
gor fiXXZ > L gorf(xz)= 5 f(xy)Tg(y.2),
ile tanimlanan L-bagintisina g ile f bagmtilarinin bileskesi denir. Eger T=A olarak alinirsa

gof ile gosterilir.

Ornek 16. X = {a,b,c},Y = {a, b} ve Z = {0,1} olarak alinsin.
f:XxY —>[01]veg:Y X Z - [0,1] fuzzy bagmntilar1 asagidaki tablolarda tanimlansin.

flalhb gl o1

a | 1 1% a | % | Y
b | /|1 b [ % | %
c [13]1
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Bu taktirde g o f fuzzy bagintisi asagidaki tablodaki gibidir.

gof 0 1
a V| %
b 2Rz
c 1/3 | %

Tamm 31. [57] f : X xY — L L-bagintis1 olsun. Bu taktirde

f1:Y x X — L f(y,x)=f(x,y) ile tanimlanan f* bagintisina f L-bagintisinin tersi denir.

Tamm 32. [57] f : X xY — L L-bagintis1 ve Ae F (X,L), Be F (Y,L) olsun.
xeX veyeY i¢in
fAY)= V AKX, ), Fi(B)X)= V By)TF(x,y)
xeX yeY

ile tanimlanan f(A) ve f%(B) L-alt kiimelerine sirasiyla A nin goriintiisii ve B nin ters-

goriintiisii denir.

Tamim 33. [60] (X,E) (Y,F) ve fe F (XxY,L) olsun.
1) f’ye E-genisletilmis denir
< VX, X'eX ve yeY icin f(X,y) TE(X,X)<f(X'y)
Biitiin E-genisletilmis L-bagntilarinin kiimesi F (XxY,E,L) ile gosterilecektir.
i1) f’ye F-genisletilmis denir
< VxeXvey, yeY icin f(X,y) TF(y,y)<f(x,y)
Biitiin F-genisletilmis L-bagintilarinin kiimesi F (XXY,F,L) ile gosterilecektir.
iii) E-genisletilmis ve F-genisletilmis L-bagintilarina E-F-genisletilmis L-bagnt1 denir.
Biitiin E-F-genisletilmis L bagmtilarinin kiimesi F (XXY,E,F,L) ile gosterilecektir. Agik
olarak F (XxY,E,F,L)= F (XxY,E,.L)n F (XxY,F,L) dur.

Ornek 17. L = {0,a, 1} kafesi ve t-norm olarak Ornek 4. (i) deki T; i Zsiizerindeki

TL-denklik bagintis1 Ornek 10. (i) deki Ez ve Z, iizerindeki TL-denklik bagintis1 Ornek

10. (iii) deki F; olarak alinirsa f:Z5; X Z, — L seklindeki L-bagmntilart i¢inden biitiin Es-

F1 genigletilmis olanlar1 asagida verilmistir.
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Tablo &’in devami
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24|

428]
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0
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0

1
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0

166
167
168
169
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171
172
173
174

{0,a, 1} kafesi ve t-norm olarak Ornek 4. (i) deki T i Zsiizerindeki

Ornek 18. L

TL-denklik bagintis1 Ornek 10. (ii) Es ve Z, iizerindeki TL-denklik bagintis1 Ornek 10.

(iii) deki F; olarak alinirsa f:7Z3 X Z, — L seklindeki L-bagintilar1 iginden biitiin E3-F;

genisletilmis olanlar1 agagida verilmistir.

Tablo 9..f:Zs X Z, — L seklindeki T, igin biitiin E3-F; genisletilmis bagintilar tablosu

0of1

ofl1

Y]

1

1

1

1

1

1
1

A B |[C ID [E |F

161 a

163
164

165 a

167 a

170, a

171 a

174| a

175 a

176/ a

177 a

178 a

179 a

131 a

132) a

187 a

139 a[af0]a

191

192 a

195

196/ a

a
0

0
0
0
0
0
0

0
0

0

a
1

a
1
1

1
a

1

1(0]1

0|0
0] 0
0)]0]1
0j]0]1

0oj0]| 0

0|0|0
of1
0

0] 0

0] 0

01

01
0

0] 0

0] 0

1

1
1

A B |C D |[E [F

a

a

131

135

136/
137]

138| a

140

141 a

142) a

143| a

144

145| a

147| a

148

151

a

1
a
1

1

1

a

1
a

1

0|0

of0

o0

0] 0

a
0
0

1

1
1

a

A B |C |[D |[E |F

1

1

98|

99 1
100

101 1

109 1

110 1

111 1

114 1

116| 1

117 1

118 1

119 1
120] 1

1

1
a
1

1
a
a

1
1

a
1

1

a

1

1

1

1

1

0|0

of0

o0

0|01

0 0|0

0|0

0|0

1

A B C |[D |[E |F

1

1

1

1

1

1

1
1
1
1

1

41 1| 0

42

431|000
4 1|0

45

16/ 1|0
47

48 1|0 | 0] 1

49

50 1|0

51

53 1|0

54

51|00

571 1| 0

69
T0)
71

1

0

a
1
a
1
a

1
a

0
0
0

0

0|0|0

oj0|0

1

1

o0

0|0

of0

0|0

0] 0

0] 0

0(0|1

1

1
a

1

0| 0|0
0 0|0

a

1
0

1

0
0

a
a
1

1
a

1
1

1

1
1
1
1

1

1
1

A B |[C D |E |F

0
0

0

0

2200

300

40(0|0|0O|0O|O

50| 0

600

70|00
80| 0

0 o0|0f0

11| 0

14 0

16| 0

171 0

18| 0

19 0

21| 0

23| 0

24 0

2 o0]a

31 0

39 0]a




26

Tanmm 34. [60] (X,E), (Y,F) ve f: X X Y - L E-F genisletilmis L-bagnt: olsun.
i) f, TL-kismi fonksiyondur & Vx € X,y,y’ € Y i¢in
fxy) THx.Y)<F(y.y)
i) f, TL-fonksiyondur <VxeX vey, y'eY icin
fooy) TFGY)<F(y.Y) ve Y, f(x.2)=1
iii)  f, TL-miikemmel fonksiyondur <VvxeXvey, y'eY i¢in
oY) TROGY)SF(Y,Yy) ve JzeY, f(x,z)=1
V) f, TL-fonksiyonuna birebir denir <vx,x'e X ve yeY igin
f(x,y) TT(X,y)<E(x,X’)

Vi) f, TL-fonksiyonuna o6rten denir < Vy e Yigin \/f X,y =1

XeM

vii) T, birebir ve orten T L-fonksiyonsa izomorftur denir.

Tamim 35. [60] (X,E), (Y,F) ve f: X XY — L L-bagint1 olsun.
f, giiclii TL-fonksiyondur <VvxeXvey, y'eY icin
fox,y) TI(xXLY) TE(X,X)<F(y,y) ve 3JzeY, f(x,2)=1.

Ornek 19. M =7 EEMxM—[01] E@xy) =1- 130 |x —y| TL-denklik

bagintisi olarak alinsin. Bu taktirde

0 x=y,x=5
10—-2x x=yx% c
fG,y) =4 10 Ti-kismi fonksiyondur. Ancak T -fonksiyon

T y=x—1,x#0

Ox<yveyax—1>y

V

zeY

degildir. Yani Vx € M igin f(x,z)=1degildir. Ornek verilirse ¥ = 5 icin incelensin.

fGO)VFGEIVF(E2)V(E3)VI(5E)=0v0oVOVOoV—=28/10 # 1dir.

Ornek 20. L = {0, a, 1} kafesi ve t-norm olarak Ornek 4. (i) deki Ty i Zsiizerindeki
TL-denklik bagintis1 Ornek 10. (i) deki Ez ve Z, iizerindeki TL-denklik bagintis1 Ornek

10. (iii) deki F; olarak alinirsa f:Zs X Z, — L seklindeki L-bagmtilari iginden biitiin TL-

kismi fonksiyonlar asagida verilmistir.
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42
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Tablo 10. f:Z5; X Z, — L seklindeki T;L-kismi fonksiyonlar tablosu

12
13
14
15
16
17
18
19

T2iZ3

0
a
a
a

137] a
142] a
147] a
152] a

a
0
a
0

a
a
a
a
a
a
a
0
0

a3

110] a
112] a
113] a
114] a
115] a
116] a
117] a
118] a
119] a

a7
t-norm olarak Ornek 4. (i) deki

0
0
a
a
1
a
0
a
0

ve

53
57
70
71
74
75
76
78

61
{0,a,1} kafesi

Ornek 21. L

21
24
31
37

lizerindeki TL-denklik bagintist Ornek 10. (ii) deki Es ve Z, iizerindeki TL-denklik
bagintis1 Ornek 10. (iii) deki F; olarak alinirsa f:Z3 X Z, — L seklindeki L-bagintilarinin

icinden biitiin TL-kismi fonksiyonlar asagida verilmistir.
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Tablo 11. f:Z5 X Z, — L seklindeki T,L-kismi fonksiyonlar tablosu

A |B C D |E F A |B C D |E F

1{ 0 0 1 0 0 0 9] 1 0 1 0 1 0
21 0 0 a 0 0 0 10] a 0 1 0 a 0
3 O 0 0 0 0 0 11] a 0 1 0 1 0
4 1 0 a 0 a 0 12| a 0 a 0 a 0
5[ 1 0 a 0 1 0 13] a 0 a 0 1 0
6 1 0 0 0 a 0 14] a 0 0 0 a 0
7l 1 0 0 0 1 0 15| a 0 0 0 1 0
8| 1 0 1 0 a 0

Ornek 22. E, F sirasiyla X ve Y iizerinde TL-denklik bagmtilar1 olsun.
Vx,z€ Xvey €Y igin
P :(XXY)XX—L, p1((x,y),2)))=E(x,2)
P21 (XXY)XY—L, p2((x.y).2)))=F(y.2)
e1: XX(XXY)—L, er((x,(y,2))=E(x,y) TF(y,0)
&2 YX(XXY)—-L, ex((x,(y,2))=E(x,2) TE(y,0)
L-bagintilar1 sirastyla EXF-E, EXF-F, E-EXF ve F-EXF genisletilmis T L-fonksiyonlardir.

p1, P2 TL-fonksiyonlara izdiisiim ve e;, e, TL-fonksiyonlara injeksiyonlar denir.

Teorem 21. [60] E ve F sirastyla X ve Y kiimeleri tizerinde TL-denklik bagintilar:

olsun. Bu taktirde
i) f, TL-miikemmel fonksiyon ise f T L-giiglii fonksiyondur.
i) f, TL-miikemmel fonksiyon ise f, T L-fonksiyondur.
i)  f :X>Y E-F genisletilmis ise f*(x,y)=F(f(x),y), f* :XxY—L TL-miikemmel
fonksiyondur.
Iv) g, TL-miikemmel fonksiyon ise 3f :X—Y E-F genisletilmis oyle ki f*=g .
V) f :X—Y E-F genisletilmis, ge F(XXY,L) ve VxeX,yeY i¢in
g(x.f(x))=1, g(x,y)=F(f(x).y) 1)
ise g TL-giicli fonksiyondur.
Tersine olarak g :XxY—L TL-giiclii fonksiyon ise 3f : X—>Y E-Fgenisletilmis
Oyle ki (1) bagintisini saglar.
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Ornek 23. L =1{0,a,1} kafesi ve t-norm olarak Ornek 4. (i) deki Ty i
Zsiizerindeki TL-denklik bagmtis1 Ornek 10. (i) deki Ez ve Z, iizerindeki TL-denklik
bagintis1 Ornek 10. (iii) deki F; olarak alinirsa f:7Z; X Z, — L seklindeki L-bagintilari

icinden biitiin TL-fonksiyonlar asagida verilmistir. Ayn1 zamanda bu fonksiyonlar TL-

giiclii ve mitkemmel fonksiyonlardir.

PRk
S =]=]
R | ORI
=]

OO |O |-

NIl =l P

O O |l

Nl =] ol Sh

O O |

o|lo|o|ol
Nl = ol Sh

Nl = ol =h

Ornek 24. f:7Z x Z — [0,1], E:Z X Z - [0,1] fuzzy alt kiimeleri

1
E =
(x.7) lx—y|l+1
1
fx,y) ={m+1 y#0
0 y=0

seklinde tanimlanirsa E, Tp- fuzzy denklik bagintisi ve f, Tp-kismi fuzzy fonksiyondur

ancak Tp-fuzzy fonksiyon degildir.

Ornek 25. L = {0,1,a,,a,,as}

al/az as  siralamasiyla kafes olsun.

EZa, ve EZsa, sirasiyla Z ve Zs lizerinde Tp-denklik bagintilari olsun. Bu taktirde

f:ZxZ; - L, f(nk)=ap, L-bagmtis1 TpL-fonksiyondur.

Ayrica f(x,y) = g*(x,y) olacak sekilde bir g: X - Y E-F genisletilmis fonksiyonu
yoktur.

Teorem 22. (X,E), (Y,F), f:XxY — L TL-fonksiyon ve AeF (X, L)olsun.

T, sonsuz v-dagilimli t-norm ise f(A) F’ye genisletilmistir.
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Ispat: x,x’ € Xy,y' €Yolsun. A X TE x,x <A X dwr

f A yTE v,y Z(VA x Tf x,y}TE v,y

xeX

:\/A x Tf x,y TE vy,y’

xeX

sVAfo ,y =f A vy

xeX

!

elde edilir. Boylece f(A) Tanim 33’den F-genisletilmistir.

Teorem 23. (X,E), (Y,F), f :XxY — L TL-fonksiyon ve BeF (Y, L)olsun.
T, sonsuz v-dagilimli t-norm ise f G:, E ye genisletilmistir.

Ispat: x,x’ € X y,y’ € Y olsun.

f*B xTE x,X =[VB y T X,y ]TE X, X'

yeY

=\/B y Tf x,y TE x, X

yeY

=\/BYT X,y =f"B X

yeY

elde edilir. Boylece f'(B) Tanim 33’den E-genisletilmistir.

Teorem 24. (X,E), (Y,F) (Z,G) ve T, sonsuz v-dagilimli t-norm olsun. Bu taktirde

) F(X, L) nin E-genisetilmis elemanlar kiimesi “<” bagintis1 ile tam kafestir.

i) F(XXY, L) nin E-genisletilmis elemanlar kiimesi kam kafestir.

iii) F(XXY, L) nin F-genisletilmis elemanlar kiimesi kam kafestir.

iv) F(XXY, L) nin E-F genisletilmis elemanlar kiimesi kam kafestir.

V) F(XXY, L) nin E-F genisletilmis ile ExF-genisletilmis elemanlar kiimesi kam
kafestir

vi) f: X>Y ve g:Y—>Z sirasiyla E-F ve F-G genisletilmis ise gof :X—>Z E-G
genisletilmis fonksiyondur.

vii) Ozel olarak E, EX| alinirsa E-genisletilmis L-alt kiimeleri F (X, L)dir.

viii) f :X—>Y E-F genisletilmis ve g : Z—P G-H genisletilmis fonksiyonlar ise

fxg :XXZ—>YxP fxg(x,2)=(f(x),g(z)) seklinde tanimlanan fonksiyon
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ExG-FxH genisletilmis fonksiyondur.
ixX) fe F(XxXY,E,FL) ve ge F(YXxZ,F,G,L) TL-fonksiyonlar ise gotf € F(XxXZ,E,G,L)
dir.Ayrica f,g miikkemmel(giiglii) L fonksiyonlar ise geotf miikemmel (giiclii) L

fonksiyondur.

Ispat:

i)
A € F(X,E, L) keyfi olsun. A<A oldugu agiktir.
A,B € F(X, E, L) keyfi olsun.

vxeXigcinA x <B x B x <A x = (Lsiralikiimeoldugundan)A x =B x = A=B
A,B,C € F(X,E, L) keyfiolsun. A < B,B < C ise

VxeXigin A x <B x ve B x <C x Lsiralikiimeoldugundan
= A x £<C x A<Cdir.Boylece Tanim1'den

(F(X,E, L), <) sirali kiimedir.

Aliel cF XEL keyfiolmak iizere A= AA,

iel

iel iel iel

A x TE x, X’ ={/\Ai X }TE X, X SA A X TE X, X’ < AA X" =A X
dir. Boylece A E-genisletilmis L-alt kiimedir.

1, : X —>L 1 X =1 olarak tanimlanirsa 1, € F X E,L
(F(X,E, L), <) tam kafestir.

ii)Simdi

(F(X xY),L) nin tam kafes oldugunu gosterelim.

Vi e(F(XxY),L) i¢in f <f oldugu agiktir.

Vi, ge(F(XxY),L) f<gg<ficin

f X,y <g X,y ¢ x,y <f x,y Ltamkafesoldugundan

f x,y =g X,y =>f=g

vf,g,he(F(XxY),L) f<gg<higin

f Xy <g X,y g XYy <h xy =f x,y <h x;y =f<h
Boylece Tanim 1’den

((F(XxY),L), <) siral kiimedir.
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fliel c(FXxY),L)icin f= Af xy

iel
f x,y TE x,X ={/\fi X,y }TE X, X'

iel

< Afi X,y TE x,X

iel

s/\fi x,y =f X',y

iel
elde edilir. Boylece f Tanim 33’den E-genisletilmistir.

1. XxY—>L 1 ., X =1 olarak tanimlanirsa 1. € (F(X x Y), L) E-genisletilmistir.

Sonug olarak (F(X X Y), L) E-genisletilmis elemanlar1 kiimesi bir tam kafestir.

if x,y TF y,y’ :{/\fi X,y }TF Y,y

iel

<Afi xy TFyy

iel

s/\fi X,y =f xy

iel
elde edilir. Boylece f Tanim 33’den F-genisletilmistir.

L. XxY—>L1 ., X =1 olarak tanimlanirsa 1, ., € (F(X x Y),L) F-genisletilmistir.

Sonug olarak (F(X x Y),L) F-genisletilmis elemanlar1 kiimesi bir tam kafestir.

v) f, E ve F genisletilmis oldugundan E-F genisletilmistir.
L. XxY—>L1 ., X =1 olarak tanimlanirsa 1., € (F(X x Y), L)E-F genisletilmistir.

Sonug olarak (F(X x Y),L) E-F genisletilmis elemanlar1 kiimesi bir tam kafestir.
V) f e(F(XxY),E, F,L)olsun. fnin ExF genisletilmis oldugunu gosterelim.
f x,y TExF x,y, X,y =f x,y TE x,x" TF y,y’
<f x,y TF y,y <f X,y
elde edilir. Boylece f, Tanim 33’den Ex F genisletilmistir.
F XxY,E,F,L ¢ F XxY,ExF,L dur.
f eF(X x Y, E,F,L) keyfi olsun.

f x,y TExF x,y, Xy <f xy dir.
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f X,y TE x,x TF y,y" <f X,y" dir. Boylece Tanim 33’den f F-genisletilmistir.
f x,y TExF x,y, X,y <f X',y dir.

f x,y TE x,x' TF y,y <f X',y dir. Boylece Tanim 33’den f E-genisletilmistir.
F XxY,ExF,L cF XxY,E,FL dir. Boylece

F XxY,ExF,L =F XxY,EFL

vi) Ex, X' <Ffx,fx <Ggfx ,gfXx

=G gof x ,gof X
elde edilir. Boylece geo f Tanim 33°den E-G genisletilmistir.
vii)
A e F(X, EX;, L) keyfi olsun.
A x TEX, X,y <Ay dir.
A e F (X, L) keyfi olsun. Bu taktirde

A x TEX_ X,y <A y oldugunu gosterelim.
X = yvex # yiciniddiadogrudur.

Buradan A e F(X,EX;, L)dir. Yani F(X,EX;,L) = F(X,L) dir.
viii) X, X" e XicinE x,x" <F f x ,f X' dir.
u,u’eZicinG u,u’" <H g u,g u' dir.

ExG x,u, x,u =E x,x" TG u,u’

<F x,fx THgu,g U

FxH fx,gu ,fx ,gu
= FxH fxg x,u, fxg x,u

ixX) go,f x,z TE x,X’ =[\/f X,y Tg v,z ]TE X, X'

yeY

S\/f X,y TE x,x" Tg v,z

yeY
s\/f x,y 1g v,z
yeY

= go.f X,z
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elde edilir. Boylece Tanim 33’den g o1 f E genisletilmistir.

ge.f x,z2 TG z,7 :[Vf x,y Tg v,z JTG 2,7’

yeY
s\/Yf x,y Tg v,z TG 2,7
ye

s\/f X,y T9 v,z = go,f x,Z' dir.

yeY
elde edilir. Boylece Tanim 33’den g o f G genisletilmistir.

ge.f X,z T go,f X2 :[\/f x,y Tg v,z ]T(Vf x,y' Tg y',z’}

yeY y'eY

S\/\/f x,y Tf X,y 1g y,z Tg y',Z'

yeYy'eY

S\/\/F v.¥' Tg v,z Tg vy, 2
yeYy'eY
SVAVAR B AR

yeYy'eY

S\/\/G 2,2 =G 2,z

yeYy'eY

\/gon X,Z :\/\/f x,y Tg v,z

zeY zeY yeY
:V[\/f X,Z JTg Y,Z
yeY \ zeY
=\/9 ¥z =1
yeY

elde edilir. Boylece Tanim 34’den g o7 f TL-fonksiyondur. Simdi f ve g TL-miikemmel

fonksiyon ise gotf de TL-miikkemmel fonksiyon oldugunu gosterelim. F ve g TL-

miikemmel fonksiyon oldugundan

dyeYicinf x,y =1lvedzeZiging y,z =1dir.Ohalde

dz € Z dyleki go T X,z :vf X,y Tg y,z =1dir.BOylece Tanim34'den go . f

yeY
miikemmel TL-fonksiyondur. Simdi f ve g TL-giiglii fonksiyon ise got f de TL-giiclii

fonksiyon oldugunu gosterelim.
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go.f X,z Tgef X',2" TE Xx,X’

yeY y'eY

={\/f X,y 1g v,z JT(\/f x,y Tg vy,7 ]TE X, X'

<\/\f Xy T X,y TE x,x' Tg y,2 Tg y,2'

yeYy'eY

gv\/F v,y 1G 2,2’ =G z,7

yeYy'eY

elde edilir. Boylece Tanim 34°den g o7 f giiglii TL-fonksiyondur.

1.6.Regiiler ve Invaryant TL-Denklik Bagintilari

Tamim 36. [60] (X,0) grupoid ve E X iizerinde T L-denklik bagintis1 olsun.
E ye regiiler denir :< Her X,y,ze X i¢in

E(x,y)<E(x0z,yoz) ve E(x,y)<E(zox,zoy)

Tamm 37. [60] (X,0) grupoid ve E X iizerinde T L-denklik bagintis1 olsun.
E ye invaryant denir ;< Her Xx,y,zeX i¢in

E(x,y)=E(x0z,yo0z)=E(z0x,zoy) dir.

Teorem 25. [60] (X,0) grupoid ve E X {izerinde TL-denklik bagintis1 olsun.
) E invaryant ise E regiilerdir,

i) X grup ve E regiiler ise E invaryanttir.

Teorem 26. [60] (X,0) grupoid ve E X {izerinde TL-denklik bagintis1 olsun.
0:XXX—>X EXE-E ye genisletilmis < E regiilerdir.

Tamim 38. [26] (X,0) grup ve A:X—L ye X in TL-altgrubu denir <
1) Her xeX i¢in A(x)=A(x ™),
i) Her X,ye X i¢in A(x) T A(y)<A(xoy) dir.

Teorem 27. [26] (X,0) grup, AeF(X,L) TL-altgrup ve A(e)=1 ise Ea(X,y)=A(xoy™)
invaryant T L-denklik bagintisidir.
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Teorem 28. X,o degismeli grup AeF X,L TL-alt grup ve

N 1 X=y
E, X,y =
n XY A Xoy™ X#Y

olarak tammlanirsa E, invariant T L-denklik bagmtisidir.

ispat:
E,(X,y)= E,(x0z,yoz)= E, (zox,zoy) oldugunu gdsterelim.
x=y i¢in iddia dogrudur. x+y i¢in gosterelim.
ES(xy) = A(xoy™) = A(xey~t oz0770)
=A((xez)o(yen)™)
= Ej(xoz,y°7)

Ex(xy) =A(xoy ) =A(zez toxoy™®)
= A(zox) 0 o))

= E;(zox,2°Y)

elde edilir. Boylece E, Tanim 37°den invariant T L-denklik bagintisidir.

Teorem 29. [26] (X,0) grup, E, X iizerinde T L-invaryant denklik bagintisi ise
Va,beX i¢in E¢(X)=E(x,e) X in TL-altgrubu ve E(e)=1 dir.

Ornek 26. [60]
1) T: [0,1]x[0,1]—[0,1], X Ty=Mak{x+y-1,0}
E: RXR—[0,1] F: R>R*-[0,1]
E(x,y)=1-Min{|x-y|,1} F(x,y),(a,b)=E(x+y,a+b)
ise E ve F ©’+” islemine gore T L-regiiler denklik bagintisidir.
2) T:[0,1]x[0,1]—[0,1], x Ty=x.y

. X
Ming] = 1| L [}, xy =0
y X

E: RxR—[0,1] E(x,y)=10 XYy=0,X #y
, X:y:O




37

F: RXR?>[0,1],  F((x,y),(a,b))=E(x.y,a.b)

ise Eve F °.”” igslemine gore T L-regiiler denklik bagintisidir.
3) T:[0,1]x[0,1]—[0,1], xTy=xAY, a,b,c€[0,1], a<b<c,

1 ,x=y
E: RxR—[0,1], EX,y)=14b xeQ,x=0
a ,xyeQ
1 ,x=y
y
c ,—eQ/{0,1}
F: RxR—[0,1], F(x,y)= X ise E 4 islemine gore ve F .”’
b ,YeQ
X
a ,Xxy=0,x=zy

islemine gore T L-regiiler denklik bagintisidir.

Ornek 27.
1) X={ay, a,, ..., a5} sonlu kiimesi i¢in
1 ,ig
E dij, dj)= . .
(ai, ) i i%]
1)

E:XxX—[0,1], Tp-fuzzy denklik bagmtisidir.

2) G (XXY)X(XXY)—L TL- denklik bagintisidir., aeX, beY
En(x,y)=G((x,b),(y.b)) ve Fa(z,)=G((a.2).(a.))
fonksiyonlart sirasiyla X ve Y {izerinde TL- denklik bagintisidir. X, Y monoid ve G
regliler(invaryant) TL- denklik bagintisidir ise Ee ,Fe TL- denklik bagintilari sirasiyla X
ve Y lizerinde T L-regiiler(invariant) denklik bagintilaridir ve EcxFe<G dir.
3) X herhangi kiime, L kafes, T, t-norm A: X—L L-alt kiime olsun.
1 , X=Y
(AXTA®Y)) x #y
fonksiyonu bir T L-denklik bagintisidir

E(x.y)= {

4) E: RxR—[0,1]



1
E(x, y)= § [x-y]+1
0 X-yeZ

X—Y€EZ

R tizerinde T p-fuzzy denklik bagintisidir.
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2.YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Cebir ve fuzzy iizerinde yapmis oldugumuz literatiir taramasmdan sonra klasik
anlamdaki bir ¢ok tanimin fuzzy mantiga uyarlanabilecegi goriildii. Bu ¢alismada klasik
anlamdaki modiil homomorfizma tanimi ve diger birgok tanim fuzzy mantiga uyarlandi.
Asagida verilen tanimlari mevcut tanim ve teoremlerle iliskilendirip dogrulugu

gosterilmeye calisildi. Verilen tanimlar 6rneklerle desteklendi.
2.1.TL-Alt Modiiller

Tanim 39. [29] AcF(M,L) ye TL-alt modiil denir :<> Her X,yeM, reR i¢in
Ax+y)=A(X) TA®Y)

A(rx)>A(x)ve A —x >A X

Biitiin TL-alt modiillerin kiimesini FS(M,L) ile gosterecegiz. Eger x Ty=xAy olarak
alinirsa L-alt modiil olarak ifade edilecektir. FS(M,E,L)=FS(M,L)NF(M,E,L) olarak
alinacaktir. Eger M R-iiniter modiil ise —X=(-1)x oldugundan A(-x)>A(X) ifadesi TL-alt

modiil tanimindan elde edilir..

Tanim 40. [29] M bir R-modiil A, B € F(M,L) olsun. Bu taktirde
A+B)X) = \/ADTB@Iy.2 € My +2=x) (1069 = \ [(AWIY € M, 1y =x}
ile tanimlanan A+7B ve rA TL-alt modiillerine sirasiyla A ile B nin T-toplami ve A nin r

skaleri ile carpimi denir.

Ornek 28. (Z,+) grubu, Omek 5 iii) ile Z-modiil olarak almsm. Bu taktirde L
Ornek 3. de verilen kafes ve

A:Z - [0,1] A(n) = — olarak tanimlanirsa A,
[n|+1

ToL ve T1L alt modildir.
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Ornek 29. R?, R-vektor uzay1 ve A: R? - [0,1]
1

(— x=y=0

x=0,y#0

2
1
AGey) =173
— x#0,y=0
g X7V

1
Lﬁ x#0,y#0

olarak tanimlanirsa A T -fuzzy alt modiildiir. Ancak Tp-fuzzy alt modiil degildir. Ciinkii
A((1,1) +(0,-2)) £ A(1,1) TLA(0,-2)

11
A(l,—Z)?zE-g

1}21
20 6

Tanim 41. [40] M, R yakn halkalar1 iizerinde R-modiil ve E :MxM—[0,1] fuzzy
denklik bagntis1 olsun. E ye kongriians bagmtisi denir <
Va,b,c,deM ve reR igin
) E a+cb+d >Min[E a,b ,E c,d |
ii) E ar,br >E a,b

Tanim 42. M, R-modiil ve E :MxM—L TL-denklik bagintis1 olsun.

E ye M iizerinde TL-kongriians bagntist denir :< Her m,m',p,p'eM ve reR igin

E(m+m' p+p)>E(m,p) TE(m',p’) ve E(r.m,r.p)>E(m,p).

Teorem 30. E:MxM—L TL-denklik bagntisi, ResEcDrolsun. E, TL-kongriians

bagintisidir < t < VVResE,t € Dy i¢in E; M {izerinde kongriians bagntisidir.

Ispat: =: Ey’nin M iizerinde kongriians bagmtis1 oldugu tanimdan kolayca elde edilir.

<: E’nin TL-denklik bagintis1 oldugu agiktir.
E(m,p)TE(m’,p") =t, E(m,p) = salalm.

s € Dy, t€ Dr,VResE >sve VResE >t dir. E; ve Es TL-kongriians bagntisidir.
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Boylece (m,p),(m’,p") € E;ve (m,p) € Eg elde edilir.E;,Eg  kongriians bagmntilari
oldugundan (m + m’,p + p’) € E; ve (rm, rp) € Eg dir. Buradan
t<E(m+m',p+p’)
s < E(rm, rp)

elde edilir. Boylece E, tanim 42’den TL-kongriians bagmtisidir.

Ornek 30. (Z, +) grubu, Ornek 5 iii) deki islem ile Z-modiil olsun.

1
lx—yl+1

E:Z X7 - [01] E(x,y) =

olsun. Bu taktirde E, Tp-kongriians bagntisidir.
Eger (Z,+) grubu Z —modiil olarak Ornek 5. (ii) deki gibi alinirsa E invaryant ancak
Tp-kongriians bagintist degildir. Cilinkii

E(2.2,2.1) £ E(2,1)
dir.

Teorem 31. f:M — N R-izomorfi F, N iizerinde bir TL-kongriians bagntis1 ve

E(x,%) = F(f(x), f(%X)) olsun. Bu taktirde E, M iizerinde TL-kongriians bagmtisid1r.

Ispat:
F’nin TL-denklik bagmntis1 olmasindan E, TL-denklik bagmntisidir.
vx,x',y,y' € Mver€ Rigin
Ex+x,y+y)=F (f(x +x),f(y + y’))
=F (f(x) +f(x), f(y) + f(y'))
> F(f(x), f(y))TF (f(x'), f(y'))
=Exy)TEX,y)
E(rx,ry) = F(£(r%), £(1y))
= F(rf(x), rf(y))
> F(f(x),f(y)) = E(x,y)

elde edilir. Boylece E, Tanim 42’den TL-kongriians bagntisidir.
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Ornek 31. L = {0,a, 1} kafes olarak almsin.

i) t-norm olarak Ornek 4. (i) deki Ty i alirsak Zg iizerindeki tiim TL-kongriians bagmtilari

asagida verilmistir.

E.|0|1]|2] |E»|O0|1]2]| |E3|0|1]2
0/(1/0(0 0111 0|1la|a
110|110 11111 1|all]|a
2 10|01 2 1111 2lalall

ii) t-norm olarak Ornek 4. (i) deki T i alirsak Zj iizerindeki tiim TL-kongriians bagmntilar:

asagida verilmistir.

E1|0]1|2] |E[0]1]2
0[1/0]0 0111
1/0[1]0 1/1]1]1
20[/0]1 2 1]1]1

iii) L = {0,a,b, 1} kafesi ve t-norm olarak Ornek 4. (ii) deki T, ii alirsak Zj iizerindeki tiim

TL-kongriians bagntilar1 asagida verilmistir.

E.|0|1|2| |E,|0[1]|2
0|1]/0]0 0111
110(1(0 11111
2 10|01 211111

Teorem 32. M, R-modiil E M iizerinde T L-kongriians bagintis1 ise E invaryanttir.

Ispat: Tanim 42’den kolayca elde edilir.

Ornek 30’dan Teorem 32’nin tersinin genel olarak dogru olmadig: elde edilir.

Teorem 33. M, R-modiil, Aec FS(M,L) olsun. Bu durumda

e 1, X=y
n Y= A x-y X#Yy

olarak tanimlanirsa Ea TL-kongriians bagmtisidir.
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Ispat: x,y,z € M olsun. Ex’nin tanimmdan

E, X,x =1veE, X,y =E, y,x esitlikleria¢iktir.Simdi
E, X,y TE, v,z <E, X,z oldugunu gosterelim.
X =Yyveya y = ziginiddiadogrudur
Digersegenek igin
Er, X,y TE, V,z =A X-y TA y-z
<A X-y+y-z =A Xx-z =E, X,z
elde edilir. Boylece Tanim 27°den Ea TL-denklik bagmtisidir.
X, X',y,y" € Molsun.
x=yveya X'=y'iseE, x+X,y+y" 2E, x,y TE, X',y" oldugu agiktir.
Egerx = yvex' =y'ise
E, X+X,y+yY =A X+X' - y+VY
=A X-y+X' -y
>A x-y TA xX'=y
=E, X,y TE, XY
dir. Diger yandan
X=YyiseE, rx,ry 2E, X,y dm.
X #Yyise
E, rx;ry =Arx—-ry =Ar x-y =2A X-y
=E, X,y

elde edilir. Boylece Tanim 42’den Ea T L-kongriians bagintisidir.

Teorem 34. M;, My R-modiiller, T1, T, t-normlar ve E; ve E; sirasiyla M; ve My

iizerinde TiL ve T,L kongriians bagmtilann ve E:(M;XM,)?—>L; XL,

E((a,b), (c,d)) = (Ei(a,c),Eo(b,d)) olsun. Bu taktirde E, M1xM2 iizerinde TixToL-
kongriians bagintisidir.

Ispat: E’nin TL-denklik bagntis1 oldugu agiktir.

(%1,¥1), (%5,v,),(a;,b;), (az,b,) € M; X M, olsun.
B((1,y1) + (%2,¥2), (a1,b1) + (az,b2))
= E((%, +Xz,¥14V2), (8 + a5, by +by))
= (El(xl +x,,a; +a,),E,( y; +¥,,by +b2))



44

= (El (Xl,al)Tl (X2,82), B2 (y1, b ) T2 (v2, bz))

= (El (Xl,al)l Ez(owl)) T, X TZ(El (%2, a3), Ez(erbz))

= E((x,y1), (a1,b1))T1 X ToE((%2,¥2), (a2, b2)).
ve
E(r(a,b),r(c,d)) = E((ra, rb), (rc, rd))
= (E,(ra, rc), E,(rb, rd))

> (E;(a,0), Ez(b,d))
=E((a,b), (c,d)).

elde edilir. Boylece E Tanim 42°den TL-kongriians bagntisidir.

Teorem 35. M, R-modiil, E, M iizerinde TL-kongriians bagmtis1 ve A(X)=E(x,0)

olsun. Bu durumda A, M nin initer TL-alt modiiliidiir ve A(0)=1 dir.

Ispat: x,y € M, r € Rolsun.

A x+y =E x+vy,0
=E x+y,0+0 >E x,0 TE y,0

=AXTA Yy
Arx =E rx,0 =E rx,r0 2E x,0 =A X

elde edilir. Boylece A Tanim 39’dan TL-alt modiildiir ve A(0)=E(0,0)=1 dir.

Teorem 36. (M,+) degismeli grup ve E M lizerinde TL-regiiler denklik bagmntisi ve

ResEcD+t olsun. Bu durumda E, M kiimesi tizerinde Z-modiil olarak TL-kongriians

bagntisidir.

Ispat: Vx,y,p,qeM i¢in
E x+y,p+q 2E x+y,y+p TE y+p,p+Q
>E x,p TE y,q
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E n+l x, n+ly =E nx+x,ny+y
>E nx,ny TE X,y
>E x,y TE X,y =E X,y E X,y €D,

elde edilir. Boylece E, Tanim 42’den Z iizerinde TL-kongriians bagntisidir.

Teorem 37. E, F sirasiyla M,N iizerinde TL-kongriians bagintis1 olsun. O zaman
ExF, MxN iizerinde TL-kongriians bagmtisidir.
Ispat:
Teorem 20.’den ExF TL-denklik bagmntisi oldugu agiktir.
vX,p,u,teM, vy,q,v,eeN vereR icin
ExF X,y +pqg,uv +te =ExF XxX+py+q, u+tv+e
=E X+p,u+t TF y+q,v+e
>E x,u TE p,t TF y,v TF q,e
=E x,u TF y,v TE p,t TF q,e
= ExF x,y,uv TExF p,q, te

ve

ExF r x,y ,ru,v = ExF rx,ry, rurv
=E rx,ru TF ry,rv
>E x,u TF y,v

= ExF xy, uv

elde edilir. Boylece Tanim 42’den ExF TL-kongriians bagtisidir.

Teorem 38. M R-modiil ve {E;|i € A} TL-kongriians bagmtilar ailesi ise /\ieA E; TL-

kongriians bagmtisidir.
Ispat: /\ie A E; nin TL-denklik bagintis1 oldugu tanimdan kolayca elde edilir.

x,y,a,b € M, r € R olsun. Bu taktirde
(/\Ei>(x+y,a+b)
iIEA

= /\(EI(X + y,a + b))

iEA
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> /\(Ei(x,a)TEi(y,b)) > /\ Ei(x,a)T /\Ei(y.b)

i€l i€l i€l i

(/\ Ei> () = [\ Bl = \ By = (/\Ei>(x.y>

i€l i€l i€l i€l

elde edilir. Boylece /\ie A E; Tanim 42’den TL-kongriians bagntisidir.

Teorem 38. TL-kongriians bagmtilarmin kiimesinin bir tam kafes oldugu elde edilir.

2.2.TL-Modiil Homomorfizmalari

Homomorfi kavrami Kazanci [51], Yamak [50], Choudhory ve Khare [48]

caligmalarinda incelenmistir. Burada bu tanimlar1 TL-denklik bagintis1 yardimiyla verilen

fonksiyon kavrami ile yeniden degerlendirilerek incelenecektir.

Tanim 43. M, N R-modiiller ve fe F(MxN,E, F, L) TL-fonksiyon olsun.

fye TL-modiil homomorfisi denir :<
) Her mm'eM;n,n'eN i¢in f(m+m',n+n")>f(m,n) T f(m',n"),

i) Her meM,neN ve reR i¢in f(rm,m)>f(m,n).

Ornek 32. L = {0,a,1} kafesi ve t-norm olarak Ornek 4. (i) deki Ty i Zsiizerindeki
TL-denklik bagmtis1 Omek 10. (i) deki E3 ve Z, iizerindeki TL-denklik bagmntist Ornek
10. (iii) deki Fy olarak alirsak f:Zg3 X Z, — L seklindeki fonksiyonlardan sadece asagida

verileni TL-modul homomorfizmasidir.

ol = ol 2P
=]

OO |O|—

Teorem 39. T sonsuz v-dagilimh t-norm, fe F(M x P,E,G,L) ve g€ F(P X

N,G,F, L) TL-modiil homomorfileri olsun. Bu durumda go .f de TL-modiil homomorfisi

olur.
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Ispat:
Teorem 22.’den go . f € F(M X N,E,F,L) nin TL-fonksiyon oldugu elde edilir.

vm,m' € M n,n’ € Nver € Rolsun. T, sonsuz v-dagiliml oldugundan

(o) m+m',n+n" =\, m+m'y Tg y,n+n’
T V
yeP

=\ f m+m,y+y Tg y+y,n+n’

y,y'eP

> \yfmy T m,y Tg yn Tg y,n’

y,y'eP

:vf m,y Tg y,n T\/f ml’yr Tg y',n,

yeP y'eP
= go,;f mnTgo,f m)n

go.f rmyrn =\, rmy Tg y,m

yeP

>\/f rm,ry Tg ry,m

yeP

zvf m,y Tg y,n

yeP
= go,f m,n

elde edilir. Boylece go .f Tanim 43’den TL-modiil homomorfisidir.

Tamm 44. f€ F(M X N, E, F,L) TL-modiil homomorfisive m € M, n € N i¢in
Cekf:M —>L, Cekf m :=f m,0
Resf:N—L, Resf n :=\/f mn

meM

ise Cekf, Resf L-alt kiimelerine sirastyla f’nin g¢ekirdegi ve f’nin resmi denir.

Teorem 40. L sonsuz v-dagilimli kafes, M ve N R-iliniter modiiller ve
fe F(M x N, E F,L) TL-modiil homomorfisi olsun.
Bu taktirde

Cekf:M —>L ve Resf:N— L TL-alt modiillerdir.

1spat:

m,m'eM,n,n"e N, r e Rolsun.
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Cekf m+m’ =f m+m’,0

=f m+m’,0+0

>f m,0 Tf m’,0
=Cekf m TCekf m’ .
Cekf rm =f rm,0 =f rm,0 =f rm,r.0
>f m,0 =Cekf m .

elde edilir. Boylece Cekf Tanim 39’dan TL-alt modiildiir.

(Resf) n+n" = \,f mn+n’

meM

= v fm+mn+n’

m,m'eM

>\ fmn T m',n
m,m'eM
=yvIifmnTyfmn

meM m’'eM

=Resf n TResf n’

Resf rn =\,f m,rn

meM

> \f rmrn

meM
>\f mn
meM
= Resf n

elde edilir. Boylece Resf Tanim 39’dan TL-alt modiildiir.

Teorem 41. M ve N R-modiiller, f € F(M X N,E,F,L) TL-modiil homomorfisi
olsun. Bu durumda asagidakiler mevcuttur.

vVmeM,neN i¢in

i) f€@,n XfqQ0

i) M ve N R-tiniter modiiller, f —m,-n =f m,n
Ispat:

i) VmeM,neN i¢cinf 0,0 =f 0.m,0n >f m,n

i) meM,neN

f-m-n=f -1m,-1n >f mn .
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fmn=f--m,--n >f —-m,-n

=f -m,-n =f m,n.

Teorem 42. M ve N R-modiiller, T sonsuz v-dagilimli t-norm, f € F(M X N, E,F,L)
TL-modil homomorfisi ve A € FS(M,L) B € FS(N,L) olsun. Bu taktirde f(A) €
FS(N,L) f~*(B) € FS(M,L) TL-alt modiillerdir.

Ispat: m,m’eM,n,n’ e N,r e Rolsun.

fA n+n =y [AmT mn+n' |

meM

= v [Am+m T m+m ,n+n’ ]

m,m'eM

> [A mTA m' Tf mn Tf m’,n’]

m,m’eM
=\vAMTE mnT\,Am T m'n
meM m'eM

=sfA nTfF A n

f A rn=\AmTf mrn

meM

> \yA rm Tf rm,m

meM

>\ AmMT mn =f A n

meM
f A —-n :VA m Tf m,—-n
meM
=\/MA -m Tf —m,-n

:VA -m Tf m,n

meM

szmTf mn =f A n

meM

elde edilir. Boylece f(A) Tanim 39’dan TL-alt modiildiir.

f*B m+m' :\/[B n Tf m+m’,n]

neN
= v [B n+n' Tf m+m’,n+n’]
n,n'eN

>\ [BnTBn T mnTf m,n |

n,n'eN



50

=B nTf mnT\Bn Tf mn’

neN n'eN

=f'B mTf'B m

f* B m =y/Bn Tf rmn

neN

>\/B m Tf rm,m

neN

>\BnT mn=f"B m

neN

f* B -m =\/B Yy Tf -mn

neN

ZVB -n Tf —-m,-n

neN

=VB -n Tf m,n

neN

g1
ZVBan mn =f~ B m

neN

elde edilir. Bylece £*(B) Tanim 39’dan TL-alt modiildiir.

Teorem 43. M ve N R-modiiller f:M—> N R-modiil homomorfisi ve (M,EM\),
(NLENL) olsun.

{1, y=f x
X,y =

—hl

0, y#f x

seklinde tanimlanan f : Mx N — L fonksiyonu T L-modiil homomorfisidir.
Ispat:
f e F(M x N, EM, EN, L) nin TL-fonksiyon oldugu agiktr.

m,m'e M, n,n"e N,reR olsun.

)fma=nveyaf m =nisef mn Tf m',n’ =0<f m+m’,n+n’
i)fm=nvefm =n"isef m+rm' =f m +f m" =n+n’

=f m+m’,n+n’ =1=1T=f m,n Tf m',n’

—=f m+m’,n+n" >f mn Tf m’,n’

fma=#n=f rm,m >0=f m,n

fm=n=frm=rf m=rn

=f rmym =1=f m,n
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elde edilir. Boylece f Tanim 43’den TL-modiil homomorfisidir.

Teorem 44. M,P,N R-modiiller, T sonsuz v-dagilimli t-norm, f € (M X P, E,G, L)
ve g € F(P X N,G, F,L) TL-modiil homomorfileri ise

Cek(gotf)=f 1(Cekg) ve Res(gotf)=g(Resf) dir.

Ispat:
Teorem 39. ile go . f € F(M X N,E,F,L) TL-modiil homomorfisi oldugu agiktir.

me M,ne N i¢in

Cek(gotf)(m)= gotf (m,0)= y\e/Pf (m, y)Tg(y,0)

= V Cekg(y)Tf(m,y)
yeP

= f(Cekg)(m)
= Cek go,.f =f" Cekg

Res(gotf)(n)= VM gorf (x,n)

= V[V f(x,y)Tg(y,n)]
M yeP

Xe

= V[V f(x,y)[Tg(y,n)
yeP xeM
=V Resf(y)Tg(y.n) =g(Resf)(n)
yeP
—Res go.f =g Resf
Teorem 45. M iiniter R-modiil, E :MxM—L T L-kongriians bagmtisi, f: MXN—L
TL-modiil homomorfisi ve Cekf < D olsun. Bu takdirde;

i) f T-L birebir < Her meM i¢in Cekf(m)<E(m,0).

ii) f 6rtendir < Resf=1y

1spat:
i) f, TL-birebirve meM,ne N olsun. Cekf < D; oldugundan
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fmO =f mOTF mO <f mOTfF 0,0 <E m,0

Boylece Cekf(m)=f(m,0) < E(m,0)

Tersine olarak YmeM i¢in Cekf(m)<E(m,0) olsun.

E(m,m")=E(m-m'+m',;m")>E(m-m',0) TE(m',m")= E(m-m',0) T 1= E(m-m',0),

Boylece

f mn T mn=f mnTf -m',—n
<f m-m’,0
=cekf m-m’

<E m-m,0 <E mm’

= f TL-birebir fonksiyondur.

i1) Tanimdan agiktur.

Teorem 46. M iiniter R-modiil ve E :MxM—L TL-kongriians bagmntist ise E TL-

modiil homomorfisidir.
Ispat: Tanim 42.den elde edilir.

Teorem 47. M,N iiniter R-modiiller, T sonsuz v-dagilimli t-norm olsun. Eger
f:.MXN—L TL-modiil homomorfisi ve AeFS(M,L) ise
f L(f(A))<A+Cekf
dir.

Ispat:
m,m'e M, n,n"e N,reR igin
fL(f(A)(M))= V F(A)N)TF(m,n)
neN

-V { v [A(k)Tf(k,n)]}Tf(m,n)
neN|LkeM

-V VvV AK)TE(k,n)TF(m,n)
neNkeM
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< v AK)TH(m-k,0)

= V' A(K)TCekf (m —k)
keM

= V. A(p)TCekf ()

p+g=m

= (A + Cekf)(m).

Teorem 48. F, N iizerinde TL-kongriians bagintis1 ve f :M—N E-F-genisletilmis R-

modiil homomorfisi, olsun. Bu durumda f* :MXN—L TL-modiil homomorfisidir.

Ispat:
f': MxN—L nn TL-miikemmel fonksiyon oldugu Teorem 21.den agiktir.
X,yeM,p,geN,xeR
f" x+y,p+q =F f x+y ,p+q
=Ff x +f y ,p+q
>Ff x,p T yq

f" ax,ap =F f ax ,ap =F aof x ,ap
>Ffa,p=f xp

elde edilir. Boylece f', Tanim 43’den T L-modiil homomorfisidir.
Teorem 48. ile TL-modil homomortfileri klasik anlamda modiil homomorfilerinin

genellemesidir. Ancak her TL-modiil homomorfisi bu sekilde yazilamayabilir.

Ornek 33. L, Ornek 4. ii) deki gibive ¢: Z X Z — L, g(x,y) = {ZL 22,2’] olsun.

i) g € F(Z X Z,EZ,,EZ;) TpL-modiil homomorfizmasidir. Ancak g = f* olacak sekilde

bir f:Z - 7 EZ, — EZ; genisletilmis modiil homomorfisi yoktur. Ciinkii g fonksiyonun
goriintii kiimesi {a, b} dir. Ancak f* m goriintii kiimesi {0,1} dir.

Ornek 34. M = {1,-1,i,—i}, (M,.) degismeli grup ve F Tp-denklik bagmtis



54

1 1 |6/10 | 3/10 | 4/10

-1 | 6/10| 1 |4/10| 3/10
i [3/10]4/10| 1 |6/10
-l [4/10 | 3/10| 6/10 | 1

tablosu ile verilsin.

) Eger M, Ornek 5. iii) ile R-modiil olarak almirsa F, Tp-modiil homomorfizmasidir.
i) Eger M, Ornek 5. ii) ile Z-modiil olarak alinimsa F, Tp-modiil homomorfizmasi
degildir.

iii) i) ile CekFve ResF fuzzy alt kiimeleri agagidaki sekildedir.

CekF(m) | 1 | -1 [ -i , ResF(n)=\/F m,n =1

1 | 6/10 | 3/10 | 4/10 meM

Teorem 49. E, F swrasiyla M ve N iizerinde TL-kongriians bagintis1 olmak iizere p1 ,

P2, €1, €2 TL-modiil homomorfizmalaridir.

Ispat: p; ve e1’nin T L-fonksiyon olduklar1 Ornek 22.de ifade edilmistir.
X, X,p,geM y,y'eN aeR

P Xy + X,y ,p+q =p, X+xX,y+y' ,p+Q

=E x+x',p+q

>E x,p TE X',q

=P, Xy .pTp X\y' .q
p, @ X,y ,ap =p, ax,ay ,ap =E ax,ap

2E x,p =p, Xy ,p

elde edilir. Boylece Tanm 43’den p, TL —mod Gl hom omorfizmasidir.
X, X\ y,yeM z,77eN aeR

e, Xx+X, v,z + Y,z =e Xx+X, y+y,z+7Z

=E x+x,y+y TF y+Vy',0
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>E x,y TE X,y TF y,0 TF y',0
=E x,y TF y,0 TE X,y TF y',0
=e, X, v,z Te, X, y,7
e, oX,a ¥,z =e, aX, ay,az =E ox,ay TF ay,0
>E x,y TF y,0 =¢, X, y,Z

elde edilir. Boylece e; Tanim 43’den TL-modiil homomorfizmasidir. Benzer sekilde p, ve

e2’nin TL-modiil homomorfizmas1 olduklar1 gosterilir.

Simdi klasik anlamdaki Homomorfizma teoremi bulanik mantiga tagimak i¢in gerekli

tanim ve teoremleri ifade edilecektir.

Tamim 45. [70] M R-modiil A € FS(M, L) olsun.
xeM igin x+A:M—>L x+A y =A x-y iletanimlanan

X+A L-alt kimesine A’nin denklik sinifi denir.

Teorem 50. [70] M R-modiil A € FS(M,L) ve A 0 =1lolsun. X,y € M i¢in

X+A=y+A=A xX-y =1

Teorem 51. [70] M R-modiil, A € FS(M,L) ve A 0 =1 olsun.

M/A= x+A |xeA kiimesizerinde
X+A + Yy+A = X+y +A
A X+A = X +A

islemleri alinirsa M/A R-modiildiir. Eger M R-iiniter modiil ise M/A da R-iiniter

modildir.

Teorem 52. A:M — L TL-alt modiil, ve A(0)=1 olsun. Bu durumda
E/A:M/AxM/A—-L E/A x+A, Y+A =A X-y

seklinde tanimlanan E/A, TL-kongriians bagntisidir.
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Ispat:

VX, Xy, Y1, Y, €AICIN X, +Ay, +A = X, +A)Y,+A olsun. Buradan
X, +A=X,+Avey +A=y,+Aoldugundan
A X,—X, =AYy, -y, =1dir.Boylece
AX =Yy, =AX Y, +X-X, 2A X, —X, TA X,-Y,
=TA X, =y =A X, =Y, =A X, =Y, +Y,— Y,
2A X,—Y, TA Y-y,
=A X, =Y, TI=A X,-Y,
VeA X, -y, =A X, =Y, +X, =X, =A X, =X +X,-Y,
>A X, X, TA X, -V,
=1TA X, -y, =A X, -V,
=A X, =Y, t¥Yi— Y,
=A X,=Y1+Y: =Y,
>A Xl_yl TA yl_yZ
=A x,-y, TI=A X, -y,

elde edilir. Buradan A X, -y, =A X,-Y, dir. Boylece E/A iyi tanimlidir.

E/A’nin TL-denklik bagintist oldugu agiktir.

x+Ay+Ax +Ay +AeM/Aolsun.

i) E/A x+Ay+A TE/A X'+A)y'+A =A x-y TA xX'—y'
<A X+X'— y+y =E/A Xx+X'+Ay+y' +A

i) E/A X+A)y+A =A x-y <A r x-y =A rx-ry
=E/A rXx+A,ry+A

elde edilir. Boylece E/A Tanim 43’den T L-kongriians bagntisidir.
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Teorem 53. (Homomorfizma Teoremi)
f:MxN—>L TL-6rten modill homomorfizmasi, f(0,0)=1 ve E/Cekf M/Cekf
tizerinde TL-kongriians bagintist olsun. Bu taktirde
f:M/cekfxN—>L , f x+Cekf,y =f X,y seklinde tanimlanan L-bagmtis1 bir
TL-modiil izomorfisidir.
ispat: f nin TL-fonksiyon oldugu agiktir.
X + Cekf = x"+ Cekf,y € Nolsun. Teorem50ile
Cekf x—x" =1=f x-x',0 =1Buradan
=f x-x',0 =1dr.
f x+Cekf,y =f x,y
=f x—x"+x',0+y
>f x-x',0 Tf X,y
=1Tf x",y =f Xy
f X'+Cekf,y =f X,y
=f X' —-x+x,0+y
>f x'-x,0 Tf x,y
=1Tf x,y =f X,y
=f x,y =f Xy
elde edilir. Yani f x'+Cekf,y =f x+Cekf,y olur. Boylece f iyi tanimlidur.
1) x+Cekf,x"+Cekf e M/Cekf,y,y" e Nolsun.
f x+Cekf,y Tf x'+Cekf,y’ =f x,y Tf X,y
<f x+x,y+y
=f x+X'+Cekf,y+Yy'
=f x+Cekf +x' +Cekf,y+y’
i) f o x+Cekf ,ay =f ax+Cekf,ay
=f ax,ay >f x,y =f x+Cekf,y
dir. Boylece f Tanim 43’den TL-modiil homomorfisidir. Ayrica yeN i¢in f TL-6rten

modiil homomorfisi oldugundan

Vf x+Cekf,y =\ f x,y =1 elde edilir.

XeM XeM
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elde edilir. Boylece f Tamim 34°den 6rtendir.
vx, X" e X, yeY igin
f x+Cekf,y Tf x'+Cekf,y <f x,y Tf X,y
<f x-x,0 =Cekf x—x'
=Egq¢ X+ Cekf, X'+ Cekf
elde edilir. Boylece f Tanim 34°den birebirdir.

Boylece f TL-modiil izomorfisidir.

Teorem 54. A:M—>L_E’ye genisletilmis TL-alt modiil (M,E), (W/A, E/A) TL-
kongriians bagmtilart ve A 0 =1 olsun. Bu taktirde

n:MxM/A—>L
T X,Y+A =A y-X

seklinde tanimlanan © fonksiyonu T L-miikemmel fonksiyonudur.

ispat

y+A=y'+A=A y-y =1dir.
Ay-x+y' -y =A y-y+y-x

>A y-y TA Yy —-x

=1TA y'-x =A y'—X
Ay-x+y-y 2A Yy -y TA y—-x

=1TA y-X
A y—-x =A y' —x elde edilir. Boylece r iyi tanimhdir.
T X,Y+A TE, Y+AY+A =Ay-x TA Yy -y

<A Y -X =1 X,y +A

7 Ea-genisletilmis T L-bagintisidir.
T X,Y+A TE x,x’ =A y—x TE x,x" >A y-Xx’
elde edilir. Boylece nTanim33’den E-genisletilmis TL-bagmtisidir. Sonug olarak © E-Ea
genisletilmis TL-bagntisidir.
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T X,Y+A Tn X,y+A =A y-Xx TA y'—X
=A x-y TA y' —Xx
<A Y-y =E, y+AY+A

elde edilir. Boylece m Tanim 34’den TL-kismi fonksiyondur.

T X,X+A =A X—-X =A 0 =1 oldugundan 7,

TL-fonksiyon ve miikemmel TL-
fonksiyonudur.

Teorem 55. A:M—L_ (ME) ve (M/A, E/A) TL-kongriians bagmtilar1 E’ye
genisletilmis TL-alt modiilve A 0 =1 olsun. Bu taktirde

n:MxM/A—>L
T X,Y+A =A y-X

seklinde tanimlanan =, TL-fonksiyonu, T L-modiil homomorfizmasidir
ispat:

i) Xy, X,y eM

n X, Y+A Tn X, y+A =A y—-x TA y' =X’
<t y+y — xX+X
=A X+X,y+y' +A
=A Xx+X,y+A+y +A

i) aeR xX,yeM

T oX,oo Y+A =A ay—-oxX 2A y—-X =1 X,y+A

elde edilir. Boylece m Tanim 43’den T L-modiil homomorfisidir.

Ornek 35. T=T_ t-norm ve R? iizerindeki TL-denklik bagmtis1 Ornek 26. daki gibi
verilsin. Bu taktirde f:R?xR?* — 0,1

fl XY 0 XY, |=1-min X, +y,— X, +y, |1 fuzzy bagmts, T -fuzzy

modiill homomorfizmasidir.
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Cozim:
T:0,1x01—> 01 xTy=max x+y-10 dir.
) f[ X,y +a,b Xy, + a,b, [=f[ x,+a,y,+b, , x,+a,y,+b, |

1-min [x,+a,+y, +b, — X, +a,+y,+b, [[1 ... *

[ %0y o %y, |TE[ a,b, , a,,b, |
= 1-min X, +y,— X,+Y, |1 T1-min |a,+b,— a,+b, [,1,0 e o
*>**oldugunu gosterelim. Daha basit islem yapmak igin

X, +y,=a a,+b, =c
X,+Y,=Db a,+b, =d alalim.

1-min ‘a+c— b+d ‘,1 >max 1- min a—b|,1 +min |[c—d|,1 ,0 dir.Gésterelim.

)[a—-b|=1,|c—d|>1 igin|a+c— b+d |>2olur.
1-1>max 1- 1+1 ,0 =0=>0
ii)Ja—b| <1, [c—d| <1ligin |a+c— b+d | <2olur.
0<‘a+c— b+d ‘S1:>
1-Ja+c— b+d |2max 1- Ja—b|+[c—d]| ,0
l<fa+c— b+d|<2=
1-1>max 1- [a—b|+|c—d| ,0
0>0
la—b[>1 ve |c-d|<1 yada
la—b[<1 ve |c—d|>1icin
max 1- 1+[c—d| ,0 =0 yada max 1- |[a—b|+1,0 =0
oldugundan *>** oldu.
) {1 x,y, .r Xy, [=f[ gty gy, |
=1-min |, +1y, = X, +1y, |1

=1-min ‘r X, +Y,— X, +Y, ‘,1

*>** gosterelim.
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Ir|=1igin dogru [r| <1 igin |r||x, +y,— x,+Y, | dir.
Irl|x, +y, = X, +y, |<Ligin

1—|r|‘xl+y1— X, +Y, ‘sl—min ‘x1+yl— X, +Y, ‘,1
Irl|x, +y, = X, +Y, |>1Licin

X, +Y,— X,+Y, |>1dir.Buradan1-1>1-1

elde edilir. Boylece f Tanim 43’den T-fuzzy modiil homomorfisidir.

Teorem 56. M,E, , M,,E, , N;,F , N, ,F, olmak tizere;
f:M xN, >L
g:M,xN, »>L
gxf : M;xM, x N;xN, —»>L
gxf X, X, ,y,Y, =f x,y, Tg X,,Y,
icin f ve g TL-modiil homomorfisi ise gxf TL-modiil homomorfisidir. Ayrica f ve g
miikemmel ise gxf de miikkemmeldir.
ispat:
X, XX, Xe e My, Y, €N
gxf  X,X%, , ¥,Y, T EXE, X,X,, X,X.
=[f Xy, 9 X,,y, |T[E; %% TE, x,,X. |
=[f x.y, TE, X, % |T[9 X,,y, TE, X,,x. ]
<f x.,y, Tg x.,y,
= gxf  x,X, y.,Y,

elde edilir. Boylece gxf Tanim 33’den E, x E, -genisletilmistir.

gxf X%, , y..¥, TExF vy.Y,, VY.,V
=[f x.¥, T9 XY, |T[F Yoy TR v, ¥ |
=[f x.v, TR vy |70 X,.¥, TR, ¥, ¥. |
<f x,y. Tg X,,Y.
= gxf x,X,, V.VY-

elde edilir. Boylece gxf Tanim 33’den F, x F, -genisletilmistir.
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X, X, € MY, Y, Y. Y €N
gxf  x,X, , ¥,Y, Tagxf X,X, , V.Y
=[f X,y T9 Xy, |T[f x.y. Tg X,,y. ]
fx,y, T x,y. 19 X,,y, Tg X,,VY.
<E yuy. TR y,.y.
= FxF [ VY. o Vo Vs ]

\ gxf [lexz v Yo Yo ]

v,y eYxY'

=\/f Xy T9 x5,

=\/f Xy \/9 Xy, =1

yeY

elde edilir. Boylece gxf Tanim 34’den T L-fonksiyondur.

i) gxf [x,x’ +aa , v,y + bb ]: gxf [ x+a,x'+a’ , y+by+b’ |

=f x+a,y+b Tg x'+a’,y'+b’

>[f x,y Tf a,b |T[g X,y Tg a’,b’ |

= gxf [ x,X', vy |[Tgxf[aa, bb ]
i) gxf [rxx ,ryy ]=gxf [ ;' ryry ]

=f rx,ry Tg rx’;ry’
>f x,y Tg X,y

= gxf [ x,x', yy |

elde edilir. Boylece gxf Tanim 43’den T L-modiil homomorfisidir.

Teorem 57. X/E, Y,Ff:XxY—>Lf T-LfonksiyonveT<Tise f, TL-

fonksiyondur.

Ispat:
i) Vx,X'eXveyeYicinf x,y TE x,x" <f x,y TE x,x" <f X|y
i) vxeXvey,y eYicinf x,y TF y,y <f x,y TF y,y' <f X,y

elde edilir. Boylece f Tanim 33’den E-F genisletilmistir.
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vx e Xvey,y eYigin
f xy T x,y <f x,y Tf x,¥

<Fvyy.
vi x,z =1

zeY

elde edilir. f Tanim 34’den T L-fonksiyondur.

Teorem 58. X,E , Y,F f:XxY —Lf, T-Lfonksiyonolsun.T<Tise f, TL-

fonksiyondur.

1spat:

i)

f x,y >2f x,y TE x,x’ = f x,y 1 T" ITE x,x’
>f x,y T1TI1I'E x,x
=f x,y TE x,x’

ii)

fxy >2f x,y TFyy =1 xy LT 1F v,y
>f x,y T1TITF v,y
=f x,y TF y,y'

elde edilir. Boylece f Tanim 33’den E-F genisletilmis TL-bagintidir.

VX e XveVvy,y eYigin
f x,y TF x,y = f x,y TL T 1Tf X,y

< f x,y LT 1Tf X,y

=f x,y Tf X,y <Fyy .
vi x,z =1

zeY

elde edilir. Boylece f Tanim 34’den T L-fonksiyondur.

Teorem 59. X,E , Y,F f: XxY —L f, T'—Lmodul homomorfisiT<T isef, TL-

modiill homomorfisidir.

ispat: f’nin TL-fonksiyon oldugu Teorem 57.da ifade edilmistir.
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VX, x'eX, y,yeY iginf x+x,y+y >f x,y Tt x,y' >f x,y Tt xy’
ivxeX,yeY,reRicin f rx,ry >f X,y

elde edilir. Boylece f Tanim 43’den TL-modiil homomorfisidir.

Teorem 60. X,E , Y,F f:XxY —=L f, TL-modil homomorfisiT<T ise f, T

L-modiil homomorfisidir.

Ispat: f'nin T L-fonksiyon oldugu Teorem 58.de ifade edilmistir.
i) Vx, X' e X, y,y' €Y igin
f x+x,y+y >2f x,y Tf X,y =f x,y L T 1Tf X"y’
> f x,y T1 T1Tf X,y
=f x,y Tf X",y
nvxeX,yeY,reR icin
f rx,ry >f x,y

elde edilir. Boylece f Tanim 43’den T L-modiil homomorfisidir.



3. IRDELEME

Cebirde Modiiller ve Modill Homomorfizmalar1 kavrami onemli yer tutmaktadir.
Modiillerin fuzzye aktarimi Negoita ve Ralescu [4], Maschinchi ve Zahedi [6], Katsaras ve
Liu [7], Yu[8, 9], Abu Osman [10], Das [11], Golan [12], Gu ve Lu [13], Lowen [14],
Lubczonok [15], Malik ve Mordeson [16], Mugandu [17], Pan [18-21], Yu [9], Zahedi
[22,23] yazarlar tarafindan ¢alisilmistir. Sasaki [42] ve Sidky [43], Fang [44], Chakraborty ve
Khare [45], Su-Yun, De-Gang, Wen-Xiang Gu, Wang [46], Sebastian ve Sander [47] fuzzy
Malik ve Mordeson [49], Yamak [50], Kazanci [51] ve Tang [52]’in fuzzy fonksiyon ve

cebirsel yapilar arasinda homomorfi kavraminmi fuzzy’e aktarmakta 6nemli katkilar1 olmustur.

Bu tezde bunlarin 15181 altinda oncelikle 1. boliimde genel olarak TL-alt kiime, TL-denklik

bagintis1 ve TL-fonksiyon kavramu literatiirden titizlikle verilmistir. ikinci Béliimde ise
Demirci [60] nin ortaya koydugu TL-fonksiyon kavramiyla TL-modiil homomorfileri tanimlari
incelenmistir. Ayrica Cekf ve Resf TL-altkiime olarak bu alana aktarilmistir.

Teorem 40. ile Cekf ve Resf TL-alt modiil oldugu gosterilmistir. Teorem 42.de TL-alt
modiillerin goriintli ve ters goriintiisiiniin TL-alt modiil oldugu gosterilmistir. Teorem 43.de
her modiil homomorfisinin TL-modiil homomorfisine genisletilebilecegi verilmistir. Teorem
45.de TL-modiilhomomorfisinin birebirligi ile gerek ve yeter sart ifade edilmistir.

Teorem 48.de her E-F genisletilmis modiil homomorfisinin TL-modiil homomorfisine
genisletilebilecegi ancak TL-modiil homomorfilerinin bu sekilde yazilmasinin miimkiin
olmadigidir. Bu Ornek 33.te goriilmiistiir. Teorem 52 bir TL-alt modiil yardimiyla béliim
modiilii tizerinde TL-denklik bagintis1 verilerek Ozellikle Teorem 55°de m, TL-modiil
homomorfisi elde edilmistir.Teorem 57, Teorem 58. ve Teorem 59’da 6zellikle T-normlarin
bu alanda 6nemli yer tuttu§unun bir gostergesi olarak gozlemlenmistir. Teorem 53’de

modiillerdeki homomorfi teoremi fuzzye aktarilmistir.



4. SONUCLAR

Lotfi Zadeh [1] tarafindan 1965 yilinda ortaya ¢ikan fuzzy kavrami giliniimiize kadar
bircok uygulama alani bulmustur. Uzun yillardan beri matematikteki fonksiyon kavrami bu
alana tasinmaya c¢alisilmaktadir. Hala fuzzy fonksiyon kavrami net bir sekilde bu alana
aktaritlamamistir. Mevcut tanimlarin ¢ogu klasik anlamda fonksiyon kavraminin Otesine
gecememistir. Son yillarda 6zellikle fuzzy denklik bagintilari ve L-fuzzy bagintilari
yardimiyla bu tanimlar iyilestirilmeye baslanmistir. Bu alanda Demirci [57], Sostak [54] ve
Hohle [53] gibi aragtirmacilar 6nemli katkilar saglamislardir. Fuzzy fonksiyon kavraminin

yerlesmeye baslamasiyla birlikte ozellikle cebirsel yapilarin bu alana taginmalari 6nem

kazanmaya basladi. Bu tezde TL-modiil homomorfi tanimi verilerek modiiller i¢in bilinen

Oonemli teoremler bu alana tasinmistir. Literatiirde mevcut birgok caligmanin bu tanimla

yeniden yapilandirilabilmesi bakimindan katkilar saglayacag: bilinmektedir.



5. ONERILER

Fuzzy fonksiyon kavrami son yillarda arastirmalara konu olmasi nedeniyle cebirsel
yapilar arasinda homomorfi kavrami fuzzy fonksiyon yardimiyla yeniden tanimlanabilir.
Ayrica fuzzy fonksiyon kavrami yardimiyla Demirci [60] ozellikle gruplarda ikili islem
tanimin1 vererek fuzzy grup yapisii gelistirmistir. Bu tanim diger cebirsel yapilara
genigletilerek TL-modiil homomorfisi veya diger yapilar arasinda homomorfik yapilar fuzzy
ikili islemler i¢in verilebilir.

Ikili islemin ve dis islemin fuzzy olarak tanimi, yapilan ¢alismalarm tekrar bu alanda
incelenmesi durumu dikkate alindiginda ¢ok biiyiik bir ¢aligma alan1 yaratacagi kesindir. Bu

tanim her tiirlii cebirsel yapilara uyarlanmasi bakimindan 6nemlidir.



6.KAYNAKLAR

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Zadeh L. A., Fuzzy Sets, Information and Control, 8 (1965) 338-353.

Nabiyev Vasif V.,Yapay Zeka:Problemler, Yontemler, Algoritmalar, 1, 1, Ankara :
Seckin yaymevi, 2003

Rosenfield A., fuzzy groups, Journal of Mathematical Analysis and Applications 35
(1971) 512-517.

Negoita, C.V. and Ralescu, D.A. Applications of Fuzzy Sets to Systems Analysis,
Birkhauser Verlag, Basel, Stuttgart: (1975).

Anthony, J. M. and Sherwood, H., Fuzzy groups redefined, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 69 (1979) 124-130.

Mashinchi M. and Zahedi M.M., On L-Fuzzy Primary Submodules, Fuzzy Sets and
Systems 49 (1992) 231-236.

Katsaras, A. and Liu, D. B., Fuzzy vector spaces and fuzzy topological vector spaces,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 58, (1977), 135-146.

Yu, Y. D., On the convex fuzzy sets, Fuzzy Math., 4, 2 (1984) 29-40.
Yu, Y. D., Fuzzy linear spaces redefined, Fuzzy Math., 4, 3 (1984) 59-62.

Abu Osman, M. T., On fuzzy vector spaces via triangular norm, Bull. Malaysian
Math. Soc. 9 (1986) 33-42.

Das, P., Fuzzy vector spaces under triangular norms, Fuzzy Sets and Systems 25
(1988) 73-85.

Golan, J. S., Making modules fuzzy, Fuzzy Sets and Systems, 32 (1989) 91-94.

Gu, W. X. and Lu, T., Fuzzy linear spaces, Fuzzy Sets and Systems, 49 (1992) 377-
380.

Lowen, R., Convex fuzzy sets, Fuzzy Sets and Systems, 3 (1980) 291-310.

Lubcznok, P., Fuzzy vector spaces, Fuzzy Sets and Systems 38 (1990) 329-343.

Malik, D. S. and Mordeson J. N., Fuzzy vector spaces, Information Sciences 55
(1991) 271-281.

Muganda G. C., Free fuzzy modules and their bases, Information Sciences 72 (1993)
65-82.




18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

70

Pan, F. Z., Fuzzy finitely generated modules, Fuzzy Sets and Systems 21 (1987) 105-
113.

Pan, F. Z., Fuzzy quotient modules, Fuzzy Sets and Systems 28 (1988) 85-90.

Pan, F. Z., The various structures of fuzzy quotient modules, Fuzzy Sets and Systems
50 (1992) 187-192.

Pan, F. Z., Finitely fuzzy value distribution of fuzzy vector spaces and fuzzy
modules, Fuzzy Sets and Systems 55 (1993) 319-322.

Zahedi, M. M., On L-fuzzy residual quotient modules and p-primary submodules,
Fuzzy Sets and Systems 51 (1992) 333-344.

Zahedi, M. M., Some results on L-fuzzy modules, Fuzzy Sets and Systems 55 (1993)
355-361.

Wang, Z. D., On L-subsets and TL-subalgebras, Fuzzy Sets and Systems 65 (1994)
59-609.

Yu, Y. D., L-subsets and L-universal algebras in: Advances in Fuzzy Theory and
Technology, Bookwrights-Independent Book Producers, North Carolina (1993)

Wang Z. D., Cheng S. C. and Yu, Y. D., TL-subgroups and Q-TL-subgroups, Fuzzy
Sets and Systems 78 (1996) 387-393.

Wang Z. D. and Yu Y. D., TL-subrings and TL-ideals, Part 2: Generated TL-ideals,
Fuzzy Sets and Systems 87 (1997) 209-217.

Wang Z. D. and Yu Y. D., TL-subrings and TL-ideals, Part 1: Basic concepts, Fuzzy
Sets and Systems 68 (1994) 93-103.

Wang Z., TL-submodules and TL-linear subspaces, Fuzzy Sets and Systems 68
(1994) 211-225.

Murali V., Fuzzy equivalence relations, Fuzzy Sets and Systems 30 (1989) 155-163.

Murali V., Fuzzy congruence relations, Fuzzy Sets and Systems 41 (1991) 359-369.

Samhan M., Fuzzy congruences on semigroups, Information Sciences 74 (1993) 165-
175.

Zadeh, L. A., Similarity relations and fuzzy orderings, Information Sciences 3 (1971)
177-200

Rosenfeld, A., Fuzzy graphs, in; L.A. Zadeh, K. S. Fv, M. Shimura(Eds.), Fuzzy Sets
and Their Applications, Academic press, New York, 1975




35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

71

Tamura S., Higuchi S. and Tanaka K., Pattern classification based on fuzzy relations,
IEEE Trans. Systems Man Cybernet. 1 (1971) 61-66.

Yeh R.T. and Bang S.Y., Fuzzy relations, Fuzzy graphs and their applications to
cluster analysis, in; L.A. Zadeh, S. Fu, M.Shimula (Eds.), Fuzzy sets and Their
Applications, Academic press New York, 1975

Kuroki N., Fuzzy congruences and fuzzy normal subgroups, Information Sciences,
60 (1992) 247-259.

Filep L. and Maurer 1., Fuzzy congruences and compatible fuzzy partitions, Fuzzy
Sets and Systems 29 (1989) 357-361.

Dutta T.K. and Biswas B.K., Fuzzy congruence and quotient semiring of a semiring.
Fuzzy Math. 4 (1996) 737-748.

Dutta T.K. and Biswas B.K., On Fuzzy Congruence of a Near-Ring Module, Fuzzy
Sets and Systems 112 (2000) 343-348.

Kim J. and Bae D., Fuzzy congruences in groups, Fuzzy Sets and Systems 85 (1997)
115-120.

Sasaki M., Fuzzy functions, Fuzzy Sets and Systems 55 (1993) 295-301.

Sidky F.1., t-fuzzy mapping, Fuzzy Sets and Systems 76 (1995) 387-393.

Fang J. X., Fuzzy homomorphism and fuzzy isomorphism, Fuzzy Sets and Systems
63 (1994) 237-242.

Chakraborty A. B. and Khare S. S., Fuzzy homomorphism and f-fuzzy subgroups
generated by a fuzzy subset, Fuzzy Sets and Systems 74 (1995) 259-268.

Li S. Y., Chen D. G., Gu W. X. and Wang H., Fuzzy Homomorphisms, Fuzzy sets
and Systems 79 (1996) 235-238.

Sebastian S. and Sander S. B., Fuzzy Groups and Group Homomorphisms, Fuzzy
Sets and Systems 81 (1996) 397-401.

Choudhury. F.P., Chakraborty A. B. and Khare S.S., A note on fuzzy subgroups and
fuzzy homomorphism, Journal of .Mathematical Analysis and Applications 131 (2)
(1988) 537-553.

Malik D.S. and Mordeson John N., Fuzzy homomorphisms of rings, Fuzzy Sets and
Systems 46 (1992) 139-146.

Yamak, S., Fuzzy Cebirsel Yapilart ve Gruplarm Fuzzy Gosterimleri, Doktora Tezi,
KTU Fen Bilimleri Enstitiisii, Trabzon, 1995.



ol

52.

53.

4.

55.

56.

S7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

72

Kazanci, O., Modiillerin Fuzzy Carpimi ve Es Carpimmin Bir Karakterizasyonu,
Doktora Tezi, KTU Fen Bilimleri Enstitiisii, Trabzon, 1995.

Tang J., Invertibility of Morphisms in the Category of L-Fuzzy Left R-Modules,
Fuzzy Sets and Systems 105 (1999) 503-507.

Hohle U., Porst H. and Sostak A., Fuzzy functions: a fuzzy extension of the category
SET and some related categories Applied General Topology 1 (2000) 115-127.

Sostak A. P., Fuzzy Functions and an Extension of the Category L-Top of Chang-
Goguen L-Topological Spaces, Proceedings of the Ninth Prague Symposium, pp.
271-294, Topology Atlas, Toronto, 2002

Kim H. S., Monk B. and Neggers J., On pseudo-fuzzy linear mappings, Information
Sciences 177 (2007) 897-905.

Demirci M., Fuzzy Functions and Their Fundamental Properties, Fuzzy Sets and
Systems, 106 (1999) 239-246.

Demirci M., Fuzzy Functions and Their Applications, Journal of .Mathematical
Analysis and Applications 252 (2000) 495-517.

Demirci M., Gradation of being Fuzzy Function, Fuzzy Sets and Systems 119 (2001)
383-392.

Demirci M., Fundamentals of M-vague Algebra and M-Vague Arithmetic
Operations, Int. J. Uncertainly, Fuzziness Knowledge-Based Systems 10, 1 (2002)
25-75.

Demirci M. and Recasens J., Fuzzy Groups, Fuzzy Functions and Fuzzy Equivalence
Relations, Fuzzy Sets and Systems 144 (2004) 441-458.

Demirci M., Product Elements in VVague Semigroups and Their Implementations in
Vague Arithmtic, Fuzzy Sets and Systems 156 (2005) 93-123.

Klement E.P., Mesiar R. and Pap E., Triangular Norms. Position Paper I: Basic
Analytical and Algebraic Properties, Fuzzy Sets and Systems 143(2004) 5-26.

Klement E.P., Mesiar R. and Pap E., Triangular Norms. Position Paper Il: General
Constructions and Parameterized Families, Fuzzy Sets and Systems 145 (2004) 411-
438.

Klement E.P., Mesiar R. and Pap E., Triangular Norms. Position Paper III:
Continuous t-Norms, Fuzzy Sets and Systems 145 (2004) 439-454.

Pap, E.; Mesiar, R. and Klement, E. P.; Triangular Norms, London, 2000

Birkhoff, G., Lattice Theory, American Mathematical society, Providence, Rhode
Island 1967



67.

68.

69.

70.

73

Mordeson, J.N. and Malik, D. S., Fuzzy Commutative Algebra, World Scientific
Publishing Co., Singapore, 1998

Hungerford T., Algebra, Springer-Verlag, Newyork USA 1974

Kaufmann A., Introduction to the Theory of Fuzzy Subsets, Volume I, Academic
Press, London, 1975

Gang C., Properties of the T-fuzzy factor groups, Fuzzy Sets and Systems 99 (1998)
187-192.



OZGECMIS

Umit TERZIOGLU 07.01.1977 yilinda Rize’de dogdu. Ilkogrenimini Rize Istiklal
Ilkokulunda okudu. Orta 8grenimini Rize Anadolu Lisesinde tamamladi. 1995 yilinda girdigi
Mimar Sinan Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinii 1999 yilinda bitirdi.
1999 yilinda KTU Rize Fen Edebiyat Fakiiltesine arastirma gorevlisi olarak atandi. Ayni yil
KTU Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Boliimiinde yiiksek lisans egitimine basladi. 2002
yilinda yiiksek lisansinmi bitirip ayni Enstitiide Doktora programina bagladi. 17 Mart 2006
tarihi itibariyle Rize Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesinde arastirma gorevlisi olarak
calismaktadir.

Umit TERZIOGLU 2007 yilinda evlendi. Artik DENIZ soyadini kullanmaktadir.



