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OZET

Bu calsmada; dncelikle n boyutlu benzerlik d@iinlerinin B(n) grubu ve bu grubun
SB(n), LB(n), SLB(n), H(n) LH(n) gibi dnemli altgplari ifade edilmgtir. Bu gruplarin
n=1 ve n=2 icin G- yorungeleri bulungtwr. n = 2 durumunda benzerlik gruplarinin
en 6nemli alt gruplari olan LB(n) ve B(n) gruplain invaryant rasyonel fonksiyonlar ve
bu invaryant rasyonel fonksiyonlarin Urete¢c kimeddde edilmstir. Ardindan 1 boyutlu
lineer uzayda, yani R de verilen iki ayri noktstemlerinin LB(1) ve B(1) denklikartlari
ve R? de noktalar sisteminin LB(2) ve B(2) denkii#rtlar incelenmitir. Boylece, nokta
sistemlerinin invaryantlari, LB(2) ve B(2) invaryamasyonel fonksiyonlarin urete¢
kimeleri ile verilerek iki sistemin birbirine benzeolup olmadg kolayca test

edilebilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Invaryant, Benzerlik Dongiimi, Benzerlik Grubu, Homoteti,
Benzerlik Geometrisi.



SUMMARY

The Complete System of Point Invariants in the &ilarity Geometry

In this study, first of all, the similarity group(n) and its important subgroups
SB(n), LB(n), SLB(n), H(n), LH(n) are introduced the dimension n. The G- orbits of
each mentioned subgroups of the similarity group)B{re studied and sketched in the
dimension 1 and dimension 2. In addition, invarigtional functions and their generator
sets for the most mentioned subgroups of the gBfapin dimension 2 are obtained. The
LB(1)- and B(1)-equivalence conditions are investiégl for given two-point systems in 1-
dimensional linear space R. Later the LB (2) &¢#)- invariant rational functions and
their generators are obtained. Then the LB(2) aif#)-Bequivalence conditions are
investigated for given two points systems in elsional linear space’RSo any two

systems can be tested easily using LB (2) and B{2®riant rational functions.

Key Words: Invariant,Similarity Transformation, Similarity Qup, Homotethy, Similarity
Geometry.
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|. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Benzerlik ve farklihk kavramlari insaglunun varoldgundan bu yana hep ilgi
duydusu kavramlar olmgtur. Oyleki zaman zaman yeni bir kavrami, hep benze
kavramlarla ilgkilendirmis ya da onceden bilinen g kavramlar arasindaki farki
gozlemleyerek grenme yolunu secrstir.

Matematikte benzerlik kavraminin kullaniimasi iseski yunan matematikgisi Oklid
[1] zamanina kadar uzanir. Bu zamanda benzerlikakay esasen oranlagieolan sayilar
icin kullanilmistir.

Invaryant teori alanindaki geftnheler 19. yuzyilin ikinci yarisina dayanir. Bu
calismalarin temelinde R[)ﬂe-invaryant fonksiyonlar halkasinin sonlu Ureteclup

olmadginin incelenmesi problemi vardir. Bu problem ilkfalel860 I yillarda binary
formlar icin verilmgtir. 1900 de David Hilbert, Paris’teki uluslararakonferansta

sund@gu 23 problemden 14. sinde , bu Ureteclerin ne zaswerhu olmasi gereldi

problemini ortaya koymgiur. Daha sonra 1962 de M. Nagaﬂﬂe- nin, G- nin lineer
reduktif olmasi keulunda sonlu Uretecli olgunu gostermiir. Lineer reduktif olmayan G
grublari icin R[x]G nin sonlu dretecli olabilmesinigartlari da Khadjiev D. [2] ve

Grosshans F. [3] camalarinda verilmytir.

Invaryant teorinin gejimi matematgin farkli alanlarini etkilengtir. Felix Klein'e
gelinceye kadar, sadece bellishageometriler bilinmekteydi. 1872 de F. Klein ,|&rgen
programi ile grup kavraminin geometrilerin dneydpi taglari oldusunu goésternstir.
Buna go0re benzerlik geometrisi, benzerlik dgimileri grubu ve altgruplarinin
invaryantlar teorisidir. Yani, bu geometride ikeslan birbirlerine denktir, ancak ve ancak
geometriyi olgturan dongim grubundan 6yle bir dosiim alinabilir ki elemanlardan
birini digerine dongtdrir [4]. Bu acidan benzerlik geometrisine ait 1gahblar
yapiimamgtir. Acl, benzerlik orani, ¢capraz oran gibi invarilar incelense de invaryant

teori acisindan tam bir inceleme yapiimgtmi



Oklid, Elements adli,13 kitaptan ean eserinde 1. ve 6. kitaplarinda benzerlik
donsUmunu dgil, benzer G¢ggen yada benzer ¢cokgen tanimini warmBu tanima gore
karsilikli acilar ait veya kenar uzunluklari orantili olan Ug¢genleenter t¢gen denir.
Gunumuzde benzerlik dogiima, keyfi iki noktayi, aralarindaki uzagin k kati uzaklikta
iki noktaya dongtiiren déngum olarak tanimlanmaktadiiki ticgenin benzewdi ise, bu
tcgenlerin noktalarinin denkliile verilmektedir. Yani iki i¢ggen benzerdir ancai ancak
bir benzerlik donglima bulunabilir dyleki, ticgenlerden birinigdirine dongturdr. Burada
su soru sorulabilir: iki G¢cgen hangi &dlarda birbirine denktir? Bu kollara benzerlik
kosullari denir. Oklid, bugunki anlamiyla, tcggenlefienzerlik kgullarini benzerlik
tanimi olarak vermgtir. Burada bir noktaya dikkat etmek gerekir. Banzerlik dongimin
analitik ifadesini net olarak verebilmek icin en iz noktaya ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu
tanimi bir nokta ile vermek gerekirse, yani dgiimi, bir noktayr nasil bir noktaya
donistirmeli ki bir benzerlik don§iimi olsun? sorusunun cevabi verilmek istenirseetezd
elde edilen Sonug¢ 28 in kriterleri, bu anlamda taimim kriteri olarak verilngi olur.
Benzersekilde bir lineer benzerlik dogimii icin de tezde verilen Onerme 58 in kriterleri
alinabilir.

O(n) grubu icin noktalarin tam invaryant sistemt897 de E. Study vergtir. Daha
sonra bunu Hermann Weyl ggirmistir [5]. 1988 de, Djavvat Khadjiev, R. Aripov tim
Oklid hareketlerinin grubu E(n) icin bu problen@izgnistir [6].

Daha sonra Weyl gosterimleri cok site alanlara uygulanmaya bamistir.
Biyolojide bakterilerin siniflandiriimasindan, imsarin kavramlari algilama problemlerine
kadar bir cok alana bu uygulamalar gtetiimistir. Ornesin, E. Cassier [7],
transformasyon grubunun invaryantlarini, algisarakeerizasyonlar olarak versgtir.
Daha sonra Hoffman [8,9] Lie transformasyon gruple Lie cebirlerine dayali olarak
algi teorisini gektirmistir. Bunlari Chan & Chan [10,11] ve Leyton [12ki@ etmistir.

Mekanikte benzerlik kavrami daha c¢ok boyutsal ianalgalsmalarinin
gelistiriimesinde kullaniimgtir. Boyutsal analiz, oran, aranti, benzerlik giaivramlarin
fizige gengletime cabalarindan ortaya ciktir. ilk defa 1638 de Galileo tarafindan,
verilen bir materyalin sinlarinin kuvvetini tahmin etmekte kullanilghr [13]. Diger
uygulamalari 1686 da Mariotte ve Newton tarafindanimistir [13]. Ancak butin fiziksel
niceliklerin, bir takim temel birimler tiriinden da edildgi ve fiziksel sistemlerin b&a
bir fiziksel sisteme dondlirilmesinin, ancak bu temel birimlerin birbirlesin
donisturdlmesiyle mamkin olabilegai ilk defa 1822 de Fourier ifade etgtir [13] [14].



Bdylece birimlerin dgisimiyle radyoaktif iIsinmayi goz 6ntine almazsak Wigii ktirenin
sasumas! ile yer kirenin gomasinin  ayni analitik formulle verilebileggi
gostermgtir[13]. 20. yuzylla gelindiinde bu alana katki gkyanlar arasinda Birkhoff
[13], Bridgman [15], Sedov [16], Langhaar [17] dailir.

Uygulamada Kuun [18], Yaprak [19] gibi 6rneklerden de anlacasl gibi 6zellikle
haritalarin elde edilmesi igin, merkezi Amerika lalunan NAVSTAR GPS sisteminden
elde edilen datalarin tlke koordinatlarina dgitillmesinde; S. Ozer [20] 6rgiedeki gibi
nonlineer dgilan dalgalarin incelenmesi icin Korteweg-de Vriegnkleminin adi
diferensiyel denkleme indirgenmesinde; Kai tai F§2ij, L X Wang [22] cakmalarina
gore parmak izlerinin analizinde; Martin DresneB][2den gorilebilegg gibi, ugakla
seyahat eden yolcularin tercih ve profillerinin beriklerinde; Horikawa [24, 25]
orneklerinde oldgu gibi goruntt gleme ve Pattern Recognition sireclerinde ve daka pe
¢cok alanda benzerlik dogimleri kullaniimaktadir. Literatirde benzerlik d@dinleri
incelendginde 6zellikle homoteti dérgtmlerinin farkli tanimlandgn goraltr.

Oklid uzaylarinda tanimlanan homoteti dgininii (Coxeter [26], Smith [27], Niculin
[28] ) gibi bazi kaynaklarda, tezde LH(n) grube vlerilen “lineer homoteti” déumu
biciminde tanimlanmtir. (Gray [29] , Cox and Kruskal [30, 31] ) gibazi kaynaklarda

Literatiirde ayrica non lineer benzerlik diye ddaadirilan topolojik benzerlik
kavrami vardir. Bazi ¢gimalarda bu kavram “dissimilarity” ya da “D- simiiig’ olarak
da adlandiriimaktadir. Bu konudaki gebilgi, Jiawei [33], Cappell [34], Rham [35] ve
Kuiper [36] da mevcuttur.

Sosyal psikolojide de benzerlik, insanlar aras)mdaranglar, deserler, ilgi alanlari,
kisilikler bakimindan birbirine ne kadar yakgh bulunmasi olarak tanimlanmaktadir. Bu
konu hakkinda daha detayl bilgi Berscheid [37[mitB [27], Kubitschek [38] ve Elliot
[39] de yer almaktadir.

Bu tezde,

1-R ve R de Benzerlik grubu ile 6nemli altgrubunun yérilegein bulunmasi,

2-R ve R de bulunan altgrublar icin invaryant rasyonel fsighnlar cisminin tretec
cumlelerinin bulunmasi,

3- R ve R de noktalardan of@n iki sistemin bu grublara gére denklik problemini

¢c6zlilmesi temel problemleri incelenecektir.



1.2. Oklid Uzayi

R reel sayilar cismi olsun.

Tanim 1: E bir reel vektor uzayl olmak Uzere birp:EXE - R donumu
asagidaki aksiyomlari sgasin:

1. ¢ bir bilineer form yani[Ix,y,zO E ve O R igin

o(x+y,z)=¢(x,z¥¢ (y.2)
o(x,y+ 2o (X y)roé (x,z)
O(Bx,y)=o(xBy)=Bd (x,y)

2.¢ simetrik form yani,[Ox,y O E icin
o(x,y)=0(y,x.
3.¢ pozitif tanimli yani,Ox O E igin
¢(x,x)=0 ve ¢(x,x)=0 < x=0.
Bu sekilde tanimlanan ¢ : EXE — R donumine E de bir skaler (i¢) carpim denir. E

uzayina da bir ic carpim uzayi denir ve (d¢,) ikilisi ile gosterilir. ¢(x,y) de kisaca
(x,y) ile gosterilecektir.
Ornek 1: R detoplama glemi herx=(x,% ....% , Y=(¥%,¥% ...} ,OR" icin,

+IR"™XR" - R, X+Y = (X% 0% F (VYo on ¥ (X H Y %+ Vo un X+ Y
ve skalerle carpmalemi,

AMIRxR' - R, AX= A (X% X S (AXAX, W A X )

ile tanimlansin. Byekilde tanimlanan toplama ve skalerle carpghamleri altinda R",

n

n boyutlu reel vektdr uzayini gz onine alalim. dlar tanimlanan (x,y} :=Z>§y

i=1
standart ic carpim dégiimu i¢c carpim aksiyomlarini gar. BéyleceR" sonlu boyutlu bir

i¢ carpim uzayidir.

Omek 2: [0, OR olsun. [0,1] de tanimli tim strekli reel fonksiar lineer

uzayi C[0,] olsun. Bu uzaydaf g0 C[0]] icin

1

(f.,g) :=j f(t)g(t)dt (1)

0



biciminde tanimlanan ifade bir i¢ garplmdﬁ[o,]] uzayi da bir i¢ ¢carpim uzayidir. Ancak

sonlu boyutlu dgildir.
Tanim 2: Sonlu boyutlu i¢ carpim uzayina OKklid Yzdenir.

Orek 1 de tanimlanax,y) =) xy standart i¢ carpim dégiimi ile R" bir
i=1

Oklid uzayidir.

Tanim 3: Ber [F:E, - E, donimul lineer izomorfizm vellx,y UE; igin

¢,(F(x),F(y))=0¢,(x,y) olacak sekilde bulunabilirse(E,,¢,) ve (E,.¢,) 0klid
uzaylarina izomorfdur denir.

Teorem 1: n boyutlu keyfi iki 6klid uzayi birba@ izomorfdur [44, s. 57].
Not: Farkli boyutlu 6klid uzaylari izomorf didirler.

Sonug¢ 1: n boyutlu keyfi 6klid uzayr" ye izomorfdur.
Bundan sonra 6klid uzayi denigghide (R", ¢ ) algilanacaktir.

Tanim 4:R" 6klid uzayindax OR" i¢in <x,x> sayisina x vektorinin normu denir
ve || ile gosterilir.

Lemma 1 :[45, s.163].R" de tanimlanafx| = m ifadesi,su aksiyomlari (norm
aksiyomlari) sglar:

1|4 =0ve|¥=0- x= 0 OxJ R

2=l . X0 R AD R

3 x+y<A+[o . Dx ¥y R

Tanim 5: R oklid uzayindax vey iki vektor olsun. Ber (x,y)=0 isexvey
vektorlerine ortogonal vektorler denir wel y biciminde gosterilir.

Tanim 6:R" 6klid uzayinda sifirdan farkli k tane vektérdensah
{x.%,...x} O R sistemi verilsin. Eer heri,j = 1.,k icin i# ] olmak tzerex O x

ise ,{X,%,....x} sistemine ortogonal sistem denir.

Tanim 7:{x,%,,...,.X} O Rvektor sistemi verilsinA, A,,...A, O R olmak uzere,

k
A FALX+ LA X :Z)\i X  vektorine  X,%,...,Xx Vvektorlerinin lineer toplami
i=1

(lineer birlesimi ) denir.



Tanim 8{x,%,,....x} O R olsun. Ber, \, OR,i=1....k igin
AX FA X+ AN % =0 iken A =A,=..=A =0 ise {x,%,..,x} 0 R sistemine
lineer b&msiz denir.

Teorem 2: [45, s.167].gEr,{x1,x2 )g} O R ortogonal vektorler sistemi ise

"
=X %" dir. (Pisagor Teo.) (2)
i=1

k
%
i=1

Teorem 3: [45,5.135]{x,%,....x} O R ortogonal vex # 0= 1.k ise sistem

lineer b&msizdir.
Tanim 9: {x.,%, ,....x} O R sistemi verilsin. Eer, i,j = 1...,k icin <>g ,xj>:23Ij ise
bu sisteme ortonormal sistem denir,

Teorem 4: [45, s.172] Keyfi Oklid uzayinda ortomal taban mevcuttur.

Teorem 5: [45,5.176] Keyfi ortonormal sistem, adonal tabana kadar gelati-
lebilir.

Teorem 6: [45, s.167]V bir i¢ carpim uzay! ve{xl,x2 ..... qg} 0 V de ortonormal

vektorler ise /[7x/[7Vigin

(x, %) <[ A*  (Bessel ftsizligi) 3)

k
i=1

dir.
1.3. Gram Matrisi ve Gram Determinanti

R" de {x.,....%} keyfi vektorler sistemi verilsin.

Tanim 10:ki vektor arasinda tanimlanan i¢ (;arpqtﬁ olmak Uzere,

(%) o (X0%)
G(X,..x F| : (4)

<xk.,>s> - <>&.,>&>

matrisine{x,...,} sisteminin Gram matrisi denir.



Tanim 11: Gram matrisinin determinantina{x,,...%} sisteminin  Gram
Determinantdenir ve detG(x ,...,x ile gosterilir. Yani,
Oux) e (60%)

. : (5)
(X%) - (X0%)

dir.
simdi, {x,....%} R de bir vektor sistemi olsun.

% = (K% ) Xi X e X
X2=(X21 """ in olmak uZere’ X':12 X:22 )%2 matrisini ||X1 ..... )&” ile
X = (Xg yeeer Xy ) Xn %n o Ka

gosterelim.

Onerme 1:x,...,.% ve V,,...,.Y, , R" 0klid uzayinda vektorler olsun. Bu takdirde,

(W) (6
ety ez 5 (6)
(%% (% W)

dir. Burada,|x,,..., x| matrisi, |x,,...,x| matrisinin transpozudur.

Ispat:
Xy Koy oo Ka) (Y Yo o Y
cee y y cee ym
L PEE R S ]
Xln X2n an yln y2n ymn
iZ:l:Xli-ij ;Xl'){]i <X1’y1> <X1'¥n>
” S (%) O% )
LX% LA
R' de {x,..Xx} sistemini goz o6ntne a@imizda |x.,...%|  matrisinin



Sonug 2:  [x.,..x][y...y=] i - : (7

dir.

Ispat: (6) dam =k =n alinirsa,

(¥ e (W)
bl =]
() = (%)

olur. Buradan determinanta gecersek,

(o) (%)
- =def(|x ot |y )= x oK) bty )

<xn.,yl> (06

elde edilir.¢
Sonug 3: x,,...% 0 R icin detG(X ,...x ¥ [%,-x%] (8)
dir.
Ispat: (7) dey,,...,y, yerine x,...,%x alinirsa ispat cok agiktie
Onerme 2:x,...,x, 0 R olsun.
1) detG(X,...5 =0, 0x,...x, 0 R ; 9)
2) detG(X,....5x =0 = {x,...,x} sistemilineer bamidir. (10)

Ispat: Bu 6nermenin ispatini @rumda inceleyelim.

i) m=n olsun.

1) detG(X ,....x =[%,..x] 20 aikardir.



lineer toplamseklinde yazmak mumkundir. Gengilbozmadan k = n alabiliriz. Bu

durumda,
X =B+ AR (11)
yazilabilir. (5)te  k=n alirx, yerine (11) ifadesini yazarsak;

(%.%) (%.%)
AetCOt X ¥ (X1 %) (% %)
B+ B %) o (Buaxt FB X 1Y)
(%.%) (%.%)
(Xa%) (%1 %)
B )+ By (X %) o By X0+ AB o Xy ¥
=0

bulunur. Son satiri ger satirlarin bir lineer toplami oldundan sonug sifirdir.
i) m>n olsun. Yani n boyutlu uzayda n dexhd blyik sayida m tane vektor
olsun.

1- Bu durumda m tane vektor hersitwla lineer baimhdir.

2-{x.,...,%} lineer b&iml oldugundan, m = n durumunda yapmiz gibi , n
yerine m almak suretiyle benzer bigcimaket G(x ,...,x =0 oldgu goruldr.

i) m < nolsun{x,...,x,} vektorlerinin lineer baimsiz olmasi durumunda
{%....%} vektorleriyle Uretilen alt uzayr W ile gosterelitv O R'dir. W, (x,y) i¢

carpimina goére bir 6klid uzayidir. Keyfi 6klid uzaR™ ye izomorfdur ve i¢ carpimi korur.
Yani [F :W - R" birebir ve o6rten dyleki,
(XY =(FO)F(Y) (12)
dir. (5) ifadesindedetG(x ,...,x Vi alir ve (12) ifadesini kullanirsak;
(FOOFX g - (FOOLFO Yo
: . : = : : (13)
(XX K] (FOGLF ) - (FO L F % Y

bulunur. Determinanta gecersek;

(X (X%
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Oexhy o (8%
detG(X ,...x 2=| :
Ot (KXo

(FOOFO ) - (FOOLFOS Y

(F(X ) F(X D = (F(%, ) F (%, Yo
oldugu goruliur. Boylece
detG(x ,...x ) =detG(F(x ),....F(¥ M (14)
elde edilir.Simdi ispata gecelim.
1) m boyutlu uzayda m tane noktanin gramrdatentinin sifir veya pozitif

oldugu m = n durumunda gosterilgi Yani, detG(F(x ),....,F(x ). =0 dir.
(14) ifadesindendet G(X ,...,x ) =0 dir.

2)=:detG(%,...x =0 olsun.{xl,...,>gq} vektorlerinin lineer bamli oldugunu
gosterelim. Farz edelim Kix,,...,x,} lineer b&gmsiz olsun. Bu durumda yukarida
verildigi gibi bir izomorfizma vardir ve (13), (14}idikleri saglanir. {xl ..... )g]} lineer
bagimsiz ise{ F(x, ),....,F(%, } R" de lineer baimsizdir. detG(F(x ),...,F(x )¥0
olur. Bunun sonucunda (14) ifadesindeet G( X ,..., X ¥ 0 bulunur ki bu bir cefiidir.
Yani, detG(X ,....5 =0ise{x,...,x} vektorlerinin lineer baimlidir.

O:Tersine{x,,...x} lineer b&ml iken detG(x,...x =0  oldgu yukarida
diger kasullarda verildgi gibi benzerekilde gosterilir ¢

Onerme 3: X, ¥l R" icin

1) [(x.y)| <A ]y dir ( Schwarz ssizligi )

2 |ay)|=[A | dir. = xvey lineer baimdir.

ispat: 1- detG(x,y):‘<X’X> (%Y >0

(v (y.y

dir yani,

(1) {y 3= ( ¥ 20

elde edilir. Buradan,



11

() <(x} (.Y

dir. iki tarafin karekoki alinirsa,

o=

bulunur.

2- Onerme 2 ye gore,

=0 < xvey lineer bamhdir. Buradan

detc(uyr 7 (Y

(x,y)*=(x,% { v,y dir. Gitli gin her iki yaninin karekok alinginda oGy =1 1 o

dir « xvey lineer baimlidir.e

1.4. izometriler ve Lineer izometriler

1.4.1. O(n) ve E(n) Gruplari

Tanim 12:R" 6klid uzayindax,yd R' vektorleri verilsin.

d(x,y) =] x|
reel sayisina vey vektorlerinin ug noktalari arasindaki uzaklik deni
Tanim 13: ( X, d ) metrik uzay v€&€ : X - X olsun. EBer keyfi x, y X igin
d(F(x),F(y))=d(x,y iseF ye bir izometri denir.
Ornek 3: R" de 6teleme doriimi bir izometridir.
x OR" ve keyfi a0 R"igin F(x)=x+a donumi bir 6teleme dogamuddr.
x, yO R"igin
d(F(x),F(y)=d(x+ay+ aF|y a (¢ &)=| v [k d(xy
dir. ¢
Ornek 4: R® de dénme hareketi bir izometridix=(x,%) , X' =(x",% )0 R olmak
lizereF :R? - R?, F(x)=x doniumi R de bir ddnme hareketi tanimlar. Burada
e oo = IFI=1
dir.
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F(x) - F(y)=x-y'=(x"-Y%"%"-y) ve,
x'-y," = xcoP- x sif- ycB+ y spr (x ,y)Bs [x ,y )Bi}v
XY, = X coP+ xsifi- y cdd- y sE (¢ Ly )dBs X,y )BIr

olur. BuradanF (x)- F(y) = F(x- y) =||F(X)~ F(y)| =] F(x= )| =| x- { dir. Buna gére
F izometridir.+
x'=(x)x,)

x =(x1,x2.:'

F

Sekil 1. O(2)- yoringede donme hareketi

Ornek 5: Birim donistm bir izometri dongtimudiir: [|I(x) =1(y)| =[x —y| ¢

R" uzayinda tanimli tim izometrilerin cimlesini g (ile gdsterelim.

Onerme 4: £, R OlIs (n) ise Fve R donGgumlerinin bileskesi F o F, O Is (n)
dir.

Ispat: x,yO R" keyfi olsun.

d((ReR)(x).(Re K)(y))= d(R(R(x)),R(R(y)=d(R(x),KR(y)) = d(x,y)
oldugundan F o F, OlIs (n) dir. ¢

Sonug 4: (Is (n)e) fonksiyonlarin bilgke islemine goére birimli yari gruptur yani
monoid dir.

Ispat: I, R, F30 Is(n) olsun.

(Fe(ReR))X)= K (R (E (X)) =(FR-E)RX)= ((Fe By RE)(X
asosyatif oldgu goraltr. Birim dongim izometri oldgundan birim elemani var. Boylece

(Is (n), o) monoiddir.«
Onerme 5: KeyfiF : R" — R" izometrisi birebirdir.

Ispat:x , yO R" vex #y olsun. Gostermemiz gerekeR(x) #F(y) oldugudur.
Farzedelim ki ~ F(x) = F(y) olsun. Bu durumdal(F(x),F(y))=| F(y)} F(x|=0
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olur. F izometri oldgundand(F(x),F(y))= d(x,y)}| y k=0 olur. Buradany — x =
0 ve x=y elde edilir. Bu ise bir gdidir.O haldeF(x) = F(y) olamaz. Boylecé(x)
#F(y) dir veF birebirdir. ¢

Tanim 14: V ve W iki vektér uzayr veT :V - W dongumi verilsin. EBer

Ov,,v, OV vektorleri ve hewr, B skalerleri igin

T(av+Bv, )=aT(y FBT(Y ,
ise T donumune bir lineer donsiim denir.
Tanim 15: F izometri ve lineer dagniim ise, F ye lineer izometri denir
R" uzayinda tanimli tim lineer izometrilerin ciimigsiO(n) ile gosterelim. Buna gore
O(n)O Is(n) dir.
Onerme 6: F, RO O(n) ise o F,OO(n) dir.
Ispat:x , yO R" keyfi olsun. keyfi iki izometrinin bilgkesi nerme 4 e gore yine bir
izometridir. Lineerlgi gosterelim.F; ,F, lineer olduklarindariA,vOR ve her X,
y O R"icin
(FoF,)(Ax+vy)=F(F,(Ax+vy))
=FR(AF(x)+VF,(y)) (F, lineer ofghndan)
=AF (FA(x))+VF(F,(y)) (F lineer oglundan)
=NRoR)(x)+v(FoF,)(y)

dir. Boylece ko F, [0 O(n) dir. ¢
Sonug 5: (O (n)e) ikilisi fonksiyonlarin bilgke islemine gore bir monoiddir.
Onerme 7:F : R" - R" birebir ve lineer ise ortendir.

Ispat: [45, s. 273-28M]

Sonug 6: Keyfi lineer izometri 6rtendir.

Ispat: Onerme 5 ve Onerme 7 den kolayca gor#lir.

Sonug 7: Keyfi F lineer izometri dégiimiintin tersi B mevcuttur ve E de bir
lineer izometridir.

Ispat: [45, s. 281-2823]

gore bir gruptur.



14

Ispat: Onerme 7, Sonug 5 ve Sonug 7 den agektir.

Onerme 8: T, :R" - R', T,(x)= x+ a Gtelemesi bir lineer izometridir ancak ve
ancak a=0 dir.

Ispat: = T, lineer izometri olsun. Bu durumdaTy lineerdird x , y O R" igin
T.(x+y)=T (x¥ T (y=(x+a)+(y+a)=x+y+2a olur. Ote yandanT, (x) in
tanimindanT,(x+ y)= x+ y+ a dir. Buradan a = 2a elde edilir. Boylecea = 0
bulunur.

O:a=0olsun. T,(x+y)=x+y = T (X)+T,(y) ve T,(AX)=AX=AT (X]
olacggindan T, lineerdir. Ayrica |T,(x)-T,(y)|=|x-y| oldugundan T, lineer
izometridir. ¢

R" deki tum oteleme dogiimlerinin cimlesini Tr(n) ile gosterelim. Ornek Jére
Tr(n) O Is(n) dir.

Sonug¢ 9:Tr(n) n O(n) =1 dir.

Ispat: Onerme 8 den goriiliér.

Onerme 9: Keyfi 6teleme 6rtendir.

Ispat: R" de keyfi 6teleme dogimiu F(x) = x+a bigimindedir. Keyfi YIR" icin
y—al R" dyleki, F(y-a)=(y-a) +a=ydir yank ortendir.¢

Onerme 10: (Tr(n)e) donigumlerin bileske islemine gore bir dgsmeli gruptur.

Ispat:T,, T, , T OTr(n) verilen t¢ 6teleme dogimi ve x(1 R" keyfi olsun.
T,o(ToT.)(X)= T (L (T (X)=T,(x+c+ b)= x+ o+ br e=((T,oT, ) T, )(x)
oldugundan asosyatiflik ganir. Birim elemaniT, =1 donGumaddr. T,0 Tr(n) icin
OT_, 0 Tr(n) Oyleki (T_,oT, )(X)= T, (x+ a)} x a & :dirve ayrica
(T,e T, )X)=T,(x-aF xa & : = T_,oT,=T,oT_, =1 olduundan her
elemanin tersi mevcuttur.

Simdi, T, T, OTr(n) olsun.

(TeT)(X)=T(L(X)F x br & »x & =T(T,(x))=(To T, )(X]
yazilabildginden (Tr(n),c) degismeli gruptur. ¢

Tr(n) grubuna 6telemeler grubu denir.
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Tanim 16:F, R' Oklid uzayinda tanimli bir doésiim olsun. Ber, /7x,y 7R igin
(F(x),F(y) =(x,y ise F ye ortogonal dogiim denir.

Teorem 7: F:R" - R" donumdi icin gagidaki ifadeler denktir:

i) F lineer izometridir,

i) F izometri ve F(0)=0 dir.

Ispat: i)= ii) F ortogonal olsun F nin lineer olgunu gosterelim. Bunun icin "R
nin bir ortonormal tabani olarak ,...,e alalim. F ortogonal oldiundan i¢ carpimlari
korur.

(F(e).F(g)=(e.0=9
dir ve F(g ),...,F(e | ortonormal tabandir. X R"icin

x=dhe A =(xg) FRN Fe).n = {F,Fe)
y=iﬁia B =(v.e) F(y)iKi e ).k = (F).Fe)

yazilabilir. F ortogonal oldgundan; =(x,&)= (F(x),F(g ) =n, ve

B =(y.e)= (F(y).F(g¢ )=k, dir. F(x+Yy) vyiifade edecek olursak

Focey)=FAe+Y B e ) FD K +B Jer X +B IFe3 ) FEdYB F

oldugundan

F(x+y)=F(x)+ F(y)
oldugu goralir ve F(ux)= F(pzn:)\ie )= FQn:u)\i er ui)\i F(e ¥ 1 F(x oldusundan F
i=1 i=1 i=1

lineerdir. F nin izometri oldgunu go6sterelim. F ortogonal olgundan
(F(x),F(x)=(x,% dir. (F(x),F(x) =(x,% olaca&indan |F(x)|= [x dir.

Diger taraftan||[F(x)- F(y)| = |[F(x-y])| = [|x- oldugundan F izometridire

il) = iii) F lineer izometri olsun=> F izometridir.
F lineer dongim oldysundan keyfi x, y1 R"icin F(x+y)=F (x)+F (y )dir.
X+y=0 olsun.=y=-x = F (0)=F (x+y)=F(x)* F(-x)= F(x)-F(xF 0

elde edilir. ¢
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iy = i) F izometri ve F(0) =0 olsuffF(x)|=|F(x)-F(0}|=]x-0 =]

Buradan, |[F(x)|=]X| ise ||F(x)||2 =||><l|2 olacgindan  (F(x),F(x)=(x,%» elde
edilir.
Ote yandanx+ y,x+ Yy =( X, ¥+ @Xx,y+( y,y yazmak mimkiindur. Buradan

<X+ y, X+ »_< X!))(_< y!y
2

X,y =

elde edilir. Buna gore;

(F(x),F(y) =FEY)FOxt y) = FZ(X),F<x>—< F(y).F(Y)

ve (F(x),F(x)=(x,%» olduundan,

<X+ y, X+ W‘( X!)){_< y!y
2

(F(x),F(y)= =Xy

dir . Béylece F ortogonaldire

Teorem 8: F, keyfi izometrisi icin 0Oyle bifT, 6telemesi ve dyle bi€ ortogonal

dénisimd, tek turlt olarak vardir dylekiF = T, o C seklinde ifade edilir.
Ispat: [46,5.388]
Boylece, R" 6klid uzayinda tanimlanan tim izometrilerin clUsmé daha belirgin

olarakE (n) ile gosterecek olursak,

tanimlayabiliriz.

Onerme 11: 1- F,'Rde bir ortogonal dériim ve{el ..... g} , R" de bir ortonormal

sistem ise{F(g ),....,F(g ) de ortonormaldir.

Ispat: 1- F ortogonal olsufl x, y 0 R" icin (F(x),F(y)=(x,y oldugundan
(F(g ),F(e y=(e.p=8 = F(g)...F(g  ortonormaldir.
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2- F lineer, g,...e ve F(g),...,F(e . ortonormal olsunlar.x=i[3i§‘ ,

i=1

y=Zn:)\ie elemanlari igin F(x)=zn:BiF(q) ve F(y):i)\ip(e) dir. ic

i=1 i=1

carpimlarini alirsak,

(FOOF(Y) =B F(8 DA, F(8 )= Y BN ( Fe LF(e)=BA

i,j=1
X9 =(2Be YA 9 =R

oldugundan (F(x),F(y) =(x,y dir. O halde F ortogonaldire

Sonug 11: KeyfiF:R" -~ R" izometrisi 6rtendir.

Ispat: Keyfi F izometrisi Teorem 8 e gor& = T _oC bigiminde ifade edilebilir,

Sonug 12: Keyfi F izometrisi icin Fdontsimi vardir ve bu da bir izometridir.
Ispat: F:R" - R bir izometri yani keyfi x,#1R"igin ||[F(y)-F(x)|=]y- X
olsun. Onerme 5 ve Sonu¢ 11 e goFe; donisiimu meveuttur. F(x),F(y)O R
elemanlari igin
ly=X=|F(F*(y)- F(F* OO =| F*(y)» F*(x)
elde edilir. BoyleceF ™ izometridir.¢
Buna goreE (n) bir gruptur.
Tanim 17:E (n) grubuna Oklid hareketleri grubu denir.

R" oklid uzayinda tanimlanan lineer izometrilerinrt¢gonal donglimlerin)

ctuimlesiniO(n) ile gosterelim yani,

alalim. Bu O(n) grubuna ortogonal dogiimler grubu ya da lineer izometriler grubu

denir.
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F:R" -~ R lineer bir doniiim ve{e ,....e} , R" nin standart ortonormal tabani olsun.

{e,....e} nin F altindaki goriintiisunii

F(e)=a,6+ 3,8+ .+ 3 ¢
F(e )=a,8+ 8,8+ .+ §

F(e )=a,6+ a,6+ .1+ g
biciminde alalim. Buna gore
T &,
Mg=| : :
Ay A

matrisine F nin{el g} tabanina gére matrisi denir.

Onerme 12: F:R" -~ R lineer dénguimi ortogonal doniimdur ancak ve ancak

Fnin {e ,...g} tabanina gére matrisi ortogonal matristir.

Ispat:=> F ortogonal ve F nin{el g} tabanina gore matrisi Molsun.

(F(x),F(y)=(x,y ve (F(e),F(g )=(g.p =g dir. Daha acik ifade ile

(Fe)F(e)=(X ae 4 8-

oldugundan
a; Ay |[ @y - Gy
Ay Gn/\ &n @y

dir. Bdylece, Mt ortogonaldir.

Ay, Ay [ &1 -+ G

Ay A )\ &, " Gy

(F(x),F(y)=(Me X, M y

z R R< i€ JJB:Z ikajka: 6ij
k,nme1 k1
DICTL TN SN
k=1 k=1
n n O .
D a,a, D a,a,
k=1 k=1

Tersine, Mortogonal olsun. O zaman,;

DB o X 88|
k=1 k=1 te

Zankalk zankank
k=1 k=1

X=(X e X Ve y=(Y, ..., y olmak tzereF(x)=M.xve F(y)=M_y dir.
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=t t g X @ Xt g XM@Y R ALY A Fay,)

PR SRR DI N- WS

n
ij=1 ij=1

dir. > a;a,xy =g olduundan
i,j=1

(FOXLF(Y) =X+t 5 Y =Xy

dir. Boylece F ortogonaldir. ¢

1.4.2. SO(n) ve SE(n) Gruplan

Ortogonal dongiimlere kagilik gelen ortogonal matrislerin determinanti +t. dzel

olarak det g =1 olan ortogonal déniiimlerin cimlesiniSO(n | ile gosterelim yani
SO(n)={ F:R -~ R :F(xFgx , ¢ O(n)detg .
Onerme 13:S0(n’, O(n) grubunun alt grubudur.
ispat: i, i, O SO(n) olsun. (FeR)(X)=F(F () =g(g9Ax))=0.9,(x) g,
g,00(n) ve detg =1, det g = 1 oldggundan det g g = 1 dir. Boylece
(F o E)(X)0 SO(n; dir. Ayrica, birim dongim de 1 JSO(n) dir. Keyfi FO SO(nj igin
F(xX)=gx,g0SO(n ve detg=1dir.F'(x)=g'x=g" x fonksiyonu icin
detg=deth=1
oldusundan F O SO(n) dir. Bdylece ispat tamamlan.
Onerme 14: a,,a,,..,.a0 R ve FO SO(n) igin
[F(a)....F(a ]=[a,....a]
dir.
Ispat:

a1:(a11 ----- ?%n) a, ... a,
: olmak tizeredet : . i |=defa..d=[ a...2

a, = (&g, & Gy
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gll g:ln
ile gosterilmiti. g=| : . i |ve[a,...a]=def a,..d sayisini alirsak,
gnl o gnn
Ouu -+ On | & n n
Fla)=ga= i " | i1=(Qg3.2 ga)
Ou - Gmla.) = -
Ou -+ On | 8 n n
Fla)=ga,= i " |l {17 g3d .- 84
Ou  Gwl\@n) -
olmak Uzere,
IR i
;1% ;%q Ou - On )& - 8
|||:(a1) _____ |:(a1 u: : : = .. : : .. :

Yg.a - Dga | o T IR T G
i=1 i=1

elde dilir. Buradan, detg=1 ofnundan
[F(a)....F(a ]= de} F(a),...F(g]=[a.a]
elde edilir.¢
Not: Bu o©nermenin geometrik anlam$O(n) grubunun elemanlari R" de

vektorlerin olyturdusu paralelyGzlinin hacmini korur.

Oklid hareketlerine karik gelen tum izometri dogiimlerin ciimlesi
E(n):{F:Rn - R :F(x)=gx+b, gdO(n), i R }

idi. Burada ¢1O(n) elemanlarini 6zel olaraklet g =1 olan ortogonal dériimlerden
SE(n)={F 'R" - R" :F(x)=gx+b, g0 SO(n), Wl R}

ile gosterelim.
Onerme 15SE(n)J E(n altgruptur.
Ispat: k, ;0 SE(n olsun. Bu takdirde,
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FeR)=R(R () =a(FLx))+b,= g g,(x)* b)+ b= g g ght |
dir. Buradag,, 9,0SO(n. yani detg =detg = 1 oldgundan det gg =1, ve
g,b,+ b O R olduzundan (F - F,)(x)O SE(n) dir. Ayrica birim dong§im | OSE(n) dir.
FOSHDD , F(xX)=gx+b, gddSQn, bOR" igin ters dongiim

F'()=g(x-b)=g (x-b)} d (x} d !
fonksiyonuyla verilebilir. Burada det'g= 1 ve g"b0 R' dir. GercektenFo F =1 ve

FloF=1 dir. Boylece B O SE(n)dir. ispat tamamlanmiolur. ¢

1.5. Bir Grubun Bir Ciimle Uzerindeki Etkisi

Tanim 18: (G, *) bir grup, X bir ctimle v@xX ={ (g,x) ; g0 G,xJ X olmak
tzere ¢:GxX - X dongumu verilsin. Eer,

1. ¢(0,#(0,¥9)=¢(g*¢.%, 0g.g0 G val X X

2. ¢(e,)=x, Oxd X ve e, G nin birim eleman
ise ¢ dongimine G grubunun X cumlesi Gzerindeki etkisi deBur. etkiyi G: X ile
gosterecgiz. #(g,x) ifadesini degxile belirtecgiz.

Ornek 6: G=LBL)={A0R:A20 cumlesini alaim. Bu cuimlede ikiliglem

olarak reel sayilardaki carpmgemini alalim. Bu gleme gore G bir gruptur. G grubunun
X =R reel sayilar cimlesi Uzerinde®i: X etkisini, g0 G reel sayisinin xR reel
sayisi ile carpimi olarak alalim. Yani,
$:GxX - X
(9,x)0%- ¢ (g, x)= gx
olsun. Bu bir etkidir. Clnka,

1 ¢ #(9%)=6(g.0%=4(gg. ¥, 0g.g0 G v& 0 X
2. ¢(1X)=X=x, OxOX ve DO G birimeleman,

dir. e
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; A 0
Ornek 7: G=LH (2)={(0 /1]’/1 >O,/1DR} matrisler cumlesini alalim. Bu

ciimle, matrislerin carpmalémine gore bir gruptur. G grubunun X 2 R tizerindeki

X

R 7 B 0 _ .
G: R etkisini, g = ve X = olmak Uzere,
0 41 X,

¢:GXR2 — R2
(9,x)0%- ¢ (9, X)= gx

yani g matrisinink situn matrisi ile carpimi olarak tanimlayalim. @ten bu bir etkidir:

Her g, :(/101 /?J g, :(/102 /]OZJDG ve x:(:jD R? igin,
O I o 9 e[ G
A5 L5 o))

= $(9,0,.%)

2. ¢(lx)=(1 0}(’&]:()&} Dx:(xljﬂRz ve 1=(1 OJDGbirimeleman.
0 1AXx, X, X, 01

dir. ¢
Ornek 8: G bir grup olmak tizere ¢, =G: X, ve ¢,=G:X, de G grubunun
verilenX 1 ve X, cumleleri tizerindeki iki etkisi olsun.
X xX, :{(x1 xz): X 00X, %, 0 X2} olmak tzere
d:Gx(XxX,) - XXX,
(9% %)) 0 8- 0(a(x.%)=(¢.( 9.%) ¢ 9.%)
donsimi de bir etkidir. Bu etkiyig = G: X,xX, ile gosterecgiz. Simdi bunun bir etki
oldugunu gosterelimgp, ve ¢, birer etki olduklarindan,
L o(00(e (x.x)=0(a(®(a J oL g 3)=0( do( g ko.f o))
= (62(9:0:(9:.%)) b 6.0 o 8. %))
=(9.(9.9:%) #.( 9.9 %))

=9(9,9, (% %))
2. d(e(%%)=(0.(eW d.(e)) =( x¥;0( xxO XxX, ve B G birim elean.

¢
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Ornek 9: G=LB(1) olmak tzere , ¢, =G:R 0yleki ¢,(r,x) =rx ve ¢,=G:R
oyleki @,(r,x) =r?x verilsin. R?=RxR={(x,x,):x ORx, OR} olmak iizere
b:GxR? o R
(r(x%.%)) O 0(r( %)) =(9:(1:x) #2( 1.%))
donimi de bir etkidirSimdi bunun bir etki oldgunu gosterelim¢, ve ¢, birer etki
olduklarindan,
L 4(n(r (%)) =8(r.(ur.x) e 4rx)))
=¢(rl (rzxl r22,><2))
=(¢1(r1 rX,) ¢52(r1r2 2))
=(r1r2x1 rlzrz%(z)
=¢(r1r2 (% XZ))
2. gle(x.x))=(s(ex) p(e9) =(x. ¥ :0( x 30 XxX ve & G hineleman.

dir. ¢

Bir ¢:GxX - X donigumuyle verilen bir etkide gOG elemanini secip
sabitledgimizde

b:GxX - X

(9,x)0%- ¢ (9.x)= gx
donumu

$(g,.): X > X

X0 ¢ (9, xF o
donsUmune indirgenmiolur.

Tanim 19: G bir grup olmak tzere ,¢,=G: X, ve ¢,=G:X, de G
grubunun verilenX; ve X, cimleleri Gzerindeki iki etkisi olsun.gér, [F : X, I - X,
birebir ve 6rten dongiimd,

X, Of-. X,
¢.(9.) ACH
X, O0- X,
diyagrami dgismeli olacaksekilde ya da F o ¢,(g,.)=¢,(g,.)° F ssitli gini saslayacak
bicimde bulunabilirseg 1 ve ¢ , etkilerine denktir denir.

Ornek 10: G = LH (2) olsun. G grubunurX, ={(x,y):y>x} O R? ve
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A O
X, ={(x,y): x>y} O R? ciimleleri izerindeki etkiler :(0 )\j olmak tizere

0, :GxX, - X,
po)=((5 D) (3)Jm-a0 0y 7o
" 0,:GxX, » X,

=[G 3) (oo (s 5)G)

olarak verilsin. Bu durumda bir F: X, - X, dongimu olarak F(Xx,y)=(y,Xx )
alinabilir. F, birebir ve 6rten bir doriimdur. Buna gore;
X, M- X,
$.(1,.) 1 L ,(A,)
X H- X
(Fog(1.))(x v) = F(g,(1.)x ¥)) = Fle:(A.(x. ¥))) = F(Ax, Ay) = (Ay, Ax)
Ote yandan
(82(1,)° F)x ¥) = .02, NF(x ¥)) = 4,(1, Ny, x) = 8, (A, (v, )) = (A, Ax)
olur. Boylece bu diyagramin giemeli oldysu gorulir. Buna gére bu iki etki denktir.
Ornek 11: G=LB(1)alalim. X, = X, = R olsun. Bu etkileri
9, :GxX, - X, $,:GxX, - X,
A, x)01- ¢, 0, X)=A X ve A, x)0%5 ¢, &, x)=A%x
biciminde tanimlayalim. Bu etkiler denk etkilergddir. Simdi varsayalim ki bu etkiler

denk olsun. O halde birebir ve orten r: R - R donumi vardir dyleki
F(,(4,x)) = 4,(4, F(x)
dir. O halde F (Ax)=A%F(x) olmalidir. Buna goreF (Ax) = F(-Ax) dir. Ancak x# 0

icin Ax#—-Ax dir. Bu durumF nin birebir olmasiyla cefir. Dolayisiyla bu etkiler denk
degildir. ¢
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1.6. G- Denk Noktalar ve G- Yoériinge

Tanim 20: G bir grup vep =G: X etkisi verilmk olsun Eger O hOH ve OgOG
icin ghOH iseH O X altcimlesine G-invaryant altcimle denir.

Bu tanimdaH olarak H :{xo} 0 X alndginda Tanim 20 ye gorellgG igin
g%, = %, ise bux, noktasina G-invaryant nokta denir.

Tanim 21:G: X verilsin. Bir x[J X noktasi icin

Gx={gx : gOG}
cumlesine x elemaninin G- yoringesi denir.

Ornek 12:G = LB (Dolsun. G grubunurX =R {zerindeki etkisi

$:GxR - R
(r,x)0 % ¢ (r,x)= rx

olsun. Bu etkiye gore bir J R noktasinin G- yoéringesi

Gr = 0O, r=gG
"TIR-{0}, rz0

dir.
Ornek 13: G= B(l):{ F:F(X=Ax+b, A% 0,4 ,b,xJ I}I olsun. G grubunun
X =R Uzerindeki etkisik DR olmak Uzere,

o,:GxR -~ R
(r, )0 ¢ (r,x)= rx+ k

olsun. Bu etkiye gore keyfi bir 0 R noktasinin G- yéringesi

Gr={g(g.r) : OB} =R
dir.

Onerme 16 G: X etkisi verilmi olsun. KeyfixO X elemaninin G- yoriingesi bir
G-invaryant altcimledir.

ispat: xO X elemaninin G- yéringessx={gx : gOG} dir. Simdi Gx O X in bir
G- invaryant altcimle oldiunu goésterelim. Bunun icin hey0Gx ve her gOG igin
gy Gx oldugunu gostermeliyiz.y 1Gx oldugundan [y, UG 6yleki y = g,x dir. Buna
gore gy = g(glx) yazabiliriz. Etkinin tanimindan g(glx):(ggl)x dir. G bir grup ve
g* =99, UG oldusundangy=g* xGx dir. ¢
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Onerme 17:G: X etkisi veriimi olsun. Keyfi birxd X elemaninin G- yoriingesi
Gx olmak tzereGx -in kendisinden farkli G-invaryant altcimlesi yokt

Ispat: H OGx alalim veH , G-invaryant altcimle olsund =Gx oldusunu
gosterelim. e, G nin birim elemani olmak Uzereex ve eldG oldugundan x[Gx

dir. yOH olsun. Bu takdirde [g, UG oyleki y=g,xUH dir. H, G-invaryant

1

altcimle oldgundan her gOOG igcin gy= g(glx)D H dir. O haldeg=g9, " i¢cin de
dogrudur. Dolayisiyla, gy=g, *(g9,x)= (gl_lgl)x =xOH dir. xOH veH , G-
invaryant altcimle ve heg G igin gxOH oldusundanGx [ H dir. BuradanGx = H
elde edilir.e

Burada bu 6nerme ilgu gosterilmg oldu: bir G-invaryant altcimleger bir noktayi
kapsiyorsa onun ydoriingesini de kapsamaktadir velbimanin kendisini iceren en kiguk
G-invaryant altcimle o elemanin yorungesidir. Yainix (] X icin X i kapsayan en kuguk
G-invaryant altciml&x dir.

Sonug 13: Keyfiall Gx i¢cin Ga= Gx dir.

Ispat: Gad Gx altciimlesi, Onerme 16 ya gok@x’ in invaryant altciimlesidir. Bu
takdirde, Onerme 17’ ye gore,Ga= Gx dir.

Onerme 18: G bir grup ve G:X etkisi verilmi olsun. x,yOX (x#Yy)
noktalarinin yoriingeleri Gx ve Gy ler olmak lzereGx(\Gy# [0 ise, Gx= Gy dir.
Baska bir ifade ileGx # Gy ise Gx(1Gy =01 dir.

Ispat: Varsayallm kiGxNGy# 0O olsun. Bu takdirde addGxn Gy elemani
mevcuttur. Sonug 13'e gér&a= Gx ve Ga= Gy dir. DolayisiylaGx= Gy dir. ¢

Tanim 22:G bir grup veG: X etkisi verilmg olsun. Eger, Lg G oyleki x, = gx,

G
ise x;,X, 0 X noktalarina G-denk noktalar denir. Bu noktalg®ndenk olmasi x, ~ X,

seklinde gosterilir.

Tanim 23X de{x, %,.... %} ve{y., ¥,..... %} noktalar sistemi vé&: X etkisi
verilmis olsun. Ber bir gUG, i =1,2,...k icin y, = gx olacak bigimde bulunabilirse

{%:%,...x} ve{V,, ¥,,.... %} noktalar sistemine G- denk denir ve

G
{x: %%} ={ %, ¥%,... ¥} seklinde gosterilir.
Onerme 19: Noktalarin G- denklikgatisi bir denklik baintisidir.
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G
Ispat: 1.x, ~x, dir. Clinkti e, G nin birim elemani olmak Uzerg, = ex dir.

G
2.X ~X, olsun. Bu takdirde birgdG vardir oyleki, x, =gx dir. Bu

G
durumdag™x, =(gg)x, = x, olac&indanx, ~x, dir.

G G
3.X, ~ X, Ve X, ~X, olsun. Buna goére big, 0 G vardir, oylekix, =g,x, dir

ve bir g, 0G vardir oyleki, x;=9,x, dir. O halde x;= gz(glx) = (gzgl)x ve
G G
0,9, UG oldusundanx, ~x, dir. Dolayisiyla ~  baintisi bir denklik bgintisidir.¢

G
Boylece bir elemanin~  baintisina gore denklik siniflari o elemanin G-

G
yorungeleridir. Bu~  baintisi cimlenin elemanlarini arakesitlerisbolan denklik

siniflarina ayirmaktadir.

G
Sekil 2. X cimlesinin elemanlarinin bagintisina gore yoéringeleri.

1.7. G- invaryant Fonksiyonlar ve G- Denklik Probemi

Tanim 24:G bir grup, f : X - R fonksiyonu veG: X etkisi verilmg olsun. Eer,

xSy oldizunda f(x)= f(y) ise ya da Og0G ve OxO X igin f(gx)= f(x) isef
fonksiyonuna G- invaryant fonksiyon denir.

Dikkat edilirse G- invaryant fonksiyon, bir G- yiivge boyunca ayni deri
almaktadir. Matematin farkli alanlarinda ssgidaki problem d@al olarak ortaya
cikmaktadir.

Problem: Keyfi iki farkliGx ve Gy yoriingelerinde farkll dgerler alan bir G-
invaryant fonksiyonu mevcut mudur?

Bu tez camasinda bu soruya benzerlik grubunun alt gruptamdevap aranacaktir.
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Ornek 14: G= SO(l) alalim. G- invaryant polinomlarin nasil oldukteaibakalim.
P(x) bir G- invaryant polinom olsurSO(1) ={3} oldusundan P(lx) = P(x ) dir. Yani
P(x) = P(x) olur ki bunun anlami tim polinomI&O(1)-invaryanttir.

Ornek 15: G = O(1) olsun. G- invaryant polinomlarin nasil olduklaripakalim.
P(x) bir G- invaryant polinom olsu®(1) ={-1,4 oldugundan dolay,P(1x) = P(x )
ve P(-1x) = P(x) dir. Yani P(—x) = P(x) bulmak yeterlidir. O halde

P(x) =a, +a,x+a,x* +...+a x"
biciminde bir polinom i¢irP(-x) polinomu ise

P(-x) =a, —ax+a,x’ —...+(-1)"a, x"
olur. Bu iki polinomun git olmasindana, =a, =a, =...= a,,,, = Oelde edilir. O
haldeO(1) invaryant polinomu

P(X) =a, +a,x* +...+a, x°"
bicimindedir.

Tanim 25: G bir grup, H OG bir altgrup vef, R" de tanimli bir reel fonksiyon
olsun. Bir A ) , hOOH, reel fonksiyonu igin
f(hx)=A(h)f(x) , OhOH, OxOR"
ise , f’ ye nispi invaryant fonksiyon denird(h fpnksiyonuna da nin ¢arpani denir.

xOR" ve h ,h,0H olmak Uzeref , A carpanina sahip bir nispi invaryant
fonksiyon olsun. Bu durumda,

F((huh, )x) = (R (h,x)) = Alhy)  (hpx) = ARy JA(h, ) ()
ve

f((hh, )x) = A(huh, ) (x)
oldugundan her iki tarafinsétli ginden ve f (x) 20 ise, keyfih,h, 0 H igin

Alhh,) = A(h)A(h,)
elde edilir.

Onerme 20:H O B(n )bir altgrup vef , H- invaryant rasyonel fonksiyon olsun. Bu

durumdaf ,
P(x)

f =
%)= 600

, Q(x)# 0
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olacaksekilde carpanlarigd iki nispi invaryant polinomun bélimu bicimindeazlabilir.
Ispat: f(x), H- invaryant oldgundanOhOH icin  f(hx) = f(x) dir.f rasyonel

fonksiyon oldgundan,P ve Q aralarinda asal polinomlar olmak tGzere

P(%)
f(x)=——=%
seklinde yazilabilir. Buradan
P(hx) _ P(x)
f(h)=——>=—-==f
M= Qg Tuy T

dir. Bu sitlikten,
P(hX).Q(x) = P(x).Q(hx)
elde edilir. P(x )ve Q(x) polinomlari aralarinda asal ve

p(hy = POOQ
Q)

oldugundan Q(hx ), Q(x) polinomuna bélinecektir. Yani, b#(x, h) polinomu mevcut
oyleki, Q(hx) = @(x,h)Q(x) olacaktir. Polinomlarinsgli ginden her iki tarafin derecesi
esit olacaktir. Bu durumda@(x,h polinomu sadece h ye laolmalidir. O halde

Q(hx) = #(h)Q(x)
dir. Bu sitli gi yukarida yerine yazarsak,

p(hy = POOPNIQ)
Q)

olacgindan

P(hx) = #(h)P(x)
dir. ¢

Tdm bir bilinmeyenli reel katsayili G- invaryanblpomlarin c[]mlesiniR[x]G ile,
tum bir bilinmeyenli reel katsayili G- invaryantsgenel fonksiyonlarin ciimlesini de
R(x)® ile gbsteresz.

Tanim 26: K bir cisim ve K zerinde toplama, cagowe skalerle carpinglemleri
tanimlansin. ger

1- (K,+, O) degismeli, birimli halka;

2- (K,+, A0) R tzerinde vektor uzayi;
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3-Da,b0K veOAO F igin A(alb) =(Aa) b= afA b

ise (K,+,[A D sistemine R-cebir denir.
Ornek 16 : Bir bilinmeyenli polinomlarlnR[x] halkasi birimli R-cebirdir.
Onerme 21:R[x]G , R[x] polinomlar R-cebirinin birimli alt R-cebiridir.
ispat: f,, f, JR[x]° olsun.OxOR" ve OgOG igin,

(fi+f)(9)=f(o9+ L(g)= 1(F+ s(¥=( t+ (¥
(i £)(99)= (o) - H(ed= () . s(¥=(1 .9
AUR olmak Gzere,
(Af )(gx) = Af (gx) = Af (x) = (Af )(x)
ve 1(x) =10 R[x] birim elemani igin
(1 Mgx) =2gx)-f (g% = 1. (x) =  (x)

olduzundan f, - f, , f.f, , A.f A0R[x|°dir. Yani, R[x|° , R[x] in birimli alt R-

¥

cebiridire

1.8. Afin Manifoldlar ve Zarisski Topolojisi

R", n- boyutlu reel vektor uzayi olsun.
Tanim 27: ger bir {f,(x),7 0T} ailesi, f,(x)0R[x] olmak tizere bulunabiliyorsa

X={xOR :{(¥=0mO}0 R
altcimlesineR " nin bir afin manifoldu denir

Ornek 17 R" :{ xO R':0( >9:0} ve O :{xD 24 :1(x):O} yazilabilecginden
R" ve O birer afin manifoldlaridir.

Ornek 18: Rde keyfi bir sonlu altciimle bir afin manifolddurai,
X ={r,,r,,...r.} O R bir afin manifolddur. Ciinkii,

X ={xOR:(x-r,).(x=r,)=0} O R yazilabilir.

Onerme 22: X, R de bir afin manifold olsun. Bu tiald X =R veya X =0 ya da

X, R nin sonlu bir altcimlesidir.
Ispat: [47, S. 16]
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Ornek 19: n = 2 durumunda iki dgskenli polinomlarin sifir yerleri olarak
X={(x,y)D R: f(x y= a¢ by GO}
cumlesini alalim, burada b, c[] R sabit sayilar olsun. Bu cimle dizlemde bigmalur.

Dolayisiyla keyfi dgru dizlemde bir afin manifolddur.
Ornek 20: n = 2 durumunda iki ggskenli polinomlarin sifir yerleri olarak

Xz{(xy)DFf': f(x y= ax+ bxy A&+ dx ey :kO}
cumlesini alahm, burada b,c,d, e K1 F sabit sayilar olsun. Bu cimle dizlemde bir

koniktir. Dolayisiyla keyfi bir konik dizlemde bafin manifolddur.

Ornek 21: y=sinx fonksiyonunu alalim.

X ={xOR: f(}=sin x=¢
afin manifold dgildir. Cunkd, X ={27m, nO Z} # R, X#0O ve X sonsuz oldgundan
dolayi, Onerme 22’e gor¥, bir afin manifold dgildir.

Onerme 23: Herhangi sayida afin manifoldlarin asétkde bir afin manifolddur.

Ispat: [47,S. 14

Onerme 24:X,, X, afin manifoldlar ise X, 0 X, de bir afin manifolddur.

Ispat: [47, S. 1%

Sonug 14: Sonlu sayida afin manifoldun Birt@ de bir afin manifolddure

Simdi R" deki afin manifoldlarla bir topoloji okiuracaiz. O ile R" deki tim afin
manifoldlar sistemini gésterelim.yani,

D={X : XOR afin manifolt}i

olsun. Ornek 1 e gor&" 00 ve ¢ 0O dur, yani topolojik uzay aksiyomlarinin birinci ve

ikinci aksiyomlari sglanms olur. Onerme 23 ve 6nerme 24 e gore uclncl veidgul
aksiyomlar da sganir. Boylece

T1) R OO

T2) OO0

T3) Or0Ticin X, 00 iken (] X OO

aT
m

T4) X, X,,...X,00 icgin | J X0OO

=1
dir. Dolayisiyla O sistemi, R" de kapali cimlelerle ofturulmus bir topolojidir. Bu

topolojiye Zarisski topolojisi denir.
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R" deki sonlu sayida noktadan gdm keyfi bir altciimle Zarisski topolojisine goére
kapalidir. Onerme 22 e gére n = 1 i¢in R deki is&ki topolojisine gore R nin kapall
altcumleleri ancakR,¢ ve sonlu altcimleleridir. Buna gore R {:lé,]] aralg! oklid
topolojisine gore kapali olmasina kiar Zarisski topolojisine gore kapali gielir.

Onerme 25: R de Zarisski topolojisi Housdorf tofisi degildir.

Ispat: Bu topolojiye gore bir noktayi iceren aciknté, o noktayi ihtiva eden, ancak,

R veya R den sonlu sayida noktanin cikartiimasiyla kalamledir. x,yOR ve x# y
olsun.x iiceren agik cimle olarak

B(x)= R\ {rl,rz,...,rm}
alalim. Benzesekilde y i iceren agik ciimle olaray) = R\ {J,,d,....,5,} alalim.
B(x)n B(y) =R\ {r,, 1, st} 0{31, 81,0} = R0 1,81,85, . 8,0} 2@

oldugundan zarisski topolojisi housdorf topolojisigddir. ¢

1.9. & ve J Operatorleri

Tanim 28K, birimli, degismeli R- cebir vel 0K baostan farkli bir alt cimle olsun.
1. Oa, b0l icin a-bOI ve

2. Oaldl ve OsOK icin als0 |
kosullari s&laniyorsal yaK nin ideali denir vl <K biciminde gosterilir.

Simdi & ve J operatorlerini tanimlayallmR %,.., X ] polinomlarinin R- cebirinin
ideallerinin cumlesiniL{R{x,....,x, ]} ile gosterelim.

Tanim 29:9 operatoru :

JL{R%..x]} - R
I -90)={xOrR" X3 opfOl}

seklinde tanimlanir. Burada O L{R[, ,...,x,]} bir idealdir.

Tanim 30:J operatoru:
3. F L Fen
XOR - J(X)={ fORx.,x]: {y3=0,0%x X

seklinde tanimlanir. BuradX 028 dir.
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Onerme 26: 1.1 OL{RX,....x,]} igin &(1) bir afin manifolddur.

2X02%icin J(X)OLYR[X,...x } dir.
Ispat:
1. aciktire
2.1, f,0J3(X) olsun. Bu durumdalx X igin

(f,—f,)(x)=f.(x)- f,(xY=0-0=0
oldugundan (f, - f,)0J(X)dir. Ayrica, fOJ(X) ve yOR%,.,%] olmak tizere
OxO X igin (yOF ) (x) =y(x)Of (X) = y( Y 0=0 oldusundany ¥ OJ( X)dir.
Onerme 27:1 OL{RX,,...x,]} ve X OR icin 1 0J(2(1)) ve XO8(I(X))
dir.
Ispat: f Ol olsun. Bu durumda keyfixOZ(1 )icin f(x)=0 dir. O halde
f0J3(s(1)) dir. Boylece, 1 0J(S(1)) dir.
Simdi, xO X olsun. Bu durumda keyfif 0J(X ) icin f(x)=0 dir. O halde
x08(J( X)) dir. Béylece,X O8(J( X)) elde edilir.¢
Genel olaraki #J ((1)) ve X #(J( X)) dir. Bunlara birer 6rnek verelim.
Ornek 22: n =1 boyutta X = Q rasyonel sayilar climlesi olsun. Bu durumda
J(Q={fOR%: {x=0, 0x39¢={d
dir ve
9(3(Q))={x0O RO(Y=0} = F
oldugundanQ O z9(J(Q)) , fakat Q # ﬁ(J(Q)) = Rdir. ¢
Ornek 23: R[¥ de | =x*[R[ ¥ idealini g6z oniine alalim. Bu durumda,
S(1)={x0OR: f(®=0, OfO} ={xOR: Xp( =0, 0p0 R §={Q ve
3((1)={¢0R[{:¢(0)=0
seklindedir. Orngin f(x)=x polinomu icin f(0)=0 dir ancak f 01 =x’R[¥ dir.
Boylece,| OJ(&(1)), fakatl #J(£(1)) oldugu gériilmi olur. ¢

Tanim 31: K bir birimli, dgismeli halka vel <K bir ideali olsun. a b0 | olmak

UzereabJ 1l icin alll vyada b0l isel ya asal ideal denir.
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Tanim 32: K bir birimli, dgismeli halka vel <K bir ideal olsun.l idealinin asal
radikal

R()=P

asal
olarak tanimlanir. Buradager | #K ise | — yI kapsayan asal ideal her zaman mevcuttur

Cunkd birimli halkalar her zaman bir maksimal igesahiptir. ger | =K ise R( I) =K
dir.

1.9.1. & Operatoruniin Ozelikleri

Onerme 28: K =R[x, X,...,x] ve

1- 9(K) =0,

2-9({0})=R",

3-1,1,<K vel O1,ised(1,)05(1,),

4- R(1), I idealinin radikali olmak uzereg (1) =2(R(1)) dir.

Ispat: [47, S. 19]

1.9.2.J Operatoruniin Ozelikleri

Onerme 29: K =R[X, %,..., | olmak tizere,

1- (D) =K,

2 3(R)=(0).

3-X,YOR veXOYiseJ(X)OJ(Y),

4-1 <K veR(1), Iidealinin radikali iseJ ($(1)) O R(1),
5- X O R igin J(X)=R( J( X)) dir.

Ispat: [47, S. 19]
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Tanim 33:X bir topolojik uzay olsun. ger, X, X, 0 X kapal altcimleleri,
X, # X, X, # X iken X, O X, = X olacak bicimde bulunabiliyorsa topolojik uzayina
indirgenebilir denir. Aksi haldX topolojik uzayina indirgenemez denir.

Ornek 24: Zarisski topolojisine gore R topolojik uzay! indémgemezdir. Ber aksi
olmus olsaydi R nin iki sonlu alt cimlenin bigieni seklinde yazilabilir olmasi gerekirdi ki

bu da R nin sonsuz olmasiyla g&liDolayisiyla R indirgenemezdie.

Onerme 30:M topolojik uzayi indirgenemezdir ancak ve anchk deki keyfi iki
bostan farkli acik cimlelerin arakesiti pdegildir.
Ispat: [47, S. 2¥]

Onerme 31R" indirgenemezdir.

Ispat: [47, S. 2@]

Onerme 32U , R" de batan farkli keyfi bir acik ctimle iseU =R" dir. Yani U,
R" de yg@undur.

Ispat: [47, S. 26]

Onerme 33:f OR[ X, %,...,x] ise f R" — R stirekli dongiimdur.

ispat: AO R kapall clmlesi iginf‘l(A) O R' nin kapali oldgunu gbstermemiz
gerekir. AR kapali alalim. R deki kapali cimlelerR,0 ve sonlu{rl,rz,...rm}
cumleleri oldgundan, A=R ise, f*(R)=R kapaldrA=0 ise, f*(0)=0O
kapaldir.
A={r,r,,...r,} olsun. Bu durumda

() ={xOR": f(x) =1},

£7(r,) ={xOR": f(x)=r,},

£ )={xOR": f(x)=r}
afin manifoldlar oldgundan
f2(r)0 f(r,)0...0 £7(r,)
de bir afin manifolddur. Fer taraftan

f(A)=fr)0f*r,)0...0f ()



36

oldugundan f‘l(A) da bir afin manifolddur , dolayisiyla Zarisskipblojisine gore
kapalidir. O haldé sureklidir.+

Onerme 34:BO R’ bir alt cumle ve f OR[X, ..., x] oyleki f(x)=0,0x0B
olsun. Bu takdirde f (x) =0,0x0 B dir.

Ispat: Onceki 6nermeye gore R" - R surekli dongiimdir. Dolayisiyla R nin 0

elemant icin f *(0) , R" de kapalidir.f (x)=0,0x0B oldusundan BO f(0) dir.

Buradan vef ™ (0) cumlesinin kapali olmasindaB O f™(0)= f*(0) dir. Dolayisiyla

BO f7(0) yani OxOB igin f(x)=0 elde edilir.¢

Lemma 2 (R" icin Cebirsel Kitsizliklerin Onemli Olmadg Prensibi):

p O R[ Xy %ynns >,§], i =1,2,..k sifirdan farkli polinomlar olsunlar.
B={xOR: p(3#0,i=12,.4

olsun. Bir F (X, X,,...,%,) polinomu icinF|,=0 (OxOB icin F(x)=0 ) ise, F

=0
dir.

[spat: Hei=1,...k icin A :{xD R p( >):O} ve B :{XD R': p( ));tO}
cimlelerini tanimlayalim.B = R"\A dir , dolayisiyla acik cimledir. Bu takdirde,
B=B n B n..n B dir ve sonlu sayida agik ctimlelerin arakesiti ¢ aldusundan B
aciktir.Simdi F polinomu icin Lemmanin varsayimina g('jlfé|B=O dir. Buradan 6nceki
Onermeye gore F|§ =0 dir. Diger taraftan A cimlelerinin her biriR"den farklidir
cunkud, herRP(x ) polinomu lemmanin varsayimina gore sifirdan fdrkl Dolayisiyla her
B bostan farkhidir. Onceki 6nermelere goB ler bastan farkl agik cimleler oldiwndan

dolayi B=BnBn..n B arakesiti de bgan farkli agik cimledir. Bu takdirde,

onceki 6nermeye gorB = R* dir. Dolayisiyla F

o = F|§ =0 yaniF sifir polinomdur+
Sonug 15:p O R[ Xy %yeees >,§] i =1,2,..k sifirdan farkli polinomlar ve

B={xOR: p(3#0,i=12,.4

olsun. f,gOR[ %, %,..., x] 6yle ki, f|;=g|, olsun. Bu takdirdef ang‘w dir.
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Ispat: F =f —g dersek, sonucun varsayimina gdrfe-g)|;=0 dir. Bu takdirde

onceki onermeye goré f — g)‘Rn: 0 dir. Dolayisiyla f ‘Rn: g‘ - €elde edilir.e

1.10. Polarizasyon Operatoru

R" de x=(X, %,...%) ve y=(V, %,..., ;) bilinmeyen vektérler olsunlar.

Tanim 34: D, i R[ %, %,... %] - R X %, X0 ¥, Yoo )
olmak tizere birf OR[ X, %,..., ] igin

of
Dy, f (%, %000 X)) = Yot oot Y (15)

olarak tanimli operatére polarizasyon operat6riirdéh

Omek 25: D, :R[x, %] - H % % y Y polarizasyon operatérii olmak tizere
O(2) grubununR*deki hareketi g6z oniine aligghda herx =(x, )0 R noktasinin
O(2)4nvaryant polinomu olarak f(x):<>g x>: x>+ %> polinomunu alirsak f ye

polarizasyon operatori uygulanirsa,

of  of
D, f(x,%)= Mo Yy = Y2 %+ %2 %=2 XY

elde edilir.

V n- boyutlu vektor uzayi olmak Gzere

G\V) = { A: V-V : A tersi mevcut olan lineer operator} cimlesi dgimmlerin
bileske islemine gdre bir gruptur.

Tanim 35:H bir grup olmak tUzeré:H - G(V) homomorfizmasinaH nin V deki

lineer gosterimi denir.

. A0
Ornek 26:V =R olsun.H = LH(Z):{(O )Ij

A0 R*} alalim.

fILH(2) - G(R); h- ¢
olsun Ox=(x, )0 R i¢in & (x) = hx=(hx, hx) olarak tanimlansin.

Ox =(x, %)0 R igin h,h,0LH(2) olmak uzere,
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S () =(hh) x=(hhx hh) ve

(6°6.)09=4,(6,0) =4,(h )= h(hH=(ht) =( hhx hh)
oldugundan ¢, =¢,°¢, elde edilir. Dolayisiyla ¢:LH(2) - G(R?) bir
homomorfizma veLH (2) grubunun bir lineer gésterimidir.

Tanim 36:H bir grup,V ve Wise, sirasiyla, n ve m boyutlu iki vektdr uzaysioilar.
&:H - G(V) ve {:H - G(W) H nin iki lineer gésterimi vay \/ - W sifirdan farkli
bir lineer operator olsurilvOV ve Oh[O H igin

(@o&h)(v)=(<(hew) (Y
isey NV - W operatdriine H- equivaryant operator denir.

G=GL(V) ve H OG olmak tizere§ H - G ; hO{ &(h)=h homomorfizmasini
g0z Onlne alallm. Bu bir lineer gosterimdir. Bu elm go6sterim yardimiyla

W = R[ Xy %y ;g] polinomlar halkasinda bir lineer gosterim tanimizggaz. OxO R’ icin

()= £(£(0) Q= t(n"y

olarak alalim. Bu bir lineer gosterimdir. Buratidx, h™ matrisinin x siitun vektoriyle

matris ¢arpimi anlamindadir. Gercektex O R", [Of O R[ Xy Xoyeees )g] ve h,h,00H igin,

(1 1)00= 1{(nm)* §= ((15°1) )

yazilabilir. f (hz‘lx) =¢(x) dersek,

(T2 1)) = F(h =T (3= 1( 1¥ (Y= (1" }( X

dir.
R[)g, Xyeeer X3 Yy ooy y] uzerinde bgka bir T, lineer gosterimi tanimlayalim.

TOR[%, %rees %5 Yo Yoo y] icin,
(R)0cy) = Fe(h) xe(07) = xcrt
olarak tanimlanirsa bu da bir lineer gosterim olur.
Onerme 35D,,: R[¥ - R x Yy olmak tizereDhO H igin
D, (T ¥ 1) =T,”D,,

dir. Yani, D, H- equivaryant operatordar.

yx?
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Ispat: [47, S. 27

Sonug 16: Ber f, T,V lineer gosterimine gore H-invaryant isB,, f de T,
lineer gosterimine gore H- invaryanttir.

ispat: f, T® lineer gosterimine gére  H-invaryant ofgundan OhOH igin,
(Th‘l)f)(x)= f(h‘lx) dir. Buradan

Dyf (¥ = D, f(*¥ = DT f(}= T( D, f( 3)
dir. Yani, D, f , T, lineer gosterimine gére H- invaryanttir

Sonug 17:Dy(m)XD

D ., H-equinvaryant operatordir

NG

g

simdi keyfi m dgal sayisi iginT, ‘™ lineer gésterimini tanimlayalim. Bunun igin,
{x, y‘l),...,y(m)} 0 R bilinmeyen vektorler vef (x, W,...,y(m))D R[ Xy, ..., W} olsun.

R[ % y",..., ¥ | halkasindaT,™" lineer gosterimini

T (% Y0, y™) = f( R Rt R Y)
seklinde tanimlayalim.
Sonug 18: Ber, f , T.O lineer goOsterimine gore H-invaryant ise,

D,m,D D f deT,"™ lineer gosterimine gére H- invaryanttir.

i
Tanim 37:m0 N olmak uzere, ger, AR igin,
f(Ax)=A"f(x)

isef OR[X = H X,..., %] polinomuna m. dereceden homojen polinom denir.

Onerme 36 (Euler)f (x) m. dereceden homojen bir polinom iﬁegi+...+ &i

0x,
ifadesini D, f ile gosterirsek,
D,, f (x)‘y:X =D, f(x)=mf( %
dir.
Ispat: f(Ax)=A"f(x) ifadesinde her iki tarafid - ya gére tiirevini alirsak,

d d

af(A)g,A)g,...,A)g)=d—(/1mf(Xl,Xza---Jé)): m™ X

dir. Ote yandan,
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d of
—f (Ax, A =X—+ .+ X—
57 F (A%, x) Kom T
dir. A =1 alinirsa,
of of el
X, —+.. +>g1——m/1 f
ox ox (%

elde edilir ki, bu da
D, f ()| _ =D, f(x)=mf(x

esitli gini verecektir.

y=X

Onerme 37:f (x) m. dereceden homojen bir polinom ise,

D, D yma D o f (X) oy o, =M f(x)
dir.
Ispat: Tumevarimla yapilabilir.
Sonug 19:f (x) m. dereceden homojen bir polinom ise
£ (%)== D0, DD o F (¥
m Y Y=y Doy
dir.

1.11. Kapelli Denklikleri

X, X'OR olsun. x'=(X", %"\ ..., ), X=(X, %, %)

nooooof . L
'— ifadesi icin
> o ¢

i=1

Zn:xBa— ve AX.Xf:Zn:xi
i=1 ' i

i=1

gosterimlerini kullanagaz. Burada f i,

degiskenlere bgl bir polinom olarak aliyoruz. Bu takdirde’; # y;; i,j =1,...,n

2528

D, Dy f =

elde edilir. X;#y;; i,j=1..,

olmak Uzere ileride

2
ox

hangi dgiskene gbére turev alinlyorsa o
ise;
0°f

IXB—
T ox0y

n kosulu yoksa;
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" 9 f
= X B
Bl Z 2 K Gy

olarak gosterilir.

Ug vektor icin bu durumusagidaki sekilde incelersekx’, # Y

i,j=L1...,n ise;
D,D, P, f=D 3 Yy Gaz—f Zn: z,.y.'. 13637]c
z2'z—7y X X z|]:1 Ia)ﬂ y A k j- a)l(a){ﬂg
olur. X, 2y, X;#2,, ¥,;#z;; i,j=1..,n koullan yoksa;
AZA)Af:Zn:z'y'xHiasf
BRI T e T 0% 9y, 07

olarak gosterilir.

x®, X2, ., X™ m tane vektor igink <r olmak tizerex,™ # x,

¢ o™ f
—_ ) <
7<(n$l))ém»1) "'Dj((l) %1) f - Z )qf ).X(m)

D._m.nD
—<(m m m 1
() i a>g<l>,.ﬂxfnm)

olarak elde edilir. Ber x" #x, ;i,j=1..,n kosullar yoksa;

n (m)
z 1) (m) o f

(m)
AX m) (M Aj(( ) | ma) * X(l) ){1) u @ (m)
0%.”..0%

gy nim=

olarak gosterilir.

D. A, f ifadesi @agidaki gibi degisir:

y'y—Xxx

n f n 2f n f
D, A wxf Zyl (z [-?7}:'2 yj"xlg—"_dysz Y, 0 =

=1 ay, o 0X =1 0),(.6}{ iT=1
ACALFHA T, y=X

=0, A f+I,0, f=0 7 g
vy Y . y# X

Uc vektor icin bunu yazarsak;

DZ'ZAV)AXX gz {Z Y. X a f J

i,j=1 a)ﬁay

. 0°f 0°f
= > 3y TS, > 7 xm L

i,j, k=1 ax. ayJ aZ( i,j=1 ij=1
:Az‘sz)AXxf +52)<'A yé 'ZI +5 zﬁ A ‘zfy )

Zl’yi

c =1,

69(6

%2,

n ise;

V
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seklinde olur.
m tane vektor igin yazarsak;

o™ f

— (m) EI (1) —(m—1) 3
Dy(m) xXm Aj(( ) of ml) * %1) NG f Z )g (m) Z x X Pt ax(l) .a X(m—l)
1 T T

1) < omf _ m-l
— (1) (m) 3 o m) m—l) EI +
m a)ﬂ(l) .ax(m) x( %@ z X ){l) )ém 1)

m-1
X %@ w17
+5x<'“)7<(2> Z)ﬁl Xz' Im-l a)g(l) .O)g(m_l) ot

o™ f

W x(m2) x(m
O | 2% XX A
2 Loox.L0x"

= Ay(m)x(m) A?( m1) (m) * X(l) Ne) f + 5% nh@) —{m1)  m1) "A—){l) )El)f +

+ 5X(m)7(<2) Ay(nﬂ))ml) --A—X(m))@)A—)gl) )gl)f o
+5(m)x(m) (M ™) -A—X(Z))gZ)A—x(l) )gl)f
seklinde olur.

Simdi bir alterne toplamin ifadesine bakalim:
ngn(il 7i2)Dy(2)7(iz)D7<(1)7<i1) = DX(Z)X(Z)DY(%(M _D—X<2rx(1)D—X(1rX<z>
olur. Ug vektor igin :
ngn(il !iz i 3)DX(3)y(i3)D Y<2)7<(iz)D7<(1)—)gu1) =Di<3>y<3)D y(ZF)((Z)D @ +D7X(3»X(2D 7X(2+)51D RGN E)
Byw)y(l) Dyukx(s) Dfx(lrx(m - Dfx(srx(:a)D—X(2+X(1)D—X(1+X(2>_ D—%a >g2D— LBR Dy(l)y(n
- Dx@)y(l) Dj((zkx(a D;(<1rx(3)
Buradasgn( [ P ) permutasyonun cift ya da tek olmasina girga da -1'e
esittir.
2-59(iy 115 s wdin) D o B g D @ltEne toplamini alalim. Bu ifadeyi
determinant olaraku sekilde yazabiliriz:
D

(M (M Ajg mymy e A—)g m

D woyum  Doimy o A
(M= m, (M )éml) —(ml))él) _ . . .
x(M By X X.“ f= Sgl’](ll B P l'm) Dy(m)x(im) Ay(m‘l)%im_l) Ai(l)xal)f

xm - x®

Dx(n m) Ay(l) NG R A—Xu) NGO
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= z Sg'('i1 P --i-m) AV Ai(l)X(i1>f +

y(m) ..... 7(1)

m-1
+ z Sg(“l l'2 ’ -J'm) (z Jx(m)y(ik) (A?(nﬂ)){im—l) A'jgm) K A'X'(l)xﬂl) f )) =
x(m - x® k=1

=>5gN(iy 4150 o) A Do T (M= 3D 590k T, 4 i) Ty By gimn By f

dir. Buradan;
zSgn(il 1i2 ’ I'm) (Dy(m)x(im) +(m - )-ny(m)%im))A—)ml))gm) Ay(l)xﬂl)f =
= zSgn(i1 P I’m) A oy i Dy f (16)
elde edilir. Bu gitli gi determinantlar yardimiylgu sekilde ifade edebiliriz:
Dx(m)x(m) +(m_1) -57((m))gm A—)gn))gml) A—)g {1 Ay(m))gm) Aj(("j)éml) A—)gm)gl)
Di(nrl)x(m) +(m_1) -57(( ) () A—X< mi) (M) eee A—X( m1) 1) f= Ai(ml)x(m) AY( ml)(ml) e Ai(n'kl)x(l) f
Di(l)x(m) + (m_l) -57((1))((@ A,X(l) Ly e A—X(l) Ne) Ax(l)xm) Ay(l)x(nrn e A—X(l) N

X" =X ve x 2 X", k1 (k, 1=1, ..., m) olarak alirsak ggidaki determinanti

elde ederiz:
D;(rmx(m) + (m _1) Ag(( Mmoo A—x( m Ay(mum) Aj(( m o m) A—)g m
DY( m-1) X( m) Aj(( ml) x( ml) . A—X( ml) >41) f _ AY(rn—:l) X( m) Aj(( nmrl) X( ml) A—x( m1) ){l) f
D7(1> x(m) A—X(l) NG IR A—x(l) NeY Ay(l) Xm Aj((l) NG IR A—x(nx(l)
XM = )M g =y x® = x® olarak alirsak sagidaki determinanti elde
ederiz:
D;(m‘fl)x( m) Aj(( 1) () ce Aj(( m1) (1) A,X( m1) m Aj{ mi) f mi) Ajg ml) (1)
Doy +(M=1) Dy imy - Dy . Diniw Dyppw o Dypg f
Dy(2>x(m) A;((Z) NUSVIEEEE A—xu) Ne) A—X(2> o) Aj@) NUS A—)@x(n

Bunlar sembolik olarakdyle ifade edebiliriz:
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Dx(rml)x(m) Ax( mH) o ) oo A X mD) (1)
Dmym *(M=1) Ay oo Doy
DX(Wl)x(m) A XL (1) LR A NELNG)
Dx(l) x(m) A X1 (1) A NN

A){m)%m A)gml))sﬁu) A)gml))gl)
f _ A)gn))gm A{(r)k(rfrl) Ax(m))gtl) f
X(rrr].)x(m) A )é n‘rl))é ml) e A )4 m1) )él)
Ax(l) x(m A XD y(mr1) o A NONG]

m=1 icin keyfi minorler kagilikli olarak birbirine gittir. Bunu kullanarak gagidaki

(17) sitli gini gostermek istiyoruz. Bunun igin,

A () (m)
A NUONG)

(1) (m)

A

<D y(m)

Ax‘"”)x(”ﬂ) Axml))@)
A mo Ao f
A)énﬂ)x(ml) Ax(ml)xu)
A*(l)x(rm) A)@) N

ifadesini F seklinde saretleyelim.Simdi,

DX( ML) (m) Dx< M) ()

D mym *+(M=1) D s
Dx(nrl)x(m) D)é 1) o M) + (m_ 2)
Dx(l) (M) D)él) 1)

D

Dm0

D)érrrl) e

Do

M) (1)

(17)

esitli gin dogru olduzunu gosterelim. Buséli gin anlami keyfim dereceli minérlerinin gt

olmasidir.(17) gtliginin m =1 ve m = 2 durumlarinda ispata@daki tnermelerde

verilmektedir.

Onerme 38 _#|f =| ?{f dir.
yX yX
DXX AXX

Bu ifade, kagilikli mindrlerin ssit oldugunu verir. Yani;

D, f=4,f,D,f=Af, D,f=0f,..

ispat: D, f :ZZi.g—f ve A, f :ZZi.g—f oldusundan D, f =A_f elde edilir.
i=1 X =1 i

Ozel olarakD,, f =A f 'dir. ¢
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Onerme 39: i A= ¥ Af
Dyy +1 Ayx A W A y
ny A, A Xy A

dir. Bunun anlami;

D +1 A A
yy yX Yy y: —
D, A, |A, A, f.((Dy+1) 20-D,h ) f
Dzy Azx‘ f - Azy A z'rf Dzy Az>< - Azy
D,, A, A, A, D,+1 A, A,
demektir.

Ispat: [47, S. 33]
Simdi (13) sitli gini keyfi m icin gosterelim:
m=1 icin bu saitlik;

D m Ao
D o o| F =] ool |
D.ow A o

Oi, jON" igin D, o, f =4 )

dogrudur. m-1 i¢in dogru olsun. Yani;

Dx(m)x(m—l) Dx(m))é m2) D){W))él) A*m)gml)
Dx(m—l)x(m-l) +(m_2) Dx(m-l)x(mZ) Dx(ml)x(l) f = A NGRNEY
Dx(l)x(m—l) Dxu)x(nrz) .. D MO A NOyES)
olsun.
m icin bu aitli gi gbsterelim:
D mym +(M=1) Ay A gng A o ym
Dx(m—l)x(m) A ) (w1 A X ™) 1) f _ x(M=1) 5 ()
(D Ax(l)x(nrl) A NN Ax(l)xm)

oldugunu biliyoruz. Buradagunu elde ederiz:

A

A

Ai"”k“‘z)

A %ml))éfnz)

X Wy(m2)

£ )

A)é rrrl)x( ml)

NONGE)

f oldugsundan yukaridaki ilk 6énermeden dolawitkk

A gy
A Jm) yf1 f

A KDy

A
A

PR
ml) 1)
K™ f

A NN



46

(Dymr #(M=2)) My 10+ Dy oM 5ot Dy o Mgy (=

— D D D
= (Do +(M=1)) M 1 + Dy 0 M5 g ¥ ¥ Dy, M5

N
Burada,
Ax(m)x(m) Axw))w
Ax(i+1) m-) e AX(Hl) e
M m = ,1=1, ...m
X (M) A
(i) y(m-1) see x(=1) (1)
Axm NG A NEANEY

dir. M® ise bu determinantirD operatériine gore yazilghalidir. Bununla gitlik
gosterilmg olur.¢

Simdi Cayley operatorini verelim.

omf
iA (m) m)..A ) )f = + Xi(l)-”)‘(m)gi —
xXm @ XM ¥ NONG ){m);)p) il,Z,:im 1 m 0&51)--1%4:‘")
m
= > 1 D =P xW GL
B W A RN I O
Burada
(1) (2) m)
xPox® X
(1) (2) m)
oo = X
xm™ D e
(1) (2) m)
Xim Xm )l((m

dir. Bger, i, (k:1, ...,m)'lar birbirinden farkli dgilse bu determinant sifir olur.ger
m> n isei,’lar icinde en az iki tanesisg olur ki bu da determinanti sifir yapan= n ve
[ (k =1, ...,m)’lar icinde @it olanlar varsa yine determinant sifirgitelur. m=n ve
i, lar birbirinden farkli ise(il, iy, ...,in)'nin bir permitasyonudur. Buradan;

O @ e O
Xlz Xz 3 '|2 ?62 Pé = Sg(|]_ ' ]n) I:X(l)X(Z) X(n):|
X

n

=sgn(i, , .--i,)
XD Ly VORING

n 'n 'n n

@
X;

n

olur. Buradan da;
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n _ . o"f
(m) (1) @) (n)
il,%ﬂ(zsgn('l’ ---Jm)xim X ) a)q(m) ﬁx<1) IZ sofi, , i )[X X.. J%){n) .a)él)
n . : o"f
=[x2...x )]_izi son(i , "'J”)E’iax‘”).ﬁ){”
ifadesi elde edilir.
Tanim 38: .Z sgn . )[—)(37;)&) operatoriine Cayley operatorti denir ve
Qf seklinde gosterilir. O halde yukaridakiitik su hali alir:
omf
(m @ =[Oy @ 0
11,; (ngn(l, ) X )W—[x x® x| Qf
Bdylece aagidaki teorem ispatlanmolur:
Teorem 9 (Kapelli ) :
D oy m +(M=1) Dy 4 ... Dy
Doy Dx("”)’*mlﬁ(m_z) e B f = > 1) (2 men (18)
.. [X()X( )__X(n)]Qf, m= n
Dx(l) «m Dx(l) 1) D NN
dir.

Bu teoremle verilen séliklere Kapelli denklikleri denir.

1.12. Kapelli Denklikleri Yardimiyla 1.Esas Teorenin indirgenmesi

r

l’r

,» -, sonlu d@al sayilar olsunlar.

S ::{(g, L, b)) TS0 H0,+ a2 0, = 1, 2, m,}
olarak alalim.|S|<(r+1)" oldusundan S, sonlu cumledir.S, (izerinde bir siralama
tanimlayacgiz:

Tanim 39:(r,, r,, ...f) . (S,.S,, -..S,) O S olsun.

i) Bir k (I<k<m)igin; r,=s, ..., =S, Ver<s, ise

(1, 1y o) <(S1.S5, --8n)
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denir.

i) Oi =1, 2, ...m icin; r.=5 ise(r, r,, ...r,)=(s,.,S,, ...8,) denir.

iEger (r,r,, ..fn)<(S:, S, -9 veya (n,r,, ..ry)=(s:.S,, ...8,) ise
(r, 1y ) <(S1.S,, -..S,) denir.

Onerme 40: £” bagintisi S Uzerinde bir siralama patisidir.

Ispat: [47, S. 3%

Onerme 41(S,, <) iyi sirali bir ctimledir.

Ispat: O(r, 1y, k) (51,5, 4 -8,)0S igin (r, 1y, fy) #(S1.S,, ---Sh)
olsun. Bu takdirde 6yle en kuguk mevcuttur ki r, #s, 'dir. Buradanr, <s, veya
S <t di.

r<s,ise(r, r,, .fn)<(s:.S,, -..5,) olur.

s <tise(s, s, ..s)<(I, 5, ..L) olur.

Dolayisiyla(S,, <) iyi sirali bir ciimledir

Onerme 42{r,, r,, ...r,)0S, i¢in T(x, r,, ....r,,) bir énerme olmak tizere,

1) T(0, 0, ...,r) dogru olsun.

2) (1 ofpn)<(s:,S,, --Sy) i¢in T(r, 1, ...r,)’nin dogru olmasindan
T(s, s, ..., §) dogru oluyorsa,d(r, r,, ...r,)0S, i¢in T(r, r,, ...,r,) dogrudur.

Ispat: Farz edelim ki; en az bir,r,, ...r,,)0S, icin T(r,r,, ...r,) dogru
olmasin.

B={(r, 1,y -..r,)0S, T(n,r,, ..1,) dorudesil} OS,

olarak alalim. Varsayimimiza gé&# [ 'dir. S sonlu ve iyi sirali oldgundan B 'nin bir
en kucik elemani vardir.Bu eleman(rlo, ry, ...,rnS)DB olsun. T(0,0,...r) dogru
oldugundan ve (0,0,...r ), S nin en kuguk elemani olgundan (0,0,..r, }IB,

dolayisiyla (0,0,...f )<(r1° Iy rnﬁ’) dir.



49

0
N A

(r, 15, ...,rm)<(r1 r ) olan tum(r,, r,, ...r,)0S, lericin (r, r,, ...r,,) OB

oldugundan T (1, r,, ...r,,) dogrudur. Hipoteze g(‘jreT(rlo, ry, rn?) dogru olmalidir.
Fakat bu bir cefkidir. ¢

Onerme 43{r,, r,, ...r,)0S, icin T(x, 1,, ....r,,) bir énerme olmak tizere,

1) r,=r,=..=r_,=0 olan tum (r,r,, ..r,)=(0, 0, ..., 0y, , .L.,)S, ler
icin T(r, r,, ...,r,) dogru olsun.

2) (1,1, ) <(S1.S,, -.8) Olan O(r, r,, ...r,)O0S, igin T(r, r,, ...r,) Nin
dogru olmasindan T(s, s, ..,§) dogru oluyorsa 0O(r,r,, ...r,)0S, igin

m r

T(r, r,, ...1,) dogrudur.

Ispat: Onerme 42'ye benzgkilde yapilir.¢

Teorem 10:H O O(n) bir alt grup vex®, x?, ..., xX™ R"de m tane bilinmeyen
vektor olsun.

Eger, m=n icin {4, ¢,, ....¢,} polinomlar ailesi, R[)él), X2, ...,%m)T 'nin
Urete¢ cumlesi isesn> n durumunda,

{¢1’ ¢2' "'1¢N ’DX(i)x(j)¢k ) ,j =12,.m k= 1,2,.N Dx(i)xm(D)gs))p) '¢k)’ } (19)

cumlesi, R[ XD, XA %m)T 'nin Urete¢ cumlesidir.

Ispat: Her polinom homojen polinomlarin toplamseklinde tek turlli olarak
yazilabilecginden burada homojen polinomlar géz énine alimabfleyfi bir homojen
polinom, her x"ye (i = l2,...,m) g6re homojen olan polinomlarin toplami olarak tek
tirl yazilabilir. invaryant polinomlarin keyfi homojen kismi da invamtir. Teorem
x"’lere gére homojen olan invaryant polinomlar icispat edlirse, keyfi invaryant
polinom icin de ispatlanmolur.

f(x(l’,x(z) ,...,x‘m)), x®'e gore derecesi,, x?'ye gore derecesi,, ...., xX™'ye
gére derecesir, olan her birx"'ye (i = 1,2,..,m) gére homojen olan bir invaryant
polinom olsun. Buradarf 'nin derecesir =r, +r, +...+r_ olur.

Kapelli denkliklerindeki operatdr determinantinik élemant;

(D +(M=1))..{ Doy + 1) Dy
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seklindedir. Bununf 'deki goriintiisii Onerme 36 dan,

((Dx(m))m +(m—1))...( D o +:I) .D%NU) f=(r,+m=-3 .(p+ )rf.
Sekildedir. p = (r, +m-1)..(r, +1)r, olarak alahm.f, x* desiskenine bal ise r, >0
olur. Bu durumda p# @ir. Eger p=0 ise, (r,+m-1)..(r,+1)r, =0 demektir.
Buradan (r,+1)=0 olamaz. Cunki, bu durumdg =-1 olur ki polinomlarin derecesi
negatif sayl olamaz. Benzgekilde, m=2 igin (r,+m-1)# Odir. Boylece,r, =0 olur.

r,=0 olmasi, f nin x-e goére derecesi sifir demektir. Bu igenin x™, xX™, .., xX?

vektorlerine yani m-1 tane bilinmeyen vektorleggli bir polinom old@gunu gdsterir. Bu
ispat, tumevarim yontemi ile yapigindan, burada m-1 tane vektor icin teoremigrdo
oldugu varsayilip, m tane vektor icin de g@lo oldusu go6steriimek istenmektedir.

Dolayisiyla, r, =0 durumunda, teorem m-1 tane vektore indirgegiecen zaten dgru
olacaktir. Bundan dolayy # O alabiliriz. Dolayisiylap # Odir.
Kapelli denkliklerindeki operator determinantininger elemanlarindab ., ., +a - 1
diyagonal elemanlarini birakabiliriz. Onlarin etki$§ 'nin bir say! ile carpimini verir.
Bunlarin hepsinio" seklinde gosterelim. Bu takdirde boyle bir elensarsekilde olur:

P D g, i +Dsrser Do
Burada a,>a.,>..>0a,>a,, B #a, i=12..9 ve B, ,...B/lar
a,, a,, ...,a;'larin bir permitasyonudur. Buradap= & S, >a; elde edilir. Cunkd
g =1 ise yukaridaki ifadeo”.Dx,,xa biciminde olup, = a elde edilir. Yukarida diagonal
elemanlarinin birakilabilegeni ifade etmstik. Buna goreq= 2olmalidir. a, en kiguk

oldugundan veg, # a, oldugundan S, > a, olmalidir. Bu durumda;

P-F =D gy +(M=1)).{D o, ) +1D 0 f

f7=p"D,

0= Dxﬂqxgq ...Dxﬂzxaz
olarak alirsak Kapelli denkliklerinin sol tarafjp.f —ZD.f " halini alir. Burada,
f=p"D,,f, x%egére f 'den daha kiiglik dereceye sahiptir.

Simdi Kapelli denkliklerini aagidaki gibi yazabiliriz:
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p.f=>0.f" (m>n) (20)
o.f :ZD.fD+[x(1)x<2)...x(”>}Qf (me (21)

m>n icin p.f=>0.f%dr. f, x®e bal ise p#0 olacgndan

f :EEED.fD olur.
0

Tamevarimla iddiamizi ispatlamaya galim. En kicuk durum vektér sayisinm

tane oldgu durumdur.
m=n igin {¢;, ¢,, ...0\}, R[)él), X2, ...,%m)T 'nin  Ureteg cimlesi olsun.

Gosterelim kim > n igin;

{¢11 ¢2 ""’¢N ’ Dx<i>x<n¢1 1 Dx<k)x<k> ---Dxmx(l) ¢1 ’}
cumlesiR[ X, x?, ...,)ém)]H icin Ureteg ctimlesidir.
m=n tane vektdr icin yukaridaki kabul ggre (19) cumlesinin

R[ XDXD >6"‘>]H nin Ureteg climlesi oldw aciktir.

m-—1 tane vektor icin (19) cUmIeS?[ D S %m)T nin Ureteg ciimlesi olsun.

Simdi m tane vektér durumuna bakalim®,x® ..., x™ vektorleri icinr, =0 ise m— 1
vektore dongtigunden iddia gegerli olur. r, #0 olsun. Polinomun derecesi
r=r +r,+...+r, olduundan bunlardan biri sifir isem- 1vektér durumuna
gelecginden iddia gecerli olur. Dolayisiyla hepsi sifmdarkli olsun.

“<” siralamasina g(‘jre(rl,r2 ..... rm)’den kucuk olanlar icgin iddia dmu olsun.

f'=p"D,,fnin x™'e gore derecesif 'den kicik oldgundan f”=p"D, , f

xPLya1

ifadesi (19) cumlesiile Uretilebilir. Yarhi¢ icin;

192 0°D st =0(8,, b, -ty D4, DB, ..DP, . )

olur. Sondaki ifadeyi agarsak:

D, re: (81,05 1-.,84-D81, DY, ... DBy ) =

oV oV o oV
=—D, 0 +—D, ., +.+—D, . b, +—D, .6 (D@ )+..
59, et 55 Dangne ¥t 5D b+ 20D, 41(D4)
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olur. Bu sekilde devam edilirsef fonksiyonu da (19) cimlesinin elemanlari cinsinden
yazilms olur. DolayisiylaOm>n icin (19) cumlesiR[ X”, x?, ...,)ém)]H nin (reteg

cumlesi olur. Boylece ispat bitgolur. ¢

Not: S=( J S olarak alalim. Burada;

r=0

$={(0.0,0,...%
s={(1 0,0,..9,0 10,..)0, (, 0001}
§,={(g, Ly Tyr el ) Ty#0 40+ 40 =1 [N i, = 1, 2,3, m}

olarak alinmaktadir. B&b cumlesi Uzerinde bir siralamagoatisi tanimlayalim.

Tanm 40: (r,,r,,....1,).(s.S,,....5,)0S olsun. Eer r+r,+..+r_=r ve
S +S,+...+s, =sicin;

r<sise(r,r,,...r,)<(s,s,..s,)dir.

r=s ise (r,r,,..r,).(s.s,...s,)0S olac@indan S 'deki siralama bantisi
alinir.

(r,r, et )<(s,,S, 1oS,,) veya (r,r, 0t ) =(s,,S, 1e08,,) ise
(r.,r, .t ) <(s,,S, 1.0 8, ) dir.

Bu sekilde tanimlanan £” bagintisi S Uzerinde bir siralama pantisidir. Simdi

bunu gosterelim:

1) oOf,r,,..r, )08  igin  (r,r,,...r,)=(r,r,,..r,)  oldiundan
(r,,ry ot )< (1,1, oor, ) dir. (Yansima 6zelii)

2)  O(,ry,..r,)(s,s,...s,)08 igin  (r,r,,..r,)<(s,s,...8,) ve
(s.,s,,.S,)< (1.1, 0m0r,)  oOlsun. Bu elemanlar igin r,+r,+..+r_=r ve
s +s,+..+s,=s olsun. (r,r,,..r.)<(s,s,,.,s,) oldusundan r < s'dir.
(s.s,,...s,)<(r.r,,....,r,) oldiundan s<r’dir. O halde r=s'dir. Buradan
(r,r,,....r,) ve (s,s,,...s,) S 'nin elemanlaridir.Onerme 41 de{8,,<) iyi sirall
cumle oldgundan (rl,rz,...,rm)s(sl,sz,...,sm) ve (sl,sz,...,sm)s(rl,rz,...,rm)

oldugundan(r,,r, ,....,r, ) =(s,,S, ,....s,,) elde edilir. ( Simetri 6zeli)
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3) O(r, 0y e 1 (S,2S veen S ) (05 1oty )OS igin (1,1, ot ) < (S0, S, 00n0S,) Ve
(s.,S, .8, < (t,,t, 1..0nt,, ) OlsuUN. Bunlar iginr, +r, +..+1_=r, s +s, +..+S_ =S ve
t,+t,+..+t, =t olsun. (r,r,,..r,)<(s.s,,..s,) olduundan r < s’dir.
(s.s,,..s,) < (.1, ,.0t,,) oldusundan s<t'dir. Buradan r<t olur. r<t ise
(r,,r,,or, ) <(t,t, .0t ) elde edilir.r =t ise S, 'dek siralama gegerli olagmdan yine
(r,, 1yt ) < (t,t, ot ) Olur (Gegime Ozelgi). ¢

Lemma 3:(S,<) iyi sirali bir ciimledir.

ispat:(r,r, ,...1..).(s,,S, »...,S,,) O S igin;

(r.r, )2 (8,8, 0008,), T+, +. 41 =T ves +s,+..+s_ =s olsun.

i) r=sise(r,r,,...r)(s.s,...s,)0S olur. Onerme 41 'dedS, ,<) iyi sirali
cimle oldgundan (r,,r,,...r.,)<(s.s,...s,) veya (s,s,....s,)<(r,r,...r,) elde
edilir.

iy r£siser<s veyas<r dir. r<s ise(r,r,,..r,)<(s,s,,..s,) dir. s<r
ise(s,,s,,...s,)<(r.r,,...r,, ) dir.

Dolayisiyla(S, <) iyi sirali bir ciimledir 4

Teorem 11:H OO SQ(n )bir alt grup olmak Gzeren— 1ane bilinmeyen vektor icin

R, %2, ...,%”‘1)]H nin treteg cimles{g,,d, ,....#,} olsun. Bu durumdan>n- 1
icin R[)él), X2 ...,%m)T nin Urete¢ cimlesi,

{#. ¢, .8, D@, B, ..Dg, DDg, ,.[x"x® xV] D[ x> #] .} (22
bicimindedir.

ispat:(r,,r, ,...,r,,)0S igin T(r.,r, ,...,r,,) 6nermesi yukaridaki ifade olsun.

m=n durumunu g6z éniine alaliral(0,r, ,...,r,)0S igin T(O,r, ,...,r,) dogrudur.

T(r..,r,,...,r,) nin de d@ru oldusunu gosterelim:
f(x(l’ , X2 ,...,x‘”‘l)), H -invaryant polinomunu géz dniine alalim.

m=n igin;
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o.f :ZD.fD+[X(1)x<2>...x(”>}Qf
oldugunu biliyoruz. f, x® e bagli degilse tiimevarim hipotezi geie f , (22) climlesinin

elemanlari cinsinden uretilebilirf , x® e bagl olsun. Bu durumdagp 2 @ir ve
- Ly gos Loy oot
P P

dir. f™in x® e gore dercesiS, 'deki siralamaya goref 'den kiigiiktir. Qf 'nin derecesi

ise r —n’dir. Tumevarim hipotezine gore bunlarin toplami(@2) ciimlesinin elemanlari

cinsinden yazilabilir. Dolayisiylaf , (22) cimlesinin elemanlari cinsinden yazilabilir.

Bundan dolaym=n i¢in f, (22) cumlesinin elemanlari cinsinden yazilabjini m=n
icin, (22) cumlesiR| XV, X2, ., )ém)]H nin Ureteg cuimlesidir.
Simdi, m>n igcin Teorem 11'e gb6re H grubu igcin (22) cumlesi,

R, ®2, ., )ém)]H nin Ureteg ciimlesidir®

1. 13.0(n) ve SO(n) Gruplari icin 1. Temel Teorem

Bu bolum [48] den alinngtir.

Tanim 41: f , nispi O (n)-invaryant polinom olmak Uzerélg JO(n )cin A(g) =1
ise f 'ye cift (mutlak) invaryant polinom denir.

Tanim 42: f, nispi O(n)-invaryani polinom olmak UzereOgOoO(n) icin
A(g)=detgise f ye tek invaryant polinom denir.

Ornek 27: O(1):{l—1} grubunun R Uzerindeki etkisini alalim.f OR olmak
Uzere;

A1) =1 ve A(-1) =1 ise f(-x)= f(x) olup; f, cift invaryant polinomdur.

M) =1 ve A(-1)=-1ise f(-x)=-f(x) olup; f, tek invaryant polinomdur,

Onerme 44:

1-Cift invaryant polinomlarin toplami ¢ift invargapolinomdur.

2-f, cift invaryant polinom ved [0R olmak lzered.f polinomu cift invaryant

polinomdur.

3-Cift invaryant polinomlarin ¢arpimi ¢ift invamygpolinomdur.
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Ispat: [48)

Onerme 45:

1-Tek invaryant polinomlarin toplami tek invary@ant

2-f, tek invaryant polinom velJR olmak utzereA.f polinomu tek invaryant
polinomdur.

3-Tek invaryant polinomlarin ¢carpimi cift invarygrolinomdur.

4-Tek ve ¢ift invaryant polinomlarin ¢carpimi tekvaryant polinomdur.

Ispat: [48)

Ornek 28: f (x(l), x®, ...,x('”) =[ XD X2 ...%m)] invaryant polinomunu alalim.

f(g.x‘l), g.X?, ...,g.)ém)):[ g.x) g% ...g.S?“)}: det@. % ® ...(SE)]
oldugundan[x(l)x(2>...x“”)] polinomu tek invaryant polinomdur.

Onerme 46:

1- f , ¢ift invaryant polinom ise€f tek invaryant polinomdur.

2-f , tek invaryant polinom is@f cift invaryant polinomdur.

Ispat: [48)

Onerme 47:f (x‘”, x®, ...,x(m)), SQO(n -invaryan polinom olsun. Bu takdirde;
(X0, X0, )= £ o) (0 )
seklinde f, ¢ift ve f, tek SO(n) -invaryan polinomlarin toplamseklinde yazilabilir.

Ispat: [48)

Teorem 12:

1-Keyfi bir ¢ift invaryant polinom;

<x‘”, x‘”>; i,j=1, 2, ..m’'lerin
polinomu olarak ifade edilebilir.

2-Keyfi bir tek invaryant polinom,¢(x‘l), x®), ...,x(m)) cift invaryant polinom
olmak Uzere,

(XKD (o, 5, o)y, dy = 10y <, <0<
seklindeki tek invaryant polinomlarin toplami olariékde edilebilir.

Ispat: [48)
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Teorem 13:x®, x?@, ..., X™’ler R"'de bilinmeyen vektdrler olsun. Bu takdirde;
(xO, x);0,j=1, 2, ..m i< |
sistemi, R[ XV, ¥?, ..., )ém)]o(n) R - cebir’inin Ureteg sistemidir.
Ispat: Bu aslinda Teorem 12'nin 1. kismidhr.
Teorem 14:x®, x?, ..., xX™’ler R"'de bilinmeyen vektdrler olsun. Bu takdirde;
(X0, Y, ij=1 2 .m
[ XWX X5 1< <y i< m
sistemi,R[ XV, X2 ...,)ém)}so(n) R - cebir’inin treteg sistemidir.

Ispat: [48]¢

1.13.1 O(n) ve SO(n) Gruplari igin R(x‘”, x@, ...,x(m))G Cisminin Uretecleri

Teorem 15:G = O(n) olsun. Bu takdirde;
i) m<nise,
<x‘i), x‘”>; i,j=1,2,..m ;i<
sistemiR(X‘”, X2, %m))o(n) cisminin ireteg sistemidir.
i) m>nise,
<x‘”, x‘”>; i,j=1 2,.n;i<]
<x‘i), x‘p’>; i=1, 2,.n:p=n+ L+ 2, .0
sistemiR(X‘”, X2, %m))o(n) cisminin ireteg sistemidir.
Ispat: [48%

Teorem 16:G = SO 1 olsun. Bu takdirde;

i) m<nise,

<x‘”, Xm>; L,j=1,2,.m ;i< ]

sistemiR(X‘l), X2, %m))som cisminin lretec sistemidir.

i) m=nise,
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[x‘l)x(z)...x(”)} ;
(X0, x0); 0,j=1,2, .0 i<f jitj< 2
<x‘i), x‘p’>; i=1,2,..n;p>n
sistemiR(X‘l), X2, %m))som cisminin lretec sistemidir.

Ispat: [48)



2. YAPILAN CALI SMALAR
2.1. Benzerlik Gruplari
2.1.1. B(n) ve LB(n) Gruplari

Tanim 43: R" o6klid uzayl olsun. Herl x, y R" i¢in

[FOO=F(y )| =[x (23)

olacaksekilde bir A\OR, A>0 bulunabilirseF :R" -~ R" doéngumine bir Benzerlik
Donlsim0 denir. Buradakh sayisina F benzerlik dégiiminin olcgi ya da kisaca
benzerlik 6lcgi denir veA_ ile gosterilir.

Not: A benzerlik ol¢ei tek turlt belirlidir. Farzedelimi,, A, sayilari igin ,
IF(x)=F(y)|=Ax=y ve |F(x)=F(y)|=A,|x- Y| olsun. Bu sitlikler keyfi x ve
y lericin d@ru olduklarindan dolayi, 6zel olarak# y ler icin de dgrudur. Buna gore
IF(x)=F(y)=Ax= y|=A,||x- Y oldusundan (A,=A,)[x-y|=0 dir. Boylece
A, =A, elde edilir.

Ornek 29: Birim donisiim benzerlik 6l¢gi 1 olan benzerlik dongiimudr.

100 =10 ] =k -]

Ornek 30: R" de tim izometriler benzerlik élgie 1 olan benzerlik dongimleridir.

Ornek 31: Sifir dongumi benzerlik dongiimi deildir. Cinki Herd x O R" igin
F(x) = 0 doéngimui icin |F(x)-F(y)|=]0-0d|=0 dir. Oysa ki x# y icin |x-y|#0

oldugundan (23) gtli gi ancakA = 0 durumunda gerceklenir. Bu ise > 0 olmasiyla
celisir. Dolayisiyla sifir dongiimi benzerlik dongiimi degildir. ¢

Ornek 32: Reel sayllarda tanimli  F(x) = ax + b #& donigiumi bir benzerlik
donGsumudur.

[FOO-F(y)=|(ax+ b)- (ay bl)=| ax d=| & x §=| [ x |
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dir. Burada F nin benzerlik 6lge |a dir.

R" uzayinda tanimli tim benzerlik dasiinlerinin ctmlesini B(n) ile gosterelim.

Onerme 48: F, OB (n) ise F°FR OB (n) dirveh, . =AA dir.

Ispat: O x, yOR" keyfi elemanlari icin

[(FioF)(x) = (Fro F)(y J| =[| R Fo(x))- F(FLy))

=\, [F(X)= By )| =AA, X =

oldugundan F o K, B(n) dir ve Ao =AAp oldugu aciktirs

Sonug¢ 20: (B (n),e) ikilisi fonksiyonlarin bilgke islemine goére birimli bir yari
gruptur yani monoiddir.

Ispat: Keyfi F, R, F3 O B(n) igin,

(Re(ReR)(X)=R(R(FEX)F (o B)EMXF (B I E)X
oldugundan bilgke islemi asosyatiftir. Ayrica birim doénim benzerlik dongtimi
oldugundan B(n) — nin birim elemani vardir. Dolayisiy& (n), o) bir monoiddir.¢

Onerme 49F :R" — R" keyfi benzerlik dongiimii  birebirdir.

Ispat: Farz edelim x ,§ R" oyleki, F(x) = F(y) olsun. Bu durumda

vel # 0 oldygundan|x -y =0 olur. Normun 6zefiinden x —y =0 ve buradan x =y

elde edilir. BoyleceF keyfi benzerlik dongiimi birebirdir. ¢

Tanim 44: F benzerlik dogiimU lineer ise F ye lineer benzerlik dginini denir.

R" uzayinda taniml tim lineer benzerlik déimnlerinin cimlesini LB(n) ile
gOsterelim.

Ornek 33: Birim doniium lineer benzerlik donamudur. Oteleme dogumii ise
lineer olmayan benzerlik dégiimudur.

Onerme 50:F,,F,0LB(n)ise FoF,0OLB(n) dir.

Ispat: aciktire

Sonug 21: (LB (n)p) fonksiyonlarin bilgke islemine gore birimli bir yari gruptur.

Onerme 51: Keyfi lineer benzerlik ddiimi ortendir.

Ispat: FILB(n) olsun. Onerme 49a gore F birebirdir. Onermeye goére de F

ortendire
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Onerme 52: Keyfi F lineer benzerlik dédiiniinin tersi mevcuttur ve'fde lineer
benzerlik dongimadur. Ayricah. = A ise )\Fl :% dir.
ispat: Oncelikle ®(a +b)=F (a)+F (b) aitligini gosterelim. Keyfi
a,b0R" leri alalim. F o6rten oldundan x yOR' mevcuttur oyle ki, F(x):a,
F(y)=b seklindedir. Buradanx+y= F‘l( F(x+ y)) dir. F lineer oldgundan
x+y=FY(F(x+y)= F(F(J+ H y)
dir. Ayrica, x+y==F"*(F(x))+F"(F(y) ve F(x)=a, F(y)=b oldusundan
F*(a+b)=F*(a)+ F(b
dir. Simdi, keyfi aD R ve keyfi #OR icin F™(pa)=pF™(a) esitli gini ispat edelim.
F orten oldgundan xOR' mevcut dyleki F(x)=a dir. F lineer oldgundan
F’l(,uF(x)) = F‘l(F(,ux)) =ux dir ve px= uF*(F(x)) oldgundan F(x)=

aicin F*(ua)=pF*(a) dir. Boylece E lineer dongumdr.
F! donistimiinin benzerlik déniimii oldgunu gosterelim. Bunun icin F benzerlik

donisim  oldgundan  [x -y =|F(F*(x)~ F(F* ()] =A| F* (x)- F* (y}  ifade

edilebilir. Buradan, HF‘l(x)—l——l(y)H:%”x— y| dir. Béylece, P lineer benzerlik

dontumi ve A, :% dir. e

Sonug 22: (LB (n)p) gruptur.

Ispat: Sonug 21 ve 6nerme 50-52 den (LB ¢n), ikilisinin bir grup oldgu agiktir.

Not: Fakat LB (n) grubu r=2 icin desismeli desildir. Degismeli olmadgini
gosterelim. Bunun icin  n =2 durumunda Ve i, O LB (n) déngtmlerini, bira OR

icin,

cosa sy
Fl:( ) j ve
-sina cosy
01
F, =
1 0

olarak alalim. Fve F, donigumleri birer lineer izometri dogimleri olduklarindan ayni

zamanda bir lineer benzerlik d@dinudurler. Bunlarin bikkeleri alindginda
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sing coxx -sina cosx
FoF,= __|veF,oF = _
cosa - siny cosa S

bulunur.a:g icin bunlar farklidir. Dolayisiyla lineer benlikergrubu, dénigimlerin

bileske islemine gore dgismeli dezildir. ¢
Sonu¢ 23: LB (n) O B (n) altgruptu

21.2. Hn), LH(n) Gruplan

Tanim 45: a /R veA >0 olmak Uzerél x 7R igin

Fx)=a+A(x-a)
olarak tanimlananF : R" - R" donisuimine a merkezlih olcekli Homoteti denir. R
Uzerinde tanimli tim homotetilerin ctimlesini(i) ile gdsterelim. Yani

H(n)={F|F:R" = R;F(x)= atA(x § ;a0 R}

olsun.

Fl=]

a

Sekil 3. a merkezlin olgekli homoteti

Onerme 53: Keyfi F(x) = a A( x — a) homoteti doiimi A olcekli benzerlik
donGumudar.

Ispat:|[F(x) - F(y)| =[(@+A (x= @) (&A (- a=|A (x P=A| x ¢

Onerme 54: E1 H(n), a merkezli ve\ o6lcekli homoteti donguimii lineerdir. <
a=0 yada\ =1dir.

Ispat: F lineer olsun. O haldeF(x+y)=a+A (x+ y—a)= a-A X\ Y-\ ¢
dir. ve F(x)+ F(y)=a+A (x— aj atA (y- aF 2aA x\ y R
dir. Flineer oldgundan bunlargt olmaldir. a+ Ax+Ay—-Aa= 2atA xtA y 2 &
yazilabilir. Buradan a(32) =0 bulunur Boéylece, a=0 vyada=1 elde edilir.

Tersine a=0 olsun. Bu durumda F homoteti gamniii,
F(x)=a+A (x—a)=A x
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seklindedir ve F lineerdirA = 1 durumunda da F homoteti dgiiini
F(x)=a+A (x—a)= x

seklinde olac@indan F(x) =Ax in bir 6zel hali bicimindedir. Dolayisiyla F linekr.+
Sonug 24: F lineer homotetidi= F(X) =Ax ;A >0 dir.
R" Uzerinde tanimh tim lineer homotetilerin cimlésibH (n) ile gosterelim.

Sonug 25: ( LH (n)s ) fonksiyonlarin bilgke islemine gore birimli yari gruptur.

Onerme 55: Keyfi lineer homoteti értendir.

Ispat:  FJLH (n) keyfi alalim. F(x) =A x dir. Keyfi yO R"i¢in [Ox :%y 0

R" dir. F(x) =Ax = )\%y =y dir. Boylece F ortendiw.

Sonug 26: (LH(n)p) desismeli gruptur.
Sonug¢ 27:LH(n) O LB (n) altgruptur.
Onerme 56: h, keyfi lineer homoteti ve f keyfdoimetri olmak lizere
F=ho f
donisUmu bir benzerlik dorgiimuddr.
Ispat: keyfi lineer homoteti ve izometriler birererzerlik dongiimiu oldgundan
ispat agiktirs
Teorem 17: F A olgekli benzerlik dongiimu igin bir hJ LH (n) lineer homoteti
donsimi ve bir DO E (n) izometrisi tek turli olarak vardir, dyleke =ho D dir.
Ispat: [28)
Sonucg 28:FF:R" - R", A Olcekli benzerlik doniimi ise[x OR" icin
FxX)=Agx+b , A>0,b0R ,gJ O(n
olarak tek turlt yazilabilir.

Ispat: Teorem 17 ye gore Fhy o D ve Teorem 8 e gore keyfi izometri
D(x)=gx+c, cOR",gdd O(n
biciminde tek turll olduklarindan
F(x) = (h, e D) (x) =h, (D(x)) = h, (gx+ c)=A (gx+ C;=AgX+AC=Agx+ b
dir. Burada, A>0 ,cO R',b=A &1 R ,@ O(ndir. ¢

Sonuc 29: Keyfi benzerlik dogimi 6rtendir.
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Ispat: Keyfi lineer homoteti 6rten, keyfi izomebriten oldgundan keyfi benzerlik
donumu ortendire

Onerme 57:F keyfi benzerlik dongiimu icin F™ vardir ve bu da bir benzerlik
donsumadur.

ispat: Onerme 49 ve sonug 29 a gore keyfi benzediksiminiin tersi mevcuttur.
Simdi ters don&limin bir benzerlik dorilimi old@gunu gosterelimx, y O R" icin,

X= F(F ‘1(x)) ve y= F(F ‘1(y))
oldugundan

[x= v =|F(F(0)-F(F ()

dir. F benzerlik dongimu oldigundan
[x=y] =|F(F2(0)-FF )| = AF 20 - F(y)]

dir. Buradan
[F00-F =3

elde edilir. BoyleceF ™ donisiimii de bir benzerlik dogimudiir ustelik, A _, :% dir.

Sonug 30: (B (n)p ) bir gruptur.
Onerme 58:F:R" — R", A\ Olgekli lineer benzerlik donidimi olmak Uzere
Ox OR" igin,
F(x)=Agx , A>0, gld O(n)
biciminde tek turll olarak belirlidir.
Ispat: F =h, o D lineer ise D izometrisi de lineer olmalidir. Dder izometri ise
F(x) = (h, o D)(x) = h, (D(x))=h, (9x)=A (gx) =Agx , A>0,90 O(n)
dir. Bu sekilde bulunacak h, ve D donglimleri Teorem 17 e gore tek turlu olarak

belirli oldugundan ispat aciktim

F=hof
donlUmu bir lineer benzerlik dogimudur.
Ispat: Keyfi lineer homoteti ve ortogonal d@iinler birer lineer benzerlik

donsUmu old@gundan ispat aciktie
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Onerme 59: Rde K , odlgesi A olan lineer homoteti dogimii ve T O Tr(n)
Otelemesi olmak tzere
F = h}\ o Ta

dénGumu

i) A#1 ise Olcg A olan ve 0=La merkezli homoteti dogumuddr.

i) A =1 ise T, 6telemesidir.

Ispat: i) A# 1 ise xOR"icin F dongumi F X)=A (x+a)=Ax+Aa dir.
Burada, F(x) =c+A(x— 9 =4 x+ ¢1—-A) biciminde yazilirsa

A

Aa=c(l-A) veya c=ﬁa
elde edilir. Bu ise F dogumunin ¢ merkezh 6lgekli homoteti dongiimiu oldgunu
gosterir.

i) A =1ise R birim dongum olacgindan F dondimu T, 6telemesi ile aynid.

Sonug 32: Totelemesi bir homoteti dogiimudir ancak ve ancak a = 0 dir.

Sonug¢ 33: h ortogonal dégiimi  bir homoteti dongiimudir ancak ve ancak h
birim dongumdur.

Onerme 60: Rde F , A Olgekli ve a merkezli homoteti dogiimii olsun. Bu

d-A)

takdirde; i , Olgegi A olan lineer homoteti dogumu veb:Ta olmak uzere

F= h)\ o Ty
biciminde tek turli olarak ifade edilebilir.
Ispat: F, A olcekli ve a merkezli homoteti dogiimu verilsin. i (X) = Ax lineer

homotetisini alahm. @R" igin @DR oldugundan(lf)\) dal R dii Oteleme olarak

daT,(x)=x+a

@-A)
A

(o Tp)(X)=h(To(Xx)) =)\(x+a@):)\x+ a(l-A )= atA (< aF F(x

elde edilir. Boylece, E h, o T, dir.Simdi tekligi gosterelim: Farzedelim ki

F= rb o TE olsun.

F=h, (TB):fL/](X+6) = A(x+b) = Ax+ b
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dir. F ,A Olcekli a merkezli homoteti dogiimi old@gundan F ayni zamanda
F=a+A(x—a)=Axt (EA )

dir. Bu iki esitikten A=A ve b =¥a= b elde edilire

Onerme 61: F,\ olgekli keyfi lineer benzerlik dogiimu isellx,y0 R" igin

(FOO)F(y) =A% (x,y)
dir.

Ispat: F lineer benzerlik dogiimii old@gundanF(x) = Agx bicimindedir.
(F(x),F(y)) =(AgxA gy =A*( gx,gy dir. g0 O(n ) oldgundan (gx,gy) =(x,y) dir.
Boylece (F(x),F(y)) =A*(x,y) elde edilir.s

Tanim 46: F, Rde taniml lineer bir désiim ve bu dongiime kagilik gelen

matris g olsun. ger detg >0 ise F ye yon koruyan déimn denir.

2.1.3. SB(n) ve SLB(n) Gruplari

Tanim 47: Keyfi lineer benzerlik dogiimd, lineer homoteti ve ortogonal bir
donsUmun bilgkesi biciminde yazilabilmektedir. Burada ortogodé@hiimler yerine
0zel olarak SO(n) ={ gl O(n), det g =1 ¥1 O(n) alinarak elde edilen lineer benzerlik

SLB(n) ile gosterirsek, SLB(n) = Xg: g0 SO(n) ,A>0 }olarak tanimlanabilir.
Onerme 62 : 6LB(n ,o ) bir gruptur.
Ispat: k, F> O SLB(n  olsun.
(FeR)X)=R(E (X)) =, 9(gX)=A ) 99X

0,,9,0S0O(n ve detg=1, det g= 1 oldygundan det gg, = 1 dir. (F, o F, )(X) SLB(n)

dir. Ayrica birim dongim |0 SLB(n' dir. F O SLB(n olsun. xd R"igin F(x) =

Ag(x) , g O SO(n) dir. F(x) = %g‘l(x) olarak alirsak, (FoF)(x)=1(x) ve

det(g* =m:11=1 oldgundan ¢ 0 SO(n)= F' O SLB(n. ¢

Sonu¢ 34SLB(n) O LB (n) alt gruptu
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Tanim 48: Keyfi benzerlik dogimuini, lineer homoteti ve bir izometri
donsUmunun bilgkesi biciminde yazmak mumkindir. Burada E(n) izoilee yerine
Ozel olarak

SE(n)={F:F(xX)=gx+b,§SO(n), b0R" } 0 E(n)
alinarak elde edilen benzerlik dd&idinlerini ele alalim. Busekilde alinan benzerlik
donistmlerinin cimlesini SB(n) ile gosterirsek,

SB(n) = {F: F(x) =Agx + b, g0 SO(n) A>0, bOR"}
biciminde tanimlamak mumkuandur.

Onerme 63: §B(n),o ) bir gruptur.

Ispat:k,F0SB(n)olsun.

(FeR)X)=R (K (X)) =A,g( E(X)+b,=AN gg{x)}A ps b
g, 9,0SO(n’ vedetg =1,detg =1 oldgundan detggp =1 ve
Ab,+b OR' dir. Boylece (F o F,)(X)OSB(n)dir. Birim dongum 10 SB(n)dir. F O

SB(n) olsun. § O Tr(n), h,00 LH (n), C O SO(n) olmak tzereF =T ,oh o C dir.

Sonug¢ 35SB(n) O B (n) alt gruptu

2.1.4. 1ve 2 Boyutlu Lineer Uzaylarda Benzik Gruplari

Burada amacimiz E(n), SE(n), O(n), SO(n) izongruplarinin ve dier benzerlik
gruplari olan B(n), SB(n), LB(n), SLB(n), H(n) &#i(n) gruplarinin R zerinde
etkilerini vermektir.

Oncelikli olarak n =1 ve n = 2 durumlarinda dyuplari biraz inceleyelim:

i) SO(n) grubu:
SO(n)={ g: gortogonal, detg }1={ g:d= 9 ,dety }]

idi. n=1 durumunda bu grusO(@) ={1} dir. n =2 durumunda unimodular ortogonal

bir matris
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b
(a ) a? +b? =1 (24)
b a

biciminde yazilabilir. Bunun tersi de gidur. Yani (24) bicimindeki bir matris

unimodular ortogonal bir matristir. (24) bicimekl unimodular ortogonal bir matris

(Cosa _Sina], a 0[027]

sinag cosa

ile gosterilebilir [32]. Buna gor8Q(2) grubu
cosa -sina
SOR) = {( ) a0 [0,277]}

sina cosa

seklindedir.
i) O(n) grubu:

R*de ortogonal big matrisi icin g" = g™ oldugsundan iki tarafin determinantini

aldigimizda

detg =detg’ =detg™ = ﬁ

olur. Buradan dadetg =+ Z1bulunur. n =1 durumunda 1x1 lik matrisler reayilari

ifade edecginden ve reel sayilaricing” =r ,r™*=r ve det =r olduklarindan
owm={-1, 3

dir. n =2 durumunda ise@letg = dlan matrisler SO(2) grubunun elemanlari

oldugundan yukaridaki bicimde ifade edilebiloletg = - alan yansima dogumleri

icin desoyle bir dnerme verilebilir:

Onerme 64: Keyfi§ yansima dongiimu icin Cg [0 SO (2) dyleki,
- (1 0
3=(y 5
dir.
Ispat: 5 determinanti -1 olan keyfi bir yansima dgin@ati olsun.

0
[O J matrisi, transpozu da inversi de kendisigg @an bir matristir. Dolayisiyla
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ortogonal bir matristir. Keyfi ortoganal matrisla lmatrisin ¢arpimi da yine ortogonal

. 1 0)- - . - :
matris olacgindan, (0 J g matrisi ortogonal bir matristir ve determinanti

1 0 —
det( ) detg=1
0 -1

1 0)-
dir. Bu matrisi g ile gosterirsek, yany = (O 1] g dersekg [0SO (2fir. Buna gore

o Sl S5 5o

dir. ¢
Bu 6nermenin tersi de doudur. Yani,
Onerme 65: Keyfig 0SSO (2) donigumii icin,

— (1 0
g 0 - g
matrisi, determinanti -1 olan bir ortogonal mairist

cosa -sina

[spat: KeyfigdSO (2) donigimi g =
P yig @ 4 g [sina cosa

], a0[027]

bicimindedir. O halde ,

— (1 0)cosa -sina) (cosad -sina
g 0 -1)sina cosa -sinag -cosa

dir. deta =-1 dir. Aynca,ﬁ = (g)T = (5)_l oIdLgundanﬁ, determinanti -1 olan
ortogonal matristirs

Sonu¢ 36: n =2 durumunda
cosa -sina) (1 O0)\(cosa -sina
0@ =4 e _ "7 a0fo27]
sinag cosa 0 -1){sina cosa
biciminde ifade edilebilir.

i) SE(n) grubu:

R"de oklid hareketleri grubu
SE(n) ={f : f(x) = gx+b, g0 SQn), bOR"}
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dir. O halden=1 durumunda
SE@) ={f : f(x) = gx+b, g0 SOQ), bOR}
={f: f(x)=x+b, bOR}

ve n=2 durumunda ise
SEQ) ={f : f(x) = gx+b, g0 SO, bOR?}

yazilabilir.
iv) E(n) grubu:

R"de oklid izometriler grubu
E(n) ={f : f(x) = gx+b, g0O(n), bOR"}
dur. O halden =1 durumunda

EQ) ={f:f(x)=gx+b, g0O(®), bOR}
={f: f(x)=+x+b, bOR}

ve n=2 durumunda ise
EQ) ={f: f(x) = gx+b, g00(), bOR?}

olur. Simdi diger benzerlik gruplarini inceleyelim.
v) LH(n) Grubu:

R"de Lineer homotetiler grubu
LH(n) ={f: f(x)=Ax , 1>0,A0R}
idi. R"de Xx=(X,X,,....X, ) elemaninin bir skaler ile carpimi

AX = (A%, AX,,..., AX,) bicimindedir. Bunu matrisel olarak ifade edecekrsik;

A0 - 0)x
0 A - 0]x

A=l [ E A AX)
0 0 - A)x

n

dir. O halde
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A DO 0
OAN - 0

LH(n)=4|. . . . [:A>0AOR
0 0 -~ A

dir. n = 1 durumunda;
LH(1)={A : A>0A0 R} =( 0)

dir. n = 2 durumunda ise

LH(2)={(2 ;) :A> 0D R}

dir.
vi) H(n) Grubu:

al0R" merkezliA dlcekli bir homoteti don§timi
F(X)=a+A(x—a)
idi. Bu doniguma
F(x)=Ax+@-A)a
biciminde yazar vgll- A)a =b dersek homoteti dégiimi b0 R" oldugundan
F(X)=Ax+b
ile ifade edilebilir. Buna goére;
Hm)={f: f(x)=Ax+b, 1>0,A0R,bOR"}
biciminde ifade edilebilir. n = 1 durumunda bu grup
H(L)={f:f(x)=Ax+b ,A>0A0R, 0 R
dir. n = 2 durumunda ise
H@={f: f()=Ax+b, 1>0,A0R,bOR?}
dir.
vii) LB(n) Grubu:
R" de lineer benzerlikler grubu

LB(n) ={f : f(x) =Agx, g0O(n),A > 0,4 R}
={Ag :gdo(n), 4 >0,41 DR}

idi. n =1 durumunda bu grubu
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LB@) ={+1:1>0,A0R}=R-{0}

seklinde yazabiliriz. n = 2 durumunda ise

LB(Z)z{/icosa —Asina}[)l 0 j[cosa _SinaJ,aD[O,Zn],ADR,/DO}

Asina Acosa 0 -AJ/isina cosa

biciminde ifade edilir.
viii) SLB(n) Grubu:

R" de SLB(n) grubu
SLBRn) ={f : f(x) = Agx, g0 SQn),A >0,A0R}
:{Ag ;g sqn),4>0,A0 R}

idi. n =1 durumunda bu grubu
SLB1) ={1:1>0,A0R} =(0, )

biciminde yazabiliriz. n = 2 durumunda ise bu grup

SLBQ) = {(’1 cost —/ Sinaj a0[027,40 R}

Asina Acosa

yazilabilir.
ix) B(n) Grubu:

R" de benzerlikler grubu

B(n) ={f : f(x) = Agx+b, g0 O(n),A >0,A0R,bOR"}
idi. n =1 durumunda

B(1)={ f: f(x)=#Ax+b, A>0AO0R, i B
dir. n = 2 durumunda ise bu grup

B(2)={f : f(x)=2gx+b,2>010R,g0 O(2)0 R}

olur.
X) SB(n) Grubu:

R" de
SBn) ={f : f(x) = Agx+b, g0 SQ(n),A >0,A0R,bOR"}
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grubunu equi-benzerlikler grubu olarak adlandimabi Bu grup n = 1 durumunda
SBL)={ f:f(x)=Ax+ b,A>0A0R, 1 B

yazilabilir. n = 2 durumunda ise
B(2)={f : f(x)=2gx+b,2>010R,g0 SOR )1 A&

dir.

2.2. Benzerlik Gruplari icin G- Yérungeler

Simdi G = E(n), SE(n), O(n), SO(n) ,B(n), SB(n), (t, SLB(n), H(n) ve LH(n)

gruplarinin n = 1 durumunda R deki, n = 2 durumuda& deki yoriingelerini bulalim:

1- SO(1) : Retkisini alalim. Bu etkigx biciminde iki reel sayinin ¢carpimi olarak
verilsin. SO(1) = {1} oldgundan bu etkip (1, x) = x olur. Buna gére bix R

elemaninin SO(1) y('ernge@x:{x} dir. YaniSO(1) Ryi tek noktall yoriingelere

ayirir. Boylece R de sonsuz sayfi@(1)-yoringemevcuttur.

Sekil 4. R ninSQ(1) yorungeleri

2- O(1) : R etkisini alalim. Bu etkigx biciminde iki reel sayinin ¢arpimi olarak
verilsin. O(1) = {-1, 1} oldgundan bu etkip (1, X) = x ya da ¢ (1, X) = —x biciminde
olur. Buna gore bix R elemaninin O(1) ydr[]ngesﬁ‘:x={i x} dir. Yani O(1), R

yi en fazla iki noktadan ofan yoriingelere ayirir. O halde yoringeler,

{O x=0
Gx=
+x x#0

dir.

Sekil 5. R ninO(1) yoringeleri
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3- SE(1) : Retkisini alalim. Bu etkig(x) = x+b ,b R bigiminde olur. Buna gore bir

xR elemaninin SE(1) yoringesi R nin kendisidian¥Gx = R dir.

Sekil 6. R ninSH1) yérungesi

4- E(1) : R etkisini alalim. Bu etkig(x) = x+b ,bOR yada ¢(x) =-x+b ,b0OR
biciminde olur. Buna gore bix 0 R elemaninirE(1) yoriingesi deR nin
kendisidir. YaniGx =R dir.

Sekil 7.R ninE(1) yoringesi

5- LH(1) : R etkisini alalim. Bu etkigx biciminde iki reel sayinin ¢arpimi olgundan
bu etki ¢(x) = Ax ,A > 0olur. Buna gére bix[O R elemaninirLH(1) yoéringesi

(-0,0) ,x<0
Gx=40 , X=0
(0,0) ,x>0

dir. YaniLH(1), Ryi 3 yoriingeye ayirir.

Sekil 8. R nin LH(1) yorungeleri

6- H(1) : R etkisini alalim. Bu etkig(x) = Ax+b ,4 > 0,bR olur. Buna gore bir

xR elemaninirH(1) yoéringesiR nin kendisidir. YaniGx = R dir.

Sekil 9. R nin H(1) yorungesi
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7- LB(1) : R etkisini alalim. Bu etkigx biciminde iki reel sayinin ¢arpimi olgundan
bu etki ¢(x) = Ax ,A # 0bigiminde olur. Buna gore bix 1R elemaninin.B(1)
yoruingesi

0 =
Gx = x=0
R-{0} x#0

dir. YaniLB(1), Ryi 2 yoriingeye ayirir.

Sekil 10. R nin LB(1) yorungeleri

8- SLB(1) : Retkisini alalimSLB(1) ve LH(1) cakstigindan dolaySLB(1)-in R deki
yorungeleri 5. 6rnekte verildoH(1) in yoringeleri ile aynidir.

9- SB(1) : Retkisini alalim.SB(1) ve H(1) cakstigindan dolaySB(1) -in R deki

yorungeleri 6. drnekte verildd(1) in yoringeleri ile aynidir.

10-B(1) : R etkisini alalim. Bu etkig(x) = Ax+b ,bO0R,A # @iciminde olur. Buna

gore birxOR elemaniniB(1) yoringesi de R nin kendisidir. YaniGx =R dir.

Sekil 11. R nin B(1) yoringesi

gll ng

21 922

X

X,

11- SO(2) : R etkisini alalim. Bu etkig :(

] 0 SO(2)ve x= ( j 0 R?olmak

uzere ¢(x) = (g“ glzj(xlj biciminde olur. Buna goére bix ] R* elemaninin
ng 922 XZ

SO(2)yoéringesi
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o -] €0, x = (00) e
X= COr), r=4x +x,° x# (00) (25)

dir. YaniSO(2), Ryi orjin ve orjin merkezli cemberlerden gan ydrungelere ayirir.

p
NS

Sekil 12. R nin SO(2) nin yériingeleri

N2

gll ng

21 22

X

12-0(2) : R etkisini alalim. Bu etkig :( jD O(2)ve x= (x jD R*olmak

2

uzere ¢(x) = (g“ glzj(xlj biciminde olur. Buna gére bix 1 R? elemaninin

ng 922 X2
O(2) yorungesi
G 00), x=(00) (26)
X =
COr), r=yx’+x,° x# (00)

dir. YaniO(2) de, R yi orijin ve orijin merkezli cemberlerden glan yériingelere

7
N\

Sekil 13. R ninO(2) yoriingeleri

aylrir.

2
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X
13-SE(2) : R etkisini alalim. Bu etkig :(g” glzjm S0(2), X:(le ’

21 22 2
X
b:(leDRZ olmak Uzere¢(X)=(gn g”j( 1j+(blj bigiminde olur. Buna
b, 21 9 N\ X b,

gore birxOR? elemaninirBE(2)ydriingesi¥ nin kendisidir. Dolayisiyl&E(2)nin

R® de tek yoriingesi vardir. Yani
Gx=R? (27)
dir.

14-E(2) : R etkisini alalim. Bu etkig = (g“ glz} 00(@2),x= (:1} , b=(sljm R

21 22 2 2

olmak tizere ¢(x) = (g” glz}(xlj +(le biciminde olur. Buna gére bixJ R?
21 922 X2 bZ

elemaninirE(2) yoriingesi? nin kendisidir. Dolayisiyl&(2) nin deR? de tek

yoriingesi vardir.YanGx = R? dir.

gll ng

21 22

X

2

15- LH(2) : R? etkisini alalim. Bu etkig :(

]D LH(2) ve x:( jDRzolmak

uzere

A
ow=5 3] 8)

biciminde olur. Buna gore bix 0 R* elemaninirLH(2) yoriingesi sifir noktasi icin
sifir, diger noktalar icin ise dangic noktasi orijin olan yarigoudur ( burada orjin
yani (0,0) noktas! yaridoulara dahil dgildir.) . YaniLH(2), R yi orijin ve orijin

cikish acik yaridgrulardan olgan yoringelere ayirir.

Sekil 14. R nin LH(2) yoriingeleri
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16-H(2) : R etkisini alalim. Bu etkig(x) = Ax+b ,1 > 0,b0R? biciminde olur. Buna

gore birxOR? elemaninirH(2) yoériingesiR? nin kendisidir. YaniGx = R? dir.

gll ng

21 22

X

2

17-LB(2) : R etkisini alalim. Bu etkig :(

]D LB(2)ve x:( ]DRzoImak

uzere ¢(x) = (g“ glzj(xlj biciminde olur. Buna goére bix ] R* elemaninin
ng 922 XZ

LB(2) ybrungesi

Gx= { (00) x = (00) (29)

" |R2-{(©00)} x% (00)

dir. YaniLB(2), R? vi 2 yoriingeye ayirir.

Sekil 15. R nin LB(2) yoriingeleri

18-SLB(2) : B etkisini alalim. Bu etkig = (g“ g”j 0 SLB(2)ve

21 22

X = (le O R?olmak lizere ¢(x) = (g“ glzj(xlj biciminde olur. Buna gore bir
X2 21 922 XZ
xOR?* elemaninirBLB(2)yoriingesi

c _{ 00)  x=(00)

~|R2-{©0)} xz (00) (30)

dir. YaniSLB(2), R yi 2 yériingeye ayirir.
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19- SB(2) : R etkisini alalim. Bu etkig = (g” 912) OLB(Q), x= (le ,

21 22 2

b= (blj OR? olmak tizereg(x) = (g“ glzj(xlj +(le biciminde olur. Buna

b, 0 Go A X, b,

gore keyfi birx O R? elemaninirSB(2)yoriingesi RZ nin kendisidir. Yani
Gx=R? (31)

dir.

21 22 2

b:(gjm R? olmak lizere@(x) :(g“ glzj(xlj+(blj biciminde olur. Buna

X
20- B(2) : R etkisini alalim. Bu etkig = (g” 912) 0LB(2), x= (le ’

2 21 922 X2 b2

gore keyfi birx 0 R? elemaniniB(2) yériingesi de R? nin kendisidir. Yani
Gx=R? dir.

2.3. LB(1) - invaryant Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar

Onerme 66: k tane vektor icin LB(1)- invaryantipom
P(X%, %, %)= %o.0

seklindedir. Yani sabit polinomdur.
Ispat: k tane vektor igin LB(1)- invaryant polinom
OIS SEDIL: WIS o S

olsun. invaryant polinom tanimina gérel OR" igin P(Ax, A %,

olmalidir.

PAX, A%, A% )= D) g AV oo X2
dir. O halde

zailizujkAiﬁin’---*ik Xli1X2izm¥ik :z %z-i-k )él Xéz bxk
esitli ginden O, i,,...J, ve DAORYigin a; ; A""™"* =g, , elde edilir. Buradan
Oiyip,.d, ve OAOR igin - &, (/]‘1”2*'"Hk —1) =0 yazilabilir. Buradan da

Oiyip,...d, Ve DAOR igin
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a, . =0 yadaiiis =1
elde edilir. EBer Uiy,i,,...J, i¢in a; ; =0 ise, kvektoricin LB(1)- invaryant polinom
P(X, %,...,% )= 0 dir. Yani sifir sabit polinomudutli,i,,...j i¢in a; ; =0 olmasin.
Yani O,,i,,...i, icin a, ; #0 olsun. Ber i, +i,+..+i, # 0ise JAOR’ igin

Atz =1 olamaz. Orngin A =2 icin A nin hichir kuvveti 1 dgildir. Boylece
polinom sadecé +i, +...+i, = 0 durumunda sifirdan farklidif, i,,...J, ler dazal sayi
olduklarlndanE:i_2 = :|_k =0 dir. Yani k tane vektor icin LB(1)- invaryant pabm

P(X, %1% )= @00

dir. Bu 6nermenin tersi de gaudur.Yani P(x, %,,.... % )= &, , seklindeki sabit polinom
LB(1)- invaryant polinomdure

Onerme 67: k tane vektor igin nispi LB(1)- inyant polinom
POG X )= 2, &, X %

ipH o+ H =M
seklindedir.
Ispat: k tane vektor icin tanimli polinom

P(X, %, %)= D &, % % X
olsun. Buna gord*(Ax,Ax,,...,A % ) ifadesi

P(AX, A%, A% )= D g AV 2 g
olur. Nispi LB(1)- invaryant polinom taniminargd

28, AT =D )G, X R
seklindedir. Buradartli,,i,,...j, ve DAOR  icin a; ; """ =g¢(A)g, , elde
edilir. BuradanCiy i,,...j, veOAOR igin  a, , (A" -4(4))=0
yazilabilir. Buradan dali, i,,...j, ve DAOR" igin

8, . =0 yadag(})= A
elde edilir. Eer Uiy,i,,...J, i¢in a; ; =0 ise, nispi LB(1)- invaryant polinom

P(x) =0 dir. Yani sifir sabit polinomudutli,i,,...J, i¢in g, ; =0 olmasin. Yani
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Oyig.ody igin @ -~ #0 olsun. Bu durumd&AOR” igin ¢(A)=A"""" dir. Bu
esitli gi nispi invaryant polinom taniminda yerine yazarsak

Sa, Al = fres 8. b
ifadesi elde edilir. Buradartliy,i,,...J, ve DAOR"igin a, , A" = firizdug
yadaa, (A“‘Z*"'“k —)l‘z“72+"j’7k) =0 elde edilir.i, +i,+...+i, =m olsun. Boylece,

i +i,+.. 4 #m oolan Oigi,,...J, i¢in g, ; =0 dir. Sonug olarak k tane vektor icin
nispi LB(1)- invaryant polinom

P(X, %, ... %)= 2, & %%

i H o+ H =m
seklindedir. Yani homojen polinomdur. Bu dnermet@rsi de dgrudur.Yani

PO %0 %)= D &, % % ..¥ seklindeki bir polinom nispi LB(1)-

iy H o+ Hy=m
invaryant polinomdur. Gergekten de

PAX A%, A% )= D0 g (AT of X xe=A" Y A Rk

=ATP % % )
dir. Yani P(x, X,,..., % ) nispi LB(1)- invaryant polinomdum

Onerme 68: k tane vektor icin LB(1)- invaryargyanel fonksiyon

DA XXt

+Hot.H =M

F (X X000 % )= 2 S b

iy H o+ Hy=m

seklindedir.
Ispat: k tane vektor icin LB(1)- invaryant rasgl fonksiyon carpanlarkig iki
nispi LB(1)- invaryant polinomun orani bicimind&lugundan ve keyfi nispi LB(1)-

invaryant polinomda ) &, ; %'%*..x*  biciminde idi. Buna gore k tane
vektor icin LB(1)- invaryant rasyonel fonksiyon
DI TR S S's

P04 %% )= s

iyt M =m

b, 5, X% "
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seklindedir. Tersine verilerf (X, X,,...,% ) fonksiyonu LB(1)- invaryant rasyonel

fonksiyondur. Gergekten de

Y a At AT Y

f(AX, A%, ..., Ax )= Lzt tem = frHem __
(A%, 4%, ... A% ) IR L T O TV LD I O

DA Xt

i+ H=m

> by

i Ho+. H=m

Ex(% % )

dir. ¢

LB(1)

2.4. R(Xy, Xy, %) ®®_ Cisminin Ureteg Cumleleri

R de LB(1)- invaryant polinomlar sabit polinomlatfdugundan burada yalnizca

LB(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cismininetie¢ cimleleri bulunacaktir.

Teorem 18: R d&k =1 olmak tzere{x, X,,...,%} biciminde verilen k tane vektor
icin LB(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminiiretec cUmIes{l,ﬁ ,é i} dir.
XX X

Ispat: R de k tane vektor icin LB(1)- invaryant rasgl fonksiyon
2 A XX

DI TER AN

iy H o+ Hy=m

P04 %5 0% )=

idi. Simdi bu fonksiyonlar cisminin tGrete¢ cimlesini baya calgalim. Fonksiyonun pay

ve paydasmiim ile carparsak ifade gesmez. Buna gore
X

DA XXk

iy H o+ H =m

DA X%t

_ iptipt A Im _ X1m
f (X X0 % )= B -
X, % % N Z hﬂz“ikxllxzz--')ﬁk | Z hliz..jk)ﬁlxzz---)ﬁk

m

X
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¥ a0 X% % ¥ a,i XXX

m

i+ A =m X iyt Hy am )&il X_IZ )S-ik
B, X" %2 %" B, X %X
i1+iz§k:m X" i1+i2§k:m XX

Iyt H=m X1 X_L

%) (%)
b.i L N
i1+i2§k=m 12 k(xlj (le

elde edilir. Buradaﬁ,ﬁ,...,i LB(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlardinvaryant
XX X

bir fonksiyonun keyfi toplami, carpimi ve boélinme& invaryanttir. Dolayisiyla k tane

vektor icin LB(1)- invaryant rasyonel fonksiyomxl,ﬁ,...,i ile Uretilebilir. ¢
X

2.5. R de Noktalar Sisteminin LB (1)- DenklikSartlar

Onerme 69: R de keyfi vey noktalari igin

LB(1)

1- x=y=0isex = vy dir.

LB(1)
2- x=0 yz0yadaxz0 y=0isex = y olamaz.

LB(1)
3- x#0 ve y#0 ise her zamax = vy dir.

LB(1)

Ispat: 1-0=A0 oldusundan her zamaf@ = O dir.

2- x=0 y# 0 olsun. Varsayalim kix vey LB(1)- denk olsunlary =Ax dir.
Buna gorey = A [0 = Oolur ki ¢elikidir. Buna gorex vey LB(1)- denk olamazlaSimdi
x#0 y=0 olsun. yine varsayalim kk vey LB(1)- denk olsunlary = Ax olacaindan
xz0ve A #£0 oldugundany =Ax# 0 olur ki bu da bir ¢efkidir. Dolayisiylax vey

LB(1)- denk olamazlar.

3-x,yOR' = R—{O} olsunlarxvey sifirdan farkli olduklarindarl. OR” dir.
X

y

Dolayisiylay == x biciminde yazilabileggndenx vey LB(1)- denk noktalardis.
X
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Teorem 19:Rde{x,%,,...%} ve{V, ¥,,.... )k} noktalar sistemi verilsin.

1. heri0{1,2,..k} igin x #0 ve y, #0 olsun. Bu durumda

LB(1)

{%. %, %} ={¥% %.,..¥} LB(1)- denk noktalardir ancak ve ancak

X _Y
X %
X_Y
X %
K= Y
X Y%

dir.
2. 0=12,..k igin x =0 vey =0 olsun. Budurumdg@x, X,,...,%} ve

{yl, Yoyeens )@} noktalar sisteminin denkligartlari; k-1 noktadan ogan

{%0 %0 %oy Ko X} VO YL Yorees Yot Yen oo ¥} NOKtalar sisteminin denklik
sartlarina indirgenir.
3. 0=12,..k icin x =0vey #0 veyax #0 ve y, =0 ise

LB(1)

{x: %%} F{ % %.....y} denk olamazlar.

LB(1)

Ispat: 1.{x,%,,....%} ={ %, %.....¥} olsunlar. O haldé} OR" 6yleki,
i=1,2,..k icin y, =Ax dir. Bunusu sekilde de ifade edebiliriz.
X

X X%
dir. Buradan

Yi% = XY,
YiX = XYs
YiX = XX
esitlikleri elde edilir. i=1,2,...k i¢in x,y OR’ olduklarindan bustlikler
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%_Y%
X N
%_ ¥
X Y
L'
XN
ile de ifade edilmy olur. Tersine i =1,2,...k i¢cin x,y OR’ ve
%_Y%
X YN
%_ ¥
X Y
L'
XN

LB(1)

esitlikleri verilmis olsun.{x, %,,....x} ={ ¥%.¥%.....y} olduklarini gésterelim. Bunun
icin soyle bir ADR”= R-{0} bulmaliyim &ylekii=12,..k icin y, =A% olsun.
verilen aitliklerden

Yi% = XY,

Yi%=XY;

Yi% = XK
esitlikleri elde edilir. Buradan da

YoV
X%

esitlikleri elde edilir. Bu git olan i

VM_Yoo Y%
X % X
Buradan da =1,2,...k i¢in y, =A% elde edilir ki bu sonug

oraninad dersek

LB(1)

{x: %%} ={¥% %,...y} olduklarini gosterir.
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2.0=12,..k icin x =0 ve y, =0 olsun. Bu

@
durumda{xl,xz,...,)g(}LES.:I{M,y2 ..... y} denkliksarti

LB(1)

{%0 %o Xy KX = { YY) 1 Y - denkliksarti ile verilebilir.

LB(1)

dir. Tersine{x, %o, X1, Xerr X} = { Mo % o X 1 2M 1 -} Olsun. Bu takdirde,
soyle bir A\OR"= R-{0} vardirki, her j=1,2,...j - %+ 1,.k icin y, =Ax dir. ayn

A igin x =0 ve y, =0 oldugundany, =Ax dir. Boylece,

LB(1)

{0 %X g Xt = {0 By N}
olur.
3.0=12,..k icin x =0 vey #0 olsun. Budurumda

LB(1)
{x. %, ..%} ={ % %....y} denkolamayacaklarini gésterelim. Varsayalim aunl

LB(1)- denk olsunlar. Bu durumddyle bir A0R"= R-{0} vardir ki, heri=1,2,...k

icin 'y =Ax dir. x =0 oldugsundan y, =0 bulunur ki bu bir ¢ce$kidir. Dolayisiyla

LB(1)

{x: %%} F{ % %..... Y} denk olamazlar. Benzgekilde, [0 =1,2,...k igin x #0

LB(1)

ve y, =0 durumunda d&{x, %,,....%} F { %, %....y} denk olamazlars

2.6. B(1) -invaryant Rasyonel Fonksiyonlar

Tr (1), R de oteleme dogiimlerinin grubu olmak tizerr (1) 0 B(1) ve

LB(1) O B(1) oldugundan B(1) - invaryant fonksiyon ayni zamanda hamn(1)-

invaryant hem dé&B(1)- invaryant fonksiyon olmalidir.
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2.6.1. Bir Tane Vektorigin B(1) invaryant Rasyonel Fonksiyonlar

Onerme 70: Bir tane vektor icin Tr(1)- invatyamfipom sabit polinomdur.
Ispat: Bir Tr(1)- invaryant polinom
P(X)=gX+ag X +.+ax 3
biciminde olsun. P(x), Tr(1) invaryant oldgundan dolayi heb[OR igin
P(x+ b= Ry
sglamalidir. Buna gore
P(x+B)=a(x B+ a,( e P e+ g % pr g
yazilabilir. Bu ifade acilggnda

SCCRIE R N E il

R CR R L F R i E e

{an@(x) 5+ an_l(”;lJ( b4t ai[ﬂ(x)}+

fa,b'+g, 07+ .+ abr g]
elde edilir. P(x+ b) = A ¥ kosulundan dolayi her iki polinomu birbiringigedigimizde

(n-1). derecelix"™ terimlerinin katsayilarinin sili sinden

n
ah(n_ljm 81 = By

elde edilir. Buradana, (nr—llj b=0 ssitli gi elde edilir. b keyfi oldgundan dolayia, =0

dir. (n-2). derecelk"? terimlerinin katsayilarinin séli ginden

n n-1
am(n_zjbz + an-l(n_zJ b+ a.,= 3.,

bulunur.a, =0, b keyfi old@gundana,_, =0 bulunur. Sirayla karikh ayni dereceli
terimler bir birlerine gitlenirse,a, =a,_, = a,, =...= § = 0 olduklari gorultr. Boylece,

Bir tane vektor icin Tr(1)- invatyant polinom sapilinomdur.+
Onerme 71: Bir tane vektor icin nispir(1)- invaryant polinom sabit polinomdur.
Ispat: Bir tane vektor icin nisfir(1)- invaryant polinom
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P(x)=g X+ a, X +..+ ax g
biciminde olsun. P(x), Tr(1) invaryant oldgundan dolayi heb[OR igin
P(x+b=¢(x0 R

sglamalidir. Buna gore
a(x 9 =3 ¢(xb
i=0

yazilabilir. Bu ifade agild@sinda ayni dereceli terimlerin katsayilarini binrer esitlersek,

P(x+b)=

n
i=0

n. dereceli terimlerin katsayilarinigiti ginden
a,(¢(xb)-1)=0
olur. Buradana, =0 veya her b sayis icig (X, b) =1
elde edilir.Simdi varsayalim kia, # 0 olsun. Bu durumda (x,b) =1 olmalidir. (n-1).

dereceli terimlerin katsayilarinigiti ginden

n
an[n_ljm g.=¢(xb a,

olacaindan

a1 e asli-e(x)=0

n
yazilabilir. ¢ (x,b) =1 oldusundan her b sayisi igin a“(n—lj b=0 olur.a, #0
oldugundanb =0 elde edilir ki, bu b sayisinin keyfi olmasiylaigel Dolayisiyla a, =0
olmalidir. Bu durumdén—l). dereceli terimlerin katsayilarinigiti ginden
3\1—1(¢(X' b)_l) =0
elde edilir.. Buna gore,_, =0 veya ¢(x, b) =1 dir. Benzerglemler yapilarak

polinomdaki terimlerin derecelerini azaltarak ¢kl terimlerin katsayilariningtli gini

kullanarak,
a,=8,=8,=.=84=0
elde edilir. Ayrica, nispi invaryant ¢arpani Mx, b) =1 elde edilir. Bdylece, Bir tane

vektor icin nispi Tr(1)- invaryant polinom sabitlpmmdur. ¢
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Onerme 72: Bir tane vektor icin Tr(1)- invaryaasyonel fonksiyon sabit
fonksiyondur.

Ispat: nispi Tr(1)- invaryant polinomlar sabitipoimlar oldgundan ve bir
invaryant rasyonel fonksiyon iki nispi invaryantlipomun orani oldgundan ispat
aciktir. ¢

Onerme 73: Bir tane vektor icin B(1) invaryansyanel fonksiyon sabit

fonksiyondur.

Ispat:Tr(1) O B(1) oldugundan B(1)-invaryant rasyonel fonksiyon ayni zamanda

Tr(1)- invaryanttir. Tr(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlar sabit fonksiyolduzundan

Bir tane vektor icin B(1) invaryant rasyonel fonksn da sabit olmalidire

2.6.2. k Tane Vektor icin B(1)- invaryant Rasyonel Fonksiyonlar

bulalim.

Onerme 74: k> 2 tane vektor icin keyfi Tr(1)- invaryant polinom

F (X% % %) = A %= %0 %= X Y
seklinde yazilabilir. Tersinef (%, %,, %;,.... %)= o %= %, X= %,..., x= 3§ seklindeki
keyfi polinom Tr(1)- invaryant polinomdur.

Ispat: Bunun i(;ing(x) =x+ b, bOOR donumine gore invaryant polinom

f (%, % %0 %)= f( X+ b x+ b x+ b, x+
sgslayan polinomdur. Bu kal her bOR icin sglanir. Simdi x, i keyfi alip sabit
birakalim.b=-x ic¢in

F (0%, X %) = F(0.%= %, %= XX )
olur. Burada f(O,yl,yz,...,yk_l): h(y,%,....Y., . dersekh fonksiyonu vy, ¥,,..., ¥,

desiskenlerine bgli k-1 desiskenli bir polinomsal fonksiyon olur. Boylece,

seklinde yazilabilir. Tersine,f (X, %,, %,....%) = o( X= %, X= X,..., x— ¥ seklindeki

keyfi polinomun Tr(1)- invaryant olgwnu gosterelim.
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(bt b+ b= (O D-( e B (o (o Jo( % )P
=g(%-% %= % % %= f(xx .y
oldugundan aciktie.

Simdi su teoremi verebiliriz.

Teorem 20:k 2 2 tane vektdr igin tanimli bif (X, %,, X,,...,% ) polinomsal
fonksiyonu B(1)- invaryantiseg (X, %, %, %)= f(0, %= %, %= X,...x= ¥
polinomsal fonksiyonu LB(1)- invaryanttir. Tersjne

F (%% %04 ) = H0O6= %0 %= %o = )
biciminde yazilsin.h, LB(1)- invaryant ise,f (x1 X2>$<) B(1)- invaryanttir.

Ispat: k tane vektor icin tanimli bir polinomsahksiyon f, B(1)- invaryant
olsun. g(x, %, %,.... %)= f(0,%— X, %~ X,..,x= ¥ nin LB(1) invaryant oldgunu
gosterelim. Herd OLB() igin (AOR-{0}) g(%, %, % %) = oA XA %A %,...4 ¥
oldugunu gostermemiz gerekecekfir.B(1)- invaryant oldgundan herd OLB(1) ve her
bOR igin

f (%, %, % %)= F(A X+ bA %+ bA x+ h..d x+ ]
dir. Ozel olarakb = 0 icin de invaryanttir. Dolayisiyla

F (4%, %0 %) = F(AXAXA X4 ¥) (32)
sglanir. g nin tanimindan dolayr hdil1LB(1) icin
9(A% A% A%, A %)= F(0A%=A%,..d x=A )= (204 x= ¥ ,.4( x )
dir. (32) den , heAOLB() icin

g(Ax A%, %)= (06— %= )= X %, %0

olur ki bu durumg nin LB(1) invaryant oldgunu gosterir.
Tersine, k tane vektor icin tanimli bir polinorh&mksiyon

f (%, %, %)=h %= % %= X,..,x— ¥ biciminde yazilsin vén, LB(1) invaryant
olsun. f nin B(1)- invaryant oldgunu gdsterelim. Bunun i¢in he¥[JLB(1) ve her
bOR icgin

f (%%, %0 %) = f(AXx+ bA %+ A x+ b..d x+ ]
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gosterilmesi gerekirf (x, %, ..., )=h%- % %= %..x- ¥ yazildgindan

f(Ax+bAx+b..Ax+B=H(A x+ B-(4 x+ b,..(A x+ p-(4 ¢ B
=h(A(0%=%) A(x=%) A(x- X))
oldugu goralur.h , LB(1) invaryant oldgundan

f (A +bAx+h..Ax+ = HA( x— ¥...A( ¥ )
=h(% =% %= %)= f( %% ,...%)
elde edilir. Boylece, het[OLB(1) ve herbR igin

f (%, % %)= F(AX+ DA%+ .4 x+ b
oldugundanf, B(1)-invaryanttir.¢

Onerme 75: k tane vektdr icin B(1) invaryant polimsabit polinomdur.

Ispat: teorem 20 ve 6nerme 66 dan k tane vesitdBi(1) invaryant polinom sabit
polinomdur.+

Onerme 76: k tane vektor icin nispi B(1) invaryaotinom

fF(0eX)= 3 a4, 0= 9 (%= (-

bicimindedir.

Ispat: Teorem 20 nin invaryant polinomlar icimggdlendgi kadar nispi invaryant
polinomlar icin de dgru oldusu kolayca gorulebilir. Buna gore k tane vektor igiapi
B(1) invaryant polinorrh(x2 =X %™ Xy X >§) biciminde nispi LB(1) invaryant
polinomdur. Ayrica, k-1 tane vektor icin nispi LB(invaryant polinom

F(X0 %X )= D0 @, XK

i Ho* Ay mm
biciminde homojen bir polinom olmasindan k tanetéieicin nispi B(1) invaryant

polinom

)= 3 a (6= %) (05 e 6 3

i H o+ 4y =m
bicimindedir.+¢
Onerme 77: k tane vektor icin B(1) invaryant @ssi fonksiyon

S oa (%= %) (%= %) x- X

I+, +. H_4=m

> b (e (e ()

itigt.tjg-a=m

F (%0 %00%) =
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bicimindedir.
ispat: k tane vektor icin nispi B(1) invaryantipom

P00 %%) = Z aiiz..ik_l( %~ )S)il( %= >§)i2...( X~ %ik-l

biciminde oldgundan ve k vektér icin B(1) invaryant rasyonelksiyon, k-1 tane

vektor icin nispi B(1) invaryant polinomun orangimninde oldgundan ispat aciktie

2.7. R(x,, xz,...,xk)B(l)- Cisminin Ureteg Climleleri

R de B(1) invaryant polinomlar sabit polinomladatundan dolayi burada yalnizca

B(1) invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminin tigtgimlelerini bulacgiz.

Teorem 21i) k< 2 olmak Uzerek tane vektdr igcin B(1) invaryant rasyonel
fonksiyonlar cisminin tirete¢ ctimlei} dir.

i) k>2 olmak tzerek tane vektoricin B(1) invaryant rasyonel foryksilar

cisminin Ureteg cumlesi

{1 (6-%) (%=%) (%= %)}

(%=%) (%=x%) (%~ %)

dir.
Ispat: i) k<2 olmak lizerek tane vektor icin B(1) invaryant rasyonel foryksi
sabit fonksiyon oldgundan keyfi sabit say! 1 ile Uretilebilir.

i) k>2 olmak tGzere k tane vektor icin B(1) invaryardgy@nel fonksiyon

z aﬂz..jk,l(xz - Xi)il ( X Xl)i2 ( X >E)ik*1

iy H o+ Hy_Tm

Z biljz...jk_l(xz‘ Xl)jl(x3— xl)j?__( X - )9ka1

1tizt.Fig-mm

f (X0 %0000 =

bicimindedir. Simdi bu fonksiyonun Urete¢ climlesini bulmaya gdlm. Fonksiyonun

pay ve paydaswnl—m ile carparsak ifade @gesmez. Buna goére
X2 —
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> ooa . (6= x) (%= %) x- %)

— _ ¥l My T M

I e e P

f1tigt.tjg-a=m

z ailiz..jk,l(xg_ Xi)il(xs— xl)iZ___( X - >§)ikfl

b+, H=m

_ e=x)” |
N Z bjljz'njk_l(xz_ )&)11 ( X3_ Xl)lz ( )ﬁ _ )E)Jk—l
Jit)o .t -mm
(% =x%)"
olarak yazilabilir.i, +i, +...+i,_; =m oldugundan
1 _ 1
06 =%)" Oe=%)" (%= %)" (%= %"
yazar ve — ifadesini toplamin her bir elemaninagdasak
(% =)
8y, (%= %)" (%= %) (= ¥
(X Xy ) = 2T (e =%)" (6= %)* (%= %)

b,.i, (%~ ><1)( ) {x- %
)" (%= %) (%= )"

e
SN

elde edilir. Burada (Xg — Xij,[x“ _ Xij ..... ( a3 le fonksiyonlari B(1)-invaryant
XX - X~ X

rasyonel fonksiyonlardiinvaryant bir fonksiyonun keyfi toplami, ¢arpimi béliinmesi

iy #i o+ H =M (X

de invaryanttir. Dolayisiyla k tane vektor icinlB{invaryant rasyonel fonksiyon

{(Xs %) (%= %) (x—&)}
(%=%)"(%=%) (%= x)

ile Uretilebilir. ¢
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2.8. Noktalar Sisteminin B(1)- DenklikSartlari

.. B()

Onerme 78: R de keyfi} ve {y} noktalari igin her zamar = y dir.

Ispat: R de keyfi iki noktavey alalim.A =1 olsun ve bR olarak
B(L)

b=y-xO R sayisi alinirsay = Ax+ b oldugu gorulur. Boylecex = y dir. ¢

Onerme 79Rde{x, %} ve{y,, y,} noktalar sistemi igin

B(1)

1- x =% ise {x,%} ={y, y} dirancakve ancal, =y, dir.
B(L)

2- x %%, ise {x,%} ={y, y} dirancakve ancal, # y, dir.
Ispat: 1. x, = x, olsun.

B(1)

Ik olarak{x, %} ={ v, y;} olsun. O haldéeNOR” ve bOR 6yleki, y, =Ax +b
vey, =Ax,+bdir. x =X, oldusundan Ax, +b=Ax,+ b dir. Buradan day, =y, dir.

B(1)

Tersine,x = %, ve y;, =y, olsun.{x, %} ={ v, y;} oldugunu gdsterelim. Bunun icin bir
AOR'= R-{0} vebOR bulmallyiz 6yle kiy, =Ax+b vey,=Ax,+bolsun.A=1
veb=y -x alnirsa, x =x, ve y, =Y, oldugundan ayni zamanda=y, - x, dir.
B(L)
Boylecey, = x +b vey, =X, +b olur. Dolayisiyla{ x,, x,} ={ y, y;} dir.
B(L)
2. 2% ve {x,%} ={y, y} olsun.y, # y, olduzunu gésterelim.
B()
{x,%} ={¥y y} oldusundanDAOR" ve bOR dyleki, y, =Ax +bvey,=Ax+b

dir. x, # X, oldugundan Ax, # Ax, ve Ax, +b# Ax, + bdir. Boylece,y, # y, olur.

B(L)
Tersine,x £ X, vey, #y, olsun.{x, %} ={y, y} oldusunu gésterelim. Bunun

icin bir AOR"= R-{0} vebOR bulmaliyiz dyle kiy, =Ax +b vey,=Ax,+b
olsun. A olarak
/1 - y2_y1
XX
alinirsa, y, - y, =A(x,— x) olur. Buradany, - Ax, = y,~ A x elde edilirb olarak
b=y, =A% =Yy-4%
denilirse Ax +b=Ax+(y-A%)=y ve Ax,+b=Ax+(y,-Ax)=y olduu

gorulir. . Dolayistyld x,, X} Bél){ Yo Yo} dir. ¢

Teorem 22:R de{x, %, %,....%} ve{y,, V., ¥s,...} nokta sistemleri igin
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1- x#x vey zy ; U,j=123.k;i#] ise

B(1)

{% %, %%} ={ %, %, %,.... ¥} dirancak ve ancak

X =% Yo=Y dir.

[ % %%} ={ %, %, %o ¥} isey, =y, dir. Tersine,[,j =1,2,3,.k ;i #j icin

B(1)

X =% ve y =V ise{%, % % .. %} ={ %, % %.-... ¥} denklik problemi k-1
noktanin denklik problemine indirgenir.
Ispat:1.0i,j =1,2,3,..k;i#j icinx #x vey #y; ve

B(1)

{%:% %%} ={ %, % %..... ¥} olsun.

X=X _ Y~ W
% =% Y~ %
X =% _ Ya~ %
%=X Y~ %

X =% _ %~ X%
%=% Y~ ¥

B()

oldugunu gosterelim{x,, %,, %,....x} ={ %, %, %,.... ¥} oldugundan 1 OR” ve bOR
Oyleki, y, =Ax+b, y,=AX+b, y,=Ax+b ,.., Y, =A% + Db dir. Buna gore

_ (A% +b)—(Ax+b) _A(%- %) _ x-x
(ﬂ&+) (Ax+B A(x%=% % x
(A +b)—(Ax+Dh) _A(x- %) x-x
(et )-(Ax+ 8 A(x- %  x- x
Yo=Y _ (A% +b)-(Ax+b) _A(%- %) _ x-x
=% (Ae+B-(Ax+B A(x-% % x
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oldugu gorulur. Tersinex #x vey 2y, ; Ui,j=123,.k;i#] ve

R
% =% Y~ W

% =% Yo~ % (33)

X, %, %0 %} ={ ¥, %, %, ¥} oldugunu gdsterelim.%:A dersek,

AOR* dir.simdi, (33) aitliklerinden

yz_Y1:y3_y1:/]

N=X XK
y2_y1: y4_y1_/]
=X %™K

Yo=h Y% _
X=X XTX
yazilabilir. Buradan da
Yo =A%, —AX + Y,
Ys =AX =A%ty

Y A% A+ Y,
elde edilir. bu ifadelerde yer alanAx, +y, ifadesineb dersek,
y,=AXx+Db
Y, =A% tb
Ys =A%+ b

Y =A% +Db

B(1)

I

olur. Bu ise,{X, %, %,... X} ={ %, % %..-, ¥} denkligini verir.
2-0,]=1,2,3,.k;i#jicin x =X durumunda,

{x: % %%} ={ %, %, %, ¥} isey, =y, oldugunu gosterelim.
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{%0 %, %X} ={ %, %, %,..., ¥} oldusundanM OR” ve bOR 6yleki, y, =Ax + b,
Y, =A% +b, Yy =Ax+b, Ly =AX +b dir. 0,)=1,2,3,.k; i #] igin X =X

oldugundan Ax =Ax ve Ax +b=Ax +b yazilabilir. Buisey, =y, verir. Tersine,

B(1)

0,j=1,2,..k;izjicin x =x ve y, =V ise,{X, %, %.. %} ={ Y% % %o ¥}
denklik problemi k-1 noktanin denklik problemine indirgenir. Bisikn gikardir. ¢

2.9. R’ de LB(2)-invaryant Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar

Once O(2)- invaryant polinomlari bulmamiz gerelkece

Onerme 80:x :(xl, xz) olmak tzere bir tane vektor icin

1. O(2)- invaryant polinom

PY=Px, %)= a( £+ %) =3 & x X

i=0 i=0

2. Keyfi nispi O(2)- invaryant polinom

=>a(x ¥

seklindedir.

Ispat: Teorem 12,13 ve 14 iin bir sonucuelur.

Onerme 81x® =(x®, ) ; x? =(x?, x?); ...; x¥ =(x", %) vek>1

olmak uzere k tane vektor igin

1. nispitek O(2)- invaryant polinom

1 k
() =
) ) i) 1) (= ‘2 : £ T ) v
— i j i)(j s) p
‘Z[X X J > d 0, 10,0, 530, | ! * * | I | | 5<p> < &, S¥>
ij=1 i(l)lnj(])ki(zizi(ak'j.(k'ni((k)k B 2k = el
, i

2. nispi ¢ift O(2)- invaryant polinom yani O(2jvaryant polinom
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f (x(“ ..... x(k’) =

= Z; a0 e
Y
002,77, ) ®, PR e

CI A AP AR

X e )
= t= p=k-1

bicimindedir.
Ispat: Teorem 12,13 ve 14 (in bir sonucuelur.

Teorem 23: 1. k tane vektor icin LH(2)- invary@oelinom sabit polinomdur.

2. k tane vektor igin nispi LH(2)- invaryant pasim x® = (x®, x,%);

X2 = (x®, x@); 5. X% =(x"9, xM) olmak tizere

X(k)): z (1).2<1> ) <k>( )f(l))ll ( (1))i2(1)__( )f(k))il(k)( )gk))iZ(K)

i+ W A 04 Om

f(x(l),x(z),...,

dir.
ispat: 1. xX® =(x®, x®) ; xX® =(x®, x@);...; x¥ =(xY, %) olmak tizere

F(AXD, A, Ax) = £((A%0A%9) (A %22 %) .2 ¥ 2 x0))
= f (/]Xl(l) sz(l) /]x1(2) P XZ(Z) 'A-)ﬂ(k) P Xg(k))

oldugundanR? de k tane vektor icin LH(2) invaryant polinom

f(/lxl‘l),/lxz(l),/l x@ A%, AxO A Xz(k))= f( XU X® x2 x@) )§>)

sglamalidir. O halde

e e X0)
4, O 4 4 004 00 1y |t o) ®\ Y2 —
W, @ _j k) (k)/11 ’ e (Xl ) (Xz ) ( X % -

) (@Y [ 0)1 [ w0
= 2 Beeae e (07) (6) () (6")

1,0 K] )

Wi, K] 0
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=0 bulunur. Her

.. ES I AR (S I ()
W@ k) (k) WAL T
olur. Heri®i,”.i *i ., icin CYORNIRC A 1)

P4 O i 64 K i - P04 O P 0 4 )=
I+, L H Y #2 0 gin alf“ié“..ifkl;“_o olur. i, +i, 7 +.. 41+ ;=0

durumunda ise polinom

P(X) = &00..0c

biciminde sabit polinom olur.

2- XV =(xY, %) ; x@ =(x?, x?); ...; x9=(x", %) olmak iizere k tane

vektor icin nispi LH(2)- invaryant polinom

f ()le(l),)lxz(l),)l&(z’,A %@, A% ) xz(k)) =¢(1) f( XD XD 5D (@ )5«))

sagzlamalidir. Buna gore

(D) i i (k) i (k)
D4, W44 4 00 [y i o\ &)\t Y2 _—
au(l)iz(l)..il(k] 200/1 S ' ’ (X1 ) ( Xz )i )§ -

i1, ) )

i@ e i Q)
1 1

- ¢(/1) Z a|1<1)i2(1)._11<k} L0 (Xl(l))I (Xz(l)) ’ ( )g(k))I ( Xz(k))2

L0, @ 5 00
esitli gi yazilabilir. Buradan het®,”.i “1,*” ve herOAOR" igin
311(1)i2<1>”j1(k] 2(k>/1il(l)+i2(l)+m+il(k)ﬂ " = ¢ (/1) a,l(l)i2<1>”jl(k3 L0
dir. Bu ssitli gi
By 0 0 A0 4 0 _¢(/1)) -0

biciminde yazabiliriz. Buradari,” +i," +...+i )+ )£ 0 olan hen® ®.i“ * ve
.. i (D)4 @) i K4 (k) .-
her DAOR igin &, o 4 o =0 yada A® "2 =720 = g (1) elde edilir. Buna
1 '2 71 2

gore her,”i,”.i,% ' ve herOAOR" igin @, o« o =0 isek tane vektor igin nispi
1 2 1 2

LH(2) invaryant polinom sifir sabit polinomudurgé DF,@,...M“” i? oyleki
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D404 0 0

: X
5 #0 ise A

D1

=¢(A) dir. Bunu yukaridaki nispi invaryant

polinom ifadesinde yerine yazarsak,

i (k)
2

4,044,004 0 (Yo @) ) EA W) Ea
B0 A O] () (50) (%) =

i\, ) k)

i@ i@ i, () i (k)
1 2 1 2

= AT S Ao e (00) (6] (x0) (%)

1,0 k) 0

elde edilir. Buradan hef”,”.i 1 * ve herOAOR" igin

JOMROMRRONNO) _Ai@ﬂjmhi JOIC -0

[
&y w6 0 A
1 '2 -1 2

elde edilir. Buna gore, +i,@ +..+i,% + ) =m dersek

40+ H 0 Zm o igin a g, g | 0 =0 bulunur. Bylece ispat tamamlansr.
1 '2 71 2

Onerme 82: Keyfi LB(2) — invaryant fonksiyon, heii(2)- invaryant hem de
O(2)- invaryant fonksiyondur. Tersinggex birf fonksiyonu hem LH(2)- invaryant hem
de O(2)- invaryant iseé, LB(2) — invaryant fonksiyondur.

Ispat:f, LB(2)- dongimi olsun. bu durumda
f(x)=Agx ,A4>0,g0 O(2

bicimindedir. Buna gore LB(2)- invaryant polinoi >0 ve [g 1 O(2) igin
f(Agx) = f(x) (34)

sazlamalidir. Ozel olarald =1 alinirsa bu gtlik OgO00O(2) igin f (gx)= f(X) olur ki
bu da f nin O(2) — invaryant oldtunu gosterir. (34) ifadesindg olarak birim
donistimu alirsakdA >0 igin f (Ax) = f(x) bigiminde olur ki bu daf nin LH(2) —

invaryant fonksiyon oldgu anlamindadir.
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Tersinef fonksiyonu hem LH(2)- invaryant hem de O(2)- inpant olsun. bu
durumdaf nin LB(2)-invaryant oldgunu gosterelimt , LH(2)- invaryant oldgundan

OA>0 ve OgOO(2) icin
f(A1gx)= (9

dir. f , ayni zamanda O(2)- invaryant ofdundan(g 1 O(2) icin
(o= 1(¥

bicimindedir. Buna géréIA >0 ve [OgOO(2) icin

f(Agx) = f(x)
olur ki buf nin LB(2)-invaryant oldgunu gosterirs

Onerme 83: k tane vektor icin LB(2)- invaryantipom sabit polinomdur.

Ispat: k tane vektor icin LB(2)- invaryant polinoayni zamanda LH(2) invaryant

olmasi gerekgiinden Teorem 23 e gOre sabit polinomdur.
Teorem 24:k tane vektor igin nispi LB(2)- invaryant polinom
1. k=1lise P(X)=g,(x %" bicimindedir.

2. k=2 vefgift invaryant ise,

= ) A 0 (n(x(l) NS > J(t: <)42) ,)gt)>i(2)[j [pl_kll( g ,g(p)>i‘“)p]< @ ,%)>i )

k () ) k A k \ k (k1) i(k)k
=Z|:Xl X(J:| z ai'(l)l__.i(l)ki(Z)2 i, i(”kl()k(rj )él) *S) ](lt_! )&2) kt) ] [pl—_k|—1< X ’se)> ”]( X ’(%)>

bicimindedir.
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Ispat: 1. Bir tane vektor icin nispi LB(2)- invarytgsolinom 0A >0 ve Og 0 0(2)

icin
f(Ag=¢(2.9) 1(¥

biciminde olmalidir. R* de x=(x, %) icin Agx= g x dir. Ciink,
Agx:()l Oj(gn glzj( X1j :(/1 (gllxl+ glzxz)]
0 A% 92\ %) (A(GuX+ 8n%)

gAX:(gn glzj(/l OJ[&j:(/l(gmwguxz)]
O 922)\0 )\ %) (A(GX+ )
dir. Boylece

f(Agx)=3 a{dxA %

n
i=0

olur. Simdi nispi LB(2)- invaryant polinomu bulalim. Bunugin bir tane vektorle tanimh

nispi O(2)- invaryant polinomu bulmamiz gerekirir Bne vektorle tanimli nispi O(2)-
invaryant polinom f (gx)=A(g) f(X ssitli gini saglayan bir polinomdur. Burada
verilen A(g) carpani [48] e gore(g)=1 ya dax(g)=detgdir. A(g)=1 ise f gift
invaryant polinoma(g)=detgise f tek invaryant polinomdur. Buna gorgeef cift

invaryant polinom ise mutlak anlamda O(2)- invatyaolinomdur ve yine [48] e gore

(x,% ile Uretilebilir. Burada gerf tek invaryant polinom ise bu durumdég) = det g dir.
ortogonal déngtimlerin determinantlart1 olduklarindan dolayi 6zel olaradet g=1
olmasi durumunda ¢ift invaryant polinoma indirgegggnden yine(x,x ile Gretilebilir.

Bu durumda bir tane vektorle tanimli nispi O(2)wvaryant polinom

f (9x) :detgg a( x >§i
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esitli gini saglamalidir. Ayrica, Onerme 82, keyfi LB(2)- invantgpolinom icin oldgu
kadar keyfi nispi LB(2)- invaryant polinomlar icde dgrudur. Buna gore nispi LB(2)-

invaryant polinom

f (gAx) =detg(p(1)) Y a( x

i=0

biciminde olur. Buradan
> ad® (x4 = ydeta(p(4)) a( x ¥
esitli gi elde dilir. BuradanOi ve OAOR" igin
al” =g (¢(/1))detg

bulunur. Buradarili ve OAOR" igin a ()I2i —(¢(/1))detg) = 0 bulunur. Béyleceli

2i

ve OAOR" igin g =0 veya ¢(,1):th

dir. Bger Oi i¢in a =0 ise nispi LB(2)-
g

invaryant polinom sifir polinomudur. En az bigin a # 0 olsun. Bu durumdalli ve

2

OAOR' igin ¢(A) = A

o dir. g0O(n) igin detg=+1 oldugundan ¢(4,g) =£A*
€lg

dir. simdi tekrar nispi LB(2)- invaryant polinoma dénelim

bulunur. Buradarlli ve OAOR" igin a (AZi 1/127) =0 elde edilir. Béylece bu ifadeyi

inceledgimizde, A +A? ifadesi her zaman sifirdan farkls olgaadan her iicing =0

bulunur ki bu da nispi LB(2)- invaryant polinomurfiispolinom old@gunu gosterir Zi
icin A% =12 20 oldugundan heri #i icin a =0 bulunur. Bu durumda nispi LB(2)-

invaryant polinomi =m dersek,
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P(x)=a,(x %"

biciminde olur. Bu 6nermenin tersi degodur. Yani Keyfi P(x) = a“< X >§m

bicimindeki polinom nispi LB(2)- invaryant polinorad Carpani dab(A) =A% dir.
2. k tane vektdr icin tanimli ¢ift nispi O(2hwvaryant polinom

f(x(l),...,x“‘))=

—

k k i@ k R k) i,
=i(1>1”j(1)ki(z>§(z) et Ao, hed “(l—l X(l) X(S) j( = <%2)' )ét)> j (I_k|1< X >£p)> j< K kk)>

?

bicimindedir. Buna gore nispi LB(2)- invaryant goiolinom

e, 5 oo (oG o o o
et :

[ UN = p=kel

- J o (s sj( 2) 1) t) { . k-1) )‘(H)p] K W\
Y (w;'b(k’jb(k)¢(a) , ), (D Ax AX |'!<Ax( M) N DJ“ A >gp> <A)£ A k)

1

elde edilir. Buradan het.i'i%i% ", ve herOAOR" igin

/12(|++|k+| o Gt TR K )

RNUESERE T ( ¢ (’1)) =0

bulunur. Buradan da her.i’i%i’i"i", ve herdOAOR" igin T =0 ise LB(2)

721 %

cift invaryant polinom sifir sabit polinomu olurgér [1'.i TT 'T.i.rlki “. ve herOAOR"

k

20 ise ; Bu takdirdeg (A1) = A20rAi 3 #9450 o1y Veya

fottil 41545+ a4k =m dersekg (1) =A% olur. Buna gore nispi LB(2) invaryant

polinom

f()lx(“,...,/ix‘k’):

— 2m
_-w (0,73 ()M A a() i1 0.1
P R e T 7

m (Ax9 2 %9 ] [|-|( X 150 ”"](A £ 0 K0

p=k1
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dir. Buradan her®,..i®,;? . ve herJAOR" icin

2(| ++|)+|()+41(2)++1(k3) 2m | —
B 0,008 ;0 ( )' -A™=0

17 !

elde edilir. Buna goré”, +..+i +i@ + 4 + 4 4 ® 2m olan her
0.0, it ®  ve herdAOR" igin Ay 0.2 0 09,9 =0 dir. Boylece, LB(2) cift

1
P 17l

invaryant polinom

k

@, XM = S WNERNS WA e\ ) gy
F(x,....x%) o2 o, O (rl (@, %) ](r! (0, ) Mwuk ) J(g,@

olur.

3. k tane vektdr icin taniml tek nispi O(#&)varyant polinom

Kk 1) 3 i@, k ” i), P09,
(IS TN T |y [EOF A (1 [EOE VAN Y s (RS S

L g
i< 147 P

bicimindedir. Buna gore tek nispi LB(2)- invarygrdlinom

T {ﬁ@ £, km)‘“’”vj@ 0 axo)™

p=k-1

105, >e>>"2)‘j..[ [ *, w)‘”’”v)( g, )"

p=k-1

SS[ a] Y m[ﬁm ey

ij=1 R L L e LU

k k
:¢(/1)Z[Xm x‘“] Z a(mi(l 4, 4@ [l—j )@ )és) j(
i,j=1 10+ 04 4 D <4 0

elde edilir. Buradan hef’.-i"i"",i%.1", ve herDAOR" igin

@ 40 (2 (kl)
w0 (2) (k])( (AZ(I TRt AROE AP e R | k+1) ¢(A)):O

! 1J [

bulunur. Buradan da heft..";%.:%+"%", ve herOAOR" igin a5 ey 9, =0
1 K 2.5 k

K-

ise LB(2) cift invaryant polinom sifir sabit polimu olur. Eer G“_.i%i? @ %3, ¥ ve

her OAOR" icin ey [ T # 0 ise ; Bu takdirde,
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T € i (2 NN — . .
otV AT A+ 1) olur. Veya i(1)1+...+i(1)k +i(2)2 b0 o m+i(k71)k+i (k)k -m

¢(/1) AZ(I 1+ H

dersekg () =A*"? olur. Buna gore tek nispi LB(2) invaryant polinom

f(AX2,...Ax9) =
k k k k-1 ik
= 222N ) (@) o0 . [ )41) ){s) j[ )(z) )g) ][ V) vj Py
|Z=:1|: j||1+ HYH 2+412+ Ak Kem L |_l |t_J ;Fl_lk—1< > < >
i<j
dir. Buradan her.-i}%i i, ve herdAOR" icin
1 2102 i 2 ; k-1 4 K
LY EW R N ARG AT 1)_)|2m+2) =0
elde edilir. Buna gore, +..+i', +i’,+.+i " + .+ + " 2m oOlan her: .2 .=y, ve her

OAOR igin A iz iz ey =0 dir. Boylece, tek nispi LB(2) invaryant polinom

i 720 T

K K K k (kD i(®,
:Z::l[x(l) X(J)l(uﬁz,;) "’Hl)l_.i(ﬂki(?)z...i(z’k...i‘k’ki(“k(g >{1) >&s) ][H )22) k‘> ‘] (—k—l< @ ,Sé”) n]( %) ’<>E)>

T

olur.e
Teorem 25: k tane vektor icin LB(2)- invaryansyanel fonksiyon
1. k=1ise sabittir.

2.k=22ise. f ciftise,

ik

(e oo e e e

k-1

5 e v [ Yo {goees e | e e e e

?

[ R O I L A k-1

?

f tek ise,
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f (x(l) ..... x“") =
k : . o k " < k 5 k 1 i i
i%[x(l) X“)Jilit..nlkﬂz+.._+a22:‘+.+ak’1kikkxn dl)“)illm‘lk‘zzizk‘j‘Hk [; )é) * ](t *) )9) j [;rl_lk—1< x7 kp)> j< X, %)>
S, T e QO L e T
1 b i 2y 2 K Kam roe e = = kel

bicimindedir.

Ispat: 1. Bir tane vektor icin nispi LB(2)- invarygrolinom
P(x) = a<< X >§>k seklinde oldgundan ve LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyogirak

fonksiyonlari @it iki nispi LB(2)- invaryant polinomun orani bi¢cimde old@gundan ,

LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyon

sabit polinomdur.

2. Keyfi LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyon canpari sit iki tek ya da iki cift
nispi LB(2) invaryant polinomun orani bicimindedir.tane vektor icin tanimli tek nispi

LB(2)- invaryant polinom

=3[0 %] > A0 [I'j (0, %Y ](I’j (e, ®Y j [m £, k">>i“"]< P, )"

ij=1 it o 2 2 K K t= p=
i

biciminde idi. Buna gére LB(2)- invaryant rasyoh@hksiyon

k v ) k k ~ = i

T T S [\ L (XA TR P
:z,jj—l it | + 2 A k AT S em S= t= p=k-1

k § k X < k ) k 1 ik-lp i

ZI:X() X(J):| . )(J)|11 PR (” *) )é) J(D )E) *‘) J (p:k 1< L& )’ *P)> j< QO’ %)>

ij=1 i H B B L
1

seklinde olur. Benzegekilde k tane vektor icin tanimh ¢ift nispi LBEnvaryant

polinom
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f (x(l),...,x‘k)) =

) 2 B, it (I:] () jm (X0 j [J:l( XD, 0 *J( 2, g0y

it B 2 L

biciminde idi. Buna gére LB(2)- invaryant rasyoh@hksiyon

(e L [0 e)™ e 2
(%2, 50)" j ( T (4, 50 le< o )

k-1

=

k
1) 5
| BUES R X( )é
i Y H
) - @ i
NOIE
4 . ZQ '111k'22'2k ‘“kk U X
A +.H

-1

1‘1

- -

‘H

@ _ Cisminin Uretec Cumleleri

Teorem 26: k tane vektdr icin LB(2)- invaryansyanel fonksiyonlar cisminin
Uretec cumlesi

1. k=1ise {1} dir.

2. k=2 ise

{M—Xm;. <ji] :1,...k}

<X<1) , x®

dir.
Ispat: 1. Bir tane vektor icin LB(2) invaryant rasgbfonksiyon sabit oldigundan

keyfi reel sayi 1 ile Uretilebilir.
2. k tane vektdr icin ¢ift LB(2) invaryant rasyoneiksiyon

=~

k

Bl e
— By s Hkk(ﬁ X(l) x‘s’ J(I—! X(z)'xm>itj [

< N )gp)> 1p]< £ 5(k)>ikk

[0 )

k=1

il
X

=~
=~

?

k-1 k
it i H B 2k L

biciminde idi. Burada(x(l), x(1)> # 0 olmak lizere pay ve payda&x‘”, x<1)>m sayisina
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2 k-1

. 1 12 i i Lk . ..
bélersek,i, *-+i +i ,+..+i  + .+ i, =m  oldygundan daha sade bigcimde

K s K K k 3 "
(x®,x9) X2, 50 (e, )gp>> X ¢
..ﬁzﬂz P [”[ x®, x® A (x®, x®) prkl-l {(x®, x) X, x¥

—

~

{
O X2, 0\
i1+.,,+i1+1'2+...+1ZZ:+.,,+i"’1 " :mbl AT ( . [<X(l)’x(1)>] J[F [2 X(l)’ X(l)>] J

ile ifade edilebilir. Burada
<x‘”, x“)>

<X<1) , X<1)>

_ () J fse:
feoe N

i=1,..k, j=1..k ve i<]j

LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlardinvaryant bir fonksiyonun keyfi toplami,
carpimi ve bolinmesi de invaryanttir. DolayisiWatane vektor icin LB(2)- invaryant
rasyonel fonksiyon

<x“), X(i)>

m i=1,..k, j=1..k ve i<j;

ile Uretilebilir.

Simdi f tek olsun. Bu durumda LB(2)- invaryant rasyonelksiyon
f( (1) ..... X‘k))

,Z[X(I) X(J)J Z a‘(l)(”ill..ﬂkizz‘i‘Zk..i.Hk (

ij=1 it Y H 2 2 T K
—I<]

k

=~

L

-1

T

e W]"[ (x7, *'”)‘”“]( o, )"

=~

(00" ](

biciminde idi. Burada[x(l) x(ﬂ 20 ve <x(1), x(1)> # 0 olmak lizere pay ve payday!

fi |r fi

k
(i) i) i)(i)
Z[X X J Z tf WO EN LS LN (
i,j=1 i Y H S S T K

i<j

-1

il
=

m .
[x‘l) x<2)] ve <x‘1),x<1)> sayllarina ayri ayri bolersek,

Pyt i radi +ad H o =m oldysundan daha sade bigimde

e

f(x(l’ ..... X(k))_
K [x“ x“)] o) K <x“’,x(s)> T <><‘2),x“)> i K <x(“ x“”) < >> i*
i;ll:x(l) X(Z):.il \kﬁzz §+,,ﬁk’1k+ikk:ma Ill"JlHQZIZk"lkillkk D <X(1),X(1)> t= <X(1),X(1)> p|=_kL <X(1 X(1)> <X(l) X(l)>
_i<j
K [x“) Xu)} o K <x(1’,x(s)> O« <x(2),x(‘)> X P <)5k 1) )gp>> <)5k) )gk)>
DN T D YL ST N owr I B (o B W 1 e B o
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ile ifade edilebilir. Burada ,

[x“) X(i)] <x“), X(i)>
W;lylzly---kl<J ve m Lj=1...k;i<]

LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlardinvaryant bir fonksiyonun keyfi toplami,
carpimi ve bolinmesi de invaryanttir. Dolayisiyjkatane vektor igin LB(2)- invaryant
X x“)] <x‘”, x‘”>

x® X(2>];i’j:1""kj<j ve v Li=L.kis]

(x®, x0)

rasyonel fonksiyo

ile Uretilebilir. Burada

[x‘” x(”]
W;I’J :1,...k ] <J
ifadesini incelediimizde i,j = 1,..k ;<] i¢in

[x" X(j)]:[)gi) )@ll:[)g) L[ # g)]:[ga R 9]
RGN G T

olur. Boylece| XV X ];i, j=1,...kji< ] determinant tek invaryant polinomdur.

[x‘l) x<2)] determinanti da tek invaryant polinomdkirtek invaryant polinomun

carpimi ¢ift invaryant polinom olg@wndan bu ifade iki ¢ift invaryant polinomun orani

biciminde olur ki bu da

[X(i) X(i):l

W’I,J =1,k]<J
ifadesinin de

X0 Xy o

<<x"‘),—x‘k)>> Lhj=1..k ;i<g]

ile Uretilebilir oldusunu gosterirs
2.11. Noktalar Sisteminin LB(2) — DenklikSartlari

Onerme 83 R* de x=(x, %) vey=(y,Y,) vektorleriicin

LB(2

)
1-x=(%, %) #(0,0) ve y=(y, %) #(0,0 ise x = y dir.
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2- x=(x,%)#(0,0 ve y=(y, y)=(0,0) ;veyax=(x,%)=(0,0) ve

LB(2)

y=(¥, %) #(0,0) isex # y dir. Yani, denk olamazlar.

LB(2

)
3-x=(x%,%)=(0,0) ve y=(y, %) =(0,0) isex = y dir
Ispat: 1-x=(x, %) #(0,0) ve y=(¥, ¥,)#(0,0) olsun. Bu durumdéx, x) # 0

ve |[x|#0 dir. A olarak A :M: (.9) >0 alinirsa ||y| =[4¥| dir. Burada bir

4V %

lemma verelim.
Lemma 4A ve B , R’ de iki vektor olsun. Ber (A A)=(B, B ise, (gd0(2)
Oyleki, A=gB dir.

A

e
NI

Sekil16. O(2)- yoringede A ve B vektorleri

ispat:(A, A) =(B, B) oldusundan|A|=|B|=r denilebilir. Bu iseA ve B

vektoérlerinin ayniO(2) — yoriinge Gzerinde ol@gu anlamindadir. Dolayisiyla ve B

vektorleri arasindaki agw ise,

_( cosw  sinw
-sinw cosw

jmqa

alinirsaA= gB olur.¢

Simdi 6nermenin ispatina devam edelidx| =|y| oldusundan Ax vektorii iley
vektéri ayni O(2)- yoriinge Gzerindedirler. Yaiy[1O(2) dyleki y=9Ax=Agx dir.
BuradaAg dongimint g ile gosterirsek, g L LB(2) olur. Boylece,

gx=y

LB(2)
elde edilir. Bu isex = vy olduklarini gosterir.



111

2- x=(%,%)#(0,0) ve y=(y, ¥,) =(0,0) olsun. Bu durumdax, x) # O ve

LB(2)

(y,y)=0 dir. Ayrica, varsayalinx = y olsun. Bu durumd&h( LB(2) 6yleki,

y = hx dir. Yani birA>0 ve bir g DO(Z) vardir 6yleki, y = Agx dir. g bir ortogonal
donUm old@gundan i¢c carpimi korur. Dolayisiyla

(v, y)=(oAx A ¥=(A A ¥=A%( x k dir. Buradalm >0 ve (X, x) # 0 olduzgundan

(y,y)#0 ki bu y#0 oldugunu gosterir. Dolayislyla bir ceki elde edilir. Buna gore

LB(2)
X # 'y, dir, yani denk olamazlar.

LB(2)

ikinci durumdax=(x, %) =(0,0) ve y=(y;, y,) 2(0,0) isex # y denk

LB(2) LB(2)
olamayacgini gosterelimx = y olsun. Bu durumda=  bgintisi bir denklik

LB(2)
bagintisi oldgundan y = x olmalidir. Oysa birinci durumda bunun olamayaca

LB(2)

gosterilmitir. Dolayisiyla x # vy dir.

3- x=y=0 olsunlar. Bu durumda keyf'gDO(Z) icin gx=0 olur. Dolayisiyla

LB(2)
x = ydir.¢

Teorem 27: R de{x, %,,.... %X} ve{y, ¥,,.... )} sistemleri igin
1-0=1,..k icin x #0,y = Oveyay, #0,x =0 ise

LB(2)

{x: %%} F{ % %y} denk olamazlar.

2- O=1..k igin x =y =0ise{x,%,...%x} ve{y, ¥,,.... %} denkliksarti

LB(2)

{ XX KX = { MYy Mg ey} dI
3-x20;y20;i=1,..k ise
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)rank(lx % o xl)=rank]y oy o f)=2 ise

{x.%,..%} ={¥%,%,...y} dirancak ve ancak <):1
i,j=1,..k dir.
i) rank(|x % - x[)=rank]y y - )=1ise,

)
%)

{ Vo } dir ancak 'ﬁ"l %) ok
A =~{Y. %, ir ancak ve ancak = . j=2,3,.k dir.
A TRTRITIR Yoo Youn X > <y1 Y1>
i) rank(|x % - x|)zranK|y y - ) ise
LB(2)
{x. %%} EF{ % %y} denkolamazlar.
LB(2)

Ispat: 1- 0 =1,2,..k igin y 20,5 =0ise {X,%,...%} F { %%y} denk
olamadiklarini gosterelim. Varsayalim ki bunlar klefsunlar. Bu durumdag [0 O(2) ve

A>0igin, y =Agx dir. Buradax =0 ise y, =0 olur ki bu bir celkidir. Benzer

LB(2)

sekidey, =0, x 20 ise,{X,%,...x} F{ % ¥%,...y} denkolamadiklarini

gosterelim. Varsayalim ki bunlar denk olsunlar.duumdalg [1O(2) ve A >0 igin,
=Agx dir. g ortogonal doniiim oldysundan x =%gT y dir. y, =0 oldugundan

x =0 elde edilir ki, bu da yine bir ¢gkidir. O halded =1,2,...k i¢in x #0,y =0

LB(2)
veyay, #0,% =0 ise {X,%,...x} #{ %, %,....y} denk olamazlar.

LB(2)

2- 0=12,..k icinx=y=0 ve {X,%,...%X} ={¥% %y} olsun. Bu
durumdalgO(2) ve A >0 icin, y, =Agx ; j=1,2,...k dir. Buradan

=Agx ; j=1,2,..i - I + 1,k oldugu gorilir. Boylece,

LB(2)
[ X XorreX}) = { % ooYor Yeq -y} dir. Tersine,
LB(2)
(%X Ko} = { MYt Yiq -y} OlsuN. O haldeg 0 O(2) ve A >0 igin,

y,=A0% ; j=12,..i- &+ Lk dir. x =y =0 oldugundan veR* de her zaman
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LB(2)

0 = Ooldugundany, =Agx ; j=1,2,..k dir. Boylece,

LB(2)

{x. %, ..%} ={¥% ¥%....y} elde edim; olur.
3- xZ20,y20;i=1,..k;

ank(jx % - xl)=rankly y - f)=2 ve

LB(2)

{x: %, %} ={ W% %,...y} olsun. O haldéNOR" ve g0O(2) oyleki,i=1,2,..k

icin y, =Agx dir. Buradani<j ; i,j =1,2,..k igin <y,_yj> ifadelerindei =1,...k

<Y1’ Y1>

icin y, =Agx ssitlikleri yerlerine konulursag ortogonal dongilimu i¢ ¢carpimi

korudyzundan ve i¢ carpimin 6zelliklerinden

(%) _{Aoxdgr) A(gx g9 { gx g8 (i x X
(Vuyy) (Aox.Agx) A*(ox o ( ox gk ( x X

elde edilir. Tersinerank(”xl X e )§||)=ranl<(||y y - M|):2 ve

<’9’Xi> :<y, ¥> i< o ,j=12,..k aitlikleri verilsin.
(ux) (% W)
LB(2)

{x, %, %} ={ % ¥%,...y} olduklarini gésterelim. Verilersigliklerden

i<jii, =1,2,..k icin

(V%)= (% M><>§,Xj>:<<):;:§>><>& X)

(%, %)
yazilabilir. Buradaki <yl’—y1>>0 ifadesineA® denilirse, veya A= (Yo %)
(% %) (%, %)

alinirsa,i j = 1,2,.k ;i<j icin

()= (x4

veya
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(Yo Y1) =(A%,A %)
{yl, Yo) =(A %A %)

(A% A%)
(A%, A %) (35)

-<Y1’ Yk>
.<Y2' Y2>

:<y2, Vi) = (A%, 4 %)

<yk' Yk> :</] X: A )§<>
esitlikleri elde edilir. {x, %,,....x} ve {y,,V,.....%} vektor sistemleri lineer igamli ve

rank(|x % - x[)=ranK|y y - )=2 oldusundan lineer bamsiz olan
vektorlerin hangiler oldgunun belirlenmesi gerekmektedir. Varsaya{im, x,, ..., %}
sisteminde lineer lgamsiz olan vektbrler{x,xj} olsun. Bu durumda

(A%.A%) (Ax,A%)
(A A%) (2%.4%)

dir. Buna gére verilen (353idiklerinden

o) (¥ y)
(viw) (v y)

olur. Boylece{y;, Y,,-.., %} sisteminde{yi, yj} vektorleri lineer baiamsizdir. Bu

z0

#0

durumda
X =ayX tayX Yo =B+ By Y,
.Xz =a;X tay X ve 'Y2 =B ¥ By Y, (36)
X =0 X +ay X Yo =BaY + B Y,

yazilabilir. Agiktir ki{x,x} ={x, x} ise @, =a, =5, =B, =1 ve

ay =ay =B, =B; =0 dir. simdi {Ax,Ax}{y,y} vektrlerini
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A% = (Axy, A%,)
A% =(A%2.4%)

Y = (Yo ¥2)
Vi = (¥ %2)
biciminde yazarsak,
B AX /1)(i R
sl e L el

matrislerini gbz dnune algimizda
(A%.2%)  (Ax,A >§>‘

ax x| Ax ax|=
H H H )$H </‘X,-,/1X> </1>§,/1>f>

yazabiliriz. Benzesekilde

ow) (¥ y)

i) (%y)

v 'l ¥l=

dir. ( 35) aitliklerinden
(A%,4%) </l>.<,/1>§>‘
(A A%) - (A%.4%)
esitli gi yazilabilecginden
I ax[ s axl=ly o'y A

esitli gi elde edilir.{/bg ,/]xj} vektorleri lineer baimsiz oldgundan H/bg A% H

(voy) (v y>‘
(yy) (v )

determinanti sifirdan farkli ve tersi mevcut birtrisir. Benzelsekilde{yi, yi}

vektorleri de lineer bamsiz olduklarlndatﬁyi Y, H de tersi mevcut bir matristir. Lineer
cebirden biliyoruz ki, determinanti sifirdan farkir g matrisi mevcut ve

v w[=dlx x|
dir. Bu sitli gi bir 6nceki gitlikte yerine yazarsak,

I ax[[ax ax|=rx Ax] g dax A4
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-1
elde edilir. Buradagtli gin her iki tarafini soldaréu/bg AX HT) ile sggdan da

(H/bg A% H)_l ile carparsak,
=979
elde edilir ki bu, g nin ortogonal oldunu gosterir. Dolayisiylag 0 O(2) dir.
v %= dlx 2x| odugundan
Y =A0%
y; =A9x%
elde edilir. Buradan ve (36)itiklerinden

AX =a A% +ayAx
A%, =A% +ay A

'/1xk =aAx+ayAx

ve
9(1%) = glaAx+ayAx)=a, dA Y +a, dA x)=a, v a, Y
9(1%) = g(adx+a,Ax)=a, dA Y +a, dA Y =a, yra, y

g(/])&): g(aki/] x+akj/1 X):aki 9(/1 ?()"'akj Q(A ?():aki Yta, y
elde edilir. Bu durumdas=1,2,....k i¢in
Yo = BaYit Byy, ve Agx =agytagyy,

elde edilmg olur. Bu iki vektorin birbirine gt olmasi, ancaks =1, 2,...,k i¢in

ag =B veay=p,; ssitliklerinin var olmasina bglidir. Simdi bu sitliklerin var

oldugunu gosterelim: (36)séli gindens=1,2,... k i¢cin
(A)g,/])g>=</]>§,/](asi>g+asj>§)>=asi</l X,/ x>+asj</] xA ?<>
</]xj,/]>g>:</]xj,/](asi>g+asj )g)>=asi</] XA X +ay </] %A ?<>
ve
oY) =B+ By %) = By WHB y y)
v =By By y) = Bl y )+ Ay )

yazilabilir. Bu lineer denklemlerin ¢ozimuinden

(37)
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(Ax,4%) <A>M>s>‘

(A% {4 %) (A x4 x) (A x4 %) (A%, A%) (A%,4%)

a

T (A (Ax.ax)-(AxA ) detGr (1% X,
(A%.A%)  (Ax,1%)
. (XA A=A x4 9(A x4 K _[(A%.4%) (Ax.Ax)
) (A%, A%)(A%.,4%) = (A %A %) detGr (A% Ax )
() ()
B. =<yi’ys><yi’ yi>‘< Y Y>< Yy y> _ <Y,-,ys> <yj, yj>
T () -y y) detGr(y, .y, )
V%) (¥, %)
ﬂg:<3’i’yi><yw¥>—<y, VY ) _[ye%) (%%

2
(v y) =y y) detGr(y; .y, )
esitlikleri elde edilir. (35) aitlikleri kullanilarak ag =g, veay=/p, olduklar

goralar. Boyleces=1,2,...k icin y, =Agx.olur. Buna gore

i) rank(||><l X e )§||)= ranl(|| y y ,}“):1 ve

LB(2) , /
{x: %%} ={ %, %, ¥} olsun, <<);11 ))((’1>> :<<§/; >;/1>> . 1=2,3,.k sitliklerinin
) 11

LB(2)

mevcut oldgunu gosterelim{x, %,,.... %} ={¥%.,%,....y} oldusundan (g0 O(2) ve

A>0icin, y =Agx ; i=12,..k dir.
rank(|x % - x[)=rank]y y - M)=1 oldgundan her iki vektor

sisteminde de bir tane lineergmasiz vektdr var demektir. O halde lineegimasiz olan

vektorler (5=1,2,...k icin {x} ve{y,} olsun. Bu durumda,
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X =X Yy =my,
%Elx o % =My 38)
;(kzlkxs .Yk:nlys
yazilabilir. Buna gore,
<Y1’Y2> <rrl¥’n1¥> -m _ <Q X 94 &:<A A §:< KX 2}(:< 1|3(2|}(:|2
<y1’Y1> <mi¥1rr1‘¥> m <Q X A4 ]>( </‘ X 1>( < X >X <1|1X1|>2( 1
(voys) _(mymy) _m _(dx93_ (43 x_( xx_(LIxd)x |
'<y1.y1> (my,my) m (dxgx (A3 x ( xx (JIxIx
(s _(mymy_m (@588 (9 k_{ak_{uhedk L
(vowy (my.my m (dx4x (A0 x ( xx (Jxx) |
Oox) (% y)

esitlikleri elde edilir. Buradan, 7 ]=2,3,...k elde edilir. Ayrica

(%) (v w)
buradarank(|x x - x[)=ranK|y y - M)=1 ve {x,%....x} ve

LB(2)

{¥i, Yo, %} vektorleri (38) biciminde yazilginda{x,,%,,....x} ={ ¥, %,....y} ise

Lom L m L _m

L, m ", om lLomy
elde edilir. Tersine, rank(||>{l X, - >§||): ranl(|| y y - M|):1 ve
(x) (wy) . . L8(2)

= ; ]=2,3,.k ssitlikleri mevcut olsung x,, X, ..., VA
(%o%) (Y W) {x %%} ={¥%.%..v

oldugunu gosterelim. Yani{x, %,,....x} ve{y, ¥,,.... %} vektorleri (38) biciminde

yazildginda 2-M ;
[, m

{x: %%} ={¥% %y} oldusunu gosterelim:

rank(|x % - x[)=ranK|y y - M)=1 ve{x.%....x} ve

{yl, Yo yeees }@} sistemleri icin (38) gtlikleri verilsin. Onerme 83 den, her zaman
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X, = Yy, dir. Bunagore[gOO(2) ve A>0 igin, y,=Agx dir. j=2,3,...K i¢in
<X1'Xj> :<yl’ ¥> ssitlikleri ve (38) aitliklerinden j =2,3,...k icin
(ax) (v W)

Cox) (k) 1 _(wy) (mymy m

(o) (xokx) L (wy) (my.my
oldugundan j =2,3,.k icin <X1 ’> :<yl’ ¥> aitliklerinden j =2,3.,,k icin

(0% (%W
ﬂ:ﬂ veya m :ﬂl
L0 S P

elde edilir. Burada™ = (%) >0 dir. =] dersek A>0dir. Simdi
|1 <X1’X1> |1

= Agx, oldugundan

=my ="t L(Agx) =11 o 1x) =1 oy

1 1

Y, =my =t L(Agx)= mﬁdL@ A 0%

I1 1

=my, =LA 99 =21 o L) =1 ox

Il 1
yazilabilir. Buna gorg x, %,,....x} = { %, %.....y} dir. Boylecesu ifade gosterilm

oldu: rank(||>{l X, e >§||):ranl(||y y o M|):1 ve

X =X Yo =my,
§=ug Ve p=%x
X =X Yo =M Y,
LB(2) LB(1)

ise, {X,%,....x} ={W%, %y} dirancak ve ancakl,|,,...}.} ={m,m,,..m} ise.

LB(2)

i) rank(|x % - x[)Zzrank]y ¥y o M)ise{x...x} F{ %%}

denk olamayagani gosterelim. Bu vekdrlerin ranklari sifir olam&4inki ranklardan

biri 0 olsa, bu durumda vektor sistemi sifir velgdinden ibaret olur ki, bu durum 1)
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durumunda incelenrtir. O halde ranklardan birinin 1@rinin 2 olmasi durumu s6z

konusu olabilir. Oncelikli olarakrank(|x % - x|)=1 ve
rank(|y, % - y])=2 olsun. Budurumdati,j,s =1,...k igin {X, X,....x}

sisteminde lineer gamsiz olan vektc‘j{Xi} , {yl, yz,...,y(} sisteminde lineer gamsiz

olan vektorler dd y;, y,} olsunlar. O halde,

X =aX i =hyy+hy
§=%x Ve p=%x+gx (39)
X = aX Yo =hyy + Ry

yazabiliriz. Buradan acikca gorllebilir kg, =b, =R, =1 veb, =b; =0 dir,

LB(2)

Varsayalim ki{ ., %,,....%} = { %, ¥%.....y} olsun. BudurumdalgdO(2) ve A >0
icin, y,=Agx ; 1=12,...k dir. Buna gdre

y=Agx=49(ax)= a4 oY= ay

Y,=Ag%=A9(ax)= 3(4 0¥ = ay

Ye=Agx =Ad(ax)= a(d o= @)
olduklari géralur ki bunun anlamfy,, y,,..., i} vektorleri{ X} vektorii ile ifade

edilebilmektedir. Bu iserank(|y, y, -+ ¥])=2 olmast ile geliir. O halde

LB(2)

{%: %%} #£{ % %.....y} denk olamazlar.
ikinci olarak rank(|x % - x[)=2ve rank(]y y - y|)=1olsun.

Ayrica, 0,j,s =1,...k i¢in {X,%,,....x} sisteminde lineer lgamsiz olan vektorler

{x.%}. {¥s Voo ¥} sisteminde lineer gamsiz olan vektr dgy.} olsun. Bu

durumda,
Yi=aY

Y=Y

yk :akys
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LB(2)

yazilabilir. Varsayalim k{x, %,,....x} = { ¥, ¥%,...y} olsun. Bu durumday 0 O(2)
ve A>0icin, y=Ag%x ; i=12,..k dir. Buifadeyi matrisel formda
[vo ¥e - wl=dldx Ax o Ay
yazilabilir. Buradafix, Ax, - Ax|=d |y ¥ - y| yazilabilir. Bu
durumdai=1,2,..k icin Ax =g'y dir. Boylece,
x=g'y=d(ay)=2a(dy= a x
A =g'y,=d(ay)=23(dy= a x

=gy =d(ay)=a(dy=a>
esitlikleri elde edilir. Bu aitliklere gore {Ax,A%,,....Ax} vektorleri {Ax} vektorii ile

ifade edilebilmektedir. Bu iserank(|x % - x||)=2 olmasiyla cejir. Buna gore

LB(2)

{x. %, ..%} ={ ¥ %.....y} varsayimi yanitir. Dolayisiyla,

rank(|x % - x[)=2ve rank(|y ¥ - y])=1durumunda

LB(2)

{%. % . %} #{ % %.....y} denk olamazlas.

2.12. B(2)-invaryant Rasyonel Fonksiyonlar

Tr (2), R de 6teleme déniimlerinin grubu olmak tizer&r (2) 0 B(2) ve

LB(2) O B(2) oldusundan B(2)-invaryant fonksiyon ayni zamanda h&m(2)-
invaryant hem dé&B(2)- invaryant fonksiyon olmalidir.
Teorem 28: 1. Bir tane vektor icin Tr(2)- invanggoolinom sabit polinomdur.
2. k=2 olmak Gzere k tane vektor igin Tr(2)- invaryaotipom
P (%% % %) = A %= % %= X Y
seklinde yazilabilir. Tersinef (X, %, %;,...., %)= o %~ %, %= X,..., x— ¥ seklindeki
keyfi polinom Tr(2)- invaryant polinomdur.

Ispat: 1. Bir Tr(2)- invaryant polinom x :(xl, xz) olmak Uzere
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=]

i,j=0

biciminde olsun. P(x), Tr(2)- invaryant oldgundan dolayi heb=(q, Q)D R icin
P(x+b =R

sgzlamalidir. Buna gord = xO R icin de bu ifade gerceklenir. O halde

P(2x) = P(X)
veya
P(2x):iqiz'ﬂ' X X :z akd= R/ X

yazilabilir. Bu ifadeden hei, j icin
X% (27-1)=0
elde edilir. Bu gitlik her xR igin sa&lanac&indanx #0 ve x, #0 icin de

dogrudur. Buna gére+ j #0 icin

a; = 0
elde edilir. Bu sonuca gore bir tane vektor icimmali Tr(2)- invaryant polinom
P(X) = a,

biciminde sabit polinomdur. Tersine, sabit bir polin Tr(2)- invaryant polinomdur. Bu

asikar bir durumdur.

2. Bununicin g(x) = x+ b, bOR déniiimiine gére invaryant polinom

f (%, % %0 %)= f( X+ b x+ b x+ b, x+ [k
saglayan polinomdur. Bu kail her b0 R icin salanir. Simdi x,_ i keyfi alip sabit
birakalim.b=-x_ i¢in

F (0%, % %) = F(0%= %, %= Koo )
olur. Burada

L (SR VR ) 0 (RS "R
dersekh fonksiyonu y,,Vy,,...,Y._, degiskenlerine bl k-1 desiskenli bir polinomsal
fonksiyon olur. Boylece,

F(0,% =X, %= X, = %)= (%= X, % X X
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seklinde yazilabilir. Tersine,f (X, %,, %,....%) = o( X= %, X= X%,..., x= ¥ seklindeki

keyfi polinomun Tr(2)- invaryant olgwnu gosterelim.

FOotbg+ho,x+ 8= d( x+ b=( 3 b 3 p( 2 p( 0 Jo( x )p

=g(%-% %= % %~ %= f{(x % .Y

oldugundan aciktie.

Teorem 29: k tane vektor i¢in tanimli bi(x;, X, X,,...,% ) polinomsal fonksiyonu
B(2)- invaryantise g(X, %, %,-...%)= f(0,%x- %,%~ X,...,x— 3 polinomsal
fonksiyonu LB(2)- invaryanttir. Tersine,

P (%0 %0 %, ) = %= % %= X = )
biciminde yazilsin.h, LB(2)- invaryant ise,f (x1 X2>$<) B(2)- invaryanttir.

Ispat: k tane vektor icin tanimli bir polinomsahksiyon f, B(2)- invaryant
olsun. g(x, %, %,.... %)= f(0,%— X, %= X,..,x= ¥ nin LB(2) invaryant oldgunu
gosterelim. HetAwO LB(2) igin - g(X, %, %,..., X) = oA wxA wxA wx...A w)
oldugunu gostermemiz gerekecekfir.B(2)- invaryant oldgundan herdwJ LB(2) ve
her b0 R igin

f (X, %, %o %) = F(A WX+ DA wx+ DA wyr bod vpe )l
dir. Ozel olarakb = 0 icin de invaryanttir. Dolayisiyla

F (4%, X0 ) = (AW A WA wx,..A Wy (40)
sglanir. g nin tanimindan dolayr hdw[J LB(2) igin

g(Awx,...Awx) = f(OAV\( X=X A W X ;))z (/1 Ol W XA (vex J))

dir. (40) den , heAw[ LB(2) icin

g(Awx, Awx,..Awx)= {0, %= X... X ¥= § X X, XX
olur ki bu durumg nin LB(2) invaryant oldgunu gosterir.
Tersine, k tane vektor icin tanimli bir polinorh&mksiyon

f (%, %,%)=h %= % %= X..,x= ¥ biciminde yazilsin vén, LB(2) invaryant
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olsun. f nin B(2)- invaryant oldgunu gdsterelim. Bunun i¢in hetw[ LB(2) ve her
bO R icin
f (%, %, % %)= f(Awx+ bA wx+ DA wer hod we )l
gosterilmesi gerekirf (X, %,,....% )= h( %= %, X= X,.., x— ¥ yazildgindan
f(Awx +h..Awg+ 5= H(A wx+ b=(4 we p..(A we )b (4 wx )b
=h(Aw(x=x) An( %= %) AN x- ¥)
oldugu goralur.h , LB(2) invaryant oldgundan
f (Awx +BAwg+ hod wx+ B= B4 f = J,Ad e X
=h(% =% %= %)= f(% % ,...)
elde edilir. Boylece, heYOLB(2) ve herbO R igin

f (%) %X )= F(AWx+ A Wx+ bod wxt )
oldugundanf, B(2)- invaryanttir.¢
Onerme 84: Bir tane vektor icin nisfir(2)- invaryant polinom sabit polinomdur.
Ispat: Bir tane vektor icin nisfir(2)- invaryant polinomx:(xl, xz) olmak Uzere
P()=2 axx
j=0
biciminde olsun. P(X), nispi Tr(2) invaryant oldgundan dolayi heb=(h,b)0 R
icin
P(x+B=¢(xH R

sgzlamalidir. Buna gore

Sa(x+h) (x+b) =D (x g k¥

i,j=0 i,j=0

]
yazilabilir. Bu ifade heb=(h,b)0 R ve herx=(x, %)O R icin sa&lanir. O halde

x#20 veb=-xOR icinde dg@rudur. Buna gore

38,00 = Z¢(xb)%>f>5 (41)

i,j=0

yazilabilir. Buradan + j #0 olan heri, | icin
a(¢(xb) X ¥ -0)=0

veya
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3 (¢(xb) X x')=0
elde edilir. Buna gorep(x,b) X' %' # 0 olacgindani+j #0 olan heri, | icin & =0
elde edilir. Boylecd + ] =0 durumunda ise

3 (¢(x0)-1)=0
yazilabilir. Buradan a,, =0 veya ¢(x,b)=1 bulunur. Buradang(x,b) =1 oldugu
gordlar. Sonug olarak Bir tane vektor icin ni3p(2)- invaryant polinomP(X) = g,
biciminde sabit polinomdur ve (x,b) =1 dir. ¢

Onerme 85: Bir tane vektdr icin Tr(2)- invaryaasyonel fonksiyon sabit
fonksiyondur.

Ispat: Bir tane vektor icin nispi Tr(2)- invarygsdlinomlar sabit polinomlar
oldugundan ve bir invaryant rasyonel fonksiyon iki nigpraryant polinomun orani
oldugundan ispat aciktie

Onerme 86: Bir tane vektor icin B(2) invaryansyanel fonksiyon sabit

fonksiyondur.
Ispat:Tr(2) 0 B(2) oldugundan B(2)-invaryant rasyonel fonksiyon ayni
zamandaTr(2)- invaryanttir. Tr(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlar sabit fonksiyo

oldugundan Bir tane vektdr icin B(2) invaryant rasyofwglksiyon da sabit olmalidire

Onerme 87iki tane vektor icin B(2) invaryant polinom sabitlipomdur.

Ispat: iki tane vektor icin B(2) invaryant polinorin(x2 - xl) biciminde olan LB(2)
invaryant polinom ve bir tane vektor icin LB(2Varyant polinom sabit polinom
oldugundan dolayi iki tane vektor igin B(2) invaryantipom sabit polinomdure

Lemma 5: k tane vektor icin tanimli bfr(xl, X, >g>g{) polinomsal fonksiyonu
nispi B(2)- invaryant ise g (X, %, %,....x) = f(0,%= X, %~ X,..,x= ¥ polinomsal
fonksiyonu nispi LB(2)- invaryanttir. Tersine,

P (%05, %) = %= % %= %o 2 Y
biciminde yazilsin.h, nispi LB(2)- invaryant isef (x,%,,...,%) nispi B(2)-

invaryanttir.

Ispat: k tane vektor icin tanimli bir polinomsahksiyon f, nispi B(2)- invaryant

olsun. g(x, %, %,... %)= f(0, %~ X%, %= X,...x= ¥ nin nispi LB(2) invaryant
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oldugunu gosterelimt, nispi B(2)- invaryant oldgundan herdiw LB(2) ve herbO R
icin
f (Awx + b Awx + A wx+ b A wxr p=g (A, W % X %..., X
dir. Ozel olarakb = 0 i¢in de dgrudur. Dolayisiyla
f (Awx, Awx, A wx,..A wx)=g(A, W { X X X, )
sglanir. g nin tanimindan dolayr hdw[J LB(2) igin

g(Awx,...Awx) = f(O,)l W X=X ,...A W x- ?))=¢(/1 CW B X X X X
olur ki bu durumg nin nispi LB(2) invaryant oldgunu gosterir.

Tersine, k tane vektor icin tanimli bir polinorh&mksiyon
f (%, % %)= N %= %, %= %..,x— ¥ biciminde yazilsin véh , nispi LB(2)
invaryant olsunf nin nispi B(2)- invaryant oldwnu gdsterelim. Buradanin

tanimindan véa , nispi LB(2) invaryant oldgundan hetdiw LB(2) ve herbO R igin

f(Awx +h..Awg+ = H(A wx+ b=(4 we p..(A we Jo-(2 wx )b
=h(Aw(x = %) AW %= %) A x- )
=¢(AwWh(x-x% %= x % %
=g(Aw) f(x % ..%)

oldugu gorultr. Dolayisiylaf, nispi B(2)- invaryanttir¢

Onerme 88iki tane vektor icin nispi B(2) invaryant polinom
fF(x%)=a(%=% %= %’
bicimindedir.

Ispat: Lemma 5’ e gore iki tane vektor icin nisg2Binvaryant polinorrh(x2 - xl)
biciminde nispi LB(2) invaryant polinomdur. Ayriclair tane vektor icin nispi LB(2)
invaryant polinom

f(x)=a(x%
biciminde homojen bir polinom olgundan dolay iki tane vektor icin nispi B(2)
invaryant polinom

f(x%)=a(%= % %= %’

biciminde olmahdire
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Onerme 89iki tane vektor icin B(2) invaryant rasyonel fonksn sabit
fonksiyondur.

Ispat: iki tane vektor icin nispi B(2) invaryant polinom

00 %)=8(%" % %= %’
biciminde oldgundan iki tane vektor icin B(2) invaryant rasybfomksiyon

2, (% =% %= %) L
b,(%—%%-x%" b

biciminde derecelerisé iki nispi B(2) invaryant polinomun orani bigindedir.

f(x,%,)=

Dolayisiyla iki tane vektor icin B(2) invaryant yasel fonksiyon sabit fonksiyondur.

Onerme 90 : k tane vektor icin nispi B(2) invarypolinom
f cift ise,

(X0, x) =

= Z Ap, 0,6, (lj(x(z)—x(”, X - )él)>i(2)sj( - <>€3)— ¥, - )ﬁl)>i(3)‘]...< - R, %- 5%7>
i@+ a0, 2 el s t=

Sk, 49, am

f tek ise,
(x(l) ..... X(k))
!;[XU) X - %1)1(2]?%:2]“ ailz)zi(z)kml(k’ﬂ,j(k)k(; (- : j[ﬂ - R k- 9() ] [ %- % %- (R>i(k)k
- :i(k 1)k |(k)k=m
bicimindedir.
Ispat: Lemma 5’ e gore k tane vektor icin nispi)B(&aryant polinom
h(x2 =X X% Kyeery X >§) biciminde nispi LB(2) invaryant polinomdur. Bugére k
tane vektor icin nispi B(2) invaryant polinorh cift ise,
(1) (K)) = : 2) 1) )_ o\ e : t )— ) )—
L (D (4= 0, - ) jm o' ]( P- 0 W- %)
:i(k gl +i(k)k:m



(x(l) ..... X(k))
- () _ D ) _ D
= Z[X S ] > % 03, i (
i,j=2 i@+ 43, + e .
|<J
+i(k’1)k+i(k)k=m

bicimindedir.+
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Lj()gz)_

o)

k

[f

P- 9 0- sv)i“)‘]...( - K %- 9

Teorem 30: k tane vektor icin B(2) invaryant rasgl fonksiyon

f ciftise,

f(x(l),...,x(k)):

i@+ 43+

_ il 409, m

@ — @ 9 — N[ [
— S — s
A, i3, -1, | I(X( XY, %9 - X >
} S=. t

(-, - kﬂ)“‘]...{ S L)

2,

i(2)2+...+i (Z)k

$ile), 409, =m

f tek ise,

X - )él):| Z
i(2)2+...+i 2)k+

;‘i(k’l) 4 K=m

A i it (lj X(z)— XD ) — )41>>i(2)5j(

- %, R -

o 0107

k

(X - X, - %D)“‘J...( = = )

)

k

1=

(®- %, £- %))‘“"j...( W- % K- Q)

i

(k)

k

Kk

X = x0T

(s %211

0D, 409, 2

bicimindedir.
Ispat:
f cift ise,

X(k)) -
i(2)2+...+i(2)k+

{00

|2|

:i(k’l)k +i(k)k:m

f tek ise,
..... x) =
= Z[X(i) _ X(l) ><(j) _ )él):|

ij=2
i<j

Z &, (9,0
i(2)2+...+i 2)k+

;‘i(k’l]pi (k)kw

k @
(T

o, f

[0

k tane vektor icin nispi B(2) invaryantipom

o e

')

t

k

k

< - 00—

- g ] [ 0= 9, %- %

(®- % 9- %))“3]‘}..( - R K-

biciminde oldgundan ve k vektor icin B(2) invaryant rasyonelksiyon, &irlik

fonksiyonlari git iki tane tek ya da iki tane cift nispi B(2) iasyant polinomun orani

biciminde oldgundan ispat aciktie.

(

5&))“”')...( p- 9, 0- 9"

)
3
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2.13. R(X;, Xy, ..., xk)B(z) Cisminin Ureteg Ctumleleri

R* de B(2) invaryant polinomlar sabit polinomlar wkiarindan dolayi biz burada
yalnizca B(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cisim Grete¢ cimlelerini inceleyege.

Teorem 31 : k tane vektdr icin B(2) invaryanty@sel fonksiyonlar cisminin Ureteg
cumlesi

1. k<2ise {3 dir.

2. k=3 ise
<>§‘Xu)ﬁ_)5> i=2,..k, j=2,..k ve i<j
(% =%, %= %)

dir.
Ispat: 1. Bir ve iki tane vektor icin B(2) inyant rasyonel fonksiyon sabit
oldugundan keyfi reel sayi 1 ile Uretilebilir.

2. k tane vektdr icin ¢ift B(2) invaryant rasy fonksiyon

FOx %00 %)=
Z 8,1, l“m(r!(x =% X~ )" j( (% % % >5>i3‘]---< X% X X

- +'k—1 Kt i k=M

k .
X — , - 2s
I22+le;< h2212k de- 1Hkk(|_!< 2 Xl )-'“‘(' )S> j(t:

s
+'k—1,k+'k,k—m

=

(%= %% -><1>i3"J---<>& - X% )"

biciminde idi. Burada pay ve payda(y(2 =X, %= xl>m sayisina bolersek,

oty +o o H (=m ove j,,+.+j,, +.+], , +] =m oldusundan daha

sade bicimde

= eilEze sy sy

+..+
_ g g Hy =M

=il el iy

+Jk akFEm
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(% =%, %= %)
(% =%, %= X)

fonksiyonlari B(2)- invaryant rasyonel fonksiyordar invaryant bir fonksiyonun keyfi

ile ifade edilebilir. Burada

i=2,..k, j=2,..k ve i<]

toplami, carpimi ve bolinmesi de invaryanttir. adayla k tane vektor icin B(2)-

invaryant rasyonel fonksiyon

{<>§‘Xu)ﬁ_)5>} i=2,..k, j=2,.k ve i<]j
(% =% % - X) R

ile Uretilebilir.

Simdi f tek olsun. Bu durumda B(2)- invaryant rasyonek&yon

FO %)=
k )q_xl _)g K i2s K i3 Ik
ZW Rkl (VEa N ST T
= - )q_Xl l_)i Lk Tk kT k e k o e

FlkakHli™m

biciminde idi. Burada[x, =% % - X%]#0 ve (X, =X, %~ %)#0 olmak iizere pay

ve paydayi [x2 =X X xl] ve <x2 =X, %= xl>m sayllarina ayri ayri bolersek,

oty +ot g H ( =m ve J,,+. .+, +.+]_, +],,=m oldigundan

daha sade bigcimde

2]z Al nes sy

Fl-a i i =M

[x-% % -x] (e xox =0 ) (5 %
2% %] ,zj b”'z""“[g[bs- % %~ zs)j J[ [( X=X

L]
i<j +..
F ikt h=m

Mr
=

|

|
Ea¥ el

ile ifade edilebilir. Burada ,
[x-% x-x%] (%= %% - %)
[ =% %= x| (% =%, %= %)
B(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlardir. Gercekteni ,j = 2,..K i;<j i¢in

ij=2.ki<j ve ij=2,.k;ig]
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_[x-% x-x]
=% %-x]
dersek, herl >0, gdO(2) ve bOR igin

f (%%, %, X, %)

[Agx-A0% 4 0x-A g
[Agx,- A% A gx-4 g
[Ag(x-x) Ag(x-x)] detd(x 2 (x 3] _

[A9(%-%) A9(x-x)] detd(x- ¥ (g_gj-fhp&wymx)

_[xox % %]
% =% %= x]

oldugunu gosteririnvaryant bir fonksiyonun keyfi toplami, carpimibv@inmesi de

f(dgx+hAgs+ b gx+ bl g Dl g Jo=

elde edilir ki bu sonucf (xl, X, X5, X, )g) nin B(2) invaryant

invaryanttir. Dolayisiyla k tane vektor icin B(2pvaryant rasyonel fonksiyon

X% _)ﬂ;i,j =2.Ki<j ve (6% = %) ij=2,.K ;i<
[o-% %=X (% =%, %= %)
ile Uretilebilir. Burada
X% X _)ﬂ;i,j =2, Ki<j
=% %= x]
ifadesini incelediimizde i,j = 2,..k i;<j igin
[%=% x-x] [x %-ﬂl_[x-¥ * Q%% % ¥

X%
De=x x=x] [%=%x %" [x x % ¥ ¥ x ¥ kK
o x-x]lx-x % o
[%-% %-x]

olur. Boylece[ % =% % = %];§ j=2,...k;i< j determinanti tek invaryant

polinomdur.[x2 -X X%~ xl] determinanti da tek invaryant polinomdkitek invaryant

polinomun ¢arpimi ¢ift invaryant polinom olgiundan

5 =% x-x][%-%x %= A

2
[%-% %= x]
ifadesi iki ¢ift invaryant polinomun orani bicinde olur ki bu da
L U Tk PP

[o-% x-x]'
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ifadesinin de
<‘_&‘_‘>i4=2wk;isj
(% =%, %= %)

ile Uretilebilir oldusunu gosterirs

2.14. Noktalar Sistemlerinin B(2) — DenklikSartlar

Onerme 91 R* de keyfix=(x, %) vey=(y,Y,) vektorleri her zamaB(2)-
denkdir.
ispat: R* dex vey vektorleri verilsin. A =1, 1 0O(2) ve y—x=bO R igin

B(2)

y = Agx+ byazilabilecginden x = y dir.e

Teorem 32 R de{x,x,} ve{y, y,} sistemleri verilmj olsun.

B(2)
1- % 7 X vey, 7 Y ise {XL’XZ} = { Yis yZ} dir.

B(2)

2-%,%% Vey, =y, ;veyax,=x ve y,#Y, ise{x,x} #{y, y} dir. Yani,
denk olamazlar.

B(2)
3-%=x vey, =y ise{x,x} ={y, y} dir.

Ispat: 1-x,#x vey,#y, olsun.Bu durumdéx2 =X, %= >g> 0 ve

=%\ (%= % %= %)
Iy, = | =[A(%~%)| dir. Lemma4 e gérég00(2) Gylek,

%, =% #0 dir. A olarak A :||y2— % —\/< Yo~ Yo Yo~ W) >0 alinirsa

Y,=%=09(A(x-x%))=24d %= ¥ dir. Buradan
Y= Ag% =y -4 g%

elde edilir. Bu elde edilety, —Agx vektorinu b vektori olarak alirsak,
Yy =Agx+b
Y, =Ag%+D

B(2)
olur ki buise {x, %} ={ .y} olduklarini gosterir.
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2- %, %% vey,=y, olsun. Budurumdéx, - x, X~ X)#0 ve

B(2)
(Yo = Yu Y,— ¥;) =0 dir. Ayrica, varsayalinix, %} ={ ¥, y;} olsun. Bu durumda bir

A>0,g00(2) vebOR vardir dyleki,y, -y, =Ag( % - x) dir.g bir ortogonal
donUm old@gundan i¢c carpimi korur. Dolayisiyla
Yo=Y Yom W=( (%= %), d( x= §)=(A( % 3A( ¥ ¥
=A%(%, =% %= %)
dir. BuradanA >0 ve (x,—x, %~ %) # 0 olduzgundan(y, - y;, y,~ %) # 0 olur ki, bu

y, Z 'y, oldugunu gosterir. Dolayisiyla bir ¢cgki elde edilir. Buna gore,

B(2)

{Xl, X2} ¥ { Vi yz} dir, yani denk olamazlar.

. B(2)
Ikinci durumdax, =x, ve y,#y, ise{x,x} #{y, y} denkolamayagani

gosterelim. Bu durumda, =X, %, ~ %) =0 ve (y,~ ¥, ¥,~ Y} # 0 dir. Varsayalim

B(2)
{x,%} ={v, vy} olsun. O halde bin >0, g0O(2) vebOR vardir 6yleki,

Y, = Ag(x2 >5) dir. g bir ortogonal don§tim oldw@gundan i¢ carpimi korur.
Dolayisiyla
Yo=Y Y= W ={A( %= %), d( %= §=(A( ¥ 3A( ¥ ¥
=A% (% =% %= >a>

dir. BuradanA >0 ve (x,—X, %~ %) =0 oldusundan(y, - y,, y,~ ) =0 olur ki, bu

Y, =y, oldugunu gosterir. Dolayisiyla bir ¢gki elde edilir. Buna gore,

B(2)

{Xl, X2} ¥ { Vi yz} dir, yani denk olamazlar.

3- x,=x vey,=Yy, olsunlarA=1,100(2) ve y,—x=b0R igin

B(2)

= Alx, +b yazilabilecginden her zamawx, = y, dir. X, =x vey, =Y, durumda

B(2)

B(2)
ayni A,1 ve b degerleriicin x, = vy, dir. O halde{x,x} ={y, y} oldusu aciktirs

Teorem 33: R de{x, %, ... %} ve{y,, ¥,,.... %} sistemleri igin
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B(2)

2- O0=2,..k igin x =%, y=yise{x,%,....x} ve{y, Y, ... %} denklik
sartl R de k-1 vektoriin denklilsartina indirgenir.Yanix = x, y =Y ise

B(2)

{x: %%} ={ V%, %,...y} dir ancak ve ancak,

B(2)

{ XX KX} ={ Moo Yot Yen ooy} iSEL
3- X #EX, YV EY, ;1=2,..k ise

) rank(|x =% x=x - x=f)= rank] y- y oy oy oy =2

B(2)

ise{x,%,...%} ={ ¥, %,....y} dirancak ve ancak

-%x-%) (y-yvy-v |
(%=%%=%) (%= % %= ¥ i) 5 Lj=2,..k dir.

i) rank(lg=x %= % o x=f)=rankl y= y oy oy P=t

. 5(2) . (% =%, %=%) (%= % y- Y
iIsei X, X%, ..., ~L dir ancak ve ancak = ;
A SR 0o=%%=%) (%= % %=

j=2,3,.k dir.

iii) rank([%-% %-% - x- i)z rank|l y- y ¥ y- > B

ise{x,%,...%} F{ %, %,...y} denkolamazlar.
ispat:

B(2)

1- O=2,..kiginx =x, y#zy ise {X, % ..% F{% %y} denk
olamadiklarini gosterelim. Varsayalim ki bunlar klefsunlar. Bu durumdayg [0 O(2),

A>0 ve bOR igin, y =Agx+b dir. Buradax = x ise y, =y, olur ki bu hipotezle

B(2)

celisir. Benzersekilde y, =y, , X # % ise,{X,%,....x} F{ %, %,....y} denk
olamadiklarini gosterelim. Varsayalim ki bunlar klefsunlar. Bu durumdag [0 O(2),

A>0 ve bOR igin, y =Agx+ b dir. g ortogonal doniiim oldyzundan
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X =% g'(y-b dir.y =y olduundanx = x_elde edilir ki, bu da yine hipotezle

celisir O halded =2,..k i¢in i¢in y, =y, , X ZX veyax =x, YZ Y ise
B(2)
{%: %%} F{ % ¥%,.... y} dir, yani denk olamazlar.

B(2)

2- O=2,..k icny =y,%x=%x ve {X, %, ..%x} ={% %y} olsun. Bu
durumdalg 0 O(2), A >0 ve bOFR igin, y,=Agx +b; j=12,..k dir. Buradan
y,=Agx +b; j=12,.j- 1+ 1Lk oldusu goralur. Boylece,

B(2)

[ X Xor X} ={ Yo Yor Yeq ooy} dir. Tersine,

B(2)
{ XX Koo} ={ WY1 W Yeq ooy} OlsuN. O halde[y 0 O(2), A>0 ve

bO R icin, y,=Agx +b; j=12,..i-1%+ Lk dir.y, =y, x =% oldgundan

B(2)

y, =Agx ; j=1,2,..k dir. Boylece{x,%,....x} ={ ¥, ¥%....y} elde edilm§ olur.
3-0) x#X, yY#zYy ;i=2,..k olmaklzere

rank([% =% x-% - x-f)=rank] y- y ¥y y- ¥ =2 ve

B(2)

{x.%, . %} ={ ¥, %,....y} olsun.OhaldéAOR", gOO(2) ve bOR oyleki,

- % Y- %)
<Y2_y1’ Y, — y1>

s=12,. kicin y,=Agx + bdir. Buradani<j ; i,j =2,...k igin

ifadelerinde s=1,2,...k icin y, =Agx + b ssitlikleri yerlerine konulursag ortogonal

donsUmu i¢c carpimi korudtundan ve i¢ carpimin 6zelliklerinden

(vi-wy—w _(Ae(x-x)Ae(x- %) (x-x x- ¥
Vo= ¥u¥om W) (A9(%-%).A0(%- %)) (%= % %= %
elde edilir. Tersine,

rank(|x-% %=x - x-of)=rank| y- y ¥ y- |y J)=2
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(x=%%=%) (y-¥%y- Y e

ve ancak = D <
(=% %= %) (%= % %= Y

;o) =2,..k  aitlikleri

verilsin{x, %,,.... X} ={ %, ¥%.....y} olduklarini gésterelim. Verilersitiklerdeni < j ;

i,j=2,...k icin

%y =)= (=%, %~ >s><)'(_ 6 XY
yazilabilir. Buradaki Y2 % Y27 %) o itadesined? denilirse, veya
(% =%, %= %)
/1=\/<y2_y1’ Y.~ %) alinirsa,i j= 2,.k ;i<j icin
(% =%, %= %)
(=% %= W) =(A(x= %).A( x= %) (42)

esitlikleri elde edilir. {x, = X,...,% = x} ve {y, = yi,.... %y = ¥} vektor sistemleri lineer
bagimli ve

rank([% =% x=x - x= f)=rank| y- y ¥y =2
oldugundan lineer bamsiz olan vektorlerin hangiler oldunun belirlenmesi

gerekmektedir. Varsayaluﬁ{nx2 = Xy % >g} sisteminde lineer [gamsiz olan vektorler

{x =x.% =%} olsun. Bu durumda

(A(x=%)A0x=%)) {A(x=%).( %= %))
(A0 =x)A0e=%)) (0= %).A( %= %)

dir. Buna gore verilen (42)idiklerinden

#0

V-wmy-% (y=-xvy-y
wy-% (¥ y-y)
olur. Boylece{y, = vi,..., % = %} sisteminde{yi “ Vo Y - M} vektorleri lineer

#0

bagimsizdir. Bu durumda
% =%=a; (x=x)+ay(x-%) V- v=B(¥-W*B(y- )
: ve : (43)
% =x=a (x=%)+ay(x-%)  V-%=B(¥-W*B( %~ ¥)
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yazilabilir. Simdi {A()g —xl),/1(>g -x}{y-y y- § vektorlerini

>s x)=(A(% X~ %J))
X; X.l) ( X2~ X.z))
-y = ( - Mz)

Y, %= (yjl Y Yoo o)

biciminde yazarsak,

A(Xl_xll) A()ﬁl_ Xn)]

A(x-%) (% - >&)H:L(>ﬂz-xlz) (%27 %)

Yi~ Y Y1~ y11}

Hyi Y% Y- ylHZL/iz_yﬂ Yio~ Vi

matrislerini gbz 6nune algimizda
As=%) A0x=x) ]A(x= %) 2(x- %=
(A(x=%).A0x- %)) (4

) X
(A(x =%) 0= %)) (A(x= %A x- ¥)

—~
-
|
X
~—
A
—

yazabiliriz. Benzesekilde

iy (v v y- )

Y=Y Y-~ yl
| A A

dir. (42) aitliklerinden

(A=) A0x=%)) (A(x=9).A( x- ) vmwy-w (ymxy-y)
(A =x)20=%)) (A0x= ) A(x= ) [(Vi=%y=-% {(¥y-%y-y
esitli gi yazilabilecginden

Ax-%x) A(x=-x)[[A(x=9 A(x= Q=] v y» {| ¥ ¥ v §
esitli g elde edilir{A(x = x),A(% - x)} vektorleri lineer baimsiz oldgundan
H/} (x-%) 4 ( X = >5)H determinanti sifirdan farkli ve tersi mevcutrtristir.

Benzersekllde{y Vi Y~ M} vektorleri de lineer kamsiz olduklarindan
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Hyi - Y- ylu de tersi mevcut bir matristir. Lineer cebirdenymifuz ki, determinanti
sifirdan farkh bir g matrisi mevcut ve

=% v-v]=da(x-9 (x4
dir. Bu sitli gi bir 6nceki gitlikte yerine yazarsak,
[A(x-%x) A(x =% [A(x=% A(x=Q=|r(x= 9 (= Y Th(x ¥ A(,* }
elde edilir. Buradasgitli gin her iki tarafini , soldaré”/] (x=%) 4 ( X = >5)HT)_liIe sgdan

da(”/] (x-%) 4 ( X = )g)”)_l ile garparsak,
l=g'g
elde edilir ki bu, g nin ortogonal old@unu gosterir. Dolayisiylag 0 O(2) dir.
=% v-v]=da(x-9 (x4
oldugundan
Y~ %=A9(x-x%)
y, -y =A9(% - %) (44)
elde edilir. Buradan ve (43)itiklerinden

A% = %) =a,A (= %) +a,A( x - %)

ﬁ(xk-&)=akiﬁ(x-&)+akjﬁ(x- X)

9 (%= %)= o(@A(x= N)+azA( x- Q) =a, d(x Y+a, 8(,x ¥=au(i ¥ yra.(, ¥ )

g/]()&_)i)z g(aki/‘()l(_ )f)"'akj/]( X= ?L())zaki Q( X ?)"'akj @( X 1%=aki( i Y 1)/"'%-( R ])/
elde edilir. Bu durumdas=2,...,k i¢in

Vo= %= Ba(vi- W)+ Bs(y-¥) ve Ag(x-x)=au(y-y)+ay(%-y)
elde edilms olur. Bu iki vektorin birbirine gt olmasi, ancaks=2,...,k icin
ag =B, veay=p ssitliklerinin var olmasina bglidir. Simdi bu sitliklerin var

oldugunu gosterelim: (43)séli ginden s=2,...,k igin
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(A(x X)) =(2(x- (x= Y+ay( x ¥))
a< (X >a) (x X)) +ay (A(x= %) A( x- X))
(A(x, - =(A( (x= Q+ay( x- )>

(
<(x x1) (x X))+, (A(% = %).A(% - ))

ve

v =(y- 0B (y- 08 (y- )=y vy WAy vy Y
=W =(%- WAy 08y N)=B(y- ¥y ¥+B{ ¥y vy Y

yazilabilir. Bu lineer denklemlerin ¢ozimuinden

(x=%) A5 = x){A( 5= %) A x= Q)-(A( %= §.A( x- )
(Ax=%x)A(x=%)) (A(x=%).4(x= ¥)
G =%) A0 %)) (A0 A (3= %)
detGr (A (% - x) ,A()g—)g))

(
(A(x=%). A00= X)) A (5= %) A( 1= 9) (A% §A( % 3)
(Ax=%).A(x=%)) (A(x=%.A( 2= ¥)
A=) A 0= %) (05~ %)k %)
detGr(A(x -x) ,A()g - )g))

ve

ﬁ,:w-ypx-w(yﬁx, y-)-(y- ¥y 3 vy ¥
) ==y - y- Y-(v- vy
V=¥ X=%) (Y- % y-y
yi-wy-w (y-vy-y
detGr(yi—yl,yj—M)
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P T I R S (W e A
S Gy =Wy - y- - (v ¥y y
(=% y=% (Y= %y ¥
i-%y-% (y-xy-y

detGr(yi—yl,yj—M)

esitlikleri elde edilir. (42) sitlikleri kullanilarak a, =B, veay=p; olduklari
goralur. Boyleces=2,....kicin y, -y, =1 g( X~ >§) olur. Bu ifade acilggnda

s=2,..kicin y,-Agx=y-Agx olur. (y,-Agx)0R ifadesineb dersek,

5(2) %=X, X=X) (%= Wy~
ve{x,%,...x} ={ V%, %,....y} olsun. ié—ﬁ,z—ﬂizéy‘%i‘ ;f>>;

B(2)

j=2,3,.k sitliklerinin mevcut oldgunu gosterelim{x, %,,....x} ={ ¥, %, ¥}

oldugundan [(ROO(2) , A>0 ve bOR igin, y,=Agx+b; i=12,..k dir

rank([x =% x-% - x-of)=rank] y- y ¥y y- oy §=1
oldugundan her iki vektor sisteminde de bir tane lifesgnmsiz vektor var demektir. O

halde lineer bamsiz olan vektorlefs=2,...,k i¢cin {x, - x} ve{y, -y} olsun. Bu

durumda,
% =% = (% = %) Yo~ Y= m( ¥ )
: ve (45)
X =% =l (x-%) Y= %=m(%-y)
yazilabilir. Buna gore,
o Yooy _(M(%-%). m(¥-y) _m
(Y2~ Yo Vo= W) <n'5(ys‘ ), m( ¥- ¥)> m
_(91(6=%). 91 (%= %)) _(6=%%-%) _ (1%~ %), 1%~ ¥)
(0A(%=%), (%= %) (o=x%=% (I(x= %, (%= ¥)
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(Yo=Y W) _(m(%-%). m(¥-¥) _m
<y2_y1,y2_y1> <mz(ys_3{)’n1( Y- ¥)> m
(9406 =%) A% %) _(=x%=x) _(10x= 9. 406 %) 1,
(0A(%-x%). A(x%= %) (x-%%-% (J(x=x%. }(x=%) }
=% %= _(m(%=%) m(y=¥) _m
Vo=V Yom W) (m(v—y).m(y-y) m
_(906=%) A (x=%) _(e—x%=x) (0= % 4(x= %) 1,
(02(%=%), (%= %) (—%%-%x (J(x=x. (% %) |

esitlikleri elde edilir. Buradan, i = ’ © j=2,3,.k elde

edilir. Ayrica burada,
rank([ =% x=x o x=of)=rank] y- y oy oy P=1 ve
{% =%, .. % =%} ve {¥,=V¥i,.... %k = ¥} vektorleri (45) biciminde yazilginda

elde edilir. Tersine,
rank([% =% x-% - x-f)=rank] y- y ¥y y- 5 =1 ve
-xx-%) (%= %y-y

= ; 1=2,3,.k sitlikleri mevcut olsun.
(e=x%=%) (%~ % % Y
B(2)

{x. %%} ={ ¥ %,-...y} oldusunu gosterelim. Yani{x, - x,...,% — %} ve

{y2 = Ve Yo — 3{} vektorleri (45) biciminde yazildinda :—2=& ; :—3=% ;
2 2 2 2

| m B(2)

l_k:_k iken {x,%,...%} ={ %, %....y} oldusunu gésterelim:

2 m2

rank([% =% x-% - x-f)=rank] y- y ¥y y- o J=1 ve

{% =%, .. % =%} ve {y,=V¥,....%— ¥} sistemleriicin (45)stlikleri verilsin.
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B(2)

Onerme 91 den, her zamap = y, dir. Buna gére[gy00(2), A>0 ve bOR igin,

y, =Agx + bdir. 2-M ; IR} Do =M e (45) gitliklerinden
I2 m2 I2 m2 |2 m2
] =2,3,..k igin
m :ﬂl

(Y2~ Yo Yo~ ) >0 dir. ™2 )=] dersek A>0 dr.

<X2_X1’ X2—Xj> |2

Simdi y, =Agx,+ bolduzundan b=y, -Agx ve

Y, = yi=m( - x)=% L(Ad %= )= ¢ x 3

2

elde edilir. Buradalﬂ =\/

Ve~ %=m(y- >f)=|ﬂ WAd x-¥9)=1q x 3

2

yazilabilir. Buradanj =2,3,...k i¢in, y, -y, =/Tg( X = >g) bulunur. Bu ifade
acildginda j =2,3,..k i¢in y, —Agx = b= y-1 gx oldugu gériilur. Sonug olarak ,
] =1,2,3,..k icin

B(2)

y; =Agx + bdir. Buna gore {x, %, ... %} ={ %, ¥%.... Y} dir. Béylecesu ifade
gosterilmsi oldu:

rank([% =% x-% - x-f)=rankl y- y ¥ y- o J=1 ve

X% =% = (X = x) Y= %=m( %~ y)
: ve
% =% = h(x-x) Yo~ %= m( %~ y)
B8(2) LB(2)
ise, {X,%,....x} ={¥,¥%,....y} dirancak ve ancaKl,,...|,} ={m,,..m} ise.

iii) rank(||x2—>g S >§||)¢ ranl(|| y- Y o y- j*) ise
B(2)

{x1 ..... )&} ¢{ Yireen y(} denk olamayagani gosterelim. Bu ranklar sifir olamaz. Cunku

ranklardan biri 0 olsa, 6rgm rank(|x,—x -+ x- %|)=0 olsa, budurumda
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{%.....x} vektor sistemi{x} vektorinden ibaret olur ki, bu durum tek vektoriin
denklik sartinda incelenngtir. O halde ranklardan birinin 1ghrinin 2 olmasi durumu

s6z konusu olabilir. Oncelikli olarakrank (|| % = x -+ x- X[)=1 ve

rank(|y,= % - ¥- ¥|)=2 olsun. Budurumdali,j,s =2,...k igin

{% = X,....% — %} sisteminde lineer amsiz olan vektof X =%}, {V, = Yo Y = ¥}

sisteminde lineer l@msiz olan vektorler d{-:yj 1 A M} olsunlar. O halde,

X =% =a( %~ %) Y= %=by(y-w)+h(y-y)
: ve (46)
% =% =3/(%- x) Ve =% =l (v - %)+ (¥ )

B(2)

yazabiliriz. Varsayalim kK{x,%,,....%x} ={ ¥, ¥%.....y} olsun. Bu durumdaly 0 O(2)

ve A>0icin, y =Agx ; i=12,...k dir. Buna gore

Yo% =Ag(x%- ) =4 gal - 3= a1 g Y= 4.y ¥

Ye-w=A9(x-%)=A0a(x- Y= @A ¢ x ¥)= A ¥ ¥
olduklari géralar ki bunun anlamfy, - yi,...,y, - ¥} vektorleri{ ¥, = Yi} vektoru ile

ifade edilebilmektedir. Bu isgank(|y,—y -+ y- y|)=2 olmasi ile gelir. O

B(2)

halde {x, %, ..., }#E{ % %....y} denk olamazlar.

ikinci olarak rank(|x-x - %-x)=2 ve rank(|y,-y% - y-y)=1
olsun. Ayrica[d, j,s = 2,...k igin {X, = X,...,% — %} sisteminde lineer amsiz olan
vektorler {Xi =X, %~ )i} AY>= Yo Y — Y} sisteminde lineer Eamsiz olan vektor
de{y, -y} olsun. Budurumda,

Y2_y1:az(ys_ M)

yk_yl:a<(ys_ M)
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B(2)

yazilabilir. Varsayalim k{x, %,,....x} ={ ¥, %,....y} olsun. Bu durumday 0 O(2)
ve A>0icin, y=Agx ; i=12,..k dir. Buifadeyi matrisel formda

[vo ¥e o wl=dAx Ax - Ay
yazilabilir. BuradarfjAx, Ax, -+ Ax[|=d |y ¥ - y| olur. Budurumda

i=1,2,..k icin Ax =g'y dir. Boylece,
Abe-x)=d (% %)= d(a(y-y)=a a( » ¥)= a( *x X

Ax=x)=d(v-v)=d(aly- )= a § v )= a( ¥ X
esitlikleri elde edilir. Bu aitliklere gore {x, = x,...,x — x} vektorleri {x;} vektoru ile

ifade edilebilmektedir. Bu iserank(|x, - x -~ x- x|)=2 olmasiyla ejir. Buna

B(2)

gore{x, %, ... %} ={ %, %,....y} varsayimi yanitir. Dolayisiyla,

rank(|x—-x -+ %-x)=2 ve rank(|y,-y% - y- y)=1 durumunda

{x: %%} F{ % %,... ¥} denk olamazlas.



3. BULGULAR

Tezde elde edilen bulgulgunlardir:
1. Tezin 2.2. béliminde n =1 durumunda benzerlik igmupn G- yortngeleri:
* G=Sq1) grubuicinxdR elemaninin G- yoringesiex={ % ;
* G=0(1) grubuiginxOR elemaninin G- yoringesicx={+% ;
*  G=E(1),H(1),SHY) ,sB) ,B) grublar icin xOR elemaninin G- yoriingesi,
Gx= R,

* G=LH(1),sLE1) grublar icin xOR elemaninin G- yoriingesi,

(-,0); x<0
Gx=40; Xx= 0,
(0,0); x>0

G=LB(1) grubuicinxOR elemaninin G- yoriingesiGx = 0 X=
=LB(1) grubu iginx YOrungestx=1p (g : x# o0

biciminde elde edilnsiir.
2. Tezin 2.2. boéliminde n =2 durumunda benzerlibplgmnin G- yéringeleri:
e G=S02).,q2) grublarn igin x=(x,x)d0R elemaninin G- ydriingesi,
0=(0,0); x= (
Gx= ;
C(or),r=yx>+%x%; x£0
* G=E(1).H(2),SH2 ,s82 ,B2 grublar icinxdR elemaninin G-yorungesi,
Gx=R;

. G=LH(2) grubu icin  xOR elemaninin G-  yoringesi,

0; Xx= (
Gx= ;
{Ac:A>0; x20

* G=LB(2),SLH?2) grublarl icin xOR elemaninin G- yoriingesi,

Gx= 0 x=(
*“1R-{0}; x# 0

biciminde verilmitir.
R de{x, %,....x} ve{V,, ¥,,....%} noktalar sistemi verilginde

3. k tane vektdr icin LB(1)invaryant rasyonel fonksiyonun
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2 A, XX

f (X, % eens ="
(% %1% ) Z 0, %

iy H o+ =m

biciminde oldgu dnerme 68 ile verilrgtir.
4. Onerme 77 ilek tane vektor icin B(1) invaryant rasyonel fonksiyan

2 B (% Xi)i1 (%- X_)iz % )5)”-1

I+, +. Hy_4=m

> by (%) (= X)L (- %)™

i¥io* Fimm

f (%%, %) =

biciminde oldgu verilmistir.
5. k tane vektor icin LB(1)- invaryant rasyonel fonyanlar cisminin treteg
Cumlesmm{l % ﬁ ..... )&} oldugu teorem 18 ile verilngtir.
XX X

6. k tane vektdr icin B(1) invaryant rasyonel fonksilar cisminin Ureteg

Cumlesinin

{]}; k<
{ (%=x) (%-x) (>ﬁ->&)}; s o

(% =%) (%= %) (%~ %)

biciminde oldgu teorem 21 ile verilngtir.

7. Onerme 69 ilR de keyfi x vey noktalari icinx=0 y# 0 yada x#0 y=0ise

LB(1) LB(1)
= y olamayacg ; ancakx=y=0 yadax#0 ve y#O0 ise her zamax = y

oldugu gosterilmgtir.
8. Teorem 19ilefi =1,2,...k icin x =0 vey, Z0 veyax z0 vey =0 ise

LB(1)

{x: %%} F{ % %y} denk olamayacaklar(i=1,2,..k igin x =0 vey, =
durumda is€ X, %,,....x} ve{y,, ¥,,....%i} noktalar sisteminin denkligartlarinin; k-1
noktadan olgan{ X, %,,...,X_,, X,1,--. X} Ve{ ¥y, Yo, Y1, Yer,--, ¥} NOktalar sisteminin
denklik sartlarina indirgened, heri[{1,2,..k} i¢in x #0 ve y, #0 durumda da

%Y. 5. . W esitliklerinin saglanmasi halinde

x v X %Xy

{%: %%} ={ % %..... x} LB(1)- denk olduklar verilmtir.
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9. Onerme 78 ve 79 ilR de keyfi x vey noktalarinin her zaman B(1)- denk

olduklari;{x, %} ve{y, y,} sistemiigin de{x, x} B;l){ Y. Yo denkliksartinin ancak,
X, =X vey, =Yy, yadax #Xx, ve y, # Yy, olmasi durumunda mimkun ol@ca
gosterilmitir.

10.R de{x,%, %,.... %} ve{y., ¥, ¥s,...,} nokta sistemleri igin
Oi,j =1,2,3,..k;i#] igin x #x vey #y durumunda

B(1)

X%, %0 X} ={ %2 %2 Yoo ¥} denkliksartinin

XX _ Y™ Y. x4—x1:y4—yl_" AT X_ X7
X=X Y% X7 X %X %~ >£ ¥~ Y
esitliklerine bagh oldugu; 00, =1,2,3,.k ; i # ] icin x =X durumundaise y, =,

olmasi halinde denklik problemik-1 noktanin denklik problemine indirgengte

Y, # Y, olmasi halinde de bu sistemlerin denk olamayacakiorem 22 ile verilngtir.

11. k tane vektor icin LB(2)- invaryant rasyonel fonksiym k =1 ise sabit
oldugu, k= 2 ise f nin cift invaryant fonksiyon olmasi halinde,

=1

<)ék 1) )6;))>I lp]< ®9 *k)>i “

-1

< D) *p)> lp]< <l *k)>i i

- 1:|x

k k
A [00) ][ (%, %0 j [

z a]l SRS LTl [ l) S) ][ : X(Z) X(t j

biciminde oldgu, f nin f tek invaryant fonksiyon olmasi halinde ise,

hii |x‘f’

it At B 2k T K am

1

=~

M~
—
e
>
-
el
0
o
)—"
—

N (N RS R T

T

=~

< g kp)>‘“vj< Q. gg)>‘kk

-1

5= -1
)
Zk:[x‘” x“’} Y d”“)l P (li!<>én’)és)>igj(li!<*z>’ )@)>ﬁ]m[

T

biciminde oldgu teorem 25 ile verilngtir.

12. k tane vektor icin LB(2) invaryant rasyonel fonkailar cisminin trete¢ Cimlesi
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{3 k=1

<X(i)'X(J')> o .
mJSJ,I,] =1,.k:; k=2

olarak teorem 26 da verilgtir.
13. Onerme 83le R® de x=(x,%) vey=(y,Y,) vektorleriigin x#0 ve

LB(2)
y#Z0 yadax=0 ve y=0 ise herzamanx = y olduklari,x#Z0 ve y=0 vya

LB(2)
dax=0 ve y#0 durumundax # y denk olamayacaklari gosterilstir.

R de{x,%,...x} ve{y, V,,.... %} sistemleri igin
14. Teorem 27 iled =1,...k i¢in X 0,y =0veyay, #0,% =0 ise

LB(2)

{x.%...x} £{ Y%, %....y} denkolamayacaklarii=1,..k icin x =y =0 ise
{%,%,...x} ve{y, ¥,,... %} denkliksartinin R de k-1 vektériin denklilsartina

indirgenecgi, x #0;y #0; i=1,...k durumunda ise ¢ durumun s6z konusu olabgiece

buna gore ; iyank(|x % - x[)=rank]y y -+ )=2 olmasi durumunda
LB(2) X
{x: %%} = { % % ¥ denkliksart|n|n<)g'xl>:<y’BJ/> i< =Lk

(%) (w)

esitliklerinin var olmasina bgi oldugu,

i) rank(|x % - x[)=ranK]y y - )=1olmasi durumunda da,

L8(2) | (%%) _(wy)
X ~{v.v%,.. denkliksartinin L= L j=2,3,..k
Dot} = {0 %0 v ox) - ()

esitliklerinin var olmasina bgi oldugu ve

iii) rank(|x % - x[)#ranK|y y - ) durumundaise

LB(2)

{x. % ...x} £{ Y%, %....y} denkolamayacaklari elde ediltir.

15.k tane vektdr icin B(2) invaryant rasyonel forjsi f nin ¢ift olmasi halinde
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=~

25, S ('i!””‘x“* X ’él)yds]( (-, - )G))i@‘j--( - 9, 0= 9
12,443, + 2.1 7kl L

_ it 409,

Z bi(z) @3, ('ij<x<2)_ XU, %) — >61)>i(z)sj( k <x(3)—X(l), VO )51)>i<3)1].”< VNGNS *1)>
i(2)2+...+i 2)k+ 2.1 el K L

i), (¥, =m
bicimindef nin tek olmasi durumunda ise ,

f (x(l) ..... x(k)) =

LS ) : k i@ k 9,
Y[ -]y qz)zvi(z)km,(k,w(D(>&2) ](D -, 0 %) ] (%= % %- 9
i<j

_ +i(kD, 4K, =m

,Zk:[x(i)_xm Xm_x(l)}() Z(:) B, o, 08,00 [nb@ X, % = %) j[ : - %, %= j( - 9, %- 5’<)>i(k]k
='<Jj=2 i+ 43, + = t=

biciminde oldgu Teorem 30 ile verilngtir.
16. Teorem 31 il&k tane vektor icin B(2) invaryant rasyonel fonksijar cisminin

urete¢c Cumlesi
(3 k<
{“_x“)ﬁ_)ﬁ}, ij=2.ki<j: k> ¢

(% =%, %= x)
bicimindedir.
17. Onerme 91 ve Teorem 32 iR’ de keyfix=(x, %) vey=(y, y,)

vektérlerinin her zamaB(2)- denk olduklar; R de{x, %} ve{y,,y,} sistemleriigin de

B(2)
eger, X, Zx Vey,=y, ;veyax,=x ve Y, %Yy ise{x,x} #{y, y} B(2)-denk

olamayacaklari,x, # X ve y, # y, yadax, = x, vey, =Yy, durumunda bu sistemlerin

B(2)
her zamar{x, %} ={ . Y} B(2)-denk olduklari verilntir.

18.R de{x, %,,....%} ve{¥, Yo,..., i} sistemleri igid =2,...k igin

B(2)

X=X, YZEY veyax zx, Y=Y ise{x,%, ...%} F{ %, %....y} denk
olamayacaklari[d =2,..k igin x =%, y=yise {X,%,....x} ve{y, Yo ., }}
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denkliksarti R de k-1 vektoriin denklikartina indirgenec#, x, #x, Y, #Y, ;
i =2,...K durumunda ise ger,

) rank(| = x=x o x-of)=rank] -y oy oy Y)=2

B(2)

ise{x,%,...%} ={ %, %.....y} denkliksartinin ancak

oxx-x) (y-xy-y i<j : i,j=2,..k eitliklerinin var olmasinda
(=% %=%) (%= % % ¥

mumkun olabildgi,

i) rank(x-x x-% - x-f)=rank] y- y y y- oy =1

B(2)

ise,{X,%,....%x} ={ ¥, ¥%,.... y} denklik sartinin ancak

<X2_X1’ X~ )i> :< L ¥> ;] =2,3,.k ssitliklerinin var olmasinda mimkin
(=% %) (%= % %= Y
olabildigi ve

i) rank(| =% %= % o x- )% rank] y- y oy oy oy J) ise

B(2)

{x: %%} #{ % %, ¥} B(2)-denk olamayacaklari teorem 33 ile gorijtiii




4. iRDELEME

Noktalar sisteminin invaryantlari ile ilgili olakacsslitli calismalar yapilmgtir. Bu
calismalar 6zetlau sekilde verilebilir:

1897 de E.Study O(n) grubu icin noktalarin inaemyarini vermy, daha sonra bunu
H. Weyl daha da gslirmistir [5]. Weyl'in bu calsmasinda invaryant teorinin birinci
temel teoremi Kapelli denklikleri kullanilarak vemistir. Daha sonra 1986 da D. Khadjiev
tum oklid hareketleri icin bu teoremi gel@tmis ve E(n) grubu igin birinci temel teoremi
vermistir [6].

1970 ve 1980 lerde birinci temel teorem icin, Taudtun [53] gelistirdigi yontem
kullanilarak birkag ispat verilrgiir [54]. 1998 de Goodmann ve Wallach klasik invarly
teorinin birinci ve ikinci temel teoremini, yardimsonuclari kullanmadan ispatlagm
[54,55]. 1991 de E. Roger Howe, kuresel altgruplaGL(n,C) ve altgruplarinin birinci
temel teoremini verngtir [56]. 1980 de Schwarz [57]G6, C’ ) ve Gpinv, &) icin bu
problemi ¢c6zmi ve 1995 de E. Roger Howe'un dgmanlginda Yui Kwan Wong,
yaptgl doktora tezinde Schwarz’'in bu sonuclarini kultakas, ve Spin icin invaryant
diferensiyel operatorler halkasinin treteclerininmugtur [58].

Tez calgmamizda ise, LB(n) ve B(n) gruplar icin birin@mel teorem, Weyl'in
calismasinda oldgu gibi Kapelli denklikleri ile elde edilen sonuclatullanilarak
verilmistir.

Tezde ayrica noktalarin denklik problemi ele aligim iki nokta sistemi igin, Jien-
Yu Han [59], bir takim analitik formullerle benzérlddénisimini bulma problemini
incelemitir. Benzer bir calima Cox ve Kruskal [31] tarafindan bir algoritmaigf@ilerek
incelenmg, ancak bu ¢caymalar invaryant teori acisindan incelenmgmi

Ayrica Berger [32], Hummel [60] gibi bir cok kagkta benzerlik geometrisinin
acl, benzerlik orani, yonli acl, yonsiz ac¢l, caman (cross ratio) gibi invaryantlari
ifade edilmgtir. Bu calsmalardan ortayadyle bir problem ¢ikmaktadir: Bilinen benzerlik
invaryantlarindan farkli olan bla bir benzerlik invaryanti var midir? Bu probleskiebir
klasik problemdir. Tezde bu problem incelegnfienzerlik geometrisine ait invaryantlarin
uretecleri bulunmg bilinen benzerlik invaryantlarinin ve bunlardaaska herhangi bir
rasyonel invaryantin, bulunan bu uretecler ile efadilecgi gosterilmitir.
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Ornezin, en temel benzerlik invaryanti iki vektor arataki yonsiiz acidir. Berger

[32] deki a¢I tanimi dikkate alinginda, balangi¢ noktalari orjinde buluna®A ve OB

A __.A__.
vektorleri arasindaki yonsuz a@@} ile, bu acinin cosinisu de c{c@A OB}

ile gosterilirse,

cos{o A OF

dir. Benzerlik dongiimlerinde iki vektor arasindaki yonsiiz agi ve bun@ccosinis deeri

de korunacaktir [32]. Bu acgidan bir benzerlik irpzarti olan {EAXAHB} acisi ve bu

acinin cosinus deri; vektorlerin bglangic noktasi orjinde olgundan, tezde

inceledgimiz bigcimde {6KT3} uc vektorden olgan sistemin invaryantlari olarak LB(2)-

invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminin tretegiari bir fonksiyonudur. Ustelik bu g

vektorden birinin O vektori olmasindan dolayr bu invaryantlar iki \iklen olgan

{RE} sistemi icin  LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyanlcisminin Uretecleri olan
{<K, Z> <7AT3> ,<ﬁB,ﬁB>} sistemiyle uretilebildii anlamindadir.

Benzersekilde balangic noktalari birOX vektorintn uc noktasi olaKA ve XB

A _./\_.
vektorleri arasindaki yonsiz a%ﬁ?é} ile, bu acinin cosinusu de fJ[o)(Aj X
ile gosteririlirse,
(A-X,B-X) <”A—7<,“E>r‘x>

°°S{XAX JAK B A Ak AR [ % o %

A
dir. Bdylece bir benzerlik invaryanti O|%%YB} acisi ve bu aginin cosinlisggeinin

de, tezde incelegimiz bicimiyle {Yﬂf&} vektorlerinden olgan sistemin invaryantlari

olarak U¢ vektor icin B(2)- invaryant rasyonel fenjonlar cisminin Uretecleri olan
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{<ﬂ—?,ﬁ8—7(>,<76\—ﬁx,ﬁﬁrﬁ><> ,<ﬁB-ﬁXﬁBﬁ>>(} elemanlarin bir fonksiyonu bigiminde
ifade edildgi gorulir.

Mekanikte de benzerlikle ilgili ¢caimalar yapilmgtir. Ozellikle Buckingham’in Pi
teoremi, n = 1 durumunda, bulunan r tane noktabgyutsal analiz metodlari ile denklik
sartlarini ifade etmektedir. Tezde invaryant teocdntemleri ile elde etimiz LB(1)-
invaryant rasyonel fonksiyonlarin drete¢ kiumesimmekanikteki Buckingham’in Pi
teoremini sglayan sayllarla cakngl gorulmektedir. Bu ifki g6z 6nune alinginda
tezde incelenen LB(2)- invaryant rasyonel fonkslgoncisminin Urete¢ kiimesine de
boyutsal analiz acisindan Pi teoreminin 2- boyudaya genietiimesi olarak bakilabilir.

Kisaca bu cajmada R de benzerlik déniiimleri altinda noktalarin tam
invaryantlari sistemi elde edildi. Bdylece noktalaherhangi bir rasyonel benzerlik

invaryanti, elde edilen Uretec invaryantlarin bmksiyonu olarak elde edilebilecektir.



5. SONUCLAR

Tezde elde edilen 6nemli sonugtanlardir:

1. Literatirde mevcut olan Benzerlik d@dinlerinin invaryant teori agisindan
onemli olan grup yapilari incelenerek dnemli altgari verilmitir. Bunlarin bir kismi
literatiirde birsekilde belli idi. Bunlarla ilgili olarak Onerme 48 ve Teorem 17 ile
Sonug 20-33 verilngtir. Daha sonra tezin 2.2. boliimiinde bu gruplarveR® de etkileri
g6z 6nune alinarak G- Yorungeleri bulurytou.

2. Onerme 68 ile LB(1)- invaryant rasyonel fonksilarin genel ifadesi elde
edilmistir.

3. LB(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminimete¢ cimleleri Teorem 18 ile
ifade edilmstir.

4. R de k noktadan ajan iki nokta sistemi icin LB(1)- denklikartlar, LB(1)-
invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminin treteglerib&ll olarak verilmitir. Bu sartlar
Onerme 69 ve Teorem 19 da sunutou

5. B(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlarin gentdesi bulunmgtur. Bunlar icin
Onerme 73 ve Onerme 77 verilti.

6. B(1)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cismirinete¢ cumleleri i¢cin Teorem 21
verilmistir.

7. R de k noktadan ajan iki nokta sistemi icin B(1)- denklikartlari, B(1)-
invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminin Ureteglerib&ll olarak verilmitir. Bu sartlar
Onerme 78-79 ve Teorem 22 de yer almaktadir.

8. LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlarin genéhdesi bulunmsgtur. Bunlar
Teorem 25 de ifade edilgtir.

9. LB(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminimete¢ cimlesi icin Teorem 26
verilmistir.

10. R de k noktadan okan iki nokta sistemi icin LB(2)- denklikartlari, LB(2)-
invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminin Ureteglerib&ll olarak verilmitir. Bu sartlar
Onerme 83 ve Teorem 27 de sunutou

11. B(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlarin gentddesi bulunmstur. Bunlar
Onerme 86, 89 ve Teorem 30 da ifade edlimi
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12. B(2)- invaryant rasyonel fonksiyonlar cismininete¢ cumlesi icin Teorem 31
verilmistir.

13. R de k noktadan okan iki nokta sistemi icin B(2)- denklikartlar, B(2)-
invaryant rasyonel fonksiyonlar cisminin Ureteglerib&ll olarak verilmitir. Bu sartlar
Onerme 91 ve Teorem 32, 33 de suntnu

Tezde elde edilen bu sonuglar,

l1.Geometri Sempozyumu, (2005) Osmangazi Univessi Eskiehir [40],
XVIlI.Ulusal Matematik Sempozyumu, (2008t. Kultir Univ.,istanbul [41],

Vlore conference on Algebra, Coding Theory andp@rgraphy, (2007) Vlore,
Albania [42],

International Workshop Il on Applications of Waetd To Real World
Problems, Istanbul Aydin University, RS2007,Istanbul [43]

sempozyumlarinda sunulgue bildiri olarak yayinlanngtir.



6. ONERILER

1. Bu calsma duzlemde noktalar sistemiyle ifade edilen tistesnlerin benzerlik
kosullarini vermektedir.

2. Bu calgma 3 boyutlu uzayda da yapilabilir. Boylece, ok&édlide haritacilik
alaninda, ginimuizde google earth veri tabani kildiak fotgrafi ya da 6zellikle video
goruntusi verilen herhangi bir yérenin neresi glthun tespiti mmkutn olabilecektir. Bu
tespit lemi icin goruntinin sayisalfariimasi ve veri tabanindan o kesitin bulupgdu
degerlerle ortigen yerlerin olup olmadinin aratiriimasi sglanabilir. Bu glemlerle,
goruntu dgerlerinin gercek deerlerle benzer olup olmaglitest edilebilir. Bu test icin tez
sonuclart kullanilabilir. ~ Bu tespit bazen guvenlikgisindan son derece 6nemli
olabilmektedir. Bu bglamda yer ytzl havzalarinin benzgrincelenebilir.

3. Ozellikle tamimayi zorfirmak amaciylasekilsel deisiklikler yapiimis olan
sistemlerin benzerliklerinin ortaya ¢ikariimasi Griebir problemdir. Bu ¢alima, iki nokta
sisteminin birbirine %100 benzer olup olmadi test etmek icin kullanilacaktir. Ancak
birka¢ tane nokta haricinde, birbirlerine cok bemre fakat bu birka¢ noktadan dolayi
%100 benzer olamayan iki sistemsdduld{ginde test “benzerlik yoktur” yanitini
verecektir. Bu itibarla yapilan bu tez gatasinin biraz daha ileri boyutu olarak fuzzy ya
da zayif benzerlik kavramlari icin bir test ggtilebilir. Boylece sistemin “benzer g#”
yaniti yerine %80-90 oraninda benzer yanitini verrsgglanabilir.

4. Mekanikte boyutsal analiz ya da boyut teorisindenzerlik kavrami ¢cok 6nemli
yer tutmaktadir. Boyutsal analizin en temel arasclngham’in Pi teoremidir. Pi teorem,
fiziksel sistemlerin denkliklerinin matematikseladesidir. n=1 durumunda Pi teoremi
sgilayan sayilarin r tane nokta icin LB(1)- invaryamsisyonel fonksiyonlarin urete¢
kimeleri oldgu gorulebilir. Buna gb6re boyutsal analiz konularimevaryant teori
acisindan da bakilabilir.
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