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OZET

Bu tezde, O(3,1)-invaryant polinomlar halkasinin Uretegler)(3,]) grubunun

yorungeleri ve O(3,1)-Ortogona| grubu icin noktalarin denklilgartlarini  bulma

problemleri  ¢ozilmgtir. Uretecleri bulmak icin polarizasyon operatorGapelli

denklikleri ile invaryant teorisinin yontemleri Rahiimistir. Bu yontem kullanilarak

O(3,1) grubu ve SO(3}) altgrubunun Ureteg invaryantlari bulungtur. Ayrica R**in

dzaltuzaylarinin tiplerik(U) 'nun invaryantlgl, k(U) ile R*"in ¢zaltuzaylari ve Gram

determinanti arasindakigkiler ve Gram determinantinin 6zelikleri bulungtur.

Anahtar Kelimeler : Ortogonal Grupjnvaryant, Yoriinge, Gram determinant



SUMMARY

Invariants of Points for The Orthogonal Group O(31)

In this thesis, the problems of finding thengeators of the ring oD(3,1)-invariant
polynomials, the orbits of grou@(3,1) and conditions of the equivalence of points for

the orthogonal grou;D(3,1) are solved. In order to find the generators thiarsation
operator, the Capelli's identity and the methodsnefariant theory have been used. By

using these methods, the generator invariants efgitoup 0(3,1) and its subgroup
80(3 ;L) have been found. In addition, types of propeispabes of R**, the invariance

of k(U), the relations between proper subspaceRbtand the Gram determinant by

k(U) and the properties of Gram determinant have beastigated.

Key Words: Orthogonal Group, Invariant, Orbit, Gram determina
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Minkowski Uzayzaman geometrisinin glan yili 1905 olarak alinabilir. Hermann
Minkowski(1864-1909) Oklid geometrisinden farkliachk, yeni bir metrik tanimlayarak,
adina “Minkowski Uzayzaman Geometri” denilecek oldsu geometrik yapiyi
olusturmuwstur. Bu yapinin Oklid geometrisinden farki, uzaybaluta zaman boyutunun
eklenmesi ile uzay-zamanin kagrabir yapi olarak ele alinmasidir. Boylece doryuutu
Minkowski Uzayzaman geometrisi ortaya ¢iktm

1872'de F.Klein “Erlanger Programi” olarak bilm&onuwymasinda geometrilerin grup
etkisi altinda incelenebilegmi ifade etmjtir. Bu baslamda Oklid geometrisi, Oklid
grubu; Afin geometrisi, Afin grubu altinda; noktegri ve ytzeylerin ortogonal ve afin
donigimler altinda korunan 6zeliklerinin-invaryantlanniaratirilabilecesini ve 6nemini
belirtmistir.

Bu durum F.Klein’in ifade etfi anlamda, Minkowski uzayzaman geometrisini ortaya
citkaran grup etkisi altinda noktggreve ytzeylerin invaryantlarini bulma problemiaya
ctkmistir. Diger taraftan bu geometri icin  matematiksel ve 8elkyapilara ait caimalar
yapilmstir.(A.D. Alexandrov [1], H.J. Borchers [5], J.J.alahan [9], A. Das [10],
A.P.French [13], S.W.Hawking [14], J.T. Launey [2B].A. Lorentz [24], C.Moller [26],
G.L.Naber [27,28], V. Petkov [32], A.A.Robb [33],&P. Rowe [34], P. Suppes [35], E.F.
Taylor [37], E.C. Zeemann[40])

Bu tezde O(3,1) olarak incelediimiz ortogonal grup, Minkowski Uzayzaman
Geometrisini etkileyen grup anlaminda aligimi Bu grup G.L. Naber [27,28]
kitaplarinda Genel Lorentz Grubly(, ) olarak adlandirilngtir.

Invaryantlar teorisi ile ilgili cajmalara 1850-1870 vyillari arasindasleamstir.
Invaryantlar teorisind& bir grup olmak UZGI’é@[Xl,...,)%]G nin dretecleri, bu Uretecler

arasindaki bantilar ve denklik problemi tzerinde durulgtur. Birbirine G-denk olan iki
nokta sistemi algamizda bunlarin herhangi bir G-invaryant polinoriirelaki goérunttsu
esit cikmaktadir. Fakat bunun tersi her zamargrdodesildir. Bu problem denklik

problemidir.



1850'den 1960'a kadaR[x|® halkasinin cebirsel zelikleri incelentii. 1890 yilinda

Hilbert, invaryantlar teorisi ile ilgili temel camalar yapmytir.

Invaryantlara ait bu cahmalar J.A.Dieudonne [11], D.Hilbert [20], D.Khadji¢22],
T.A.Springer [36], H.Weyl [38] eserlerinde yer akiadir.

1946 yilinda H.Weyl [38,syf.66], kitabinda E.Studgl]in 1897 yilinda yapgi

calismalar yardimiylaO(n) grubu veSQ( ) altgrubuna ait noktalarin Gretecler problemini

incelemi ve Lorentz grubuna ait problemin ¢ozimuand acikknrstir.

1963 yilinda A.l.Mal'Cev [25], keyfi boyutlu i¢c gaumli uzayin, bu uzayin altuzay ve
onun ortogonal timleyeninin direkt toplami olarakzyabilmesi icin gerekli olagart
bulunmugtur.

1988 yilinda D.Khadjiev [22] kitabinda ve R.Aripom makalelerinde Oklid grubu
icin noktalarin Uretecleri yardimiyla denklik prebii ve yoéringe problemini incelegtir.

1999 yilinda R.Hofer [18], Gram matrisi yardimiyldinkowski uzayinda m tane
noktanin yorungelerini incelegtir.

2001 yihnda H. Hong [15,16], Lorentz grubu icinmdowski uzayzamaninda fiziksel
modellemeler verngtir.

2001 yihinda F.P.Washek [39], Lorentz grubunda&nigtimlerin 6zelikleri, saret
fonksiyonu dilinde incelenriir.

2004 yilindai.Oren [29], iki boyutlu Minkowski uzayzamanind®(1,1), SQ{1,1) ve
L-Lorentz grubu icin noktalarin Greteclerini ve Uretecleasindaki ilgkileri incelemitir.

2005 yilinda M.Karata[21], n-boyutlu Oklid geometrisinde noktalarin aryantlarini
incelemitir.

2003 ve 2004 yillarinda W.Benz [3,4], i¢ carpintindie uzaklg koruyan Lorentz
donisimleri ve metrik dgrulari incelemgtir.

2006 yilinda R.Hofer [17],slksal altuzay, Gram matrisi veiksal altuzay ile siksal
olmayan altuzaylarin boyutlari ile ilgili inceleneetie bulunmsgtur.

Bu konuya ait Turkiye’de de tezler yapiktm. Bunlardan bazilari [3],[8] ve [13]'de
verilmistir.

Tezde gagidaki problemler ardurilmistir:

1. G =0(3,1),SO3,1 gruplari i(;inR[x]G ’nin Ureteclerini bulma.
2. Bir nokta i¢cinO(3,1)-yoriinge problemi.

3. Noktalar sistemi i¢irD(3,1)-denklik problemi.



4. 0(3,1) grubu icin Gram determinantinin 6zelikleri.

5. R*"in altuzay! ve onun ortogonal tiimleyeninin dirédgplami olarak yazilabilme
sartinin incelenmesi.
Konunun guncelfi:

1.0(3,1) grubu ve onun altgruplarinin invaryantlari gunudwizaratirilmaktadir.

Bununla ilgili yayinlar W.Benz [3], R.Hofer [18],.F.Washek [39] verilnstir.

2. Minkowski uzayzamani ve fiziksel uygulamalale ilgili yazilan bircok kitap
bulunmaktadir. Bunlardan bazilar [9], [10], [2B2], [34]'de verilmgtir.

3. Minkowski uzayzaman geometrisini etkileyen v@mt fiziksel kanunlara gore
invaryant olan Lorentz grubunun fiziksel problemelanygulamalari ve modellemelerle
ilgili bir cok yayin bulunmaktadir. Bunlardan bal[5], [14], [16]'te verilmitir.

I.Oren [28] , 2004 yilinda Sakarya’da yapilan “llcBeetri Sempozyumu” naliki
Boyutlu Minkowski Uzayzaman Geometrisinde Noktalatirete¢ Invaryantlari Sistemi”
adli bildirisiyle katiimstir.

I.Oren [29] , 2006 yilinda Zonguldak'ta yapilan ‘IMernational Geometry
Symposium” na “The Conditions of Equivalance of msifor Orthogonal and Lorentz
Group on the 2-Dimensional Minkowski Spacetime’ &ddirisiyle katiimstir.

1.2. Bilineer ve Kuadratik Formlar

Tanim 1 :R reel sayilar cismiV - R Uzerinden =1 boyutlu keyfi reel vektér uzay ve
g:VxV - R donigim olmak tzere[Ja bOR Ov wil Vigin

g(ay+by, W= ad ¥ Y+ b y pveg(v.aw+bw)= ad v W+ b vy
Ozeliklerini sglayan g-donsimune, bilineer form denir.

Omek 1:V =R*={x=(x, %, %, %): XOR, £1,2,3,4 alaim. f :R*xR* - R,
X=(%,%, % %), Y=( ¥, % ¥% YWOR*olmak tzere,
f (x, y) =2X Y +5% %—3xy+ 4% y— % ydonkumu tanimlayalimf- bilineer
formdur.

Omek 2:V =R"={x=(x, %,... x) : XOR,i=1,2,...,J alahmh R"xR" - R,



X=(%, %, %), y=( ¥, ¥,-.. Y)OR" olmak uzere, h(x y)=x"y doniimini
tanimlayalimh- bilineer form dgildir.

Tanim 2 :Rreel sayilar cismiyV -R tzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektdr uzayi ve
g:VxV - R bilineer déngiim olmak tizere[lv wOV icin g(v,w)= g( w ) ise, g'ye
simetrik denir.

Omek 3:V =R"={x=(x, %,... %) : XOR,i=1,2,...J alam. f R"xR" - R,

X=(%, %, %), Y=( ¥, ¥%,... ¥) OR" olmak tzere f(x y)=xy+ % yp+..+ XYy
donlsUmU tanimlayalim f- simetriktir.

Omek4:V =R" :{x:(>g, %,.., X) : XOR, i= 1,2,...,|} alaim.h R"xR" . R,
X=(%, %, %), Y=( ¥, %,.... ¥) OR" olmak tizereh(x, y) = % y, dénimini

tanimlayalimh-simetrik deildir.

Tanim 3 :Rreel sayilar cismiy -R tUzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektér uzayi ve
g:VxV - R bilineer dongiim olmak tzere[JwV igin g(v, vv) =0 oldugundav=0
ise g’'ye bozulmamy denir.

Omek 5:V =R"={x=(x, %,... ) : XOR,i=1,2,...J alahm.f R"xR" - R,
X=(%, %, %), Y=( ¥, ¥%,.... ¥) OR" olmak tizere,f (X, y) = X %+ X% p+..+ X Y
donsimU tanimlayalimt-bozulmamgtir. f'nin bozulmamy oldugunu géstermek icin
OxOR"igin (X, y) =0 oldugunday =0 oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin 6zel
olarak x=y alinirsa f(y,y)= y’+ y’>+..+ y?= 0 elde edilir.
f(y,y)=y+ %’ +..+ y?=0olmasi i¢iny, =0,i =1,2,...n olmaldir. Buradan
y =0’dir. O halde f- bozulmamgtir.

Omek 6 : R" ={x=(X, %,....x) :xOR,i=1,2,..n n> L alaim. f R"xR" - R,
X=(%, %, %), Y=( ¥, %, ¥) OR" olmak tizere,f (x, y) = x y d6nGumuni

tanimlayalim.f- bozulmutur.
Tanim 4: Rreel sayilar cismiV -R Uzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektdr uzayi

olmak uzere, bilineer form, simetrik, bozulmamdzeliklerine sahipg VxV - R
donlgimune genelkgirilmi s ic carpim denir veg(v, w) ile gosterilir.

Kisaca g(v, w) = vOw veyag(v, w) =(v, w ile gosterelim.



Omek 7: V =R* ={x=(x, %, x, %) : XOR, £1,2,3,4 alaim. f :R*xR* -~ R,

=(% % % %), Y=( % % ¥% WOR® olmak tzere, f (X y)= XY+ %%+ % Y%= %Y

donsUmind tanimlayalimf-genellgtiriimis ic carpimdir. Bunu goéstermek iciri 'nin

bilineer, simetrik ve bozulmamoldugunu gostermek gerekir. Bunun icin;

a,b0R, x, y, Z1R*olmak uzere,
1)
fax+by 2=(ax+ by z( a¢ by #( ax By z ax py.
=a(xz+%z+ %x3- ¥+ byz yz ¥z )2
=af (x 2+ bf(y 3 ;

f(xay+bd= x(ay+ b+ X ay b+ f ay bz [x ay }

=a(xut %%t xy- x W+ B xz xz xz xg o dr

=af (x y)+bf( x 2
O hald€f- bilineerdir.

2) f(xy)=X%+ %%+ x%- x¥= y¥ yx yx yFg (f,y)di Boylece

f- simetriktir.

3) OxOR*igin f(x,y)=0 oldugunda y =0 oldugunu gésterirsekf nin bozulmany

oldugunu gdsterngi oluruz. Bunun igin:

3.1)x=(V, ¥, ¥%,0)OR* secilirse,

F(%Y)= W%+ py+ yy-0y=0= §+ ¥+ §=0= y ¥ ¥ 0dr.

32) f(Xy)=xXy+ % ¥+ %Y= % y=0+0+0- xy=- x y= Oelde edilir. Burada

x, = -1 segilirse f (x, y) ==y, =—(-1) y,= y = 0'dir.Buradan,

Y=(¥, Yo, ¥ ¥2) =(0,0,0,9 = Celde edilir. Béylecef- bozulmamstir. Sonug olarak,

f-genellgtiriimis i¢c carpimdir.
Ornek 8

donsimuni tanimlayalimh-genellgtirilmis i¢ carpim dgildir. Gergekten;
a,b0R, x, ¥, ZIR olmak tzere,

h(x ay+ bd= X( ay bp= dx ¥ Bxz @h Ny (bh yve

V=R alaimh RxR - R,x,yOR olmak izere h(x y)=

Xy



h(ax+ by 3=( a¢ by z A%<z 2’y+2 ab
=ah(x 2+ b{ y ¥= 4%z % olmasi gerekir. Bunursié olmasi igin
a’x’z+ F ¥ z#2 abxyz a*%+ b’ olmasi gerekir. Bugili gin sgslanabilmesi igin

katsayilarin git olmasi gerekir. Bugtlikten 2ab= 0 olur. Buradanab=0 olupa=0

veyab =0’dir. Fakat busartin yukaridaki tina ve b’ler icin sgslanmasi gerekir. Bu ise
h(ax+hy 3#ah(x 2+ bH{ y ¥'dir. O haldeh, bilineer dgildir. Bu 6zelik

sgglanmadgindan h- genellgtirilmi s ic carpim dgildir.
Tanim 5: R reel sayilar cismiyV -R Uzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektor uzay ve

g:VxV - R doniglm olmak tzere,

i) Sifirdan farkl keyfivV icin g(v, v) >0 ise,g'ye pozitif belirli denir.

ii) Sifirdan farkl keyfivOV igin g(v,v) <0 ise,g’ye negatif belirli denir.

Omek 9:V =R"={x=(x, %,... X) : XOR,i=1,2,...J alahm.f R"xR" - R,
X=(%, %, %), y=( ¥, ... Y)OR" olmak uUzere f(x,y)=xy+ % yp+..+ Xy
dongimuni tanimlayalimf -genellgtirilmis i¢ carpimi pozitif belirlidir.

Omek 10: V=R alaim.f RxR - R, x,yOR olmak Utzere f(x,y)=-xy

donsimind tanimlayalint.- genellgtirilmis i¢c carpimi negatif belirlidir.
Tanim 6: Rreel sayilar cismiy -R tUzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektér uzayi ve

g:VxV - R bir donigim olmak Uzereg ne negatif belirli ne de pozitif belirli gdse,
g'ye belirsiz denir.

Omek 11:V =R* ={x=(x, %, x, %) XOR, i£1,2,3,4 alaim. f :R*xR* . R,
x=(%%, %, %), y=( ¥ ¥ % YOR® olmak zere, f(x,y)= X%+ % %+ %y~ Xy

donsUmuni tanimlayalint- genellgtirilmis i¢ ¢carpimi belirsizdir.
Ispat: Farz edelim kf - belirsiz olmasin. Bu taktirdie pozitif veya negatif belirlidir.

1) Egerf-pozitif belirli ise, 0# xOR* igin f (x, x) >0’dir. Buradan,
f (% X)=%*+ %>+ x*— %>>0’dir. Buradax = (0,0, 0,1 segilirse

f(x x)=0"+0+ 0 -F=-1< Cdir.Buise, celkidir. Boylecef - pozitif belirli degildir.



2) Egerf- negatif belirli ise,0# xOR* icin f (x, x) <0’dir. Buradan,
f (% X)= %"+ %2+ x*— %*<0°dir. Buradax = (1,0,0,0, segilirse
f(x x)=2+0+ - 0= 1> Cdir. Bu ise, celikidir. Boylecef- negatif belirli dgildir.

Sonugta,f - ne pozitif ne de negatif belirli olgundan belirsizdir.
Tanim 7 :Rreel sayilar cismiV -R Uzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi ve

g:VxV - R bir genellgtiriimis i¢c carpim olsun. vOV ve wOV icin
g(v,w) =(v, w=0isev ve w vektorlerine ortogonal vektérler denir.

Tanim 8: R reel sayilar cismiV -R Uzerinden=1 boyutlu keyfi reel vektér uzayi ve
g:VxV ~ R bir genellgtirilmis i¢ ¢arpim olsul V - R,0(v)=g(vV)=(vV ile

tanimlanan dorgiime V Uzerindeg -genellgtirilmis i¢ carpimiyla verilen kuadratik form
denir.

Tanim 9 :Rreel sayilar cismiy -R Uzerinden =1 boyutlu keyfi reel vektér uzayi ve

g:VxV - R bir genellgtiriimis ic carpim olsun. Ber g(v,v)=(vW}=1 veya
g(v.v)=(v W =-1isevOV vektorine birim vektor denir.
Tanim 10 {v;,\v,,...,\} O V vektor uzayind tane vektor sistemi verilmek tzere,
vektorleriicin (v, v, ) =0,i# j;i,j =1,2,..k ise bu sisteme ortogonal sistem denir.
Tanim 11 {v,,\,,....y} O V ortogonal sistem olsungér 0i =1,2,...k icin (v,v)=1
veya(V;,V ) =~1 ise bu sisteme ortonormal sistem denir.

Teorem 1 :V , n>1 boyutlu reel vektér uzaylg V:xV - R genellgtiriimis ic
carpim olsun. Bu taktird&’de <q,¢>:il,i:1,2,...,n ve<q,q>=0,i £, 1,)=1,2,...,n

olan{e} i=1,2,...,n seklinde bir taban vardir.
Ispat: g , V (izerinde geneligiriimis ic carpim olsung -bozulmamy oldusundan, biz

iddia edehbiliriz ki, V'de u#0 vektora vardir ve{u, u> # 0’dir.Gercgekten,

1) Eger 0z u0V icin (u,u)# 0 ise durum agiktr.

2) Simdi 0zulV icin <u,u>=0 olsun. Ancak g-bozulmagoldugundan G£ullV
icin \V'de bir v vektorii vardir, Gyle ki{u,v) # 0'dir. Burada;

2.1)Eger 0z vV icin <v, v> # Oise durum aciktir.



2.2)Eger 0#vOV igin (v,v)=0ise, G2u0V icin (u,u)=0 ve(u,v)#0

oldugundan(u+v, u+ v =(u y+2( u y+( v y# Odir. Burada w=u+v alirsak, ispat
biter.

Ispati indiiksiyon yontemi ile yapalim.

boyV=n=1 olsun. Bu durumdaV’'de <u,u> #0 olan bir u#z0 vektori secerek,

1

u.u)

g = .u tanimlayabiliriz. Bu takdirde,(q, ) =+1'dir. Boyleceg, V'de tabandir.

Farz edelim kin—1 icin V'nin g-i¢ carpimli keyfi altuzay! yukaridaki vek&benzer

tipte {e,e,...6,} seklinde bir tabana sahip véoyV= n n>lolsun. Bu takdirde,

1

{e} ile uretilenw={ e, : AOR} O Valtuzayini alalimboyWw=1dir. Bbylece<q, g)=+1

<u,u> # 0 olan 0z ulV segilebilir. Buradae, = .u seklinde tanimlayalim.

olan {e} = m.u i Wigin taban olarak kabul edebiliriz.

Whnin ortogonal timleyeninW" ile gosterelim.
w" :{ utl V:< u \}: 0,0 v V\}’ 'dir. OvOW oyle ki,v=ge,,f0OR olarak
yazilabildgindenw" cumlesiniw” ={uDV:({u ¢)=0, g0 W} olarak ifade edebiliriz.
W" OV oldusundanw" - altuzaydir. Bunun altuzay olgunu gostermek iciriix yO0W-
ve A0R icin x+ y,AxO0W oldugunu gostermek yeterlidir.

a) Ox,yOW" ise tanimdan(x,¢,) =0 ve (y,g,) = 0'dir. Gergekten,
(x+y,e)=(x¢)+( y g =0+0= 0dir. Boylece x+ yO W "dir.

b) OxOW" ise tanlmda(1x,q1> =0’dir. AOR icin AxOW"olmaldir. AxOW"
olabilmesi icin(Ax,g,) =0 olmalidir. Gergekter(Ax,e,) = A( x g) =A0= 0'dir. O halde

AxOW"dir. BoyleceW" altuzaydir. O haldeboyW" <boyV=ridir.
Farz edelim kiboyW" =boyV=n olsun. Bu taktirdeW" =\'dir. Ancak e OW O V ve

e OW" O V'dir. Boylece W" # \/dir. BuradanboyW" < boyV=rdir.



Simdi  V=WO W" olarak yazilabileg#ni ispat edelim. Bunu ispatlamak icin éncelikle

W n W :{O} oldusunu gosterelim. Farz edelim kKiOW n W~ olsun. Buradarx OW ve
xOW"dir. xOW oldusundanx=Ae, AOR seklindedir.
xOW" oldugundan (x,e,) = 0’dir. Buradan,(x,6)=(1e, ¢)=A( g g=0'dir. Ancak
<en, e)#0 olduundan A=0 olmalidir. Boylece x=Ag =0¢ =0dir. Buradan
W n W ={q} 'dur.

Simdi vOV alalim. Buv- vektori icin w” = v—((q, ey v §>) € vektorunt alahm.
Bu takdirde,
(w.a)=(ve)~(( 5 &) ( v 8=( v-(=¥( = vie( e Cden
w" OW™"dir. Buradan,v=w" +(<e,;, e){ v @}) e'dir. Buradaw” OW" ve
((en, e){v q>) e(W 'dir. BoyleceV =W+ W’ oldugu gésterilm olur.
Sonugta, Wn W’ ={0} ve V=W+W’ yazilabildginden V =W W"dir. Burada
boyV=nveboyW =1 oldusundanboyW" = n-1'dir.

g ¢ W ile gnin W" altuzayina kisitlanmasini gosterelim.
Simdi g ¢ W”’nin bozulmamg oldugunu ispat edelimg i W"”'nin bozulmamg oldugunu
gostermek icinOxOW" icin OyOW" dyle ki<x, y>¢ 0 oldugunu gostermek gereki.,

Vde bozulmamy oldusu icin keyfi bir xOW",x20 icin [OV 0oyle ki
<x,z>¢0’d|r.Ancak V=WOW" oldugundan ve zOVoldugundan z=w+ w':

wOW, w’ 0 Wdir. Buradan,

0¢<z, x>:<w+ w,}=(w >)(+< W, ¥dir. Ancak (w,x)=0 ve (x,2)#0 oldugundan
<WD,X>¢ 0’dir. Boylece g ! W” bozulmamgtir. Buradag'nin W"”xW"’e kisitlanmasi
W"de bir genellgtiriimis i¢c carpimdir. Yukaridaki varsawmdéq, e} =+1i=1,..,n-

ve<q, q> =0,i# j=1,...n- Jolan{e,s,...,g.;} seklinde bir taban vardir.

{q, €,..., 6., g} seklinde bir taban vardig
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Not: Yukaridaki teoremden=4 alinarak Minkowski Uzayzaman geometrisi igin
benzer tabanin mevcuglu gosterilir.

Onerme 1 ¥ dort boyutlu reel vektor uzayg V:xV — R genellgtiriimis ic carpim
olsun.Bu takdirdeV'de (g,€)=#1,i=1,2,3,% ve <q,q>:0,i #j=1,2,34 olan {g}
I =1,2,3,4seklindeki keyfi ortonormal taban lineer gesizdir.

ispat: Vde (g,¢)=+1,i=1,2,3,2ve <q, q>=0,i #j=12,34olan{e} i=12,34
seklinde ortonormal bir taban olsun. Farz edelim {&} i=1,2,3,4 lineer bgmsiz
olmasin. Bu taktirde en az biri sifirdan farkh,A,,4;,4,0R vardir, Oyle Ki

Ae+A,e+A,6+A4,6=0'dir. Buradan, </11el+/12e2+/13%+/]4e, g =0'dir. Ancak

(Ae+A,e+Ae+A,6 9= ¢ ¢+A{ ¢ erA{ gleA | £)e+d T 0den
+1 0 0 0

A, =0’dir. Benzersekilde <)Ilel+)lzez+/13%+/1 .6 9 =0, F 2,3,4dir. Ancak
(Ae+re+de+d,g =1 ¢ p+A{ g A { g)ei{ ,g)et] =0 =23
oldugundan A =0,i = 2,3,4dir. Boylece A =0,i =1,2,3,¢ olduzundan bu varsayim ile
celisir. Buradan{q} i=1,2,3,4seklindeki keyfi ortonormal taban lineerensizdir.4¢

Tanim 12 :Rreel sayilar cismiy -R zerinden =1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi
ve g VxV - R bir genellatirilmis ic carpim veJ (¢) = g(e, g =1,i=1,2,...n- 1ve

O(e)=9(e, e)=-1,olan{e,e,...,&,, ¢ ortonormal taban olmak tizere, bu tabanla
gosterimiv=>Y v.e ve w=> w.e olan vektorler ise,
i=1 i=1
g(v, vv) =y wW+...+ Y, W,— Y wile tanimlanan genelérilmis i¢ carpima Lorentz i¢
carpimi denir.
Simdi, g:VxV - R bir genellgtiriimis i¢ ¢carpim olmak tzerg(g, €) =-1 olan ¢

vektorlerinin sayisinr ile gosterelim.
Teorem 2 :Rreel sayilar cismiy -R Uzerinden>1 boyutlu keyfi reel vektdr uzayi

ve g:VxV - R bir genellgtiriimis ic carpim olsun.V 'nin keyfi iki ortonormal

tabanindaki'g, €) = -1 olan g vektorlerinin sayis sttir.
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ispat:{e,e,....e} ve{f, f,...f,} Vnin iki ortonormal tabani olsun.
{e.e,...e} ortonormal tabanindae,e)=-1 olan g vektorlerinin sayisinir, ile

gosterelim. Benzegekilde,

{f.f,...f,} ortonormal tabanindd f,,f)=-1 olan f vektorlerinin sayisinir, ile

gosterelim.
Simdi r, =r, oldugunu ispat edelim.
Farz edelim,r, #r, olsun. Bu taktirdey, <r, ve r, <r, olmak lzere iki durum vardir.

Burada:

1) r, <r, olsun.
{el,ez,...,e1 , gﬂ,...,re} ortonormal tabanlndéq,¢>=—1 olan g vektorlerinin sayisir,
oldugundann-r, taneg vektor igin(q, e} =1,i= ¢ +1,...,n’dir. Benzersekilde,
{ f, fpronn £, ,frzﬂ,...,fn} ortonormal tabanindéf,, f) =—1 olan f, vektorlerinin sayisr,
oldugundann~—r, tane f; vektér icin(f, f ) =1i =r, +1,...n dir.

vV, ile {q, €, q_rl} tarafindan Uretilen altuzayi gosterelim. Bu taldisifirdan farkli
keyfi v, 1V, igin (vl,vl> >0 oldugundan g, V, 'de pozitif belirlidir.
Vv, ile {fl,...,frz} tarafindan Uretilen altuzay! gosterelim. Bu talisifirdan farkl keyfi
v, 0V, icin (v,,v,)<0 oldugundang, V,’de negatif belirlidir. BuradaV, nV, ={0}
oldugunu gosterelim.

Keyfi wOV, n V,, w# 0 vektorinii alalim. Bu taktirdev0V, oldugundan(w, w) >0 ve
w0V, oldugundan({w, w) < 0'dir. Bundan dolayV, n V, ={0} 'dir. boy\ = n- t

boy\, = 1, veboy(\ n \4)=0dr.

boy(\{+ V) = boyy+ boyy~ bdy ¥ Y=( = )r ,£0=( -+ )r ,’dir. Ancak
r,<r,=r,-r,>0 oldugundanboy(\ + \,) = n+( §- ) > n'dir. Bu iseV, veV,’nin
altuzay veV, n V, ={0} olmasindarboy(\{ + ;)< boyV= 1olmasi ile celir. Buradan

r, <r, olamaz.
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2) r,>r, olsun. Bu durumda benzegekilde, (1)deki gibi sglanamayac&
gosterilir.Yanir, >r, olamaz. Boylece, =r, olmalidir. ¢

Tanim 13:R reel sayilar cismiy -R Uzerinden =1 boyutlu keyfi reel vektdr uzay ve
g:VxV - R bir genellstirilmis i¢ carpim olsurt] (¢) = g( e, g)=( & ,¢=-1 olan g-
genellgtirilmis i¢ carpimin her ortonormal tabanindakilerin r sayisinag'nin indeksi

denir.
Not: Lorentz i¢ ¢carpiminin indeksi, 1'dir.

Onerme 2 : Rreel sayilar cismiy -R (zerinden>1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi,

g:VxV - R bir genellgtiriimis i¢c carpim veV =W 0O W’ olsun.Bu takdirdeg | W ve
g ¢ W" bozulmamgtir ve V 'nin indeksi,Wile W"’in indeksleri toplaminatir.

ispat : W=#0O ve WO V alalim. Wnin ortogonal timleyeniniw" ile gdsterelim.

g!W ve gl W" bozulmamy olduklarindan, A..Mal'Cev [25, syf.212]'deki Tezm
2'den W ve W"’lerde ortonormal taban mevcuttur. O zamée,...,g,} ile Wnin,
{emﬂ,....,(%} ile W”’in ortonormal tabaninisaretleyelim.Bunlarin indeksleri, sirasiyla,
indexW= f ve indexW’ = y olsun.V =W W' oldugundan V'de {e,....&,, €, ..., €}

ortonormal taban vardirV =WO W’ oldugundan indexV= indexWt indexW ‘dir.

BoyleceindexV= [+ r’dir. ¢

1.3. Minkowski Uzayzamani

Tanim 14 :Dort boyutluV reel vektor uzayinda tanimli indeksi 1 olan taén form,
simetrik ve bozulmamngi 6zeligine sahip g VxV - R genellgtiriimis i¢ carpimiyla

taniml uzaya Minkowski uzayzamani denir.

4 4
Buradan,v=) v.e ve w=)» w.e,i=1234 vektorler ve{e,e, g, g ortonormal
i=1 i=1

taban olmak tzerg (v, w) = \.w+ . W+ \. w— y. \j Lorentz i¢ carpimi alinir.
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Ayrica v=Vv.e+ \v.g+ \. g+ Yy ¢ oldusundan buradavnin koordinatlari olarak
(Wi, V5, V4, v,) dir. (v, V, V) uzaysal koordinatlary, ise zamansal koordinatidir. Bu

nedenleV’yi, R*" ile gosteririz.

{q, &, 8§, g} ortonormal taban olmak Uzere,

1 00 O

010 O — . -
[<q, e,ﬂm o001 0 =n,i,j =1,2,3,4 olarak ifade edebiliriz.

0 00 -1

1.4. O(3,1R ) Grubu ve SO(3,1R ) Altgrubu

Bu kisimda R** reel vektor uzayindag : R*'xR*' . R,
g(x y)=(x Y= % y+ X y+ % y- x yile verilen Lorentz i¢ carpimini ve
<q, e)=+1,i=1,2,3,4 v%q, q> =0,i#j,ij=1,2,3,4 olan
{e=(1,0,0,0)g = (0,1,0,0)g= (0,0,1,05= (0,0,@, ortonormal tabanini alaga.
O(3,1,R) :{ FR™ o R¥™(F(X),F(y))=(x, »} cumlesi bir grup olgturur. ispat
asagida verilecek. Bunu kisad@(3,1R) = O( 3,3 olarak gésterelim.
Tanim 15 :R** reel vektor uzayr olmak tzefex, yOR** igin (F (x), F(y))=(x y)

olan F:R**  R** doénigiimiune bir ortogonal dégiim denir.

ispat:R*"'de (g, ¢) =+1,i=1,2,3,4 ve{q, q> =0,i #j,i,j=1,2,3,4 olan

{e=(1,0,0,0)g = (0,1,0,0)g= (0,0,1,05= (0,0,@, ortonormal taban olsun. Bu

tabana-'yi uygularsak,

(F(e).F(e))=(e. 9=1F123 H¢) K @)=(e&=-% Fk. FP=( g)= !

i#j,ij=1,2,3,4dir.{e,e, g, ¢ ortonormal taban vé ortogonal oldgundan

{F(g)}.i=12,3,40rtonormaldir.
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Simdi, xOR*' olmak (zere, x:ia.e, alR,a=(x%@e,F123;a=-( x 8
yazabiliriz.{F (g )},i=1,2,3,4 tabani |(;|r11

(=3 .F(e). bOR,b=( H ¥, A d), #12.3; b=—( K ¥ .K §) yazabilrz
Ancak b =(F(x),F(e))=(xg=a F122 ve b=-(F(x),F(g))=-(x¢)= 3

4
oldugundanF (x) = > a.F(e) dir.
i=1

4
Benzersekilde yOJR*"* olmak tizerey = > ¢.e, ¢OR, i=1,2,3,<icin
i=1
4 4
F(y)=>.¢.F(g) dir. Buradan,x+y=>(a+ ¢).e yazilabilir. BunaF'yi
i=1 i=1

uygularsaksakF (x+y) = F(é((aﬁ (;).e)j il( a+ ¢ H .8 elde edilir. Bu gitli i

gosterelim.

< (i a+g). j ?)>F_;ng'<Z:,( a+ ic).iei%:Z:,(iari {8k (1)

i=1

(Sara)rel (o) = (Sar ded=Sla bak @

(1) ve (2) ifadelerinden yukaridakjigik elde edilir. Boylece

R ()= F(i((a+q) e)j=2( a+ ) 4=

elde edilir.

AOR alalhim. xOR** olmak lizerex = Zq e, alR igin Ax= AZa e= Z)I a.e

i=1

elde edilir.Buradan,

F(1x)= F(é)l.a.eJ:i FAag=Y1.a F(iézAg af, =1, € pelde

i=1 i=1

edilir. BoyleceF lineerdir. ¢
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Tanim 16 :g:R**xR** . R bir Lorentz i¢ carpimi olsun.
0:R* - R,O(v)=g(vwV)=(vVy= ¥+ V+ ¥~ ¥ ile tanimlanan déniime R**
Uzerindeg-Lorentz i¢ carpimiyla verilen kuadratik form deni

Lemma 1:F :R** —. R*" bir lineer don§iim olsun. Bu taktirdesagidakiler denktir:

i) F, ortogonal dongiimddir.
i) F, kuadratik formu korur, yanix OR*"* icin O (F (x)) =0 () dir.
iy F, R*%nin her bir ortonormal tabaninR**’nin baska bir ortonormal tabanina

tasir.
Ispat:

“)) =ii)” F, ortogonal don§iim olsun. Bu taktirde tanimdanx, yOJR*** icin

(F(x),F(y))=(x y)’ dir. R*"de{g},i=1,2,3,Zortonormal tabanini alalir,
ortogonal oldgundan{ F (¢ )},i=1,2,3,4 de ortonormaldir.

Yani, (g,¢)=( F(¢), { §)=%1 F1234(g.g)= < F(p)> 0, i# jdir.

4

4
xOR** alalim. Buradarx =) x.e 'dir. Boylece F (x) = > x.F(¢) dir.
i=1 i

0 (F9)={F (9. F(9)=(;
=x2 x4 = % =(x 3=0( )
oldugundan kuadratik formu korur.

“ii =iy’ Keyfi xOR*" icin 0 (F(x)) =0 (x) olsun.R*"de {g},i=1,2,3,¢

X HRY A g)=Y 0 £ )

i=1

4
ortonormal tabanini alalim. Keyki O R**elemanix = z x%.e seklinde ifade edilebilir.
i=1

4
F lineer oldgundanF (x) = Y x.F(e) dir. F, kuadratik formu korudgundan keyf
i=1

xOR** igin (F(x), F(x)) =(x X dir. Buradan,

(FO)F)=(Snr(6)3 A d) =S xn 0 68 @

i) 1

Diger taraftan,

4

(% ><ZX¢Z?<€> Z.X,X< ¢ (@)

ij=1
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(F(x),F(x))=(x % oldugundan, (3) ve (4)sitli ginden,
<F(q), F(q)> = <q, q>, i j=1,2,3,<0lmalidir.  Buradan, R*“de {e},i=12,3,¢
ortonormal tabandir. B('jylec{eF (e,)} ,1=1,2,3,4 de ortonormal tabandir.

“iii) =i)” F’nin ortogonal oldgunu gosterelimR*"’de {e,} ,1=1,2,3,Zortonormal

3+1y 3+1»

tabanini alalimE, R*™’'nin her bir ortonormal tabaniriR

nin bagka bir ortonormal

tabanina t@dlglndan{ F(e )} ,i=1,2,3,4de bir ortonormal tabandix OR** alalim.

4
R*"'de {e},i=1,2,3,£ortonormal taban oldundanx=>" xe seklinde ifade edilebilir,

i=1

4
F lineer oldgundanF (x) =" x F(e) dir. Benzersekilde yOR** alalim. R**'de

i=1

4
{e}.i=1,2,3 <ortonormal taban oldundany =" y e seklinde ifade edilebilirF lineer

i=1

4

oldugundanF (y) =Yy F(e) dir.

—
T
—~
x
SN—"
M
—~
<
~—
~—
1
—
NoE
X
M

(‘?)1i YF(|e)>:Z4: iXJY< K9 I(:Jé>

ij=1

oldugundan F ortogonaldiré

Onerme 4 : KeyfiF 0O(3,1) ve{e},i=1,2,3,Zindeksi bir olan ortonormal taban ise,
{F(g)},i=1,2,3,4de indeksi bir olan ortonormal tabandir.

Ispat : FOO(3,1) ve {e,},i:1,2,3,é indeksi bir olan ortonormal taban olsun.

4

4 4
Xx=Y xe ve y=» ye alalim. F-lineer oldgundan, F(x)=> xF(e) ve
i=1 i=1

i=1

4

F(y)=>_y F(e)'dir. F-ortogonal oldgundan <F(x),F(y)>:<)g y)'dir. Buradan,

(O F ) =( e v e =3 ool K9 €9

i=1 i=1 I,j:1
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(X, ><Z>§e2ye> xy( e °dir. (F(x),F(y))=(x y) oldugundan

<F (e), F(q)> =( e, g) olmalidir. Ancak{g},i=1,2,3,indeksi bir olan ortonormal

taban oldgundan

(e.€)=1({e.e)=0( g §=-1% 1,23# F 123,
(6.6)=1(e. €)=0{ g §=-1% 1,2,4% F 123,
(e.€)=1(e.e)=0( g, #=-1%1,34% F 123,
(g.e)=1(e, e)=0{ g £=-1# 2,34% F 123, seklindedir.

(F(e).F(e)) 1<F(e He)=0{ 9. K @)=-1%123% F 1,23/
Ezer (g,€)=1( ¢, €)= 0 g,g):—l,; 1,2,4% E 1,23 ise

(F(e).F(g))=(g. g) oldugundan

(F(e).F(e))=1(F(¢). H §)=0( K 9 % 8)=-1#124% F 1,23/dr.
Ezer (g,€)=1( ¢, €)= 0 5:,9:—1,4: 1,3,4% E 12,3 ise

<F(q), F(q)> :< e §> oldusundan

(F(e).F(e))=1({F(g). H g))=0( K 8, K 8)=-1# 134% F 12,3dir
Ezer (¢, €)=1( ¢, €)= 0 ,16):—1,4= 2,3,4% F 1,23 ise

(F(&).7(¢))=(5. 5} oldugundan

(F(e). F(

¢))=1(F(¢).H g))=0{ 9. K @) =-1%234% F 1,23/
Bt')ylece{ F (q )} ,1=1,2,3,4indeksi bir olan ortonormal tabandd¢.

Onerme 5 {e},i=1,2,3,2ve { f},i =1,2,3,4 indeksi bir olan ortonormal tabanlar ve
0:{1,2,3,4 - { 1,2,3 4 keyfi permitasyon olmak uzer€,(g )= f,,,i=1,2,3,4 olacak

sekilde tekF 0O(3,1) vardir.
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4 4 4
Ispat:x=> xe vey=> ye olmak tizereF (x)= Y xF(e), F(y)=>_ ¥ F(e¢)
i=1 i=1

i=1 i=1

alallm.{q} ,1=1,2,3,4indeksi bir olan ortonormal taban ofglindan
(g, €) :1,< e, ?> =0( e §=-1+123% F 123 olarakalaim{f},i=123,4

indeksi bir olan ortonormal taban ofglitndan

(f.f)=1(f f)=0{f, f)=-1=1232j= 1,23,
(£, £)=1(f f)=0{f, f)=-1i= 1,242 = 1,23,
(f.£)=1(f f)=0(f, f,)=-1=1342j= 12,3,
(f.£)=1(f .f)=0{f f)=-1= 2,34,#] = 1,23, seklindedir. Burada:

<q,e>:1,< e.e)=0(g g=-1#%123#% F 1,23 olmak tizere

fl, f.>=1,<f. f)=0{f, ,f4>:—1i =1,2,3#] = 1,2,3 olsun.

(F (. F ()= <2xF( .3, VA )> Idzlixjy< t.4 €9)
=Sy (1 1)=(x )

i,j=1

oldugundan F C0O(3,1) dir.
simdi, (e, ) :1,< e, ?> =0( e §=-1+123% F 12,3 olmak lizere

(i, f)=1(f ,fj>=o,<f3 fy=-1i=12,4%j= 12,3 olsun.

(F (9. F () - <2xF IRLE > > o K9 €9)
=S xy {1 1)=(xy
i,j=1
oldugundan F 0JO(3,1) dir.Benzersekilde diger durumlarda incelenirsé [1O(3,1)oldugu

gorular.
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simdi ise,F 0O(3,1)'in tekligini gosterelim. Farz edelim kF,(g)= f

»i1=1,2,3,4 ve

F,(g)= f,,1=12,3,4 olsun.Yukaridaki durumlari gkyacaksekilde F,F,00(3,1)
4

olsun. Keyfi x = Z % e olmak tzere,
i=1

4

F(&)= T, i=1234ve R (&)= f),i=1234icin F(x)=> xF(e)=2 x .

4
i=1 i=1
F (%) :ix F(e) :i x f,'dir. Buradan F,(x)=F,(x) oldugundan F, =F,dir.
i=1 i=1

Yukaridaki benzer durumlarda da bu gecerlidir.

Sonug olarak, bu 6nermedslairti sglayan tek birF 1O(3,1) vardir. ¢

Onerme 6 O(3,1R) ={ F R** - R**:(F(x) ,F(y))=(x )} =

a, a, a, a, 100 0
010 O
A= Ay Gy Ay Ay :aj DR, i, J :1,2,3,4At/7 A:/7 n= $ek|inde
8y B, B &, 0010
a, 4, a,; a, 000-1
ifade edilebilir.

Ispat: R*"'de g:R*'xR¥*' - R, g(xy)=(x )= xy+ xy+ Xy x) Lorentz
ic carpimi olmak Uzere <q,¢>=il,i:1,2,3,4 véq,q>=0,i¢j, i,j=1,2,3,4 olan
{e=(1,0,0,0)g = (0,1,0,0)g= (0,0,1,05= (0,0, seklindeki
{e},i=1,2,3,2 bir ortonormal taban olmak Uzerds(g)=(a, &,, &, a,), i=1,2,3,

olarak tanimlayalim. Bu dogime kasilik gelen matrisiA=(ai) 34’dir. F- ortogonal

i,j=1,2,

donsUmUnin 6zefini kullanarak ,

(e,8)=1ve(g,e)=(F(e), H ¢) olduzundan,
(Fle)Fl@)=1=((aaaa) (aaaa)= 0> 4~ 421 ©
(e.,8)=0ve (g,8)=(F(g), H g)) olduzundan,

(Fle).Fle)=0=((aaa0a) (ara % )= 053 ap- aaz ¢ O
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(8.6)=0ve (g,8)=( F(§g), H g)) oldusundan,

(F(a). F(e)=0=((ana,ax8) ( & &, & &)= Cbi ag a.az (. (7)
(e,e)=0ve (g,8)=(F(§g), H g)) oldusundan,
(F(e).F(a))=0=((a1azasa) a2, a; a)) = 032 Af a.aF Cdr (8)
(e,,e)=1ve(e,e)=(F(g), A g)) olduzundan,

(Fle) Fle))=1= (2t aa) (s, a) =) - dedr ()
(e,,e)=0ve (e, e)=(F(e), H g)) olduzundan,

(F(e). F(e)=0={(auaana) (a2, 2 &)= 053 aa a.ar Cdin(10
(e, &)=0ve (e,e)=(F(e), H g)) olduzundan,

(F(e).F(&))=0=(( a1 8, 35 3) { B a» 8, a)) = O:il & A a,a7 Cd.
(11)

(e, 8)=1ve(e,8)=(F(g), A g)) oldusundan,

(F(e) Fa))=1=((anasana) ( awas a, &)= 1:»2 &- &=rdr.  (12)
(e, 8)=0ve (e,&)=( F(g), A g)) oldusundan,

(F(e).F(&))=0=((a1 3, a5 3) { @ 8x 8, a))= Ozi a @ a,a87 Cdir(13
(e &)=-1ve (e, e)=(F(g) K ¢)) oldugundan,

(F(e) F(&)=-1=((81 82 80 &) { 8w 8z 80 a)) =~ bg &~ &=~ rdr.

(14)
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Ancak ortogonal dorgiiim matris formunda

(F(e).F(e)) (F(e).He) (Re . Kg (K2 €
(F(e).F(e)) (F(e) He) (R Kg) (K9, €8 |
(F(e).F(e)) (F(e). He) (e . K9 (£ €
(F(e.).F(e)) (F(e). He) (e . K9) (Eg €3
(e.8) (eg) (a9 (&
_|{e-8) (a9 (&9 (&2 iciminde yazilabileggnden 'u
|(e.q) (a.¢) (&8 (82 Pieminde yaziiablleggnden ©), (..., (449
(e.8) (e.6) (&9 (88
kullanarak, bu matris
gaf—alf Zaiaz—amamgaias— q4ag4é AA~ 88
éaﬁaz-amaméaf-azf éazag- 6246342 B A 3,8 (1) 2 8 g
gaﬁaa—amamgafas— @4%42833— ’ 23334_334344 g 8 ;_2

3 3 3 3
Dlayay ~ B8, D, %8 B8, ), &a 8,8, & &
i=1 i=1 i=1 i=1

dir. Ayrica Ag A = A A=p oldusundanF ortogonal dongimi bu matris ile ifade
edilebilir.

Simdi de tersini gosterelim.

a, ay,
Ae| B

83 9y
3y 4y

a3 ay
Ay 8y

833 Ay
Q3 Ay

:g, 0R,i,j=1,2,3,4An A=n =

O O O R
o O -» O
O - O O

karsilik gelen dongimin ortogonal oldgunu gosterelim.

A, a,
A 8y

Ay 8
a'41 a'42

A=

alalim. Bu matrise karik gelen déngim F : R**

a3 ay
Ay 8y

Q33 gy
a43 a44

1q UR,1,j=1,2,34An A=n =

O O O
o O - O
O - O O

oldugunu gostermek istiyoruz. O zam@i™" de g: R**'xR** _, R,

olan matrise

matrisini

~ O O O

R** olsun. BizF'nin ortogonal
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g(x y)=(x Y= % y+ % y+ X y- x ylorentz i¢ carpimi olmak tizere
(e.6)=1i=1,234vde,)=0,i #,ij=1,2,3,4 olan
{e=(1,0,0,0)g = (0,1,0,0)g= (0,0,1,05= (0,0,G seklindeki {g},i=1,2,3,<

ortonormal tabani alalim. Buraddn(e ) =(a,, &,, &, @,), i=1,2,3,£ yazabiliriz.

A matrisinin 6zelginden,

3

3 3 3
dYaf-a,, D ad a8, ), &&~ 4,8 D, AA 3.8
i=1 i=1 i=1

i=1

3 3 ) ) 3 3 1 0 O O
1A% A 28 T D %A %A RAT WB | 1 o o
i=1 i=1 _

3 0 3 oo 1 o0
D a8~ 614634261268 a24634Za3. 2%~ %Al | o o -1
i=1 i=1

3

3
> aa, - a,a, Zazan- 6246442 &a- a,a,), &- &,
i=1 i=1 i=1

i=1

yazabiliriz.

(F(e).F(&))=((ava»asa) ( a; a, &, &)) = Z A- 4= ¢ =1

(F(a).F(e))=((avarasa).( a: @ as a)= i Af a.a7(8.6)=0

i=1

3

<F(el)’F(%)>:<(E}11Q2’Q3!azﬂ)’( &y &y &y > Z a & q463§<e1,%>=0

(Fe).F(e)={(avarasa) ( s 82 3. A) =D A ad.a7(e.e)=0

=1
3
i=1

(F(e).F(e) (130 30 8) @ 32 30 )= &~ &= (e.8)=1

3
=1

(F(e) F(e)={(31 8,8y a) ( & a, &, a3)4>=§ aa a.a7(e, e)=0
(F(e) F(@)=((aw an s 3 { 3 8a a4)4>=2 8 A @,87 (6,6)=0
(Fe) Fle)=((arana a) ( a8, 2y a) =3 &~ & (ere)=1

(F(&). F(&)) ={( 8y 8x a5 a) { as 3n a a4)4>=i & a.a7(6,6)=0

|_‘
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3

<F (64), F(Qt» :<( A, G A3 344) ’( Ay 3 A an)1> :Z {f;_ aiF <e4, Q> =-1'dir.

i=1

4 4
BuradanxOR*"* olmak Uizerex =Y ¢;.¢ alirsak, bunuF (x) =Y ¢;.F(e) ile ifade
i=L

i=1

4
edebiliriz. Benzegekilde y JR** olmak tzerey =>_d,.e, d OR igin

i=1

4

F(y)= Z d;.F(e) dir. Buradan,

i=1

D P(J< k.9, '€Jé>:i i< § F

ij=1 i,j=1

(F O, F(3)=( S 6 F(6).3 0.7 )
=(xy)

oldugundan F ortogonaldir. Boylece,

O(3.LR)={F R* - R**(F(X) ,F(y)) =(x W} =

a; a, 43 8, 100 O
0O 10 O
A=| % Bz % % g OR,i,j=1,2,3,4An A=n = 'dir. ¢
Gy 83 33 8y 0010
8y 9y Q43 8y 0 00 -1
Onerme 7:
a; ap a3 8, 100 O
0 10 O
0(3)=:A= Y 2 % g OR,i,j=1,2,3,4An A=n =
Gy 83 33 8y 0010
Ay Sy Q43 Gy 0 00-1
cumlesi matrislerdeki carpmglemine gore bir gruptur.
Ispat: A, BO O(3,1) olsun.
ADO(3,1) oldugu igin tanimdanA7 A=7°dr. (15)
BOO(3,1) oldugu icin tanimdanB';B =7 ‘dir. (16)

Biz ABUO(3,1) oldugunu géstermek istiyoruz. Bunun icifAB) 77( AB) =7 oldugunu
gostermek yeterlidir.

(AB) n(AB)=n= B A7 AB=n= B B oldugundan ABO O(3,1)dir.
() (19

Simdi grup aksiyomlarini gosterelim:
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1) A B,COO(3,]) olsun(AB) C= Al BQ oldugunu géstermek istiyoruz.
Matrislerdeki carpma sieminin 0zeliklerini uygularsak her cumledeki matrigin
(AB) C= Al BQ oldugu goruliir.

1000
2) 1= 8 é (1) 8 matrisini alalim.l'7l =5 ve detl = 1# Coldugundan! 0O (3,1) dir.
00O
A=100(3,1) olarak alinrsadBOO(3,1) icin 1B=BI =B oldusundan | JO(3,1)
birim elemandir.

3) AOO(3,1) alaim. AOO(3,) oldugundan ApA=p’dir. Her iki tarafin

determinanti alinirsa det(NqA):det]: detA dep deh= detdir. Ancak

detA' = detA’dir. Buradan (detA)’ = 1= detA=7 ’dir. detA# 0 oldusundan A

matrisinin tersi vardir veA™ ile gosterilir. Biz A‘1DO(3,1) oldugunu gostermek
istiyoruz.
AD0O(3,1) oldugundan At/7A:/7:>At/7=/7A‘1:>(AE)_l/7 A'=p'dir. Ancak A™* A
matrisinin tersi oldgundan AA™ = A*A= I’'dir. Burada transpozeslémi uygulanirsa
(AA‘l)t :(A‘lﬁ)t = It:(A‘l)t A= A( Al)t = I'dir. Burada A'nin tersi (A‘l)t "dir.
Ayni  zamanda A'’nin tersi (At)_l olduzundan (At)_lz(A‘l)t 'dir.  Béylece
(A‘l)tlyA*:/] esitli ginden A™00O(3,1)dir.
O haldeO(3,1) ciimlesi matrislerde carpmgémine gore bir gruptusp

Sonug 1 : Keyfi birADO(3,1) igin detA=x14dir.

Ispat : AO 0(3,1) alalim.O zamanA7p A=p dir. Her iki tarafin determinanti alinirsa

detf{ AnA)= dep= detd dep ded= dgt=( dé)’ = 'dirAncak detA' = detA'drr.

Buradan(detA)2 = 1= detA=F ’dir. ¢
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Not: Yukaridaki grubun benzeri, Oklid’deki ortogonal uga gore A" A= 1
seklindedir. Bu O(r,n-r) (yar1) ortogonal grup icin,AOO(r,n—r) olmak Uzere

A A" = I’dir. Bu n=r oldugunda, Oklid’deki ortogonal matrise kark gelir.([2],[12])
SO(3,1R) :{ AD O 3,1R) :detA= }1cUmIesi de matrislerin carpmgemine gére bir
grup olturur. Bu gruba 6zel ortogonal grup denir. Bu grisacaSO(3,1R) = S 3,3
ile gosterelim.
Onerme 8 :SO(3,LR)={ AJ ((3,1R) :detA= }l ciimlesi de matrislerde carpma
islemine gore bir gruptur.
Ispat: A, BO SO(3,1) olsun.
ADSQ(3,1) oldugu icin tanimdanA7 A=7 ,detA= Tdir. (17)
BOSO(3,1) oldugu igin tanimdanB'7B =177, detB = Idir. (18)
Biz ABUSQ3,1) oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunun icin{AB) 7( AB)=n ve
det( AB) = 1 oldugunu géstermek yeterlidir.
(AB) 7(AB) == B&A&n:i&n oldusundan ABOO(3,1) dir. ~ Simdi
(15) (16
AB’'nin  determinantina  bakalim. det(AB)= detA detB= 1.% oldugundan
ABO SQ(3,1) dir.
Simdi grup aksiyomlarini gosterelim:
1) AB,COS{3,1 olsun(AB)C= A BQoldugunu gostermek istiyoruz. Ancak
SQO(3,1)0 O(3,1) oldugundan bu 6zelik 6zel olarakganir.

1000

0100

loo10
000

2) 1 matrisini alalim.l 0O(3,1), detl = loldugundan! 0SO(3,1) dir.

A=10S0(3,1) olarak alinirsalB0O SQ(3,1)icin 1B =BI =B oldugundan | 0SO(3,1)

birim elemandir.
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3) AOSO(3,1) alam. ADSQ(3,1) oldugundan ADO(3,1),detA= I'dir. detA# G

oldugundanA matrisinin tersi vardir veA™ ile gosterilir. Biz A*0SO(3,1) oldugunu

gostermek istiyoruz.

Ay By 3 Ay
A0 O(3,1), detA = Joldugundan, bunuA= Y %2 % ,detA= 1ile gésterelim.
Ay 83 g3 gy
a, d, Q3 ay
ail a21 a31 -a4l
|3 &

-a
A P e 00(3,1) ,detA= :oldugundan A™ 0 SO(3,1) dir.
a13 a23 a33 -a43

"y, 8y, -9y, Ay

Boylece SO(3,1) ciimlesi matrislerde carpmgémine gére bir gruptu

1.5. Genel Lorentz Grubu

a, &, a3 &, 1 0 0 O
010 O
L, =< A= % 8z % % g OR,i,j=1,2,3,4An A== olarak
Ay & Az Ay 0 01
Qy 8y Q3 9y 0 00 -1

tanimladgimiz gruba Genel Lorentz grubu denir. Ancak bu gtapa 6nce tanimlagimiz

O(3,1)-ortogonal grup ile cakmaktadir. Bundan dolay, =O(3,1)’dir.
Onerme 9 L, =0(3,1) cumlesi matrislerde carpmgemine gore bir gruptur.

ispat: Onerme 7’de ispatlargnr. 4

1.6. Ciimle Uzerinde Grup Etkisi

Tanim 17:G bir grup veK bir cimle olsun. Birg:GxK - K donumu verilsin.
g0G,xOK icin ¢(g, x) = gx seklinde yazalimOg,, g, G, OxOK igin;

) (9.9,) x= a( 3

i) e, G’nin birimi olmak tzere;ex= X
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kosullari sa&laniyorsa, ¢’'ye G’'nin K Uzerindeki hareketi (etkisi) denirG’'nin K

Uzerindeki hareket : K seklinde gosterilir.

Ornek 12 : O(3,1) grubununR** {izerindeki etkisig = (aﬁ ) 00(3,1) ve

x:(xj)DR3+1 (1,)=1,2,3,4) olmak Uzer@x=(ai)( )g) =[ 3 a g(jolarak tanimlayalim.

j

1) g=(g ), h=(f )00(3,1) ve x=(x ) OR**igin;

)= a0 (A= SR amen

j=lk=1

elde edilir.

1000

X
0100
2) 1 = L1 O(3,1) birim elemanini alalimlx = %

0010 X,

00O X

1

OR** igin,

1000 (%

X
0100
: 2| % olacagindan Ix = x elde edilir.
0010 |x X,
X

000 1|x

4

1.7. G-Denk Vektorler Sistemi ve G-Ydrtinge

Tanim 18: G bir grup olmak lzereG’nin X cumlesi tUzerindeki etkisi verilsin.
X, yOO X olmak Uzere,LgG icin y=gx ise X, y'ye G-denk'tir denir ve bu durum
G
X~y seklinde gdosterilir.
Onerme 10: G grubunuR** lizerindeki etkisi verilngi olsun.Bu takdirdes, yOJR*"*
G
icin X~y bir denklik b&intisidir.

Ispat :"~" bagintisinin denklik bgintisi oldgunu gostermek icin yansima, simetrik

ve gecgme Ozeliklerinin sgladigini gostermemiz gerekir. Bunlari gosterelim.
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1) "~"'nin yansima Ozefi vardir. g=10G alalim. x=gx= Ix= xolacagindan
X~ x'dir.
2) " ~""nin simetri 6zelgi vardir:x, yOR** alalim. x ~ y= Og G oyle ki

y = gx’dir. Burada sitli gin her iki tarafig™ O G ile carpilirsa

y=gx=g'y= g g ¢ ¥ Ix olac&ndany~ x'dir.

3) " ~""'nin geckme ozelgi vardir: x, y, zZOR** alalim.
X~y oldusundan(p, G 0Oyle ki y = g, x’dir. (29)
y ~ z oldugundan(g, G dyle ki z= g, y'dir. (20)

(20)'de y yerine (19)'daki g@ti yazilirsa z= g,g xdir. Ancak 9,9, G oldugundan
X~ z'dir. Boylece "~" bantisi icin yansima, simetrik ve gegie Ozelikleri

sgilandgindan” ~" denklik b&intisidir. 4

X Y1
Ornek 13 : G=0(3,1) alalim. x = % Y= Y2 |gpen icin

X3 Ys
X Ya

ay 8, 43 Yi a; dp &3 a4,y | (X

oa=| 72 %2 % Saigoa ) gyle ki, | 7 |=| 9 %2 % %12 g O halde,
Gy 3y Sz gy Ys 8y g g3 gy | | %
a41 a42 a43 a44 y4 a41 a42 a43 a'44 )(4

X ,yye O(3,1)-denktir.
Tanim 19 {x ,rOT} ve{y,, rOT} iki vektor ailesi olsuny, = g.x, OrOT olacak
sekilde CgOG ise, bu vektor ailelerineG -denk denir. iki vektor ailesinin denkdi
G
{x., rOT}~{y, rOT} ile gosterilir.
Onerme 11: {x,,z0T} ve {y,,70OT} iki vektor ailesi olsun. Bu takdirde
G
{x., rOT}~{y, 70T} bir denklik b&ntisidir.
Ispat: Onerme10’un ispatina benzer olarak ya@ir.

Tanim 20 : BirG grubunun birX cumlesi Gzerindeki etkisi verilsin viell X olsun.

Gx={ gx: gl C-} cumlesinex noktasininG - yérunge'si denir.



29

Ornek 14 : G=0(3,1) ve X =R*" alalim.Bir xOR*"* noktasininO(3,1) yoriingesi

A 8, G5 Ay (%
a21 a22 a23 a24 X2

A 93 Qg3 Ay
Q1 &y Q3 A\ Xy

O(3,)x= seklindedir.

Not :

1) Yoérungeler, G-denklik antisinin denkk siniflaridir.

2) iki yoriingenin arakesiti gociimle dgilse yoriingeler cakir. Arakesiti bg ciimle
ise farkl yéringelerdir. Bundan dolayi yoriingedenklik siniflari ile calgir.

1.8. Zamansal, Uzaysal vesiksal Vektorler

Tanim 21 :g:R*'xR>**' _, R Lorentz i¢ carpimi olmak Uzere,

i) 0=vOR* icin g(v,v) =(v VW =0 isev-vektoriine giksal vektor denir.

i) vOR** icin g(v,v) =(v, ) <0 isev-vektoriine zamansal vektor denir.

i) VOR®* icin g(v,v) =(v V) > 0 isev-vektoriine uzaysal vektor denir.

Ornek 15 : R*"'de v=(v,\, 4, ) =(0,0,1- JOR** alalim. Buradan,
g(vv)= ¥+ w2+ - y?=0%+0%+ 1>~ (- )" = & = (oldusundan v-isiksal
vektordur.

Ornek 16 : R*"'de v=(v, V%, &, ) =(1,1,1, 30R*" alalim. Buradan,

g(v, V)= ¥+ w2+ - 2 =12+12+1°-(3° = 3- =- & (oldusundanv-zamansal
vektordur.

Ornek 17 : R**'de v=(v, %, \4, \,) =(3,1,1,J0R** alalim. Buradan,
g(v,v) =+ '+ - ¥ =3"+1*+1°>- 1°= 1+ & 10 (oldusundanv-uzaysal
vektordur.

Teorem 3 :g:R*'xR** , R Lorentz i¢ carpimi ,x=(x1, %, %, )g) zamansal vektor
ve y:(yl, Yor Vs y4) zamansal veya sifirdan farklisiksal vektor olmak Uzere

X=Xg+ %6+ xet+t x¢vey=yg+ ye+ yet+ Yy¢olsun. Bu taktirde,
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) X,Y,>0 = (X y)<0

i) X,y,<0 < (x y)>0dir.

Ispat:
“=" x=(X, %, %, %) zamansal vektor olgundan

(%, x) = x>+ x>+ 7= x?<0dur. (21)
y=(yl, Yoo Vs y4) zamansal veya sifirdan farkgiksal vektor oldgundan

(y,y)= W+ y*+ W y*<0dr, (22)

Burada, (21)den x*+x°+x°< x” ve (22)den y’+y,’+y, <y’ elde edilir.Taraf
tarafa carpmagiemi yapilirsa,
(xl2 + %2+ xf) (yl2 +y,7+ y32) < x,2y,”dir.BuradaR**'daki Schwartz gitsizligi
kullanilirsa, (X Y, + % Y, + xj%)zs( X+ %+ >§)( g+ e+ g)< ¥ y'den

XYVt %Yt %W <| %Y (23)
elde edilir.

Buradax,y, # 0 ve ayrica(x, y) # 0'dir.
Eger x,y, =0 ise x, =0 veya y, =0’dir. Fakatx, =0 ise (21)’denx’+ x,°+ x><0 dir.
Bu x’+x°+x°>0 olmasl ile celir. Benzer sekide y,=0 ise (22)den
y,2+Vy,”+ y,> <0 oldugundan, buy?’+ y,*+ y,>>0 olmasi ile cekir.
Boylece x,y, # 0’dir. Burada iki durumu inceleyelim
1) x,.y, >0 olsun. (23)'ten
Pt XYt U< XY= XY %y xR ¥ 'den
XY+ %Yo+ %%~ % %<0=( x y<0Odr.
2) X,.Y,<0 olsun. (23)’ten
Pt %Yt XM <-xy=—( Xy %y xy<- x’den
XY+ %Yt X %= % %>0=( x y>O0 elde edilir.
“0 " Simdi ters tarafini ispatlayalim. Yanfx, y) <0= ¥.y, > 0ve (X, y)>0= % y,<0

oldugunu gosterelim.(23)’terx,y, # 0 olup x,y, >0 veyax,.y, <0’dir.
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a) Farz edelim(x, y) <0 ve x,.y, <0 olsun.
X,¥, <0 ise (x,y)>0 oldugundan bu, varsayimdak{x,y)<O0 ile celsir. Buradan
(x,y)<0 isex,y, >0 olmalidir.

b) Farz edelim(x, y) >0 ve x,y, >0 olsun.
X,y,>0 ise (x,y)<0 oldugundan bu, varsayimdak{x,y)>0 ile celsir. Buradan

(x,y)>0 isex,y, <O olmalidir. Béylece ispat bite#

Sonug 2 :R*"de sifirdan farkli bir vektor bir zamansal vektéoetogonal ise bu

taktirde o vektor uzaysal vektordir.
Ispat: x=(x, %, %, %)% 0 bir vektor , y=(y, ¥, %, ¥%) zamansal vektor ve
<x, y> =0 olsun. Amacimiz-vektérinin uzaysal olgunu gostermektir. Farz edelim ki,

x-vektorl uzaysal olmasin. Bu taktirde zamansal veya sifirdan farkinksal vektérdir.
x- zamansal veya sifirdan fark§itksal vektor ise Teorem 3’Un ispatinda gostegildizere

X, Y, #0’dir. Buradanx,y, >0 veyax,y, <0’dir.
1) Eger x,y, >0 ise Teorem 3'den(x, y) <0'dir. Bu ise (X, y) =0 olmasi ile gefiir.
2) Bger x,y, <0 ise Teorem 3'den(x, y) >0'dir. Buise (x,y)=0 olmasi ile celiir.
Boylecex-uzaysal olmalidirg
Tam zamansal vektdrlerin cumlesini ” ile gosterelim. Boylece,
T:{x=(x1, %, %, %) OR*™:( x ¥< (} ile tanimlayalim.

T'yi gelecek(veya pozitif) ve geciiveya negatif) yonli olmak tizere sirasiyle ve T~
ile gosterelim. Boylece,

T :{xz(xl, %, %, %) OR**:( x %<0, x> (} ve
T :{x:(xl, %, %, %) OR**:{ x %<0, x< (} ile tanimlayalim. Buradaif,=T* 0T~ ve
T"'nT =0 dr.
Ox, yOT igin X~y = (x y) <0 olarak" ~" bagintis tanimlayalim.
Onerme 12 ¥ ~" basintisi T'de denklik bgintisidir.

Ispat:" ~" bagintisinin denklik baintisi old@gunu gostermek igin yansima, simetrik ve
gecsme Ozeliklerinin sgladigini gbstermemiz gerekir.Bunlari gosterelim.
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1) "~" bagintisinin yansima ozglivardir: Yani,OxOT i¢in x~ x’dir. xOT alalim.

x- zamansal oldgundan(x, X) < 0'dir. Bu ise, tanimdanx~ x’dir.

2) "~" baintisinin simetri 0zeli vardir: Yani, Ox ,yOT igin x~y < y~ x'dir.
X, yOT alalim. x~y olsun. Bu taktirde tanlmda|<1x, y><0’d|r. Ancak i¢ carpimin
simetrik 6zelginden (y, x) < 0’dir. Bu ise, y ~ x’dir.

3) "~" baintisinin gegime 6zelgi vardir: Yani, Ox ,y ,zOT i¢in X~y ve
y~z= x~ zdir. X=(%,%, % %), Y=( ¥ % % ¥. z( z z z T alaim.

X~y ise tanlmdar{x, y> <0’dir. Boylece Teorem 3'terx,y, > 0’dir.
y~zise tanlmdar(y, z> <0’dir. Boylece Teorem3'tery,z, >0’dir. Buradan,

3.1) x,>0 olsun.Bu taktirdey, >0 oldugundan z, >0’dir.Buradan x,z, >0’dIr.
Teorem3'ten<x, z> <0’dir. Béylece tanimdarx ~ z'dir.

3.2) X, <0 olsun. Bu taktirdey, <0 olup, z, <0’dir.Buradan x,z, >0'dir. Teorem
3'ten (x, z><0’d|r. Bdylece tanimdanx ~ z'dir. O halde” ~" bantisinin yansima,
simetri ve gegime Ozelikleri sglandgindan” ~" bagintisi denklik b&intisidir. ¢

Onerme 13 :

i) Ox, yOT" igin x~ y'dir.

i) Ox, ydOT icin x~ y’dir.

i) OxOT" ve OyOT ™ igin x 4+ y'dir.

Ispat:

) X=(%, % %, %), Y=( ¥, ¥ ¥ YOT" alalim. Buradarx,y, >0’dir. Teorem 3'ten

(x,y)<0 ve tanimdarx ~ y’dir.

i) X=(%,%, %, %), y=( % % ¥ YWOT alaim. Buradarx,y, >0 ‘dir. Teorem
3'ten (x, y) <0 ve tanimdarx ~ y’dir.

i) X=(%,%,%, %)0T" vey=(y, Y, % %) OT alalim.
X=(%, %, %, %)OT" icin x,>0'dir. y=(y, Y, ¥, %) OT igin y, <0’dir. Buradan

X, Y, <0 ‘dir. Teorem 3’ten<x, y> > 0’dir. Ancak denklik tanimindarx + y’'dir. 4
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Onerme 14 :

i) Ox, yOT* ve AOR" ise bu taktirdedx,(x+ y)OT"dir.
iy Ox yOT~ ve AOR" ise bu taktirdedx,(x+ y) 0T~ 'dir.
Ispat:
) X=(%,%, % %), y=( ¥ % Y% ¥OT" alalimveAOR" olsun.
xOT* oldugundan(x, X) < 0°’dir. Buradanx, >0'dir. AOR" igin
(A, AX) = A* (% % < 0= A x0T drr.
simdi ise, (x+ y)OT" oldugunu gosterelim.
xOT" oldugundan(x, x) < 0'dir. Buradanx, >0’dir. yOT" oldugundan(y, y) < 0'dan
y, >0°dir.
x+y=(%% % %)+( ¥ ¥ % W=( ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ y x ydi Buradan,
X=(%,%, % %), Y=( ¥, % % WOT" oldugundan(x,x)<0 , (y,y)<0 ve
Onermel13'ten(x, y) < 0’dir. Boylece
(x+y,x+ Y=(x%+2{ % y+( y y< 0= (x+y, x+ y)<0'dir.Buradanx+ yOT" 'dir.
i) x=(%,%,%, %), Y=( % % ¥% YOT alaimveAOR" olsun.
xOT~ oldugundan(x, x) <0 olup, x, <0'dir. AOR" icin
(AXAX) =A% (% ¥ <0=A>xaT 'dr.
simdi ise (x+y)OT~ oldugunu gésterelim.
xOT" oldugundan(x, X) <0 olup, x, <0’dir.
yOT™ oldugundan(y, y) <0 olup, y, <0’dir.
x+y=(%% % %)+( ¥ % % W=( ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ y x ydi Buradan,
X=(% % % %), Y=( ¥ ¥ % ¥OT oldugundan(x,x)<0 , (y,y)<0 ve Onerme
13'ten (X, y) < 0'dir. Boylece
(x+y, x+ Y=(x%+2( % y+{ y y< 0= (x+y, x+ y) <0'dir. Buradan

x+ yOT ’dir. ¢
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Tanim 22 :

) x=(x,X,%, %) sifirdan farkli $iksal vektor olmak iizerex, >0 ise, x- Isiksal

vektdrune gelecek yonlgiksal vektor denir.

i) x=(xl, %, %, )g) sifirdan farkli giksal vektdr olmak Uzere, <O ise, x- Isiksal

vektorine gecmiyonli siksal vektor denir.

Onerme 15 g:R*'xR*! . R indeksi bir olan Lorentz i¢ carpimi olmak uizere,
i) x-sifirdan farkli giksal vektér ve yOT" icin <x, y><0 ise, x-Isiksal vektor

gelecek yonludar.

i) x-sifirdan farkl giksal vektor ve yOT" igin (x,y)>0 ise, x-Isiksal vektor
gecmg yonluddr.

Ispat: x=(x, %, %, %) sifirdan farkli giksal vektér alalim.Buradan,

) y=(¥% Y% % %) OT" icin (x,y)<0 ise, Teorem 3'tenx,y,>0 olupy, >0
oldugundanx, >0’dir. O haldex-isiksal vektor gelecek yonludur.

i) y=(¥ ¥ % ¥%)OT" icin (x,y)>0 ise, Teorem 3'tenx,y, <O olupy, >0

olacgindan x, <0’dir. O haldex- isiksal vektor ge¢ndiyonlidur. 4

Not: x=(X,%,%, %) ve Y=(¥,¥%, Y% ¥%) sifirdan farkli giksal vektorleri ayni
zaman yonludir x, ve y, ayni saretlidir.

Teorem 4 A0 O(3,1) olsun. Bu taktirde gagidakiler denktir:

i) A, tum sifirdan farkhigiksal ve zamansal vektdrlerin yonlendirmelerirelégek
veya gecmi yonlu oldw@gunu) korur.
Ispat:

veya sifirdan farkhsiksal vektort alalim. BiA'nin tim sifirdan farkhgiksal ve zamansal

vektorlerinin ~ yonlendirmesini ~ korugunu, yani X=X+ %€+ xet xX¢ ve
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A, 8, d; a,
Ay 8y 3 8y

A3 8y 853 Ay
a41 a'42 a'43 a'44

AX= icin X, ile a,x+a,X+ a,x+ a,xun ayn karetli

KX X

X

oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin;

A0O(3,1) olduzundan a,’ +a,’ + a,> - a,” = -1 olup, buradan

"+, +ay, < ay, tir. (24)
x- zamansal veya sifirdan fark§iksal vektor oldgundan
X2+ %7+ %7 < x2dir. (25)

Boylece (24) ve (25)'ten
(@ + 2, + 3,7 ) ( 7+ 7+ x7) <( @, %) dir. (26)
Burada R*°'daki Schwartz gitsizligi kullanilirsa, (a,,x + a,,%+ a,%)" <( a,x) elde

edilir.Buradan

(a14xi+a24xz+ By X3~ az14xz)( At A X X 344*1<0’d|r- (27)
Simdi bagka bir y=y e+ y e+ y e+ y ¢seklinde sifirdan farkli vektoruni alalim. Bu

vektori y=(y;, ¥, %o, %) =( 8 s &, a,) olarak segersek,
a,’ +a,’ +a,’— a,” =-loldugundany- zamansal vektordir. Ancak
(X, y)=a,x+ a,%+ a,% a,xoldugundan (27) ifadesinden

(% y)-(as %+ %+ a,x+ 3, <0dr. (28)
(28)den(x, y) ile (a,x+ @, %+ a,X+ a,x) ters saretlidir. Biz x, ile
(a14x1+ A, %+ Ay, Xt a44x)’Un ayni karetli oldygunu gosterirsek ispat biter. Burada iki
durum vardir:

1) x, >0 alalim. (27)'dena,,x + a, %+ a,x| <| a,, % dir. Ancak a,, =1oldugundan
At a0t X< aux= (At a4 aks| ax a.% alx  a,olup,
(84X + 3y X+ By %+ @y, %) >0’dir. Boylece x, >0 ise,

(B14% + %+ 8%+ a,x)>0'dir.
2) X, <0 alalim. (27)'dena,,x + a,,%,* a,x| <| a,,'dir. Ancak a,, 21
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A+ Bt B X< auX= (A &% auks| & &% al%x- a
oldugundan(a,,x, + a,,%,+ a,X+ a,x)<0'dir. Béylecex, <0 ise,

(8% + 8y X+ @y, Xt 8, x) <0'drr.

Buradan A tum sifirdan farkligiksal vektorleri ile zamansal vektorlerin yonlemdalerini
korur.

“il 1" A, tum sifirdan farkligiksal ve zamansal vektérlerin yonlendirmesini lsonm

Yani, x=xg+ %6+ % e+ X ¢zamansal veya sifirdan farkjiksal vektdr olmak tizere

A A, 8y Ay [ X
Ay Gy Q3 Byl X

X=Xg+ %6+ xet x¢ve AX= 8, a, o, 8, % icin X, ile
A, A, & 8/l X,

a,xta, X+ a,xt+ a,x ayni aretli olsun.
Biz ADO(3,1) icin a,, 21 oldugsunu gostermek istiyoruz. Bunun igin,
A0O(3,1) olduzundana,/+a,” + a,/ — a,; = —1'dir. Buradan

O0<a,+a,’+a, =-1+ a2 dir. (29)
(29ydan -1+a,>>0= a,’>> 1= a,,> 1 veyaa, < — Idir.
Farz edelim ki,a,, < -1 olsun.
Ancak A, tum sifirdan farkli giksal ve zamansal vektorlerin yonlendirmelerini

korudwundanyx, ile a,x, + a,,X,+ a, %+ a,,X ayni saretlidir. Buradax, >0 ve

A%t 3%t 3, Xt 3,%>0 veya x, <0 ve a,X+a,X* a,x%t a,x<0 olmak
Uzere iki durum vardir.

1) Varsayalim kix, >0 ve a X + a,, %+ &, %+ 8,,X>0 olsun.

x- zamansal veya sifirdan fark§iksal vektort oldgundan

X+ %+ %< %] (30)
elde edilir.
Bdylece (29) ve (30)'dan

|+ 8%+ X <[ 8% (31)
olur.

a,, < -1 ve x, >0 oldugundan,a,, x, + a,,X,+ a;, X%+ a,,X<0 olup, varsayim ile ¢efir.
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2) Varsayalim ki,x, <0 ve a, X+ a,, X+ a, %+ a,,X<0 olsun.
(29) ve (30)'dan (31) denklemi elde edilir. Burag@lg< -1 ve x, <0 oldugundan,
a,X+a,%+ a,x+t a,x>0 olup, varsayim ile cair.

Boylecea,, < -1 olamaz.A= (aj ) ,00@B.1) icina, 21 olmalidir.¢

ihj=1,..,

1.9. Cebirler

Tanim 23:

i) (C, +, O halka,

iy (C, +, AQ) R Uzerinde vektor uzayi,

i)y A(xy)=(A%) y= X1}, Ox, yOC ve DAOR ise{C, +, JAOAOR} sistemine
R - cebir denir.

Ornek 18 : {R, +, JAQAOR}, R-cebir dir.

Ornek 19: Katsayilari R ’den olan tim polinomlar cUmIesiriR[x] ile gdsterelim.
{R[x], +, DAQADOR}, R-cebir’dir.

Ornek 20 : Tum rasyonel fonksiyonlar cUmIesiﬂﬁ(x) ile gosterelim.
{R(x), +, DADAOR}, R-cebirdir.

Omek 21 :{R[x, ....x] .+ . OA0AOR} ve{R(x, ...x),+,0A0A0R} de
R - cebirdir.

Tanim 24 :C, R-cebir ve C, 0 C olsun.{C,, +, JAQJAOR}, R-cebir ise C, alt

ctimlesineR - altcebir denir.

Onerme 16 C, R-cebir ve {C,, rOT}, C'nin R-altcebirler’inin bir ailesi olsun.

Bu takdirde( |C, daR - altcebir’dir.
ar

Ispat: x,yDﬂCr olsun. Buradard7 OT igin x, yOC 'dur. C , R-cebir oldugu

ar

icin;
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ﬂCT, C'nin alt halkasidir. Benzegekilde ﬂCr, C'nin lineer alt
ar

ar

x-yOC, OrOT
xyOC, OrOT

uzayidir. O hald¢ | C, daR - altcebir'dir. 4
ar

Not: C, R-cebir ve SO C olsun. [S], =[] G seklinde gosterelim. Burade,,

sgocC
C’nin R-altcebir’idir. S'yi kapsayan en az bir tanR - altcebir vardir. Bu iseC 'nin
kendisidir.

Tanim 25:C, R-cebir ve SO C olsun. [S], = C ise S'ye C'nin ureteg sistemi

denir.

Ornek 22 : C=R[X] olsun.S={1, ¥ alalim. Burada 1C 'nin birimidir.

[S]. ={ a+agx gXx+..+ax AR, ¥0,1, ...,]10Idugundan [S], = Cdir.
Ornek 23 : C=R[X olsun.S={ %} alalim.

[S], ={ ax+gxX+.+ax AR, F1,.., }1 oldugundan([$s], # C'dir.

Ornek 24: C=R[xX, ...,%] olsun.S={1, x, ..., x} alinirsa[S], = C olur.

Not: C, R-cebir olsun. C’'nin sonlu Ureteci mevcut olsa da'nin R -altcebirler’i

sonlu Uretecli olmayabilir.
Omek 25 : C=R[x )] olsun. S:{x Xy XY, .., Xy, } alirsak C, =[S],

R - altcebir’inin sonlu tane Ureteci yoktur. Bunu gosterelim:

Farz edelimC, sonlu tretecli olsunC,’in trete¢ sistemi{ f,, ..., f,} olsun. Buradan
{f,, ...f,} Uretec sistemi oldiundan Of OC, igin bir P(t, ...,t,) polinomu vardir
oyle ki, f =P(f, ....f,)dir.

f,, ....f,0[S], oldusundan bazQ i=1, ...,m polinomlari mevcut, Gyle ki

f, :Ql(x XY, eey x;?l)

f, :Qm(x, XY, .oy x;?m)
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seklinde yazabiliriz. Buradan=max(n, ...,n,) alaim. Ozel olarakxy™ elemanini
alahm. { f,, ...,f,} C.in urete¢ sistemi oldiundan baziP,,(t, ..., t,) polinomu igin
xy"' =P, (f, ... f,)dir.
xy" =P, (f, ...f)= P,H(Q( X XY, ..y xﬂ}') : Q( X, XY, ky)):

=Q(x,xy, ...,x;?)
Xy =3"a, . .X0(x)" ( x;’))a" =
D a, ., XP (xy)™ ( x;?)a" + > g . K x i ( XS/)H"

g+ a1 g+ Fay>1

Bu iki polinom ait ise derecelerigt olmalidir. O halde;

Xy = Z a, ...,an')go'( X)aal ( X}r})an

Ag+..+a,=1
Xy =a.x+ g. Xy+..+ a. xy

Polinomlar teorisinden boéyle bigidik olamaz. Boylece bir ¢celki bulduk. Bu cekkiden

C,’'in sonlu Ureteci yoktur.

Tanim 26 :K dezismeli, birimli halka olmak tzerell allK, a#0 icin ab=1olacak
sekilde b[JK mevcut iseK 'ya cisim denir.

Ornek 26 : R, reel sayilar ctimlesi bir cisimdir.

Tanim 27 :K cisim, H O K olmak tzere JalH, a#0 igin ab=1olacaksekilde
bOH mevcutiseH 'ye K cisminin alt cismi denir.

Ornek 27 : Q, rasyonel sayilar ciimle8t 'nin alt cismidir.
Onerme 17 :C, cisim ve{C,, Z'DT}, C’nin alt cisimlerinin bir ailesi olsun. Bu

takdirde(")C, da alt cisimdir.
ar
Ispat:0f ,g0(")C, olsun.f O(")C, oldugundanOr OT igin f OC, 'dur.
ar rar
gDﬂC, oldusundan O7OT igin gOC, 'dur. C_, alt cisim oldgundan f +gOC,,
rar
OrOT, f+g0()C, olur.
ar

Yukaridakine benzegekilde,
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f.g0()C,, A0OR igin A.fO(C, ve iDﬂCT , (g #0) oldugu da gosterilir. Boylece
ar ar g rar

(C, bir alt cisimdir.4

T

Not: C, cisim veS O Colsun.(S)= (] G seklinde gosterelim. Burad@, , C'nin

c,OcC

T

alt cismidir. S’yi kapsayan en az bir alt cisim vardir ve Gunin kendisidir.

Tanim 28 :C, cisim ve SO C olsun. (S) = C ise S’ye C’nin Urete¢ sistemi (cisim

olarak) denir.

Ornek 28 : R(x), rasyonel fonksiyonlar cismini alalins={R, %, R(x)'in cisim
olarak trete¢ sistemidir. Fak&={R, ¥, R(x)'in cebir olarak lrete¢ sistemi gitlir.

Gunki,[S], =R[ ¥ # R( X dir.

1.10. Ginvaryant Fonksiyonlar

Tanim 29 : BirG grubununX cumlesi Uzerindeki etkisini alalimf X - R olmak

tizereOgOG icin f(gx)= f(x), OxO X ise f reel fonksiyonunas -invaryant denir.
Not: Tim G -invaryant polinomlar cUmIesi]R[x]G ve tim G -invaryant rasyonel

fonksiyonlar ctimlesi is& (x)° seklinde gosterilir.

Ornek 29 :0(3,1) grubununR** (izerindeki hareketini alalim.

Xll X21 X3l X4l
X2 X5 X37 X4z 3+1 ..
X = VX, = )X = L X = OR™™ olmak Uzere,
X13 X23 X33 X43
X14 X24 X34 X44
X1 X1 Xy Xy |
X X
det(x % % %) = N2 Y Y | gnirsa buO(3,1)-invaryanttir.Gergekten,
Xl3 X23 X33 X43
Xa %o XKgq XKyg |

Ogd0O(3,1) icin,
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det(gx 0% , 0% . g%)| =| det gdef x . x .x . J| =
=|detg||de(x % x x)|=| deftx x x )

elde edilip istenen g&anir.
Ornek 30 : G=0(3,)olsun. O(3,1) grubunun R (zerindeki hareketini alalhm.

x OR olmak tzere f(x)=(xx alinirsa bu O(31)-invaryanttr.Gercekten,
Og00O@B,1) icin f(g.x)=(gx g¥=( x = f X oldugundan istenen ganir.

Ornek 31 : O(3,1) grubunun,R** Uzerindeki hareketini alalimx, X,, X,, X, JR*"*
olmak uzere detG (X ,% ,%,%, )= de(< X ,>]<>)i]j:l’2]3’4 alinirsa bu O(3,1)-invaryanttir.
Gergekten[1g 0 O(3,1) igin,

detG (9% ,9%, 9%, %)= de(< gx, g)})gmsn de(t< ix,j%()z detG(x,X ¢ X, > elde edilip
istenen sglanir.

G
Onerme 18 x~ y olsun. Bu takdirdef OR[x]® icin f(x)= f(y)dir.
G
Ispat: x~ y oldusundanCg OG igin y = gx'dir. Keyfi f G -invaryant polinomu igin

f(y)=f(gx) = f( X oldusundan f(x)= f(y)'dir. ¢

G
Not: Keyfi f, G -invaryant polinomu igin f(y) = f(x) ise y~ x olmayaibilir.
Tanim 30(Yay uzuniu): y= f(x) egrisi i¢cin yay uzunlgunun diferensiyeli,

=A% +AY :l:l (20 }sz dir. I|m As = ds olmak tzereds=./1+ y? dxdir.[6]

Ornek 32: R*'de, Oklid uzayindax® + y* =1 cemberini alalim.

x* +y? =1= y* =1- x’’dir.Burada her iki tarafin diferensiyeli alinarak,

X X
- :> y? = olur ve buradan

- _X_
y=- Yy J1-x? 1- %

s= J'Jl— ~dx= arcsmx|— arcsine arcsmt]{ arcsm’J

bulunur.A(AOB) = S—j yd>+ J\/ % dx > 1 dir. Buradan,

— alrcs

Nlhl
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25=2[V1- X dx+ X/1- k= S [VI- k dx *E dir|

sin(arcsinx = x oldugsundancos(arcsirx ¥+ % X 'dir.
X =sint= dx= costdtdir. Diger taraftan, x=sint= x*=sift= 1- X = cost

oldugundan,

I
—

arcsinx

1 1 LZT
jl—xzdx co§tdt=jl+coszdt:—J(t+—1sin2tj |
) 2 2l 2

7—27+ ¢ arcsm——; sin(2 arcsihj

7_2T+ & arcsin— s(n arcsih ¢os aro@iav

7—2T—arcsinx— x xzj

Nl il il >

1
'dir. Buradan,S=[v1- ¥ dx+ x/1- >%=1 7—T—arcsinx—x\/ % |+x/1- > dir.
I 2\ 2

Burada,2S = %T— arcsinx= AB= 2¢ olur.([6])

Tanim 31(Yay uzunigu ve daire kesmesinin alani)y= f(X) egrisi icin yay

()

lim As= ds olmak ilizereds= |1— y2| dxdir.([6])

As-0

uzunlugunun diferensiyeli, As® = |Ax2 —Ay2| = A Xdir.

Ornek 33: R*"'de, Minkowski uzayindax® - y* =1 ¢emberini alalim.

x> —y* =1= y* = ¥-1'dir.Burada her iki tarafin diferensiyeli alinarak,

| x

:> y? —i olur ve buradan
y x - X -

, T
S= j dX_ arcsin x |_ arcsinx- arcsm:]{ arcsu&% ——2 - arcs

bulunur.A(AOB) = S= jydx xyzj ydx \»Q x1- ZI\/ x 1 cdir. Buradan,

y =

2S= Iog( X++/ X —1) bulunur.Su halde AB = 2 S'dir.([6])
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Ornek 32 ve Ornek 33'ten, Oklid ve Minkowski dimlerinde alan, ayni anlamdadir.
Onerme 19 R[X]G, R[x] polinomlarR - cebir inin birimli R - altcebir’idir.
ispat: O, f, OR[x]® olsun.OxOR ,0g0 G igin;
(fi+f)(9)=fi(o9+ R( )= 1(+ s ¥=( t+ (¥
(fif2)(99)=fi(9) L= 1( ) L(¥=( 1 5)( ¥
AOR olmak tizere(Af,)(gx)=Af(gx =4 (X =(1 £)( %
1(x) =10R[x| birim elemant i¢in(1.f,)(gx)=1(9¥ f(g¥=1.f( 3= f( ¥
oldugundan, f,+f,, f,f,, Af, OR[x]"dir. Yani R[x]°, R[x]'in birimli
R - altcebir’idir. 4
Tanim 32 :H grubunun X ciUmlesi Uzerindeki etkisini alalimf, X cumlesi

tizerinde tanimli bir fonksiyon olsuii(h) (hOH) fonksiyonu igin f (hx) =A(h) f(X),

OhOH, OxO X ise f 'ye nispi invaryant denir. Bm(h) fonksiyonuna isef 'nin carpani
denir.
Onerme 20 :xO X ve h,h,0H olmak tzeref, A garpanina sahip en az bir

noktada sifirdan farkli bir nispi invaryant fonksity olsun. Bu takdirde
M) =A(h)A(h) dir

ispat: f () )= f(h(h})=2(H) (h¥=A(Ha( Y ( )
f((hh)x)=A(hh) f( ¥ oldugundan her iki tarafinséli ginden A(hh,) =A(h)A( h)
elde edilir. ¢

Ornek 34 : H =0(3,1) ve x OR**,i=1,2,3,20lsun.O(3,1)'in R** uzerindeki
hareketi Ornek 29'daki gibi olmak tizeffe(x,, %,, %, %,) = det{ X, %, %, %) polinomunu
Ornek29'daki gibi alalimOg O H igin
f (9%, 9%, 9%, 9%) =det{ gx, gx, gx g¥= det gddt ,x, X, ,x ) oldusundan
A (g) =detg olur. detg, g, = detg, detg, oldusundan determinar®(3,1) grubuna goére

nispi invaryanttir.
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Onerme 21 :H bir grup olmak lizereH'nin R**' (izerinde hareketi verilen ve

P(X)

f (x)OR(x)" olsun. Bu durumdaf(x)=— "=,
(x)OR(x)" olsun. Bu durumdaf(x o)

Q(x) #0 olacaksekilde carpanlari gt

olan iki nispiH-invaryant polinomun bélimgeklinde yazilabilir.

Ispat: f (x), H-invaryantoldusundanChO Hicin f (gx) = f(X)’ dir. Buradan;
F(h) =2 - R gy

Q(hy Q¥
dir. icler dslar carpimi yapilirsaP(hXY) Q ® = R ¥ @ hx elde edilir. P(x) ve Q(X)i

aralarinda asal olarak alabiliriz. Bu durumdﬁ’(hx):w olacaindan

Q(X¥)
Q(hx),Q(x) e bélunecektir. Yanilg(x,h) polinomu icin Q(hX) =¢(x H @ ¥ olacaktir.
Polinomlarin gitliginden her iki tarafin dereceskie olmalidir. Bu durumdag(x,h)
polinomu sadece h ye glaolmalidir. O haldeQ(hx) = ¢(h Q % 'dir. Bu sesitli gi yukarida

yerine yazarsak;

_POYQAhY _ R¥g(h Q@ x_
P(hx) = = = R
(hx) ) AR p(H R

olacaktir. Dger taraftan hhp,UH icin;

Q((hh)X =¢(hh) @ X
Q((hh)¥=QAh(h Y =4(H @ h)=¢( p( h Q).

‘dir.iki tarafin aitli ginden Q(x) #0 oldugundan ¢(hh,) =¢(h)@(h) elde edilir. Yani

P(x) ve Q(x) ayni ¢arpana sahip olan nispi invaryantlasgir.

Onerme 22 :R'de yukaridaki énermedek(h) polinomu [r ON* igin ¢(h) = h’
bicimindedir.

ispat: ¢(n), r dereceli bir polinom olsun. O haldg(h)=g+aH+..+ ah
bicimindedir.
#(k)=g+ak+..+ak, g(hk)=a+a(hK +..+ a( hi
olur. ¢(hk) =¢(h)¢ (k) olduzundan bunlari yerine yazarsak;

g, +a(hk +.+a(hR =( g+ aht .+ ah( @ ale.+ ak=
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=a,’+a,ah+ g gk..+ & h kelde edilir. Her iki tarafingtli sindena,” =a,, i # | igin
aa =01i,j=01,.,r elde edilir.r icin de a ’ =a, dir. Buradana, =0 veyaa, =1'dir.
Polinomun derecesi oldusundana, #0’dir. Yani a, =1'dir. ag =0, i=01,..,r-1
oldugundan Oi igin a =0 olmalidir. Buradan ¢(h)=ah bigimindedir. a, =1
oldugundang(h) = h" oldugu elde edilir¢

Onerme 23 g0 0O(3,1) olmak tizerel (g) bir rasyonel fonksiyon olsun.
(g =||a\j || A(9).a,, i,j=1,2,3,4lere gore rasyonel fonksiyon) vigg,, g, 0 O(3,1) igin
A(9,9,)=1(g,)4( g,)olsun. Bu takdirde k OZ igin A(g) :(detg)k’ dir.

Ispat: [38]4

Onerme 24 R(x(l), x?, ...,x(’“))H : R(x‘l), x?, ...,x(’“)) cisminin alt cismidir.

[spat: [f fZDR(x(l), x?, ...,x(m))H olsun.OxOR ,0Og0 H igin;
(fi+f)(e9=f(e)+ L= 1( 3+ t(3=( t+ ) ¥
(fuf2)(9x)= (99 (o= £(3 &( ¥=( £ ) X

AOR olmak tizere(Af,)(gx)=A f,(g¥ =2 £( ¥ =(2 £)( %

(%j(QXF SR :[%](x). f.(09 = (X #0

f,(99 (X
oldugundan, f, + f,, f,f,, Af., %} (OR(XY, X2, ... X™)" dir.
2
Yani, R(x(”, x?) ...,x“”))H , ]R(x‘l), X? ...,x“”)) cisminin alt cismidir ¢

Not: S, R(x‘”, x@, ...,x(’“))H 'nin bir alt ciimlesi olsun.S'yi ve R'yi kapsayan en
kiigtik alt cismi(S), seklinde gosterelim.

Tanim 33 :(S), :R(%l), X %m))H ise S'ye R(x(l), x®, ...,x(’“))H cisminin

Urete¢ cumlesi denir.
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1.11. Polarizasyon Operatotri

Tanim 34 :D, f(x) = yli+ yzi+ A+ y]i seklinde tanimlh

0% 0%
Dy R[X, %0 o X] = R[X, %, X Y % 0 )] doniimine  polarizasyon

operat6ru denir.

Tanim 35 :H bir grup veE, n-boyutlu vektor uzayi olsun.

islemine gore bir gruptur.
Bir ¢ :H - G(E) homomorfizmasinad 'nin E’deki bir lineer gosterimi denir.

Ornek 35 :V =R*" , H=0(3,1) olsuny:0(3,1) - GR**"), g - ¢, olsuny,,
OX = (X, %, %, X)OR™ icin - ¢y (x)=gx= o %, %, % $)=(0% gx o¥ g} olarak
tanimlansinOx = (X, %, %, %)OR** icin g,, g, O(3,1) olmak lizere;

Y50, 0=(09) x=(9%% 9% 99% 99 ¥
(‘/191 Ol/lgz) l/Igl ) )
=0, (9% %% &% gz&)= o 9%x.9%.9%.9¥

(@,
(
(9(9:%) &%) a( ¥ o ay)=
=(0.%% 8.%% 9%% .99

oldugundan, her iki tarafinséliginden ¢, . =, oy, elde edilir. Dolayisiylay,
O(3,1)'in R**'de bir lineer gdsterimidir.

Ornek 36 : D, R[%, %, %, %] - R[ X, %, %, % ¥ % ¥% Y polarizasyon
operatorii olmak tizer®(3,1) grubununR**'deki hareketini alalim.

=(%, % %, %) OR** noktasinin invaryant fonksiyonunti(x) =(x, X) = alalim.

Burada f 'ye polarizasyon operatdriint uygularsak

D, f(X)=2XY+2%%+2x%=2% Y%= Xy Xy Xy xy=2 X elde edilr.
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Ornek 37 : D0 R[X, %, %, %] - R[ X, %, %, % % ¥% % Y polarizasyon operatérii
olmak Uzere 0(3,1) grubunun R** ' deki hareketini alalim.
OX=(%, % %, %), Y=( ¥ ¥ ¥ ¥OR® iki noktanin invaryant fonksiyonunu
f(xy)=(xy=xy+ % y+ Xy x)alalim. Buradaf 'ye polarizasyon operatériinii
y = xolarak alip, uygularsald,, f (x,y)= %>+ X+ %~ ¥=( x X= f x X elde edilir.
Benzersekilde, x=y alip uygularsakD, f(x,y)= y*+ ¥+ - ¥=(y y= f y ¥

elde edilir.

Tanim 36 :H bir grup; E;, n-boyutlu ve E,, m-boyutlu iki vektdr uzay: olsun.
@:H - G(E), ¢:H - G(E,) H 'nin iki lineer gosterimi vep: E, - E, sifirdan farkli
bir lineer operator olsunOkOE, OhOH icin (pow(h))(K)=(aheop)(K ise p'ya
H - ekuvaryan operatér denir.
H 0O(3,1) bir alt grup olmak uzergy:H - O(3,1), OhOH igin ¢ (h)=h birim
homomorfizmasini alalim. Bu goésterim yardimiyl, :]R[xl, %, >g] polinomlar
halkasinda bir gosterim tanimlaygca
(Th‘l)f)(x)= f(t//(h‘l) x): f(R*y, OxOR®** olarak alalim. Bu bir lineer gosterimdir.
Gercekten;
OxOR®, Of OR[X, %, ....%], h, h,OH icin;
(T F)ea= (™= (00"
f(h,™x) = (X dersek;
(T )= f(nn) = Tay= (12 g =( () »our
R[X, %, X%, Y -y de baka bir T gésterimini aagidaki gibi tanimlayalim:
OOR[X, X, 0 X i %0 Yo -] iGIN;
(TPa)(x Y=a(w()x g () Y=o A x Y, (x y)OR™
olarak verilirse bunun lineer gosterim ofgduyukaridakine benzegekilde yapilir.

Onerme 25 D, :R[X] - R[x Y] olmak iizeredhOH igin

D, (T 1) =T (D,,f) dir.
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Ispat: Aagida verilenP polinomunun MacLaurin acilimini géz éniine alahm:

P(1) = P(0)+ P'(O)+%2| P (0)+ +%k' B9 (0), (kKON
of (x+Ay)

+... elde edilir.
A=0

PA) = f(x+Ay)= f(R+4 Yy

of (x+Ay)| _of(x+Ay, .. x+AYy)| _
oA | oA o

:(y—af + +y—af j z){i‘* +¥1i_ D f
Fo(xtAy) T TTo(x*AY) e TOx T Tax

olur. Dolayisiyla,
f(x+Ay)= f(9+AD, f(R+...elde edilir. D, f = f,(x, y) olsun. O halde;

f(h*(x+Ay))= f(HxrAnty= f p 3+ f 0t x 0 ..

elde edilir. Dger taraftang(x) = f (™) olarak alirsak bu polinom igin;
q(x+Ay)=qR+Ag( x y+...olur. Dolayistyla;

T2(Du ) =T E(x )= f(h'x 0" y= D ¢x= B (#)e B( P

olup, DyX(Trf”f):Trfz)(Dyxf) elde edilir. Yani D, polarizasyon operatori

yX
H - ekuvaryan operatérdlisp
Sonug 3 : Ber f, H-invaryantise, D, f de H -invaryant'tir.
ispat: OhO H igin TV f(x) = f( X = (3 dir. Buradan;
D, f (x) = D, f(h*x)= DT f(} = T D, f( ¥ olup, D, f, H-invaryanttir. 4
Sonug 4 :Dy(m)x"'D)/l)x operatdriH - ekuvaryan operatorddr.

Sonug¢ 5:f , H -invaryant ise, Dy(m)x"'D)/l)xf de H -invaryant'tir.

1.12. Kapelli Denklikleri

x', XOR*™ olsun. x'= (%", %', %" %) ve x=(X, %, %, %) olmak tizere;
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Dx‘xf :ix' Il:ji ve Ax‘xf = ; X '|:ji
iz 0% iz 0X

olarak gosterelim. Buradd , hangi dgiskene gore tlrev aliniyorsa ogigkenlere bali

polinom olarak aliyoruz. Bu takdirde' # y ise;

4 . 4 x#ylse 4 azf
Dnyxxf = Yy{zl:xiga_J Zyl oy (le Ba_} z yl X
1= J

i=1 ij=1 a)l(.ay

olarak gosterelim. Hicbir kml yoksa;

- 0% f
AL AT = Zy] X G— olarak gosterelim.

= 0x .0y,
Uc tane vektor icin busagidakisekilde gosterelim.x'# y, x'# z y'# :ise;
D,,D, P, .f DZZy xml = iz'y'xgasif
z'z—7y X X “— Ia)ﬂayj AL k=JXj- |a)|(031/.ag

olur. Hicbir kasul yoksa;

- 0°f
A, = z, .y ' xB——m—
By P i,,;:l <71 0x 0y, 07

olarak gosterelimx®, x®, .., xX™ m tane vektor icink < r olmak tizerex® # X ise;

9™ f

D a)g(l) .0 X(m)

D D

x(m) ym

4
- <@ (m
g Do f = 2 XYL X

olarak ifade edilir. Hicbir kgul yoksa,;

4 a(m)f
— v )[—I
Ay(m)x(m)A?(m)%ml)--A—x(l) gl)f - z )ﬁl "'Xmm @) (m)
W et 00X

olarak ifade edilir.

f olarak aldgimizda bu gagidaki gibi deisir:

yy X X
4 0 4
D, A wxf zylga_(lega_J A JG::_
=1 Yi i :1 X.0 ij=
A f+ALf, y=X
=0, A f+,0, f = By
AL AT, y# X
Buradad {ly X dir.
Oy#Xx

Ug vektor icin bunu yazarsak;
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4 0 [ < 0°f
0.0, =52 Sy x-myj—
4 9%f 4 2f 4 9°f
iy;zlzkl'yjl'x X 6y]64 Z X ¥+5zyli.;1 %I.?([%?(TV:

ZAZ'ZAV)AXXf +5z$<'A y@ 'ZI +5 z;A A 'zfy
seklinde olur.

m tane vektor icin yazarsak;

oM f
— E XM o= @ —(m- ) E =
Di<m)x<m) A—( m1)  m1) * X(l) N f= X, a)ﬂ(m) (z X DX X(l) P )((m—l)j -

amf am—lf
_ <@ <(m) (m) ~ m—l) 3
= E XX E’ia)g(l)..ﬁ)ﬁ(m) (M5 (E % by X a){l)“a)ém—l)J+

m-1
1) %(2) —(m 1) 3
X(m) %(2) (Z )g X Im 1 a)ﬂ(l) .a)g(m—l) J

o™ f
( o 2 )ﬂ(l) % (Mm-2) % (m) 3
mxm- rrr n‘r (1) (m_l)
XX 2 1 a)ﬂ )ﬁ

= Ai(m)x(m) Ay( ) m) - x(1> Ne) f+ 5)4 nhgl) —{MD) § m1) --A—)p) )@)f +
+ Jx(m) %(2) x(m-l) i) - 'Ay( m gZ)Afx(l) X1 f + .t
+ 5X(m) (1) x( m  m1) -A—Xm @A—)gl) Ney f
seklinde olur.

Bir alterne toplansu sekilde acilir:

zSgn(ll 1'2) Di(il)j((iz) = Di(l)y(z) _DY(Z)—X(U

zsgn(ll 110 3) D gx(i2)x(i3) = Di(l)yarx(s) +D—X(3rx<1rx(2) +D—X(2¥X<3¥X(1) -
- Di<3)7((2>7((1) - Dy(z);((lr)((3) - D—Xu*x(sy(a)

Buradasgn(i, ,i, ,i,), permitasyonun gift ya da tek olmasina gbsea da-1'e esittir.

D5gN(iy +iy s ki) D i By gy A, .f alteme toplamini alalim. Bu ifadeyi

determinant olaraku sekilde yazabiliriz:

Dym)x(m) Ay(wnﬂ) A
D

LS

(ML) 5 (m) Aj(( ml) o ml) cee Aj(( m1) (1) f

Dy(l) (M) A7<1> NG R A—x(l) NeY
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SON(iy 115+ b)) D oo By g A, of =
G I—cl
= z Sg'('il P --i-m) Ay i Ai(l)x(il)f +
)
_ _ m-1
+ Sg("l b -J-m) Z@(m)y(ik) (Aj((m'l)x(im‘l)"Ay(m)x(ik)"Ay(l)xﬂl)f) =

Buradan;

zSgn(il "y, I'm) (Dy(m)x(im) +(m_ )-ny(m)%im))A;gmhgm) Ay(l)xﬂl)f =

= zsgn(il ’i2 ! I’m) Ay(m)x(im) 'AX(I)x(il)f

elde edilir. Bu gitli gi determinantlar yardimiylgu sekilde ifade edebiliriz:

Dym))gm) +(m_1) -O;(nj)gm A—)g Mg m) A—>g n g A;(mx(m)
DY(M) (m ¥ (m _1) -57< m1) o m) A—X( m1) f m1) A—X< m) g TR
Dym (m ¥ ( m-= 1) -5741) NG A—Xu) 1) A—xu) £ Aya) X(m)

X9 =x9 ve x9 £ X, k£l (k, 1=1, ..

ederiz:
Dy(m)x(m) + (m _1) Aj(( m o ml) ce Af)é M 1) A;(W)X(m) Aj(( My ml)
DY( m-1) X( m) Aj(( m1) X( m1) A—x( m1) X(l) f — Ay(n%l) X( m) 7(( m1) X( m1)
D;(l) x(m) Aj((l) m1) ce Aj((l) e Ay(l) XM A7<(1) XM

XM = (D) D) =y (m

D;(m»l) m Ag(( ™) (W) A—x( m1) (1) A—X( m1) (m A—% mi) )
Dy(m>x(m> +(m_1) A—X(nunﬂ) A—)gn),gl) f= A—,gm,m A—,gm;(fa)
Dymx(m) Ay<2) LD A7<2> Vel A—Xm ) A—%Z) £

Bunlarin hepsini sembolik olargkyle ifade edebiliriz:

(32)
A;(m)gml) A—xm)gl)
() o 1) R | g
Ayu) NG R A—Xu) Ney

.,m) olarak alirsak sagidaki determinanti elde

A—x< M )

Aj(( m1) (1) f

A—xa)Xu)

., X =x® olarak alirsak gagidaki determinanti elde ederiz:

A—% ) (1)
A*J( nQ) f

A

@)
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Dx(rm-l)x(m) Ax("*l)x( m1) A)éml))él) A M) m A fmy) fom) e A & ) 1)

D o ém +(m—1) A o mo Ao f= Aogn Binen o Dimg f
Dx(nrl)x(m) A )é rrrl))é ml) e A )é m1) )él) X(rrrl)x(m) A )é n‘rl))é ml) e A )é m1) )él)
Dxu) (m) A NONGE) A NONe Ax(l) () A NONGEY A NONE

m=1 icin keyfi minorler kagilikl olarak birbirine gittir. Bunu kullanarak gegidaki

esitli gi gOstermek istiyoruz:

AX< meL) y(m)

A

(M) ym)

(1) o (m)

(D) ym)

A
A
A

x( ml) X( ml)

A

() y(m1)

X ™

D) y(m1)

A
A
A

A

NEGNG)

LA

K M) 1)

X5

ifadesini F seklinde gosterelim. Buradan;

esitli gi elde edilir. Bunun anlami keyfndereceli mindrlerinin gt olmasi demektir.

Onerme 26
yx

D

XX

ZXf=

A
f dir.
Ayx

A

XX|

Bunun anlami karlik gelen mindrlerin gt olmasidir. Yani;

D, f=A.f,D,f=Af,D,f=Af,..

4

ispat: D, f :ZZi.g—f ve A f :ZZi.g—f oldsundanD,, f =A_f elde edilir. Ozel
X = 0%

i=1

4

olarak D, f =A  f 'dir. ¢

Dx(rml)x(m) D)é ) o ) ... D NERNG)
Do *+(m=1) D m Dym o | ¢ _
f=F (33)
Dx(m—l) (™ Dx( 1) (1) + ( m- 2) D*m—l) e
Dx(l) x(m) Dx(l) xm-1) D NONG
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¢ 271 0o Sty Bapgi g |
nerme = ir. Bunun anlami;

Dyy+1 Ayx AW Ay

DXY AXX Axy Ax

D,+1 A A, A
yy yX| — yy y. _
NI L NN f,((D,+1)A,~DyA,)f=(A A 0 A )
DZy Az“f Azy Ajf DZy AZX Azy AZJf d kt

= : = , ... demektir.
Dy Dol By B D,+1 A, A, A,

Ispat: (32) gtli ginden m=2 durumunda,

Z * ( D onier ¥ Oycarye ) Dot = Z 2D o gorD 0 of

elde edilir. Buradax® =y, x? =y, Xx® = x, x® = x olarak alirsak yukaridakiii gi su

sekilde yazabiliriz:

> #((D, +1)a,)f=>%(a,A )1

Bu ifadenin determinant olarak ifadgsisekildedir:

D,+1 A, |a, A,
D A A A

Xy XX Xy X

f,(D,+1)A.f-D A f=A A F-D A f

m=2 genel durumundx® =z, x? =y, xX¥ =y, x = x olarak alirsak;

> £(D,+0,)A,f =Y +(a A )f
elde ederiz. Alterne toplam acllirsa;

(Dzy.AyX—(DW+1)AZX)f =(A AR ARV Z)Af elde edilir. Bunun determinant olarak

A, A,
f
A, A

yy Y;

yazilisi soyledir:

D,, AZ,{
f=
D, +1 A,

Uctincti determinantx® =z, x® =y, x® =y, x®=x alinarak benzersekilde
yapilabilir. Busekilde butin determinantlarigith gi goruldr.
Simdi (33) aitli gini gostermeye cajalim:

m=1 i¢in bu sitlik;
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Dx(m) e A M) ()
(M) (1) f= Ax(nrl)x(l) f
Dxa) NG A e
Oi, jON" igin D, f =A, , f oldugundan yukaridaki ilk dnermeden dolayitk
dogrudur.
m-1 i¢in dasru olsun. Yani;
Dx(m)x(m) D)ém))émz) Dx(nj)gl) A)gn))gm’l) A)gm;(ﬂﬁ) A J sl
Dx(rrrl)x(n‘rl) +(m_2) Dx(ml)x(mz) Dx(ml))él) f = A )éml))éml) A %ml)x(mz) A )éml) )él f
Dxa)x(wn DX(1>X(M> Dx(l) D A D) ) Axmx(nﬂ) Ax(nx(l)
olsun.
m icin bu aitli gi gosterelim:
Dx(m))ém) +(m_1) Ax(ma)énﬂ) A)érr))gl) Ax(m)x(m) Ax(rr)%ml) A)én))gl)
Dx(nrl)x(m) A)én‘rl)x(ml) Ax(ml) Ve f _ x(M=1) y(m) Ax(m-l)x(m-l) A)éml) ey f
X (M) A XD 1) A NONG) Ax(l) xm) A NONGE) A NaNCY
oldugunu biliyoruz. Buradagunu elde ederiz:
(waw +(m‘1))-MMm FDgmnMpmynt ot Dy n My (=
— D D D
_(Dx(m)x(m) +(m—1)) Mo * Do o Mg gn ¥ F Dy o MYy
Ax(m)x( 1) A NG NG
x(#) y(m-1) Ax(wﬂ)x(l) . 1 D : .
Burada M ;, ., = , 1=1, ...,mdir., M" ise bu determinantirb
Axaﬂ) (m-1) A NGEONeN
Axm (1) A XD (@)
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operatérine  gore  yazilgu halidir. Bununla  gtlik  gosterilmis  olur.

0" f
A oy D g o T = VX B | =
x(m);xﬂ) A ( z XI m a)g(ll)ma){nm)]

x(m) o (M) FONG
m
iy e iy A\ X™, L x® ' " a)g(ll) - ‘aXEnm)

Iy e lm

M

Burada Y *x™..x™ sudur:

XD
@ (2) m)
XX
@ (2) x™
X X e X
i)ﬁl)---)ﬁ(m) = 2 2 2
x(m)Z.,%l) ! "
@ (2) m)
XD ox® T

i, (k=1 ...,m)'lar farkll degilse bu determinant sifir olur.g&r m> n ise i, 'lar farkli

olamaz ve determinant sifir olum= n ve icinde git olanlar varsa yine determinant sifira

esit olur. m= n ve i, lar farkli ise (i, i,, ...i,)’nin bir permitasyonudur. Buradan;

O @ NORENVO RN
X, X, X, =sgn(iy, -..j,) " ?é ?én = sgfi, ,.i.n)[x‘”x(” x.(f‘)]
)ﬁ(nl) )ﬁ(n2> )I((nn) )él) ?énz) ?é")
olur. Buradan;
( sgn(i j x‘m) x(l)) Hiamf -3 sgfi ip,) [x® x® Hianf =
iz.m-lz gl n) T X, Gxim’--ﬁﬁl)_h,;nzl offs A [V X TR
) . o"f
@
_I:Xl"'x jlll‘zyln Sgr(ll, Jn)w
> son(iy , - )E'ax(’gigx‘” operatériine Cayley operatérii denir \@f seklinde

gosterilir. O halde yukaridakiidik su hali alir:

. . omf )
z (ngn( ) XM <1))QW [X9X@ xP]Qf ¢

m=

Bdylece aagidaki teorem ispatlanmplur:
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Teorem 5:
D,mm +(M=1) Dy mo + D
()5 () D ) gm +(m—2) oo Dy g . 0 m>
.. - [x(l)x(2>x(3’ x(“)}Qf me 4
(D) m) Dxmx(m_l) D e
(34)

Teorem 6 : Ber f , derecesim olan homojen bir polinom is(aDyXf )y:x =m f dir.

4
[spat: (Dyxf)y:X:Z_l:xiE% oldusunu biliyoruz. AOR i¢in f, m dereceli bir

polinom old@gundan;

f(Ax, A%, A %)=A" F(X, %, ...%)

olur. Buradan her iki tarafin tirevi alahmtA OR igin;

o (Ax, ..AX) _ of : of
( e S x) s s

Y (A,
ve A =1 igin Xl[-%+...+)§1 G%: mf( %, ..., x) elde edilir.4

¥ .xq)ﬂ' =mA™ f( %, .., x)

Onerme 28 :f , m dereceli homojen bir polinom olsun. Bu takdirde;
Dy(m)x.le)X...D)}l) F ) |>;m):___: P m!. f (x) dir.

Ispat: f (x), x desiskenine gorem dereceli oldgundan;
Dy(l)xf (X) x degiskenine gorem—-1 dereceli,

Dyme f(X) x degiskenine gorem-2 dereceli,

o

Dy<m>x---D¢1>xf (x) x degiskenine gore O derecelidir.
Buradan Teorem 6’dan dolayi;

Dy(m)X(D gD f (x)) |y 21D oy Dy f &)
Dy(m)x(D gD o f (x)) | s = 2D D f &)

D,y (D gD o, T ) L = 3D gy D o f )

Dya)xf (X) |y<1>: o m f(x)

elde edilir. Buradan;



57

Dy(m)x(D W)X(D w>x(--~(D o (X))))) [P
oo o0 €] b
o (ot )

1.2.{.DWX (D f X )))) Jro oo

1..2.3.m fx)
=mLf (X)

elde edilir. ¢

1.13. Kapelli Denklikleri Yardimiyla 1.Esas Teorenn indirgenmesi

r, r,, ...r,, sonlu dgal sayilar olmak uzere,

S: {(g Ly cooly) T =040+ 2 0, = 1, 2, m,} olarak alalim.

|Sr|s(r+1)m oldusundan$§ sonlu ciimledir.S uzerinde bir siralama tanimlaygca
Tanim 37 (r,, 1, ...fn) 5 (S, .S, --.8,)0 S olsun.

Bir k (1<ks<m) igin; r,=s, ..., =5, Ve r,<s, ise (1, r,, ...[,)<(S:,S,, -.-8n)

denir.

Oi=1, 2,..micin; r, =s ise(r, r,, ..f,)=(S,,S,, ...5,) denir.

Eger (1, 1,, ...,rm)<(sl, S, g veya(n, r,, ...fy)=(s:.S,, -..5,) ise

(r, 1y k) <(s1.S;, -..S,) denir.
Onerme 29: £” bagintis| S Uzerinde bir siralama patisidir.

Ispat: “<” bagintisinin siralama antisi oldgunu gostermek icin yansima, ters

simetri ve gegime 6zelliklerini sgladigini gbstermemiz gerekifimdi bunlari gosterelim:

1) O(r, rp, -.y) OS, igin;
(r, 1y, wln)=(ry 5, -1y, oldugundan(r, r,, ..r.)<(r, r,, ..r,,) dir.

2) 0(r, 1y, k) o (51,5, -o8,) 0 S icin;
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(r, 1y, ln)<(s,.8,, .8,) ve (s, S, - §)<(r, 5, ..[,) olsun. Farz edelim;

(r, 1), fn) #(S1.S,, -..S,) olsun. Bu durumda en kiigiik ki1, ... m mevcuttur ki

rzs’dir. Yani (r, ..r,n,.0,)%6,, S, § ,-.5)dir. r#s oldugundan

r,<s veyas < ’dir.

r<s ise(r, r,, ..r,)<(s,.,s,, ...s,)dir. Fakat(s, s, ..., §)<( (. &, ...f,) kosulu
salanmadgindan bu bir ¢egkidir.

s<rise(s, s, ... $)<(1, 5, ..r)dr Fakat(r,r,, ..r,)<(s,,s,, ...S,) kosulu
sgilanmadgindan bu da bir ¢elkidir.

Dolayistyla(r,, ,, ...r,,) =(S:.S, . -..S,) olmak zorundadir.

3)0(r, 1y k) (51,55, 8n) (L, 4,) O S igin;

3.2)(r, 1y, ) =(S1.S5, -8n) Ve (s, S0 - §)<(t, b, -t) isE
(r, 1y, ly) <@, t,, -.t,) oldugundan,(r, r,, ..r )<, t,, ..t,) olur
33) (1, 1y, ) <(51.5,, -.8n) Ve (s, S - §)=(1, b, .ty ise
Mo Moy efn) <(ti 5, -t,) oldugundan,(r, r,, ..r)<(t,t,, ..1,) olur

r, <s,’'dir.
(s, s -»$)<(t,t,..t) odugundan OON icin s=t, s,=t, ..., S, =t ve
§ <t’dir.
a)k=1 ise
(1, Ty colca T T s b)) <€ 2l s o £y 1S 1kSvies » Son) VE

(1, Toy oot Sk Sien s +-Sm) <( o 4 By b Gy ) olur,
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r=s=t, i=12,..k=-7 ve r.<s <t  oldgundan r <t/ dir. Buradan
(r, 1y k) <@t ot,, -1, elde edilir.

b) k<l ise
(1 Foy et e T 6y s L) <€ alvs TS &S geq S 1y S ) VE
(Mo colece Sk 808 S -8)<(0 b ol S oo 80t bonf)  olur
k. bilesen icinr, =s =t, i=1, 2,..k- ver, <s, =t oldusundanr, <t, elde edilir ki
buradan(r,, r,, ...r,)<{..t,, ..t,) olur.

c) k>1ise(r, My colio Fy s Bica by o L) <CEalvn o Legdl ol (oS 0 S, ) VE
(r, Foy ol Fy Bt Sk Ser o +Sm) <(12 To o g bty -oty) dir. Lbilesen igin
r=s=t,i=1 2, ..]-ver=s <t olduundan, (r, r,, ...r,)<(t,t,, ..t,) elde
edilir. ¢

Lemma 2 (S, <) iyi sirali bir cimledir.

Ispat: O(r,, 1,y <. f) o (518, 8,0 S igin (r, 1,y k) #(S,.S,, -..5,) olsun.
Bu takdirde oyle en kuguk mevcuttur kir, #s,’dir. Buradanr, <s, veyas, < 'dir.

e <sise(r, r,, ..fn)<(s:.S,, -..5,) olur.
s <tise(s, s, ..s)<(I, 5, ..r) olur.
Dolayisiyla(S,, <) iyi sirall bir cimledir 4

Onerme 30 {r,, r,, ...r,)0S, igin T(r, r,, ...r,) bir énerme olsun.

i) T(0, O, ...,r) dogru olsun.

i)y (r,r, .r,)<(s,.S,, ..s,) i¢in T(r,r,, ...r,)'nin dogru olmasindan
T(s, s, ..., §) dogru oluyorsad(r,, r,, ...r,)0S, icin T(r, r,, ...,r,,) dogrudur.

Ispat: Farz edelimi{r,, r,, ...r,)OS, i¢in T(x, r,, ...r,,) dogru olmasin.

B={(r, 1,y ...l,)0S, T(1.1,, ..I,,) dorudesil} 0S olarak alam. Varsayimimiza
gore Bz [ ’dir. S sonlu ve iyi sirali oldgundan B’nin bir en kuguk elemani vardir.

(rlo, ry, ...,rn?)DB , B’nin en kugiik elemant olsun.
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O(r, s, ...,rm)<(r1° ry, rn?) olan (r,r,, ...r,,)0S,'ler icin (r,r,, ..r,)0B
oldugundan T (r, r,, ...,r,,) dogrudur. Hipoteze g(‘jreT(rlo, ry, rn?) dogru olmalidir.
Fakat bu bir cegkidir. ¢

Onerme 31 (r, r,, ...r,)0S, i¢in T(x, r,, ...r,,) bir 6nerme olsun.

i) r,=r,=..=r,_, =0 olmak uzere(r, r,, ...r,)=(0,0,..,0, .. , .I.,)OS, icin
T(r, r,, ...r,) dogru olsun.

i) (r, My oolm) <(S1.S,, .-.S,) olan O(r, 1y, .1, )OS, icin T(r, r,, ...r,)nin
dogru olmasindan T(s, s, ..,§) dogru oluyorsa 0O(r,r,, ...r,)0S, igin
T(r, r,, ...1,) dogrudur.

Ispat: Onerme 30’un ispatina bengekilde yapilir.¢

Teorem 7 :H 0O(3,1) bir alt grup vex®, x?, ..., xX™ R*"de m tane bilinmeyen
vektor olsun.
m=4icin ¢, @,, ..., Py, R[x‘”, x@ X3, x“”]H 'nin Urete¢ cumlesi ise;
m>4 durumunda,

{¢1’ ¢21 ""¢N ’Dx(i)X(J')¢k dj=12 .m k= 1 2, N, Dxu)x(j)(D)gs))gt) '¢k)’ } (35)

cUmIesi,]R[x‘l’, x@, ...,x(’“)]H 'nin Urete¢ cimlesidir.

Ispat: Her polinom homojen polinomlarin toplamgeklinde tek turli olarak
yazilabilecginden biz burada homojen polinomlari g6z 6nine ileh Her homojen
polinom da herx® 'ye (i = l2,...,m) g6re homojen olan polinomlarin toplami olarak tek
tarl yazilabilir. Invaryant polinomlarin keyfi homojen kismi da invamitir. Teoremi
x"ye gére homojen olan invaryant polinomlar icinasgdersek keyfi invaryant polinom
icin de ispatlamy oluruz.
f(x(l’,x(z) ,...,x‘m)), x® e gore derecesi,, x?’ye gore derecest,, ...., xX™'ye gore
derecesir,, olan her birx®’ye (i = 1,2,..,m) gére homojen olan bir invaryant polinom
olsun. Buradanf 'nin derecesir =r, +r, +...+r_ olur.

Kapelli denkliklerindeki operator determinantinik elemant;
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(Dx(m)x(m) +(m—1)...(DX(Z)X(2) +1).DX(1)X<1)) seklindedir. Bununf 'deki goruintisisu sekildedir:
(Dx(m)x(m) + (m—l)...(DX@X(Z) +1).DX(1)X(1) )f = (rm + m—l)...(r2 +1).r1f

o=, +m=12).(r, +1)r, olarak alahm. f, x® degiskenine bl ise r, >0 olur. Bu
durumdap # Odir.

Operatdr determinantinin gr elemanlarindaD ., ., + @ — 1diyagonal elemanlarini

birakabiliriz. Onlarin etkisi f 'nin bir sayi ile carpimini verir. Bunlarin hepsin"

seklinde karetleyelim. Bu takdirde bdyle bir elemgunsekilde olur:
£°D 4, D s Do
Burada a,>a,,>..>a,>a,, B[ #a, i=12...9 ve pB,B,...B/lar

a,, a,, ...,a;’larin bir permitasyonudur. Buradam= & S, >a, elde edilir. Cunku

g=1 ise yukaridaki ifadepD.Dxﬁxa biciminde oldgundan, S =a elde edilir. O halde

g=2 olmahdir. a, en kiguk oldgundan veg, # a, oldusundan £, > a, olmalidir. Bu
durumda;

p-F = (D o +(M=1)).{D o,y +UD g o f

f7=p"D 4. f

0=D 0D

ay s

olarak alirsak Kapelli denkliklerinin sol tarap. f —ZD.TD halini alir. D , ., f, x™'e

gore f 'den daha klcuk dereceye sahiptir.

Simdi Kapelli denkliklerini gagidaki gibi yazabiliriz:

p.f=>0.f" (m> 4

pf =Y 087+ xOxOKOAY]Q f (me 3
m>4 igin p.f =>0.f%dir. f, x’e bagh ise p# 0 olacaindan f =£DZD.1‘D
0

olur.
Tamevarimla iddiamizi ispatlamaya galim. En kucik durum vektdr sayisinm tane

oldugu durumdur.
m=4 icin ¢,,4,....8y, R XIxxO%] nin ireteg ciimlesi olsun. Gosterelim ki

m>4 icin;
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{¢1’¢2 oo P Dx(i)x(i)¢1 e Dx(k>x(k) ---DX(1>X<1) A ’}

cumlesiR| x¥, x?, ..., x™|" icin trreteg cumlesidir.

m=4 tane vektor icin yukaridaki kabul ggre(35) cimlesinin Urete¢c cimlesi olglu
aciktir.

m-1 tane vektor icin (35) cumlesi Urete¢ cimlesi olsgimdi m tane vektdr durumuna
bakalim. x®,x® ... ,x™ vektorleri icin r, =0 ise m—- 1 vektére donitigiinden iddia
gegerli olur.r; #0 olsun. Polinomun derecesi=r, +r, +...+r_ oldusundan bunlardan

biri sifir ise m— 1 vektdér durumuna gelegmden iddia gecerli olur. Dolayisiyla hepsi
sifirdan farkh olsun.
“<” siralamasina g(‘jre(rl,rz,...,rm)’den kicuk olanlar icin iddia dwu olsun.

D f 'nin x™’

xPrxa1

e gore derecesif 'den kuclk oldgundan D , ., f (35) cumlesi ile
uretilebilir. Yani C¢ igin;
Dot =04, 0,...6,D8,,Dp,...Dgy ...)

f :%DZDxﬂkxak --'Dxﬂzxaz‘/’(¢11¢2 v @n-DP1 D@, .., DYy )

olur. Sondaki ifadeyi acarsak:

D re: (81,05 -1, 84-D81,DP; ... DBy ) =

ov ov oV ov
=" D, t—D Py t.t—D , P +—D , .0 (D@)+...
a¢1 Xﬁzx ¢1 a¢2 Xﬂ X ¢2 a¢N Xﬂ X' ¢N a¢l Xﬂ X ¢1( ¢1)

Bu sekilde devam edilirsef fonksiyonu da (35) cimlesinin elemanlari cinsinglaniims

olur. Dolayistyladm> 4 icin (35) cUmIesi]R[x‘l), x@, ...,x(’“)]H 'nin Urete¢ climlesi olur.

Bdylece ispat bitngiolur. 4

Not: S= JS olarak alalim. Burada;

,={0}
{(00,0..,0}
{(1,00...,0),(01,0...,0),..,(00,0...,1}

S
S
S

S ={(r,,ry,rypsr, )i+, 40+ =1, ONi = 1,2,3,..,m}
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olarak alinmaktadir. Bis ciimlesi tizerinde bir siralamagpatisi tanimlayalim.

Tanm 38: (r,,r,,...1,).(s.,S,....s,)0S olsun. Eer r +r,+..+r =r ve

S, +S,+...+s, =sicin,

(r,,ry ..ot )<(s,,S, 1.0\ 8,)dir.
Bu sekilde tanimlanan £” bagintisi S Uzerinde bir siralama pantisidir. Simdi bunu
gosterelim:

1) o(r,,r, ,...r,, )OS igin (P o = (A A oldusundan

2) O, )(s,s, s, )0S  igin  (r,r,,...r,)<(s,s,...5,) ve

(s.,s, .8, )< (.1, ,.0r,) oOlsun. Bu elemanlar igin r,+r,+..+r, =r ve
s,+s,+..+s,=s olsun. (r,r,,..r,)<(s.s,...s,) olduwundan r <sdir.

(s.s,,..s,)< (1,1, ,...r,) oldigundan s<r’dir. O halde r=s'dir. Buradan
(r,,r,,....r.) ve (s.,s,,....s,,) S 'nin elemanlardir. Lemma 2'de(8, ,<) iyi sirali ciimle

oldugundan (r,.r,,....r,)<(s,,s,.,...s,) ve (s.s,....s,)<(r.r,,...1,,) oldugundan

Teorem 8 :H [0SQ@3,1) bir alt grup olmak Uzere8 tane bilinmeyen vektér icin

R[ X, x?, x(?”T’nin tireteg ctimlesi{g,,®, ,....#,} olsun. Bu durumdam>3 igin

H, . . . .
R[x“), X ...,x(””] nin Ureteg climlesi;
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{4, ¢, .6, D, B, ..D@, DDG, , .[xOxOxOx| o ¥xOx x|}
(36) bicimindedir.

ispat:(r,,r, ,...,r,, )OS icin T(r,,r, ,...,r,,) 6nermesi yukaridaki ifade olsun.
m>4 icin Teorem 7’e goreO(3,1) grubu icin (36) cUmIesiR[x‘”, x®, ...,x("‘)]H’nin

Urete¢ cumlesidir.
m=4 durumunu goéz 6nine alalim(o,r,,...,r,)0S icin T(Or,,..,r,) dogrudur.

(s.,s,...8,)< (1,1, ,00r,) olan O(s,s, ....,s,)ler igin T(s,s,,...,s,) dogru olsun.
T(r,,r, ,...,r, ) 'nin dogru oldusunu gésterelim:

i (x‘”, x®, x(g)), SO(3,1) -invaryan polinomunu gbz éniine alalim.

m=4 icin;

p.f =017+ XOx XK f

oldugunu biliyoruz. f, x®, x? x®e bal degilse timevarim hipotezi gete f, (36)
ciimlesinin elemanlari cinsinden dretilebilif., x™,x®, x®’e bagh olsun. Bu durumda

p z0’dirve
— 1 O 1 1 2 3 4
== 0.f +—[Ex()x( )X K )}Qf
/Y P

dir. f7in x®,x? x¥e gore derecesiS, 'deki siralamaya goref 'den kucuktir. Qf 'nin
derecesi iser —4’'dir. Tumevarim hipotezine gbére bunlarin toplami (#6) clmlesinin

elemanlari cinsinden vyazilabilir. Dolayisiyld , (36) cumlesinin elemanlari cinsinden

yazilabilir. Bundan dolayilm>3 ic¢in f, (7) cimlesinin elemanlari cinsinden yazilabifr.

haldeOm> 3 icin (36) cUmIesi]R[x‘l’, x@, ...,x(’“)]H 'nin Urete¢ cumlesidirg



2. YAPILAN CALI SMALAR

2.1.k(VU) - invaryant

Tanim 39:U OR*" altuzay olmak iizerel) 'ya R*"in regiler altuzay! denir, ger
rankg! U= boyU ise.
Reguler olmayan altuzaylara singuler altuzaylatrden

U OR*! altuzay olmak tizerek(U) ile U'daki lineer b&msiz siksal vektorlerin
sayisini tanimlayalim.

Tanim 40:U OR*! regiler altuzay olmak lizere, sifirdan farkli keyfilU icin

<u, u> >0 ise,U’ya uzaysal denir.

Tanim 41:U OR** regiller altuzay olmak (izere, sifirdan farkh keufilU igin

(u,uy<0 isel’ya zamansal denir.

U —uzaysal ,boyU=
Onerme 32k(U)=0 - <U -zamansal , boyl
U —uzaysal ,boyl>

Ispat:
=: k(U) =0 olsun.

1) boyU =1olsun.Bu takdirde, sifirdan farkinOU icin U =Sp{L} ile gosterelim.
k(U) =0 oldugundan(u, u) # 0'dir.Eger (u,u) < Oise, U zamansal vektorle uretiigihden
U'daki tim vektorler zamansal olup) —zamansalir. Diger taraftan,(u,u>>0ise, U

uzaysal vektorle uretildindenU’daki tum vektorler uzaysal olup-uzaysadiir.

2) boyU >1 olsun. Bu takdirdel)’'da {u,,...,u,} tabani secelim dyle ki

U=sp{u,..y} ile gosterelim.
Varsayalim ki, U —uzaysa olmasin.Bu takdirde,k(U)=0 oldugundan, U’'daki tim

vektorler zamansal veyd’da en az bir zamansal vektor ve en az bir uzays&tor
mevcuttur.
2.1) Udaki tum vektorler zamansal olamagdf U'daki tum vektorler zamansal

olsaydi indexg! U= boyU olurdu.Ancak boyU >1 oldugundan indexg! U>1 olurdu.
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indexR** =1 ve indexg!. U>1 olup, indexgt U<1 olmasi gerekginden bu celikidir.
2.2)U'da en az bir zamansal vektdr ve en az bir uzaysktor olsun.Bu takdirde,

bunlar lineer bgimsizdirSimdi, A0OR olmak (zere, u+Av vektdorini godzodnine

alalim.Buradau ve v vektorleri igin (u,v}2 ~(v,¥(u >0 olup, buna gore

sy (W du

|, = ) secilirse,(u+Av, u+AV) = 0'dir.Ayrica

u+Av#0 olup, k(U) =0 ile geliir.

[J:Varsayalim ki,k(U) # 0 olsun.

1) boyU =1i¢in U-zamansaleyaU-uzaysal olsun.

Sifirdan farkh uOU icin U =sp[y ile gosterelim. k(U)#0 oldugundan
(u,uy = 0’dir.Bu iseU-zamansabeyaU-uzaysalle celiir.

2) boyU>1licin U-uzaysal olsuBu takdirde, OuOU ic¢in (u,u)y>0 olup
k(U)=0'dir.¢

Onerme 33U OR** altuzay ve F 0O(3,1) olsun.Bu takdirdek(U) = k( FU) .

Ispat:
boyU=m n=1 olsun. Bu takdirde, sifirdan farkli OU,i=1,...m icin U =sp{y} ile
gosterelim.OF 0O(3,1) igin FU = sp{ Fy} dir.

1) k(U)=0 olsun.Bu takdirde 0O0zullU :(u,u} £ 0dir. OF 0O(3,1) igin
(u,u) =( Fu, Fu) # 0’dir.Buradan,k(FU) = 0'dr.

2) k(U) =r,r 21 olsun.Bu takdirde sifirdan farkly OU,i=1,...r igin (u,y)=0"dr.
OF 00,1 icin (u,y)=(Fy,Fy)=0 olduyundan Fu OFU,i=1,..r isiksal
vektorlerdir. F 0O(3,1) oldugundanFu, ’ler lineer b&msizdir. BuradarFU 'da en azr-
tane giksal vektor mevcut, dyle Kk(FU) =r +s, s> 0’dIr.

Gosterelim ki,s=0"dIr.

Varsayallm ki, sZ0 olsun.Bu takdirde, sifirdan farklv OFU i 21rr+ 1r.+4s

mevcut, dyle ki(v,,v) = 0'dr.
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FOO(3,1) i¢in F™0O(3,1) mevcuttur.O zaman(y, v>:<F‘l\(, F‘1y>=0 olup

F~v, OU 1siksal vektorlerdir.Boylec&)'da en azr +s tane siksal vektor mevcuttur.
Diger taraftan, U'da r- tane giksal vektor mevcut olups=0’dir.Bu ise varsayimla
celisir.Buradan,s=0 olup k(U) = k(FU) 'dir. ¢

Sonug 6:k(U), O(3,1)-invaryanttir.

Lemma 3:U OR**' 06zaltuzay vek(U) = m=1 olsun.Bu takdirde[F 0O(3,1) Oyle
ki, FU=sp{4=(1,0,0.9 y=(w .1 .14 .0 F 2./ seklinde ifade edilebilir.

Ispat: boyU=m n=1 olsun. Bu takdirde, sifirdan farklx OU,i=1,...m igin
U =sp{ x} tabanini gésterelimk(U) =r,r =1olsun. Bu takdirdel'daki lineer bgimsiz
Istksal vektorlerinix JU,i=1,...r ile gosterelim.
Diger taraftanboyR*" = 4 oldusundanboyU < 3'dir.
X = (%1, %50 X Xo)» = 1,..., 1T ile gOsterelim.
x OU,i=1,..r 1siksal vektorler oldgundan(x, %) =0,i=1,...r 'dir. Buradan
X2+ %,0+ X2 = x,2=0,i=1,...,r’'dir. Buradax, # 0’dur.

Simdi x :i, i=1,...r vektoriinii ele alalim. Boylece =(ZE,Y31) ,i=1,...r elde

4
edilir.Buradax ,i =1,...r Isiksal oIdLgundan<Z,¥> =0,i=1,...r 'dir. Buradan
X2 +%,2+ %X, =1=0,i=1,...r’dir. BoyleceX,” + %, + X,  =1,i=1,...,r elde edilir.

cosa sing  sir sifB cof

. N -si 0 0
Simdi Fyi sOyle secelim ki, F = sihd _C T _ J0O(3,1)
cosa co simr cof - siA
0 0 0 1

Fx =(1,0,0,3 olsun.Fx =(1,0,0,) :§ gosterelim. Béylece,

FZ=(ZZE1)==}< i= 2,...,r ve Fx =(Zzzi)= X, i= r+1,...,molup

FU=s =>,< 1=1,...,r,r+ 1rr} ‘e getirilir.
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simdi, U=x,u=x-U0,i=2,..0 Ve U=x-x U, i=r+l..m vektorlerini

tanimlayalim. Dier taraftan, Onerme 33'tek(U) = k( FU) oldugundan,k(FU) > 1'dir.

BuradanFU =sp{ 4 =(1,0,0.9 y=( .1 .14 .0 .F 2.1 elde edilir.4

Lemma 4:W OR*' 6zaltuzay ve

W = sp{TF(l,0,0,]) w=(u.u.u.0.F 2,...,r}1olsun. Bu takdirde,

k(W)=1 < u,=0,i=2,...m’dr.

seklinde ifade edilebilir.

=:Varsayalim ki,u,,i =2,...m’lerden en az biri sifirdan farkli olsun.O zamaum, # 0
alalim.

Gosterelim ki, sifirdan farkld DR mevcut, dyle ki u, + Au, 1siksaldiru, # 0 oldugundan
2(6, .

(U, u,)

(uz, u2> #0’dir.O zaman A = alahm.

Gosterelim ki,A £ 0’dir.

Varsayallm ki, A=0olsun.Bu takdirde <Jl u2> = 0’dir.Ancak <Jl u2> =u,z0
oldugundan,bu bir cegkidir.Béylece A #0’dir.Burada, Jl+)lu2 Istksaldir.Boylece
k(W) >1elde edilir ki, buk(W) =1 ile celir.

Dolayisiylak(W) =1 i¢in u, =0,i = 2,...m’dir.

takdirde,W = sp{ﬂ:(l,o,o,]) w=(0u 4,0 F 2,...1}1’d|r.
LTlDW oldusundank(W) =1'dir. k(W) =1 oldugunu gosterelim.

Varsayalim ki, k(W) >1 olsun.Bu takdirde, A OR,i =2,...m’lerden en az biri sifirdan

farkli olmak tizereNVde u, 'den baka lineer bgimsiz JHZ/W seklinde giksal vektor
i=2

var olsun.
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u+> Ay isiksal oIdLgundan,<Z)liq DA q>:0’d|r. Ancak u, OW, i=2,...,mler ve
i=2 i=2

i=2

onlarin lineer kombinasyonlari standart i¢ (;arplhdlugmdan,<2/1iq,24q>:O’dan
i=2

i=2

Z/]iui =0'dir. BuradanA =0,i = 2,...m’dir. Wde v, 'den baka siksal vektor yoktur. Bu
i=2

ise varsayimla caiir. Boylece, k(W) =1'dir. ¢

Tanim 42 .U O R*! 6zaltuzay olmak lizerek(U) =1 ise, U’ya isiksal altuzay denir.

olsun. EBer k(W) >1ise, 02<i<m oyle ki u, #0dir.

Onerme 34 k(U) >1ise k U )= boyU.

Ispat:boyU = m n>1 olsun. F 0O(3,1) i¢in k(U) = k( FU) 'dur.
k(U) >1 oldugundank(FU) >1'dir. Bu takdirde, Lemma 3’ten Oyle bif 0O(3,1) vardir
ki, 6yle ki FU = sp{q U,..., un} seklindedir.k U )= m oldugunu gosterelim.

k(FU) >1 oldugundank(FU) = 2’dir. O zaman en az biri sifirdan farkl

i=2

_ 2

A, = A =0,i = 3,..m segilirse,u, + >_ Ay = u +4,u, isiksaldir. Bunu

(u,,u,) ~

u, = u, + A,u, ile gosterelim. Buradd, ile u, lineer bgimsizdir. Ber lineer bgimli
olsaydi, A, =0 olurdu. Bu iseA, # 0 ile celisir. Boylece FU 'da en az iki tane lineer
bagimsiz siksal vektor vardir.k(FU) > 2 oldugunu gosterelim. Buradd JR olmak
tzere,u =u + A (u,+ y), i=3,...,m vektdrlerini tanimlayalim. Bunlarigiksal old@gunu
gosterelim.

<L71 u, + q> = <f!l L5> +<T{ u> =0+ u,= u,# 0'dir. Diger taraftanu, +u vektorleri
uzaysal vektorler oIdukIarlnda(rm2 +u,u,+ q) # 0’dir. Boylece, burada

KAL)
(W +u, 4 +y)

A =

Ji=3,..m secilirse,u, =u +A (u,+y), i=3,...,m vektorleri
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1siksldir. Simdi, bunlarin lineer baamsiz olduklarini gésterelim. En az biri sifirdankfi

olmak Uzere, ;40, + 1,0, +...+ p U= 01 saglayan 14, ...,4,, 'lerin var oldugunu kabul
edelim. Bu takdirdew 0, + 1,0, +...+ 4, U, = 0 bagintisindan

(o + .t U+ (A, + A+ A U+ A gt o+ A u = Celde edilir. Burada
{Jl uz,...,qﬂ} lineer bgmsiz oldgundan,

oA, =0 A+ A+ A pu A= 0uAd = 0= 3,.m’dir. Ancak A #0
oldugundan, Ustteki denklemdep,. =0,i =1,...m elde edilir. Bu ise varsayimla ¢gfi
Dolayisiyla{d;, 0,,...,U,} I1stksal vektorleri lineer bamsiz olup,k FU = m'dir.

k(U) = k(FU) oldugundan,k U ¥ m’dir. Béylece k U )= boyU’dur.4

2.2. Altuzay ve Ortogonal Tumleyeni Hakkindaki Teoem

Teorem 9:U ,R*"in altuzay! veU",U'nun ortogonal tiimleyeni olsun.Bu takdirde,
R*'=U OU" = k(U) #1dir.

Ispat:
O: k(U) #1 olsun. Bu takdirdék(U) =0 veyak(U) >1'dir.
boyU = m n®&lolsun.

1) k(U) =0 olsun. Bu takdirdeJ’'da isiksal vektor yoktur. O zamafluJU igin

(u,uy# 0'dir. Teorem1 kullanilarak)'da {g},i=1,...,m tabani mevcuttur.
u® :{wD M™:(we)=00e0 U, i= 1n}1 alalim.U nU" ={0} oldugunu gésterelim.
VarsayalmU nU" #{0} olsun. Bu takdirde0# vOR** i¢in vOU n U dir. Buradan

vOU ve vOU" dir.
vOU" ise (v,v) =0 olup v-isiksaldir. Ayni zamandaOU oldugundan, buk(U) =0 ile
celisir. Dolayisiyla

Unu”={0} dr. (37)

Simdi R*'=U +U" oldugunu gosterelim.

Keyfi vOR*" igin w:v—ZmXG,, e)( v @ ¢yi tanimlayalim.
i=1
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Burada (g, W) =0,i=1,..,m olup wOU"'dir. Boylece w:v—ZmXG,, e)( v e ¢den
i=1

v=wsd (e, (v colup

M™ =U +U" yazilir. (38)
(37) ve (38)denR**=U OU "dir.

2) k(U) >1 olsun. Bu takdirde Sonu¢ 2'den
U=sp{U=(1.0,03 u=(u,.4,.us.0 .p=( O ,u; P y# O 3,..Jrseklinde

ifade edilebilir.

u“ :{y:(yl, Yoo Yar Yy) DR :< y,~u>=< yyh=00uw, W UF 2,.., r}w alalim.
<y, ﬁ1> =0'dan y, = y, elde edilir. O zaman

u- :{y:(yl, Yoo Yoo W)OR* :(y wy=00,p0 U, F 2,..., r}lyaznlr. (39)
Varsayalim k(UD) #0 olsun. Bu takdirde 8 yOU" icin (y,y)=0dir. Buradan
y, =0,i = 2,3 elde edilir.

(Y1) =02 Yithy+ Yol + Y3l;=0=> ¥ U= 0= y= 0 elde edilir.

20
Bdylece y =0 olup, buy # 0 ile celisir. Buradank(U") =0’dur.
Diger taraftan, varsayimimizdaU) >1 olupU n U " ={0} 'dr.
Simdi R**=U +U" oldugunu gosterelim.
(39)'daki (y,u ) =0 ifadesinden

YU, + Yy, =0,i=3,...,ndr. (40)
(40) sisteminin rankm-1 ve bilinmeyen sayisi 3'tir. Bu takdirde bu sistem tane
bagimsiz  dgiskeni olup, bu dgiskenler U“'de taban olsturur. Buradan
boyU"” =4 - m'dir.O halde

R**=U +U"dr. (41)
BoyleceR*'=U +U" ve U nU"” ={0} oldugundanR**=U OU "dir.

=:R*'=U OU" olsun.k(U) 21 oldusunu gosterelim.
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Varsayalimk(U) =1 olsun.Bu takdirde Lemma 4’ten

U :sp{q =(1,0,0,d y=(0w 1 .0 = 2r}1 seklindedir.Yukaridaki (39) ifadesi
alinirsa, burada (39)'daKiy,u)=0= y,y,+ % ;= 0, i= 2,...,r elde edilir. Bu sistemin
¢cozumleri iginde gikar olarak,y, =0,i = 2,3 ¢6zimu vardir. Bu ¢ozim altinda
y=(y,0,0,y,)0U"dir. Ancak yOU oldugundanU nU" #{0} 'dir. Bu ise

R*'=U OU" ile gelisir. Boylecek(U) #1'dir. 4

2.3.G=0(3,1)Grubu ve G = SQ3,1) Altgrubu icin R[X]® Halkasinin Uretecleri

Tanim 43 :0(3,1) grubununR®** tizerindeki etkisini alalimf , R** tizerinde tanimli
bir polinom olsun. f(gx, g%, ....,9%)=A( 9 f{ x, X, ..., %), 0gOO(3,1) olacak
sekilde D)l(g) fonksiyonu mevcutsd (xl, X, )gn) polinomuna nispO (3,Binvaryant
denir.

Tanim 44 : Yukaridakii(g) fonksiyonuna airlik fonksiyonu denir.

Agirlik fonksiyonu aagidaki 6zelliklere sahiptirflg, g,, g, O(3,1) igin;

1) A1(9,9,) =4(a)4(g,) (Gnerme 20'den)

2) A(g) = £17dir.

Gergekten, Onerme 23'e goré(g) =(detg)k ‘dir. Keyfi gd0O(3,1) icin detg==+1
oldugundanA(g) = +1dir.

Tanim 45 : f, nispi O(3,1)invaryant polinom olmak uzerellg10O(3,1) icin
Ag) =1 ise, f 'ye cift (mutlak) invaryant polinom denir.

Tanim 46 :f , nispi O (3,1} invaryant polinom olmak tizergy 0 SQ3,1) igin A(g) =1
ve A(g) =detg = -1 ise, f 'ye tek invaryant polinom denir.

Ornek 36 : O1) ={1,-1} grubununR (izerindeki etkisini alalimf OR olmak tizere;
M) =1 ve A(-1)=1 ise, f(-x)= f(x) oldugundanf -cift invaryant polinomdur.

A1) =1 ve A(-1)=-1ise, f(-x)=-f(x) oldugundan, f -tek invaryant polinomdur.
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Onerme 35 :

(i) Cift invaryant polinomlarin toplami ¢ift invgant polinomdur.

(ii) T, cift invaryant polinom ved R olmak tzered.f polinomu ¢ift invaryant

polinomdur.

(i) Cift invaryant polinomlarin ¢arpimi ¢ift iraryant polinomdur.

Ispat:

i) f, f, cift invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,
f(g=A(g) £(®, f,(99=1(9) (X, A(g)=1 seklinde yazilabilir. Simdi
f,(x) + f,(X)'in ¢ift oldugunu gosterelim:
f(e0+ (g9 =A(9 f(3+A( 9 H ¥x=A( 9( & X+ L ¥ oldugundan,
A(g)=Ldirve f(x)+ f,(X) cifttir.

i) f, cift invaryant polinom vel JR olsun. f ¢ift oldugundan,
f(gx)=A(g) f(%, A(g) =1 seklinde yazilabilir. Buradan,
Af(gx)=)l(/](g) f(x))=M( g f(3=A( g4  xdir ve A(g)=1 oldugundan A f (x)
cifttir.

i) f,, f, cift invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,

f.(99=1(g) £(%, f,(gX=A(9) £,(%, A(g)=1 seklinde yazilabilir. Buradan,
f(99 (9 =(A(9 1(3)(A(9 1 X)=A( 9A( § L x L }dir ve  A(g)=1

oldugundan f, f, cifttir. 4

Onerme 36:

i) Tek invaryant polinomlarin toplami tek invaryanttir
i) f, tek invaryant polinom vedOR olmak UzereAf polinomu tek invaryant
polinomdur.

lii) Tek invaryant polinomlarin ¢arpimi ¢ift invaryardglmomdaur.

iv) Tek ve cift invaryant polinomun carpimi tek invamygolinomdur.
Ispat:

i) f,, f, tek invaryant polinomlar olsun. Bu takdirde,

f,(gx) =detgf (x), f,(gx) =detgf, (x), detg=-1yazilabilir. Buradan,
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f.(gx) + f,(gY =det gf (X+ det gf (X= detd f(x¥ f (¥'dir. detg=-1 oldusundan
f,(x)+ f,(X) tektir.
i) f,tekinvaryant polinom vel R olsun. f tek old@undan,
f (gx) =detgf (x), detg = — Iseklinde yazilabilir. Buradan,
Af(gX) :)l(detgf (x)) = A detgf (xX)= detdl f (x’'dir.  detg =-1loldugundan Af(x)

tektir.
i) f,, f, tek invaryant polinomlar olsun. Bu takdirdef,(gx) =detgf (x),

f,(gx) = detgf, (X), detg = - Iseklinde yazilabilir. Buradan,
f.(g%) f,(g® =(det of (X)(detgf (x) =( detg)2 f (X) § (xdir ve detg=-1 oldugundan
f, f, cifttir.

V) f, tek ve f, cift invaryant polinomlar olsun. Bu takdirdd,(gx) = detgf, (x),
f,(9x)=A(9) £,(X, A(g)=1, detg =-1seklinde yazilabilir. Buradan,
f,(9) f,(9% = (det of (Y)(A( 9 £(R)=detogf (N( § F( ¥ detf f(R f(Ydir ve

detg = -1oldusundan f, f, tektir. ¢
Ornek 37 : f(xl, %, )gn)=[ X % >gn] invaryant polinomunu alalim.

f(o%, 9%, ... 0%)=[ 9x gx ... gd= detp x x ...;§ olduundan [x X, ...X,]
polinomu tek invaryant polinomdur.

Onerme 37:

i) f, ciftinvaryant polinom iseQf tek invaryant polinomdur.
i) f,tekinvaryant polinom iseQf cift invaryant polinomdur.

Ispat: Kapelli denkliklerininm = n durumunu hatirlayalim:

Do +(m=1) D -+ Dmg
S(M-1) o (m) Dx(m-l)x(m-l) +(m_2) D)gm—l) ) ;o 0, m>n
[x(l)x“)...x(”)}ng, m= n

Dx(l) x(m) DX<1) xm-1) LR D NN

Simdi 6nermenin ispatina gecelim:
i) f, cift invaryant polinom olsun. Bu takdirde Sonute8 D, f 'nin de cift invaryant

polinom oldgu ortaya ¢ikar. Buradan;
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Tg‘z)Dyx(i)f(x(”, X2, ...,x(m’): Do v f( NS S ...,>€")):
=D, f (g XV g X? g.)é"”_) =
=D, 1 (X0, X, . x")
olur.
T(_;‘”[x(l)%z)...%m’}(zf:[ g X g ... g)?”] Fo t[ R Q... 5?)] S0
yazilir.
[g.)é”g.)é”...g.)ém)](z f:[ X %’...)Q“’} i f
= o@{ XM X2 x“.“.)} O f:[ ¥D X2 >£’.“.)}Q f
oldugundan;
TPOf =detgQf oldugundan,Qf , tek invaryant polinomdur.
i)y f,tekinvaryant polinom olsun. Bu takdirde Onerns&deh
D,, (Trfl) f) = Trfz)( Dyxf) oldugundanD,, f de tek invaryant polinomdur. Gergekten,
h0O(3,1) olsun.h1SQ3,1) ise,
(Th‘”f)(x): f(h‘lx): f( Yolur, BuradanTh(Z)(Dyxf): D,,f oldugundan,D,, f
polinomu SO(3,1)-invaryan’tir.
Simdi h[JO(3,1) yani deth =—-1 olsun. Buradan,
(TOf) (9= f(h'x=A(9g f(3=-1. f(Y=- (3 olur.
Th‘z)(DyXf) =D, (-f) :T,ﬁz)( Dyxf) =-D,f oldugundan,D,,f tek invaryant

polinomdur.

Buradan;
Tg‘z)Dyx(i)f(x(l), X2, . xm) = Do B f( %0, %2, o) =
=D, f (g XV gxX?, L, g.)ém)) =
=D ,4(9) F(X0, X2, ., xm)
olur.
TO[ XK. XM ]Qf=[ g g ®...g£']Q = det g R ®..%]Q
[gxP g0 ] TQ f=detd ¥ £ ..2’]Q olduyundan,TPQf = Qf

oldugundan,Qf , cift invaryant polinomdurg
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Onerme 38 :f (x‘”, X, ...,x‘”‘)), SO(3,1) -invaryan polinom olsun. Bu takdirde;
(K, X, k™) = (60 ) ()
seklinde f, cift ve f, tek SO(3,1)-invaryan polinomlarin toplamiseklinde tek turli

yazilabilir.

Ispat: f (X) :(x‘”, X2, ., x('“)), keyfi SO(3,1) -invaryan polinom olsun.

-1 0 0 .. O
0O 1 0 .. O

h={... ... " ... ...|] olacaksekilde h(JO(3,1) alalim. Buradadeth=-1 ve
O 0 o .. 1

h™ = hdir. Bu takdirde, ¢(x) ==( f(X)+ f(hX)cift polinomy(x) ==( f(x) - f(hX)tek
i 2

polinomdur. Gergekteng [0 O(3,1) ve detg =-1i¢in, g = g h= hg,

olacaksekilde g,, g, 0 SQ3,1) mevcuttur veg, = gh*, g, = h™g’dir. Buradan;
_ 1 1 ;

g0Sq3,1) |se,¢(gx):E( f(gR+ f( hg))() ZE(  x+ { hgit h)<d|r.

Burada;hgh™ O S@3,1) ve f, SO(3,1) -invaryan oldusundan,

#@) =2 ((3+ (1)) =p(Holur

g00(3,1) ve detg =-1ise,@(gx) = %( f(g9+ f(hgy)'dir.

Burada; g = g, h olacaksekilde g, [ SO3,1) mevcuttur.

#(gx) :%( f(g.h®+ f( hg¥)yazariz. Buradaf 'nin SQ3,1) -invaryan ve hgd SQ3,1)
oldugu kullanilarak,

#(gx) :%( f(hy + f(3)=¢( 3 elde edilir. Dolayisiylap(x) :%( f(x)+ f(hy),

O(3,1)-invaryant'tir. Yani cifttir. Simdi ¢/(x) :%( f(x) - f(hY)'in tek invaryant
oldugunu gdsterelim: Bunun i¢in 6nce bun@®  (3,H)varyan oldugunu gosterelim:

001SAE.1) ise. (99 = ( (99~ f(hgy) =2 ( ¥~ € hatf )} dir
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hgh™ O S@3,1) ve f, SO3,1) -invaryan oldugundan,(gx =%( f(x - f(hy)=w(3
elde edilir.gd00O(3,1) ve detg =-1ise,

(@) =3( (99~ f(hg9)=5( (g k- { ho)

yazariz. Buraddng S3,1) ve f 'nin SQO3,1) -invaryan oldugu kullanilarak,
t//(gx)=%( f(hy - f(R)=-w(} elde edilir. Dolay|5|ylaw(x):%(f(x)— f(hy) tek

invaryanttir.4

Teorem 10 :

i) Keyfi cift invaryant polinom,<>g,xj>,i,j:1,2,...m’lerin polinomu olarak ifade
edilebilir.

i) Keyfi tek invaryant polinom ¢(x1x2>§n) cift invaryant polinom olmak lzere
[)gl X X, X J¢( X, %00 %) i< b< < i3 iy, dy= L..mlerin - polinomu  seklinde
ifade edilebilir.

Ispat : T,,," ile (3+1)-boyutlu uzayden-tane vektore bgi onermeyi gosterelim.
m>4 durumunda Kapelli denkliklerinin 1. kismi kullaanék, teorem,T," - T,/

durumuna indirilir [38].

Bu taktirdeT,,," durumunu inceleyelim.
m=4 durumunda Kapelli denkliklerinin 2.kismi kullamék, teorem, T,, > durumunun

incelenmesine indirilir[38].

Kapelli denklginin m=4 olan durumunuf 'ye kullanalim:
1 * -
f==>»P.f +|x x x x |Qfdir. (42)
pz I: i 2 3 4]

f - ¢ift olsun.S 'deki siraya goreP. f polinomu f 'den kiguktlr ve keyfiP.f* polinomu

cifttir. (P.f"’ler D Da(l)ﬁ(l)f* seklindedir.)

a(i)ﬁ(i)'"
[)gl X, X, X JQf terimini inceleyelim:
Qf ’nin derecesir -4 oldusundanQf icin T}, dogrudur.

f, ciftise, Qf tektir. Qf icin T, dogru oldugundan,Qf =[x, X, x X, |#

3
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seklinde ifade edilebilir. Burad#, cifttir. Dolayisiyla,

Do ox Jet=leox xox JLxoconx]es| - e |4
(o) e (0 %)

seklinde yazilabilir. Buradag, cift ve S ’'deki sirasi f 'den kuguk (derecesi kiguk)
oldugundan ¢ polinomu <>§, xi>’ler cinsinden ifade ediliyor. Bundan dolayi 'nin cift
oldugu durumdaf igin T, dogrudur.
Simdi f, tek olsun. Bu takdirde (42)ili gindeki P.f"'ler de tektir. P.f ’lerin S 'deki
siras! f *den kiguktur. Buna gor®. f”’ler icin T}, dogrudur.
Simdi [)gl X, X, X ]Qf terimini inceleyelim:
f , tek old@gundanQf cifttir. Dolayisiyla f polinomu[>q1 X, X, X ]Qf polinomlarinin
toplamiseklindedir. Buradap , ifttir. Sonugtaf igin T, dogrudur.
simdi T,,,;> durumunu inceleyelim. Burada ispat iki kisma agril

1) Cift invaryant polinomlarin incelenmesi. (Buiiy, ile gosterecgz.)

2) Tek invaryant polinomlarin incelenmesi. (Buhy” ile gosterecgz.)
Simdi ;

1) T,..* kismini ispatlayalim.Bunun anlami (3+1)-boyutlayda 3 tane vektore pla

cift invaryant polinomlara ait 6nermedir.Burada,

f (%, %, %), O(3,1)-¢ift invaryant polinom olsun. Burads, x,, x, JR** lineer bgimsiz
vektorleri X, = (X, X Xz %) s %= ( Xy Xon X3 Xh s X5 ( Xy Xap Xy X, ile gOsterelim.
detG (x ,% ,% )% Colsun.

Bu takdirdeF DO(3,1) ile Fx =y =( Y., ¥, 0, ¥5) , i= 1,2,% sekline getirilebilir. Boylece
detG (y,,Y, , %) Cdir. Bu takdirde, f (¥, ¥,, ¥s) :¢(< Y, ¥>) i< j=1,2,%seklinde

ifade edilebilir. Ayrica buradéyi} ,i=1,2,3ler R*"in elemanlaridir. Dier taraftan,

FOO(3.,1)

#((v. %) =2((Fx. Fx)) = ¢((x x))dir. O zamanf (x, %, %) =¢(({x. X))

seklinde ifade edilebilir.
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Varsayalim detG (x ,%, ,% )= C olsun. Bu takdirde, H.Weyl [38,syf.4,Lemmal.l.Adid

cebirsel gitsizliklerin énemli olmadil prensibine gore, bir polinom kokleristhda sifir

ise her yerde sifirdir.Yani, ¢cozumggnir.
Diger taraftan, f (., Y,,¥;) polinomu, R**'de {y},i=12,3lerin O(2,1)-invaryant

I
polinomudur.Yani (¢ tane vektorin cift polinomudBoylece durumT,,* - T.S'U

incelemeye iner.

Burada m=3 durumunda Kapelli denkliklerinin 2. kismi kullagmék, teorem

T,..° - T,/ durumuna indirilir [38].

Boylece ispatimizT,,** durumunu incelemeye iner. Ancak yukaridaki kisakidgibi

ispat yapilirsaT,,,” - T2$ durumuna indirilir. T2 durumui.Oren [29]'da ispatlanngtir.
2) T,..”” kismini ispatlayalim.

f (%, %, %), O(3,1)-tek invaryantpolinom olsun. Burada;, x,, x, JR** lineer bgimsiz

vektorleri X = (X, X Xz %2 s %= ( Xy Xon Xos Xoh, X5 ( Xy X Xy X}, ile gOsterelim.

Bu takdirdeF 0O(3,1) ile Fx =y =(y,, ¥,,0, y5) , i= 1,2, sekline getirilebilir.

f (%, %, %), O(3,1)-tek invaryantpolinom ve F JO(3,1)oldugundan

f (%%, %)= f(F(x), F( %), F( x))=det F.f( y, %,y olur. FOO(3,1) oldusundan

F™ meveut veF*00(3,2)'dir. F(x)=1y,i=12,3ifadesindenF*(y;)=x%,i=1,2,3

yazabiliriz. f (x, %,, %), O(3,1)-tek invaryanpolinom oldgundan

f (%%, %)= f(F*(y), F'(y), F'( ) =detF".f( %, . elde edilir.
Z 10 00
Simdi z= 2 |OR* ves= 01 00 ,detd =-1olan d00(3,1) alalim.Buradan
z, 00 -10
Z, 00 01
10 0 0|z Z
01 00 | ,
0z= 0 0 -1 0 Z = _Z olur.Bud00(3,1)'i {y,, ¥, ¥3 e kullanirsak
00 0 1z |z

oy, = y,i=1,2,3 elde edilir.Buradan
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f (¥ Yo ¥5) = F(3(%),0( 1) .9 ( %))=Q?f£-f( %, %, ¥=- 1 ¥, ¥, ) olduundan

f (Y, ¥, ¥5) =0 elde edilir. Béylecef (x, %,, %) =0 olur.O haldef (x, %,, %), O(3,1)-tek

invaryantpolinom sifirdir.

Sonug olarakT,,> durumunda keyfi invaryant polinm{m X, > 1,1 =1,2,Zlerin polinomu

olarak ifade edilebiliyor. Bu T,,,"’de daszru olduzundan T,,,"'de keyfi cift invaryant
polinom <>g,xj>,i, j=1,2,...m’lerin polinomu olarak ; keyfi tek invaryant pobm , ¢ -
cift olmak [Jzere[>q1 X, X, X ]¢ seklinde tek invaryant polinomlarin toplami olar&kde
edilebilir. ¢

Teorem 11 x, X,, ..., %, 'ler R*"de bilinmeyen vektorler olsun. Bu takdirde;

03,1 s ..
GD R - cebirinin Ureteg

<>g, xj>, i, j=12.m;i<| sistemi, R[X, X, ...,X,]
sistemidir.

Ispat: Bu aslinda Teorem 5'in 1. kismidr.

Teorem 12 x, X,, ..., %, ler R*"de bilinmeyen vektorler olsun. Bu takdirde;
(%, %), 1,j=12..m;i< |
[&1 >$2--->.<4]; i< .<i,sm

sistemi, R[x, %, - %] " R-cebir’inin Greteg sistemidir.

Ispat: Bu teorem, Teorem 5'in ve Onerme 38’in bimsmdur.4

2.4.0(3,1) Grubu icin Gram Matrisi ve Gram Determinanti

Tanim 47 :R** dort boyutlu reel vektor uzayi ve, x,, ...,x OR** olmak tzere,

(%, %) e (X, Xp)
B matrisine X, X, ,...,X,, vektorlerinin Gram matrisi denir. Bu

(X2 %) (Xys Xem)

matris G(x,, X, ,..., X, ) ile gosterilir.
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Tanim 48 : Gram matrisinin determinantina Graneeinanti denir. Bu determinant
detG(x,, X, ..., ) ile gésterilir. Yani;
(X, %) e (XX

detG(x,, X, .. X, ) = dir.

Not:x, X, ...,%x, OR*" ise,

X = (X X2 Xz %) 2 %= ( Xy Xo2 Xon Xohooon X=( X5 X 2 X o X)ORY

Xll X21 an
olmak tzere| 2 2 v 2 matrisini |x,..x,| ile gosterelim.
Xl4 X24 )‘n4

Tanim 49:A= (aj ) i=1,...,n;j=1,2,3,<bir matris olsun.
A :(aji), i=1,..n;j=1,2,3,«matrisine A matrisinin transpozesi denir.

Onerme 39 :{x, %, ..%} Vve {v ¥, ...%} OR*"de vektorler sistemi,

1 00 O
010 0 ) (o) (%)
%10 0 1 o olsun. Bu takdirdej|x..x,| 7] w..%|= '
000 -1 (X Vo) oo (X Vi)
dir.
Ispat:
Xll X12 X13 X14 1 O 0 O yll y21 Y1
T |l X X Xz Xy 0100 Yi2. Y2 -+ ¥ o _
R N R I R
X Xme X Xm)\O0 0 0 =D\ Yy Yoq - ¥4

X1 X Xz TXyg) (Y Ya o Ma
X M) (% X
X1 X Xz T Xy . Yo Y 0 Yo — < . 1> . < : > ¢+

. . . . y13 y23 M(S
» Y] Y
X Xpo Xe ~Xm) Yz You o Yea <Xm 1> <Xm k>
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Not: [x, %, % X, | matrisinin determinantini,
del, x, % x[=[x % x% x| ilegdsterelim.

Sonug 8 %, %, %, xOR** olmak tzere,detG(x,%,%,%)=-[% % x% ¥
dir.

I[spat: Ustteki 6nermedek=m=4 ve y,V,, VY, Y, Yerine x,%,x, %, alinirsa,

detG (%% %, %) =|( x.%)| . =-[ %% %, 9§ olur ¢

1j=1,2,3,4

Onerme 40 x, X, ...,x, OR** olmak tzere,

) m>4 icin,detG (%, %, , ....%,) = Cdr.

i) m=4 igin,detG(x, %, , % , %)< Cdir.

iii) 1<m< 4 igin, X, X,,...,%,’'ler lineer b&imli ise detG(x , %, , ....%,) = (

iV) m=1igin,detG(x)= 0= x-sifirdan farkli $iksal veya sifir vektori ise.

V) m=1igin,detG(x)> 0= x-uzaysal vektor ise.

Vi) m=1icin,detG(x) < 0= x-zamansal vektor ise.

Ispat:

i) m>4 olsun. 4-boyutlu uzayda, 4'ten fazla vektdér @dodan x,X,,...,X
vektorleri lineer bgimhdir. O halde, x, %, ....,%, lineer b&mli oldugundan
k=1, 2, ..., migin bir x, vektoruni dier vektorlerin bir lineer toplanyeklinde yazmak

mumkinddr. Genelli bozmadark = m alip, x,, =A.x +...+ A,_;.X,., yazalhm.

O N O S
detG(x, ...%,) = (Xoss %) Oss %) =
(AXF et A X X)) e e (ALXe AL X0 %)
(10 %) - (x. %)
= <Xm_1, X1> <>§n-1’ >$n> =0 bulunur.
A(X X+ A (X X)) e AU F AL % %)

Cunkd matrisin son satiri, gér satirlarin bir lineer toplami oldundan sonug sifirdir.
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i) m=4 olsun. Bu durumdaX =[x % % x| seklinde vektorlerin siitun matrisi
olmak uzere,
detG(x, %, %, %)= Xn X dir.
detG(x, % ,% %)= de( X'n X): de(t Xr) .dép) .d(etx)

det(x )=det(XT) ,det(r7) =-1 olduzundan,

detG( %, % %, %)=~ de( X )Z’dir. Ancak det(X)” = 0 oldugundan,
detG(x, % ,%, %)< Cdir.

iii) X.,X,,...,X, vektorleri lineer baimli olsun. Bu takdirdedetG (X , X, ,....%,) = (
oldugu 6nermenin birinci kismindaki gibi gosterilir.

iIV) m=1 olsun.
detG(x)=(%,%)= 0= x-isiksal veya sifirdir.

V) m=1 olsun.
detG(x)=(%,%)> 0= x-uzaysaldir.

Vi) m=1 olsun.
detG(x)=(x%,x)< 0= x-zamansaldir

Teorem 13:{VXm 1< m<2} lineer b&imsiz vektorler sistemi olsun. Bu takdirde,
k(VXm ):1@ detG( % ,% ,....x,) = Cdr.

Ispat=: k(VXm )=1 olsun. Burada Lemma 4ten [FOO(3,1)
FU ={% =(10,0, % =(0%, X, .9 ,Z i< n}'dir. Diger taraftan, Onerme 33'ten
k(U) = k(FU) 'dir.
detG( % ,%,...%,) = detd Fx Fx ,...Fx)= deG x"x ,.2x) = oldusundan,
detG( % ,%,....%,) = Cdir.
O:detG(%,%,....%,) = Colsun.
Varsayalimk (U ) # 1'dir. Bu takdirde,k(U) =0 veyak(U) > “dir.

(i) k(U)=0 olsun.
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(i-1) boy(U) =1 olsun.m=1 icin U =sp{ x} ile gésterelim. Dier taraftank (U) =0
oldugundan0# x, JU 6yle ki (X, %) # 0'dir. BuradandetG (x )# 0'dir. Bu ise,

kabulumuzle cefir.

(i-2) boy(U) >1 olsun.k(U) =0 oldusundan, Onerme32'ded -uzaysaldir. Bu
takdirde, M.Karata[21]'den detG(x1 % xn) # Cdir. Bu ise kabulle ceir.
(i) k(U)>1 olsun. Bu takdirde, Onerme 34'dérfU ) = boyU'dir. Burada,
boy(U) >1'dir. Burada Sonug 7°defiF 0O(3,1) :

FU ={%=(10,0.) X =(% X, % .0 Di X# 0,% i< njdir.

VarsayalimX,, # 0 veX, = 0j= 3,...m olsun.Bu takdirde,

detG(X ,% ,...%,) = detq Fx Fx ,..Fx)= deG x x ,. ) di.

detG(% % ,...%,) =-%, detd % ,..7%) elde edilir. Ancak {%;,...,%} ler lineer
bagimsiz ve uzaysal vektorler olduklarindan Oklid umnawki vektorler olarak alinabilir.

Ancak OkKlid uzayindadetG(%,....%,)# Cdir. Diger taraftan, detG(x ,%,....X,) =
oldugundan, detG (% ,% ,...%,) =—%, detd % ,..7x) = oldusundan %, =0’dir. Bu ise
varsayimla cefir. Dolayisiylak (U) =1'dir.. ¢

Sonug 9:{me A< n’} vektorler sistemi vek(Vxm );tl olsun. Bu takdirde,

{%-.i %} ler lineer baimsizdir= deG( % % ,..x)# ‘dir.
2.5.0(3,1) Grubunun Yérungeleri

Onerme 41 :A=(§ (D,BD 0O(3,0) olacaksekilde AOO(3,1) ortogonal dongiim
mevcuttur.

Ispat : AOGL(4,R) icin A:[g (ij,BD 0O(3,0) olsun. AOO(3,1) oldugunu
gostermek icinA'7 A= 7 oldusunu ispatlayalim.
sosfs [0 30 5 35 17 0

| JO(3,0), I-birim matris oldgundan A1 O(3,1) dir. ¢
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VerilenkOR igin,
Y, :{x=(>g, %, % ¥)OR*:( x X= k % (} climlesini gosterelim.
Onerme 420(3,1) ortogonal grup olmak lizere,
) kz0icinY,, k=0 icin Y, ve{O} cumleleriO(3,1) grubunun yérungeleridir.
i) O(3,1) grubunun bunlardan klea yoringesi yoktur.
Ispat :
)
i.1) k#0 icin Y, cumlesini alaim.BuradaxOY, icin (x,X)=k denklemini

inceleyelim.

.1.1) k>0 ve x=(X,...,% ) OR** olsun. Bu takdirde,
(x,x)=k=> £+ %+ %~ %= k= £+ %+ %= k j elde edilir. Buradak+x # 0'dr.
O zamank+ x. = § ile gosterelim. Burada; + X5 + X = &, s> 0 oldugundan, buR*'te
syaricapli  kire denklemini  verir.  Bunu kiresel kiioatlar dilinde,
X, = scosa sinB % = ssimr siff x= sco8 seklinde ifade edebiliriz.Simdi, sOyle

cosa sing  sir siB cof

—-sina cosr ,
F,= _ . 00(3,1) alalim. Bunu xXe kullanirsak,
cosa cog?  simr cof - sif
0 0 0 1

Fx=(s0,0,%) =" elde edilir.x# y olan yOY, alalim. Tanimdary, y) = k>0'dir. Bu

y vektort yukaridaki gibi incelenirse, biF, JO(3,1) icin F2y=(p,0,0,y4):7 elde

a 0 O0@b
. 0 0 - . 2 12
edilir. BuradaF = 0 10 alahm. Ber FX =y olacaksekilde a“—b" =1 sartini
b 0 0 a

sgglayan a bR 'ler mevcut ise].Oren [29,syf.60]'daki Onerme 31'defa 1 O(3,1) olup
ispat biter Simdi bunu gosterelim.
astbx=p

FX =y’den
ax, +bs=y

} elde edilir. Bu sistem coziiliirsa,= Po_ %% =S¥~ PX

S-x gy

elde edilir.Buradas’ - X # 0'dir.Eger s~ =0 olsaydi, (X,X)=0 olurdu ki bu ise
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(X,)#20 ile celsir. Burada a’-b’=1 oldusundan, FOO(3,1)'dir. Boylece
F,"FF,00(3,2) olup (Fz‘lFFl)x= y'dir.Yani, k>0 durumunday, 'nin keyfi iki vektori

denktir.

i.1.2) k<0 olsun. Bu durumda (i.1.1) kisminin ispatina bengkilde incelenirse,

k <0 durumunday, 'nin keyfi iki noktasinin denk oldtu gorilur. Sonugtallx DR*™ igin
<x, x>, O(3,1)-invaryant oldusundan’y, 'daki bir nokta ,onun ginda baka bir noktaya
denk dgildir. Yani, k#O0 icin Y, ciimlesiO(3,1) grubunun yortngesidir.

.2) k=0 igin Y, ={ x=(x, %, % %)OR*: x 0( x k= ¢ cimlesini alalim.x0Y,
olsun. Tanimdan <x, x>=0,x¢ O’'dir. Burada Xx=(x,X, X%, X) olarak alirsak,
(%, x)=0=> %"+ %+ %>~ %*= 0 bulunur, (43)
Buradax, # 0'dir. (Eger x, = 0 olsayd,

X2+ %2+ % = x°=0= x’+ x°+ x’=0= x=0, & 1,2,2dir.Bu takdirde, x=0 olup
bu x# 0 ile celiir.)

(43)ten x* + x,” + x> = x” elde edilir. Bu durum i.1.1'deki gibi incelenirdgir

F, 00(3,D)icin Fx=(x,,0,0F%,) =X elde edilir.Simdi x# y olan yOY, alalim.
Tammdan( Y, y> =0’dir.Buy vektoru yukaridaki gibi incelenirsé;, 1 O(3,1) igin
F,y=(Y,0,05y,) =7 elde edilir.Simdi FX =y olacaksekilde F JO(3,1) mevcut
oldugunu gosterelim.

.2.1) X=(x,,0,0,%,) ve y=(,,0,0,y,) alalim. Bu takdirde

00(3,1) mevcut, dyle kiFx =y dir. Boylece F,'FF,00(3,1)

O O O 9
© o = O
O r» O O
O o o T

oIdugundan(F4‘1FF3)x: y’dir.
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.2.2) Xx=(x,,0,0,%,) ve y=(,,0,0,~Y,) alalim. Bu takdirde

a 00 b
0O 10 O . . e a

F= 0 01 0 0O(3,1) mevcut, dyle kiFx =y 'dir. Boylece F,"FF,11O(3,1)
-b 0 0 -a

oIdugundan(F4‘1FF3)x: y’dir.
Yani, k =0 durumunday, 'in keyfi iki vektor denktir.
Sonugcta; OxY, noktasiniy Y, noktasina gotirece®(3,1) ortogonal don§lim mevcut
oldugundany, cumlesinin keyfi iki elemanO(3,1)-denktir. yIY, olsun. Eer y =0 ise,
{0} nokta Y, 'in highir noktasinad(3,1)-denk dgildir. Eger yOY, ve y#0 ise, yOY, bir
kOR,k#0 icin <x, x>, O(3,1)-invaryantoldusundan Y, in higbir noktasi y -noktasina
O(3,1)-denk olamaz. Dolayisiyl¥, ctmlesiO(3,1) grubunun yoringesidir.

i.3) {(OO)} noktasi OF 0O(3,1) icin F(0)=0 oldugundan {0} noktasi O(3,1)
grubunun yoringesidir.

i) OxOR** noktasi alalmx=0 ise,x-elemanl{O} yoringededirxz 0

olsun. Bu taktirde bik OR igin (x, x) = k'dir. Eger k =0 ise xU Y, 'dir. Eger

k0 ise, xY, 'dir. O(3,1) grubunun bunlardan Blea yoriingesi yokturg

2.6.0(3,1) Grubu icin Vektorlerin Denklik Teoremi

Tanim 50 :O(3,1)pseudo-orthogonal grupn=1 igin V," ve Vym vektor sistemleri

olmak uzere,x,y OR**i=1,...m icin (gOO(3,1) oyle ki y, =g.x,i=1,2,...m ise

0(3,1)
V," ve V" sistemlerineO(3,1)-denkdenir veV," ~ V" seklinde gosterilir.

Onerme 43 0O(3,1) ortogonal grup olmak tizerep=1 igin

(3.1

0@
Vi ={x=0 veV; ={ y# Q olsun. Bu takdird&/; + V, dir.

0(3,1)

Ispat: m=1 igin V; ={x=0} veV, ={ y# Qolsun. VarsayalinV; ~ V; olsun. Bu
takdirde Cg 0 O(3,1) dyle ki y = gx’dir....(1)
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Ancak x=0 oldugundan (1)deny=0'dir. Bu ise V; ={yz0} ile gelsir. Varsayim

0(3,1)
e 1 l, .
yanlgtir. Boylece V, + V,'dir. ¢

Not : Bu kisimdan itibare’V," ve V" sistemlerindeki vektorlerin timind sifirdan

0(3,1)

farkli alacgiz.(Cunkd V," ~ V" ve V" sistemindeki en az bir vektor sifir ise

Onerme43'tenV,"'deki en az bir vektor sifirdir. O zamaw," veV,"lerin denkligi

0@3,1)
V" ~ V,"" durumuna iner. Burada benzer uygulama yapiliigd," ve V" lerin

X

0(3,1) 0(3,1)
denkligi V,"? ~ V,"? durumuna iner. Byekilde devam edilerekyV,” ~ V," denklii

0(31) L
Vo~ Vyl’lerin denkligine iner. Bu ise, Onerme43’te incelentiti Sonuc¢ olarak,

X

V," ve V" sistemlerindeki vektorlerin timinu sifirdan farkdacaz.)

Not : V" sistemindeki lineer Hasiz vektor sayisi rank\,"ile gosterecgz.

0(3.)

Onerme 44 m>1icin V," ~ V," olsun. Bu takdirdeankV;" = rank\("dir.

0(31)

Ispat:m=21icin V" ~ V" ise(QOO(3,1) dylekiy, =g.,i=12,..m (44)
Varsayalim rankV[" # rank\(" olsun. rankV" = r rON alaim. Bu takdirdeV,"'de
sifirdan farklix,...,x ler igin  {x,,....x} sistemi lineer bamsizdir. Ancak (44)den
Y, = 9.%,i=1,2,...m oldugundanV,"de {y,,...,y;} sistemi lineer bamsiz oldgundan,

rankV;" = r,rON elde edilir. Bu ise varsayimla ggti BoylecerankV," = rank\("dir. 4

Sonug 10 V" ve V,"sistemlerinin ranki,O(3,1)-denkolarak invaryanttir.
Teorem 14:{VXm ,m2 ]} {Vym ,mz]} iki vektor sistemi verankV," = rank\f" =4

olsun. Bu takdirde,

0(31)

V" ~ V[ = <>§, >g>:< Y, y>, i< j=1,...,nrdir.
1spat:{vxm ,m2 ]} : {Vym ,m2 ]} iki vektor sistemi verankV," = rank\(" = 4 olsun.

o(31

)
=:Varsayallm V" ~ V" olsun. Bu takdirde,(g0O(3,1) :y = gx,i= 1,...,ndir. O

g00(3,1)

zaman,<yi,yj>=<g>i<, g>J<> = <9<, ?<> qup<>g,x].>=<y,3j/>,is j=1,...mdir.
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O: Varsayallm<>g,x].> =< Y, 3J/>, i< j=1,...molsun.

{VX’“ ,m2 ]} : {Vy’“ ,m2 ]} iki vektor sistemini verankV," = rank\(" = 4 alalim.

m=4 olsun. Bu takdirdeV,’ ={x, %, %, x} , V;' ={ Vi, ¥, ¥, ¥} seklindedir. Buradan
Vi ={x, %, %, %} veV,'={y, v, ¥, ¥} sistemlerindeki vektorler lineer pansizdir.
simdi, { X, %, %, X} ve {y., ¥, ¥5, Y} vektorlerinin olgturdugu matrisleri sirastyla,

Xil X21 X3l X4l

X12 X22 X32 X42
X = = ve
|| X1 XZ X\; )9'” Xl3 X23 X33 X43

Xa Koy Xy Xy

Yiu Yo Y Ya
Yio Y2 Y Ya
Yis Yz Yz Va3
Yia Yoo Yau Ya

Y=y v ¥ ¥= ile gosterelim{x, x,, x;, X} ve

{Yi, ¥>. Vs, Y2} 'ler lineer b&imsiz oldgu igin detX # O ve detY # 0'dir. O zaman,
Y = AX olacaksekilde A0 GL(4,R) mevcuttur. (45)

Diger taraftan,<>g,xi>:< Y, }J/>, i< j=1,...,4ssitli ginden

G(X, %, % %)= 4 Y, % ¥ ¥ elde edilir. Buraday JO(3,1) olmak (izere, busélik
X'nX =Y'nY seklinde ifade edilebilir. (46)
(46) ifadesinde (45) kullanilirsaX™nX =(AX)'n( AX)= X Ag Ax elde edilir. Bu
esitlik sol taraftan (XT)_l ve sg taraftan X' ile carpilirsa, A'”7A=n elde edilir ki,
buradaAl O(3,1)'dir.Boylece, y, = Ax,1< i< 4 olur. 47
Simdi, m>4 alalim.

(x,%)=(y,y) i< j=1,2,3,¢ve(x,x)=(y, y),1< i< 4,5¢ j< m gitliklerinden,
X'nx =Y'ny,5< j< melde edilir. Burada = AX kullanirsak,

XTnx =( AX)' 17 y = X' An y elde edilir. Bu gitlik sol taraftan (XT)_l ile carpilirsa

nx, = Ay elde edilir. A"y A=r’dan A'p =A™ elde edilir. Bu ifade7x; = A7y 'de
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kullanilirsanx; :/7A‘1yj elde edilir. Bu ifade soldan 6neeve sonraA matrisi ile
carpilirsay; = Ax ,& j< m elde edilir. (48)
Boylece,

(47) ve (48) ifadelerindeny, = Ax <li< m elde edilir, 6yle ki ADO(3,1) oldugundan

0(31)

vV dir ¢



3. BULGULAR VE SONUCLAR

1. U OR*"in ozaltuzayr olmak tizere,R*"in 6zaltuzaylarinin tipleri, U -uzaysal
Ozaltuzay,U -zamansal 6zaltuzay W -isiksal 6zaltuzay olarak u¢ tip olarak Tanim 38,

Tanim 39 ve Tanim 40’ta tanimlarytr.
2. UOR>"in zamansal veya uzaysal 6zaltuzayl olmak lzéw@))ON sayisi ile

Ozaltuzaylar arasindakigki,

U —uzaysal ,boyU=
k(U)=0 = {U-zamansal , boyl I olarak Onerme 32'de veriltir.
U —uzaysal ,boyl>

3. k(U) =1 = U —siksal, boyU= 1 oldugu Onerme 32’nin sonucudur.
4. k(U)ON’nin O(3,1)-invaryantoldugu Onerme 33'de gosterilwiir.
5. k(U) =1 durumundaJ’nun bir tabaninin genel goérunttsu
U :sp{q =(10,03 y=(w.w.u.0 F 2;}1 seklinde oldgu Lemma 3'te

verilmistir.

6. k(U) =1 durumunda is&’nun bir tabaninin genel gorintisu
U :sp{q =(10,0 yu=(w.w.u.0 F 2,...;}1$eklinde oldgu Lemma 4'te

verilmistir.
7. k(U)>1 durumundak Y ¥ boyU oldusu Onerme 34'te ispatlangtir.

8. R*"in altuzayi ve onun ortogonal tiimleyeninin dirééplami ilek U YJN arasindaki
baglanti,

R*'=U OU" = k(U) #1 seklinde Teorem 9'da verilngir.
9. Keyfi ¢ift invaryant polinom olmak tzere,

<>g,xi>,i, j1=1,2,...m’lerin,

keyfi tek invaryant polinom isay}(xl, xzxn) cift invaryant polinom olmak tzere

[)gl X X X ]¢( X, %o %) i< b< < Qi iy, ndy= L..mlerin

polinomuseklinde ifade edilebileg@ Teorem 10’da verilntir.



92

03,1 e . ..
G R - cebir inin tiretec sisteminin

10. R[X,, Xy, ooy Xy ]
<>g, x‘.>, I,bj=12,.m ;i< j seklinde oldgu Teorem 11'de gdsterilrtir.

11.R[%, %, - %] """ R-cebir'inin reteg sisteminin

<)§’ Xi>1iaj:1,2,...r,n N

seklinde oldgu Teorem 12'de gosterilmtir.
(% %% ]; I<i<i<.<ism

12. 0(3,1) grubu icin Gram determinantinin 6zelikleri Oner@da gosterilmytir.
13. {VX"‘ 1< m<4} lineer b&imsiz vektorler sistemi olmak tzere,

k(VXm ):1 - detG( % ,% ,....%) = Coldugu Teorem 13'te gosterilrytir.
14. {VX"‘ 1< n’} vektorler sistemi vek (VX"‘ )# 1 olmak Uzere,

{%,....x,} 'ler lineer bamsizdir= deG(% % ,..x)# seklinde oldgu Sonug
9'da verilmistir.

15. O(3,1) grubunun tiim ydriingelew, :{x:(>g, %, %, X)OR™:( x X= Kk % (}

olmak tizerek # 0 icin Y, , k=0 i¢in Y, ve {0} cimleleri oldgu Onerme 42'de
bulunmutur.

16.V," ve V" vektor sistemlerinirO(3,1)-denklikte ranklarinin invaryant

0(3)

m21icin V" ~ V] iserankV}" = rank{" oldugu Onerme 44 ve Sonug 10'da
gosterilmitir.
17. rankV,;" =4 oldugu durumunda denklik probleminin ¢6zimu

0(31)

V" ~ V- <>§, )g> :< Y, y>, i< j=1,...,mseklinde Teorem 14'de verilrtir.



4IRDELEME

H.Weyl [35], 1897 yilinda E.Study [38]'In ¢cgitnasindan yararlanara®(n,R) ve
SQ(nR) gruplari icin noktalarin invaryantlarini bulgtur. 1946 yilinda yayinlag
kitabinda [35] bu invaryantlarin Lorentz grub@(p, g R)ve SQ  p qR) gruplari igin

bulunabilecgini belirtmistir. Ancak bu kitapta sadece bir not olarak kalniu gruplarin

invaryantlari tam olarak incelenmegtii. i.Oren [26]'daO(1,1) ve SQ(1,1) gruplari igin
noktalarin Urete¢ invaryantlari sistemini elde gtmiTezde ise,0(3,1) ve onun altgrubu

SQ(3,1)'in R** 'deki noktalarinin ureteg invaryantlari sistemiunmustur.

R.Ho6fer [15]'de Reel Geometrilerde m tane noktanwaryantlari bulma ile grasmis
ve bu noktalarin yoriingelerini Gram matrisleri yandyla ifade etmi ve Minkowski
uzayinda Orneklerglir.Diger taraftan i.Oren [28]'de O(1,1),S0O{1,1) ve Lorentz
gruplarinin yéringelerini ve vektorlerin  denklikartlarini  vermgtir. Tezde ise,
0O(3,1)grubunun yoringeleri ve lineer gsiz vektor sayisi dort olgunda denklik
problemi ¢ozulmgtar.

R.Hofer [14]'de Minkowski uzayindsiksal altuzay kavrami ifade edilgnve siksal
altuzayin ve giksal olmayan altuzayin boyutu, Gram matrisinin kradlilinde ifade
edilmistir. Tezde ise, Minkowski uzayinda Gram matrisinim Ozelikleri ve altuzaylar
icin invaryant olan bir sayl bulunmgtur.Bu sayl yardimiyla altuzaylarin tipleri ve bays
ile aralarindaki bantilar verilmgtir.

G.L.Naber [24,25]'deO(3,1)grubu ve onun altgrubu ile ilgili 6zelikleri incetastir.

Minkowski uzayinda invaryant altuzay ve onlarinedtir toplami ile grasmistir. Ayrica
A.LMal'Cev [22,syf.212,Teorem 2]'de altuzaylae onlarin ortogonal tiimleyenlerinin
direkt toplami olarak yazilabilmesi icin gerekliaalsartin bozulmany altuzay olmasi
gerektgini ispatlamgtir. Tezde ise, bunun bgekilde yazilabilmesi icin, altuzaylarda
invaryant olarak bulunan sayi ileghantisi verilmstir.

O(3,1) grubunun yoériingeleri, k U ON, O(3,D-invaryanthigt , R*%in
Ozaltuzaylarinin tipleri vk U DIN ile aralarindaki ikkiler, altuzaylarin direkt toplami ile

k(U)ON arasindaki ifki hakkindaki teorem, Gram determinantinin 6zetikle denklik

problemi ¢ozulmgtar.



5. ONEHLER

(3+ 1) -boyutlu Minkowski uzayzaman geometrisi icin noktalaesrilerin ve

yuzeylerin invaryantlarinin bulunmasi ve bunlaraikel problemlere uygulanmasi

6nem|idir.mtane(m>1) noktanin, grinin ve yiizeyin denklilgartlar nelerdir?

Aralarindaki bgintilar ve bunlarin fiziksel anlamlari nelerdirbigsorularin cevaplarini

aragstirmak gereklidir.1< m< 4durumunda vektorlerin denklik probleminin ¢ozimili@k
geometrisindek'o(n) grubundaki kadar net olarak ortaya konulamiyomuuicin yeni

kavramlar ve bglantilar gerekmektedir. Bu kavram vegpoatilar nelerdir? Bu elde edilen

yeni bilgiler siginda bu denklik probleminin ¢6zimu nasil olmaktadu yontemler

O( P, q) ve onun altgruplari icin uygulanabilir mi?

Bu sorularin cevaplari ataillmis ancak tam olarak sonuclara silamamstir. Bu

sorularin cevaplarini bulmak icin farkli yontemggreklidir. Bunun igin biz bu geometriyi
(3+1) -boyutta inceleyerek,0(3,1) grubu igin bu sorularin cevaplarini kismi olarak

bulmaya caktik.
Tez cajmasinin 6nemi:

1. Minkowski uzayzaman geometrisinde vektorlerivairyantlarinin bulunmasinda
invaryant teorisi yontemlerinin 6nemli olglinu géstermektir.

2. Tezde kullanilan yontemler $ka geometrilerin ( Simplektik, Uniter, Projektif ve
digerleri) noktalarinin invaryantlarini bulma problewé dnemlidir.

3. Tezde kullanilan yontemlegrerin ve yizeylerin invaryantlarini bulmada onedirl
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