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OZET

Bu caligmada, “Rasgele hacimli genisletilmis (s,S) tipli modeller” denilen yari-
Markov bir model ele alinmis ve bu modeli ifade eden stokastik slire¢ matematiksel olarak

olusturulmustur. Ayrica olusturulan siirecin sonlu boyutlu dagilimlar {Tn} yenileme siireci
ve {Yn} rasgele yiirliylis siirecinin olasilik karakteristikleri ile ifade edilmistir. Bunun yani

sira, slrecin smir ve toplamsal fonksiyonelleri matematiksel olarak olusturulmus ve
incelenmistir. Baz1 zayif sartlar altinda, siirecin ergodik oldugu gosterilmis ve ergodik
dagilim fonksiyonunun agik sekli bulunmustur. Bunlara ek olarak siirecin ergodik

dagiliminin karakteristik fonksiyonu, Sy, smir fonksiyoneli yardimiyla ifade edilmis ve

bundan yararlanarak, C, rasgele degiskeninin,A >0 parametreli iistel dagilima, 2. ve 3.
mertebeden Erlang dagilimma ve (a,)A) parametreli Gamma dagilimina sahip olmast
durumunda, siirecin ergodik dagilimimin ilk doért momentleri i¢in, kesin formiiller elde
edilmistir. Ayrica, , rasgele degiskeninin,A >0 parametreli iistel dagilima, 2. ve 3.
mertebeden Erlang dagilimma ve (a,A) parametreli Gamma dagilimina sahip olmast

durumunda, siirecin ergodik dagilimmin ilk doért momentleri ve siirecin ergodik
dagilimimin basiklik ve garpiklik katsayilart i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde

edilmistir. Ayn1 zamanda, C, rasgele degiskeninin, L > 0 parametreli iistel dagilima sahip

olmas1 durumunda siireg i¢in zayif yakinsaklik teoremi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yenileme Siireci, Rasgele Yiirliylis Siireci, Yari-Markov Rasgele
Yiiriiylis Stireci, Sinir Fonksiyoneli, Toplamsal Fonksiyonel, Wald
Ozdesligi, Spitzer Ozdesligi, Basamak Degiskenleri, Zayif
Yakinsama, Asimptotik Davranis



SUMMARY

Investigation of extended models of type (s,S) with random volume by analytic

and asymptotic methods

In this study, a semi-Markov model called “The extended model of type (s,S) with
random volume” is considered and the stochastic process expressed by this model is
constructed mathematically. Furthermore, finite-dimensional distributions of the
constructed process are given by means of the probability characteristics of renewal
process {T,} and random walk {Y, }. Besides, boundary functional and additive functional
of this process are constructed mathematically and investigated.

Under some weak assumptions the ergodicity of this process is discussed and
function of ergodic distribution of this process is found explicitly.

In addition to these, the characteristic function of ergodic distribution of this process

is expressed by means of boundary functional Sy,). Exact formulas for the first four
moments of ergodic distribution of this process are obtained by using them when the
random variable £, has an exponential distribution with A >0 parameter, Erlang
distribution with second and third order, Gamma distribution with (a,A)parameter.
Moreover, based on the above results, asymptotic result for the first four moments and
skewness, kurtosis of ergodic distribution of process are obtained when the random
variable {, has an exponential distribution with A > 0 parameter, Erlang distribution with
second and third order, Gamma distribution with (o, ) parameter as A — 0.

At the same time, weak convergence theorem is also given for the process when the

random variable C, has an exponential distribution with A > 0 parameter.

Key Words: Renewal Process, Random Walk Process, Semi-Markov Random Walk
Process, Boundary Functional, Additive Functional, Wald Identity, Spitzer
Identity, Ladder Variables, Weak Convergence, Asymptotic Behaviour.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Olasilik teorisinde stokastik kavrami, ilk kez bu teorinin kurucularindan olan J.
Bernoulli (1654—-1705) tarafindan kullanilmaya baglamigtir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen {nli olasilik¢t V. Bortkiyevig (1868-1913)’in biiyiik
katkisiyla yirminci asrin baglarinda yeniden kullanilmaya baslamistir.

Stokasik slire¢ kavrami ise sistematik olarak A.N. Kolmogorov ve A.Y. Hingin gibi
tinlii olasilik¢ilar tarafindan ortaya konulmus ve bu alanda ilk esasli sonuglar elde edilmeye
baslanmistir. A.N. Kolmogorov giiniimiizde Markov tipli siire¢ler olarak adlandirilan
stokastik siireclerin esaslarin1 ortaya koyarken, A.Y. Hing¢in c¢alismalarinda stasyoner
stiregler olarak adlandirdig1 stokastik siirecler iizerinde ¢aligmalar yapmistir. Cagimizda
stokastik stireclere iliskin problemlere biiyiik ilgi gosterilmektedir. Bu alanda emegi gecen
baglica bilim adamlar1 arasinda N. Wiener, W. Feller, J. Dobb, R. Fisher, J. Neumann ve
H. Cramer gibi olasilik¢ilarin isimlerini anabiliriz.

Stokastik modellerin 6zellikle de Markov veya yari-Markov stokastik modellerin
uygulama alanlar1 hizla genislemektedir. Ornegin giivenirlilik, stok kontrol, risk,
matematiksel biyoloji ve sigorta teorisine iligkin bazi problemler Markov veya yari-
Markov modeller ile ¢oziilebilmektedir. Literetiirde, 6zellikle sigorta teorisi ilgili pek ¢ok
calismalar bulunmaktadir. Ornegin, J. Debicka ilgi diizeyi ve gelecek - yasam siiresinin
rastgele oldugu bir sigorta kontratindan gelen gelecek 6demelerinin nakit para degerleri
icin bir model caligmistir. Sigorta poligelerinin bir portfolyosuna ait gelecek 6demeleri
akisinin nakit para degerinin ilk iki adimina formiil olusturmak {izere bir matris formu
tiiretmistir. Ilgi diizeyi i¢in ise Wiener yontemini sart kosmustur [20].

Bir insanin yagaminda yapilan sigorta, sigorta sozlesmesinin iki farkli bilesimi
sekilde yapilandirildig: bilinmektedir.

—Belli tarihlerde, sabit miktarlarda 6denen yillik hayat ddenekleri,

—Sigortalinin 6liimiinde 6denen sabit miktarda hayat sigortalari.

Aktiiel teoride, gelecek tazminatlar1 (yillik 6denege veya hayat sigortasina gore
O0denen), bazi ilgi diizeylerince bugiine iskonto edilir. Bu, rasgele degisken olan tazminatin

bugiinkii degerini Uretir. Pratikte, aktiiel deger olarak adlandirilan, sigortali bireyin yasam



stiresine dair tazminatlarin bugilinkii degerinin anlamini bulmak 6nemlidir. Tazminatlarin
bugiinkii degerinin ilk iki momentinin hesaplanmasi gerekir. Ciinkii bunlar primlerin
degerlendirilmesi ve hayat sigortasi kontratlarinin portfoy kosullarinin saptanmasi igin
onemli bir rol oynarlar. Stokastik Oliim sikliginda tazminatlarin buglinkii degeriyle
ilgilenen cok fazla literatiir vardir. Yillik 6denek kontratlar i¢in bazi 6zel yasam ddenegi
kontratlarinin gelecek 6deme egilimlerinin (bir siirekli-zaman modeli i¢in) buglinkii
degerlerinin standart sapmasini ve ana degerini hesaplamistir. Bir kesikli-zaman model i¢in
beklenen deger ve yakin-yillik Odenegin bugiinkii degerinin standart sapmasin
vermektedir [80]. Hayat sigortasi sorununda, portfoy ve gecici sigorta, tazminatlarin
bugiinkii degerlerinin verildigi anlarda, Parker tarafindan analiz edilmistir [81].

Diger taraftan, hayat sigortas1 matematiksel olarak; sigortalidan sigortaciya akan
prim 6demeleri akisi ile (kars1 yonde), hayat sigortasi iirlinlinde sabit miktarlar oldugunda,
gelecek nakit akiglart belirleyen bir dizi seriler olarak hesaba katilir. Bu nedenle, sifir
zamanina gerileyen sigorta kontratindan gelen gelecek nakit akisi olarak, tazminatin
simdiki degerinin benzerdir. Gelecek ddeme akiglarinin anlarinin analizi i¢in, Parker‘a
bagvurunuz [80]. Discrete-time modeli i¢in hayat sigortasi policelerinin (gegici kapsam,
bagis, kuramsal bagis) genel bir portféyosunun tazminat yiikiimliiliikklerinden gelen gelecek
nakit akisinin bugiinkii degerine ait agiklamalar, Parker tarafindan analiz edilmistir [81].
Yine araba sigortalari modelleri ile stokastik ¢alismayi Gourieroux ve Jasiak vermistir.
Yani, onlar tamsay1 degerli otoregresif (INAR) modelini gozlemlenemeyen hetorejenlikle
aciklamiglardir. Modeli araba sigortasinda prim yenilemeye uygulamiglardir ve negatif
binomial dagilima dayanan standart yontemle karsilastirmislardir. Primi alacak kayitlarina
ve alacak doniislerinin zamanlamasina baglamiglardir[35].

Gajek L., farkli zaman modellerinde iflas dagilimlarinin sigorta firmalar1 tizerindeki
olumsuz etkilerini incelemis ve iflasin zaman dagilimini asagidan ve yukaridan sinirlayan
bir algoritma gelistirmistir. Artica algoritmay1 bir monoton integral operatorii iizerine
kurmus ve alt ve iist sinirlarin birbirlerine zarar dagilimlarinin kesin degerlerinin iistel
oranlarini yaklagtirmistir [31].

Bu calismada ise, iflas anmna ek olarak ifade edilen modelin stasyoner
karakteristikleri de ayrintili bir bigimde ele almmaktadir. Ozellikle, asimptotik yontemleri
uygulayarak alinan bor¢ miktarinin ortalamasmin yiiksek oldugu durumlarda ve bazi
kosullarda, modeli ifade eden siirecin ilk dort momentleri i¢in {i¢ terimli asimptotik

acihimlar elde edilmektedir. Bu ¢aligmamizda kullanilan asimptotik yontemler bir



matematiksel ara¢ olarak kullanildigin1 ve bor¢ miktarimin en biiyiik oldugunda siirecin
sayisal karakteristikleri icin asimptotik acilimlarin elde edilecegini vurgulamamiz gerekir.
Gergek sistemlerde genellikle bor¢ miktar1 yukarda varsaydigimiz gibi sonsuz biiyiikliikte
olamaz. Bu durumda elde edilen acilimlarin ilk {i¢ teriminden yardimiyla bulunan yaklasik
formiiller, ortalama bor¢ miktarmmin ¢ok da biiylik olmayan degerlerinde bile gecerli
olacaktir.

Gerek Markov ve gerekse yari-Markov modelleri ile ilgili olarak pek ¢ok teorik
calisma bulunmaktadir. Bu c¢alismalarin 6nemli bir boliimiinde sonuglar teorik bakimdan
onemli olsalar da, uygulamanin ihtiyacim1 karsilayabilecek ozellikte degillerdir. Oysa
uygulamadaki bazi sorunlara net ¢oziimler lireten hatir1 sayilir arastirmalarda vardir. Ancak
bu arastirmalarda incelenen modellerin gereginden fazla idealize edilmis olmalar1 6nemli
bir eksiklik olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin, Saaty’nin ele aldigi (s,S) tipli modelleri
banka sistemlerinin veya sigorta sirketlerinin ¢alismalarina uygulamak miimkiindiir [87].
Diger yandan, bu modele gore ¢alisabilen bir banka sistemine, sistemdeki toplam sermaye
miktarinin belli bir sinir diizeyinin altina inmedigi siirece sisteme bir miktar ekleme
yapmak miimkiin degildir. Boyle bir varsayim, ele alinmig modelin matematiksel olarak
incelenmesini  kolaylastirmasina karsin, gercek¢i degildir. Ornegin, biiyiik banka
sistemlerinde paranin akisini optimal idare edebilmek i¢in bu sisteme siirekli olarak bir
miktar paranin eklenmesi gerekir. Bu durumda, bankadaki paranin rasgele miktarini,
Saaty’nin sundugu klasik (s,S) modeli ile vermek miimkiin olmamaktadir. Bu ve buna
benzer bir¢ok problemdeki benzer zorluklar yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireglerinin
kullanilmasiyla asilabilmektedir.

Bu nedenle, bu calismada, rasgele miidahaleli (s,S) tipli modellerin bazi
geniglemeleri ele alindiktan sonra, bu modelleri ifade eden Stokastik siirecler matematiksel
olarak olusturulup, hem uygulamada hem de teorik bakimdan 6nemli bazi 6zellikleri
incelenecektir.

Baslangi¢c olarak, bu konuda elde edilen kesin (analitik) formiillerin karmasik
yapilarindan dolay1 (6rnegin; ¢ok kathi integraller, ¢cok katl toplamlar v.s.) somut pratik
problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanmak neredeyse imkansizdir. (Baz1 basit 6zel durumlar
hari¢). Bu nedenle ele alinacak problemlerin hem analitik hem de asimptotik yontemlerle
onemli Ozelliklerinin incelenmesi gerekir. Bilindigi gibi, yenileme siiregleri, rasgele
ylirliylis siirecleri ve harmonik yenileme o6l¢iileri i¢in son yillarda bir¢cok asimptotik

formiiller elde edilmistir [16,87]. Bu sonuglarda, goz oniinde bulundurularak, ele alinacak



modeller i¢in gerekli kesinlige sahip olan bir¢ok asimptotik formiillerin elde edilmesi
amagclanmaktadir.

(Calismamiz kapsaminda incelenen rasgele yiiriiylis siirecleri ve yari-Markov rasgele
ylrliylis stlireclerine iligkin kaynaklar o6zetlenerek asagida bir alt alt boliim seklinde

verilmigtir.

1.2. Literatiir Arastirmasi

Bu ¢alismada, stokastik siire¢lerin 6nemli bir sinifin1 olusturan “Rasgele Miidahaleli
Genisletilmis (s,S) tipli modeller” ele alinacaktir. Boylece, arz-talep miktarlarini ve onlarin
ortaya c¢cikma anlarini, rasgele degiskenler dizisi yardimiyla ifade ettikten sonra, belirli
yenileme ve rasgele yiirliylis siireclerini tanimlayarak, bu kavramlarin araciligiyla fiziksel
model, 6zel bariyerli yari-Markov rasgele ylirliylis siireci bigiminde matematiksel olarak
tanimlamak miimkiin olacaktir. ilk asamada bir veya iki bariyerli yari-Markov rasgele
yiirliylis siire¢lerinin son yillardaki gelisimini incelemeye ¢alisalim. Bilindigi gibi yari-
Markov rasgele yliriiyiis siirecleri yari-Markov siire¢lerinin 6zel bir halidir. Yari-Markov
stire¢ kavramu ise ilk kez, birbirinden bagimsiz olarak ve hemen hemen ayn1 zamanlarda,
Levy [67], Smith [98], ve Takacs [105] gibi olasilik¢ilar tarafindan ortaya atilmistir. Ancak
yari-Markov siireclerinin tiimiinde durum uzay: sonlu oldugundan ve sigrama anlari
fiziksel olarak belirlendiginden bu kavramin genellestirilmesi zorunlu olmaktaydi. Bu
nedenle Cinlar [17], Gihman ve Skorohod [32], Serfoza [89], Ezhov ve Korolyuk [26]
caligmalarinda genel durum uzayina sahip yari-Markov siireci tanimlarint vermislerdir.
Ornek olarak, Gihman ve Skorohod tarafindan verilen tanimi inceleyelim.

(Q,3,P,), x € X, olasilik uzaylari ailesi verilmis olsun ve bir (Q,5,P,) olasilik
uzayinda tanimlanmis bir {Xn ‘n > 0} Markov zincirinin verilmis oldugunu kabul edelim.

Bu zincirin,

P {X,(w)=x}=1
olmak tizere, durum uzay1 (X,B) ve gecis olsilig1 ise H(X,B) olsun. nl(w), nz(w),
n3(w),... bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip,{Xn :nZO} ailesinden [0,1] araliginda
diizgiin dagilima sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Her x,y € X i¢in Fx,y(t)’nin

negatif olmayan herhangi bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu oldugunu varsayalim.

(px,y(t) ise Fx,y(t) fonksiyonu, (px,y(i) ‘nin [0,1]’de dagilim fonksiyonu olacak sekilde



negatif olmayan bir fonksiyon olsun, burada & rasgele degiskeni [0,1] araliginda diizgiin
dagilima sahip bir rasgele degiskendir. Bu durumda,
Tk = (kafl,xk (nk)

olmak iizere,

k-1 k
X(t)=X, (W), eger Z‘Ci <t< Zri ise,
i=l1 i=1

ifadesiyle tanimlanan siirece bir yari-Markov siire¢ ad1 verilir. Burada » =0 ’dur.

0
i=1

Nasirova [75] ise 1970 yilinda Ghiman ve Skorohod’un vermis oldugu yari-Markov
stire¢ taniminin 6zel bir durumu olan yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci tanimini
vermistir. Simdi bu tanimi verelim:

{(&i,ni):i:I,Z,...} ayni olasilik uzayr iizerinden tanimli bagimsiz ve ayni tiir
dagilima sahip rasgele degiskenler g¢iftleri dizisi olup, & ’ler pozitif degerli, yani
P{c‘,i >0 }: 1,i=1,2,... olsun. Bu takdirde,

X(t): Zn:ni ,eger T = Zn:f;i <t< i&i =T, ise,
i=1 i=1 i=1
ile tantmlanan X(t) stokastik siirecine bir yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci ad1 verilir.

Yari-Markov siiregleri ile ilgili birgok 6nemli problemleri Borovkov [11,12,13,14],
Korolyuk ve Turbin [60], Cinlar [17,18,19], Takacs [104,105], Korolyuk ve Pirliev [61],
Tomko [106], Smith [98,99,100,101], Spitzer [102,103], Feller [29,30], Anisimov [5,6,7],
Gnedenko ve Kovalenko [33], Shurenkov [91,92] v.s., calismalarinda ayrintili bir bicimde
incelemislerdir.

Stokastik siire¢lerin esas sinir fonksiyonlarinin incelenmesi de olduk¢a dnemlidir. Bu
konuda ilk ¢aligmay1 Spitzer [102] yapmistir. Onun ¢aligmalarini, Rogozin [84] ve Gusak
ve Korolyuk [37] toplam dizisi i¢in genellestirmistir. Daha sonra Rogozin [85] aym
calismalar1 artimlar1 bagimsiz olan siirecler i¢in de hesaplanmis ve genel sonuclar elde
etmistir. Ayrica Gusak ve Korolyuk [39] siirecin degerinin ve supremumunun ortak
dagilimimi vermistir. Skorohod [96] sigramalarinin isareti ayni olan siireglerin 6zellikleri
ile verilen bir seviyeye ilk kez ulasmasi ami arasindaki iliskileri ortaya koymustur.
Borovkov [11] sigramalarinin isareti ayni ve artimlart bagimsiz olan siireglerin belirli bir

seviyeye ilk kez ulagma aninin dagilimi ile siirecin degerinin dagilimi arasindaki iliskileri



vermistir. Levy [67] ise bdyle bir siirecin degerinin infimumu ile supremumunun ortak
dagilimin1 vermistir.

Hem pratik hem de teorik bakimdan yari-Markov siiregleri i¢in ergodik teoremler ve
bu siireglerin ergodik dagilimlari da olduk¢a Onemlidir. Yari-Markov sinifina ait olan
yenileme siirecleri i¢in esas ergodik teorem 1975 yilinda Smith [99] tarafindan
ispatlanmistir. Ayrica Ezhov ve Shurenkov [27] tarafindan da yari-Markov siiregleri i¢in
ergodik teoremler ispatlanmistir. Shurenkov [92] yari-Markov siireclerin  ergodik
dagiliminin varli1 icin gerek ve yeter sartlar elde etmistir.

Yari-Markov siiregler icin en genel durumda limit teoremleri Anisimov [5,6,7],
Sil’vestrov [94,95], Dzhafarov, Nasirova ve Skorohod [23], Korolyuk ve Svishchuk [62]
tarafindan verilmistir. Rasgele yiiriiylis siirecleri i¢in limit teoremleri ise Skorohod ve
Slobodenyuk [97], Nasirova [75] ve Harlamov [40] tarafindan verilmistir.

Yari-Markov rasgele ylriiyiis stiregleriyle ilgili, fakat daha karmagik olan
siireclerden biri de yari-Markov toplam rasgele yliriiyiis siireci olarak adlandirilan bir
stokastik siirectir. Bu siire¢lere 6rnek olarak Nasirova’nin ele aldigi siire¢ gdosterilebilir

[75]. Bu siireci kisaca asagidaki sekilde 6zetleyebiliriz.

(Q,3,P) bir olasilik uzay1 olmak iizere {(&f,nf,&;,n;): i= 1,2,...}, bu uzay lizerinde
taniml1 bagimsiz ve ayni tiir dagilmis rasgele degiskenler dortliileri dizisi verilmis olsun.
& ,m ve & rasgele degiskenlerinin pozitif degerli ve n; rasgele degiskeninin ise negatif

degerli oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

n n n+l
X*(t)zan ,eger T :ZFJ St<i:§i+ =T ,,n>1 ise,
i1 i1 P

Ve

X‘(t):zn:n; ,eger T, :anag St<§i§; =T, n>1 ise,
i=l1

i=1 i=l
olmak iizere ( burada T, =T, =0"dir)
X(t)=X"(t)+ X" (t)
ile tanmimlanan X(t) stokastik siireci yari-Markov toplam rasgele yiiriiyiis siireci olarak
adlandirilir. Bu siire¢ i¢in dnemli olan biitiin olasilik karakteristikleri incelenmistir.
Yari-Markov siireglerinin incelenmesinden sonra, uygulamada ortaya ¢ikan bazi

problemlerin incelenmesi ve ¢dziimlenmesi icin yari-Markov siirecinin kendisi degil onun

degisik tipleri, yani bariyerli tipleri incelenmeye baslamistir. Bunlar bir bariyerli veya iki



bariyerli olarak siniflandirilabilir. Sozii edilen bariyerler ise ortaya ¢ikan somut
problemlere bagl olarak yansitan, tutan, yutan, v.s., olabilir.

Nasirova [75] sifir seviyesinde tutan bariyere sahip olan bir bariyerli yari-Markov
rasgele ylirliylis siirecini su sekilde olusturmustur: {(&i,ni): i= 1,2,...} ayni olasilik uzay1
lizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rasgele degiskenler ciftleri dizisi olup
&, ’ler pozitif degerli, yani P{&i > 0} =1,1=1,2,... olsun. Bu durumda,

X, = max{O,Xn_l +nn}, nx1l;X,=2z>0

olmak tizere,

X(t)= X, eger T = Zn:é;i <t< iégi =T ., ise,
i=1 i=1
ile tanimlanan X(t) stokastik siireci sifir seviyesinde tutan bariyerli bir yari-Markov
rasgele yiiriiyiig stireci olusturacaktir.

Nasirova [75,76] bu silirecin dagilimini, siirecin esas sinir fonksiyonallarinin
dagilimimi incelemistir. Nasirova ve Skorohod [73] bu siire¢ i¢in ergodik teoremi
ispatlanmis ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonunu elde etmislerdir. Nasirova [75] ve
Borovkov [12] bu siireg i¢in seriler seklinde limit teoremlerini kanitlamiglardir.

Stok kontrol, kuyruk ve giivenirlik teorilerinin bir ¢ok 6nemli problemi iki bariyerli
rasgele yliriiylis siirecleri yardimiyla verilebilir ve bu bariyerler belirli tiirlerden olabilirler.
Hem pratik hem de teorik bakimdan énemli olmasindan dolay1 iki bariyerli rasgele yiiriiytis
stiregleri hakkinda ¢ok sayida bilimsel ¢alisma yapilmistir. Ancak yapilan bu ¢aligmalarin
¢ogu sonlu durum uzayma sahip rasgele yiirliylis siiregleri i¢in sinir-deger problemlerine
ayrildig1 goriilmistiir (Korolyuk ve Borovskikh [63], Lotov [68,69,70], Prabhu [82], Zhang
[110], El-Shehawey [24], Weesakul [108], Kastenbaum [44], v.s.).

Sinir-deger probleminin incelenmesi dnemli olmasina karsin ele alinan siireglerin
kendi karakteristiklerinin incelenmesi de olduk¢a Onemlidir. Bu nedenle iki bariyerli
rasgele ylriiyiis stireglerinin kendi karakteristiklerine iliskin bazi bilimsel ¢aligsmalar da
mevcuttur (Feller [30], Spitzer [102], Borovkov [12], Lotov [68], Afanas’eva ve
Bulinskaya [1, 2, 3], Khaniev [47-59], Zhang [110], v.s.). Bunlardan Borovkov [12] iki
bariyerli ve bir boyutlu rasgele yiiriiyiis siiregleri i¢in ergodik teoremini ispatlamis ve
ergodik dagilim fonksiyonu i¢in bir formiil ortaya koymustur. Feller [30] bariyerlerinin her
ikisi de yansitan olan veya her ikisi de yutan olan bir boyutlu rasgele yliriiylis siireclerini

kurmus ve bu siireclerin bazi olasilik karakteristiklerini hesaplamistir.



Literatiirde i1ki bariyerli yari-Markov rasgele yliriiylis silire¢leri hakkinda da bazi
bilimsel ¢calismalar bulunmaktadir. Ancak bu caligmalarda bariyerlerin her ikisinin de tutan
veya yutan oldugu durumlar ele alinmistir. Khaniev [47-48] iki tutan bariyerli yari-Markov
rasgele yliriiyiis siirecini asagidaki gibi olusturmustur.

{(&i,ni) 1=12,... } ayni olasilik uzay1 tizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilima
sahip rasgele degisken ciftleri dizisi olup & ’ler pozitif degerli, yani
P{&i >0 } =1,1=1,2,..., olsun. Bu takdirde,

X, = rnin{B,max{O,Xn_1 +1, }}, nxl;X,=z¢ [0,[3]

olmak iizere,

n n+l
X(t): X,,eger T = z&i <t< Z&i =T , ise,
i=l1 i=1
ile tanimlanan X(t) stokastik siireci sifir ve >0 seviyelerinde tutan bariyerli bir yari-

Markov rasgele yiiriiyiis siire¢ olusturacaktir.

Khaniev [47-48] bu siireg i¢in siirecin dagilimini, verilen bir seviyeye ilk kez ulasma
aninin  dagiliminin  ve siirecin beklenen deger ve varyansi gibi bazi olasilik
karakteristiklerini hesaplamis ve siire¢ icin ergodik teoremini kanitlamistir. Bu siire¢ icin
limit teoremlerini vermis ve siirecin asimptotik durumunu incelemistir.

Ayrica Nasirova, Yapar ve Khaniev [77] sifir seviyesinde yansitan ve 3, >0,

seviyesinde tutan bariyerli yari-Markov toplam rasgele yiirliylis siirecinin su sekilde

~

kurmus ve  calismuslardir: (Q, \S,P) bir olasiik uzayr olmak iizere,
{(&f NLE LM, ): 1= 1,2,...} bu uzay iizerinde tanimli bagimsiz ve ayni tiir dagilmis rasgele
degiskenler dortliileri dizisi verilmis olsun. & ,m, ve & rasgele degiskenlerinin pozitif

degerli ve n; rasgele degiskeninin ise negatif degerli oldugunu varsayalim.
k k
T, =D& ve T, =) & k=1, T =T, =0
i1 i=1

olmak iizere, T, ve T, rasgele degiskenlerini artan sirada yeniden diizenleyelim ve bu

diizenlemeyi T, ile gosterelim.

. =T
M =Y. - -
S, Te=T

olarak tanimlayalim. Bu takdirde,



Xk=min{[3, },kZI,X0=Z>O

X+,

olmak iizere,

eger T, =<t<T,_,, ise, X(t)= X,
ile tanimlanan stokastik siire¢ sifir seviyesinde yansitan ve >0 seviyesinde tutan
bariyerli bir yari-Markov toplam rasgele yiirtiyiis stireci olusturur.

Nasirova, Yapar ve Khaniev [77] bu siirecin dagilim fonksiyonunun Laplace
doniistimii ile siirecin ilk kez yansima aninin ve ilk kez tutulma aninin dagilimlarim
vermisglerdir. Ayrica siire¢ i¢in seriler seklinde limit teoremlerini ispatlamiglardir.

Bunlara ek olarak, Maden‘in [72], ‘Yansitan ve tutan bariyerli yari-Markov rasgele
yiiriiyiis siireci iizerine’, Dikmenoglu’nun [22], ¢ Iki yansitan bariyerli yari-Markov rasgele
yiiriiyiis siireci’ ve Kiiciik’iin [65], ‘Iki bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireclerinin
asimptotik yontemlerle incelenmesi iizerine’ adli doktora tezlerinde iki bariyer arasinda
hareket eden bir parcacigin hareketi incelenmistir. Bu ¢alismalarda, bu iki bariyer
arasindaki hareket icin matematiksel model olusturulmus ve gereken olasilik
karakteristikleri hesaplanmigtir.

Ayrica, 0zel bir bariyere sahip yari-Markov rasgele yiirliylis siirecleri hakkinda
caligmalar da literatiirde mevcuttur. Kesemen [46], ‘Genisletilmis (s,S) tipli modellerin
analitik ve asimptotik yontemlerle incelenmesi’ adl1 yiiksek lisans tezinde, fiziksel model
0zel bir bariyerli yari-Markov rasgele yiirliylis siireci yardimiyla ifade edilmistir. X(t)
stireci  bir {Tn} yenileme slireci ve bir {Yn} rasgele ylriyiis siireci yardimiyla
matematiksel olarak olusturulmustur. Ayrica bu siirecin olasilik karakteristikleri, kesikli
miidahaleyi ifade eden (bor¢ alma stratejisi) (, rasgele degiskeninin [O,B] araliginda
diizgiin dagilima sahip olmas1 durumunda, analitik ve asimptotik yOntemlerle
incelenmistir.

Bu calismada ise, bor¢ alma stratejisi olarak yorumlanan (, rasgele degiskeninin

A >0 parametreli tistel, 2. ve 3. mertebeden Erlang dagilimlarina ve (a,A) parametreli
gamma dagilima sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dért momentleri
icin kesin formiiller ve asimptotik acilimlar ile siirecin ergodik dagilimin basiklik ve
carpiklik  katsayilarmin asimptotik acilimlar elde edilecektir. Ayrica, (, rasgele
degiskeninin A >0 parametreli iistel dagilim olmasi durumunda, siirecin ergodik dagilimi

icin zay1f yakinsaklik teoremi ispat edilecektir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Fiziksel Model

Bu calismada, ele alinacak olan stokastik siireci olusturulmadan once asagidaki
gercek modellere goz atalim.

Model 1. Merkez bankasindaki para rezervlerinin optimal yonetilmesi:

Merkez bankasindaki para stoklariin belirli bir araliklarla (zaman araliklarinin
olasilik karakteristikleri verilebilecektir) fazladan ekler yaparak para rezervlerinin kritik
seviyeye inmesini onlemek ve dolayisiyla Merkez bankasina bagli olan kuruluslarin diinya
ve llke sartlarindan dogan kritik anlarda zor duruma diismesini 6nlemek i¢in bu ¢alismada,
elde edilen sonuglar1 uygulamak miimkiin olacaktir. Ayrica, bu sonuglardan, Merkez
bankasinda ve hazinede olan para rezervlerinin en uygun dagitimini veya yonlendirilmesini
saglamak i¢in optimal dlgiitler ¢ikarilabilecektir.

Model 2. Su barajlarindaki stok miktarinin optimal kullanima:

Barajda toplanan suyun artisi, bu baraja akan irmaklardaki duruma ve o bolgede
yagan yagmurun miktarina bagl olarak, degiskenlik gosterir. Diger taraftan barajdan
sulama i¢in ayrilan sular, buharlasama, yanlara sizma sonucunda kaybedilen sular ve cesitli
amaclar icin diger bolgelere veya dlilkelere verilen su miktar1 da barajdaki suyun
seviyesinin azalmasina neden olan baglica faktorlerdir. Bu faktdrlerin hemen hemen hepsi
rasgele anlarda ve rasgele miktarlarda geceklestigi goz oniinde bulundurulursa, barajdaki
su diizeyinin belli bir sinir diizeyinden agagiya inmeden 6nce dnlem alinmali ve dolayisiyla
sistemsiz kullanimdan dolay1 ortaya ¢ikabilecek sakincali durumlarin 6nlenmesi gerekir.
Bu calisma kapsaminda s6zii edilen 6nlemler ve sakincali durumlarin ¢éziilmesine bilimsel
katkilar saglanabilecektir. Duruma gore ¢esitli kararlar alinabilir; 6rnegin, barajdan diger
irmaklarin suyunun akitilmasi, miimkiinse akitilabilir veya stokta bulunan daha kanaatkar
bigimde kullanimi tavsiye edilebilir.

Model 3. Sigorta sirketlerinin ¢aligmasi:

Bilinmektedir ki, sigorta sirketlerinin anaparasi miisterilerinin ddedikleri ticretlerle
artan, rasgele anlarda gerceklesen kazalar sonucu olusan zarardan dolay1 miisteriye 6denen
miktarlarla da azalir. Sansa bagli olarak, sigorta sirketlerinde islerin bir siire iy1 gitmesi, bu

sirketlerin uzun bir siire istikrarli bir bicimde calisabilmesinin garantisi olamaz. Ciinkii
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(sansizliktan da olsa) arka arkaya gelen kazalar sirketi iflasin esigine getirebilir. Bu
durumla karsilasmak istemeyen sigorta sirketleri zamaninda ek Onlemler almak
mecburiyetindedir. Bu model Sekil 1°de grafiksel olarak gosterilmistir.

Bu c¢aligmanin sonuglari, s6zii edilen dnlemlerin niteligi ve niceligi hakkinda bilgiler
verirken, sigorta sirketlerindeki ana paranin optimal bi¢cimde yoOnlendirilmesinin (sansa
birakilmaksizin) matematiksel algoritmasinida gelistirmis olacaktir.

Simdi, yukarida aciklanan ger¢cek modelleri ifade edebilen stokastik siireci

matematiksel olarak olusturmaya ¢alisalim.

2.2. Siirecin Matematiksel Insasi

{(&n,nn,cn)}, n>1, (Q,F,P) aymi olasilik uzayinda tanimlanmis bagimsiz ve ayni
dagilima sahip rasgele degiskenler ligliileri dizisi olsun. Ayrica &, rasgele degiskenleri
yalniz pozitif degerler, n, hem pozitif hem de negatif degerler, , ise (s,S) aralifindan
degerler alabilsinler. Yani, P{g >0}=1; P{n,>0}>0; P{n, <0}>0 ve
P{(;1 €(s,S) }=1 "dir. Burada s ve S sabit degerler olup, 0 <'s < S < oo ’dur.

.M, ve ¢, rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlarinin bilindigini varsayalim
ve onlari sirasi ile asagidaki gibi gosterelim:

oft)=P{g <t

F(x) = P{n, <x |;

n(v) = P{{ < v,
burada, t € (O, + oo); X € (— 0, + oo); Ve (s, S)’dir

{

{Trl } yenileme dizisini ve { Y, } rasgele yliriiyiis stirecini agagidaki gibi insa edelim:

Tn:_nzlgi’ Yn T]i’ nZla

burada, T, = Y, = 0 dur.
Simdi de, tam degerler alan {Nn }, n > 0 rasgele degisken dizisini tanimlayalim:
N, =N(Z)=NZ =inf{k21:z+Yk <s},

burada, N, = 0’dur.

N =inf{kZNn+1:§n+Yk—YN" <s}, nx1,

n+l

burada, inf(&) = +oo sart: kabul edilmistir.
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Ayrica, 1, =Ty, n2 1 dir. Burada, t,=0 ‘dir. Ve her t > 0 icin,
v(t)=max{ n>0: T, <t} olsun.
Simdi de ele alacagimiz stokastik siireci asagidaki gibi tanimlayalim:

Her te [rn,rn+l), n >0, igin,

X(t) = max{ 0, C, + Y,y — Yy, }

olsun.
Burada,

Co=z€(s,S) ve Y, 4 = Yy 'dir.

X(t) siireci bir bariyerli belli bir Yari-Markov rasgele yliriiyiis siirecidir. Bu siire¢
“Rasgele miidahaleli genisletilmis (s,S) tipli yari-Markov Model” olarak bilinen bir
stokastik modelin matematiksel ifadesidir. Bu konudaki ¢alismalardan farkli olarak (bak,
ornegin, Nasirova, Yapar, Khaniev [77]) bu tezde stokun seviyesi, kontrol seviyesinden (s)
asag1 oldugunda depoya, dnceden belirlenmis miktarda ek stok ilave etmeye gerek yoktur.
Sadece eklemelerden sonra seviyenin s’den biiyiik olmasi yeterlidir. Bu 6zellik ele alinan
modeli digerlerinden farkli kilan énemli bir 6zelliktir.

Amacimiz, bu siirecin bir boyutlu dagilimlari, sinir ve toplamsal fonksiyonellerinin
yani sira siirecin kendi karakteristiklerini de incelemektir. Bu nedenle once siirecin sinir

fonksiyonellerini inceleyelim.

2.3. Siirecin Simir Fonksiyonellerinin incelenmesi

7, rasgele degiskenine, “siirecin ilk kez kontrol seviyesine ulagma an1” denir ve bu
rasgele degisken, smir fonksiyoneli olup, siirecin bir c¢ok karakteristiklerinin
ogrenilmesinde biiyiilk onem tasimaktadir. Ozellikle, siirecin sonlu boyutlu ve ergodik
dagilimlarinin incelenmesi i¢in, T, rasgele degiskeninin dagilimmin ve bazi sayisal
karakteristiklerinin bilinmesi gereklidir. Bu nedenle bu kisimda, t, rasgele degiskenin baz1

olasilik ve sayisal karakteristikleri incelenecektir. Bunun i¢in baz1 gerekli notasyonlari

dahil edelim;
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burada,
a,(z)=P{z>s}=1dm.
Her sinirh M(t, X, z) fonksiyonu igin, M(t, x,O) notasyonu ile asagidaki iglemi

gosterelim:
S
M(t, X,') = IM(t, X, z)dn(z).

Bu kismin temel sonucunu agagidaki gibi ifade edelim.
Teorem 1. & ve 1, rasgele degiskenleri bagimsiz iseler, bu takdirde, T, rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu R(t) asagidaki sekilde yazilabilir:

R(t) = o(t)- Y a,[0,(0)- @, ()],

n=1
burada,
a_ =a,(e)’dr.
7, ’in kosullu dagilim fonksiyonunu R(t,z) ile gosterelim.
R(t,z) = Pz{r1 < t}, t>0, ze (S,S).
Ispat. Tam olasilik formiiliine gére,

1—R(t,z)= Pz{tl > t}

iPZ{v(t)= n, T, > t}

=0

=

P{T, <t<T, ;T >t}

n+1°

Il
NgE

=1
I
(=]

P{T <t<T ;N >n+1}

n+1°

Il
M

=
Il
(=]

P{T, <t<T, ;N >n}

n+1°

Il
s

=
I
(=)
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T, <t<T 'z+Y1>s,z+Y2>s,...,z+Yn>s}

n+1°

1l
Ms
:';

MP{T, <t<T,, }P{Z+Yk >s,k=1,—n}
n=0

=1-0()+ Y [0,0)- ®,.,0)]a, () dir 1)
Dolayisiyla,

R(t )= 2 [0, (t) - @,..(t)]a,(z) dir. )
n=l
(2) esitliginin her tarafi n{dz} ile carpilip, s’den S’ye kadar integrallenirse,

R() = R(t. ) = Plx, < t} = 0(t) - Y. [0, (1) ®,.,(1)]a, olur

n=1

a, =a,(e)= jan(z)dn(z)’dur.

S

Boylece teorem ispatlanmis olur. [ |

Not. Baz1 6zel durumlarda, t, rasgele degiskenin dagilim fonksiyonunu agik
bigimde yazmak miimkiindiir. Ornegin, & rasgele degiskeni, o >0 parametreli iistel
dagilima sahip oldugunda, d)n(t) fonksiyonu n. mertebeden Erlang dagilim fonksiyonu

olacagina gore R(t) dagilim fonksiyonu asagidaki gibi acik sekilde yazilabilir:

00

R(t)=1-¢™ Zan C) e

Fakat dagilim fonksiyonlarinin n kat konvoliisyon ¢arpimini her zaman hesaplamak
yukaridaki gibi kolay degildir. Bu nedenle 1, rasgele degiskeninin momentlerini
inceleyebilmemiz i¢in, t,’in dagilim fonksiyonunun Laplace-Stiltijes doniigiimiinii ele

almamizda fayda vardir. Bu boliimde ve daha sonralarda da sinirli M(t,x,z) fonksiyonunun
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Laplace ve Laplace-Stiltijes doniisiimleri sirasiyla 1\7[(7», x,z) ve M'(Ax,z) ile

gosterilecektir. Yani,
M(k, X,z) = I e’“M(t, X, z) dt;
0

Ve

M"(A, x,z) = J.e*“dtM(t, x, z) dir.

0
Burada, A > 0’dur.
Simdi de, asagidaki sonucu verelim:

Teorem 2. & ve 1, rasgele degiskenleri bagimsiz iseler, bu takdirde, t, rasgele
degiskeninin dagilim fonksiyonunun Laplace —Stiltijes doniisiimii, &, rasgele degiskeninin

dagilim fonksiyonunun Laplace-Stiltijes doniisiimii ile asagidaki gibi ifade edilebilir:
L. (M) =R"(M)=EE™)=0.(}) - (1- (Pg(}\'))zan (P (M)";
n=1

burada,
@.(L) = ®° (1) = E(e™) dur.
Ispat. Teorem 1’in sonucuna gore,

E(e ) = j: e MdR(t)
SRy =o' ) - Y @ ) - (@ @)y,
= 90~ X, (00" (1 - 9(2)

= (W) — (1= @A) a,(p(h)" “dir. 3)
n=l

(3) esitliginden sonsuz serinin, her A > 0 ,degeri i¢in sonlu oldugu kolayca goriiliir ki,
|(p(k)| = ‘Ee’xé“ < E‘e’xé“ < 1’dir.

Boylece, t, rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu, &, rasgele degiskenin

moment ¢ikaran fonksiyonu ile (3)’deki gibi ifade edilebilir. Bu da teoremin ispatini

tamamlar. |
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Pratik problemlerin ¢oziimii i¢in ¢ogu zaman, t, rasgele degiskeninin beklenen
deger ve varyans: gerekmektedir. Bu nedenle asagida, t,’in beklenen degeri ve varyansi

hesaplanacaktir.

Sonu¢ 1. Eger &, ve N, rasgele degiskenlerinin beklenen degerleri sonlu ise, bu
durumda, T, rasgele degiskenin beklenen degeri de sonludur ve asagidaki gibi
hesaplanabilir:

E(t,) = EE,EN,, 4)

burada,

EN, = i j' a,(z)dn(z) dir.

n=0 g
. Nl
Ispat. (4) esitligini, Wald Ozdesliginden yaralanarak, direkt olarak t, = Zii
i=1

tanimindan veya Teorem 2’den elde etmek miimkiindiir. u
Sonug 2. &, veN, rasgele degiskeninin 2. momentleri sonlu iseler, bu takdirde, T,
rasgele degiskenin varyansi sonludur ve agsadaki gibi hesaplanabilir:
Var(t,) = Var(¢,)EN, + Var(N,)E(§,)’ (5)
Ispat. (5)’in ispat1 Wald 6zdesliginden basit hesaplamalar yaparak elde edilebilir. ®
Not. Not edelim ki; E(n,) <0 oldugu takdirde, {Y,} rasgele yiiriiyiis siireci 1

olasiligr ile — oo ’a gider. Dolayisiyla, her z € (s, S) icin n’nin yeterince biiylik degerlerinde

z+Y, <0 < s olacaktir. Yani N, rasgele degiskenin sonlu olmasi 1 olasiligina sahiptir.

2.4. Siirecin Bir Boyutlu Dagiimlarimin incelenmesi

S
M(t, x,0) = j M(t, x, z)dn(z);
an(x,z)= P{zthk >s, k=1n; z+Y, < x};

bn(z)=P{z+Yk >, k=l,n};

olsun.
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Bu takdirde, asagidaki sonug¢ dogrudur:

Teorem 3. &,, n, ve €, rasgele degiskenleri kendi aralarinda bagimsiz iseler, bu

takdirde, X(t) siirecinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlar1 Q(t,x,z), baslangi¢ rasgele
degiskenin olasilik karakteristikleri ile asagidaki gibi ifade edilebilir:

92)7

Q(t, X, Z) = G(t, X, z)+ G(t, X,O)* U, (t)* R(t

burada,

G(t,x,z)z[—@ x—z +ZOO:
n=1

Ut(t) fonksiyonu, t, rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu olan R(t,O)’nin

olusturdugu yenileme fonksiyonudur ve

n+1

Zh) - @, (t)]b, (z) dir.

Ispat.

Q(t.x,z) = P,{ X(t) < x } olsun.
Burada,

X € [0,+oo), t e [0,40)ve z € [s,S] dur.

S

Q(t, X,.) = IQ(t, X, Z)Tc{dz}

S

Q(tx.z)=P,{ X(t)<x]

:Pz{t <71 X(t)g x}+PZ{t 2T X(t)S x}

(6) esitliginin birinci terimini G(t,x,z) ile gdsterelim. Yani,

G(t,x,z)=P,{t, >t; X(t)<x} olsun.

(6) esitligini ikinci terimini ise agsagidaki gibi hesaplayalim:

t

P{t>1; X(t)SX}ZIPZ{Tl edu; X(t)<x

0

o'—.'—»

»n

Q uxv

I

@ ey )

j

j.P {t,edu; ¢ edv}P {X(t-u)<x}

R(du, z) n{dv}

(t)]a, (x,z) dur.

(6)
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j.R du,z I Q(t — u, x, v)nd{v} (7

S
.[ Q(t, X, z)n{dz} = Q(t, x,O) notasyonunu dahil edelim. Bu notasyon goéz Oniine

alindiginda (7) ifadesi asagidaki sekli alir:

t

Pz{t 21, X(t)S X }: jR(du,z)Q(t —u,x,O).

0

Bu takdirde, (6) denklemi asagidaki gibi olur:

Qlt,x,z) = txz+IQ R(du, z)
= G(t,x,z)+ Q(t, x,) *R(t, z), ()
burada,
= le ,(u) dur.

(8) integral denkleminde, her tarafi n(dz) ’le ¢arpilip, s’den S’ye integrallenirse,

Qt. x.0) = G(t, x.0) + Q(t. x.0) * R(t.¢) )
denklemi elde edilir.

Kolayca gormek miimkiindiir ki, (9) denklemi Q(t, x,O) fonksiyonuna gore bir
yenileme denklemidir (bak, [30], s.359). (9) denkleminin ¢6ziimiinii asagidaki gibi
verebiliriz (bak, [30], s.359).

Q(t,x,8)=G(t,x,0)* U (t), (10)
burada,Ur(t) fonksiyonu, Rt(t) dagilim fonksiyonun olusturdugu bir yenileme

fonksiyonudur.

Yani,
U.(t)= S (1) dir.
n=0

Burada F."(t) ile F.(t) dagilm fonksiyonunun kendisiyle n kat konvoliisyon

carpimini gostermektedir. Boylece,

F ()= e(t) = {0, t<0

Mgy ,
, t>0 ve F.'(t)=F,(t)dur.
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Simdi de, (10) daki ifade (8) formiiliinde yerine yazilirsa;

Q(t, X, Z) = G(t, X, z)+ G(t, x,O)* U, (t)* R(t, z), (11)
elde edilir.

Boylece, eger G(t,x,z) ve R(t,z) fonksiyonlari, baslangic rasgele degiskenlerinin
olasilik karakteristikleri ile ifade edilirse, siirecin bir boyutlu dagilimlar: elde edilmis olur.
Bu nedenle simdi de, G(tx,z) ve R(t,z) fonksiyonlarmi, ¢&,, n,ve({, rasgele

degiskenlerinin olasilik karakteristikleri ile ifade edelim.
G(t,x,z)’nin Hesaplanmasi:

G(t,x,z) = Pz{t1 > t; X(t) <x }

:iP{T <t<T

n+17

N, 2n+1 z+YnSx}

iP{T <t<T, PN, >n+1; z+Y, <x}

:OO(Dt—CD t))Plz+Y >s,k=1n,z+Y <x
3 0.0~ 0., pf2+ . =]

= Y [0,()- @, (0)]a, (x.2) (12)
burada,

@ (t) = d™(t) dur.

(12) ifadesini goz Oniine alarak, G(t,x,z)’1 agagidaki bi¢cimde yazmak miimkiindiir:
G(t,x,z)z [1— ]a X Z z D ., )]an(x,z) (13)
n=1

burada,
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ao(x,z):P{zsx}:P{x—ZZO}zs(x—z)’dlr. (14)
R(taz) = Pz{71 st }
1-R(tz)=P{y, >t}= liglo G(tx,z)

o(t)+ Y [@, (1)-®,., (O]b, (2)

n=l

burada,

b,(z)=lima,(x,z)= P{z +Y, >s, k= l,n} dir.

X—>0

Dolayisiyla,

o0

R(t.z)= ()3 [@,(t)-@,, ()b, (z) d.

n=l

2.5. Siirecin Toplamsal Fonksiyonellerinin incelenmesi

Birgok pratik ve teorik problemlerin ¢6ziimiinde, siirecin sinir fonksiyonelleri ve
kendi karakteristiklerinin, yani sira, toplamsal fonksiyonelleri de 6nemli rol oynamaktadir.
Fakat literatiirde toplamsal fonksiyoneller, sinir fonksiyonelleri kadar ayrintili bir bicimde
incelenmemistir. Tiim bunlar gz 6niine alinarak, bu béliimde ele alinan siirecin toplamsal

fonksiyonellerinin bir boyutlu dagilimlar1 incelenecektir.
f:R"—>R keyfi smirli bir fonksiyon olsun. X(t) siirecinin toplamsal

fonksiyonellerini, asagidaki sekilde tanimlayalim:
t
J.(t) = J.f(x(u))du, t>0.
0

Amacimiz J; (t) toplamsal fonksiyonelinin bir boyutlu dagilim fonksiyonlarinin ikili

doniisiimiinii (Laplace-Fourier) hesaplamaktir.

Bu nedenle I\N/I(X, L, Z) ve M**(X, U, z) ile sinirli M(t, X, z) fonksiyonunun, sirastyla

Laplace-Fourier ve Laplace-Stiltijes-Fourier Stiltijes doniistimlerini gosterelim. Yani,
k W,z j J‘e’“ WM(t, x, z) dt dx
0 —©

Ve

M™(h,p,z) = je‘“dt{ I e™d, Ml(t,x, z)} olsun.
0

—0
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Burada,

LeR" ve peR ’dir.

Qf(t, X, z) ile Jf(t)’nin toplamsal fonksiyonelinin kosullu dagilim fonksiyonunu
gosterelim:

Q,(t,x,z) = P,{I,(t) < x},
burada,

t>0, ze(s,S), x e (—oo,+mw)dur

Bu boliimiin asil sonucunu ifade etmek i¢in asagidaki notasyonlar1 dahil edelim:

 (t,x,2) ZP{T <t<T.;z+Y, >s;k =1Ln;

n+l>
n=0

—_

n—

B2+ Y,)E, + (T )z +Y,) < x} 15)

T
(=]

Rf(t,x,z)ziP{T <t;z+Y, >s;k=1Ln-1;z+Y, <s;

n=l

n—1
Dz +Y, e <x} “dur. (16)
k=0

Simdi de asagidaki teoremi verelim:

Teorem 4. & ve m, rasgele degiskenleri bagimsiz olduklar1 takdirde, Jf(t)
toplamsal fonksiyonellerinin bir boyutlu dagilim fonksiyonunun Laplace-Fourier ikili
doniistimii asagidaki gibi verilebilir:

Qo p1.2) = G, (o 2) + G, (o) R (ot Dt = R} ()]
burada,

G,(t,x,z) ve R,(t,x,z) fonksiyonlari, {€ } ve {n,} rasgele degiskenleri dizilerinin
olasilik karakteristikleri ile (15) ve (16) formiilleri yardimi ile ifade edilir.

Ispat. Once Qf(t,x,z) fonksiyonu i¢in yenileme tipli integral denklemi ¢ikartalim:

Qi(t.x.z) = P,{I(t) < x }

=P {1, >t;J,()<x}+P, {7, <t; J,(t)<x} (17)
(17) esitligindeki birinci terimi Gf(t,x,z) ile gosterelim ve ikinci terimi de asagidaki

sekilde yeniden yazalim:
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+o0

P {1 <t Jf(t)Sx}:jj.J‘Pz{rl e du;X(x,)edv;J,(t,)edy P {J,(t—u)<x—y}

s —

+

00

JF Tt caus e)ay i, caviot-u sy

|

©n

+00

J.Rf (du, dy, z)dn(v)Q(t — u, x -y, v), (18)

r/:!—.m

burada,

dn(v) = P{¢, € dv}
ve

R, (du,dy,z)="P, {1, e du; J,(u) e dy } dur.
(17) esitligi, (18)’de yerine yazilirsa,

t S 4o

Q,(t, x,2) (tx,z +J-j'[Rf (du, dy,z)Q(t — u,x — y, v)dn(v) (19)

0 s —o

integral denklemi elde edilir.
S
IQf(t -u,X -y, V)dTE(V) = Qf(t -u,X — y,O)

notasyonu goz oniine alinarak (19) denklemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

t +o0

Qf(t, X, Z) = Gf(t, X, z) + J. IRf(du, dy, z) Q(t -u, X — y,O) (20)

iux 9

(20) denkleminin her tarafi 6nce ¢ ’ye sonra ise, ¢"*’e garpilip, sirasiyla t’ye ve x’e

gore integrallenirse,
Qf (}\” H’ Z) = Gf(}\’a Ha Z) + éf(}\’a H’.)R:* (}\’7 H, Z) (21)
denklemi elde edilir.

Bu denklemin her iki tarafi z’ye gore ortalanirsa,

Qr(h, o) = Go(h, o) + Q; (. o) RY (A, o)
denklemi elde edilir. Buradan,

Qs 8) = G, (ko) = R} (1 o) (22)
oldugu goriiliir.

(22) formiilii, (21)’de yerine yazilirsa,

Qs 11,2) = G, (0 1,2) + G, (b o) Ry (o, 2) [ = R O, 2)] (23)
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esitligi elde edilir.

Boylece, aranilan af(x, u,z) fonksiyon c:}f(x, u,z) ve Ry (A, u, z) ile ifade edilmis
olur.

Simdi de Gf(t, X, z) ve R:*(t, X, z) fonksiyonlarini, baslangi¢ rasgele degiskenler
dizisinin belirli olasilik karakteristikleri ile ifade edelim. Once,

Gf(t, X, Z) ’1 hesaplayalim:

Gf(t,x,z)= PZ{1:1 > t, Jf(t)S x}

ZP{T <t<T,;z+Y, >s k=1n;

n-1

fz+Y, )&, +(t— Tn)f(z+Yn)Sx} (24)

k=0

-1

burada, » =0 kabul edilmistir.

Ozetle,

n—l
fz+Y, )&, +(t T)f(z+Yn)Sx}’d1r. (25)

k=0
Simdi de, Rf(du, dy, Z) ’1 hesaplanirsa,
R;(du,dy,z)=P, {1, €du;J,(r,)edy|

Ty,
—P{T € du; jf dtedy}

:iPZ{N =n; T, edu; If dtedy}
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[Ms

P{Trl edw;z+Y, >s,k=Ln-1;z+Y, <s;

n

§ Tr(x(0)dn < dy}

k=0 T,

= Z:P{Tn edu;z+Y, >s,k=Ln-1;z+Y, <s;

n=l

n—1

fz+Y,)E,., edy}
k=0
elde edilir.
Buradan,
Rf(t,x,z)s PZ{I1 < t;Jf(rl)S x}
= iP{Tn <t;z+Y, >s,k= 1,117—1;Z+Yk <s;
n=l

n-1

f Z+Y z’;kﬂ < X} (26)

k=0
oldugu goriiliir.

Boylece teorem 4’iin ispati tamamlanmis oldu. u

2.6. Siirecin Ergodikligi

Yukaridaki boliimlerde edinilen sonuglardan da goriildiigii gibi, ister siirecin sinir ve
toplamsal fonksiyonellerinin, isterse de siirecinin kendinin sonlu boyutlu dagilimlarinin
hesaplanmast olduk¢a zordur. Bu zorlugu agmak i¢in siirecin stasyoner (duragan)
karakteristiklerinin hesaplanmasi1 amaca yonelik bir asamadir. Fakat, siirecin stasyoner
karakteristiklerinin incelenebilmesi i¢in, Once siirecin bazi kosullar altinda ergodik
oldugunu ispatlamak gereklidir. Bu nedenle, bu bodliimde ele aldigimiz X(t) siirecinin
ergodikligi incelenecek ve ergodik dagilimin acik sekli bulunacaktir. Once siirecin
ergodikligini belirten teoremi verelim.
saglasin:

1) 0<Eg <oo,

2) En, <0,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degiskendir.
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Bu takdirde, X(t) stireci ergodiktir.

Ispat. Ele aldigimiz X(t) siireci literatiirde “Kesikli Sans Karisimli yari-Markov
Siirecleri” diye adlandirilan genel bir stokastik siiregler sinifina aittir. Bu siif i¢in
Smith’in “anahtar yenileme teoremi” tipli genel ergodik teoremi literatiirde bilinmektedir.
(bak, [32],s.243 veya [91]).

Fakat genel durumda, bu teoremin sartlar1 ve ifadesi oldukca karmasik bir yapiya
sahiptir. Bu kisimda, siirecin 6zelliklerinden yararlanilarak, yeterince zayif sartlar altinda
stire¢ icin ergodik teorem ispatlanmaya calisilacaktir. Hatirlatalim ki, ele alinan siire¢ i¢in
ergodik teoremini ispatlamak teorem 5’in kosullar1 saglandiginda, yukarida adi gegen
genel ergodik teoremin sartlarinin da saglandigi anlamina gelmektedir. Bu nedenle, ispat
agsamal1 bir sekilde verilecektir:

1. Asama. Siirecin ergodik oldugunu gosterebilmemiz i¢in Oyle bir pozitif degerli,
monoton artan rasgele degiskenler dizisi segcmemiz gerekiyor ki, X(t) siirecinin bu
anlardaki degerleri bir ergodik Markov zinciri olusturabilsin.

Bu kosullu saglayan rasgele zaman anlart olarak kisim 2.2°de tanimlanan
{rn }, n >0, rasgele degiskenler dizisi ele alinabilir. Ciinkii, tanimina gore 1 olasiligi ile

0=1,<1,<1,<...<7, <7, <. ve X(t,+0)=C,,n>1dr.

n+l
{Qn}, n > 1, dizisi [s,S] araliginda degerler alan, bagimsiz ve ayn tiir dagilima
(m(B)) sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu bir dizi oldugu i¢in, dogrudan bir Markov
zinciri olacaktir. Diger taraftan, bagimsiz ve ayn tlir dagilima sahip olan (w(B))rasgele
degiskenlerin bir ergodik Markov zinciri olusturduklar1 literatiirde bilinmektedir (bak,
[91]). Bu zincirin duragan dagilimi, &, ’in dagilimi olan n(B)ile aynidir. Boylece, genel
ergodik teoremin 1. kosulunun saglandig: goriiliir.
2.Asama. Genel ergodik teoremin 2. sart1, yukarida belirtildigi gibi {rn }, n > 1, dizisinin 1.
teriminin beklenen degerinin sonlu olmasidir. 2. asamadaki amacimiz teorem 5’in sartlari

altinda sozii edilen kuralin saglandigini gostermektir. Diger bir anlatimla, Ert, < o

oldugunu gdstermek yeterli olmaktadir. Verilen tanima gore,

N;
T, =) & dir. (27)
i=1
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N, :N(z) rasgele degiskeni, {nn} rasgele degiskenlerinin dizisi yardimiyla
tanimlandigina ve {nn} dizisinin, {&n} dizisinden bagimsiz olduguna gore, (27) esitligine
Wald 6zdesligini uygulamak miimkiindiir:

E(t,) = EEEN, (28)

Teorem 5’in sartlarina gore EE, < +oo’dur. Dolayisiyla, Et, <oo sarti, EN, <o
sartina denktir. EN, <co oldugunu ispat etmek i¢in rekord degerler yontemini

uygulayacagiz. Bunun i¢in agsagidaki noyasyonlar1 dahil edelim.
1) S,=->m;, nx1,burada, v,=0, x,=S_=0’dur.
i=1 0
2) v, =inf{k >1: S, > 0} tanimlanirsa,

\Y% =inf{k2vn_l +1: S, > %, }—v

n

n=>1,

1>
burada, ¥, = SVn — Y,y dur.
Burada, ivi, n>0, tam degerli rasgele degiskenlerine {Sn} rasgele yiirliylis
i
stirecinin ardigik artan basamak anlari; %, , n =0, pozitif degerli rasgele degiskenlerine
ise {Sn} rasgele ylriiylis siirecinin ardigik basamak ytikseklikleri, i)& , n>0, ise {Sn}
i

rasgele yliriiyiis siirecinin artan rekord degerleri denir. Literatiirde, bu 6zelliklere sahip

olan rasgele degisken ikililerine yani (VH,ZXi] ¢ogu zaman artan basamak degiskenleri

i=1
denir. Yukarida dahil ettigimiz basamak degiskenlerinden yararlanarak N, rasgele

degiskenini asagidaki sekilde yazmak miimkiindiir:

H(z-s)
N, = N(z) = ivi , (29)

i=1

burada,

1

n-1
H(z-s) = min{n >1: in > z—s}’dir.
i=1

= 0 kabul edilmistir.

0
=1

(29) esitligine Wald 6zdesligi uygulanirsa,

E(N,(z) = E(Hi)vJ = Ev,E(H(z - s)) elde edilir. (30)

i=1
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—En, =a>0 oldugunda v, rasgele degiskeninin beklenen degerinin sonlu oldugu
bilinmektedir (bak, [30 ], s. 396397, Teorem 2(ii)).

Diger taraftan, tanimina gore H(z—s) rasgele degiskeni, {xn }, n >0, basamak
yiiksekliklerinin olusturdugu bir yenileme siirecidir. Buna gore, E(H(Z—s))z UX (Z—s)
olup, her ze (s, S) icin sonludur. Hatirlatalim ki, En, = —a <0 iken,

Ex, = (~En, JEv, )> 0 (1)
oldugu bilinmektedir (bak, [30], Teorem 2(i1), s.396-397)

Dolayistyla, pozitif degerler alan {xn } rasgele degiskenlerinin olusturdugu yenileme
fonksiyonu olarak, UX (z —s) fonksiyonu da her sonlu z i¢in sonlu olacaktir (bak, [30],
s.185).

Boylece, En, = —a <0 oldugunda, her ze (S,S) i¢in,

E(N(z)) < +00dur. (32)

E(N(Z))’in sonlu oldugu, (28)’de goz Oniline alinirsa, Teorem 5’in sartlar1 altinda
E(t,) < +o0 oldugu goriiliir.

Dolayisiyla, Teorem 5’in kosullar1 altinda, t, rasgele degiskeninin beklenen

degerinin sonlu oldugunu gosterdik. Bu, ergodik teoremin 2. agamasinin ispatini tamamlar.
Simdi de ergodik dagilimin agik seklini yazmaya ¢aligalim.
Teorem 6. Teorem 5’in kosullar saglandiginda her 6l¢iilebilir sinirli f(x) fonksiyonu

(f : [O,+oo) - R) i¢cin asagidaki bagint1 1 olasilig1 ile dogrudur:

lim 2 J,(t)

t—w { ©

}Lm% { f(X(u))du

EE, [ (x)dA(x.e)

E&,A(co,e)




29

Ispat. Genel ergodik teoreme gore (bak, [32], s.243) X(t) siireci ergodik ise, bu

takdirde Olgiilebilir ve smirl1 f: [O,+oo) — R fonksiyonu icin 1 olasiligi ile agsagidaki esitlik

saglanir:

152 7. ( Tﬁf {7, > t;x(t) e dx Jdtdn(z). (33)

S

Amacimiz (33) esitliginin sag tarafini, {Y} rasgele yiirliyiis siirecinin olasilik

n

karakteristikleri ile ifade etmektir.
Hatirlatalim ki, kisim 2.4°de G(t,x, z) ile asagidaki olasilik gosterilmistir:
G(t,x,z)=P,{t, > t;X(t) < x | (34)
ve formiil (13)’de G(t,x,z) i¢cin asagidaki ifade elde edilmistir:
G(t,x,z)=(1-®(t))e(x -z +z @, (t)a,(x,2) (35)
n=l
(35) formiiliiniin her iki tarafi e ™ *ye carpilip, t’ye gore 0°dan o ’a kadar integrallenirse,

600 x.2)= =0 ofx - )+ IO 5 o)y, (5,2 36)

n=l

oldugu goriiliir. Burada her A >0 i¢in,
o(h)= E(e‘”"1 )’dlr.
Kolayca gormek miimkiindiir ki, &, rasgele degiskenin beklenen degerleri sonlu

oldugunda, asagidaki limit mevcuttur:

fim 1= 00)
2—0 A

= Eil

X, Z serisi mevcut ve sonlu oldugunda, (36) esitliginde, A — 0 iken,

n

Diger taraftan, Z a
n=0

limite gegmek miimkiindiir. Bu islemin sonucunda,

o0

[G(t.x,2)dt = EE, A(x,2) (37)

0
oldugu goriiliir. Burada,
Z a(x,z) “dir.
n=0
Simdi de, (37) esitliginin her iki tarafi, z parametresine gore ortalanir, yani her iki

taraf dn’(z) ’le carpilip, z’ye gore s’den S’ye kadar integrallenirse,
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S
IjG(t,x,z)dt dn(z) = Eg, A(x,e) (38)
s 0
esitligi elde edilir.
(38) esitligini, (33) formiiliinde yerine yazalim,
.1 1 K
10 - s ante)| )

oldugunu goriiriiz.
Hatirlatalim ki,

E(t,) = E&EN, *dur. (40)
S
Burada, EN, = [ EN(z)dn(z) = EN(s) drr.

Esitlik (40)’1 ifade (39)’da yerine yazarsak dolayisiyla, 1 olasiligi ile asagidaki
bagint1 dogrudur:

t B, [ (x)dA(x.e)

tim < [ £(X(u))du =

ooty EE,EN,

Tf(x)dA(x,o)

N (41)

Boylece, teorem 6’1n ispat1 tamamlanir.

Not. Teorem 5 ve teorem 6’dan X(t) siirecinin ergodik dagiliminin mevcut oldugunu
ve ergodik dagilim fonksiyonunun asikar seklini elde etmek miimkiindiir.

Ozellikle, (41) formiiliinde, f(x) fonksiyonunun yerine indikator (ayiric1) fonksiyonu
yazarsak, ergodik dagilim fonksiyonunu elde edebiliriz. X(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonunu Q(x) ile gosterelim ve agagidaki sonucu verelim:

Sonu¢ 3. Teorem 5’in kosullar1 saglandiginda, X(t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu mevcuttur ve o, her x € (O,OO) icin asagidaki sekilde yazilabilir:

. EE Alx,e

Q)= limPlx(0)<x}- FoA e

_ Al
EN(e)

(42)
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Not. (41) formiiliinde, f(x) fonksiyonu yerine f (x)zei“X,oceR yazilirsa, X(t)
siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu elde edilebilir. Bu karakteristik
fonksiyonu ¢, (OL) ile gosterelim ve agagidaki sonucu ifade edelim:

Sonug¢ 4. Teorem 5’in kosullar1 altinda X(t) siireci ergodiktir ve ergodik dagilimin

karakteristik fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir.
— 13 i(xX(t)
9, (o) = lim Ee*X")

_ EEA"(one)
- EE,EN(s)

A'(ae)
EN(s)

b

burada,

A'(ae) = [ ¢**dA(x,e) “dir.

0

2.7. Siirecin Ergodik Dagimimn Karakteristik Fonksiyonunun Simr
Fonksiyonelleri Yardimui ile Ifade Edilmesi

Bolim 2.6’da siirecin ergodik dagilimini, {Yn} rasgele ylirliylis siirecinin A(X,z) nin
olasilik karakteristigi ile ifade ettik. Fakat uygulamada A(x, z) fonksiyonunu acik bir
sekilde hesaplamak cok zordur. Diger taraftan, literatiirde, siirecin bir sinir fonksiyoneli
olan Yy, hakkinda yeterince bilgiler mevcuttur (bak, [16], [98], [12], [30], [68] v.s.).

Ayrica, bazi 0zel calismalarda (bak, [101], [30]) ortaya konulmustur sonuglar
dogrultusunda, A(x,z) fonksiyonu, siirecin bazi simir fonksiyonelleri yardimiyla ifade
edilebilmesinin miimkiin oldugu sonucuna varilmistir. Bu nedenle, bu bdliimde A(x,z)
karakteristigini, N(z) ve Yy, smur fonksiyonellerinin uygun karakteristikleri ile ifade
edilmeye ¢aligilacaktir.

Bu kisimda ve daha sonraki boliimlerde, {Sn } ile asagidaki rasgele yiiriiyiis siirecini
gosterecegiz:

S,=-Y,, n=1.

Burada, S, = 0’dur.
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Amacimiz bu rasgele yiirliylis slirecinin B, = (— 0,7 — s) araligindaki hareketini
olasilik yoniinden incelemektir. Tanimindan goriindiigii gibi N(Z) rasgele degiskeni {Sn}
rasgele yiiriiyiis siirecinin ilk kez z-s seviyesinin disina ¢itkma anidir, yani B, araligini terk

ettigi ilk andir. Asagidaki N(Z) ve Sy, rasgele degiskenlerinin ortak dagilimini bulmaya

calisacagiz. Bu amagcla agagidaki notasyonlart verelim. Her I B! i¢in,
d,(Lz)=P{N(z)=n, Sy, e |
olsun, burada B/ = [z -, oo) kiimesi, B, kiimesinin tiimleyicisidir. Her n >0 ve I B,
i¢in ise,
d (Lz)=0
olsun.
N(z) rasgele degiskeninin tanimina gére, her I — B igin,

d(I,z)=P{S, <z-sS,<z-s,..,S,,<z-sS, >z-s 8, €l}

> ~n-1
= P{Sk eB,,k=Ln-1;S, B/, S € I} dir.

Ayrica,her n>0 ve I B, i¢in ¢, (I,Z) olasiliklarini,

cn(I, z) = P{ S, €B,.S, €B,,..5, €B,, S, €l }
ile gosterelim.

Diger taraftan, her I ¢ B, icin, c,(I,z)=0 kabul edilebilir.

N(z) ve Sy(,) rasgele degiskenlerinin ortak dagilimlarini incelemek igin N(z)
rasgele degiskenlerinin moment ¢ikaran fonksiyonu, Sy, rasgele degiskeninin ise
karakteristik fonksiyonu géz oniine alinacaktir. Bu durumda d,(I,z) ve c,(I,z) olasiliklari

i¢in sirasiyla asagidaki dontistimleri tanimlamakta yarar vardir:

NgE

d'(B,o.z) = > B [e*d, (dx, 2);

n=1 B,

=0

=]

Baz iﬁ“je cdvz

(Sifirinct terimler sirastyla, 0 ve 1’e esittirler).

Bu serilerin en az |B| <1 degerleri i¢in yakinsak olduklar1 bilinmektedir (bak, [30],

p.601).
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Her 6lgiilebilir stmrh M(x,z) fonksiyonu igin,

M (a, z) = jei“deM(x, z)

—00

Ve

+00

o(a) = E(eioml ) = Iei“xdF(x) = F'(a)

—00
olsun.

Spitzer 6zdesliginden yararlanarak, asagidaki temel esitlik yazilabilir:
- 4B z) = T (.ot - o, ()] (43)
Bu esitligin  asil  Onemi {Sn} rasgele yiriiylis slirecinin ilk n adimdaki
trajectoryasinina  bagli olan c,(x,z) olasiligni; siirecin ilk kez B, = (-o0,z—s)
araligindan ¢ikma ani olan N(Z) rasgele degiskeninin bir karakteristigi olan d, (x,z) ile
ifade edilebilmesindedir.

Bu esitlikten yola cikilarak, siirecin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu

N(z) ve Sy() rasgele degiskenlerinin bazi olasilik karakteristikleri ile ifade edilecektir.

Bunun igin, \p(B,a) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanabilir:

NgE

S S
y(B,ae)= B“J-nd{z}-[ei‘“P{z +Y, >s,k=1Ln;z+Y, € dx}

N S

Il
(=}

n

0

0 S
ZB“In{dZ }J.emP{Sk <z-s,k=1n;z-S, edx}

n=0 s s

z—S

B"in je“‘ {S <z- skzl,‘n;SkedV}

Il
M

Il
o

n

Zz—S

S
B“je“‘“ {dz } “”P{S <z-sk=1nS, edv}

I
:MS

—00

ZOO:B“‘S[e““Z '[ 10wP{S eB,.k=1,n;S, edv}

n=0 s

_ I +1ocz dZ iBnI iOLVP{Sk c Bz’k = 1,‘1‘1, Sk S dV} (44)
S n=0 B,

cn(I,z) ve E*(B,a,z) notasyonlarini géz Oniine alarak (44) esitligini asagidaki gibi

yeniden yazabiliriz:
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S

(B,oe)= [ n{dz & (B,~0t.2) (45)

Diger taraftan, (43) 6zdesliginden,

1—d (B~ z)

1-Bo_,(~a)

oldugu goriiliir. Bu esitlik (45)’de yerine yazilirsa,

¢'(Ba,z) =

O P 1-d (B0, 2)
\IJ(B> a, ) = !e 1— B(an (_ Oc) dTE(Z) (46)

formiilii elde edilir.

Kisim 2.6’da belli kosullar altinda, X(t) siirecinin ergodik oldugu ispatlamistir ve bu
ispat esnasinda E(N(z)) ’in sonlu oldugu da gosterilmistir. Kolayca gérmek miimkiindiir ki,
EN(Z) ’yi sonlu yapan kosullar altinda E*(B,—oc,z) fonksiyonunun, f—1 iken, limiti
mevcuttur ve sonludur. Bu nedenle, (46) esitliginde, f—1, iken limite gecebilir ve

sonugcta;

A'(oe) = limy (B, oe)

S N
_few 1-d(l0) g oy @7)
L 1-o,(-a)
oldugu goriiliir.
Burada,
d'(l,-a,z) = Zw: [e™d, (dx, 2)

=]
Il

VA

z>~n

e ™ P{Sk eB, . k=1,n-1S, € B;S € dx}

=
0

Il
DMs
| =8

Z

e P{N(z) = n;S, € dx }

S

=
Il

Il
DM
| 8

1z

¢ P{N(z) = n; Sy € dx }

S

Il
gt
| 8

n=lz

e‘i“XP{SN(Z) e dx }E E(e_ias”(z’)’dlr. (48)

S

| —p8

z

(48) esitligi, (47) formiiliinde yerine yazilirsa,



35

S E|: —iuSNm _ 1j|
A'(a,e) = Iem dn(z)

E{ glem — 1}

Boylece, istendigi sekilde A"(a,e) olasilik fonksiyonu, Sx(,) suur fonksiyonelinin

elde edilir.

karakteristik fonksiyonu yardimi ile ifade edilmis oldu.
Bu ifadeyi, yani (48) esitlikligini, sonu¢ 4 ve formiil (42)’de goz Oniine alinirsa,

X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu i¢in asagidaki ifade elde edilir.

o.(a) = tim B{ expliax(1) )

__E& e
" EE,EN, A'(as)

EE, S Eiexp(—iaSN(Z))—I}

10z

= e -
EEEN, + E{exp(iam, )1}

1S Eiexp(—iaSN(Z))—I}

= J. e dn(z)

EN, E{exp(iom, ) -1}

dn(z)

Notasyon kisaligi i¢in,

E{ exp(— iocSN(Z)) } =05, (— a) ile gosterildiginde,

0. (a) 1 {j.eiaz (PSN(z)(_ 0L)_ldn.(z) !

- ENI 8 (pn ((1)—1

biciminde yazilabilir.
Teorem 7. Ergodik teorem 5’in kosullar1 altinda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin

karakteristik fonksiyonunu, N(z) ve Sx() stnir fonksiyonellerinin olasilik karakteristikleri

ile agsagidaki gibi elde etmek miimkiindiir:

o.(a) = im E{ expliax(1) )

s —o)-1
1 {J o P (49)

- EN, |1 (pn(oc)—l
Not. (49) formiilii, X(t) siirecinin stasyoner (duragan) karakteristiklerini N(Z) ve
Sx(,) swnir fonksiyonellerinin, uygun olasihik karakteristikleri ile ifade edilmesine imkan

verir. N(z) ve Sx(,) smur fonksiyonellerinin, literatiirde ayrmtili bir bigimde
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incelendiklerini de goz onilinde bulundurdugumuzda, (49) formiiliiniin ister teorik isterse de
pratik yonden ne kadar 6nemli oldugu ortaya ¢ikar.

Hemen belirtelim ki, (49) esitliginden yararli bilgiler elde etmek miimkiindiir.
Ayrica, (49) esitliginin her iki tarafini, o parametresine gore diferansiyelleyip, daha sonra

o —> 0 iken, limite gegmekle, X(t) stirecinin ergodik dagiliminin momentlerini Sy, siur

fonksiyoneli yardimiyla ifade etmek miimkiindiir. Asagidaki teorik ve pratik yonden 6nemi
g6z Oniinde bulundurarak, X(t) siirecinin ergodik dagilimimin bazi momentleri i¢in kesin

formiiller elde edilecektir.

2.8. Genel Durumda Ergodik Dagihmin 1. ve 2. Momentleri I¢in Kesin
ifadeler
Uygulamanin ihtiyacini karsilayabilmek amaci ile siirecin ergodik dagilimin 1. ve 2.
momentleri i¢in kesin ifadeleri elde etmeye ¢alisalim.

Bu boliimiin temel sonucunu verebilmek i¢in asagidaki notasyonlari dahil edelim:

m, =E(n), M, (x)=ES*xm), k=123; x>0;
M
m =M M )= D) o3
m, M, (x)

Simdi asagidaki teoremi ifade edelim:
Teorem 8. FErgodik Teoreminin varsayimlarina ilaveten asagidaki kosullar

saglanmis olsunlar:
a) E|T]1|3 <0}
b) E(£]) <o olsun.
Bu takdirde, X(t) strecinin ergodik dagilmmin 1. ve 2. momentleri Sy, smir

fonksiyonelinin ilk iic momenti yardimi ile asagidaki sekilde ifade edilebilir:

1
1) E(X) —m{E[2C1 +m, )M, (&, =s)]-E(M, (&, —s)},
S D _ay_arrL _
2) E(X7) = E[M, (¢, — )] {E[M3(C1 s) 3E[(2m21 +C)OM, (G, —s)]+

E[(C?l"i' 3m,,C, + 3C12)M1 (e S)};

_ 2 s
burada, ¢, =3m;, —2m,, dir.
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Ispat:
0, (—a)-1= E(e*i““‘ )—1 (50)

oldugunu biliyoruz. Ayni zamanda,
i . a’ .o’
E(e ”‘):1—1ocEn1 —T!Enf +1§Enf +0(0c3) (51)

yazilabilir (bak, [66], [30]).

s 2 _ 3
(pn(— a)—l =—iom, + (o) m, + ( 1:) m, +0(oc3)
. . 2
=—iom, {1 — oM (ie) m, +0(0c2)
2m, 6m,
. . 2
= —iaml{l —%mﬂ +%m31 + 0(0(2)} (52)

elde edilir. Benzer sekilde,

95, (o) -1=Ele ™)1

o (100 ) B2, ) o) 2

yazilabilir (bak, [66], [30]).

(53) formiilii, (52) formiiliine taraf tarafa boliiniirse,

(PSN(X)(_ O()—l _ M1(X) {1 2 le(X)+ 6 M31(X)+O(a )} (54)

_ _ . . 2
(P”( OL) ! my (1 —Em21 + (l? m,, + o(ocz)J

2
elde edilir.

(54) formiiliniin ikinci tarafinin paydasi ele alinip, Taylor serisine agilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

05, (ca)-1 M (x) {1 i

?a[le (X) - mZI] +

(Pn(_ (X,)—l 1’nl

%[2M31(X)_3m21M21(X)+Cl]+0(a2)} (55)

elde edilir. Burada, ¢, =3m3, —2m,,’dir. a >0  iken,
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. 2
e =1+ioz+ &Zz + 0(0°2) o
yazilabilir.
Formiil (55) ve (56) taraf tarafa ¢arpilirsa,
el (pSN(A)( OL) = MI(X){I —E[le(x)_m21]+
o (@)-1  m, 2
. 2
+ (lf;) [2M,,(x) =3m, M, (x) + ¢ | +iaz -
(i () 2 ) o(a?
) [Zle(X)_ m,,z] + 5 z" +o(a)
= —MI(X){I - i&[22 =M, (x)+my, |+
m, 2
. 2
" (1;12) [2M31 (X)_ 3m,, My, (X) +¢,
~6M,,(x) + 62m,, + 62+ o(0)] 7

elde edilir. x=z-s oldugu g6z oniinde bulundurularak (57) formiilii integrallenirse,

Teiqz Psy) (_ 0')_1 in(z) = E[M, (G, —s)] n
0, (— OL)—l m,

S

+ i_aT[Z(x + )M, (x) - M, (x) + m, M, (x)]dn(x +s) +
2m, g

+ iizoc)z 12M, (%)= 3m,, M, () + ¢ M, (x) — 6(x + )M, (x) +
m, 0

+6(x +s)m, M, (x)

+6(x +5)° M, (x)]dn(x +5s) +o(a’) (58)

elde edilir.

ENg, () = ShE =9, 1o T[Z(x + )M, (x) — M, (x) + m,, M, (x)]dm(x +5) +
m, 0

1

lio) T[2M3(X)_ 3my, M, (%) + ¢, M, (x) = 6(x + )M, (x) +
12m,

—+

+6(x +8)m, M, (x) + 6(x +5)° M, (x)]dn(x +s) + o(a’) (59)
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Burada,

EN = TEN(Z —s)dn(z) = ]EEN(X)fC (x +s)dx

_ T M) ¢ (x+5)dx = E[M, (¢, ~5)]"dir.

m, m,

EN (59) formiiliinde yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa,

o, (a)=1+ %mzp(x +s)M,(x) - M, (x) + m, M, (x)]dn(x +s) +
(ia)® 1 T 3 oM, (x)
e EMLC 5] j [ (%)= s My () + =22 = 3(x+ M, (x) +
+3(x +5)m,,M, (x) +3(x +5)" M, (x)]dr(x +5) + o(a*)

. . 2
elde edilir. ¢ (o) =1+ %E(X) + %E(Xz) +o(a?) oldugunu biliyoruz.

Buradan,
1
E(X) —m{E[2C1 +m,, )M, (G, —s)]-EM, (&, -s)},
N S 3Rk _
E(X")= E[M, (¢, — )] {E[M3(C1 s) 3E[(2m21 +C M, (G, —s)]+

+ E[(% + 3m21€1 + 3&12)1\/[1 (Cl - S)} dr.

(60)

(61)

(62)

Simdi de miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskenin bazi 6zel dagilimlara sahip

olmas1 durumunda X(t) siirecinin ergodik dagiliminin momentleri i¢in baz1 kesin formiiller

ve asimptotik ac¢ilimlar elde etmeye ¢aligsalim.

2.9. Miidahalenin Ustel Dagihm Olmasi Durumunda Siirecin Ergodik

Dagiliminin i1k Dért Momentleri icin Kesin ifadeler

Bu boliimiin amaci, miidahalenin tistel dagilim olmasi durumunda, X(t) siirecinin

ergodik dagilimmin ilk dort momentlerini Sy () smir fonksiyonelinin ve m,

rasgele

degiskeninin uygun momentleri yardimiyla ifade etmektir. Bu amac¢ i¢in Oncelikle

asagidaki notasyonlari dahil edelim:

m, =E(n), M (x)=E(SY,). k=123,45 x>0.



40

Kisalik amaciyla ise su natosyonlar1 dahil edelim:

my :m_ M, (x) = (X)

, k=2345 EX*=lmE(X"(t), k=1,2,34.
ml M (X) t—

Ayrica hesaplamalarda kolaylik olmasi amaciyla siireci ortalayalim, yani
X(t) = X(t) —s olsun.

Simdi de bu boliimiin temel teoremini verelim:

Teorem 9. Siirecin ergodiklik kosularina ek olarak, E|nl|5 <o kosulunu da
saglansin. Ayrica, (, rastgele degiskeni (s,0) araliginda A >0 parametreli istel

dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort

momentleri i¢in kesin formiiller, Sy () simr fonksiyonelinin ve n, rasgele degiskenin

uygun momentleri yardimiyla asagidaki ifade edilebilir:

o oo -t A
EX = 0 {—Ml(k) : M, (L) + : M (x)} (63)
1 M, (A)
E(X? )_M (M{M M) -A, (ML) + : 24
M+ 2 A, Ml(m} , (64
~ 3\ _ 1 NA™ _EN” N _l "
E(X )_1\711(7»){ M7() zMzO") M3 (A) 1 (7»)+ AM T+
+;AM (x)+ A M, (L) - 3A,M! (k)——A M, (L) +3AM (x)} (65)
EX*)=—= {M;V(x)+21\71g'(x)+21\71;'(x)+M;(x)%ms(x)—zAIM;"(x)—
—3A,M" (L) - 2A,M; (x)— AM L) +6A,M"(L) +6A, M, (L) +
+2A21\~43(x)—12A3M;(x)—6A31\7[2(x)+3A41\711(x)}, (66)

burada, Mk(x)=je-“ M, (x)dx, A>0; M, (k)= E(S¥.), k=1,2,3,4,5.

0

2 3
m m m m, m m
21 31 41 3111y, 21
A, =m,, A, = — , Ay = — + ,
2 3 12 3 4
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4 2 2
m m,;,m m, m m m
A4 — 21 3177721 + 4177721 + 31 51 ’dll’.
4 2 6 9 30

Ispat. Hatirlatalim ki, Teorem 8’de &, rasgele degiskeninin genel duruma sahip

olmasit durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri i¢in kesin ifadeler

asagidaki gibi elde edilmisti:

1
B =t ool {E[2€, +m, )M, (€, =9)]-EM, (G, -)],
oy | _o -3t _
E(X)_E[Ml(gl—s)]{E[M3(Cl s) 3E[(2m21+C1)M2(C1 )]+

E[(%+ 3m,,C, + 3CIZ)M1 (T S)} ;

_ 2 )
burada, ¢, =3m;, —2m,, dir.

¢, rasgele degiskeninin A > 0 parametreli listel dagilima sahip olmas1 durumunda,

1
E(X)=——{E[26, +m,, )M, (&, —$)]- E(M, (§, —
(X) E[MI(CI_S)]{[CI m, )M, (G, = $)]- B(M, (¢, -s)}
1 [ - (Amy
=— Ik(x+s)e MI(X)dXJroe M, (x)dx
[reM, (x)dx ¢ 0
0
-| ke_“Mz(x)dx}
0
=w;{j xe "M, (x)dx + [se ™M, (x)dx +%J-e“Ml(x)dx
je_“Ml(x)dx 0 0 0
0
1%
—Ege ’ Mz(x)dx}
elde edilir.
Buradan 6zetle,
- 1 ~ 1~ A~
EX = — ~M! (M) —=M, (L) +—=LM, (M)},
Ml(k){ 1) = M)+ 1()}

elde edilir.
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Burada, I\N/Ik(k) = J.e’M M, (x)dx, A>0; M, (k)= E(S]I;(x)) ,k=1,2. A, =m,, dir.

0

Simdi de, , rasgele degiskeninin A >0 parametreli tistel dagilima sahip olmasi
durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ikinci momenti i¢in kesin formiilii elde edelim.

1

2\ _ o 3L _
E(X )_E[Ml(C1_S)]{E[M3(Cl s) 3E[(2m21+€1)M2(C1 $)]+

E[(%+3m21gl +3Q12)M1(€1 _S)}

m;l +(s+x)he M, (x)dx

1 LT o (

0
100 Cl 2 —Ax
+§J. ?+3m21(s+x)+3(s+x) M, (x)he “dx .
0

Buradan 0zetle,

_ 1 ~ N ~
== A)— o
E(X7) MI(M{MI (A)—A (M) +

)

M, (L)
2

+M;(x)+M3Tm+A21\7[1(x)}

elde edilir.

Burada, M, (A) = j e™ M, (x)dx, A>0; M, (k) =E(S,), k=1,2,3,4,5.

0

2

m; m

A =m,, A,=—2'-—1dm.
2 3

€, rasgele degiskeninin A >0 parametreli iistel dagilima sahip olmasi durumunda,
stirecin ergodik dagiliminin iiglincii ve dordiincii momentleri i¢in kesin formiiller benzer

bi¢imde elde edilir.

Bu da Teorem 9’un ispatini tamamlar.

Not. Bu formiiller uygulama i¢in 6énemlidir. Fakat karmagik matematiksel yapilarindan
dolay1 uygulamanin ihtiyacim1 karsilayamamaktadir. Bu nedenle uygulamanin ihtiyacini

karsilayabilecek sadelikte formiiller elde etmeye ihtiyag vardir. Bu ise ancak asimptotik
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yontemlerle elde edilebilir. Bunun i¢in, X(t) slirecinin ergodik dagilimimin ilk dort

momentleri igin A — 0 iken, asimptotik acilimlar elde edelim.

2.10. Miidahalenin Ustel Dagilim Olmasi Durumunda, X(t) Surecinin Ergodik
Dagiliminin 1lk Dort Momentleri I¢cin Uciincii Mertebeden Asimptotik
Acilimlar

X(t) stirecinin ergodik dagiliminin ilk dért momentleri i¢in asimptotik sonucun elde
edilebilmesi i¢in basamak degiskenlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle, hatirlatma
amaciyla, basamak degiskenlerin tanimi1 ve onlarla ilgili bir¢ok ilging Ozellikler asagida

verilecektir. Once, {ni }, 121, rastgele degiskenler dizisinin yardimiyla asagidaki rastgele

ylirliylis siirecinin tanimlayalim
S, :Zni ,n=1,S,=0
i=1

ve bu siirecin basamak degiskenlerini asagidaki gibi verelim.
vi =min{n >1:S_ >0},

AR =inf{k21:SVn+k >SS, }, nx1,

=S, - 3 ..
X § ;X

i=1

Her n>1 igin va tam degerli rasgele degiskenlerine n. (yukar1) basamak ani;

i=1

fo’ pozitif degerli rasgele degiskenlerine ise n. (yukar1 ) basamak yiiksekligi denir.

i=1
Hatirlatalim ki, n>1 i¢in (v, ) ler bagimsiz ve ayni tiir dagilima sahip rasgele
degiskenler dizisi olusturdugu bilinmektedir.(bak, [30], s.193).

(vi,x.) ciftine ise (yukarl)) basmak degiskenleri denir. Basamak degiskenleri ,

ozellikle birinci basamak ami (v,) ve birinci basamak yiiksekligi (y,) rasgele yiiriyiis

stirecinin incelenmesinde 6nemli rol oynamaktadir.
Simdi N(z) sinir fonksiyonelini basamak degiskenleri yardimiyla ifade edelim.Bunun
icin H(x) yenileme siirecini tanimlayalim.

H(x):min{HZI:ZXi*ZX}, x20,

i=1
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Kolayca géormek miimkiindiir ki, her x>0 i¢in H(x) siireci ,{x; }, n >1, dizisinin

olusturdugu bir yenileme siirecidir.Diger taraftan N(z) tanimina gore,

H(x)
N(x) = Z\/f bigiminde yazilabilir. Bu durumda, N(z) siireci 6diillii yenileme siireci

i=1
olur. Bu siirecin olasilik karakteristikleri literatiirde iyi bilinmektedir (bak, [16]). Bunlarin
yardimiyla S ) stirecini agagidaki gibi tanimlayabiliriz.

H(x)

SN(x) = ZX: .

i=1
Bu bilgilerden sonra amacimiza ulagsmak igin Sy, sinr fonksiyonelinin momentleri

i¢in kesin formiiller elde etmeliyiz. Bunun i¢in asagidaki doniistimii incelemeliyiz.

00

Y k) = j e MB(e ™ )dt, >0, k>0.

0

Simdi de yardimc1 teoremi verelim.

Yardimcr Teorem 1. W(A,k)doniisimii x, ‘min Laplace Stiltejis (q(a))
yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

’ A1 -oh+k))’

burada, ¢(a) = E(e ™) = Ie"‘“dF(t), a>0, F(t)= P{Xl+ < t}, t>0.
0

Ispat. Kolayca gormek miimkiindiir ki;

Te_xt Te‘kxP{SNm e dx fdt = ]O.e_m Te_kxiP{N(t) =n; T, e dx jdt =
t=0

t=0 x=t x=t n=0

—38

e [e™ [Pls+&, edx}d, Us)dt =L, () L, (1) dir.
x=t s=0

t=0 =

Burada L, (t)= Tek"dF(x) , L,{dt}=e™dU(t) ve U(t) = iF (t) *dur.

n=0
L, (L) ile L,(t)fonksiyonun Laplace Stiltijis doniigiimii ve Ijl(k) ile L, (t)

fonksiyonun Laplace doniisiimii gosterilmistir..

Kolayca gosterilebilir ki:

L,(\) = Te‘“Lz {dt}= Te‘me_ktU{dt} = Te‘<“k)U{dt} =U (A +k);

0 0 0



45

Loo=fe" [Te—kwx)dx}t ——olk)=-olk +1) = ol - olk + 1]

t

(=}

00

Diger taraftan U(t)= Z F™(t) oldugundan

n=0
. 1
U (A+k)=———"du.
1— oA +k)
Sonugcta ,
wouk) = L =0RHD) e il (67)

A1 —-o(A+k))
Bu da yardimc1 teorem 1’in ispatin1 tamamlar.

Yardimei teorem 1 ‘i kullanarak , Sy, sinir fonksiyonelinin ilk ii¢ momentleri i¢in

kesin formiiller elde edilebilir.

Sonug 5. x, rasgele degiskenin ilk {ic momentleri mevcut ve sonlu oldugu takdirde,
Sn sinur fonksiyonelinin ilk ti¢ momentlerinin Laplace doniigiimlerinin kesin ifadeleri
yenileme fonksiyonun yardimiyla asagidaki gibi elde edilebilir:
a) M) =, U(), (68)
b) M, (2) = 20(1)U. (M), 9, (1) + 1, U(), (69)
©) My (1) = 6UMUL (M7 () + 3U UL (W) [119, (1) = 0, W]+ 1,0 . (70)
d) M, (1) = 24U)U ()07 (1) + 120()UZ DE-200, ()9, (1) + 07 (W] +
20U (M=2005(M) + 31,0, () = 2030, W]+, T () (71)
&) My (1) = 1200(A)U2 (1K) (1)) + 60U (U2 () By 0] (M), (1) — 197 ()] +
100U (W[40, )95 (M) + 31,93 (1) = 61,0, ()0, (1) + 21,07 (W)] +
SUGIUL ()@, () = 20,05 (M) + 21,0, (M) — @ (W] + 1T, (72)
burada M, (x) = E(S{,)) » oM =E(™), oM =0"R), k=1,2,34dr.

- U=,
1= o0 M- (1)

0

U.(A) u, =B, k=1,2,3,4,5.

I\N/Ik(K) = J.e_“Mk (x)dx .

0



46

U(t), x, rasgele degiskeni tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonudur. [NJ(K) ile
U(t)nin Laplace doniisimii ve U,(A) ile U(t)nin Laplace- Stiltijes doniisimii
gosterilmistir.

Simdi temel teoremi verebiliriz.

Teorem 10. Baslangic rasgele degiskenler & ,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:

1) 0<EE, <o,

2) En, >0 ve E|1‘|1|3 <o,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) £, rasgele degiskeni (s, ) araliinda A >0 parametreli iistel dagilima sahip

olsun.

Bu taktirde, X(t) siireci ergodiktir ve siirecin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri

icin A — 0 iken, asagidaki ii¢ terimli asimptotik acilim yazilabilir:

EX=%+S+%+0(K),

_ A - A
E(X2)=%+‘TM+%—%—3AZ+0(1), (73)

k

. m
burada p, = E(x))", u, =B k=23, m, =E(n)", m, =—&,

1 1

2
_my My *dir

ve Aj=m,, A, > 3

Ispat. Once X(t) siirecinin ergodik dagilimmin beklenen degeri igin ii¢ terimli
asimptotik agilimi elde etmeye ¢alisalim. Hatirlatalim ki, Teorem 9°da EX igin kesin
formiil asagidaki gibi elde edilmisti:

= 1

EX == m21
M, (1)

~ | ~
[—ME(K)—E M, () + ="M, (W] (74)

Sonug 5’de 1\7[1(7») i¢in asagidaki ifade elde edilmistir:

~ ~ ~ 1
M,(A)=p,URA) ve UL)=———
) =00 ve U0 == o
oldugu go6zoniine alinirsa,
M, (L) =—F (75)
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elde edilir.
¢(A)’ y1 A — 0 iken Taylor agilimina agarsak ve (75)’de yerine yazarsak, I\N/II(K)

icin asagidaki asimptotik acilim elde edilir:

2
Ml(x)=%+%+%_%+o@). (76)

[fade (75)’de I\N/I1 (A) ’in tiirevini alirsak asagidaki ifade elde edilir:

- e
M, (n) 22(1 El o(n)) ’ X(T—(P(P(K))z |

Benzer bigimde, A — 0iken, M, () iin asagidaki asimptotik agilim elde edilir:

~ ! 2 1
1\/[1 (}\’):_F_ﬁ+O(XJ. (77)

Sonug 5’de I\N/Iz(k) in kesin ifadesi asagidaki bigimde elde edilmistir:
M, (1) = 20()U. (A)—11,0, (1)) + 1, U ().

Yardimei1 Teorem 1°1 kullanarak,

v _ 2 2 1 1(7“)
M) = T oB) 70 - b 7

elde edilir.
Uygun hesaplamalar yapilarak A — 0 iken, I\N/Iz(k) icin asagidaki asimptotik acilim
elde edilir:

8,0 =2+ M +L+0(l). (79)
Ao 3pA A

Kisalik amaciyla J 1(k)’y1 asagidaki gibi dahil edelim:
1 1 ~ A~
5= M, ()= 2 M, (1) + =1 M, (). (80)
(76), (77) ve (79)’daki asimptotik acilimlari, formiil (80)’de yerlerine yazilirsa,
A—0 iken, J, (k) icin asagidaki asimptotik acilim elde edilir:

1,(0) LA +(_Q+Mjl+o(l} (81)

BFERETE 6 4 % \a

(76)’daki asimptotik ac¢ilim kullanilirsa, A — 0 iken, KI(K) icin asagidaki

asimptotik a¢ilim elde edilir:
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1 My Xpy s o
K (A== = LAl X . 82
=gy e ol (82)

EX icin elde edilen kesin ifade (74)’de asimptotik agilimlar (81) ve (82) yerlerine

yazilirsa, . — Oiken, EX i¢in asagidaki asimptotk agilim elde edilir:
= 11
EX =0, 0K, () = =+ (A =) +ol2). (83)

Simdi de, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momenti i¢in A — 0, asimptotik
acilimlar elde etmeye ¢alisalim.

Teorem 9°da E(X?)igin kesin formiil asagidaki gibi elde edilmistir:

. 1,0
E(XY) = M(M{M 0= my (M () #2200 ¢
N ) M) S =200 Ml(x)} . (84)

”

(75)’deki 1\7[1(7») ‘in kesin ifadesinin iki defa tilirevini alinirsa, I\N/I1 (k) ‘nin kesin

ifadesi asagidaki gibi elde edilir:

1\7[1”(7\')_ 2}11 B 2“1@1(7\’) + 2“1(P1( ) n Hl(Pz(}‘)

CX(-0() R-e()  A-o)  A1-o()]

Uygun hesaplamalar yapilarak, A — 0 iken, 1\7[1 (K) i¢cin asagidaki asimptotik agilim

(85)

elde edilir:

~ " 6 1
M, (7“)=F+%+°(Fj' (86)

(78)’deki M, (X)’nin kesin ifadesini tirevini alarak, M, (L) icin asagidaki kesin
ifade elde edilir:

1\7[2'(?\’): _ M “Z(Pl(k)

21— 21— )

2m0,(h)  4mor(h)  2m,(0)

R-o)  M-o@)’ r(1-e())

o(\)’ y1 L — 0 iken Taylor ag¢ilimina agilir ve (87)’de yerine yazilirsa, 1\7[2 (7») i¢cin

(87)

asagidaki asimptotik agilim elde edilir:
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~ ! 6 2 1
O ®)

Hatirlayalim ki, Sonug 5°de 1\713(7») ’in kesin ifadesi asagidaki gibi bulunmugtur:

M, (1) = 6U(M)UZ (A )07 (1) + 30U )I0, () — o0, ]+, 0G) — (89)
Yardimci Teorem 1°1 kullanarak,
W, (h) = 6ulcpf(k)3+ 3MI<P2(K)2_ 3uchl(k)2+ My 90)
AM1-0n)"  AMl-9A))” Ad-9R)” Al-¢(r))
elde edilir.

Uygun hesaplamalar yapilarak, A — 0 iken, 1\~43(X) icin asagidaki asimptotik agilim

elde edilir:
Y 6 3u, W
M3(}\‘):}\4_4+T21+}\‘_321+0(F) (91)
Kisalik amaciyla J, (7») ’y1 agagidaki bicimde dahil edelim:

M, () W0 s, 0

)+ M) () + (92)

LO)=M, 0)-A, M)+
(76), (77), (79), (86), (88) ve (91)’deki asimptotik agilimlari, (92)’deki ifadede

yerlerine yazilirsa, L — 0 iken, J, (7») icin agagidaki asimptotik acilim elde edilir:
2 A, 3A 1

JZ(}\,)=F+}\’—;+ }\’22 +O(Fj.

Dikkat edilirse, asimptotik a¢ilim (82)’de A — 0 iken, K, (7») icin asagidaki

(93)

asimptotik acilim bulunmustur:

1 A ru
K(A)==—rs=""20 2220 107 4007 ). 94
) M,(L) 6 2 b) &4
Kolayca goriilebilmektedir ki,
(95)

E(X?)=J,(A)K, (1) dr.
Asimptotik agilimlar (93) ve (94)’1, kesin formiil (95)’de yerlerine yazilir ve uygun

hesaplamalar yapilirsa, A — 0 iken, E(X?) icin asagidaki ii¢ terimli asimptotik agilim

elde edilir:
E(Xz)=J2(x)Kl(x)=%+%+%—m—3Az+o(1). (96)

Bu da Teorem 10’un ispatini tamamlar.
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Sonu¢ 6. Teorem 10’un kosullar1 saglandigi takdirde, A — 0iken, X(t) slirecinin
ergodik dagiliminin varyansi i¢in asagidaki asimptotik a¢ilim yazilabilir:
Var(X) = Lz + SL; +Ha M” —m,, +o(1). (97)
A 4 3 4
Simdi de, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ii¢lincli ve dordiincii momentleri i¢in

A — 0, asimptotik acilimlar elde etmeye ¢alisalim. Bununla ilgili temel teoremi verelim.

Teorem 11. Baslangic rasgele degiskenler & ,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:

1) 0<EE, <o,

2) En, >0 ve E[n,[ <o,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) €, rasgele degiskeni (s, ) aralifinda A >0 parametreli iistel dagilima sahip
olsun.

Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ii¢lincli ve dordiincii momentleri

icin A — 0 iken, asagldaki ii¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:
3 1
E(X® )— +(3A 3p21) +(3A, _EAI Ly, +p31)x+0(l), (98)

24 1 1 1
E(X )_k_+12(A MZI)F+(12A2 +4u31 —6Al uzl)FwLO(x), (99)

burada A, =m,,, A, = 5

_& dir
3

ispat. Oncelikle, E(X)® icin ispat1 verelim. Bilinmektedir ki, Teorem 9°da E(X)’

icin asagidaki kesin ifade elde edilmistir:
1

E(X )_M—(X){ M;"@)-%Mg(x)—ﬁg(x)—% S+ AM”(X)+ AM L)+

;A M;(A)-3A M! (k)— A M ,(A)+3A, M (7»)} (100)
Yukardaki kesin ifadenin asimptotik acilimmi bulmak i¢in asagidaki asimptotik
acilimlara ihtiyag vardir.
Sonu¢ 5’1 kullanilarak,A — 0 iken, asimptotik ac¢ilimlar asagidaki gibi
hesaplanabilirler:
§_3M

M/(L) = - 30

1
+O(F)’ (101)
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Y4 24 p 2“‘ 1

Mz(}\.):F+6}\‘—il+T§1+O(}L—2), (102)

v 24 p H

My =75 -9t -2ty 0( ), (103)

Y 24 H H

M,A)="F+12"2L+423L+0 104
ne) 2 TIRY ( (104)

Yukardaki asimptotik ac¢ilimlar (76), (77), (79), (82), (86), (88), (91), (101), (102),
(103), (104)’i kesin ifade (100)’de yerlerine yazilir ve kolay hesaplamalar yapilirsa,

L — 0iken, E(X)’i¢in asagidaki asimptotik agilim elde edilir:
=3 6 1 3 1
E(X?)=—=+GA, =3u,) 5 +GA, ——A 1, +u;)—+0(), (105)
A A 2 A
burada, A, =m,, dir.

Simdi de, E(X)*i¢in asimptotik ifade elde etmeye ¢alisalim. Hatirlatalim ki, E(X)*

icin kesin ifade Teorem 9’da asagidaki gibi elde edilmistir:

E(X*)=—=

MY () + 2M7(1) + 2MI(8) + MY (1) +

1

+%1\715(x)—2A11\~4;”(7»)—3A11\713(7») -

—2A ML) - 1AM L)+ 6A,M"(W) + 6A, M, (M) + 2A,M, (L) -

“12A M (L) - 6A,M, (1) + 3A, M, (L)} (106)

Amacimiza ulagsmak i¢cin A — 0 iken asagidaki asimptotik a¢ilimlara ihtiya¢ vardir.

M;V(k):%oﬂz%+0(%), (107)
M7(\) = - 1;60 24‘;‘&251 2;‘51 Oy ) (108)
M”(k)@+36§51 6*}‘3%0( ), (109)
M, (A) = — 1;60 48;121 12?3%0( ), (110)

M, (%) = li—0+6oi“ +2o‘;31 +0( 5, (111)
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Asimptotik acilimlar (76), (77), (86), (88), (91), (94), (102), (103), (104), (107),
(108), (109), (110) (111) “leri, kesin ifade (106) ‘da yerlerine yazar ve kolay hesaplamalar
yaparsak, E(X)* i¢in A — 0iken asagidaki asimptotik agilim elde edilir:

— 24 1 1 1
E(X4) = F+12(A1 _Hzl)F"‘(lez +4u,, —6A, MZI)F—FO(X), (112)

2
m,,

2

L TIE

burada, A, =m,,, A, =

Bu da Teorem 11’in ispatin1 tamamlar.

Yukarda X(t) siirecinin ergodik dagilimimin ilk dort momentleri i¢in asimptotik
acilhimlar1 elde ettik. Bu asimptotik agilimlardan yararlanarak, X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin bir ¢ok diger karakteristikleri hesaplamak miimkiindiir. Bu karakteristikler
icersinden hem teorik hem de pratik acidan Onemli olanlardan birisi asimetri katsayisi
digeri ise basiklik katsayisidir. Asagida bu karakteristiklerle ilgili asimptotik agilimlar elde
edilmistir.

Carpiklik ve basiklik katsayilarini sirasiyla agsagidaki gibi tanimlayalim:

3 3 s 4 4
(e} (e)

3.

Burada, a = E(X) ’dur.

Sonug 7. Baslangig rasgele degiskenleri &,,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:
1) 0<Eg, <o,

2) En, >0 ve E|1‘|1|3 <0,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) £, rasgele degiskeni (s, ) araliinda A >0 parametreli iistel dagilima sahip

olsun.

Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin asimetri ve basiklik katsayilari igin
A — 0 iken, agagidaki ii¢ terimli asimptotik acilimlar, sirasiyla yazilabilir:
¥, =2+0(0),

v, =6+0(0),
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. . : E(X -a)’
Ispat. Teorem 10, Teorem 11 ve Sonu¢ 6’daki asimptotik agilimlar y, = (—3a)
c
E(X-a)* _, . o
ve v, =T_3 de yerlerine yazilir ve uygun hesaplamalar yapilirsa asagidaki

asimptotik acilimlar elde edilir.
v; =2+0(L), (113)

Y, =6+0R). (114)
Bu da sonug 7’in ispatini tamamlar.
Not. Belirtelim ki, A > 0 parametreli iistel dagilima sahip bir Y rasgele degiskenin

asimetri ve basiklik katsayilari sirasiyla vy, =2; v, =6’dir. Yani, A — 0 iken, asimetri ve

basiklik katsayilari i¢in elde edilen asimptotik agilimlar, bu parametrelerin degerlerinin
tistel dagilima sahip rastgele degiskenin asimetri ve basiklik katsayilarina yeterince
yaklastigin1 gdstermektedir. Dolayisiyla, ele alinan siirecin duragan 6zellikleri A — 0 iken,
kendilerini bir iistel dagilima sahipmis gibi gdsterdiklerini goriiyoruz. Bu durumda, iistel
dagilimin unutkanlik 6zelliginin yarattifi kolayliktan yararlanarak ele alinan siirecin
duragan ozellikleri icin yeteri kadar sade ve yeteri kadar uyumluluk gosteren yaklasik
formiiller elde edilmistir. Fakat bu sezgizel sonucun kesin ispatina ihtiya¢ vardir.

Simdi de, bu sezgisel sonucun kesin ispatini, zayif yakinsaklik teoreminden
faydalanarak yapalim.

Amacimiza ulagmak i¢in asagidaki notasyonlar1 dahil edelim.

Sy (x)

¢os. (u)=Ee , ¢, (1) = Ee"™, ¢y (u)=limEe"*" ueR,
N(x) i t—o

Qy, (X) = tlimP{Wk(t) <x}, N(x)=inf{n>0:S, >x}.

Teorem 12. Baslangic rasgele degiskenler &,,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:
1) Eg, <o,

2) En, >0,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) ¢, rasgele degiskeni (s, ) ‘da A > 0 parametreli listel dagilima sahip olsun.

Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu, u # 0

olmak tizere asagidaki gibidir:
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(PX (u) = w;je*lxemx M
[e™ENGOdx ° ¢, (-u)-1

0

dx (115)

Simdi de, asagidaki gibi Wk (t) stirecini tanimlayalim:

W, () =AX(1),
burada, hatirlatalim ki, X(t) = X(t) —s ’dr.

Not edelim ki, ergodik teoremin kosullar1 altinda X(t) siirecinin ergodik oldugunu
ispatlamistik (bak. Kisim 2.6). Aym zamanda, W, (t) siirecide ergodiktir. Ciinkii W, (t)
stireci, X(t)siirecinin bir lineer doniistimiidiir.

W, (t) siirecinin karakteristik fonksiyonunu Py, (0) , ueR, ile gosterelim.

Teorem 13. Teorem 12’nin kosullarina ek olarak, Emz <o da saglansin. Bu

takdirde, W, (t) siirecinin ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu A — 0 iken,

@y, (u), ueR, fonksiyonuna yakinsar:

P, (u) > —
I-1u
Ispat. Teorem 12 ‘nin kosullar1 altinda Wk (t) siirecinin ergodik dagiliminin

karakteristik fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

‘ 1= s, (=hu)-1
_ —atiu }\’ — _ —AX  iAux N(x) d 116
95, (1) =€ "9 () ENm[!e o 1 & (116)

Formiil (116)’daki Sy, siir fonksiyonelini amacimiza ulasmamizda kolaylik saglamasi

icin, asagidaki gibi kaydirma islemi uygulayalim:

SN(X) = SN(X) - X.

Bu S,,,, ifade (116)’da yerine yazilirsa,

0 —ilux _ _ _
Py, (u) _ Nl [J‘e*x"eim‘ € (PSN(X)( XU) ldX
ENGY) 9, (7)1
1 T —AX [ 4 iAux T —AX —inus,
= — [ c [C —l]dx —le E[e N(x) —l]dX]
RN |
1 iu

ERONEDT
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elde edilir.

Burada, I, (A) = EN(V)[1- ¢, (- Au)lve 1,(h)=[e™E[e ™ ~1]dx “dir.

0
EN(L) 'nin asimptotik a¢ilimi asagidaki gibi hesaplanir:

N ° —-Ax _ 1
EN(L) = -([e EN(x)dx = e 0 (118)

A —0 iken,¢ (A)=BEe™ =1-m\+o(L) “dur (bak, [30]). (119)

Asimptotik acilim (119), asagidaki ifade de yerine yazilirsa, A — 0 iken,

1 o
m =[Am, [1+o(1)]]
ST (120)
m, A

elde edilir. Asimptotik a¢ilim (120)’yi, ifade (118)’de yerine yazarsak, A — 0 iken,

EN(L) = mLkz[l +o()] (121)

1
elde edilir. A — 0 iken, agsagidaki asimptotik a¢ilimi1 yazmak miimkiindiir (bak, Feller [7]):
1-@, (Au) =ilum, +o(A) = idlum, [1+o(1)]. (122)
Asimptotik agilimlar (121)’1 ve (122)’y1, I, (1) ifadesinde yerlerine yazarsak, A — 0 iken,

asagidaki asimptotik acilim elde edilir:
I,(A) = ENQ[1-¢, (-Au)] = iu %[1 +o(D)]. (123)

I,(A) ifadesinin asimptotik aciliminin hesaplamasinda yararlanacagimiz Oonemli
bilgiler kisim 2.6’da teze dahil edilmigtir. Oradaki bilgilerin yardimiyla S, siireci

asagidaki gibi tanimlanabilir:
H(x) X
SN(x) = ZXi .
i=1

Simdi de, yenileme teoremini kullanarak, E(§N(x)) iIn - asimptotik acilimini

hesaplayalim:

ESy =E(Sxw —%) = £ o). (124)
2p,

Diger taraftan,
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¢ — ° 1 1
e ™ES,,..dx = | e™[ES —x]dx =y, ——mm-—— ¢ dir
_([ N(x) ‘([ [E N(x) ] Wy -0, () 22
A — 0 iken,
1

- - _ M a_ g
o ) = [y, n A +o(M)]] Mlx[1+ n AL+o(M)],

oldugu i¢gin,

< — 1 1
e ™ ES. dx =2 " 4 o(=)’ dur. 125
_([ N(x) A (?\’) (125)

1
K, <o oldugu icin asagidaki esitsizlik dogrudur (bak, [30] ):
‘ FeSve _ 1‘ < [Lu[ESweo (126)
(125) esitligini ve (126) esitsizligini dikkate alarak A — 0 iken,
I,(») =0() (127)

elde edilir. (123) ve (127) asimptotik ifadeleri, formiil (117)’de yerlerine yazarak,
A — 0 iken,

U om] [

(1-iuw)\ m, A\’ L1+ oIl

9 (W) = L1+ o(D][
1u

=%[1+0(l)] (128)
1-1u

elde edilir.

Bu da Teorem 13’iin ispatin1 tamamlar.
Sonu¢ 8. Teorem 13’iin kosullar1 altinda, W, (t)siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu A — 0 iken, zayif manada asagidaki dagilim fonksiyonuna yakinsar.

Qy () >1-e™, x20. (129)

2.11. Miidahalenin 2. Mertebeden Erlang Dagilimi Olmasi Durumunda Siirecin
Ergodik Dagiliminin IlIk Iki Momentleri icin Kesin Ifadeler

Bu kismin temel amaci, miidahalenin 2. mertebeden Erlang dagilimi olmasi

durumunda, X(t) strecinin ergodik dagilimmin ilk iki momentlerini Sy (,)simnir

fonksiyonelinin ve m, rasgele degiskeninin uygun momentleri yardimiyla ifade etmektir.
Bu amag i¢in dncelikle asagidaki notasyonlari dahil edelim:

m, =E(n), M (x)=E(Sy,,), k=123.x>0.
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Kisalik amaciyla ise su natosyonlar1 dahil edelim:

my :m_ M, (x) = (X)

, k=23, EX*=limE(X*(t)), k=1,2.
ml M (X) t—o0

Ayrica hesaplamalarda kolaylik olmasi amaciyla siireci ortalayalim, yani
X(t) = X(t) —s olsun.

Simdi de, bu kismin temel teoremini verelim:

Teorem 14. Siirecin Ergodiklik kosularina ek olarak E|n1 |3 < o kosulu da saglansin.
Ayrica, C, rastgele degiskeni (s, ) araliginda 2. merbeden Erlang dagilimima sahip

oldugu varsayilsin. Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri i¢in

kesin formiiller, Sy () sinir fonksiyonelinin ve m, rasgele degiskenin uygun momentleri

yardimiyla asagidaki ifade edilebilir:

EX =1 {MI"(X)JM;(M}&, (130)
M, O 2 2
B(X*)= -1 [ SO0 +my, M, 0+ 228, (0 - 8, (1) -
L () 2
1 ~ 3m? —2m
-3 M (M}%, (131)

burada I\N/Ik(K) = J‘e‘xX M, (x)dx, A>0; M, (k)= E(SN(X)) k=1,2,3.”dr.

0
Ispat. Hatirlatalim ki, Teorem 8’de {, rasgele degiskeninin genel duruma sahip
olmast durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri i¢in kesin ifadeler
asagidaki gibi elde edilmistir. {, rasgele degiskeninin 2. merteben Erlang dagilimina sahip

olmasi1 durumunda,

1
E(X) =m{mcl +m, )M, (G, —3)]- E(M, (G, —9)}

- ! {szx(x+s)e M (x)dx+j

j A xe ™M, (x)dx
0

1’Il21X

e ™M, (x)dx

- IKZ xe ™M, (x)dx}
0
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:]E Ml\l/{( y {J. ‘e ™M (X)dX-I—J.XG "M (x)dx+ 5 ;[ xe M, (x)dx
x)dx

17
_EIXG * Mz(x)dx}

0

1 " v
B M;m{ 2 (M}
elde edilir. Ozetle,
| . g
E(X) = (k){ M (K)+( 2L )M (L) — 5 (7»)}
EX = - {1\711"(7») +l1\712'(x)} L (132)
M, (1) 2 2

elde edilir. Burada, I\N/Ik(k) = J.e_“ M, (x)dx, A>0; M, (k)= E(Sk Ny) - kK=1,2,3.°dr.

0
Simdi de, £, rasgele degiskeninin 2. merteben Erlang dagilimina sahip olmasi
durumunda, siirecin ergodik dagilimimnin ikinci momenti i¢in kesin formiilii asagidaki gibi
elde edilebilir.
1

U S R A _
E(X)—E[MI(CI_S)]{E[Ma(Cl s) 3E[(2m21+C1)M2(C1 S)}

E[(C?l"' 3m,, G, + 3(;12)M1(C1 _S)}

= ! {;Tk xe M, (x)dx — I

j Mxe ™M, (x)dx \”°
0

xe ™M, (x)dx

+%I[%+ 3m,, (s +x)+3(s+ x)z}]\/ll(x)kzxe_“dx}.
0

Buradan,

1

E(X?) =-—
M, (1)

~ " m.. ~ ' _n
[— M{(A) +my M, (A) + 22‘ M, M) -M, )~

1~ } 3mj, —2m,, (133)

_§M3 ) [+
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0

elde ed111r Burada, I\N/Ik (;‘) = J.eixx Mk (X)dX B 7\4 > 0; Mk(k) = E(Sllil(x)) s k=1,2,3.’d1r.

0
Bu da Teorem 14°{in ispatin1 tamamlar.
Kesin ifadedeki formiillerin daha sade olmasi i¢in, X(t) slirecinin ergodik dagiliminin

ilk iki momentleri i¢in asimptotik agilimlar elde etmeye calisalim.

2.12. Miidahalenin 2. Mertebeden Erlang Dagilimi Olmasi Durumunda Siirecin
Ergodik Dagiliminin Ilk Iki Momentleri icin Asimptotik Acilimlar

Teorem 15. Baslangi¢ rasgele degiskenler &,,n,,C, asagidaki kosullari saglasinlar:
1) 0<Eg, <o,

2) En, >0 ve E|‘r]l|3 <0,

3) mn, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) G rasgele degiskeni (s, ) araliginda » >0 parametreli ikinci mertebeden Erlang
dagilimina sahip olsun, yani, dn(z) =A*(z—s)e *Vdz, z > s dir.
Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagilimmnin iki momentleri i¢in A — 0 iken,

asagidaki ii¢ terimli asimptotik acilimlar yazilabilir:

EX:i—I—S—i—M—}—(i 2

1
7 2 ——u3ljk+o(k), (134)

Y EEERY

burada, u, = E(x))*, u,, =%, k=273 ve m,_=E(n,)", m, =%’dlr.

1 1

Ispat. Bilinmektedir ki, Teorem 14’de EX igin asagidaki kesin ifade elde edilmistir:

EX = -1 [Ml"(x) +11\712'(x)} 1+ D (135)
M, (W) 2 2
Sonug 5’de 1\7[1(7») icin agagidaki ifade elde edilmistir:
M, (L) =u,U(R) ve UQ)= B
M1=(2))
oldugu go6zoniine alinirsa,
8, ()= (136)

A1-o()

elde edilir. ifade (136)’da 1\7[1 (A) ’in tiirevini alirsak, asagidaki ifade elde edilir:
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Benzer bicimde, A — 0 iken, 1\7[l (7») icin asagidaki asimptotik acilim elde edilir:

~ 2 pu 1
M, (A)=-=-—2+0—|. 137
M, (1)’in (136)’daki kesin ifadesinde iki kez tiirev alinirsa, I\N/IIH (L) igin asagidaki kesin
ifade elde edilir:
” 2
1\7[1 (7»)— 2y, B 2“1([)1(7“) n 2p,0, (7") n Hl(Pz(k) (138)

R (-0) 2(-0()) Mi-e@)]  A(1-o()
Uygun hesaplamalar1 yapilirsa, M 1" (X) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik a¢ilim elde

edilir:

o6 1
M, O*F*%“’(F)' (139)

Hatirlatalim ki, M , (1) i¢in sonug 5’de asagidaki kesin ifade elde edilmistir:
M, (1) =200)U. (), (1) + 1, U ().
Yardimer Teorem 1’den yararlanarak asagidaki ifade elde edilir.

1\7[2(}\’)_ Hs _ 2“1(91(7‘) (140)

Mi-o() a(-e())

Uygun hesaplamalar yapilarak A — 0 iken, I\N/Iz(k) icin asagidaki asimptotik acilim

elde edilir:
Mz(x)=%+“—22+L+o(1) (141)
Ao 3pA A

’

ifade (140)’da, M,())’nin kesin ifadesinin bir kez tiirevi alinirsa, M, (1) igin asagidaki

kesin ifade elde edilir:
~ M, Hz(P1(7‘)
M, (A)=- + +
+ =33 Mo

RI-o@)" M=) Al-o))

@(A)’ nin A — 0 iken, Taylor a¢ilimi acilirsa ve (142)’de yerine yazilirsa, I\N/I2 (X) icin

asagidaki asimptotik ag¢ilim elde edilir:
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Mz'(x)z—i—ﬂ—ﬁm(ij. (143)

Kisalik amaciyla asagidaki J,(A) notasyonunu dahil edelim.

], (x):Ml”(x)%Mz’(x). (144)

(143) ve (139)’daki asimptotik agilimlar, formiil (144)’de yerlerine yazilirlarsa,
A — 0 iken, J,(A) i¢in asagidaki asimptotik agilim elde edilir:

3 I
JI(X)ZF—%+O(PJ. (145)

(137)’deki asimptotik agilimi kullanarak, KI(X) icin A — 0 iken, asagidaki asimptotik

acilim elde edilir:

3 4 5.2
K, (2)=-— ! =l—m+m+o(x5). (146)
ML) 2 8 16

Asimptotik agilimlar (145) ve (146), kesin formiil (135)’de yerlerine yazilirlarsa ve
uygun hesaplamalar yapilirsa, L — 0 iken, E(X) i¢in asagidaki {i¢ terimli asimptotik
acilimi elde edilir:

- 3 4m, -3 3 1
EX:JI(X)Kl(k):£+ﬂTM”+(3—2u;—Eu3ljk+o(k). (147)

Burada, EX = EX +s olduguna dikkat edilirse, EXi¢in A — 0 iken asagidaki asimptotik

acilim elde edilir:

3 4m,, —3u 3 1
EX=—+s+—2 241 =2 ——qu,, |[A+o(h).
n 3 (321-121 12“31) )

Bu da Teorem 15’in ispatin1 tamamlar.
Simdi de, diger bir 6nemli bir sonucu verelim. X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
ikinci momentinin asimptotik a¢ilimini elde edelim.

Teorem 16. Baslangic rasgele degiskenler & ,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:
1) 0<Eg, <o,

2) En, >0 ve E|T]1|3 <o,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) £, rasgele degiskeni (s, ) araliginda A > 0 parametreli ikinci mertebeden Erlang

dagilimina sahip olsun, yani, dn(z) =A*(z—s)e " dz, z > s dur.
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Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momenti i¢in A — 0 iken,
asagidaki ii¢ terimli asimptotik acgilimlar yazilabilir:

3m,, -2, + 2“21 —3myu,, + 3m;, —2m,,
2A 8 6

— 4
E(X2)=F+

Ispat. Hatirlatalim ki, Teorem 14’de E(X?) i¢in asagidaki kesin ifade elde

edilmistir:
E(X?) = —— [‘ M) +my, M, (1) + 2208, (0 - M, () —
M, (1) 2
, 2
—%MS (x)} 3y, - 2m;, (148)

M, (1)’in (136)’daki kesin ifadesinde ii¢ kez tiirev alimrsa, M,” (L) igin asagidaki kesin
ifade elde edilir:

2
1'\7["((}\’) -6 [l 46 1@, (1) 6 20,9, (M) 3 1P, (R)

Ml-e)  XMl-e)’  A(1-e) A (1-oe1)’

i) oMo, M) e ()
AM1- (1)) Ml-9)  A1-¢(R)’

(149)

Uygun hesaplamalar yapilirsa, 1\7[1"'(7») icin A — 0 iken asagidaki asimptotik

acilimi elde edilir:

m ﬁ _ 3“,21 i

M, (M) =53 +0(3). (150)

ifade (140)’da, M, (L) nin kesin ifadesinin iki kez tiirevi alinirsa, M," (%) igin asagidaki

kesin ifade elde edilir:

M (L) =2 H, ) 1@, (1) ) Hor (V) n H, 9, (A)
’ Kl-o)  Md-0n)*  M-et)’ A=)’

He (M) +8 Ml(Plz(k) 4 H0,(A)
Nd-o))?  Md-eR) A (1-9()’

wer) e Mo, wes ()
Mi-oh)!  Ad-o(r)’ A1 —o(1))?

(151)

¢(A)’ nin A — 0 iken, Taylor acilim1 agilirsa ve (151)’de yerine yazilirsa, Mz" (7») icin

asagidaki asimptotik ag¢ilim elde edilir :
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24 6u, 2pn 1
M,"(A) = I Tfl 3;3] (P) . (152)
M ;(A) i¢in Sonug 5’de asagidaki kesin ifade elde edilmistir:

M, (1) = 6UM)U? (A N,o; (M) + 30U (MD[e, (M) — e W]+, 0. (153)

Yardimci Teorem 1°1 kullanarak asaidaki kesin ifadeyi elde etmek miimkiindiir.

v _ 6“1@12(7‘) + 3“1@2(7‘) _ 3“2@1(7\') + Hs
M) = ol H-e) M=ol M- 00 (134

Gerekli hesaplamalar1 yaparsak, 1\N43(k) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik agilimlar
elde edilir:

1’\7[3(}\,):}%4‘%4‘%4‘0(%). (155)

M, (1)’in (154)’deki kesin ifadesinde bir kez tiirev almnirsa, 1\713’(7») icin asagidaki kesin
ifade elde edilir:
1\7[3’(7\,) __ 6“1@1 (7\') 18“1(91 (7‘) 18“1@1( )(9257‘) _ 31,9, (7*)

R0l Ao Al-g() 2(-e()

N 3“1@3(}‘) 3“2@1(7“) _ 6“2@2(7“) _ 3“2([)2(7")
)

M=o R0 Al-o()  A1-ol)

_ M n 139, (A) . (156 )
R(1-1) 22(1-o())’

Uygun hesaplamalar yapilirsa, I\N/I3 (K) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik acilim elde

edilir:
M3'(x):—ﬁ—%—ﬂ+o(i) (157)

Kisalik amaciyla J, () ’y1 agagidaki gibi dahil ettik.

3o (1) =R, 00+ my J1) )+ T2, ()= ¥ 0= ¥ G (158)

Sonugta, (157), (152), (150), (143), (139) asimptotik acilimlar, ifade (158)’de

yerlerine yazilirsa, J, (k) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik a¢ilim elde edilir:

8 3m m 1
LM =¢ Tﬂ_#gm“’(ﬁ)' (159)
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Hatirlatalim ki, ifade (146)’da KI(X) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik ag¢ilim elde

edilir:

3 4 5.2
K, (h)=-— :l—m+m+o(x5). (160)
M/(x) 2 8 16

Kolayca géormek miimkiindiir ki,

E(X?)=J,(M)K, (1) dr. (161)
Asimptotik agilimlar (160) ve (159), kesin ifade (161)’de yerlerine yazilirlarsa, E(X?)
icin A — 0 iken asagidaki asimptotik acilim elde edilir:

E(X*) =1,(1K, ()

iz+ 3m,, -2y, " 2“51 —3m, 1, n 3m;y, —2m,,
A 2A 8 6

+o(1). (162)

Bu da Teorem 16’in ispatin1 tamamlar.
Sonu¢ 9. Teorem 16’nin kosullar1 saglansin. Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik
dagiliminin varyansi i¢in A — 0 iken asagidaki asimptotik agilim elde edilir:

Var(X):%+%+A+o(l),

2 2
burada, A = Bap My A4, PLLTRY Y

4 3 64

Simdide miidahalenin ii¢lincii mertebeden Erlang dagilimi olmasi durumunda, X(t)

stirecinin ergodik dagiliminin momentlerini inceleyelim.

2.13. Miidahalenin 3. Mertebeden Erlang Dagilimi Olmasi Durumunda Siirecin
Ergodik Dagiliminin IlIk Iki Momentleri icin Kesin Ifadeler

Bu boliimiin amaci, miidahalenin 3. mertebeden Erlang dagilimi olmasi durumunda,

X(t) surecinin ergodik dagiliminin ilk iki momentlerini Sy () sinir fonksiyonelinin ve 7,

rasgele degiskeninin uygun momentleri yardimiyla ifade etmektir. Bu amag i¢in dncelikle

asagidaki notasyonlar1 dahil edelim:
m, =E(n), M (x)=E(Sy,,), k=123.x>0.

Kisalik amaciyla ise su natosyonlar1 dahil edelim:

m M, (x)
my, =—k, M, (x) = .

, k=23, EX* =limE(X*(t)), k=1,2.
ml M1 X) t—0
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Ayrica hesaplamalarda kolaylik olmasi amaciyla siireci ortalayalim, yani
X(t) = X(t)—s olsun.
Simdi de, bu kismin temel teoremini verelim:

Teorem 17. Siirecin Ergodiklik kosularina ek olarak E|n1 |3 < o kosulu da saglansin.

Ayrica, C, rastgele degiskeni (s, ) araliginda 3. merbeden Erlang dagilimima sahip
oldugu varsayilsin. Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri i¢in

kesin formiiller, Sy () siir fonksiyonelinin ve m, rasgele degiskenin uygun momentleri

yardimiyla asagidaki ifade edilebilir:
1

m21

EX = — [M"’(x)+ M, (x)} (163)
(l)
B(X*)=— o [M?%)—mﬂM;"m—ﬁﬂz"(mw(m
M, (1) 2
1~ 3m2 —2m
—M by 21 31
3 ( )} s ) (164)
Burada,

M, (L) = je-“ M, (x)dx, A>0; M, (k)=E(SY,),k=1,2,3.dur.

0
Ispat. Hatirlatalim ki, Teorem 8’de &, rasgele degiskeninin genel duruma sahip
olmast durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri i¢in kesin ifadeler

asagidaki gibi elde edilmistir. {, rasgele degiskeninin 3. merteben Erlang dagilimina sahip

olmasi durumunda,

1
E(X) = m{E[ZQ +m, )M, (G, —9)]-EM, (¢, —5)}

- ! {jk3x2(x+s)e M (x)dx+j

© A3 2
| MXT M (x)dx

m21x

e M, (x)dx

0

© A3 2
-| Ax e“Mz(x)dx}

0
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_ ! {j Ye ™M (x)dx+jx e ™M, (x)dx

J.Xze_“M (x)dx

0

[e]

+ %J. x*e ™M, (x)dx— %J-Xze_MM2 (x)dx}

0 0

1 ", " 1 !
= " { Y (7\')}
Mi(}) 2
elde edilir. Ozetle,
1 ~ 1 ~
E(X) = { M/ —M] (7»)}
M (h) 2
— 1 -~ 1 ~ I m21
EX=-— M) +-M, ) [+—— (165)
M, () 2

elde edilir. Burada, I\N/Ik(k) = J.e_“ M, (x)dx, A>0; M, (k)=E(Sk ) > k=1,2,3.7dur.

0
Simdi de, C, rasgele degiskeninin 3. merteben Erlang dagilimina sahip olmasi
durumunda, siirecin ergodik dagilimimnin ikinci momenti i¢in kesin formiilii asagidaki gibi

elde edilebilir:

2 1 B _
E(X") = E[M, (¢, —9)] {E[Mz(C1 s) 3E[(2m21 +C)M,(C, —9)]+
E[(+3m, G, +36)M, (G, —s)}
= ! {%T}L};Z e M, (x)dx
J.}Lixe_“Ml(x)dx 0
0 2
—]:(% 2 e ™M, (x)dx
1°° 7\‘3 ? —)\.Xd
3! 2+3m21(s+x)+3(s+x) (%) X b
Buradan,
E(X?) = —— [‘ R+ my, M, () + T2, (1) - B, () -
M, (M) 2
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(166)

elde edilir. Burada, M, (L) = J‘e‘xX M, (x)dx, A>0; M, (k)=E(SY,,), k=1,2,3dur.

0
Bu da Teorem 17’in ispatin1 tamamlar.
Kesin ifadedeki formiillerin daha sade olmasi i¢in, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin

ilk iki momentleri i¢in asimptotik agilimlar elde etmeye ¢alisalim.

2.14. Miidahalenin 3. Mertebeden Erlang Dagilimi Olmasi Durumunda Siirecin
Ergodik Dagilimimin Ilk Iki Momentleri icin Asimptotik A¢ilimlar

Teorem 18. Baslangi¢ rasgele degiskenler &,,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:
1) 0<EE, <o,

2) En, >0 ve E|111|3 <0,

3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) ¢, rasgele degiskeni (s,0) araliginda A >0 parametreli liglincii mertebeden

Erlang dagilimina sahip olsun, yani, dn(z) = %7»3 (z—s)’e™"¥dz, z >s dur.

Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin iki momentleri icin A — 0 iken,

asagidaki ti¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:

2
EX =2 g4 Mo =20y [ Ha T o (167)
A 6 18
_ +\k _ﬁ _ _ k _ mk D
burada p, = E(%,)", pn,=—, k=23 ve m, =E(n,)", m,, =—"d.
My 1

Ispat. Hatirlatalim ki, Teorem 17°de EX igin asagidaki kesin ifade elde edilmistir:

EY=—%[1\7[1”(7»)+11\712”(x)}+&. (168)
M, (1) 2 2
Yukarda asagidaki asimptotik acilimlar elde etmistir:

~ " 6 M 1

M, (X):F+ﬁ+°(ﬁj° (169)

M”(L) =———3—+o(—j, (170)
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~ 24 2 1
Mz(k)=F+6%+%+O(K—ZJ, (171)

Kisalik amaciyla J, (A) ’y1 dahil edelim.

1,00=M" (x)+%1\712"(x) (172)

Asimptotik agilimlar (170) ve (171), kesin ifade (172)’de yerlerine yazilirlarsa,
J, (X) icin A — 0 iken, asagidaki asimptotik agilim elde edilir:

12 p 1
J4(7\,):—F+ﬁ+0(7\4—2j (173)
Asimptotik acilim (169)’u kullanarak, KZ(X) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik agilim

elde edilir:

2
K, == O B Mo g2 (174)

- 4 3 2
M, (V) A A 6A

Asimptotik agilimlar (173) ve (174), kesin ifade (168)’de yerlerine yazilirlarsa, EX igin

A — 0 iken, asagidaki asimptotik a¢ilim elde edilir:

— -2 z _
EX =J,(MK, (L) = %+ 3y, g Ha y [“2118“31 jx +o(M). (175)

Burada EX = EX +s oldugundan A — 0 iken EX icin asagidaki asimptotik a¢ilim elde

edilir.

2 p—
EX:%+s+3le 2L el O L+o(h).
A 6 18

Bu da Teorem 18’in ispatin1 tamamlar.
Simdide, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momentinin asimptotik agilimini

elde edelim.
Teorem 19. Baslangic rasgele degiskenler &,,1,,§, asagidaki kosullar1 saglasinlar:
1) 0<Eg, <o,
2) En, >0 ve E|T]1|3 <o,
3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) £, rasgele degiskeni (s,0) araliginda A >0 parametreli liclincli mertebeden

Erlang dagilimina sahip olsun, yani, dn(z) = %73 (z—s)’e™"¥dz, z>s dur.
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Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ikinci momenti i¢in A — 0 iken,

asagidaki ii¢ terimli asimptotik acgilimlar yazilabilir:

20 + 18m,, —10u,, + 5“51 _ Iy, + 3m§1 —2m,, +

E(X?) =
(X7 32 9 27 3 6

Ispat. Hatirlatalim ki, Teorem 17°de E(X?) icin asagidaki kesin ifade elde

edilmisti:
E(X?) =~+[M5W> () —my, M) — 228, () + MI(W) +
M, () 2
n 2 —
%1\7{ (K)} 3mj, 62m31 , (176)

(136)’daki kesin ifadenin dort kez tiirevi alinirsa, M™ () i¢in asagidaki kesin ifade elde
edilir:

l\N/Iilv)(X)— 24y, 24“1@1(7‘) + 24“1(912(7‘) + 12“1@2(}‘) _

CR=0) M-e()]  K-o) 20 -e1))

24“1@?(7‘) _24“1@1(7‘)(92(7‘)_ 4“1@3(7‘) + 24“1@1 (k

2o 2o 200 Al-e()

36“1@12(7\‘)@2(7“)_'_ 6“1(P§(7\‘) " 8“1@1(}")([)3(}‘“)_'_ K9y (7“) (177)

Mi-o@)'  2(-e@)  2(-o()  AM-e()’

Uygun hesaplamalar yapilirsa, M{" (L) i¢in A — 0 iken asagidaki asimptoitk agilim elde

edilir:

15—60+ 12;2‘ + o(i

N )= !

). (178)

ifade (140)’da M, (1) nin kesin formiiliinde ii¢ kez tiirev aliursa, MZ7(L) icin asagidaki
kesin ifade elde edilir:

~ 6H, 61,01 (1) 3u,0,(1) | 61,0, (R)o,(A)

N (= M L A T Y

6“2@1(7‘) 6“2@1(7‘ Hz(PSO") . 2“1@4(7‘)

),
2ol Mo A1) 201-o()

24,07 ) 61,03 (7‘*) 16“1(91(7‘)([)3( ) 12“1([)2(7")
)

(
PI=o0) 21—e)] M- 20-e))



70

36“1@2(7‘)@1(7‘)_ 12“1@5(7‘) _72M1(P2(7")(P12(7‘)+ 12“1@1(7“)
Ri-o())  M-e)’  AMl-e@)" (1))

361,9; (7”) 481, ¢, (7\'

R-0() A1-0())

Uygun hesaplamalar yapilirsa, A — 0 iken M’"(K) icin asagidaki asimptotik ac¢ilim elde

(179)

edilir.

120 24p, 2u, 1

1\’71'2”(7\‘) == }\’6 }\’5 }\’4 + 0(_

=) (180)

ifade (154)’deki M, () )’iin iki kez tiirevi almirsa, M, (L) icin asagidaki kesin ifade elde

edilir:

M ”(7\.)=— 360,09 (7“) 72“1([)1 (7") _ 6“1(93(7‘*) n 6“1@2(7“)
’ 221-00)) Ai—o) 2(-g()f  X(i-g(n)
o) 180,000, 240,000,0) 36m0,()0,(1)
Ki-o@)  Ai-o@)  Al-e@®)  A(1-e))

18“1‘@2(7‘* 108“1@1 (X)(P ( )+ 12“1([)12(7‘*) + 3“1@3(7‘) n

M=o rli—el)  Rl-e@)  Ai-e()

6“2@2(7‘) 12“2([)1 (7‘) 18“1@13(7‘) 3“2@3(7‘)

2-0l)] " 20 2o 20100
) .

2p, _ 2“3@1( “3([)2() n 2“3@1(7”

)
R-0) 2(1-o())  Ml-o()]  Al-o())

Gerekli hesaplamalar yapilirsa, M3 (k) icin A — Oiken asagidaki asimptotik agilim elde

(181)

edilir:

M, ()= 1560 + 36};‘21 + 6;‘431 ; 0(%) (182)
Kisalik amaciyla J, (1) ’y1 dahil edelim.

T,(0) = M™ () — m,, M7(0.) - “’221 M, (0 + M) +§1\”43" o) (183)

Asimptotik acilimlar (170), (171), (178), (180) ve (182), kesin ifade (183)’de

yerlerine yazilirlarsa, J, (X) , icin A — 0 iken asagidaki asimptotik a¢ilim elde edilir:

40 12r15121 N o(i
A

T.(0) = S

). (184)



71

Asimptotik a¢ilim (169) kullanilarak, Kz(k) icin A — 0 iken asagidaki asimptotik

acilimi elde edilir:

1 6 1 Ky 2
K,AM)=—5—=—F—-—"5+-5+o(}). (185)
M, () AT 6N 36A
Kolayca goriilebilir ki,
E(X?)=J,(MK, (1) dir. (186)

Asimptotik agilimlar (184) ve (185), kesin ifade (186)’da yerlerine yazilirlarsa, E(X?) igin
A — 0 iken, asagidaki asimptotik a¢ilim elde edilir:

E(X?) = 2(1 n 18m,, —10u,, n 5“51 o my Uy, n 3m;, —2m,,
3\ I8 27 3 6

+o(l). (187)

Bu da Teorem 19’un ispatin1 tamamlar.
Sonu¢ 10. Teorem 19’un kosullar1 saglansin. Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin varyansi i¢in A — 0 iken asagidaki asimptotik a¢ilim elde edilir:

Var(X):%+%+A+o(l), (188)

2 2
burada, A = 21y My, A + Tag
9 3 27 4

2.15. Miidahalenin Gamma Dagilimi Olmasi Durumunda Siirecin Ergodik
Dagiliminin 11k Dort Momentleri icin Kesin Ifadeler

Bu bélmiin temel amaci, miidahalenin (o, A) parametreli Gamma dagilimi olmast

durumunda, X(t) sirecinin ergodik dagiliminmn ik dort momentlerini Sy (,)sinir

fonksiyonelinin ve m, rasgele degiskeninin uygun momentleri yardimiyla ifade etmektir.
Bu amag icin oncelikle asagidaki notasyonlar1 dahil edelim:

m, =E(My), M, (x)=E(SYy), k=12345 x>0.

Kisalik amaciyla ise su natosyonlari dahil edelim:

m M, (x)
my, =—k, M, (x) =
m, M, (x)

, k=2345 EX*=limE(X*(t), k=1,2,34.
Ayrica, hesaplamalarda kolaylik olmasi amaciyla siireci ortalayalim,  yani
X(t)=X(t)—s olsun. Bu kisimda, temel teoremi vermeden oOnce asagidaki notu

belirtmekte fayda vardir.



72

Not. £, rasgele degiskeni, [s,o0) araliginda, (a,A) parametreli Gamma dagilimina

(dn(z)— (z s)“'e"¥dz, z>s), sahipse bu takdirde X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin karakteristik fonksiyonunu asagidaki bicimde yazmak miimkiindiir:

ius

S i a-1_-Ax iux (PSN(X)(_u)_l
oy (u)=—— | x"e e ————dx,
X() EN(OL,?\,)'([ (pm(—u)—l

burada EN(a, 1) = j “le ™ EN(x)dx, o > 1°dir.

0

Simdi de bu kismin temel teoremini verelim:

Teorem 20. Siirecin Ergodiklik kosularina ek olarak E|T]1|3 <oo kosulunu da
saglansin. Ayrica, C, rastgele degiskeni (s,o0) araliinda (a,k) parametreli Gamma
dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ilk iki
momentleri i¢in kesin formiiller, Sy () simr fonksiyonelinin ve n, rasgele degiskenin

uygun momentleri yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

EX=—— L(o,A) + (189)

EX’ =; {Il(oc,K)+m2112(oc,k)+ , (190)

M, (a,A) | 3m3, —2m;,
M, (a, 1) 6

3

burada, I,(a,A) =M, (a+2,A)-M,(a+LA), I,(a,A)=M,(a+LA) —%Mz(a,k),

M (ock)—j “Te7 M, (x)dx, A >0 ve EX* = E(X —s)>’dir.

0
Ispat. Teorem 20’in kosullarinda var olan Emn, >0 ve E|1*|1|3 <oo saglandig

takdirde, u — 0 iken,

(pm(—u)—l:-iuml[l—%‘m21 (‘;) m,, +o(u )} , (191)
9, (-~ 1=—iuM, (x){ M, )+ D7 M, (x) + ofu )} (192)

yazilabilir.

Esitlik (191), esitlik (192)’ ye boliiniirse,
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(PSN(X)(_u)_l - M (x) 1= 9 M, (x) + (IU) M,,(x)+o(u?)
o CO=1 L (lu) ~——m,, +o(u’)
2 ¥t 31
M (X) _lu ( )
m, {1 2M21( X)+——— 6 M31(X)+0( )}
|:1+i£m21 _%mm +@m§1 +0(u2)}
_Mx)

{1__[M21( )— m21]

1

+ (iilz)2 [2(M31 (x) -m;,)—3m,,(M,,(x) - m21)1+ O(uz)}

elde edilir.
Ozetle,
P, CW-1 M (x)
¢, (w-1  m,

{l—i?u[Mm (x) —m,, ] +%[2(M31 (x)—my)-

—3m,, (M, (x) —m,, )]+o(u?)}"dur. (193)
Diger taraftan, u — 0 iken,

(iv)’
2

e =1+iux + x> +o(u’) (194)

yazilabilir.
(194) esitligi ile (193) esitligi taraf tarafa carpilirsa,

—-u)-1
ux (pSN(x)( u) — MI(X) {l+lu|:x _l(MZI(X)_mﬂ)jl—l—
?, (-u)-1 m, 2

+(il;) {X —x(M,,(x) —m,,) - m21(M21(X) M)

+%(M31(X)_m31):|+0(u2)} (195)

elde edilir.
(195) esitliginin sade olmasi amaciyla A(x)’1 asagidaki gibi belirtelim:

A(X):[ —xX(M,,(x)—m,,)— 1m21(M21(X) m,)+— (M31(X) m31)} (196)
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Bu takdirde,
eiux (pSN(x) (_u) _1 — Ml (X)
¢, (-u)-1 m,

{1 + iu{x —%(MZI(X) —m21)} +

< N2
(“;) A(X)+0(u2)}. (197)
olur.

Yine islemlerimizde kolaylik olmasi amaciyla, X(t)=X(t)—s olsun. Karakteristik
fonksiyonun 6zelliginden yararlanarak,

i

Pz (u) =e ™oy (u)

yazilabilir. Bu kisimda verilen nottan yararlanarak, asagidakileri elde etmek miimkiindiir:
P (W) =e ™oy (v)

=— |x
EN(a,r) ?, (— u)— 1

_ 1 Txa—le—xx M, (x)
EN(a,)) 7 m,

{1 + iu[x —%(le(x) - mzl)}

+

(h;)z A(x)+o(u’ )} dx

1 T a—1__—Ax . T a-1__—Ax
=—— M x*e™™M,(x)dx +iu | x*'e™xM, (x)dx
m,EN(a, 1) {'([ 1 (%) ['([ /(%)

100 a-1_ —Ax
_E;[X 'e M, (x)dx

3 2
© u
Jr—mz21 J.X“‘le_“Ml(x)dx] +(

0

TXO“IG:"”M1 (X)A(x)dx +o(u®) }

1 ) 1 m,,
_m {M,(aot,A) +iu[M, (ot + L&) 5 M, (a, 1) + ) M, (o, M)+
n (iu) TXQIG}LXMI(X)A(X)dX + O(u2) }

0

1 1 m
=l+iu — [M,(a+LA) —— M, (o, 1) +—2
Mo [M,( ) 5 2 (0, R) 5

la‘7

M, (a,, M)]+
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(iu)2 1 o— l —AX
v ] j M, (x)A(x)dx +o(u?).
Ozetle,
. 1 1 m,,
¢x(u) =1+iu m [M,(a+1,%) 5 M, (a, ) + 5 M, (o, M)+
+(ig)2 v (11 R j “Te™ M, (x)A(x)dx + o(u?) *dur. (198)

Diger taraftan, X(t) siirecinin ikinci momenti (EX?) mevcut ve sonlu ise u — 0 iken,

(pX(u)—1+1uEX+( 2) EX? +o(u?) (199)

yazilabilir. Son iki esitlikten yani (199) ve (198)’den yararlanarak, X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin birinci ve ikinci momentleri i¢in kesin formiiller asagidaki gibi yazilablir:

x-_ L _L
EX—MI(G’M [M, (@ +1,2) - L v (o) T+ 2 2 (200)

1

EX?’=——
M, (o, 1) 3

j “Ie ™M, (x)A(x)dx . (201)
(196) esitliginden yararlanilarak asagidaki islemler yapilabilir:

j “Te M, (x)A(x)dx = j “Iex2M, (x) dx — j e XM, (x)dx +

0 0 0

+m,, J-X‘He’“‘ XMI(X)dX—% mZIJ. “le™M (x)dx+% m;, J. e ™M, (x)dx +
0 0 0

0

[xte ™M, (x)dx —% [xte™ M, (x)dx
0 0

L
3

2

=M1(0L+2,%)—Mz(oc+1,k)+m21M1(a+1,X)—7M ,(a X)+ > LM, (o, ) +

M () =M, (0.
3 3
Sonugta,

J-x“’le’“Ml(x)A(x)dx =M, (a+2,1)— M, (o +1,0)
0

+my,M, (o +1,4) mzﬂ M, (oL %) +
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2
ms,

# M (0 2) 5 M (02) — M (@) (202)
elde edilir.
(202) esitligini (201)’de yerine yazarsak,
2 1 M; (o, 2) 3m§1 —2m,,
=—[I(a,A) +m,, I, (o,A) + + 203
Mo LH@M) Fm (e + =52 - (203)

elde edilir. Burada, I,(a,A) = M, (a0 +2,A)—M, (o +1,1) ve
L (a,A) = M, (o +1,1) —%Mz(a,K) dir.

Bu da Teorem 20’in ispatin1 tamamlar.
Simdi de X(t) ’nin ergodik dagiliminin {igiincii ve dérdiincii momentleri igin kesin

formiiller elde edelim.

Teorem 21. Siirecin Ergodiklik kosularina ek olarak E|n1|3 <o kosulunu da
saglansin. Ayrica, {, rastgele degiskeni (s,c0) araliginda (OL,}\,) parametreli Gamma
dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu takdirde, X(t)siirecinin ergodik dagilimmin iigiincii
ve dordiincti momentleri i¢in kesin formiiller, Sy () sinir fonksiyonelinin ve n, rasgele

degiskenin uygun momentleri yardimiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

— 1 3 1
EX})=——— | M, (@ +3,1)==M, (+ 2,1) + M. (ot + L, ) ——M, (o, &

(X7) Ml(a,k)[ 1 ( ) 5 o ( )+ M;( ) 1 4(0L,2)
+%(3Ml(a+2,x)—3M2(a+1,x)+M3(a,x))
+3A1(M1(oc+1,7»)—%M2(oc,k))} +3A,, (204)

E(Y“):;[Ml(a+4,k)—2M2(0c+3,k)+2M2(a+2,k)—M4(a+1,k)
M, (a, 1)

+§M5(a,7»)+m21(2M1(0c +3,A)=3M, (o +2,))
+2M3(a+1,k)+%M4(a,k)

+6A1(M1(oc+2,%)—M2(a+1,k)+%M3(a,x)J

+6A,(2M, (a+1,1) — M, (0, 1)) +3A5, (205)
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2 3

m m m m-,m m
burada, A, =21 _ 31 A, = a _ MyMy; My
2 3 12 3 4
m} m,m? m,m m2, m
Ay = al 32l 421 3L Sleqyr,
4 2 6 9 30

Ispat. Teorem 20’in ispatina benzer bicimde yapulir.

2.16. Miidahalenin Gamma Daglim Olmasi Durumunda, X(t) Siirecinin
Ergodik Dagiliminin Ik Dort Momentleri I¢in Asimptotik Acilimlar

X(t) siirecinin ergodik dagilimmin ilk dért momentleri igin asimptotik sonucun elde

edilebilmesi i¢in basamak degiskenlerine ihtiyag duyulmaktadir. Hatirlatalim ki, basamak
degiskenlerin tanimi ve onlarla ilgili bir¢ok ilging 6zellikler bolim 2.6’da ayrintili bir
bicimde verilmigstir. Bu nedenle, bu boliimde basamak degiskenlerine yer verilmeyecektir.
Fakat miidahalenin Gamma dagilimi olmast durumunda,  X(t)siirecinin ergodik
dagilimimin ilk dort momentleri icin asimptotik acilimlar elde edilebilmesi i¢in bazi
yardimci teoremlere ihtiyacimiz vardir. Bunun i¢in dncelikle bu yardimci teoremleri ve
ispatlarini verelim.

Yardimcr Teorem 2. Teorem 20’in kosullart altinda, Sy, smir fonksiyonelinin ilk

bes momentlerinin asimptotik agilimlart x — oo iken, agagidaki gibi yazilabilir:

1. M, (X) =X +lu21 + 0(1); (206)
2 X
2. M, (x)=x" +xu,, +%u31 +o(1); (207)
3. M;(x)=x’ +%u21x2 +Hy X+ o(x), (208)
4. M, (x)=x*+ 20, x> +2uyx* + o(xz); (209)
5.M5(x):x5 +§u21x4 +?u31x3 +O(X3), (210)
burada, p,, = L , My = E( o, ), k=1,2,3,4,5’dir. Hatirlatalim ki, ", {Sn }, n >0 rastgele
Hy

ylirliylis siirecinin birinci basamak yiiksekligidir (bak, boliim 2.6). Ayrica belirtelim ki, B

A. Rogozin (bak, [84], s. 525) ¢alismasinda ispat edilmistir ki, Z P S > 0 o ise bu

n=l

=
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takdirde, her sabit y icin H(X,y) :P{f(: > y} fonksiyonu x degiskenine gore soldan

stireklidir ve x’in her sonlu degisim araliginda H(x,y) asagidaki gibi gosterilebilir:
H(x,y) = [A,(x+y=-1dU, (1), (211)
0

burada, A, (z)=1-F, (z) ‘dir.

Not edelim ki, Rogozin’in yukaridaki ¢alismasindan asagidaki 6nerme elde edilir.

PS >O oo olmasi igin

S| =

Onerme 1. En, >0 kosulunun saglanmasi z

n=l
yeterlidir.

Yardimcr Teorem 3. {nn }, n>1 i¢cin bagimsiz ayn1 mutlak siirekli dagilima sahip
rasgele degiskenler dizisi olsun. Eger En, >0 ve E|T]1 |n < oo ise bu takdirde,

E(S},,) =B, (x)* U, (x) dur.
Burada B! (x) = njy““A+(x +y)dy, n=1,2,3,...°du.
0

Ispat. {nn}, n>1, mutlak siirekli dagilima sahip olduklar i¢in y, 'nin ise {nn}
rasgele degiskenlerinin rasgele sayida toplami olduguna gore y, ve dolayisiyla

mutlak stirekli dagilima sahip olacaklardir. E(y.") tanimina ve (211) esitligine gore

asagidaki esitlikler yazilabilir:

EGR") = Iy P; e dy)
_ In}’an(Xa y)dy
= [y [ A, (x+ y—0dU, (6dy
A
= jdu (t)Tny“A+ (x —t+y)dy
S

B} (x ~t)dU, (1)

Il
© Ly 4

=B, (x)*U, (x).
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Bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 11. Yardimer Teorem 3.°in kosullari altinda Sy, smir fonksiyonelinin k.
mertebeye kadar momentleri (p, (x)) mevcuttur ve p,(x) fonksiyonlar: x degiskenine
gore [0,00) araliginda siireklidir.

Ispat. U, (x) yenileme fonksiyonunun [0,00) araliginda siirekli ve her sonlu
aralikta smirli olmasindan dolay1 elde edilir (bak. [30] s.164). Bu nedenle, B (x)* U, (x)

fonksiyonu en az bir tanesi siirekli olan iki fonksiyonun konvoliisyon ¢arpimi oldugu i¢in

stirekli olacaktir.
Sonug 12. Yardimci Teorem 3’in kosullari altinda, R (x)=M (x)—c¢ x" —d x""

fonksiyonu [0,c0) araliginda siirekli ve dolayisiyla her [0,b) sonlu araliginda sinirhdir.

Yani, max|Rn (x)| =h, <oo’dur.
x€[0,b]

Burada, c_,d,,h, ’ler sabitlerdir.
Calismadaki asimptotik agilimlar1 integralleyebilmemiz i¢in asagidaki yardimci teoreme
ihtiyag vardir.

Yardimar Teorem 4. Eger g(x), x >0, fonksiyonu siirekli ve limg(x)=0 ise bu

X—>00

takdirde, her a >1 i¢in asagidaki baginti dogrudur:

lim |t e -g[%}dt =0, sup|g(x)| =K<o.

r—0 0 xeR*

Ispat. Her € > 0 igin en az bir m(g) > 0 vardir, dyle ki x >m(g) igin |g(x)| < g’drr.

b
En az bir b(e) >0 secelim ki, J-t“’le’tdt<s olsun. Bu takdirde, g(x) fonksiyonun
0

[0,b(e)] araliginda maksimumu vardir. Ve A < i¢in, asagidaki islemler yapilabilir:

[tete g(%)dt di <

0

b
< J.t(x—le—t
0

t < t
S)dt+ [ t* e g(—
g() j g)

b ) )
< I%gabgqg(x)” t* e 'dt + SJ.t“_le_‘dt <eM+ SI t*le'dt =e(M +T'()).
’ 0 b 0

Bu da Yardimci Teorem 4’iin ispatini tamamlar.

Teorem 22. Baslangi¢ rasgele degiskenler &,,n,,C, asagidaki kosullar1 saglasinlar:
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1) 0<Eg, <o,
2) En, >0 ve E|nl|3 <o,
3) m, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) &, rasgele degiskeni (s,0) araliginda (A,a), a>1, parametreli Gamma

dagilimina sahip olsun.

Bu takdirde, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk iki momentleri i¢in A — 0 iken,

asagidaki tli¢ terimli asimptotik agilimlar yazilabilir:

+1 m +1 +1
Ex =271 +s+[%—“"4—0fu21}+[(2a2)~51—Z—Z}“W 12)
— +1 o+ 2 +1 +1 o+ 2 1
E(Xz):(a 3)}(; )+{(a2 )m21_(a 6)(0(? )le}x-i_
+1) o +2 +1 2
+{(0ﬁ 12)5102 )Mgl - (Oikx )“21m21 + rr1221 _%}4'0(1)' (213)

Burada, p, = E(y;)", 1, :M—k, k =2,3 ’d.

My
Teorem 23. Teorem 22’in kosullar1 altinda, her a>1 icin A — 0 iken, EX icin

asagidaki asimptotik agilim yazilabilir:
EX=c, }%Jrcz +cy A+o(n),

+1 +1 +1 1
burada’ Clza—, C, :S+& _M a_’ CSZMG—Q _&_’dlr.
2 2 4 « 8 6 o

Ispat. Yardimci Teorem 2’den, Sx(x) smur fonksiyonelinin ilk momentinin

asimptotik acilim1 x — oo iken, asagidaki gibi yazilabilir:

Ml(x):x+ﬁ+o(l} X —>
2 X

Yardimct Teorem 2-4 ve Sonug¢ 11-12’yi kullanarak asagidaki islemleri A — 0 iken,

yapmak miimkiindiir:

o0

M, (o, 1) = j x* e ™M, (x)dx

(=]

o0 o0 0 1
= jx"‘"le_M xdx + Mj){‘“"le:"“d)( + Ix“‘le"“o[—jdx
0 2 0

0 X
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:F(a+l)+m F(oc)+0 1 .
7\“0,-%—1 2 }\,(l }\’(x—l

Ozetle, A — 0 iken,

M, (0, ) = % “221 Fig) o[ka 1) dir. (214)

Benzer bicimde, A — 0 iken,

T(a+2)  py Tla+D) [ ]dlr 215)
A

M1 ((X + 1’ 7\') o 7\‘&+2 2 7\,(H1

Hatirlatalim ki, Yardimer Teorem 2°den, Sy, smur fonksiyonelinin ikinci momentinin
asimptotik acilim1 x — oo iken, asagidaki gibi yazilabilir:

M, (x) = x” +,,X +M331 +0(l), x > ©

Yardimc1 Teorem 2-4 ve Sonug¢ 11-12’yi kullanarak asagidaki islemleri A — 0 iken,
yapmak miimkiindiir:

M, (a, x)_j e M, (x)dx

0

T(o+2) T(o+1) e F(a) ( j
= + +0 ) 216
}\J(X+2 “’21 }\JOHl 3 7\’& 7\4[;( ( )

Asimptotik ifadeler (215) ve (216)’y1 I,(c,A) ’da yerlerine yazarsak, A — 0 iken,

I, (o, 1) icin asagidaki asimptotik agilim elde edilir:
I,(o,A)=M,(a+1,1)— 1M , (o, M)

F(oc +2) LM I'(a+D) 1)
}Lmz 2 7\‘01-*—1 }\’a

[

1 r(owzz)+ILL21 r(ou:1)+h F(G)H’(L]]
25 A A 30\ A

_1 T'(a+2) _ By F(OL) Yo
2 A 6 A Nx

1 T(a+2) [1—h+ T (a)r*"?

— +o(\
2 e 3 "Tas e T )_

ll"(oa_—l—zZ) 1_h+;x2+0(x2) ,
2 A 3 a(a+l)
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Kisaca,

Il(a,x)=lr(°‘—+22) P U e 000 . (217)
2 A 3 o(a+l)

Asimptotik acilim (214) ve I' -fonksiyonunun I'(a+1) = al'(a) 6zelligi kullanilirsa

asagidaki asimptotik agilim elde edilir:

PRI | RTINS v oS S
1 2 7\‘(1+1 2 r(a+1)7\’a 7\‘&_1

o+l B -1
__* l+ﬁ&+o(2)
Ta+l)| 2 a

S PR ROl
Fla+D | 2 a 4 o

Sonugta,

- }\‘a+l H 7\‘ MZ 7\“2
M, (o, A)] ' = A e Vo 218

[M, (2, 1)] F(oc+l){ 2 a 4a2() G
elde edilir. Asimptotik acilimlar (217) ve (218), EX ’in kesin ifadesi (189)’da yerlerine

yazilirlarsa ve bazi matematiksel islemler yapilirsa, EX igin asagidaki asimptotik agilim
elde edilir:

o+l 2 2
EX = A {1_M&+M7‘_+0(;\2)} % r(;j;Z)

Latlly Bak fHa 1 pa 1 ho o)) My
2 % | 2a (40 3 ala+]) |

Q

l +1_M0‘+1+l
2 A 4 o 2

2

py 1 M3 1 m,,
| —=—-—— A A +—=—
(oc+)(4 o’ 3 a(oc+1) +o( )+ 2

:oc+1L+m21 _ma+1+ ”_gl_atl_ﬁl k+o(k).
2 A 2 4 o 8 « 6 o

Ozetle,
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2
b my gy ox b atl o TGy, (219)
2 A 2 4 «a 8 « 6 a

X(t) = X(t) +s oldugu goz oniinde bulundurulsa, A — 0 iken,

EX:°1%+02 +cy A+o(R) (220)
2
elde edilir. Burada, clza—ﬂ, c2=s+le TR c3=M OHgl TR
2 2 4 a 8 6 o

Bu da, Teorem 23’iin ispatin1 tamamlar.
Simdi de, X(t)siirecinin ergodik dagilimmin ikinci momenti i¢in asimptotik ac¢ilim
elde etmeye calisalim.

Teorem 24. Teorem 22’in kosullarl altlnda, EXZ 1@11'1 asagldaki asimptotik aglhm

dogrudur.
< 1 1
EX? =d, F+d2 X+d3 +o(1), 221)
o+1)(a+2 m o+ Do +2
burada dlzw, dZZf(oHl) —%%,

d3:“_§1 (OH‘D(ZOH'Z) _bymy o+l +3m§1 —2my, .
12 o 4 a

Ispat. EX?’in asimptotik acilimini hesaplayabilmek igin oncelikle asagidaki
asimptotik acilimlarin hesaplanmasina ihtiya¢ vardir. M, (a0 + 2,A) 1n asimptotik acilimini,

asimptotik agilim (214)’den yararlanarak asagidaki bigimde A — 0 iken, hesaplamak

mumkindir;

Mo 2,0 =H ) b D) oL

:F(OL-:3) 1+Mr(a+2)k+o(x2)
A 2 T(a+3)

:1“((1—4;3) 1_,_@#;”_0(}3) )
AL 2 a+2

Kisaca,

Ml(a+2,7h)=% [l+%ﬁk+o(?&)}’dlr. (222)
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Asimptotik ag¢ilim (216)’dan yararlanarak, M,(a +1,A) ’nin asimptotik acilimini

A — 0 iken, asagidaki gibi hesaplamak miimkiindiir:

F(oct3) o, F(oc+22) LBy F(atl)ﬂ{ 1 1]
7\,(H 7\‘(x+ 3 7\,(H xow

M,(a+LA) =

:F(oc+3) 1+u21F(a+2)k+mr(a+l)k2+o(7f)
S | Ma+3) 3 T(a+3)

I'(a+3) 1 M3y 1 2 2
= 1 — At — A .
T L P (o +1) o +2) +of )}

Ozetle,

F(Ot-i-?)) 1 ,“LSI 1 2 2 5
M +1,A) = I+, ——A+————— A + dir. 223
(@ ) ok { ha 2 3 (a+1)a+2) 0( ) . (223)

Asimptotik agilimlar (222) ve (223)’i 1,(a,A) ’da yerlerine yazarsak, A — 0 iken,
I, (o, 1) i¢in asagidaki asimptotik agilim elde edilir:
L (o, ) = M,(a+2,A)—M, (ot + L&)

=F(at3) 1+M—1 k+o(2)
AT 2 a+2

SR GRS PPN S MY
A o+2 3 (a+1)(o+2)

SR} PP . )
A 2 a+2

1 31 1 2 2
1-u, —— My +
Wy, > A 3 ( 1)( 2)X o(k )}

_T'(a+3) By 1 Hs 1 2 2
= Sae | g | U :
AL { 2 a+2 3 (a+1)a+2) +of )}

Ozetle,

Fa+3) [ my 1 . py ! 2 o))’
T R I R PO U B dir. 224
2(0% ) }La+3 |: 2 o+2 3 ((},+1)((1+2) +O( )} ! ( )

Hatirlatalim ki, Yardimci Teorem 2’den, SN(X) sinir  fonksiyonelinin {igiincii

momentinin asimptotik agilimi x — oo iken, asagidaki gibi yazilabilir:

M, (x) = x’ +%H21X2 + [y X +0(X)
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Yardimc1 Teorem 2-4 ve Sonug¢ 11-12°yi kullanarak asagidaki islemleri yapmak

mumkuiandir:

o0

M;(a,)) = J'X“_le"“MS(X)dx
0

T'(a+3) 3 INo+2) I'o+1) 1
_T+5“21 ot THy, e to

Fa+3)[, 3 T(a+2) Dla+1)., (>
= 1+2 A A
A Tt (o +3) +”31r(a+3) +0( )

Ta+3) [ 3 1 1 L
_ 42 L gy L,
|t e T Y e 2) +of )}

Sonugta,

Ta+3) [ 3 1 1 s (o2
M. (a 1) = I+20 — A 224 dir. 225
(@A) =" { e 2 T ) w s 2) ol )} = (225)

Asimptotik acilimlar (217), (224) ve (225)’1 kullanarak asagidaki asimptotik ifadeyi

hesaplamak miimkiindiir:

I, (o, A) +m,, I, (at,A) +§M3(a,k)

_T'(a+3) By M 1 2 2
= S | I N o [ S LN 1Y
AL { 2 a+2 3 (a+1)a+2) +of )}

1 T(a+2) sy 1 2 2
Sl Sl [ I | N, §
T2y A% { 3 afo+1) +0( )}

L1 T(@+3) {1+3“ Lkwslﬁﬁﬂ(ﬁ)}

3 A 27" a+2 a+1)a+2

(o +3) By 1 Hs 1 2 2
T ) . —Y

= { 2 012" 3 (o) ot2) +o)

1 1 31 1 2 2
+— - 1__M +
m,, A { 3 ( l)k 0( )}

11 1 1 1

44 —}\’ - —9\12 2

3 M0 +3“3‘(oc+1) +of )}

:F(a+3){_u21 Lyt L e 62)
3

2P 2 a+2 (o +1) o +2)
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+m,, 1 ;kJr

11 1 1 1
— =y —— A+ =y —— A + oA
2ar2 3 M0 +3“31(a+1) +of )}

ST Lot L o)

2 o+2

Ozetle,

L (o) +my, T, (o, 1) + M( x)_r(;f) B+ﬁ

sz +o(1? )} dir. (226)

2 o+

Yukaridaki asimptotik ifadeyi ve asimptotik agilim (218)’i kullanarak, EX* igin
A — 0 iken, agagidaki asimptotik acilim elde edilir:

w2 _ (a+D(a+2) My A MX_Z 2\ [ 1 m,, 2
EX =z { + ( )}{ +2(a+2)x+o( )}

2 o 4 o

2
+ 3m21 B 2m31

6

@) [ my 1k
A 3 2 o+2 6 o

_ By Iy, 1 22+ u A2 0(}3) +3m§1 —2m,,
4  a(o+2) 12 o’

_(o+1)(a+2) l+(m21 1 Mlx
A 3 2 oa+2 6 a

o - By 1 +“_§1+L Kz—l-o( 2) +3m§1_2m31
4 oa(a+2) 12 o? 6

:(oc+1)(oc+2)i+(&(a+l)_ﬁ(a+l)(a+2)j%_u21m21 a+1

3 X 2 6 o 4 a
2 2
LB (oc+1)(2a+2) +3m21 —2m,, Fo(l).
12 a 6
Ozetle,
EX’ =d, }%-Fdz %+d3 +o(1) dur. (227)
Burada dlz(a+l)3(a+2), mzl( i) - le (0L+1)(0L+2)

o

doe Hzl (a+1D)(a+2) _ My my, a+l 3m21 2m;, 'd
3= : 1r.
12 o 4 o 6
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Bu da, Teorem 24’iin ispatin1 tamamlar.

Sonu¢ 13. Teorem 22’in kosullar1 altinda, her o >1 i¢cin A — 0 iken, Var(X) icin
asagidaki asimptotik agilim yazilabilir:
a+1)(a+2)+ o’ —1M

123’ 1200 '

Simdi de, X(t) siirecinin ergodik dagilimmin 3. ve 4. momentleri i¢in asimptotik

Var(X) = ( +0(1). (228)

acilimlar1 elde etmeye ¢alisalim:

Teorem 25. Baslangi¢ rasgele degiskenler &,,n,,C, asagidaki kosullari saglasinlar:
1) 0<EE, <o,

2) En, >0 ve E(n,)’ <o,

3) mn, rasgele degiskeni aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.

4) £, rasgele degiskeni (s,»o) araliginda (a,A), o >1, parametreli Gamma

dagilimina sahip olsun.

Bu durumda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin iigiincii ve dordiincii momentleri

icin A — 0 iken, asagidaki iki terimli asimptotik a¢ilimlar yazilabilir:

By < L D@ d) 1 J{zmﬂ ;_MLJM%M[LJ, (229)
4T(a+1) A a+3 2 o)(a+1) A A
+[5m_21 1 _Qlj(a+1)(oc+2)(oc+3)(oc+4)%+O(%)' (230)
2 a+4 2« 5 Ao

ispat. Oncelikle, E(X?)’nin asimptotik acilimini hesaplayalim. Bunun E(X*)’in
kesin ifadesini agsagidaki gibi yazalim:

1

EXY)=——[J, +],+],]+3A 231
(X7) Ml(a’x)[l ) 51434, (231)
Simdi de J,(a,A) 'nin A — 0 iken, asimptotik agilimini hesaplayalim:

J, (o, 1) :Ml(oc+3,7»)—%M2(0L+2,7L)+M3(0L+1,7u)—%M4(0L,7L)

_Ta+d) wp Tlat3d)  F 1)
7\‘(x+4 2 7\‘0&3 }ba+3

3T(a+4) 3 T(a+3) 1
T e pMa e YOt
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MNoa+4) 3 (o +3) 1
+T+5“21 203 0 -

}\((14—3
I T(a+4) 12p,, I'(a+3) 1
—— - +0
4 ka+4 4 }LOH—S 7\‘(1+3
1 T(a+4) ( 1 )
=— +0 .
4 7\’0&4 7\‘0&3
Kisaca,
1T (a+4) 1 ),
J, (o, 1) R + o[ o J dir. (232)

Benzer sekilde, J,(o,A) 'nin A — 0 iken, asimptotik agilim1 hesaplanir:

I, (o, ) =%m21 {Ml(a+2,k)—M2(a+1,7»)+%M3(0c,7u)}

3 [T(@+3) p, C(a+2) 1
= _m21 a+3 ) + = a+2 +0 o+2 -
2 A 2 A A

T(a+3) 3 T(a+2) (1)+

7\‘(“3 5 M21 }\‘owz +0 7\‘&+2

IT(@+3) 1 T(o+2) 1]
+§ 7\’(14—3 +5u21 7\’oc+2 +0 7\’(14—2 ]

3 1T(a+3) 1 T(a+2) 1]
_5m21§ xﬁg. _5”21 Nuz Y N”Z :

Ozetle,

3 IT(a+3) 1 I'a+2) 1 ,
J, (o, ) = Emzl{g 2o _5”21 1o +0 o dir. (233)

Son olarak, J,(a,A) 'min A — 0 iken, asimptotik a¢ilimini hesaplayalim:

J;(a,A) =3A, {Ml(a +1,1) —%Mz(a,k)}

Noa+2) p, F(a+1) 1
= 3A1|: 7\‘&+2 + % 7\,(H1 +o }La+1 -

2 7\‘(1-*—2 2 uZl }\'(x+l (234)

1T@+2) 1 F(oc+1)+0( 1 ﬂ
7\‘(1-*—1

Asimptotik ifadeleri (232), (233) ve (234), kesin ifade (231)’de yerlerine yazilirlarsa,
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SR N (L CIEAVER
M, (o) 4 2% A

1 T(a+3) 3 F(oc+2)+0( 1 )+
}\J(l+2

+Em21 }\J(l+3 4 M21 7\’(x+2

+ 34 F(a+2)++o[ ! ﬂ+3A2

2 7\’0&2 }\’(14-1
1 [1F(at4)+ mzlr(ou;3)+
M ()[4 A 2 A

+[%_§u )F(;:rf) jLo(xm+3 j}%A2

4
1 (o +4) {1 3A, 3

:4M ((X }\‘) 7\’oc+4 +4( 21 _2“21)}\‘2 +O(7\'2):|+3A2
1 (K,

_ 1 Ta+d[,
4M, (o, A)  A*

k + 0(7»)} +3A,

Y L R U
AT(o+1) A“™ 2 o

_(a+D(a+2)(a+3) 1 {1+2
4

(k)} {1 +2m,, ! A+ o(k)} +3A,
a+3

LBt o0y |43A,
37 22

:(OL+1)(0L+2)(OL+3)L+

4 5
[ 2m, 1y, T(e+)(a+2)(a+3) 1 iz £3A,
a+3 2 o 4 k A
AT L o, Lt b L (1)
4 T(a+1) & a+3 2 o)T(a+1) A A
elde edilir.
Ozetle,
T QELE AT Y PR B B I AL R [ j ar. (239)
4 T(a+1) N a+3 2 o)T(a+1) A A

Simdi de, E(X")’in asimptotik agilimini hesaplayalim. Bunun i¢in E(X*)’in kesin
ifadesini islemde kolaylik olmas1 amaciyla kisimlara ayiralim.

Oncelikle, I, (o, ) ifadesinin asimptotik agilimini hesaplayalim:
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I (o)) = Ml(a+4,x)—ZMZ(a+3,x)+2M3(a+2,x)—M4(a+1,x)+§M5(a,x)

_T(a+5) p I(a+4) +0( 1 ]_
7\‘0&5 2 }L(x+4 }L(x+4

ST+ 21F(a+4)+0( 1 j

}LOH—S }L(x+4 ka+4
a+5) IM'o+4) 1
T2 P T o )T

(o +5) (o +4) 1
o }\‘(14-5 - 2“21 }\‘(14—4 +0 7\’0(+4

5 }\IOHS 2 Mo }\,0H4 }\,(H4

1 T(o+5) 1
== +0 :
5 }\JOH—S }L(x+4

Ozetle,

1T+ 1 F(a+4)+0[ 1 j

1 T(a+5)

Il(a,k):§ o3 +O[k°‘l*4j’dm (236)

Simdi de E(X*)’in kesin ifadesinin ikinci kisnunin (I, (o, A)) asimptotik agilimim

hesaplayalim:

L (o, ) = mﬂ[le(aH,x)—3M2(a+z,k)+2M3(a+LM_ M4(2a,x)}

- T(a+4) _p, D(a+3) .T(a+4) T(a+3) 1
—mzl{vafzf Y -3 o —3u, e O e |t

7\‘&+4 + 3“21 7\,0H3 7\‘&+3

1 T(a+4) F(a+3)+0( 1 ﬂ

L, (a+4) F(oc+3)+0( 1 j_

2 7\4(14—4 Mo }\fx+3 }L(x+3

_m, (a+4) H{ 1 }
2 }\/0H4 }\ld+3

Ozetle,

I, (o) = m;l F(}‘?: D, o[xc}ﬂ ) "dir, (237)
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E(X*)in kesin ifadesinin {i¢iincii kismimin (I, (o, ) ) asimptotik agilimini hesaplayalim:

I,(a,A) = A, [6M, (0 +2,1) — 6 M, (o + 1, 1) + 2 M, (0, 1)]

=A1{6F(°‘+3)+6Mr(°‘+2)+0( 1 j_

7\,(H3 2 7\‘a+2 7\‘(1+2
I'(ow+3 I'loe+2 1
o 6 (}\,OH—S ) - 6“21 (}La+2 ) + 0(}\’(1+2 ) +

I'(aw+3 I'low+2 1
(}L(X+3 )+3u21 (7\‘(14—2 )+O(7La+2 Jj|

Yukaridaki ifadede matematiksel islemler yapilirsa, I,(a,A) igin asagidaki sade

+2

asimptotik acilim elde edilir:

L (c,)) =A1{2 [a+3) +o[ 1 ﬂ (238)

}La+3 }\{0{4—2

Son olarak, E(X*)’in kesin ifadesinin dérdiincii kismimin  (I,(a,A)) asimptotik
acilimini hesaplayalim:

I,(0,A) = A,[12M, (o + L,A) — 6M, (o, 1)]

r(oc+2)+6M F(oc+1)+0( 1 j

}\'a+2 }Lou—l xoﬁl

(o +2) (o +1) 1
—6— o O — o T |

Yukarda ki ifadede matematiksel islemler yapilirsa, I,(a,A) i¢in asagidaki sade

=A{12

asimptotik acilim elde edilir:

I,(c,1) = A, 6r(a+22)+0( IIJ (239)
7\‘0t+ 7\‘a+

Hatirlatalim ki, E(X*)’in kesin ifadesi asagidaki gibidir:
—, 1 4

E(X")=— > I.(a,A)+3A 240
(X%) Ml(oc,k)g‘ i(0,4) +3A, (240)

burada. A :m_gl_% — my, _ my, My, + m;]
2 30 3 4

4 2 2
m m,,m m,,m m m

_ My Mgy My My My Msys g0

4 2 6 9 30
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. 4
E(X*)’nin asimptotik acilimmni hesaplamak igin &ncelikle Zli(a,K) nin

asimptotik acilimini hesaplayalim:

1T(a+5) (o +3) I
ZI ( 7\') - 5 7\,&+5 0( 7\‘&+4 ] + 2A1 7\‘&+3 +0 7\40&2 +

+lm21 F(OH;4) +0 13 + 6A, F(OHZZ) +0 ! -
2 }\’0(+ }\,OH— 7\‘0.4» }\‘0.+

_IT(@+9)[,  5m, F(“+4)x+30A F(a+2) (%)}

5 A7 | 2 T(a+5) > T(o+
IT@d) oM Lo am ).
5 2% | 2 a+t4
Ozetle,
ZI( )= 1r(a+55) 12U oo dir (241)
A 2 a+4

Kesin ifade (240)’da, M, (a,A) nin asimptotik agilimmi ve  (241)’deki

4
Zli (o,A) 'min asimptotik agilimimi yerlerine yazarak, E(X")’nin asimptotik agilimini
i=1

hesaplanir:
<ay A My A 1T(a+5)], 5m, 1
B(x )_F(a+l)[1 2 (M} s [+ 2 a+4k+0(x)}
:(oc+1)(oc+2)(oc+3)(oc+4)i+
5 At
+(&;_&_j(a+1)(oc+2)((1+3)(a+4) 1 +o(i].
2 a+4 2 a 5 A 2\
Ozetle,
E(X4)=(OL+1)(OL+2)(OL+3)(OL+4)L4+
5 A
+[% R _] (+1D)(a+2) (o +3) (o +4) 13 (i]’dm (242)
2 a+4 2 a 5 A A

Yukarida, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin ilk dort momentleri i¢in asimptotik
acilimlar elde edilmistir. Bu momentlerden yararlanarak X(t) siirecinin ergodik dagiliminin

bir¢ok diger karakteristikleri hesaplamak miimkiindiir. Bu karakteristikler i¢ersinden hem
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teorik hem de pratik agidan 6nemli olanlardan birisi asimetri katsayisi digeri ise basiklik
katsayisidir. Asagida bu karakteristiklerle ilgili asimptotik acilimlar elde edilmistir.
Hatirlatalim ki, carpiklik ve basiklik katsayilarini sirasiyla asagidaki gibi kisim

2.10’da tanimlanmustir:

E(X -a)’
3T T 3 >
(¢}
_BX-a)'

4 4
(¢

Burada, a = E(X) ’dur.

3.

Sonu¢ 14. Teorem 25’in kosullar1 altinda, X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
asimetri ve basiklik katsayilari icin A — 0 iken, asagidaki asimptotik agilimlar, sirasiyla

yazilabilir:

_ 673 (0 +3)
’s (o +5) /(o + 1) (o +5)

S - 9(a’ +19a” +131a +209)
! 5(a+1)(a+5)°

+0), (243)

—3+0(). (244)

Bu calisma kapsaminda incelenen kesikli miidahaleli X(t) siirecinin duragan
Ozelliklerinin incelenmesi uygulama agisindan ¢ok oOnemlidir. Ancak, X(t) siirecinin
duragan oOzelliklerine iliskin kesin formiillerin karmasik bir yapida olmalari nedeniyle
uygulamada istenen pratiklik saglanamamaktadir. Bu nedenle calismamizda, kesikli

miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeni A > 0 parametreli iistel daglima sahip oldugu
durumda, 2. ve 3. mertebeden Erlang dagilimina sahip oldugu durumlarda ve (o,A),

o >1, parametreli Gamma dagilimina sahip oldugu durumda, X(t) siirecinin ergodik
dagilimmin beklenen degeri, varyansi, lclincii ve dordiincii momentleri asimptotik
yontemler kullanilarak incelenmistir. Elde edilen asimptotik agilimlarin ilk terimlerine ek
olarak 2. ve 3. terimlerinin de yalin bir bicimde bulunmasi bu yaklasik ifadelerin kesin
ifadelere yeteri kadar yiiksek kesinlik derecesi kazanmasini sagliyor. Diger taraftan, elde

edilen asimptotik acilimlarin ilk terimleri yalmizca £, rasgele degiskeninin olasilik

karakteristiklerine baghidir. Bu bilgi kesikli miidahalenin baskin roliinii ortaya
koymaktadir. Boylece, yalniz kesikli miidahalenin niteligini degistirmekle tiim siireci
kontrol altinda tutmak miimkiindiir. Ayrica, elde edilen sonuglar ve bu sonuglarin alinma

yontemleri daha genis kesikli miidahale siniflarini incelemeye de katki saglamaktadir.



3. BULGULAR

Bu c¢alismada, stokastik siireglerinin énemli bir sinifin1 olugturan “Rasgele hacimli
genisletilmis (s,S) tipli modeller” ele alinmistir. Bu fiziksel modelleri ifade eden, 6zel
bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siireci X(t), matematiksel olarak olusturulmustur.
Bu siirecin sinir fonksiyonellerinin temel olasilik parametreleri hesaplanmistir. Sonra X(t)
stirecinin sonlu boyutlu dagilimlar1 ve toplamsal fonksiyonellerinin dagilimlar
incelenmistir. Bu siire¢ i¢in ergodik teorem ispat edilmis ve ergodik dagilimin agik sekli

bulunmustur. Buna ek olarak, siirecin ergodik dagiliminin karakteristik fonksiyonu, Sy,

siir fonksiyoneli yardimiyla ifade edilmistir. Daha sonra, {, rasgele degiskeninin,A >0
parametreli iistel dagilima, 2. ve 3. mertebeden Erlang dagilimina ve (a,A) parametreli
Gamma dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort
momentleri i¢in, kesin formiiller elde edilmistir. Ayrica, , rasgele degiskeninin, A >0
parametreli iistel dagilima, 2. ve 3. mertebeden Erlang dagilimina ve (a,A) parametreli

Gamma dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort

momentleri i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edilmistir.



4. IRDELEME

Markov veya yari-Markov modelleri ile ilgili olan birgok teorik ¢aligmalar literatiirde
mevcuttur. Bu c¢alismalarin birgcogundaki sonuglar teorik bakimdan onemli olsalar da,
uygulamanin ihtiyacini karsilayabilecek nitelikte degillerdir. Buna karsin kesin ifadeleri
iceren ve uygulama i¢in yararl olabilecek ¢alismalar da vardir. Ancak bu c¢alismalarin
eksik olan yonii, ele alinan modellerin gereginden fazla idealize edilmis olmalaridir. Bu
calismadaki model, hayattaki ger¢ek modellere daha uygundur. Bu konudaki ¢aligmalardan
farklr olarak (bak, [77]) bu ¢alismada, depoya onceden belirlenmis miktarda ek stok ilave
etmeye gerek yoktur. Sadece eklemelerden sonra seviyenin [s,o0) araliginda olmasi
yeterlidir. Bu 6zellik ele alinan modeli digerlerinden farkli kilan 6nemli bir 6zelliktir.

Bu ¢alismada s6z konusu model, bir bariyerli yari-Markov rasgele yiiriiyiis siirecleri
yardimiyla ifade edilmistir. X(t) siireci, {Tn } yenileme siireci ile {Yn } rasgele ylirliytis
stireci yardimiyla matematiksel olarak ifade edilmis ve bu siirecin olasilik karakteristikleri
analitik ve asimptotik yontemlerle incelenmistir. Calismamizda X(t) siirecinin ergodik

dagiliminin karakteristik fonksiyonu Sy, siur fonksiyoneli yardimiyla ifade edilmistir.
€, rasgele degiskeninin,A >0 parametreli iistel dagilima, 2. ve 3. mertebeden Erlang
dagilimma ve (a,A) parametreli Gamma dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin
ergodik dagiliminin ilk dort momentleri i¢in, kesin formiiller elde edilmistir. Ayrica, C,
rasgele degiskeninin,A >0 parametreli listel dagilima, 2. ve 3. mertebeden Erlang
dagilimma ve (a,A) parametreli Gamma dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin
ergodik dagilimimin ilk dort momentleri i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde
edilmistir.

Bu c¢alisma kapsaminda incelenen modelde istenen degisikliklerin yapilabilmesi
miimkiindiir. Ornegin, ¢, rasgele degiskeninin Weibull, Jhanson’s Sg ve Normal dagilim
gibi dagilimlara sahip olmasi durumunda ortaya c¢ikacak benzer modeller incelenebilir.
Ayrica, C, rasgele degiskeninin genel duruma sahip olmasi durumunda ortaya ¢ikacak
benzer modeller incelenebilir ve siirecin ergodik dagilim fonksiyonu asimptotik

yontemlerle incelenerek daha genis kapsamli bir arastirma da yapilabilir.



5. SONUCLAR

Modern matematigin 6nemli bir dali olan stokastik modeller ve stokastik siiregler
teorisi son yillarda hizli bir gelisme kaydetmektedir. Ozellikle Markov ve yari-Markov
modellerinin yardimiyla fizik, kimya, biyoloji, ¢evrebilim, ekonomi ve teknolojide
karsilagilan bazi 6zel problemler ¢oziilebilmektedir. Bilimsel ve teknolojik gelismeler,
yukarida belirtilen bilim dallarina iliskin problemlerin yeni ve ayrintili bir bicimde
¢Ozlimlerinin arastirilmasini zorunlu hale getirmistir. Bu calismada ele aliman “Rasgele
hacimli genisletilmis (s,S) tipli modeller’in rasgele ylirliylis siire¢lerinin incelenmesi, hem
teorik hem de uygulama bakimindan onemlidir. Ozellikle elde edilen sonuglarmn, su
barajlarindaki su miktarinin kontrol edilmesine, iilkenin petrol, gaz ve bankadaki para
rezervlerinin, ayrica askeri mithimmatin optimal bigimde kullanilmasi, dolayisiyla iilke
ekonomisine dnemli oranda katkilar1 olacaktir. S6zii edilen tiim ve benzer problemler, 6zel
bir bariyerli yari-Markov rasgele yiiriliyiis siiregleri yardimiyla ifade edilebilir.

Bu nedenle ¢alismamizda, X(t) siireci, bir {T, } yenileme siireci ve bir {Y,} rasgele

ylirliylis slireci yardimiyla matematiksel olarak olusturulmus ve bu siirecle ilgili asagidaki
teorik sonuglar elde edilmistir.
1) Ilgilenilen fiziksel modelleri ifade eden stokastik siirecler, matematiksel olarak
olusturuldu.
2)  Bussiirecin sinir fonksiyonellerinin temel olasilik parametreleri hesaplandi.
3)  Siirecin sonlu boyutlu dagilimlar: incelendi.
4)  Siirecin toplamsal fonksiyonellerinin dagilimlar1 incelendi.
5)  Siiregle iliskili olarak, ergodik teorem ispat edildi ve ergodik dagilimin agik
sekli bulundu.

6)  Ergodik dagilimin karakteristik fonksiyonu, Sy, smnir fonksiyoneli yardimiyla
ifade edildi.
7)  Miidahaleyi ifade eden (, rasgele degiskeninin genel duruma sahip olmasi

durumunda, siirecin ergodik dagiliminin birinci ve ikinci momentleri igin,

kesin formiiller elde edildi.
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9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)
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Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin A >0 parametreli istel
dagilima sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort
momentleri i¢in, kesin formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin A >0 parametreli istel
dagilima sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort
momentleri i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden &, rasgele degiskeninin A >0 parametreli iistel
dagilima sahip olmast durumunda, siire¢ i¢in zayif yakinsaklik teoremi ispat
edildi.

Miidahaleyi ifade eden &, rasgele degiskeninin A >0 parametreli {istel
dagilima sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin basiklik ve
carpiklik katsayilar1 igin, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edildi.
Miidahaleyi ifade eden (, rasgele degiskeninin 2. mertebeden Erlang
dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk iki
momentleri i¢in, kesin formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin 2. mertebeden Erlang
dagilimia sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagilimimin ilk iki
momentleri i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin 3. mertebeden Erlang
dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk iki
momentleri i¢in, kesin formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin 3. mertebeden Erlang
dagilimina sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk iki
momentleri i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin (o,A) parametreli Gamma
dagilimma sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort
momentleri i¢in, kesin formiiller elde edildi.

Miidahaleyi ifade eden C, rasgele degiskeninin (o,A) parametreli Gamma
dagilimma sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin ilk dort

momentleri i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edildi.
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18) Miidahaleyi ifade eden (, rasgele degiskeninin (a,A) parametreli Gamma

dagilima sahip olmasi durumunda, siirecin ergodik dagiliminin basiklik ve

carpiklik katsayilari i¢in, A — 0 iken, asimptotik formiiller elde edildi.



6.

ONERILER

Yapilan bu calismanin, stokastik siire¢ teorisindeki bir eksikligi giderebilecegi

umulmaktadir. Bununla beraber bu g¢alismanin asagidaki yonlerde de gelistirilebilmesi

miimkiindiir:

1)  Ergodik dagilim fonksiyonunun, asimptotik yontemlerle incelenmesi.

2) G Rasgele degiskeninin, weibull, normal v.s. gibi pratikte ¢cok sik kullanilan
dagilimlara sahip olmasi durumunda ortaya ¢ikan benzer modellerin
incelenmesi.

3) G Rasgele degiskeninin genel duruma sahip olmasi durumunda ortaya ¢ikan
benzer modellerin incelenmesi.

4) Elde edilen kesin formiiller ve asimptotik formiiller arasindaki farkin
degerlendirilmesi.

5)  Somut modeller i¢in, simiilasyon yontemleri uygulayarak olasilik
karakteristiklerinin hesaplanmasi ve elde edilen sonuglarin asimptotik
sonuclarla karsilastirilmasi.

6) Baslangic rasgele degiskenlerinin bagimli olmast durumunda ortaya cikan
benzer modellerin incelenmesi.

7)  Varyansi sonsuz olan baglangi¢ rasgele degiskenleri i¢in benzer problemlerin

incelenmesi.
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