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ÖZE T 

Bu çalışma üç bölüm halinde düzenlenmiştir. İlk bölüm giriş 

bölümüdür. Ikir.ci bölüm bu çalışmada kullanılan temel kavramlara 

ayrılmıştır. Bu bölümde genel anlamda hareketler, bir parametreli 

uzay hareketleri, regle yüzeyler ve regle yüzeylerin-hareket geo

metrisinde önemli rol oynayan- invaryantlarına ait bilgiler sıra

lanmış, bu arada diferensiyel geometrinin eğriler teorisinden de 

kısaca bahsedilmiştir. 

Bir takım teoremlerin ispatı verilirken bazıları için yalnız

ca kaynak gö~terilmiştir. 

Bu çalışmanın orjinal kısmı üçüncü bölümdedir. Burada regle 

yüzeyler teorisi açılım uzunluğu ve açılım açısı cinsinden ele 

alındı. Kapalı bi!' uzay hareketine katılan bir doğrunun yÖriingesi 

olan kapalı regle yüzeyin; dr al i , açılım açısı ve açılım uzunluğu 

ile ilgili yeni özelliklere varıldı. Bu cins regleyüzeylerin özel 

halleri:ae incelenmiş ve özellikle dayanak eğrilerinin özel oinsten 

olmalarına dair karakterizasyonlar araştırılmıştır. 



SUMMARY 

This dissertation consists of three chapters. The first 

chapter is the introduction. The second chapter deaıs with the 

basic concepts that have been used in this study. In this 

chapter; motions in general, one-par~eter spatiaı motions? 

ruled surfaces and the knowledge about the invariants of the 

ruled surfaces, which play an important role in the motion 

geometry, have been mentioned; and meanwhile, the curves theory 

of the differentiaı geometry has also been briefly explained. 

~lliilesome theorems are being proved, only the references have 

beenpointed out for the others. 

The originaı part of this study is in the third chapter._ 

Here, the teory of ruled surfaces subject to the pitch 

( öffnungsstrecke) and the ~L .gle of pi tch ( öffnungswinkel ) 

has been presented. It has led to some new properties . ab out the 

distribution parameter, the angle of pitch and the pitchof the 

closed ru2ed surface that is the orbit of a straight line that 

takes part in a dlosed spatial motion. The special cases of 

this kind of the ruled surfaces have alsa been examined and 

especially the characterizations subject to the directrix 

curve 6f the speciaı kind have beert researched. 
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NOTASYONLAR 

Reel sayılar cümlesi 

n-boyutlu standard reel afin uzay 

n-boyutlu Öklid uzayı 

Reel vektör uzaylarında iç çarpım fonksiyonu 

Reel vektör uzaylarında norm fonksiyonu 

En Öklid uzayının izometrilerinin cümlesi 

nxn tipindeki ortogonal matrislerin cümlesi 

nxı tipindeki reel matrislerin cümlesi 

Kronecker deltası 

nxn tipinde ~e determinantı + 1 olan ortogonal matrislerin 

cümlesi 

A matrisinin transpozu 

{ ... 1 cümlesinin gerdiği uzay 

A matrisinin determinantı 

pEE3 noktasındaki tanjant uzayı 
e: 3 . 

P ~ E noktasındaki kotanjant uzay 

l-formların uzayı 

Vektörel çarpım 

Hareketli çizgiler uzayı 

Sabit çizgiler uzayı 

H uzayının H' uz. ayına göre hareketi 

Harmonik eğrilik 
...... 

Yervektörü r olan kapalı eğri 

Kapalı bir eğri boyunca eğrisel integral 
-* Birim doğrultman vektörü a olan regle yüzeyin dağılma 

parametresi .. 
~irim doğrultman vektörü a olan regle yüzeyin açılım 

uzunluğu .... 
Birim doğrultman vektörü a olan regle yüzeyin açılım açısı 



BÖL Ü M I. 

G İ R İ Ş 

Bir parametreli hareketlere dair ilk ilgiçekici çalışmalar J. 

Steiner [8] ve A.Holditch (8J e dayanmaktadır. Daha sonra aynı konu 

ile ilgili olarak birçok çalışma yapılmıştır. Bunlardan düzlem ki

nematiği ile ilgili olarak C.Leudesorf [1,2J ve A.B.Kempe [31 , kü

resel hareketlerle ilgili olarak da E.B.Elliot (4J zikredilebilir. 

E.Cartan[5] ise çizgile:,- uz ayı ve bilhassa regle yüzeylerle ilgili 

birçok özellikleri ele alıp incelemiştir. 

W.Blaschke [7 J bir "parametreli reel küresel hareketler için 

Steiner vektörünü ve Steiner noktasını tanırnlayarak regle yüzeyler 

için bir integral invaryaiı.tı olan açılım uzunlu&mdan bahsetmiştir. 

H.R.Müller [91 ise regle yüzeyler için açılım uzunluğu ve açı

lım a9ısı kavramlarını ~~~ edere~ bunların birer integral invaryan-

tı olduğunu göstermiştir. --

Ayrıca H.H.Hacısalihoğlu rlO,ı:ıJ da Holditch ve Steiner teorem-... 
lerini reel ve dual küre üzerinde ele alıp çizgiler uzayında regle 

yüzeyler ve invaryantları ile ilgili genelleştirmeler yaptı.J.Hoschek 

0.2] ise adı geçen teorernleri çizgiler uzayında doğrudan (direkt metod 

ile ) ele aldı. 

Bu çalışmalar bize regle yüzeyler teorisinin açılım uzunluğu ve 

~bilhassa açılım açısı çinsinden yeniden ele alınabileceği ve bunun 
"> 

bizi yeni sonuçlara götüreceği fikrini verdi. Ayrıca bir parametreli 

uzay hareketlerinin regle yüzeylerle olan 'çok yakın ilgisi nedeniyle 

[5,7,12] uzay hareketlerini de bu iki invaryant cinsinden tekrar in

celemek yenisonu~lar verir diye düşündük. Çalışmalarımızın esasını 

bu iki konu oluşturmaktadır. Ancak bu arada eğriler teorisindeki /eği

lim ~izgileri ve Bertrandeğrileri ile ilgili bir takım karakteris~ 

tik özellikleri de regle yüzeylerin invaryantlarına bağlı olarak ye

niden ele almak gerektiğini gördük. 
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BÖL tl M II. 
U Z A Y H AR E K E T LER İ 

11.1. ÖKLİD UZAYLARI 

TANIM 11.1.1. (İç ÇARPIM UZAYLARI) : 

. V sonlu boyutlu bir reel vektör uzayı olsun. Bir 

'f= V x V . r , "ı:ı 
/ 

fonksiyonu eğer bilineer, simetrik ve pozitif tanımlı olarak 

TeriImiş ise "ye V üzerinde bir iç çarpım fonksiyonu ve V 

~e de iç çarpım uzayı adı verilir. 

TANIM II.l.2. (ÖKLİD UZAYLARI) : 

V bir n-boyutlu reel vektör uzayı ve V üzerinde Öklid iç çar

pımı tanımlanmış olsun. V ile birleşen bir A afin uzayına n- bo

yutlu Öklid uzayı denir. 

TANIM 11.1.3. 

Öklid uz ayında bir nokta X olsun. Bu uzayda bir afin koordinat 

sistemine göre X noktasının koordinatları (x ,x2,.J.;x ) alaun. 
ı n 

A 'JR 1"< x.: 'J .., _ ı _ n, 
ı 

fonksiyonuna A Öklid uzayının i-yinei koordinat fonkSiyonu de-

nir. 

n-bOyutlu r~el ~tandard afin uzayı ele al ali m ve bunu n-boyutlu 

beei b.~de.t't Vekt~r uzayı E n ile eşleyelim. JRn vektör uzayında bir 

~ , >: En x En .JR 

iç çarpımını '9'X, YE.. JRn, X = (x ,x2 ,· •• ,x ), Y=(y 'Y2' ••• ,y ) " ı n ı n 

için < 9 > (x~Y1·';=(x,y) == ~tı xiY i (11.1.1); 

şeklind~."~caıum1.ay:aJ.:~m.Bu iç çarpıma JRn de standardie; ç'arpımve~ 
Öklidi;',~;arpıInJ.adı -verilir. . {.:an , (,) J iç çarpım uzayı ile 

eşlenen ~eel s:tandard af:i.nuay n-boyutlu Öklid uzayı adını alır ve 

En ile gösterilir. 



3 

TANIM 11.1.4. (UZAKLIK) : 

n-boyutlu bir reel iç çarpım uzayı En ile birleşen Öklid uzayı 
n 

E olsun. Bir 

n n 
d: ExE t "JR 

fonksiyonu l/X, Y E rf1 için JR n deki norm ile 

d: (Y,Y) ........ d(t,Y) = ii~ii :::: -J<xy,n> (11.1.2) 

şeklinde tanımlanır ve En de X ile Y noktaları arasındaki uzak

lık adını alır. 

TEOREM 11.1.1. 

rm Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu bir' metriktir. 

İSPAT : 

VjX, Y ,Z E En ıçın 
i) En ile birleşen IRn 

reel çarpım uzayında iç çarpım pozitif 
\o.i.... n . 

tanımlı olduğundan v <'t.t:m için 

dır. DOlayısiyle 

olmak: üzere 

d(X, y)=ıın II~,O 
eldeedilir. ,,(ltl: O=> Q = t ,:)lduğundan 

/ d(X,Y) = il rt 11 = 0, 

~ 
IIXY lt = 0, 

it = t veya X = Y 

olur. Tersine X=Y ise it = 't~ fıffıı= O ve dolayısiyle d(X,Y) =0 
olur. ° halde 

d(X, Y) = ° ~X=y 
bulunur. 

ı'ı')'" ..... ·,,' ........ ·1 ıı~ıı XY :::: - YX':;> XY! = YX . ve buradan 

d(X,Y) = d(Y,X) 

elde edilir. 



iii) İç çarpım uz ayında normun özeliklerinden 

tL xz ii = II rt +YZ 11 ~tiYl1 ~LYZ tl 
olur ki bu da 

d(X,Z) ~ d(X,Y) + d(Y,Z) 

olması demektir. 

TANIM 11.1.5. 

4 

En Öklid uzayında tanımlanan uzaklık fonksiyonuna En de Ök

lid metriği denir. 

TANIM II.l.6.(ÖKLİD ÇATISI) : 

EnÖklid uzayında sıralı bir fp ,P , ••• ,p} nokta n+l-lisi 
o ı n 

•• v {p~p p~pJ kt'· . t 'JR n . b" t ıçın eger , ••• , ve or sıs emı nın ır or 0-
o ı o 

normal bazı ise {po,Pı, ••• ,Pn} nokta cümlesine En de bir 

Öklid çatısı (veya dik çatı) denir. Böyle bir çatı için tanım

lanan bir (x ,x2 , ••• x ) koordinat sistemi ise Öklid koordinat 
ı . n 

sistemi· (veya dik koordinat sistemi) G,.3ılll.. alır. 

TANIM II. 1. 7. ( İz OMETR İ ) : 

E~ ve E~ , sırası ile, IR~ \/e JR ~ n-boyutlu iç çarpım uzayla

rı ile birleşen birer Öklid uzayı olsunlar. Bir 

f En. n : ı·E2 
afin dönüşümü "t0f, ft E:ın ~ için 

<'1f(0(),'Y(.#) >= <: cx ,j:;;> 
bağıntısı sağlanacak şekilde bir 

(11.1.3) 

lineer dönüşümü ile birleşiyorsa f ye bir izometri adı verilir. 

TEOREM 11.1.2. 

Bir 
f : E~-. --~) E~ 

dönüşümü izometri ise 

i)d(f(A), f(B»= d(A,B), '1 A,BE En , . ı 
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ii) f birebir ve 'örtendir, 

iii) ç ve ~ uzayında iki Öklid koordinat sistemi, sırası ile, 

{xı ,x2 , ••• ,xnl ve fYı'Y2' ••• 'Yn} ise f izometrisi, AcO(n) 

olmak üzere 

şeklinde ifade edilebilir. Burada 

(II.l.4) 

" n 
C,X,Y E JR dir [13,S.70]. 

ı 

B±r n- boyutlu Öklid uzayı En in izemetrilerinin 

_ R(n) = if: En İzometri. EnJ 
cümlesini ele alalım. R(n) de dönüşUmlerin birleşimi işlemi "O" 

ile gösterilirse (R(n),O) ikilisi bir gruptur. Bu gruba izometriler 

grubu denir. 

II .2. HAREKETLER 

TANIM 11.2.1. 

• 

n-boyutlu bir En Öklid uzayının izometrilerinden biri f olsun. 

En deki bir {Xı,X2,4.~tXnl Öklid koordinat sistemine göre 

f nm matrisel ifadesi; A E O(n) ve C E JR n olmak üzere 
ı 

(11.2.1) 

şeklindedir. f ye En de bir hareket adı verilir. 

A E O(n) olduğundan 

detA =:!: 1 CIı, 2.2) 

dır. Eğer detA = + 1 ise f hareketine direkt hareket, de tA =-1 

ise karşıt hareket denir. Hareket deyince daha çok direkt hareket

leri anlayacağız. Direkt hareketlerde iki çeşit hereketin bileşi-
-

midir; direkt ':d!.önme 've' ötelerile. 



6 

TANIM II.2.2~ (DÖNME) : 

En Öklid uzayının bir f izometrisi için 

f(O) = O 

olacak şekilde bir O € if- noktası var ise f ye ıtO" noktası 

etrafında bir dönme denir. 

TEOREM II.2.1. 

En de başlangıcı OEEn olan bir Öklid koordinat sistemi, 

.{xı ,x2 , ••• gxJ olsun. Bir 

f : En. ,En 

l.zometrisi için 

i) O noktası etrafında bir dönme f ise f nin bu Öklid koor

dinat sistemine göre ifadesi 

Xi = II (II.2.3) 

şeklindedir, burada AE O(n) ve X,X' E JR n dir. 
ı 

ii) f bir direkt ~önmedirÇ> X' = AX ve At. SO(n) dir 

[13,Sayfa 82-831 • 

TANIM II.2.3. (ÖTELEME) : 

En Öklid uzayının bir f izometrisi vevXE En için 

f(X) = X + h 

olacak şekilele 1bir tek h E En noktası varsa f ye En nin 

h ile belirtilen bir ötelemesi denir. 

II.3.E3 OKLİD UZAYINDA 'EGRİLER 
TANIM II.3.1. (PAEA~TRİK EGRİ) : 

JR reel sayılar ekseni üzerinde bir açık aralık i olsım. 

E3 de bir diferensiyellenebilir 

<X: i )E
3 

dönüşümü E3 de bir eğri belirler. Burada lintervali a, b ~ it . 
ve tEl olinak üzere a~t ~ b,-Q).,{t ~ b, a4 t<C:Ove hatta 

i = IR olacak şekilde seçilebilir. t ye ise parametre adı 

verilir. "v t E i için o( eğriSi üzerinde değişen bir noktayı 

E3 te bir 0=(0,0,0) başlangıç noktasına göre bi.r vektör ile 
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~ 

(.. ( t) = ( c( ı ( t ) , ":(~ ( t), CC (t) } 
~ 3 

(II.3.1) 

şeklinde göstermek mümkündUr. 

TANIM II.3.2. 

(X.: I-_ ... tE3 bir eğri olsun. v:ft E i için CX nın tl( (t) noktasın-
daki hız vekt örü diye 

(XCt) = (~t~l.(t),~"'!1(+..),~~1(t») (II.3.2) 
':~C· CJ. c.. Q ı ct, { t) 

olmak üzere C[(t) E T
E

3 (Cıt(t»)ta:nja:ntvektörüne denir. 

TANIM I.I. 3. 3. (PARAMETRE DEGİşİMİ) : 

m. reel sayılar ekseni üzerinde iki açık aralık i ve J olsun. 

ct: i--+ E3 bir eğri ve h : J"-""I bir diferensiyellenebilir 

reel değer!! bir fonksiyon olsun. O zaman 

fi : Q( eh : J. • E3 

bileşke fonksiyonuna parametresi h ile değiştirilmiş bir eğri 

denir. 

($., ) 

J"-- ~. 
. ~ t::.: . .tl LS) 

C:. • .) 
r 

Şekil II. 3.1 

J intervalinde her s değerine eğri üzerinde J~ (s) =t{(h(s) ) 

noktası· karşılık gelir. Bu nokta i intervalindeki h(s)= t değerine 

tekabül eder. Dola~siyleot ve fo aynı eğriyi belirtmiş olur. 

TANIM 11.3.4. 

C\: i i .. E3 eğrisi verildiğinde 'Çjt e i için 

att+T) == cr (t) 
olacak şekilde bir 0"- T € JR sayısı varsa Q: eğrisine peryo

diktir, T sayılarının en küçüğüne ise peryot denir. 
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TANIM 11.3.5. 

Q: i .-.+ E3 bil' eğri olsun. 'tl t E i iç:tn ~ eğrisinin 0:.( t) 

noktasındaki hız vektörü daima sıfırdan farklı ise iX. eğriE-i:ı.e 

regülerdir denir. 

TANIM 113.6. 

a.: i --+- E3 bir s parametres2i-e göre 
.. , dCt 

olsun. "fis e i için o«s) = -(s) C 
ds 

ifade edilmiş bir eğri 

T
E

3 <ct (s) ) hız vek-

törünün boyu 
.... il 0(.'( s rtı = 1 (11.3.3) 

ise <x eğrisine yayı cinsinden parametrik olarak ifade edil-

miştir denir. Burada T
E

3 ( cx (t) ) ile:E3 Un{;(t) nokta-

sındaki tanjant uzayı gösteriliyor. 

TEOREM 11.3.1. 

Herbir parametrik eğri daima kendi yayı cinsenden parametrik 

olarak ifade edilebilir. 

İSPAT : 

ot: i ~ E3 eğrisinin ilk parametresi t ise, yay uzunluğu 

set) =5t (~,"J(!), dC«(t) >ı d.t 
to' cl. t: dt· ,cx'(t) 

şeklinde,'~ir. O halde s = set) fonkSiyonunun ~: türeVi Q= C(t) 

eğrisinin skalar hızı * = U c;'(t) U 
dir. Eğer o( regüler bir eğri ise rı ttı için 

ii ~i ( t) il > O, 

~>o dt 
elde ediTir. Buna göre s=s (t) fonksiyonu monoton artandır. Bu 

ters fonksiyonun türeVi 

dt ı 
--- = ..-....-. ds de -dt 
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şeklindedir. Ayrıca L = s(b), i = (a,b], J': a' (a' ,b'1 olmak Uzere 

ai = O, b i çı L alınarak bir 

h : J~I 

h : (O,L) -t (a,b) 

s . .........,. tes) = hes) 

fonksiyonu tanıruanabilir. O zaman 

fo (s) = (OC Oh ) ( s) : (O, L) -". E
3 

...... ~ 
fonksiyonu o( = (l(t) eğrisini s parametresine göre (O,L) üzerinde 

tanımla.rr,ı.ış olur. Buradan ... 
'.eva 

elde edilir. t 

~i ,:ıQ d 
jJ (s) = -Ts = ds (C( Oh) 

-+ 
..... 1 d~ dh 
t<. (s) - -- -,- - <1.1-]. d s 

= hes) olduğundan ...,. 
-+, dQ:' dt 
Q (s) = -;-t ~ 7 I.." li d.S .... 
'~/( ) _ ..LE ( ~)-l 
fo s - dt dt 

bulunur. Bövlece 

TANIM 11.3.7. (EGİLİM çİZGİSİ) : 

E
3 de bir yüzey M olsun. i C:IR olmaküzere bir Qt: i ~ M . 

eğrisi verilsin. Ayrıca E3 de sabit bir birim vektör lt olsun. 
, ~, 

'v s €. i iç in <:X eğrisinin o( (s) noktasındaki hız vektörü Q( s) 

olmak Uzere 

<~'cs)/CX(S) ,t)= sabit (11.3.4) 
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bağJ..ntısı var ise c( eğrisine M üzerinde bir eğilim çizgisi 

denir. 

TEOREM II.3.2. 
M bir yüzey ve~: 1---+ M bir diferensiyellenebilir eğri olsun. 

k 
tt bir eğilim çizgisidir <=> k~' = sabittir. 

İSPAT : 

1) • • 

2 

a bir eğilim çizgisi :aısun. Bu takdirde 

.... 1 -to> "':fto..,. 
<~(s), U = <T,u) = sabit 

oldu~dan türevalınırsa 
~ ~ 

(T', u> = 0, 
..... -+ 

kı< N, u) = O, 

(',lt') = ° 
veya tekrar türev alınarak 

~ ..... 
(N',U>=O, ..... ~...,.> 
(-kı T + k 2 H," u . = O, 

< ....... - .~ ...... > 
-k T, u> + k 2 < B, u = 

elde edilir. E~er 4..(t,;!) = 9 ise 

ve dolayısiyle 

elde edilir. 

2) <r=. : 
k 

-'!lo ..,..> {T 7 U = COS @, 

< 1t;t') = sin QO'. 

k 
ı tg- ro. b"t k: = ~ = sa ı 
2 

o i 

(1I.3.5) 

k~ = c (sabit) ise kı = ck2 yazılabilir. Ayrıca c t ° olmak 

üzere 



... 
~s (~+ ~) = 

d ..... 1 .... 
-d (B + -) = O 

s .... ' c 

B + ....'L = 1i (sabit) 
c .. 

Böylece~ 
...., T -.> ........ < B + ~ , T = < T , u), 

bulunur. 

·1'" --;-- =<T,i!'> 
olduğundan Clbir eğilim çizgisidir. 

TANIM 11.3.8. 

-+ 
kN 
ı -c 

~: i~ E3 eğrisi verildiğinde 
burulması olmak üzere 

k 
D_ -l n- k 

2 

, 

II 

. 

k bu eğrinin eğriliği, 
ı 

(11.3.6) 

it~desine cl eğrisinin harmonik eğriliği denir. 

o halde teorem 11.3.2. yi şöyle de ifade etmek müınkün<;ltir : 

TEOREM II.3.3. 

Bir OC: i -i' E3 eğrisinin eğilim çizgisi olması için gerek 

ve yeter şart harmonik eğriliğinin sabit olmasıdır. 

TANIM 11.3.9. (BERTRAND EGRİLERİ ) : 

Q..: i .-.,E3 ve J3: i ) E3 diferensiyellene bilir iki eğri 
olsunlar. 'rı s E i ıçın iki eğri aynı asli normale sahip ise

ler bu iki eğriye Bertrandeğri çifti teşkil ediyorlar denir. 

Bertrand eğri çiftine dahilolan bir eğrinin kı ,k2 eğrilikleri 

arasında a,b sabit reel sayılar olmak üzere 

akı + bk2 = sabit (11.3.7) 

. bağıntısı -~dır. Ayrıca bu özelik Bertrandeğrileri için gerek ve 

yeterdir. 



-
II. 4 .E"~ DE DİFERENSİYEL FORMLAR 

TANIM II.4.ı.(ÇATI ALANLARI) : 

12 

E3 . Öklid uzayında birer vektör alanı Vı , V2 , V
3 

olsun. Eğer 
'ot pE E3 noktası için {Vı , V

2
' V J sistemi P noktasındaki 

T~3 (p) tanjant uzayının bir tabanı ise {Vı , V2, V
3
J üçlüsÜ!le 

E de bir çatı alanı denir. 

E3 Öklid uzayında 'riP E E3 ıçın 
eı(p) = (ı,O,O)4 p , e2(P)= (O,ı,O)fp ,e 3 (p)=(O,O,1)lp(ıı.4.1) 

şeklindeki {eıp e 2 ,e 3} çatı alanına doğal çatı alanı denir. E3 de 

diğer bir ortonormal çatı alanı f Eı pE2 ,E
3
J olsun. "VP E E

3 için 

e 
ı 

e := e
2 

~ ! 

e
3 

olarak alırsak, A EO( 3) 

E :c Ae 

şeklinde yazılabilir. 

TANIM II.4.2. 

-E. 
ı 

,E:: E 2 
(II.4.2) 

E 

olmak: üzere 

(II.4.3) 

E3 deki bir ortonormal {Eı ,E2 ,E
3
} çatı alanı v"erildiğinde 

y:/ P E E3 için 

det lEı(P), E2(P), E3 (P)] = ı 
ise bu çatı alanına pozitif olarak yönlendirilmiştir denir. 

\;jP € E3 noktasındaki tanjant uzay T
E

3(P) olmak üzere ip 
fonksiyonlarını 

lineer ..;ıR 

olarak tanımlayall.m. Bu şekilde elde edilen 

* () fit lineer ~JR} TE3 . P ::: t'J'P i TE3(P)---~7 
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cümlesi IR reel sayılar cümlesi üzerinde bir vektör uz ayı dır • 

Bu uiaya T
E

3(P) tanjant uzayının dual (kotanjant) uzayı denir. 

'V~E T:3(P) elemanına ise kovektör denir. 
? 

TANIM 11.4.3. (I-FORM) : 

Bir ~: E3 ___ ~~}t~3 T~3 (P) 

dönüşümü için 

7To~ = I : E
3 

Tr: ~E{3 T~3(P} ~ E3 

(q?p) :.(4)p ) = p 

olacak şeklIde tanımlanan bir 'rr dönüşümü varsa ~ ye E3 de 

bir l~form denir. 

E3 de l-formların toplamı dönüşümlerin toplamı olarak tanım
lanır .• · l.:::formların toplamı da l-formdur. Ayrıca bir fonksiyonla 

I-formun çarpımı da yine l-formdur. Bu iki işleme göre E3 deki 

l-fornlarıIl cümlesi reel vektör uzayıdır. Bu uzayı nı ile göstere

lim. 

TEOHEM 11.4.1. 

E3 Öklid uzayinda Öklid koordinat fonksiyonları xı ,x2 ,x3 ün 

diferensiyelleri ile teşkil edilen {dxı ,dx2 ,dx3} sistemi 

'v PE E3 noktasındaki T~3(P) kotanjantuzayının bir tabanını 
oluştururlar [14,pp.22-25). 

TEOHEM 11.4.2. 

E3 de herbir ~ ~Lı I-formu 

3 
~ = L f. dx., f. : E3 __ .. pm, 

i=l ı ı ı 

şeklinde yazılabilir [14J • 
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E3 Öklid uzay:ı.nda bir çatı alanı {Eı ,E2 ,E
3
} olsım. '\Ip e E3 

noktasındakidE., (l~i ~3 )diferensiyelleri T
E

3(P) tanjant uza

yına ait vektö~ıer olduğundan {(ep), ~(P), ~(P) J sistemi cinsin

den ifade edilebilirler. Buna göre w .. (p)EJR, (i,j= 1,2,3), olmak 
ıJ 

üzere 

dt (P) = w 't (P) 
ı ıı ı 

.... 
+ wı2E2 (P) 

dt
2 

(p) == w
21 
tı (p) 

-+ 
+ w22E2(P} 

d1
3 

(P) = w3ı ~ (p) 
.... 

+ w32E2(P) 

,-

şeklinde veya matris formunda 

-+ . -+ 
dE w w

l2 
w
13 

E 
ı ıı ı 

CıF!; 
-il' 

= w21 w22 w
23 E2 (II.4.5) 

..,. 
ı; dE

3 
w3ı w

32 
w

33 
"D P .. 

yazılabilir. 

TEOREM 11.4.3. 

E
3

. Öklid uzayında bir çatı alanı lEı ,E2 ,E3
1 olsun. O zaman 

'7p€ E3 için 

-? ~ . 
w .. (P) =<dE.(P), E.(P», (i,·j = 1,2,3),(11.4.6) 
ıJ ı J' 

reel değerli fonksiyonları antisimetrik l-formla.rd~r\. 

İSPAT : 

{Eı ,E2 ,E31 Öklid çatı alanı ve tıP t E3 için 

<~, ~/lp =dij 
olduğundan diferensiyel alınırsa 

bulunur. 

~ ~ .-,.....,. 
<dE., E.)l +<E., dE. \i = O 

ı J P ı JFlp 

w .. ( + w .. l = O 
l-J P Jı , P 

(11.4.7) 
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Ayrıca. w .. 1 ler birer lineer fonksiyon olduklarından antisimetrik - ıJ p 
l-form oldukları gösterilmiş olur. 

Eğer 

.0.= 

w31 '"'32 w33 

dersek i=j için (11.4.7) den dolayı 

ve i 1= j için 

olacağından 

w .. = - w .. , 
ıı ıı 

W •• = O 
ıı 

w .. = -w .. 
ıJ Jı 

w23 = wı ,w13 = - w2 ,w12 = w
3 

olarak alırsak 12 matrisi 

o w
3 

-w2 

n= -w O w 
3 ı 

w -w O 2 ı 

olarak bulunur • 

(11.4.8) 

.!lmatrisinin wı '\~2,W3 elamanlarına E3 Öklid uzayındaki 
[Eı ,E2 ,EJ çatı alanı için bağ formları adı verilir. 

TEOREM 11.4.4-. 

E3 Öklid uzayında{eı , e2 , e
3
} doğal çatı alanı ~ı!_e {Eı ,E2 ,E3

} de 

diğer bir ortonormal çatı alanı olsun. Bu tal~dirde A~ O( 3) ve 

J2 da ıEı,E2,E~sistemi için bağ formlarının matrisi olmak 

üzere 
Ll = dA AT (11.4.8) 

veya.cl= [w .. J ve A = ra .. ] ? (i,j = 1,2,3.) . cinsinden 
ıJ - ıJ i 



--L wij - k 

şeklindedir [ 14] • 

T 
~j 

II. 5. çiZG İLER UZAYINDA HAREKETLER 

16 

E3 Öklid uzay:ı.ndaki l-ı:~"t"ametreli hareketlerde E3 ün doğruları 
agle yüzeyler teorisi için önemlidir. Doğrular E3 ün lineer nokta 

imleleridir. Bu yüzden E3 Öklid uzaY2nı yalnizca doğrulardan meyda

~ gelmiş bir uzay olarak dUşünece~ ve bunu belirtmek için de çizgi

~r uzayı adını vereceğiz. 

Uzayda hareketingözlenebilmesi için bir referans noktasına 

Ltiyaç vardır. Bu noktanın sabit veya aynı noktada_ bulunan gözleyi

.ye göre sabit olduğu farzedilir. Bu noktayı O~ E3 ile gösterelim 

hareketi inceleyebilmek için ortonormal bir 

,stemini tesbit edelim. Ayrıca bu uzayda bütün noktaların sabit 

ldı'ğı yani hereket etmediği farzedilerek bu hhlde E3 uzayına sa

t çizgiler uzayı denir ve H' ile gösterilir. Yani 

H' == Sp { 7i (O) 9~CO) 9 ~CO)} • (11.5.1) 

Diğer taraftan ,jö" hoktasa.na göre hareketli bir P noktasını 

bu noktaya sıkı bir şek,ilde bağlı olan ortonormal bir 

ep), ~(P)/, ~(P)J sistemini düşünelim,',." .Yani 

H = Sp {(Cp ) 9~CP), ~(P)} (II.5.2) 

:J'un. 

Çizgiler uzayın.da artık noktaların hereketi YGI'ine doğTuların 

~eketi alınabilir. Bu sebeple uzayın en basitelemanı olarak yönlü 

Çruları alırız. Har.eketli bir P noktasının 0$ yervektörU ve bu 

:taya yerleştirilen bir :-birim vektörü ile belirlenen doğrunun 
'ametrik denklemi 

o 

.-. --+ ....... 
y= x + "a 
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(II.5.3) 

şeklindedir. P noktasının doğru iizerinde kayfi bir nokta olması için. 

1\ vektörel çarpımı göstermek üzere, 

(II~5.4) 

vektörel momentini kullanarak doğruyu (t;~'j çifti ile belirleyebi

liriz • "it ve ~ vektörlerinin bileşenlerine aormlanrn,ı~i ,Plücker doğru 
koordinatları denir. 

Çizgiler uzayında hereketleri üç gruba ayırabiliriz : 

i) (t; '1~ ) doğrusunun H' sabit uzayına göre hareketi, 

ii) (t, 1.~) doğrusunun H hareketli uzayına göre hareketi, 

iii) H hareketli uzayının H' sabit uzayına göre hareketi. 

H nın H' uzayına göre l-parametreli hareketine kısaca uzay 

hareketi diyerek H/HI ile göstereceğiz. 

H/H' hareketini ° noktası etrafında bir dönme ve ° noktasına 
göre bir öteleme olmak üzere iki kısma ayırmak mümkündür • 

. ' , 

Eğer sabit ve hareketli çizgiler uzayinda iki öklid koordinat 

sistemi, Sırası ile, {xi, x~ , x3} ve {xı ,x2 ,x31 ise 

X'= 

x· 
ı 

Xi 
2 , X = 

X 
ı 

x· x 
3 ~ 

(II.5.5) 

olmak üzere (II.2.1) den dolayı H/H' uzay hereketini matris formunda 

c 1 rx] 
ı Lı 

şeklinde gösterebiliriz. Burada A€O(J), CEE 3 . ı 

TANIM II.5.1. 

H/H' uzay hareketinin, 

şeklindedir. 
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matrisinde dönmeye karşılık gelen A e O( 3) ve ötelemeye kar

şılık gelen C E JR 3 matrisleri, 
ı 

A = A(t)') 

C = C(t) 

(11.5 .. 6) 

(11.5.7) 

olacak şekilde birtek reel t parametresinin diferensiyelle

nebilir fOnksiyonları iseler H/H' uzay hareketine bir paramet

r~li uzay hareketi denir. 

~ANIM 11.5.2. 

H/H' uzay hareketini belirleyen AEO(3) ve 

'v tl: JR için, 

A(t)+ 21T) = A (t), 

C(t+211) = C (t) 

c e JR 3 matrisleri 
ı 

(11.5.8) 

(11.5.9) 

olacak şekilde peryodik iseler H/H' uzay hareketine kapalı, 

aksi halde açık hareket adı verilir. 

Kapalı bir H/H' uzay hareketinde hareketli uzayda tesbit edilen 

bir noktan:ınH Ve ,H' deki yörüngeleri, sabit ve hareketli pol eğri

leri, birer kapalı eğrid.irısr (ıo J . 
H/H' hareketinin değişimini incelemek için diferensiyel alırsak 

(11.4.3) den dolayı 

olquğundan 

elde edilir. Ayrıca 

olacağından 

E = Ae, A E 0(3), 

dE = dAe 

T 
e = A E 

dE = <lAATE 

bulunur. Bağ formlarının !l= dAAT matrisi kullanılarak 

dE =!LE (11.5.10) 

yazılabilir. 
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Şimdi de hareketli uzayda bir (t: 1~ ) doğrusunu düşUnelim. 
~birimdoğrultman vektörUnü YP€ H için, 

.-+-
a i Eı ı .. 

a = a
2 , E= E2 (11.5.11) 

.~ 

a
3 E3 

olmak üzere 
-to T 
a = a E (11.5.12) 

şeklinde yazalım. Doğrunun hareketinin değişimi için diferensiyel 

alırsak, 
dt = da TE + aT dE • 

ayrıca (11.5.10) dan dolayı, 

dE:' = daTE + aT dE, 

dt' = (da +OTa ) TE (11.5.13) 
elde edilir ~ (Et,!*) doğrusu H hareketli uzayında sabit bir doğru 
ise. 

da = O (11.5.14) 
olacağından 

-+ T,..-, 
da = a .)o, '-E (11.5.15) 

bulunur. Eğernmatrisinin (11.4.8) deki ifadesinden bir ;/'vektörünü 

v!r= (wı ,w2 ,w3 ) 

şeklinde alacak olursak (11.5.15) ifadesi 

. ...",. .. ~ 
da=wAa' 

(11.5.16 ) 

(11.5.17) " 
şeklinde yazılabilir. Burada A vektörel çarpımdır. Diferensiyel 

geometrideki Darbome dönme vektörünün rölünü oynayan 1: vektörüne 

H/Ht hareketinin ani Pf.aif \rektörü denir. 

TANIM 11.5 .• 3. . (STEİNER VEKTÖRÜ) : 

CL: 'r .. E3 bir kapalı eğri olsun. Bir ortonormal 
~.~ .......... 

{Eı ,E2 ,E3} çatı alanı eğriye sıkı bir şekilde bağlı ve ayrıca 

'r:/·tEı için c(. (t} noktasındaki hareketli çizgiler uzayı 
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H = sp[t" ,ı:,Ej 
ı. rxCt) 

olsun. H/H' uzay hareketindeki 't Ffaff vektörünün OLeğrisi 
boyunca eğrisel integraliyle belirtilen 

t = J vt CII.5.18) 

vektörüne H/H' hareketinin Steiner vektörü denir. 

TANIM 11.5.4. 

cx: i ----~. E3 diferensiyellenebilir kapalı bir eğri ve bu 

egrıye sıkı bir şekilde bağlı olarak hereket eden bir ortonor-
-. .... -"1 

:1 {Eı ,E2 ,E3J sistemi H hareketli uzayı olarak seçilsin. 

X hareketli uzayın yer vektörü olmak üzere d!l ~TH C~. Ct» 

.olduğımdan 

(11.5.19) 

,şeklinde tek türlü olal:"ak ifade edilebilir. rx eğriSi boyunca 

eğrisel integral ile belirtilen 

.... tl\ ...... 
V =y dX 

vektörüne H/H t hareketinin Sterner öteLeme 

(11.5.20) 

vektC5l!ü denir. 

H hareketli uzaYJ.m. göstermek üzere bir Ct:1 ~ E3 eğriSini 
çizen bir c( (s) noktasına sıkı bir şekilde bağlı olarak hareket 

eden{T,i't,t'}f(s) Frenet çatı alanını alalım. O zaman E3 deki hareket

Li çizgiler uzayı olan H yı 

H = Sp { T,1,Bj~(S) 
şeklinde düşünebiliriz. 

ct: i ~E3 eğriSinin s 
~-++ 

yay parametresine göre {T,N 'IB}fj..(s) 

sisteminin :değişimi (11.4.8) deki!2. matrisini bu hal için teşkil 

ederek 
dT~ 

..,. 
O k O T 

ı 

ai -+ 
(11.5.21) -k O k 2 ds N = ı 

dt O -k2 O 
~ 
B 
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şeklinde yazabiliriz. Burada kı ve k
2

? sırası ile, C(eğrisinin eğ

rilik ve burUımasıdır. 

II.6. REGLE YÜZEYLER 

Bir M C E3 yüzeyi v~riıSin. 'çı p E M noktasında E3 ün tamamen 

M de kalan bir doğrusu varsa M ye bir regle yüzey ve tçtp E M 

noktasından geçen ve M de kalan bu doğruya da regle yüzeyin 

doğrultmanı denir. 

Regle yüzeylerin parametr ik denklemini elde etmek için doğ

rultmanları kesen ve yüzey üzerinde buiunun diferensiyellenebilir 

bir 

r : ! .... ' _ .... ,,~a. E 3 

t-...... ?(t) 

eğrisi seçilir ve regle yüzeyin dayanak eğrisi adı ile bilinir. 

LV! regle yüzeyinin r dayanak eğrisinin ret) noktasındaki doğrultmanı 

üzerinde değişen bir nokta 

A : :ıR--,lVI 
/WII -+....... 

v-----' ... fi-.(v)= r (t) + va (t) (II.6.1) 

şeklindedir. Burada 

"t(t) =(aı (tL a
2
(tL a

3
(t) ) 

birim doğrultman vektörünü göstermektedir. Böylece regle yüzey 

'P: i x JR 'E
3 

-
dönüşümü ile ?elirtilmiş olur. 

~ANIl'l[ II.6.2. 

~: i x:R li 'E3 

-+ ~ .... 
(t,v) )'f(t,v} = ret) + va (t) (II.6.2) 

regle yüzeyi 'Vt ~ i için 

'9 (t + 27r, v) = tP( t , v) 

olacak şekilde peryodik ise regle yüzeye kapalıdır denir 00 
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Kapalı regle yüzeylerin dayanak eğrileri ve anadoğrula,rıIll.n' 

küresel göstergeleri kapalı eğrilerdir [15 J . 
TANIM II.6. 3. ...... ; 

Bir "p (t ,v) regle yüzeyinin anadoğrularıIll.n her birini dik 

olarak kesen eğriye regle yüzeyin ortogonal yönüngesi denir. 

TANIM II.6.4. 
~ 

Bir '-P (t , v) regle yüzeyinde komşu iki doğrul tmanın ortak dik-

mesinin dOğrultmanlar üzerindeki ayaklarına boğaz (merkez ve

ya striksiyon) noktası adıverilir. 
i 

TANIM II.6.5. 

'- .: . . ,. 

Bir \i (t, v) regle yüzeYinin dayanak eğisi boyunca H/H' hare-

ketinde boğaz noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin 

boğaz (striksiyon) çizgisi (eğrisi) adı verilir. 

~ ..... 
Bir \fe s, v) regle yüzeyinin merkez noktasının r yer vektörü 

dayanak eğrisinin 1'( s) yer vektörü, it( s) doğrul tman vektörü ve daya-

nak eğrisine olan ü uzaklığı cinsinden 

t (s,ü) = 1'(s) + ii tes) (II.6.3) 

şeklinde ifade edilebilir. ü parametresi regle yüzeyin dayanak eğ

risinin yer vektörü ve doğrultman cinsinden bulunabilir. Regle yü

zeyin ilk ikisi, 'tes) ve tes) + dt (s) olan komşu üç anadoğrusu 
verilsin (Şekil II.6.1). 

III----~-----------,~-
II-----t ____ ~--~~~--_+ 

i 

Şekil II.6.1. 

...... 
a +a'ds 

... 
a 

P,P' ve Q,Q' komşu anadoğruların ortak dikmelarinin anadoğ

ru1ar üzerindeki ayakları olsunlar. İlk iki komşu anadoğrunun 

ortak dikmesi 

~ ~ ~ ...-+-
a(s) 1\ (a(s) + a' (s) ds ) = a: (s)l\a' (s) ds (II.6.4) 
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000 ........ 

ba.ğıntısudan dolayı a A a i vektörüne paraleldir. Limi thalinde 
... -+ 
PQ vekt~rü pp i ile çakJ.şacak ve boğaz çizgisinin teğeti olacaktJ.r • 

.. 
DolayJ. s:;;;rle 

(11.6.5) 

olacağından 

<a'i, pt> = O (11.6.6) 

elde edilir. AyrJ.ca (11.6.3) den dayanak eğrisinin s yay paramet

resine göre türevi alJ.nJ.rsa ve (11.6.6) dan dolayJ., 

dt ->= .ds 0, (11.6.7) 

(11.6.8) 

bulunur. Böylece strıksiyon eğrisinin yervektörü için (11.6.3) den 

:t ...:,. <'"* -+> ~ r (s) = res) _ af F8~ a(s) (11.6.9) 
ııtııf 

elde edilir. Eğerıı;t,ıı = ° ise regle yüzey striksiyon eğrisine Sahip 

değildir. Bu hal regle yüzeyin sil~dir olmasJ.nJ. karakterize eder. 

Regle yüzeyler için striksiyon eğrisi dayanak eğrisi olarak alJ.nabi

lir. Bunun için (11.6.8) formülÜIlde 

alJ.nmasJ. yeterlidir. 

TANIM 11.6.6. 

- /~ .... > u = O, ,a ,T = ° (11.6.10) 

Bir \{ (s 7 v) regle yüzeyinin ana dOğruları, boyu:Q.oa t€ğet düz

lemleri aynı kalJ.yorsa regle yüzeye açJ.labilirdir denir. 

TANIM 11.6.7. (DAGILMA PARAMETRESİ) : 

Regle yüzeyin komşu iki anadoğrusu arasl.ndakien kl.sa uzaklJ.ğın 

. anadoğrular ar as J.ndak i açJ.ya oranına regle yüzeyin dağılma pa

rametresi (drali) denir. 



24 

Anadoğruıarını~ birirn doğrultman vektörü t olan bir regle 

yüzeyin dralini P ile g6aterelim. Komşu anadoğruların ortak dik-' a . .-+ -+: 
mesi doğrultusundaki bir vektör (11.6.4) den dolayı al\a' olduğun-

dan bu doğrultudaki birim vektör 

dir. 

o 
Şekil 11.6.2 • 

...,. ....l). ... 
Dayanak eğrisinin i:~;i;.şu iki noktası res) ve res) + dr (s) 

olduğundan bu noktalardaki anadoğrular arasındaki en kısa uzaklık 

dt vektörUnUn rıi'. ~' vektörü Üzerindeki izdUşÜIDÜdUr. Böylece 
,.1 

en kısa uzaklığı ....... 
k =(dt, ;,9.1; >. 

d' t (d~tl k = e 2 1 a (11.6.11) 
ilt, JI 

olarak buluruz. Eğer anadoğruların küresel göstergelerini göz ününe 

alırsak bu göstergenin yayelementi olan, 
? 

d'V = ii ~: " ds (11.6.12) 

komşu iki anadoğru arasındaki açı olarak alınabilir. Böylece regle 

yüzeyin dr al i için 

(11.6.13) 

(11.6.14) 

bulunur. Regle yüzeyler için dral koordinat değişimlerine göre 

en basit diferensiyel invaryanttır [l6,Sayfa 250] • 
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TEOREM 11.6.1. 

Bir ~(s,v) regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve 

yeter şart dağılma parametresinin sıfır olmasıdır. 

İSPAT : 

1) ~: 

Regle yüzeyin açılabilir olması için anadoğrular boyunca teğet 
• düzlemin, dolayısıyle yüzey normallerinin aynı kalması gerekir. 

Regle yüzeyin 

-+ -+ ..... 
'f/(s,v) = res) + va (s) 

denkleminden s ve v parametrelerine göre kısmi türev alınırsa 

\f: = -:t + v~ 
fv = -: (s) 

elde ~.a.ilir. Buradan 

.' . .-. 4-+ ~ 
, ~s /\ 'Pv = (T+va 1)/\ a, 

~sf\~v =1At+vil ,,1 (11.6.15) · 

ve ayrıca yüzey normali 

olduğundan 1 nin değişmemesi için v parametresinden bağımsız olması 

garekir. Bu sebeple (11.6.16) deki tl\ t ve 'tr/\"1 vektörleri 

lineer bağımlı olmalıdır. Böylece 

veya 

elde edilir. 

-~~ -+4 ...., 
(T 1\ a) /\ (alA a) = 0, 

.0+ -+'~~1 ..... [~......... ... a(det[T,aı,a ) - T (det ,a,a' ,aJ) = 0, 
~ (4 ~ ~J'....Jt. . 
a(det T, al,a ) = 0, ~ .... (II.6.16) 

-~-+~ L"'ar -LI) da] det [T, at,aj = 0, det dS' a, dS = ° 

P = O a 
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2) <:_ : 
Tersine hareket edilerek Pa = O ise regle yüzey normallerinin 

aynı kalacağı dolayısiyle regle yüzeyin açılabilir olduğu görülür. 

Açılabilir regle yüzeyler için dralin sıfır olması (11.6.11) 

deki komşu anadoğrular arasındaki en kısa k uzaklığının sıfır olma

sını yani bu anadoğruların kesişmesini gerektirir. 

11.7. REGLE YÜZEYLERİN İNTEGRAL İN VARYANTLARI 

~Ht kapalı uzay hareketinde H uzayında tesbit edilen her 

doğru bir regle yüzey çizer. Bir 

~ ( s ,v) = 1 ( s) + v7( s ) 

regle yüzeyinin anadoğrularının dik Y,örUngeleri için 

(?, dj)= 0, i 

("I, dt + d~'" "dı) :: 07 

<~, ~ > + d v II t ii 2 = 0, 

-dv ::<1, dt) (11.7.1) 

bulunur. Bu formülün regle yüzeyin dayanak: eğriSi 1'OYlllica eğrisel 

integrali alınırsa 

La =f<;) (d?, t) = -'Cr) dv (11.7.2) 

elde edilir. Burada 

La : I -7 IR 

şeklinde tanımlanmış olan L fonkSiyonuna regle yüzeyin açılım 
a 

uzun! uğu (adımı) denir. 

Açılım uzunluğu regle yüzeylerin bir integral invaryantıdır 
~' 

[6]. Eğer kapalı regı'e yUzeyin ortogonal yörüngelerinin bir tam 

devri göz önüne alınırsa adım hiçbir zaman regle yüzeyin striksiyon 

eğrisin:i,n uzunluğ\mu aşamaz [15] . Fakat eşitlik hali mümkündür. , 

Eğer regle yüZeyi kapali ve açılabilir farzeder, dayanak eğrisini 

de striksiyon eğriSi olarak alırsak 9 s- striksiyon eğrisinin 
r 

uzunluğu olmak üzere t 

L = s -a r (11.7.3) 
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elde edilir [151 . Diğer taraftan bu özellik regle yUzeyin açılabi

lir olması için bir karakterizasyondur [15 J . Açılabilir kapalı reg-

le yUzeyin açılım uzunluğu sıfır ise striksiyon eğrisi bir nokta ve do

layısiyle~regle yüzey bir koni olur. 

TANIM 11.7.1. (AÇILIM AÇıSI) = 

Anadoğrusunun birim doğruıtman vektörü -ı olan bir ~(s) v) regle 

. yilzeyinin anadoğrularına dik bir doğrultunun bir peryot sonra .. 

ilk konumU ile yaptığı açıya regle yüzeyin açılım açısı denir ve 

lı a ile gösterilir. -

~ (s t v) regle yüzeyının t doğrultman vektörünü 

't = 1(8) 
ı 

(11.7.4) 

şeklinde bir ortonormal üç ayaklının ilk bileşeni olarak alalım. 

Doğrultmana dik olanvektörü -:2 birim vektörü olarak alırsak 
-+ -+1\ ..... a 3 = ıLı a 2 

{-. -+ --+ 1 şeklinde ,aı) a 29 a3ı ortonormal sistemini tesbit etmiş oluruz. BöV-

lece regle yüzeyin dayanak er;risi boyunca hareket eden II hareketli 

uzayını 

H = s-I){Etı 9 729 't3} i res) 

olarak alabiliriz,. Bir tam dönmeden sonra doğrultmanın ilk Ve son 

konumları aynı olacağ2ndan ı ve?' ile gösterilen bu konumlar için 
ı ı 

~ .. 
a = a 
ı ı 

elde edilir. Ayni şekilde üç ayaklının diğer vektörlerinin ilk ve son 
=!..... .... 

konumlarını, sırası ile, a 2, a
3

ve :2' a
3 

ile gösterelim. Böylece 

sabit sistemi 

t' -+ :! 4 -:!' 1 t r (so);' aı , a2 , a 3J o/e 

(....~ -+ 
tr (s); aı , a 2 , 13} şeklinde alalım. 

hareketli sistemi de 

İkinci ve üçüncü eksenlerin 

ilk ve son konumları arasındaki açı G ise bu takdirde 
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..... 
--------------~~------~ a 2 

Şekil 

... ~ ..... 
a2 = a2 cosG - ":3 sinG 

t
3 

= 1
2 

sinG + a
3 

cosQ, Q = G (s) (II.7.5) 

yazılabilir. ~H'-hareketinin değişimi için diferensiyel alınırsa, 
..::t ? ....--

da
2 

=. da2 cosQ - da
3 
sin~+ ( -a2 sinG -a

3
cosO) dO, 

.... -:if. -:t ...... 
da

3 
= da~SınQ + da3 cosQ + (a2 ~osQ -a3 sinQ)dO(II.7.6) 

elde edilir. ~ ve a
3 

_SP ~:'t sistemde olduklarından 
~ ~ .... 

da2 = da
3 

= O (II.7.7) 

bulunur. Dolayısiyle, 

olacağından 

olur. Buradan dG çözülürse, 

. < ~ ~)O j, -+ ~ > -dQ = da2, a
3 

= -,da
3

, a
2 

elde edilir. Eğer (II.7.9) un, ~(s,v) regle yüzeyinin 

boyunca integralini alırsak açılım açısının 4 değeri 
o a 

(II.7.8) 

(II.7.9) 

dayanak eğrisi 

il a = -:fi (r) dG (II. 7 .10) 
veya 

J:. ~ ~ ...ı+. -+ ~ ~a = :t'(r) < da2, a 3> =.r< da3, a2) o (II. 7 .11) 
olarak bulunur. 

{
-) .... 4 ~L 

Ayrıca o r(s) ; aı , a 2, a 31 sisteminin değişimi için (II.4.8) 

deki 1LL matrisi 'kullanılarak 
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dt 
f" .... 

O w
3 -w2 

a 
ı ı .. 

O 
.., 

da2 = -w3 w a2 ı 
(11.7.12) 

.... 
O 

... 
da

3 
w2 -w3 

a
3 

şeklinde yazılabileceğinden 

< ...... ) ~ ... ~) da2, a
3 

= - da
3

, a 2 = w 
ı (11.7.12) 

ve açılım açısı için 

" Aa =Jwı (11.7.14) 

elde edilir. Diğer taraftan H/H' hareketinin (11.5.18) de tanımlanan 
-+-
D Steiner 

ve dOlayısiyle 
~ -+) --+-+> < D,a =~, a , 

<.~;: > = j Wı~ (11.7.15) 

elde edilir. (11.7.14) ve (ıı.7.15) formüllerinden regle yüzeyin 

açılım açısı için 

A a =f<u~,t). (II. 7 .16) 

ifadesi bulunur. Ayrıca H/H' hareketinin (11.5.20) deki Steiner 

öteleme vektörü 

"1 = 9(r) dt (11.7.17) 

Jrullanı-ıarek (11.7.2) deki açılım uzunluğu için 

La = <.t;-t) (11.7.18) 

elde edilir. Böylece şu teoremi verebiliriz : 

TEOREM 11.7.1. 

Anadoğrusunun birim doğrultman vektörü lt olan bir kapalı regle 

yüzeyin L açılım uzunluğu ve /) açılım açısı, sırası ile, 
a a ~ 

H/H' uzay hareketinin Steiner öteleme vektörü V ve Steiner 
-+ 

vektörü D üzerindeki dik izdüşümlerine eşittir, yani 



-+~ L =\ V,a), 
a ~ .... 

Aa =(n,a j. 
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Açılım açısı da regle yüzeyler için açılım uzunluğu gibi 

bir integral -invaryaırt:Ldl.r ~ .. 

Diğer taraftan regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca H/H' 
hareketinde H hareketli Uzayını (11.5.21) deki gibi 

~4~ 
H = Sp[ T,N ,Bl r( s) olarak seçelim. Bu halde hareketin Steiner 

vektörü için 

t = § (r) (k21+kıl) ds (11.7.19) 
..... ~ -, 

bulunur, burada T ve B, sırası ile, dayanak eğrisinin birim teğet 

vektör alanı ve binormal' vekttsr alam.dır. kı ile k
2 

de dayanak 

eğrisinin eğrilik fonksiyoli~arıdır. 



BÖL Ü M III 

REGLE '~. YÜZ EYLER İN İN VARYANTLARI 
-

III.l. AÇILIM AÇlsı, AÇILIM UZUNLUGU VE DAG1LMA PARAMETRESİ 

ÜZERİNE ... 
~(s,v) ile gösterdiğimiz kapal~ regle yüzeyin dayanak egrı-

sinin yay parametresi s, doğrultman vektörü 't olsun'. r : I .... E3 

dayanak eğrisi boyunca tanımlanan H/H' hareketinin Steiner vektörü 

(11.'7.19) da olduğu gibi 

D = T i k 2ds + B P k ds (111.1.1) . ı 

d~r • Buradaki integral dayanak eğrisi boyunca eğrisel integraldir. 
,,'''''''-'''' ......... 
,Dayanak. eğrisinin T,N,B Frenet vektörlerinin hareket sırasında çiz..,.: 

.. ~ .. 

dikleri regle yüzeylerin açılım açıları, sırası ile, (11.7.16) ge~ 

reğince 

~ = O 

~ = O 

(III.l.5) 

• , 
(1II.l.6) 

dir. (111.1.2) ve (II1.L.4) formüllerinden dolay~ hareketin Steiner 

vektörünün (III.l.l) deki ifadesi için 

.. .... .... 
D = AT T +/\B B (111.1.7) 

bulunur.Böylece şu sonucu verebiliriz. 
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TEOREM III.l.l. 
.... -+-+ 

Kapalı- bir regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca {T,N ,B)' Frenet 

üç ayaklısının hareketinde,hareketin Steiner vektörünün bile

şenleri bu üç ayaklının ayaklarının temsil ettikleri doğruların 

çizdikleri regle yüzeylerin açılım açılarından ibarettir. 

Şimdi de { ~;; ,t) sistemine sıkı bir şekilde b~ğlı olarak hareket 

eden bir ~: doğrusunun çizmiş olduğu regle yüzeyi düşünelim. t vek

törü bu sisteme göre tek türlü olarak 

--to -+ -+ ..... 2 2 2 
a = aıT + a2N + a

3
B, aı + a2 + a

3 
= 1 (III.L.8) 

şeklinde ifade edilebilir. Bu durumda ai' 1 ~ i ~ 3, bileşenleri 

H da sabittirler.- t doğrusunun çizdiği regle yüzeyin açılım açıSını1 
hesaplayalım. (II.7.L6) ve (III.lfl7) den dolayı ~. açılım açısı-

a 

(III.l.9) 

.. Buradan 

TEOREM III.l.2. 

Bir r: i ~ E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan bir H/H' 

uzay hareketinde H uzayındaki sabit bir doğrunun H' de çizmiş 

olduğu regle yüzeyin açılım açısı seçilendoğrunun asli normal 

doğrultusundaki bileşeninden bağımsızdır. 

TEOREM III.L.3. 

Bir r : i--~~ E3 kapalı eğrisi boyunGa tanımlanan bir H/H i 

hareketinde H daki sabit 

le yüzeyin açı-lım açısı 

törleri ile belli olan 

bir Et-Jdoğrusunun Hi de çizdiği reg....... 
ile hareketekatılan T,B Frenet vek-

doğrularııı H t de çizdiği regle yüz'ey-

lerin açılım açıları arasında 

?\a :; aı ~T + a 34B 

lineer bağıntı-sı vardı-r. 
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Aynı şekilde a dOğrusunun çizdiği regle yüzeyin L açılım a 
uzunluğu için ise (11.7.2) den 

La = < f a1, t > t 
La =f(T~ ds, aı 7/ + a21 + a3t> , 
L = a ,( ds 

a ı'l 
(111.1.10 ) 

ve ayrıca (111.1.5) formülünden dolayı 

L = a L 
aıT 

(111.1.11) 

elde edileceğinden şu teorem verilebilir : 

TEOREM 111.1.4. 

.... 

Bir J:' : I·--to E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan H/H i hare

ketinde H daki sabit bir 1 doğrusunun H' de çizdiği regle ... 
yüzeyin açılım uzunluğu hareketi belirleyen res) eğrisinin 
~ ~ 
T teğetinin çizdiği regle yüzeyin açılım uzunluğu ile a doğ-

rusunun teğet yönündeki bileşeninin çarpımıdır • 

.... ....., .... 
Diğer taraftan { T ,N ,B} sistemine bağlı olarak hareket eden, 

a doğrusunun çizdiği regle yüzeyin açılabilir olması için drali, 

dolayısiyle (11.6.14) den det [ ~! 9 1,~:]ifadesi sıfır olmalıdır. 
(111.1.18) ifadesinden dolayı türev hesaplanırsa, tdoğrusu H hareket-

li sisteminde sabit olduğundan, 

dt ... -4 -il> -+ 
--ds = a k N + a? C-k T + k2B) + a 3(-k2N), 

ı ı ._ ı 

~ da -+ -+-+ dS = -a2kıT + (aıkı - a3k2 ) N + a2k2B 

bulunur. Böylece 

olduğundan .... 
(

dr ~ 
det -d ,a, 

"" s 
d?J ....... -+ 
ds =( T 1\ a, 

aat') , 
dS' 

(111.1.12) 



ve 
. -... ' 

ayrıca 

[at gı =<a} -
-+ ~ 

det ds ; a 9 a3N ? ds 

[dt ... d~J 2 
det. ds 9 a 9 ds = a2 k2 

2 2 ) a a
3
k ° (a2 + a

3 
k .... = 9 2 ı ı 

2 2 
k a 2 + a

3 
ı -- F. 

k
2 

-
aıa] 

2'- 2 a + a
2 

+ a2 = 1 olduğundan 
ı 3 

k 
ı - = k 2 

. 2 
1- a 

ı 

a
3 

(a k 
ı ı 
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.. 
~> ds , 

- a3k2)= 0, (111.1.13) 

(III.l.14) 

(111.1.15) 

Ayrıca (111.1.9) ve (III.l.ll) 
L 

den a ve a çözülecek olursa 
ı 3 

a 
a --l. - LT· 

L 

"A a = ~ '?ı. T + a 3 ~B , 
T 

/taLT - La~T 
a3 = .. LT AB 

(III.l.16) 

(III.l.17) 

elde edilir. aL. ve a
3 

ün bu değerleri (111.1.15) de yerine yazılacak 

olursa 
k ' 
ı 

k= 
2 

(III.l.18) 

('Aa LT-LaAT) La ........... 
bulunur. Diğer taraftan, t doğrusu t T,N ,BJ sisteminde sabit bir 

doğru olduğundan, bu sisteme göre bileşenleri olan aı' a2 , a
3 

de 
, 

sabit olacak ve dolayısıyle (111.1.15) den 

k 
R = ~ = sabit 

elde edilir. Böylece şu teoremf verebiliriz : 

TEOREM 111.1.5. 
. .r~ ......... ] 

Hareketli H :: Sp{ T"N ,B uzayının sabit Hi uzayına göre ka-
..... 

palı ve bir parametreli H/Ht hareketinde H daki sabit bir a 

doğrusunun Ht de çizdiği regle yüzeyin açılabilir olması için 
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gerek ve yeter şart bu regle yüzeyin dayanak eğrisinin, harrnc;.. 

nik eğriligi 
k 

o~_ ...2. 
- k 2 

= 

olacak şekilde bir eğilim çizgisi olmasıdır. 

Bir rtl --+ E3 eğriSi, boyunca alınan H/H i kapalı uzay hareke-
........ ~i . 

tinde H yı gereniT 9N ,BJ Frenet Uç ayaklısının ayaklarına karşılık· 

gelen doğruların Ht de çizmiş oldukları regle yüzeylerin drallerini 

hesap edelim • .... 
T teğetine karşılık gelen doğrunun H' de çizmiş olduğu regle 

.... 

det 
[~(, 1, 
. . 

~~2 HdSlf 

... 2.L]. 
ds 

Lo .. ; i ~J"" 
det o 

, , ds 
•• 

"+. 2 ' 

H!lf 

(111.1.19) 

(111.1.20) 

dır. N asli normaline karşilık gelen doğrunun Hi de çizdiği regle 

yüzeyin PNdrali 

det 
• 

........ ...., 
det [T,N, -kı T+ 

' l 

II-kı T + k2IrJl2 
~ ~ -+ 

(B,-kı T + k
2
B) . ~ 

k
2 

+ k
2 

ı 2 
k

2 

, 

(I1l.1.21) 
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..... 
B binormaline karşılık gelen doğrunun H' de çizdiği regle yü-

z eyin PB drali 

PB =
ayrı-oa (111.1.21) 

olur. Diğer taraftan 

-a.7 .... 
det lds ,B, 

..... 
2!L1 ds . 

• 

in pay ve paydası 
1 -k 
ı 

. 

(111.122) 

k 2 ile bölUnürse 
2 

(I11.1.23) 

elde edilir. Böylece şu teoremi verebiliriz : 

TEORElVI 111.1.6. 

Bir r : i iı E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan bir H/H' 

uzay hareketinde Cr) eğrisinin harmonik eğriIiği ile harekete 

iştirak eden asli normal Ve binormal doğrularının Ii' de çiz-
.~ikleri regleyüzeylerin dralIeri arasında 



k 
( -2-- )2 = 

k
2 

bağıntısı vardır. 
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k 
Ayrıca ı 

k = 
PB 

sabit ise - - sabit olacağından H/H' hare
-PN -2 

, PB 
eğilim çizgisi ıse ---- = sa

P
N 

::etinde esas alınan rtl ~ E3 eğrisi 
)it elde edilir. Tersine PB 

- = sabit ise 
P

N 

k 
(_ı)2 __ b't sa ı ,. 

k 2 

k 
2.. = sabit 
k 2 

lacağından (r) eğrisi bir eğilim çizgisi olur. Böylece şu teoremi 

spatlamış olduk : 

EOREM: ırı .1. 7 ~ 

.rsa 

Bir r : t --+ E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan kapalı bir 

~Ht hareketinde (r) eğrisinin bir eğilim çizgisi olabilmesi 

için gerek; ve yeter şart H/H t hareketine iştirak: eden asli 

normal ve binormal doğrularının H f de çizdikleri regle yüzey

lerin dralleri oranı için 

olmasıdır. 

Diğer taraftan (111.1.18) formülünde iki taraf'ın karesi alı-

= ••• r. __ • · •. ". 2 L 2 , 
(/\ a LT.,...La 'lT) a 

(III.l.24) 
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ır 

. (111.1.23) den (".OJ..) çözülerek (111.1.24) formülünde yerine yazılır
k 2 sa 

PB 
lı i ... ı = .p 

N 
(III~1.25) 

elde edilir. Böylece teorem (111.1.5) e benzer şekilde şu teoremi 

verebiliriz: 

TEOHEM ııı.l.8. 

Bir r : i--~~ E3 kapalı eğrisi boyunca tanırr.ılan.an H/H '. kapalı 
hareketinde H deki sabit bir ~doğrusunun Ht de çizdiği regle 

yüzeyin açılabilir olması için gerek ve yeter şart H/Hl hareke........... 
tine katılan a,T,N doğrularının Ht de çizdikleri regle yüZey-

lerin açılım açıları ile dralleri arasında 
222 

PB, (LT - La) /\B2 
--- +1 

PN - (?\ L -L ~ ) 2 L 2 
aTa 'lT a 

bağıntısının var olmasıdır. 

111.2. ÖZEL RALLER 
........... 

lT,N ,B] Frenet üç ayaklısına katı ,1j'ir şekilde bağlı olarak 

hareket eden bir .... .... ... ... ... 
a = aı T + a2N + a3B, ii a ii = 1 

doğrusu için şimdi de özel halleri inceliyelim : ... 
Eğer a doğrusu normal düzlemde (şekil 111.2.1) ise .... 

B (r) olacağından. (111.1.13) den dolayı 

2 2 
k2 (a2 + a

3 
) = O rektif18117' '. 

düZlem 
. normal 

düzlem 

a =0 
ı 

elde edilir. Buradan. ya ... J----.... N 
o s kül at ör 

2 2 
O a2 + a

3 = 

düzlem ya da .. .... 
T 

k2 = O Şekil 111.2.1. 

olmalıdır. 
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runlardan birindi hal mümküıı değildir. ·İkinci halde dayanak eğrisi~. 

nin osküla.tÖr düzlemde kalacağı, yani düzlemsel bir eğri olacağı, 

biliniyor. Böylece şu sonucu elde ederiz : 

SONUÇ II1.2.1. 

Bir r: i "fE3 kapalıeğrisi boyunca tanımlanan bir H/H i 

kapalı·uzay hareketinde H nın normal düzlemindeki sabit bir 

dOğrunun H' de çizdiği regle yüzeyin açılabilir olması için 

gerek ve yeter şart (r) eğrisinin bir düzlemsel eğri olması

dır. 

Oskülatör düzlemdeki bir doğru için a
3 

= O olduğundan yine 

(III.l •. 13) den dolayı 

k2a~ = O . (1II.2.1) 

olur. Bu hal için ya a2 = O veya k2= O olmalıdır. a2 = O olması; 

a =] ve dolayısiyle 
ı 

olmasını gerektirir. k
2 

= O·olması ise, dayanak eğrisinin düzlem

sel bir eğri olması demektir. 

Bğer doğru rektifian düzlemde ise a2 = O olacağından 

(111.1.14) den dolayı 

(I1I.2.2) 
a 
ı 

bulunur. Ayrıca aı ve a
3 

ün (111.1.16) ve (III.l.17) deki değer-

leri yerine yazılırsa 

k· "aLT-LA ı aT 
~ = --~~~--~i~--

2 La ::\ B 
(111.2.3) 

şeklinde (III.l.L8) in bir özel hali elde edilir. Yine (II1.1.23) 
k 

den --l- çözülerek (I11.2.3) de yerine yazılırsa k 2 
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PB --p -
N 

(111.2.4) 

şeklinde rektifian düzlemdeki bir doğrunun çizdiği regle yüzeyin 

açılabilir olması için invaryantlar arasında bir bağıntı bulunmuş 

olur. 

Bir r : i ) E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan bir HlH l 

kapalı hareketinde H da sabit olan bir 1. doğrusunun Ht de çizdiği 
regle yüzeyin açılabilir olması için (111.1.13) formülünden d,olayı 

-a a
3
k + ( l-a 2 ) k2 ° = , 

ı ı ı 

-a (a k" + 
ı ı 2 a3kı ) + k2 = 0, (111.2.5) 

olmal:ı.dl.r. Eğer, 

(III.2.6) 

bağJ.ntısı sağlaıuyorsa' (yani (r) eğrisi bir Bertrand eğri çiftine 

dahil ise) 

a = 
ı .... 

(III.2.7) 
c 

elde edilir. Ayrıca a doğrusunun çizdiği regle yüzeyin açılım uzun-

luğu için (111.1.11), den dolayı 

veya 

.La = aıLT 

k2LT 
L = -----,-a c 

bulunur. Aynı şekilde regle yüzeyin açılım açısı için ise (II.7.l6) 

dan 
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(III.2.9) 

yazılabilir. a ve La nın bulunan bu değerleri taraf tarafa çarpı

lırsa 

2 
"a La = k2 LT 

elde edilir. Diğer taraftan (II1.l.22) 

ğundan 
L

2 
T 

(III.2.10) 

gereğinee PB = oldu-' 

'" L = ........ . 
a a PB (111.2.11) 

yazılabilir. Böylece şu sonucu çıkarmış oluruz : 

TEOREMI1I.2.2. 

Birr : i· , E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan H/H' uzay 

hareketinde H deki sabit bir t doğrusunun Ht de çizdiği regle 

yüzeyin (r) dayanak eğrisi bir Bertrand eğri çiftine dahil 

ise regle yüzeyin açılım uzunluğu ve açılım açısı arasında 

L
2 

~ T 
" L =.. -aa, PB 

bağıntısının var olması bu regle yüzeyin açılabilir olması 
\ 

için gerek ve yeterdir. Burada LT teğetler yüzeyinin açılım 

uzunluğu, PB ise b inormall er yüzeyinin dağılma parametresidir. 

.... .... 
Aynı şekilde H deki bir başka b doğrusunun da a doğrusu ........ } 

gibi {TtN,B sistemine bağlı olarak hareket ettiği farzedilir ve 

meydana gelen regle yüzeyaçılabilir ise ~ açılım uzunluğu ve;tb 

açılım açısıarasında (111.2.11) deki gibi 

L
2 
T 

Ab ~ = -P;- (111.2.12) 

bağ:ı.ntısı yazılabilir. Böylece (II1.2.10) ve (I1I.2.l2) taraf 
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tarafa bölünücek olursa 

L a 
- ......... -=1 
~ 

(III.2.13) 

elde edilir. Böylece şu sonucu verebiliriz : 

TEOREM III.2.3. 

Bir r :!' i • E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan H/H t kapa

lı uzay hareketinde H da verilen farklı iki t ve t doğru~ 
larının Ht de çizdikleri açılabilir regle yüzeylerin açılım 

açıları ve açılım uzunlukları oranlarının çarpımının bire eşit 

olması (r) nin bir Bertrand eğri çiftine dahilolması için ge-

rek ve yeterdir. 

Bir' 
\f(S,v) = ~(s) + v -:(s) , \rt'\ı= 1 .... 

regle yüzeyi için striksiyon eğrisinin yer vektörü r' ::ve dayanak 

eğrisine uzaklıt,~ Ü. olmak üzere (II.6.8) den dolayı 

( .. ~>-"a,a t -u =-

olduğundan striksiyon eğrisinin dayanak eğrisi olabilmesi için 

-u = O 

yani , .......... ) 
,rı , ai' = O (111.2.14) 

olmalıdır.? doğrusı.:uıun, striksiyon eğrisinin Frenet üç ayaklısına 
katı şekilde bağlı kalara,k hareket ettiğini düşünelim. Doğrunun 

(III. 1.8) deki, denkleminde türev alınırsa 

"olur. Bu 
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a2kı = O (111.2.15) 

elde edilir. Burada kı ~ O olduğundan a2 = O olmak zorundadır. Bura

dan şu sonuca varmak mümkündür: 

TEOREM III.2.4. 

Bir r : i -_J •• E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan H/H i kapalı 
hareketinde (r)eğrisinistriksiyon eğrisi olarak kabul eden, 

H daki doğruların H' de oluşturdukları, regle yüzeylerin ana..... 
doğruları daima r nin rektifian düzleminde kalırlar. 

p = a (II1.2.16) 

bulunur. Söz konusu mlan regle yüzeyin :açılabilir olması için gerek 

ve yeter şart Pa = O olması yani (1I1.2.16) ya göre a
3
= O olmasıdır. 

Ayrıca a2 = O olduğundan regle yüzeyinaçılabilir olması için gerek 

ve yeter şart a 2 == a
3 

= O ",ıe böylece 

veya 

a = 1 
ı ..... ~ 

a = T (I11.2.17) 

bulunur. 

TEOREM 111.2.5. 

Bir r : i .~" E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan H/H' kapalı 
-hareketinde r yi striksiyon eğrisi kabul edin, H daki sabit doğ-

ruların H' de çizmiş oldukları, regle yüzeyler arasında açılabi

lir olanı. sadece teğetler yüzeyidir. 
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-Eğer r striksiyon eğrisi için 

aıkı - a 3k 2 = sabit 

bağıntısı Varsa strikSiyon eğrisi (II.3.7) formülünden dolayı 

bir Bertrand eğri çiftine dahildir ve böylece P = sabit elde 
a 

edilir. Bunun tersi de.söylenebilir. Yani, P = sabit ise a 

aıkı - a 3k 2 = sabit 

elde edileceğinden striksiyon eğrisi bir Bertrand eğri çiftine 

dahildir.~ Böylece ı?u teoremi verebiliriz. 

TEOREM III0206. 

Bir r : i---iI>. E3 kapalı eğrisi boyunca tanımlanan H/H i 

kapalı hareketinde r yi striksiyon eğrisi kabul eden Ht 

deki regle yüzeylerin drallerinin aynı olması için gerek 

ve yeter şart r nin bir Bertrand eğri çiftine dahil olma

sıdır. 

III.3. REGLE YÜZEYLERİN AÇILABİLİRLİGİ \l.E AÇILIM 

Açrsı 

Bir ?< s 7 v) regle yüzeyi verilsin. Bu regle yüzeyin dayanak 

eğrisi olarak striksiyon eğrisini alalım. Striksiyon eğrisinin 

hareketli Frenet üçlüsünde tesbit edilmiş bir doğru -: olsun. 
.... HI a doğrusunun H' hareketinde H' de çizmiş olduğu regle yüzeyin 

açılabilir olması için gerek ve yeter şart (III.2.17) ye göre 
......... 
T = a 

olmasıdır. Buna göre regle yüzeyin 1\ açılım açısı (II.7.16) ve a 
(II.7.19) gereğince 

veya 

(III.3.1) 

Böylece şu teoremi vermek mümkündür: 
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TEORE!\iI III.3.L. 

Bir kapalı açılabilir regle yüzeyin açılım açısı onun strik

siyon eğrisinin toplam burulmasına eşittir. 

Kapalı küresel bir eğrinin toplam burulması sıfırdır. Ayrıca 

bir yüzey üzerindeki bUtün kapalı eğrilerin toplam burulmaları sıfır 

ise J;ıu yüzey küredir [17]. 

Eğer açılabilir bir regle yüzeyinatriks1yon eğrisi küresel 

kapalı bir eğri ise (111.3.1) den 

elde edilir. Diğer taraftan tersine striksiyon eğriSi küresel ve 

kapalı olan bir regle yüzey için açılım açısı 

~ a = O 

ise (111.1.9) dan 

bulunur. Burada ya 

veya 

O = aı AT +a3 /\B, 

O = aı~k2 ds + a3fkı ds, 

a31kı ds = O 

cDk ds = O 
J ı 

olmalıdır. Eğer a
3 

= O ise (111.2.15) den a
2 

= O olduğundan aı=l 

ve 7! = 7/ bulunur. th k ds = O ise k ~ O, ds ~O olduğundan . 7 ı ı 
pkı ds integralinin içi yani 

olmalıdır. Buna göre 

k ds = O 
ı 

k ~ O olduğundan ds = O, s = sabit olma
ı 

lıdır. Bu halde striksiyon eğrisi bir noktadan ibaret olduğundan 

regle yüzey bir konidir. Böylece şu ~cnuçları verebiliriz : 
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TEOREM 111.3.2. 

Striksiyon eğrileri küresel kapalı birer eğri olan regle yüzey

lerin açılabilir olması içih gerek vecyeter şart açılım açıla

rının sıfır olmasıdır. 

TEOREM 111.3.3. 

M bir yüzeyolsun. M üzerinde yatanbütün kapalı eğriler boyun

ca M nin yüzey normallerinin oluşturduğu açılabilir ~egle yü

zeylerin açılım açıları sıfır ise M bir küredir. 
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s O N U ç 

Regle yüzeylerin dağılma parametresi,açı'lım uzunluğu ve açılım 

açısı invaryantlarl. ile dayanak eğrisinin şekli arasında bu eğrinin 

Bertrand eğrisi ve eğilim çizgisi olması bakımından yakın ilgi oldu

ğu gÖrti1.dü. 

Kapalı bir H/H t uzay hareketine katılan ve hareketli uzayda 

sabit olan bir doğrunun sabit uzayda çizdiği regle yüzeyin açıla'Qi

lir olmasına dair karakterizasyonlar bulundu. Ayrıca W.Scherrer rı 71 
e benzer şekilde,striksiyon eğrileri küresel kapalı olan regle yü

zeyler için açıl~m uztinluğuna bağlı olarak karakterizasyonlar da 

verildi. 
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