
KARADENİZ TEKNİK ÜNİ ERSl fES! * TEMEL Bi LlMLER FAKÜL TES1 

LiNEER MODELLE DE 
LiNEER PARAMETRiK KlSlTLAMALAR ALTINDA 

PARAMETRE KESTiRiMLERi 
VE 

HiPOTEl TESTLERi 

Y aradeniz T eknik Ü ni vers iLesi Temel Bilimler Fakülte ince 
cc F e n D o k t o r u " 

Ünvanı nın veri lmes i için kabu l edilen tezdi r 

1 t• lll i 1 l' 

Tezin dekanlığa veriliş tarihı 

Sozlu sınav tarıhı 

Doktorayı yonelen oğretim uyesi 

Doktora Komisyonu Oyesı 

Doktora Komisyonu Üyesi 

ı• A lC 

29. 8 . 1979 

28 . 12 . 1979 

Doç. Dr. Fikr i A KDE N IZ 

Prof. Dr . Cevdet KO ÇA K 

Doç. Dr. S one r G Ö N EN 

1\.apok lloekt 

KARAOCNI7. TI:KNIK 0 NIVERSIT S I OASIM V I 

"''R ... BZON 1010 



Klnunun seçiminde ve bu çalışmanın gerçekleşmesinde dcr·erli 

zarr.ruılarını nvırarak bana yön veren \e yapıcı t elkin ve t enkitle­

riyle severek çalışmaını sağlayan Ankara Üniversitesi Fen Fakült esi 

T~tbiki Matematik Kürsüsü ö ·~etim üyelerinden yönetici hocam sayın 

D ç .Dr .Fikri AKDENİZ ' e yapmış ~lduğu yardım ve rehberliğinden d'ıla­

yı en derin S!lygı ve şÜkr:m.larınu sunarım . 

Cemil YAPAR 



İ Ç İ N D B K İ L E R 

ÖZ ET . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . • . . . . . . . . • . . . . I 

ABSTHACT . . . • • . . . • . . . • • • . . . . • . . • . . . . . . • . • . • . . . . • • . • . . . . . . . . • I I 

GİRİf . .. . . . . . .. . . . .. . .. . .... .. .. . . .. .. ........ . . . . . . . ...... ı 

BÖLUM - I 

L İNEBR MODELLER 

ı . ı . LİNF.I:R MODELİN TANI MI VE LİNEER MODEL TİPLER İ . . . . . . . . . . 3 

ı . ~ . TAM RANKLI G1NEL-LİNEER MODEL . .... • .. . . • •..... .. . ..... 3 

ı . 1 . TAivl RANKLI OLMAYAN GEN:CL- LİNEER MODEL • • • • . • • • . . . • • • • • 4 

l . . KÜRESEL HATALI LiNEER MODEL . • . . . . . . . . . . • . . . • . . . • . . . . . . 5 

l • J . LİN E ER ıODELDE KESTİR İM . . . • . . . . • . . . . . • . . • • . . . . • . . • . . • . • 7 

1.6 . l:ISITLANMAMI!? TAM LİNBbR MODEL .. .. .. .. .. . .. . .. . . • . .. . • 8 

BÖLÜM - II 

KARESEL FORMLARIN DAGILIMLARI VB LiNEER MODELLERDJ~ HİPOTEZ 

TESTI . . . . . . . . . . . . • . • . . . . . . . . . . . • . . . . . • . . . . . . . . . . . • . . • . • . . • . ll 

2 . l . KARESEL FORMLARIN DAGILIMI ... • ... • • .....•. .. .... . • • .• ll 

~ . ~ . LİNEbR MODELLERDE HirOTEZ TESTİ .... .......... • .... • .. 12 

2 . 3 . TAM SATIR RANKLI OLMAYA.~ G1<' EL LİNEER HiPOTEZİ ALTINDA 

KARELER TOPLAMI ....... . ... . .. . .. . .... . ..... . .. . ........ . . . 
BoLUM - III 

KI SIT LANMIŞ LİNEER MODEL . . . . . . • . . • . . . . . . . . . . . . . . . • . • . . • . . . ı8 

~ . ı . KISITLANMIŞ LiNEER !VlODELDI:; Prutr •• ıETRB KESTİRIM1 VE HIPOTEZ 

Tl!;STİ • . . ....... • .. .•.... • ..... • . ... . .. • . •.... .• • .. . .. . . . .. ı8 

3. 2 . Hr : 'l/r = v HİPOTEZ TESTİ İÇİN rJ·~nLİZ . • . . . . . . . . . . • • . . 22 

3 . 3. VARYANS VE KOVARYANS ANALİZİ VE DENEYSEL TASJ\RIM MODELLERİ 

İÇİN UYGULAriiASI . . . . . . . • . . . . . . . . . • . • • • • . . • . . . . . • . • • . . . . • • . . 33 

3. 1 • KOVARYANS f\NALİZİ İÇİI\ DENEYSJ<,L TASARir<l MODhLİ .... • .• ~6 

BÖLÜM - I V 

KESTİRİLEMEZ KISITLAMALARA BAGLI NORTVlAL DLNKLJ<~MLER .. .. . ... 57 

tl . l . KESTİR İLEMEZ KISITLı\MJ LARı\ BAG LI NORMAL DLNKLhmLı~h İN 

ÇOZ~J . . . . . . . . . . . . . . • . . . • . . . . . • . . . . . . • . . • . . • . . . . . . . . . . . . . . 57 

4 . 2 . t1YGL11AI' .ı • • •• ~ •• • • • ••••••• •• ••••• ••• • • • • • • • • • • •• • • ••• • • • • 64 



BÖLÜM - V 

Tfl~T R ı\NKLI O LMAYAN SABİT r10DEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 

5 .1 . TAM RANKLI 0~\Y/u~ S!~İT MODEL İÇİN HİPOTEZ TESTLERİ . . .. 70 

soNıJç ................•.. , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Bo 

Kı\ YN AJ{L./\.R . .••• ..•••••..• , . , ••.•• , ••• , .•.••..• ·. . • . . . . . . • . • • • . 81 

ÖZGEÇMİŞİM ........••...........••.••.••.. ........ • .. ... ..... 83 



Ö Z E T 

Bu tezde, lineer modell erde lineer parametrik kısıtlamalar al­

tında parametr ~ k es t irimi ve hipotez testi konusu incel endi .M ve W 
1 

i st ek sel ranklı iki matris olmak üzere e ('o' N (O, 6 I) normallik vasayı-

mı altında, MM-ıt=~, ,,- v=v ve [w (I-M-M~[w(I-M-M ~- (-..ı -WM- ry )=(v-VIM-q) 

bağdaşabilirlik ko~ullarını sağlayan, M ~= :rı ve W p = v lineer para­

metrik kısıtlamalarına bnglı Y= XJ3 + e lineer modelindeki J3 paramet­

re vektöri.i için en iyi lineer kcstirici ve Ml3 = 11 kısıtlaması altın­

da IT0 : W = v hipot ezini t est için gerekli t est istatistit;i : 

T = l ~J ı, e C.= [ ı] yazarak t eşkil edilen T = :... kı sı tlaması ve TT--z.-= ~ 
bagdaşabilirlik koşulu alt ında daha az hesap gerektiren bir yöntemı~ 

yeniden elde edildi . 

Yukarıdaki çalışmaya baglı olarak, raslantıya baglı bir tam 

blok t asarım modeli için varyans analizi ve tam olarak raslantıya 

baglı bir tasarım modeli için kovaryans analizi iki farklı uygulama 

olarak sunuldu . 

Dundan ba~ka kcstirilemez kısıtla.malara.ı. bağlı lineer modeldeki 

normal denklemler varyans- kovaryans mat risinin ç eşitli durumlarına 

göre farklı yapılarda incel endi ve h er durum için farklı t eor cml cr 

sunuldu . 

Son olarak, tam ranklı olmayan sabit modelde 1~ = U hipotezin i 

t est için verilen t est istatistiği incel endi ve 1 matrisinin ist ek­

sel ranklı olması durumunda gcliştirildi . 



ABSTRACT 

In this thesis, under the linear parametric r estrictions the 

subject of parame t er estim~tion und hypothes es t estings in the linear 

model s h cl.\ e be en discusscd . Le t M and V! ar e of ar bi t rary r ank two 
2 

ma tric es . Under the normality assumption e N N (O, G I) t ne best linear 

estim~tor for r in the model Y=~+e subj ect to line 'l.!' p-ırnme tric 

rL"~ strictions Mp=yt,W =V whiclı are r ea.lizing the consist ency conditions 

MM-I'\ =1'\ ,W' /- v =·" wd [w(I - M- M)] [ w(I-M- M)j-(v- WM-rt)= ( V-1/M-zt) and under 

the r estriotion ]'{ıp = It n e cessary t es tine st 'ltis ti.c f or t stinP t he 

hypothesis H0 :'Nf3 = v h n.vo been roobt~ined by a method th '"l.t r eouires 

l ess comput ation under the r estriotion T~ =ı aod "'T-C, =Z con sistenr y 

coudit i o:l c onati tut ed by writing T =[~] and ~ = [~J . 
De pending on the ~bove mentione d s t udy, ana.lysis of c ovarianc ~ 

for u randomiz ed comple t e block de sign model and an'1.lys is 

cov'J.riımc P for , comple t ely randomiz ed design model have be en 

pre s ent ed a s two differ cnt applications . 

Furthermore , t he normal equa tions subj ect to nonestimnble 

constra.ints h a ·,c bcen discussed in differ ent structuros in •ıccordnnc c 

wi th va rious si tuations of varinnc e-co ... -ıri ·mce matrix in t he line"'r 

model 'Uld differ ent thc: orems has been prcs entc d f or e'1.ch situation . 

P in.nlly , in the f ixed mode l non of full r'mk, the t esting 

st'ltistic given f or t esting the hypothesis L~ = U ha s been dis cussed 

nnd devcloped in the ens e of 1 matrix of arbitrurv rank . 



G i R İ ~ 

Lineer modellerde, lineer pnrametrik kısıtlamalar altında para­

metre kestirimi, hipot~~ testleri vo normal denklemlerin çözUmü kay­

n~larda; modelin istGksel rnnklı , tam ranklı ve varyans-kovaryans 

matrisinin birim matris veya s ingüler olması, s ingüler olmaması durum­

larına göro incelenir . 

Lineer parrunetrik kısıtlrunn.larn gelince: Bunlar p:enel ol 'U' ..k 

s tol<'lStik olm'ly'ID ve stokr;ı.stik kı sı tlamalnr olarak iki kısma -ıyrılır . 

Biz çalışmamnzda etok§.et ik elmayan kı sı tlamnları ı, e bunlarla bel ir.le-
. 

ncn h ipotez testlerini inceliy~cegiz . Bu sahada erilen bazı çalışmn-

larda lineer paramı;trik kısıtlamalar: Lineer eşi tl ik kı sı tl 'lmaları, 

lineer eş itsizlik kısıtlamalarıve lineer bir kısıtlamaya bir rastge­

le dı~ğişkenin c1;:lenmcsiylc elde edilen lineer eş i tl ik lcısı tlamnsı 

allrak ele nlınır ve incelenir cr . 

Kısıtlam·ıların durumlarına göre parametre kestirimi de, rastge­

le. olmay'Ul l<:ısı tlamalarla kestir i m vc..y'J. rosts~üe kı sı tlumalarla kes­

tir im ibi adlandırılır . Rcgresy~n analizinde ise regresyon katsayıla­

rını kestirrnek için kullanılan ortak yönt.cm en küçük ltnrcler ~E . K . K) 

dır . 
1 

Genol lineer modelde, b~Jinmeycn parametre üzerine knyulLn kı-

sıtlamalara bağlı olar.nk hipotez testi geliştirme ve bu test için test 

istatistiği elde e tme sorunu da, modelin tam ranklı, isteks~ı ranklı . 
. •,e V'll'yans-kovaryans ma tr isinin yapı ve r~ durumuna ba[lı oldu 1u 

gibi , parametre vektörü üzerine koyulan linoor parnmetrik kısıtlamala­

rı belirlcyc..n kasıtlama matrisinln rankın~ da ba~lıdır . Hallum,Lewis 

ve Bouıı·on (1973); bir pozitif semi definit kovaryans matrisli kısıt­

lanmış genel lineer modelde kastirimi inceleyerek, bilinmeyen para­

metr;"> için r n iyi linu '~"' ken'-:..ric iyi, istekeel rAnldı iki kısıtl'lma 

ma'trisini kullanarak koyulan iki kısıtlama al tında ortaya knydul:ı.r . 

Hallum, Boullionve. Odlll (1973); ise modelin sinhitler olmayan v:ıryans 

kovaryans fnltrisi.ne 3~1hj p olmarn :iurumunda b .:.linnıcyen parametre uze-

rine l~oy11lun istGl::--c.l r~.if"' 
. , 

l 1 ... . ..... nrı· ı m'1.t: isii ilc ~llt: adilen 

iki 1 i ne cr ~~1Ctl'ik le. cı tlr±ia : ·~ ·:-~r..u:ı t u ıpo.r:ıınatTcı vcktüırü icin en 

ıyi lJne r xestir iciyi elde et tiler. 
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Bu kı sıtlamalardan birincisi altında ikincisi H0 hipot ezi kabul edi­

l erek modelin küresel hatnlara sahip olması durumunda bu hipotezi 

test etmek için bir test ist atistiği de verdiler . Bu tezde kısıtlama 

matrislerini bitiştirerek bir t ek kısıtlama mutrisi durumuna koyduk­

tan sonra , aynı model durumunda kısıtluma matrisleri Uz erine koyulan 

koşullarıda azaltarak onların bulduğu test istatistiğinin tamamen ay­

nısı bulundu . Böylece hem koşullarda.: h emdo hesaplamnda kısalık sağ­

landı ve verilen bir uygulama ile bu gerçeklendi . 

Ayrıca, deneysel tasarım modeli için varyans analizi (etkileş im­

s iz üç yönlü sınıflama modeli üz erinde ) ve kovaryans anali3;i :nodeli 

için kovaryans analizi(başkn bir model üzerinde ) i ki farklı uygulama 

olar 'lk verildi . 

Gerig ve Gal lant (1975) in lineer parametrik kısıtlamalara bağ­

lı lineer modeller için hesapl ama yönt emlerine kolaylık getiron kes ­

tirilemez kısı tlamalara bağlı normal denklemlerin çözümü ile ilgil i 

t eoremi; çalışmamızda varyans kovaryans matrisinin sigüler olması ve 
2 

s ingüler olmaması durumlarında e hata vektörünün e N N (O, 0 V) ol ma-

sı koşulu altında a;ı,rrı ayrı ele alındı ve yeni teoremler biç i minde su­

~uldu . Bu teoremlerin ge çerliliği iki uygulama ile gerçeklendi . Böy­

l ece k est±rilemez kısıtlamalara bağlı normal denklem çözümleri gel iş­

:: irildi. 

Son olarak, John ve Smith (1974) ün sunduğu "Tam ranklı olmayan 

;enel lineer hipotezdeki karel er toplamı " adlı makalenin ışığı al tın­

ta Oktaba (1968)de sunulan t est ist atistiği kısıtlama matrisinin tam 

·anklı olmaması durumunca uygun bir parçalanışla el e alındı ve bu du­

~da da yen i test istatistikleri geliştirildi . 



BÖLÜl\1-I 

LİNEER MODELLER 

1.1 . LİNEER MODELİN TANIMI VE LiNEER MODEL TİPLERİ 

Lineer model : Tam ranklı veya t am rnnktan daha küçük rank­

lı ve etkilerin s abit, karma · eya r~stgele etkiler olması durum­

larına göre çeşitli tiplerde sınıflandırılır . . . 
Bir değiskenin diğeri ilP olan ilişkisinin nasıl oldut~un 

belir tilmesi "Model kurma " sorunudur . a+bx biçimindt.. yazılun mo­

del1bir lineer modeldir . Lineer denmesinin nedeni a+bx ina ,eb 

bilinmeten paramet relerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edil-... 
mesidi r . Genel olarak lineer model : 

(1 .1 . 1) 

biçiminde tanımlanır . Bur~da Y; r astgel e değiQkenlerin nxı boyut ­

lu bir Fözlem vekt örüdür . X ı bil inenlerin nxp(n~p) boyutlu ve q 

ranklı (q(p~n ) bir matrisidir . ~ : bilinmeyen parametrelerin pxı 

boyutlu bir vektörüdür . 0 isn gözlen ebilir olmayan hataların nxı 

boyutlu bir vektörüdür . 

Genellikle , c vektörünün O ortalamalı ve V kovaryans metris-

li bir norm~l dağılıma o~hip olduru varsayılır ve bu N(O, V)bi-

çiminde göst erilir . Burada V pozitif definit ve genellikle bilin-
. ı. 

meyPnlerin bir m~trisidir . Ilginç bir durumda; V mıtr isinin q i 
ı n 

biçiminde ele alınmasıdır .Burada G bir bilinmeyen parametrc-yi ve 

I : nxn boyutlu biri~ mqtrisi göst ermekt edir . 
n 

(. 

Lineer model analizine ilişkin probleml~r (l , parqrnetrele-

rinin ( veya A~ kest iril~bilir lin0er kambinasyonunun) kes tirici-

l erini elde eder v~ nın A biçimindeki çePitli kcstirilebilir 

lineer kombinasyonları halekındaki hipot ez t estierini geliştirir . 

Burad~ A : bilinenlerin UYFUn boyutlu bir matrisidir . 

1 . 2 . TAM RANKLI GENEL-LİNEER MODEL 
ı 

TANIM 1 . 2 .1 (1 . 1.1) modelinde E(e ) =O , E( ce ')=QI ve R(X) = p n 

olduğunu kabül edelim. Bu l<o~ullar altında. (1 . 1 .1 ) model i "T'.liil 

ranl-:lı " veya "Tam rrınklı gcmcl-1 ine er hi pot ez nod\;.li " dir . Buradı:t 



4 
2 

G bilinmeyen fakat kestirile bilir bir paranıetredir . Ayrı cc.... ·• ' " 

bir transpaz gösterimi, R( . ) bir rank operatörü ve E( . ) bir bek­

lenen değer operatörüdür . 

1 . 3 . TAM RANKLI OLMAYAN GENEL-LİNEER MODEL 
ı. 

TANIM ı . 3. 1 E( e ) = O \·e Varyans (e ) = E ( e e ')c 5 I olması durumurl­n 

da (l . l . l) lineer modelini gözönüne alalım . Bu taktirde eğer 

R(X :nx'p) = o<P ise modele "Tam sütun ranklı olmayan genel- lineer 

h ipotez modeli " denir . 

Tanım 1 . 2 .1 . ve Tanım 1 . 3 .1 . ile verilen modellerin her ikisi i­

çin de modele a it normal denklemler : 

X' Xf3 = X' Y (1 . 3. 1) 

biçimindedir . Tanım 1 . 2 .1 durumunda normal denkl emler:~~(X ' X)-ıX ' Y 

gibi bir t e k çözüme sahip olduğU halde; Tanım 1 . 3 . 1 durumunda ?öy­

le b ir tek çözü..rrıden söz et mek müınkü!ı olmamaktadır . Çünkü bu durum­

da X' X matrisi singülerdir . Bu nedenle (1 . 3 . 1) denkleminin çözümü 

için X' X mqtrisinin genelleştirilmiş inversini kullanacağız . 

TANIM 1 . ] . 2 nxp boy-utlu ve R(X: nxp) = QiCP olan bir X matrisini 

gözönüne alalım . Aşağıdaki dört koşulu gerç ekleyen bir X- : pxn 

matrisi varsa X- matri~ine X in genelleştirilmiş inversi denir . 

[Penrose ( 1955) J · 
' ' 
i) xx-x = x 
2 ) x .... x:x_ = ıC 
3 ) (XX-) ' :ı: X:X-

4 ) (x-x) ' = x-x (1 . 3.-2) 

Bu dört koşulu gerçekleJen genelle~tirilmiş inverse özel olarak 

Moore-Penrose tipi g- invers (genelleştirilmiş inver.s) denilir . 

~earle (1971) S:l~ . Dikkat edelimki X in singüler olmaması du­

rumunda normal inversi olan X-ı matrisi özel bir g-inversdir . 

Lernma 1 . 3 .1 AX = g lineer denklem sistemini düşünelim . Burada 

g : mxı boyutlu bilinenler in bir vektörüdür . Bu' durumda ~ yaını-z ve 

yalnız ı\A g =g ise denklemler bağdaşabilirdirler . 

Lernma ı. o ~:1_ AX. = e denklemler sist emi bağdc""t$Ubilir ise bu durum-



eldG ederiz . BöylecP istenilen sonuç: 

Y- JClrb = X(I-H-If)l) + c cı . 6 . n 
olnruk ortay3. konur . Bu yeni (1 . 6 . 1) modeline "kısıtlanmrunıo tı'Tl 

lin(;c.r nodı ı" olarak bn.k[' .. biliriz . Bur'lda X( I - H-H) çarpım mn tr isi 

bu modelin yeni tasıırım mutrisi ol·:ırnk alın.1c'lktır . ı$ lineer 

kombin~syonları yalnız ve yalnız (1 .6 . 2) kısıtlanmamış linctr ~o­

dclino göre kostiril cbilirse ; (1 . 6 .1) kısıtl~ı~ lineer modeli 

i ~~ de keet irilebilirliği s öeterilir. 

TF.OREM 1 .6 . 2 1 lineer kombinasyonlarının (1 .6 .1) kısıtl:.:ınmıs 

lineer modeline göre kastirilebilir olm~sı için g erek ve. yeter 

koşul : A ma trisinin satırı· rının X(I-ICH) matrisinin satır uz· ­

yına a it olmasıdır . 

kanı tl. Te or em 1 . 6 .1 den eldG edilen bir so­

nuçtur ve lineer modele 6Örc krstirilebilirlik için alışılmıç 

bir koııuldur . 

TEORE'M 1 .6 . 3 fYJ lineer kombinasyonları y::ılnız Vl. yalnız (1) \IC ­

y~ (2) d en biri sı~lanırs~ (1 . 6 .1) modeline göre kcstirilebilir­

ler. Burada A bilinen sn.bitlerin kxp boyutlu ve k ranklı bir 

matrisidir . 

( 1 ) R [ X ( I-H-H) ( I-A- tl) ] = s-k 

Durnde R [x(I-1-CH)] : s dir . 

( 2 ) İinl{[x(I-H-H)(I-1~-.~)j [x(I-H-H)(I-A- A)J-} =s- k 

KANITL!JIL\: A"f3 lineer kombinanyonları Z=~lf3+c lineer modeline göre 

Y~1lnız ve y'l.lnız 

R [ W (I-ı\-A )] = R(\1) - 11 (A) 

ise kc s t irilebilirler . [ r1illiken ( 1971 )l nonucunu kullanı:ır lk ka­

nı tln.rrıavı trunumları z. 

TEORI•,M ı . 6 . 11 A linetır kombinasyonları ( 1 . 6 .1) kısJ.tlnnmı~ lineer 

;,1odeline f'Örc yalnız ve yalnız, 

(~) r bir kurc. m::ı.tris olmak üzere iz(U): U matrioinin köşe-

gen c:ı.~ınanlarının toplrunını göstermektcdir . 



10 

A ((I-H-H)X ' X(I-H-H)]c . l (I-H-H)X ' X(I-H-H) J = A 

A(X ' X)c~, X = A 
c c ise kestirilebilirler . Burada W notasyonu ı~ W = W eşitliğini 

sağlayan bir pseudo invcrsi gösterir . 

{ANITLAMA 1) Line er kombinasyo~lar kastirilebilir olsunlar . Bu 

taktirde A = CX b~9j mde bir C watris i vardır . ~u nsde~le 

~(X ' X)cX ' X = X eşitliği kullanılarak : ı : 1 

ı L 1 

A(X ' X)cX ' X = CX(X 'X)cX ' X = CX = . A.bulunur . 

2) A(X ' X)cX ' X = A olsun . O zaman C=ı~(X ' X)cX , alınırsa 

E(CY) = CE(Y) = A(X ' X )cX , ~ = ~ 

)ulunur . §u halde sonuç ol arak Ap kestirilebilir . 

' ~ , ı ' 

'· 



BÖLÜ1\!-II 

KARESEJJ FORMLARIN DII.GILIMLl\RI VE LİNEER MODELLERDE 
HİPOTRZ TESTİ 

Kuralerin toplumları karesel formlar olarak l ineer modell c: r 

kur·unındo. yaygın bir biçimde kull31lılır . Yalnız karesel for .nun 

form matrininin elemanlqrının sabitler olnruması durumu bund~ 

~yrı tu~ulur . Yani karesel formun form m;.ıtrisinin c;. lema.nl 1.rı ge­

nişletilmiş lineer model durumunda olduğu g ihi rastael~ dcfigkcn­

ler ol'J.bilir . Niceligin bu tipi "Psc:;udo-Karescl Form" olar'l.c ad­

ı ındırılır . Diz bu bölümde form matrisinin s·:ı.bitlerdcn oluşması 

durumunda. karesel formların d:ığılımlarını incLliycce€,iZ ve 0sns 

çalışmnnızda gerekli ol31l ilgili tcorernleri verı;.c~:;giz . 

? . 1 . KARESEL FORNLII.RIN Df.GIIıDU 

JJinecr modc lle ilgili bir karesel forı::ıun dağılıı::ıı , model e 

ilişkin ras t gc.le hata. 'V ek törünün dağılımı i l c tanımlanır . Bu.r -ıda 

"E.;nc l olo.r:ı.k ~ hat a 11cktörünün p ortalamalı ı. e V kovaryans n'J.t­

risli bir çok değif?kenli normal dağılıma sahip oldu{;u kabul edi­

lir. 

: 1 t1.Y knrcsel forrınmd:' r\ Mutrisinin clemnnlcrı bilinen sn-

bi tl er ol 'll' a k ka. bUl edil ecPkt i r . ı\ş:ığıda.ki tcorcmlcr k'lrescl 

forınl·li'ın duP.;J.l ım özellil:lerini gösterir . K:.ını tlll.ııtnla.r Gr a y b i ll 

( 1961 ) vr SL'::ı.rlc ( 1971) de verilr.ıiş oldub'U!ld~ın b iz bur'.tda. onları 

yincl cmoyeceğiz . 

TEORErT 2 . 1 . 1 Eğer Y"' r (Jq3,V) i sb bu taktirde Y' AY karesol f ormu 

k = n.:/1.) serbestlik dereceli ve ).= p • x · t~/2 merkezi olmc.ma pa­

rrunctreli bir ki-kare(Che-Sou-:ırc ) da.,.ılımınn yalnız V~;.. yalnız 
1 

AV i dempotent is ı s nhiptir . Bu daı"7ılım Y 1 /ıY rv'/._ (k, A) ile ,o-ös-

terilir . Eğ€ r A- o ine po.r~mctrc ihmal edilebilir . Du uurumda 

Y' ı"...Y k::..ı·escl f ormu k serbes tl ik derc.cc.li merkezi ki-kare dn5ı lır.ıı­

na salıiptir . fıc-ağıdaki teorem iki ki-kare rnstgıüe dc?i;ir-k~n:inın 

ı~o rı.n..::.~lının: vorir . 
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ı 
""r.:CF3iVI 2 .1. ~ y,.,., •;:_O ,Gl.,_) olslill . f ' AY ve Y' BY gı bı ilcı :-ee::.. '.· ~ · .L-

mr t"'::..lc kar e e l formun bağımsı:::. olarak dağıl .:;.a ki-~ar e decüıl: eni 

o:ab1.lmeler iç ın gerek ve yeter koşı.U ı"...B=O, A=!. 
2 , b=B

2
c.::.masJ dır . 

'ı.,.,:~ . u~ v. olsun , Farz8uı~.lıınkı !\ sab~ tl er :.ıL mm bo-

yut1u bir m tr.L.::ıicu:r Bu t ekt irde ya.nız ve yalnız VA ''A : ·:.:. :~'!ve 
"' 1 :..z \n ir :.- r se; U·- ,- . _y.-.;J (c) ras·~ge :.e değiş'ceni r seı·bestl j k 

derct;oli meY :c:::: k:..- k<. rı~ c....ıbılı r..ın:ı ~ ..~.hıptir, [ s ear1e (1971)] 

f,şaP.ıu<:. .. · t .... ..~:.: er.ı :..,\.j_ t·• ~ .ırnYı~ 1ü -Lar e değ~şker.ı lin bir o-

T~Or.EM 2. J ------·--.. , .... 

.. ,... .. , -
-'-...... ~. L. ~ ·_- • I3 u. t '- rem ~.iputez t.e3tler J i çin kulla-

2 l 
\.· "' \ ı,ıı 1 ) ve 0 ;· '( (m) olarak dağ:. l:nı s olsunlar 

F -= - ·- .- - oranı eğer n 've ı' 2 karesel fo ~mları bagım~.ıız o-
0' ı · ı 

lara k dnğılı ış i sel er ! n,m serb .,s tlik dere c el i ve A merkezi 

olmama raranetre•ı merkezi olm2 ·an bir F dag~lımına sahiptir . 

2 . 2 . LİNEER MODE ıLERDE HİPOTEZ TESTİ 

(1 6 . 1) lin e~ modeline: göre Y gözlem vektöründen el d e e-­

diler- b .. lgiye dayru dırılan r vektöründeki bi 1.inmcye ... ı parametre­

ler hakkınd 'l. h ipot zl eri t est e tmek ilginçtir . Test edi lebilen 

h .. putez.ler , Ho : AŞ = a kısıtla:nasına göre k estirilehilir olen 

":~ lırıPer kombinasyonları hc.kkında olacaktır . Burada A: Te o:~ em 

: .6 . 3 (l_c tanıtılar bir matristir . Bundan başka Af3 = a sisteıni 

~Jc..:.eca~abilird:.r . Pağdaşabilirlik lernma 1 . 3. ı e gör e ,"...J\ a :..: a 

·;eyı r. (11; a = Hı_,\. ko ı:,;ı.:llarınd:;ın birisi ilc r-:ığl511ır . Ho : ~3==a 

ı.ıpvTr:-3~ y[).lnı 7. v yalnız A/ kestirilebilirse, -ki bu kestil'i-

u bi::..ııP "' .n . .1ı:; r isüı:r. uatırla.rının X matrisinin satırlarıyla ge­

"'i- ıı..t. !;laı; u uzu~~ ında olmasını ger ektirir-t est edilebilir . Du 

,-:o·, u.L Mı ll ~~en ( J l71,• t·ırafından A ve X in ranlclarına gör e :. f ade 

'-
""t~:v, .\ I ) norm:ı.lJ.ık v::ırsay ..,;. .... altında (J . 1.1) 

'- '1 

ti:> ~ A.q = '3. hJ pott ~i .va:nız -,e: yalnız X( I--ı - A) mat­
: 

• ı. ıl q. ı ııı.ruır. .... 1lt. .es-t e d::.J. ebil.ı.r 



1) 

Burada R(X) = q ve R( ) k dır . 

4-

TEORE.'l\1 2 . 2 . 2 (1 . 1 .1) lineer modeli için YrvN('Kp,()In) olsun 

Ho J3 =O hipo t ezini gözönüne alalım.. Buraa.a A Teorem 1 . 6 . 3 

de trrnıtıldı yı cibidir. Bu t~tirde : 
l 2 

1 ) Qc. / G = 1 Y '.(I-XX-) Y /G kaı;ı3scl formu n-q serbestlik 

.der cc~li ~cr~czi bir ki-k3re daGılımınn sahiptir . 

2 ) o;cf= l/crY ' [ XX--X(I-A-\ ) [X(I-A- \ )]-} Y karesel forı1ı..t: 
A= r 'X' lXX--X(I-1.-A) C<CI-J\-j )J- Jxp mcr~~zi ol~ı.inu. paramet­

r eli ve k s rb&stlik dereceli merkazı olmayan bir ki-kare dağılı­

mınrı s'lhiptir . 
.ı 

3) 0
0 

vn 0
2 

karePel formları bağımsız clarn.k drıf:ılırl·u- . . . "\ 

4) Ho : J\~ = O hip?tezi nltındn. F = o2 . (n-~)/ 0
0

• (k)oraıu 

k va n-q serbestlik der~ccli merkezi bir F-dağılımına sunipt r . 

Eğer hipotez gerçeklenmezso 4 ) deki or~ merkezi olmayan bir F­

dağılımına sahip olacakt1.ı· . 

2 
{CANITLJ\l'M~ ·· c N N(O, G I) olmnk üzere (1 . 1 .1) mod~;;li için hataların 

n . 
kareleri toplamı Q = Y'(I-XX-) Y karesel formuyla ifade edilır . 

o 
HO : A~ = O hipotezini test etmek için kısıtl'mffiış line<.r mod ı 

daha. önce ifn.dı~ c> dilen ı . 6 . ·2 madeli yardımıyla . 

(2 . 2 .1) 

ol !"l ruk elde edilir . Bu rnodel ü,zerinde A~ = O hipotezinin koyul­

ması ile sınırlqn~ model: 

(2 . 2 . ? ) 

biçimini· alır . ( 2 . 2 . 2 ) kısıtl~.,nnış modeli için ha.talarin kareleri 

toplaını: 

Oı= Y'{I-X(IA- .) ( X(I-/.-1\) f}Y.. (2.2 . 3 ) 

bn.ff~ntısı il · bulunur . o. -O fnrkı hipotez n~deni ilc hataların ~ . · ı ""O 

kareleri toplrun~nı: 

Q2=nı-00=Y '{ XX--X~ I-A-A) lX(I-A-A) J-]Y 

olarak verir. 
ı 

(2.2.t1) 

2 
e ""' n (O, G I ) normallık varsayım n altında n~/() kurus e l formu 

Ho Ap =0 hi po tezi gerçoklondiğinde k s .rbı3s tlik. clc.rec~ı.;. mc kmü 
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(~ l. 1 
bir ki-kare rrıstgcle değiı;ıkcni olarak dağılır . ~ey' ü \e ()~ G 

karesel formları sırısıyl ı. n-q ve k s erbe s t lik r erec eli bat ım­

sız olarak dai'"ıl'lil ki-kare rastgel e doğiskenleridirler . öyle is~. 

F = Q~Q0 n~g rastgele değişkeni k ve n-q s ~rbestlik dereceli F­

da ~ılımına sahiptir . Bu da t e oremi kanıtlar . 

TEOREM 2. 2. 3 AJ3 = a hipot ezi (1 .6 . 2) model i ıçın y:llnız ve y~l ­

nız R[X( I - H-H)(I- A- A)]= e - k ve R{A:a )=R ( A) is e test ed ilebil i n Bu­

rada R ( X( I-H- H)) =S dir . 

KANITLM~ : Teorcmin kanıtlaması t eor em (1 .6 . 3) den ve aşa&ıdaki 

tanımdan kolayca elde edilir . 

TANI .M 2. 2 . ı A.J3 = u hi pot ez i yalnız ve yalnız ·..p lineer kornb inı.s­

yonları kısıtıonmış lineer mode l i in kestirilebilir ve a b i linen 

bir vektör olmak üzere :tp = n denkl emler sistemi bağdaşahilir i s e 

(1 .6 . 2) model i için t est edilebil i r . 

TEORE~·1 2. 2. 4 ı'qJ = a ; kısıtlnnmamış lineer model için t estcdil..,bi­

lir bir lıipot cz olsun . Bu tnkt irde A (I-H-ıl) p= -:ı - A-Hb hipotczi 

(1 .6 . 2) modeli için t est edilebilir . 

KA!liTLAMJ\ : Kısı tlanınış l ineer model için t es t edil ebil irli[ i ka­

bül edil en AŞ = a hipotczi h = CX ol a cak biçimde bir C matrisinin 

\7 arlı ~ını gerektirir . Böyl~c ~ , A(I-H- H) = CX(I- H- H) l mak üzere 

ifade edil en A(I-H-H ) ~ lineer fonksiyonları (1 .1 .1) lineer mode­

li için kestirilebilir . :ı...p = a hipotezi de 

!-f3 = !ı. (I -ICH+H-II)p = A(I-H-H ) ~+MCHp = n (2 . 2. 5) 

olcrrık y~zıl~bilir . Kısıtlamolur~ daynnarak (2 . 2.5) bağıntısı : 

". ( I -II-H)B+ı\H-b = a ( .2 . 2 . 6 ) 
1 

'GVO. 

\(I -H-I·I)r = a-JJ-Cb (2 . 2. 7) 

ol~ak yazılır . Bu da kcnıtl~yı t amnmlcr . 

2 . 3 Tı"Jd S!ı.TIR Rı\NKLI OLMIYJ\N GENEL LİNEER HİPOTEZİ ALTIHDA 

KARELER TOPLJJ,IT . 
.1_ 

( 1 . ı . ı) Genel lineer modelini e N N (O , G I ) olması durumund 1 
n 

gözönü."'lc alalım . Ho : L = z hipot ezi t est ed ilebilir bir lineer 
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hipotoz olsun . Durnda L matrioi bilinen sabitlerin mxp boyutlu ve 

s (s< m< p ) ranldı bir m" tr isidir . Ho hipotezinin testedilebilir 

bir hipotez olmasından çıunlor anlaşılır . 

dir . 

1) Lp = Zba~nQabilirdir ve bundan dolayı: 

2) ~ = Z nin kestirilehilir olmasından dolayı d~ 

LGX ı X = L 

( 2 . 3 .1) 

( 2 . 3 . 2 ) 

dir . Buradc1. Z bilinen s abi tl erin mxl boyutlu bir vektörwUr ve 

L nin sUtun uzayında bulunn kt~dır . 

Pringle ve Rayn~r (1971) ~=(X ı x)-X 1 Y = Gx ı y olmruc üzere Ho hipo­

t ezi için karel ~r toplam:nın, 

SS (H) = ( Lll-Z) ı ( LGL 1 ) - ( LG Lı ) ( LGL 1 ) - ( 1" - Z) 

= ( Lp-z ) ı (LG L ı ) r:2 ( L?-z) 
( 2 . 3 . 3 ) 

oldul,runu &östlrdilL.r . Burada g
1 

,e g
2 

sırısıyla (1 . 3 . 2 ) de veri­

l en ilk ve ilk i ki öz ell ckleri gerçekleten g-inverslerdir . 

Dahn sonra J ohn ve Sınitlı (1971) tarafındruı ( ?. . 3 . 3) ba.ğıntı­

sındr.ıki g 2 invcrsinin gı inveroi ile yer değiştir l.!bileccgini i­

fade eden aşoe;ıdaki teorem verildi . 

TEOREM 2 . 3 . 1 (1 . 1 . 1 ) modelinde D için en küçük kar el er kestirimi 
" N "j3 , Ho: 113 = Z hipotezi nltındaki kestirim olınnk U.zere Ho hipote-

zi için (2 . 3 . 3 ) denklGmiylo voril~n kareler toplamı SS(H) lşağı­

daki gibidir . 

SS(H) = (Lp-7ı) ı (LGL 1 ) '\ (1]3-z) 

Kı\NI TLAM\ : L"gr<mge çqrpanl '"'.rı ,Yöntemiyle 
.V r>l ).'V 

(Y-Xf )' (Y- Jep) + t\'(Lp-z) ~ (2 . 3 . ~ ) 

fonksiyonunu minimum yapan ~ VP 1\ degerlerini arıyalım. 
S=x ı x ,., G = (x ı x)- o::.:::; ı . Bu taktirde : 

J ,- fV N '";' "' l N ·v 

~~· _ (Y-Xf1) ı (Y-Xp)-tA(Lj3- Z)_ = O~ x ı XJ3-fL ' ll =X ı Y ( 2 . 3. 5) 

G~ [ " ' 1 N ~ N rv 
-::; ~ (Y-Xf3)(Y- Jef) -t )\(Lp-z )j =O -:?1 +0 = Z 
<.)/\ 
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bağıntısını buluruz . Bur-ıdn.n do. 

lx ı x; 1ı- f ~ l r x ı y1 
ı- "i - ~ -o- - ~ -j = - -ı-- c 2 • 3 . 6 ) 

- : J 1\ L J 
denklemler sistemini elde ederiz . Bu sistemin çözümü isG 

r_~Jj _ [~ ~ ~ ~J- g1 [-x_ı ~j-_ r-Sg
1

L' ( ~S g1

L ~ ) gı ~ Ljl-z )J 
1 lt - 1 ' O Z - ( LS 

1 
1 ı ) 

1 
( 1}3-Z ) ( 2 • 3 • 7 ) 

.. 1 

dır . Bur~ru1 d:::. : 
N ~ gl gl gl A 

= -S 1 ı ( LS 1 ı ) ( 1~-Z ) ( 2 . 3 . 8 ) 

bulunur . Burada S= x ı x dır . Döylece; 

(Y-Jq3) ı (Y-xj3) = (Y-~+ "'-xp) ' (Y-xp+xp-xf3) (2 . 3. 9) 
""' " "' "'ı "" "" = (Y-~) ' (Y-~) + (-) X'X(-) 

= SS( E ) 

elde edilir . O halde 
f\J -.j A A 

SS(H) = (Y-~) ı (Y- ) - (Y-xp) ' (Y- ) 

"" "' "' "' = (J3-P) 'X' X(l3-p) 
= ( 1 "'_z) ' ( 1Sg

1
1 ı ) g1 1~-~~-ı) ' S~g1 L ' ( 1Sg1 L ' ) gı ( Lp- z ) 

' 
Sgı 

= (L~-Z) ' (LSg1 Lı)~1 (L~-Z ) (2. 3.10) 

o ı sı..r ak bul un ur . ll.yr ı c n 

(Sgı) , =(S ' ) ~ı= Sgı 

Sg1 SSg1 = (X' X)g1 (X ' X)( X'X)g1 

Gı P:ı = (S ' S) S ' S(S ' S) S ' 
~- · / --

S ' 

ve 

cp-p) ·x ·xc''-r)=(L'"'-z> • (Lsg1 L ' )g 1 Lsg1 t • (LSg1 L ' )g1 CLp-z) 

dır . Burada ( 2 . 3 .1) ba&ıntısını kullanırsak bu kez g2 inversinin 

g
1 

inversi il0 yer de ~i~tirLbilcceğini kanıtlarız . Şöyle ki ; 

('-p)(x • x)(~-N)= (Lp-z) '(LSg 1 L ' ) g 1 LSg 1 L ' (LSR1 L ' )g 1 L('-1-z ) 

1 

= (1"'-z) ' (1Sg1 1 ' )g11(~-L-Z) 
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olur . Cünkü L, X' X nin satır uzayındndır . Bu kez L yi son paran­

tezin i~inc dahil edersek : 
~ ru ~ N 

SS(H) = (p-p) • ( X ' X ) (~-~) 
~ ~ ~ n = (1~-Z) ' (I S L' ) (1~-Z) 

elde ederiz . Bu dn bize g2 invcrsının gıile yer değiştirebilecc­

ğini kanıtlar . Burada SS(H) ve SS(E ) sırasıyla, hipotez nedeniyle 

karel er toplumını ve hatnların kareleri toplamını ifade eden sem­

bollerdir . 



BÖLÜM-III 
KISITLANNIIŞ LİNEER MODEL 

3 . 1 . KISITLANMIŞ LİNEER MODELDE PARAMETRE KESTİRİMİ VE HİPOTEZ 

TESTİ 

M ~ = rı Lineer eş i tl ik kı sı tlamalarına bağlı Y = xp + e 

lineer modelini gözönüne alalım . Burada sözü edilen Y,x, p matris 

ve ektörlerinin nitelikleri (1 .1 . 1 . ) modelinde tanımlandığı gi-
2. 

bidir . Yalnız , e hatalar vektörü O ortal ama ve () I ~aryansına n 
sahip normal dağılımlı bir r astgele vektördür . = ~ lineer para-

ınetrik denklemleri bağdaşahilir yani p ya gör e en az bir çöztime 

sruıip olacuk biçimde kabul edilecektir . 

Y = Xl3 + e Lineer modelinde Mf3 =l'\ lineer kı sı tlamalarına 

ba .... ~lı olarak r parametre vektörü i çin elde edilen en iyi lineer 

kestirici (E . İ . L . K ) : 
N 

= M- f1 + (X 0M)- (Y-JDI~ ) ( 3 .1 . 1) 

biçimin1c verilir. [ Gerig ve Gall ant (1975 )] .Burada QM' (1 . 3. 5 ) 

bağıntılarından ilkinde A yerine M alarak elde edilir . Q ,
1 

simet­

r i k ve idempotent oldugundqn (OM )- = OM dir . (XOM )- genelleşti­

rilmiş inversi ise (1 . 3 . 6 ) babıntısında 4 ) e göre : 

( '{ 0~1 )- = [ ( XOM ) ' 
-

(XOM)] ( X OM ) ' 

= [ (0M Y' XOr.:) ı - 0fl ' 

= (XC\il) - (OM X, ) - 01\f ' 
ıl ( 3 .1 . 2 ) 

= (X QM)- ( C\f ı ) - X' 

= (O ri ' x 0r,! f X' 

dır . Durada Orf. ( X ('M)- = (Y QH)- bağıntısı n edeniyle ; (0fl ' )-OM 

= (orffX ' )- bulunaQağını gözönünde bulundurduk . Böylece, p nın 
en iyi lineer kestiricisini; 

,..._ 
= (O _x ' X 0 ) - (X ' Y - X ' XM-'\_ ) + ~r t 1 ( 3 . 1 . 3) 

Nr- M l 

ol arak elde ederiz . Bur ada C = (Q~ ' X r.M ) dersek, bu taktirde 

( 3 . 1 . 3) bapıntısı a~a"ıdaki biçimi alır . 

~ =C- (X ' Y- X' X M- f'1 ) + ~C (\ (3 .1 . 4) 

p, p arametre vektörünün en kuçük k~eler kPstiric isi ol mak üzer e 
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(2 . 3.10) bagıntısından 
ti\,J N A A A - ~. 

(Y- ) ' (Y-Xl3) = (Y-Jq3) ' (Y-Xf3) + (Mf3 -!)_ ) ' (MGM ' ) (Mf3- 'l ) 
bağıntısını ~lde ederiz . Burda A= GX ' Y dir . (3 .1 . 5 ) 

Şimdi , 'ı'If3 ='1 kı sı tlam:.ı.sı al L ında. hataların kareleri t opla­

mı a~afrıdaki biçimde bulunur . 
N 

= XM'1 + XC-X ' (Y-XrıCrt ) olduğundan 
/V ... - -

Y - xp = Y-XM ~ - XC X' (Y-XM tt_ ) 
dir . DurAdan da : 

,...., - -
(Y-

1 
) = (I-XC X ' ) (Y- XM l"\ ) 

elde edilir . Böylece kareler toplamı 

(Y- xP) 1 (Y-~) = (Y-Xfl-'f\. ) 1 (I-XC-X 1 )(Y- XM-ll ) ( 3.1 . 6) 

ba~ıntı~ıyla belirlenir . Burada (I-XC- X' ) matrisi idempotentdir . 

Çünkü , xc-x•x c-x, = XC-X ' dır . Şöyleki 

C = (C ' C)-C ' 

= (C' C)- Q~ ' X OM 

= (C ' C)- C' Ortl 

= C- QM 

= c ı (cc ı ) - QrJl 

= QM C ' (CC ı ) - QM 

dir . Yani, C- = QM C- QM eld~ edilir . O halde 

XC-X ' XC X' = XC- QM X' X QM C-X , · 

= XC CC X' 

= XC- X' 

bulunur . Böylece ( 3.1 . 5 ) ve (3 .1 . 6) bağıntılarından : 
~ N - - -

(Y-JCP) 1 (Y- ) = (Y-Xfı1 t( ) ' (I-XC X 1 
) (Y-XM f\ ) ( 3 . 1 . 7 ) 

~ ~ ~ - ~ 

= (Y-JCF) ı (Y- X ) + (N -Y\) ' (MGM ' ) (Ml3- '\ ) 

bagıntısı elde edilir . Buradan da 
" " (Y-XM-'l_ ) ' (I- XC- 1( ') (Y- XM- 1\_) = (Y-X{3)' (Y- ) (3 .1 . 3) 

bulunur a 

Biliyoruz ki , e ""N (O, 

A ~ 

+ Ullf3- f\ ) ı (MGM ı ) - ( ·\i{J-~ ) 

1. 
G I ) olm~sı durumunda (l . l . l) genel 

n 
lineer modelinde r: =rl ve \I = v kı sı tl ımalarına b'l.6lı olarale 



20 

MM-rt =fl , 'h'V!- v = v ve [v,ı (I-M- M)] [ w(I-M- lVl) ] - (v- V.'M-fl.) 

= ( v-WM-'l ) ba~daşabilirlik koşulları altında p nın en iyi li-
.v 

neer kestiricisi ~o aşağıdaki gibi belirlenir . 

Mf3 = denkleminden p, Lernma 1 . 3 . 2 ye göre ~= f,Cll_ + QM u 

olarak elde edilir . ~urada u uygun boyutlu ist eksel bir vektördür . 

~ nın bulunan bu değeri ~ = v denkleminde yerine koyulduğunda : 

m.C'l + W Qr.( u = v elde edilir . Buna göre WOMu = v- V/M- Jl olduğun­

dan bu yeni denklemden u vektörü: ~(I-M-M)] [w ( I - T\CM)] - ( v-wrvC ll_ ) 

= v-- VlN-Y( bağdaşabilir.Lik koşulu altında U= H- (v-WM-'1 ) + QH· z 

olarak belirlenir . Burada H = W QM ve z uygun boyutlu isteksel bir 

vektördür . Böylece u nun de geri yer ine koyulduğünda : 

(3 . 1 . 9 ) 

olarak belirlenir . Burada Q~- = H ve QMQH = I - M- M- H- H dır . 

( 3 1 . 9 ) bağıntısını kullanarak =~ \'e '~ = v ile kı sı tlanan 

(1 . 1 .1 ) genel lineer modeli 

(3 .1 . 10) 

kısıtlanmamış lineer modeli biçimine getirilir . Buradan da z nin 

(Y , q ' e v YP gör e lineer ) en iyi lineer kestiricisi 

~ = (P ' P)-P ' [ Y-XM-~ - XH- (v-WM-Y\ )l (3 .1 . 11) 

bağJntısıyla verilir . z için elde edilenbuz degerini (3 .1 . 9 ) ba­

ğıntısındaki yerine koyar3k ve (I-M-M-H-H) (P ' P) - = (P ' P)­

olduğunuda dikkate alarak görtirüz ki J 

~ - - - -p 
0 
= M rı + H ( v- V/Wl rı ) + ( P ı P) p ı [ Y- XM- fl - XH-(v-'~rtil- ı)J 

(3 .1 . 12 ) 

bagıntısıyla belirlenir .Burada P = X(I - M- M - H-H ) dır . 
...... 

Böylece elde edilen 
0

, rı =~ ve W = v kı sı tlru!lala.rına baglı 

olarak yukarıda qçıklanan koşullar altında (1 . 1 .1) genel lineer roa­

delindeki p için elde edilen en iyi lineer kestiricidir . 

[Hallum ve Boullion ve Odell (1973)} Burada M : ınxp boyutlu is­

tek~el ranklı bilinenlerin bir matrisidir . '1 : mxl boyutlu bili­

nc·n bir vektördür . W : wxp boyutlu, isteksel rankiı bilinenlerin 

bir matrisidir . v : wxl boyutlu bilinen bir vektördUr . 

f:imdi , O = (I-M- M- H-H) olmak üzere (3 .1 . 3 ) bagıntısından 
s 
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yararlanarak ( 3 . 1 . 1 2 ) en iyi lineer kestiricisini : 

}3
0
= M11 + H-( v- WM-)l.) + (c\X ' X Os )- X' (Y-XM-fl - XIC ( \ - Wl\C'l_)} 

( 3 . 1 .13) 

biçiminde belirleriz . Burada Q simetrik ve idempotent bir ınatris 
2 ~ 

oldugundan Q = Q' =O ve Q = Q dir . s s ·s s s 
A = Y-XM-1'\- XIC (v - WM- l'\, ) dersek bu t aktirde : 
N - - - -=M f'\.+ li ( v- WM n ) + (Q X' XQ ) X' A yazarız . Buradan da : o ' ~ s s 
XB = Xl'll-'1. + XIC ( \ - WM-ı'"'\ ) + X ( Q X ı X 0 ) X ' A ve 

ro"' s s 
Y-Yn = A- X(Q X' XQ )- X' A veya , 4

~,0 s s 
Y-~ 

0 
= [I-X (O s X ' XO s ) - X 'J A ( 3 . 1 . ı 4 ) 

elde ederiz . Böylece, (Y-J$
0

) ' = A' [ I - X(QsX ' XQs)- x•] oldugunu 

belirttikten sonra =rı, kısıtlaması ve V = v hipot ezi altında 

{1 . 1 . ı l modeli için hataların ka r e:leri toplamını : 

(Y-~0 ) ' (Y-xp
0

) = A' [I-X ( Qs X' X Qs )- X' ] A ( 3. 1.15) 

olarak buluruz . Burada I- X(O X' X O )- X' matris i id~mpotent dir . 
s s 

() . 1 . 15) bat;ıntısının A' ve A ile çarpımlarinı yaparsak 
... ...ı • 

(Y- JCP ) ' (Y- JCP) = A' A - A' X (0 X' X Q )- X' A (3 . 1 . 16) 
o o ı s s 

bagıntısını elde e deriz . Sa) yandaki birinci kısım ; 

A1 A = (Y-XM-q ) ' (I-XC- X ' ) (Y-XM-,1 )+A' (XC-X ' -PP-)A+A ' PP- A(3 . 1 . 17) 

bağıntısıyla belirlenir . [ W:ı.llum vı..:. Boullion ve .Odel (1973 )] 

Burad ı:ı , C= (I-M- M) X ' X ( I-M-~0 vey C = QM X' X QM dir . Ayrıca : 

X(O X' X Q )- X' = X(X o)- (O X' )- X' 
O S O G 

=X QO X' ( X O O X')- (X O O X1 )- (XO O X' ) s · s s s s s s o 
= X O O X ' (XQ O X' ) - XO 0 X ' ( X O 0 X' ) -s s s s ·s s s s 
= (K ('1 O X' ) (X 0 Q X' )_. 

G S S S 

= pp ' (PI ' )-
"'-v-~ 

= pp-

elde edilir . {ani ; 

A' X ( Q X' x O )- X' A = A' PP- A s s 
bulunur . Böylece de (3.1 . 16) bnğıntısı : 

N -.1 

(Y-X 
0

) ' (Y- ~0 ) = A' A - A' PP-A 

(3 .1 .18) 

(3 . 1 . 19) 
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biçimine girer . ~imdi sözü edilen kısıtlamalar ve buğdaşabi~ 

lirlik kosulları altında (3 .1 . 15) kareler toplamı , (3 .1 . 7) ba~-

ıntısınında gözönüne alınmasıyla : 

A1 (XC-X 1- PP-) A= (Y-J$
0

) ' (Y-~0 )-(Y-4) 1 (Y-~) (3 .1 . 20) 
N 

olarak bulunur . Burada~' (3 .1-3 ) ile belirlenen en iyi lineer 

kestiricidir . (3 . l ı 7) ve (3 .1 . 20) bağıntılarından 

A1 (XC- X1- PP-) A= (Y-xp0 ) ' (Y-~0 )-(Y-~) ' (Y-xp) 
A - 1'\ - ( M{3- f"\ ) f ( MGM ı ) ( MP- rt ) ( 3 . ı . 21 ) 

ba&ıntısına sahip olunur . 

3 . 2 . H
0 

: W~ = v HİPOTEZ TESTİ İÇİN ANALİZ 

Burada şunu ilk öne_: hatırlatalımki, Ml\C(\ = \l , WW v = v 

ve '!,' (I-M-.PY1) [w (I-M-M) J (v-WM- t( ) = (v-WM-tl_ ) bağdaş~bilirlik 

koşulları sağlanmadıkça başka. bir düşünce göstermeks izin H hi­
o 

potezi r eddedilir . Böylec e bu koşulları gerçekliyen durumu ve 
2 

e rv N (O, G I ) n or mallik varsayımını gözönüne aldığımızda 
n 

( 3 .1 . 4 ) ve (3 .1 . 1 2 ) bağıntılarını sırasıyla kullanarak 

[Y-XlVC'( - XH- ( v - VIM- '1 )]
1 

[ Y- XM- 'l_- XlC (v- VlM-ll)] = A'A 
fV N (V N N (-' "' N 

= (Y-xp)'(Y-~)+ (-~o) ' ccr-~o) + ~~ P ' P Po (3 . 2 .1) 

özdesliği 
N fV 

(Y-Xf3) ' (Y-Xl3 )= A 1 (I-XC-X ı ) A 
rv - 'V 

= (Y-XJ3
0
)' (I -XC X ') (Y-Xf3

0
) 

= (Y- XM- fl ) ' (I-XC-X ' )(Y-JCTIC(t) , 
N N N N - -
(~ ~ ) ' C (~- ~ ) = A ' (XC X' - PP) A 

0 0 N - N 

= (Y-Xf3
0

) ' XC X' (Y-xp
0

) 

( 3 . 2 . 2) 

(3 . 2 . 3) 

(3 . 2 . 4 ) 

ek özde~liklerinden elde edilir . (3 . 2 .1) ba[ıntısının sol yanı, 

( 3 .1 . 10) modelindeki karclerin genel toplamıdır . (3 . 2 . 2 ) buğıntı-
1 

sının sol yanı, (1 .1 .1) modelinde e ~ N(O,() I ) normallik var­n 
sayımı •;e Mf3 ='l hipot ezi alt ında hataların kareleri toplamıdır . 

(3 . 2 . 3) bağıntısının sol yanı, H hipot ezi ile sınırıanmayan pa-
o 

rametrel er için H
0 
~ipotezi nedeniyl e düzeltilmi~ kareler top-

lamıdır . ( 3. 2 . 4 ) bağıntısının sol yanı , H
0 

hipotezi ile sınırlan­

mayan par~~etrelcre gör e kareler toplamıdır . 
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(1 .1 .1) genel lineer modelinde 
" '-

(' r.JN (O, (-ı I ) nor,.nll ik var­
- n 

sayımı al tındn r.~ = Yl kısıtlamasına bağlı V!r = v hipotczini t est 

etmek için : 
f'J 'V N N 

F = 
<p - Po) ' c <r- Po) 

t'V (V 

(Y-Jq3) ' (Y- Xl3) 
k (3 . 2. 5) 
r 

rastgele degişkeni bir t est istatistiği olarak kullanılır . Bu 

rastgele de~işken Teorcm 2.1 . 4. nedaniyle r,k serbestlik de-

reccli ve 

l - ]' [ J ~0=-2 G1-L - H- ( v- ~mı-ıı ) 3 - H- ( v- '.IM- f"\ ) ( 3 . 2 . 6) 

= ; cı[C ip-v) ' f('BII-(~Ir- v )] (3 . 2.7) 

= ı_ ı re - ) · n c - )] c 3. 2. s) 2 C: ~ o o 
merkezi olmama purqmetreli bir F- duaılımın~ ~ahiptir . Burada, 

B= QM X' (XC-X ' -PP-) X QM a C (C-- P-) C (3 . 2. 3) 

biçiminde bir m~tristir . ( 3. ? . 5) r a stgele degişkeninin payd~­

sının (3 . 2. 2) deki değerinin yerine koyulmasıyla 

F = A' (XC-X ' - PP- )A 

A ' ( I-XC- X ' ) A 

k 

r (3 . 2.10) 

rastgel e değişkeni eld~ edilir . Burada r= İz (XC- X'-PP-)=r -r 
ı 2 

ve k= İz (I-XC-X ' ) = n -r dir . Ayrıca ( 3.1 . 8) ve (3 .1 . 21 ) ba[~n­
ı 

tılarını gözönüne ularak (3 . 2.10) r~stgele degi~keninin de : 
N I'V 1\, A '\ _ 1\ 

(Y-
0

) • (Y-X 
0

)- (Y-Xf3) ' (Y-Jq3)- ( . - '\ ) ' (r.JGM ' ) (Mp - rı ) k 
F = 

A "' A - /\ 

(Y-Xj3) ' (Y-Jq3)+ 0 - 'l_ ) ' (MGM' ) (r -rp r 

() . 2.11) 

biçiminde y'lzılabileceğini helirt elim . [H-ıllum vo Boullion ve 

Odell (1973)] 

Ş imdi , Mf' = ıl ve W = v lineer parametr ik kı sı tlamrı.larında­

ki M ve \'1 kısıt l'lllla mrLtrislerini ve rl ve v vektörlerini bi-

t iştir erek T = r-~-] m.o.tr is ini ve C: = ~ .ı-ı ektörünü elde et d ik­

ten sonra (1 .1 .1 ) ge;nel lineer modelindE.. TP = "'(, kısıtlnnnsına 
l 

ba .. lı olarak, e /\.IN (O , G I ) normallik varso.yımı ve TT-'(. =t b ıp-
n 

daşabilirlik koçulu alt ında nın en iyi lineer kestiricisli1i 

bulmay~ çnLışalım . Burada T : (m + w)xp boyutlu ve is~eksGl rank­

lı bilincnlcrin bir matrioi ve C: : (m+w)xl boyutlu bilinanıerin 
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bir vekt örüdür . Bu durumda , için elde edilen en iyi lineer 

kestirici (3 . 1 . 3) b~~ıntısınu göre, 
...., 
~ 

0 
= T- I, + ( O TX ' X OT ) - X ' ( Y- XT- (:. ) (3 . 2 .12 ) 

bağınt~sıyle belirlenir . Burada 0T =(I- T- T) dir . 

İddia ediyoruz ki nın bu kestiricisi i l e (3 . 1 .12) b~ğıntı-

sında veril en kestiricisi tamamıyle birbirinin aynıdır . Bunu kın.­

nıtlamak için ilk ~dım olarak aşahıdaki iki t eor emi ver elim . 

TEOREi1 3. 2 . 1 . 

(U ! V) parçalanmış ınatrisinin gene1l eı=ıtiri1miş inversi 

( U : V) - = r ~- o - o ~ ~ VJ 

L J 
dır . Bur"l.da ; 

J =C-+ (I-C- C) KV ' U1 U- (I- VC- ), 

C = (I-UU- ) V ve 

(3 . 2 . 13) 

K = t I + [ U- V( I - C-C ) J ,- U- V (I - C- C ~} - l 

dir . [ clcinc (1J64),Albtrt (1-972 ), R"l.o ve !htra (1971 )] 

(1 . 3.6) b~L~ntısından ve Teor em 3. 2 .1 den yararlanarak asa­

ğıd~ki tcoremi yazabiliriz . 

TEOREt~ 1 • 2 . 2 

[~ '-]-= C u• - J ' v• u1 : J ' ) 

lV' 
dır . Dur:::ı.da M = U ' ve \J = ilf ' alınır a 

'IT ı 
T- = [- :~i- J : ( ;1- - J ' 11'1\1- l J ' ) 

bağıntıoı elde edilir . Bun~ göre T- hesaplnndı~nd~t : 

T C:, = (M- - J "oi!IC i J ' ) ~ ~~] = M-'1- J ' I'IM-'l, + 

olaro.k bulunur . Burada, 

/ C 

J ' = (C- ) ' + (I- C' - W)(M- M' - W'K' ) (I-C 'C' -) 

C = (I-M ' M' ) ~ · 

= ( I-f'l-M)ıo; ' 

C'= '.l (I-r·CM ) 

(3 . 2 .14 ) 

(3 . 2 .15) 

J •v (3 . 2 .16 ) 
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yoni; 

C' = H ( 3 . 2 .1 7) 

olur . Böyl0CC, 

J ' C' = (C-) ' C' 

= (C ' )- C' . . (3 . 2 .18) 

= H-H 

bulunur . Buradan d n. 

J · ~·/() = 
M 

J ' H 

= J ' C' ( 3. 2 .19) 

= H-H 

bağıntı sı elde edilir . 
~ 

(I-lıCM )] [ ı-fimdi de 1 l''l \'' (I-fil-M) 
-' 

(v- w~Cr1 ) = (v-·.mC ı ) 

bn.ğdac-ı_bilirlik koşulunu gözönüne olalım . Bu taktirde (3 . 2 .16 ) 

bağıntı sı 

T-(: = fll-rı + J ' ( v - WM- t'L ) 

=M-ll +J ' W(I- rti- M) [ w(I-M- M)] - (v- m.C~) (3 . 2 . 20) 

= M- 'l + J 'v-'HH- ( \ - v&Crı_ ) 
biç~ine girer . H-H 

(3 . 2 .19 ) ba~ıntısının kullanılmasıyla (3 . 2 . 20) bı:ı.ğıntısın-

(3 . 2 . 21) 

b~ğıntısı elde edilir . ~T = (1-T-T) ~~trisinin yazılışında, 

T-T = M-M - J ' \ıiM-M + J • ': 

= ren + J ' \! (I-M- r.!) (3 . 2 . 22 ) 

= M- M + J ' VIQI'.'I 

olduğu gözöntine alınırsa. (1 . 2 . 19 ) ve (3 . 2 . 22 ) ncd~niyle 

olar 'lk bul mur . 5öyl cce 

QT = I -T-T = I - M- M - H-H 

elde edilir . Burad .n da : 

(3 . 2 . 24 ) 

· (I-T-T) = x (I- r.i- fl- rCH ) = P (3 . 2 . 2) ) 

bağıntıs1 bulunur . (3 . 2 . 21 ) v~ (3 . 2 . 2J ) baJıntılarınd3n nın 

(3 . 1 . 12) il2 belirl enen en iyi 1in acr kestirio isi (3 . 2 .12)ile 
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elirl <..nen en iyi lineer kestiricisinin özdeş oldukları kc-:nıtl .,­

ır . Buna göre, ,.,. ,... 
(Y-xp

0
) ' (Y-xp

0
) = (Y-XT- C: ) ' [ I-X(QTX ' XQT ) -X ' ] (Y- XT-t. ) 

( 3. 2 . 26 ) 

.ılunur . Bölüm III •:c ( 3.1 . 7) bağıntı sı gö~önüne a.lındı ğındrı 

3. 2. 26 ) ba6ıntısı: 
"" _. i-xf

0
) ' (Y-xp

0
) = (Y-xp ) ' (Y-xP) +(Tf3- Z. ) ' (TGT ' ) - (Tp -t-) (3 . 2 . 27 ) 

içiminde belirlenir . Bu tc.ktirde ( J . l . 7) ("3 . 1 . 8) v e ( 3 . 2 . 27) 

ı.ğıntıl'l.rı nedeniyle ( 3. 2 . ll) r ast gel e de ~i~kenin uayı ·: 
"' - A ,, ' - ;'\ 

(T - I. ) ' (TGT ' ) (T- L, ) - (rı1 - rı. ) (MGM ' ) (Mf3- ~)( J . 2 . 28 ) 

Lara le yazılır . Böylece e lde e dilen yeni, 

F = 
~ - A A _ ~ 

( Tf3- 'C ) ' ( TGT ' ) ( T - C: ) - ( - f1 ) ' ( Mm1 ' ) ( MJ3-q) 
·-~ ~ ~ - ~ 

(Y-, ) ' (Y-Xf3) + (.. - 11 ) ' (f,lGM ' ) ( ~ - f"\ ) r 

(3 . 2 . ?9 ) 

~.st gele dc~işkeni; ( 3. 2 . 5), ( 3. 2 . 10) ve ( 3. 2 . ll) ro.stg1.üe dcğiş­

:ml 8ri ile öz duştir . Bur::ıd·ı. A-= Y-XT t. , k = İz ÇI-XC- X' ) v e 

= İz [ xc-x• -X ( QT x•x oT)- x•] dir . 

BöylccG elde edilen (3 . 2 . 1() ) r;;ıstgele dc "işkeni ; (l . l . l) ge­
ı. 

~ ı lineer modelinde Mf3 = rı kısıtlnın.!ls ı ve ~ rv N(O, C In ) normal-

ik varouyımı al tJ.ndu H : \1 = v hipot ezini tr st e tmek için 
o 

l e ekinözü geçen lx.ı.{i:dnş~.bilirlik koşull~1.rı yerine yn.lnı~ TT--.:, = Z:. 

:ıgd<1.~<1.bilirlik kor.ıulunun p;erçekl cnml3si ilG yctinilen Vv daha nz 

• saplam~yı gerektiren bir t e st istatisti ;i olarak kullqnılır . 

.ınd:.ın b'ı.ş k'J. , Okt ba (1CJ57) de sunulan Teor c rı 4 ' deki 57 nwnf'.rı:ı.lı 
~nkl mle ~erilen t e st istatisti~i T matrisinin tam s~tır rnnk 

Lmuması durumunda d l y Pnidcn ortayrı konur . Bu yönt em aşağıdaki 

ibi uygulanır . 

fGULAMA 3. 2 . l . : 4 aylık altı fare, üç farklı düzeyde yağlılık 

;er en pıda r ej imi için kJl estrol bakımından kar~ılaştırılıyor . 

ı amaçla iki t eknisyen kullanılıyor . 6 far e yaglılık yüzdelerine 

)re rnstgel~ s~çildi . He r bir düz eydeki iki fnr e d e teknisyenıcra 

3.Stgel <.. daı-:ı:ı tıldı. '~lde edil en veriler aışa[~ıd 'ıki gibi belirlendi . 
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BLOK 
Yüzch ~ I II 1 

Yi . 
-------------. ----------- -------

1 1 1 

o 69 .3 70 . 3 ı 69 .8 

10 84 . 8 0 .5 82 . 65 

__ gg __ l ___ §d~Q _______ z~~G _____ z§~~---
1 1 1 

. j : 79 .7 ı 74 .467 : . . =77 . ü834 

Eu verilere zy r rıod ~ı: · 
y . ·- IJ + Cı( .+ o .+ 8ij 

ı;] ~ ı J i · ı , , ,) . ı "') J= t ~'- ( ~ . 2 . 30 ) 

biçiminde bir iki- yönlü etkileşimsiz ;.;ınıı.'lnma r.ı-ı delic1 ir • . Böyle 

modelle ı~ için ~en:e l aç ıkla mo kısıın ) . 3 de vcı·ildi . ı tip model -
• 1 

leri kullanmak amacıyla nşagıdaki \~ra yımlnr JU~ıl~aktadır . 

l) i-y inci işlem ve j 7 inci bl0ktaki yij cevabı normal 
da ılımlıdır . Görüldjt;,ü gibi burada altı :ı ı ı '1. rcır . 

?) Bu altı da0ılımın rırtalaması V + 0< .-+ O. dir . c ı J 
3) 1 tll. popul a :Jy,..., nun( kitlen;i.n) T ı~ .t...ır •. 1l ~-·- bi r i biri ne e -

şittir . : , 
4) 8 .. l er i;,t·lti;,t'ikse l riıorak ba~ ıınsızdırı. r . 

:.l.J 
( 3 . , . .30) modr>li Y=Xp +. A ınatris i'0rınunda c:ısa ı daki ,ibi y 'l zılır . 

Yıı ı . ı o o 
Yı2 ı ı o o 

,., ı ı o ı O· 

J22 ı o ı o 

Y3ı ı o o ı 

Y32 ı o o ı 

ı 

o 
ı 

o 

ı 

o 

o 
ı 

o 
ı 

ı 

c 

.3 .. 
ı 

2 

Eıı 
8ı2 
82ı . ( 3 . 2 . 31) 

+ 122 

83ı 
8:;._ 

(3 . 2 . 31 ) modelinde medelin yapı~nnr1 ın ileri elcn )~~=O , )]'j -:0 
kısıtJ·1malcırı a ltınan llrı: O(ı= 0< 2 cx

3 
j ni ,1 tı 0Jılık duzeJ ­

ı~"";) ri a r<Jsındu i' ark ol .1) olı.ı...ıd ı0ı hir..nte z.ini test ~delim . 

Y ı r·ıdıı anılan kı. ıt lnmaları ve Hrı hip()t;ezini ınatris f orm­
ları ile aşüeııclcıki ı.,; ibi yazmak mümkündür . 

. [~ ı ı ı o o ı 
cr 

=fo] c...c ı ı ( • 2 . 32) 
o o o ı ı ı C<: LO J 

O<: s 
o ı 
?L. 
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ı - 1 o o 

ı o - 1 o 

(3 . 2 . 32 ) ve. (3 . 2 . 3 ) kısıtl ~malnrı yerine 

[ ~ 
ve 

ı 

o 
o 

ı 

ı 

- 1 

ı 

o 
o 

- 1 

o 
G 

ı 

o 
o 

o 
- 1 

ı 

l-:ısı tlr1.ınrü'1rı d s. alın lJilir. 

o 

ı 

-1 

o 

o 
o 

~] ~i = 
- 1 'tı 

(;ı 

Çünkü bu 

o 

o 

o 

(3 . ? . 33 ) 

(3 . 2 . 3' ) 

= [ n ( 3.? . 35 ) 

du kı sı tlamnlr~rın 

ve Ho hipotezinin anl~ ve k~raktcrleri degi~mcz . Şimdi (3 . 2 . 32 ) 

kı sı tlc:un~ısı :ı.l tınd'l. ( 3 . 2 . 33 ) h i-pot e z inin vey'l. ( 3 . 2 . J! ) kı sı tl 'Ması 

., ltındn. (1 . 2 . 35 ) '1ip'>tt..z:.nin t .~..P t P.cl ilı ıusi istrnirsG (3 . 2 . ?9 ) r'lnt­

gel ı: dı.;l•iskeni t 9 St iet~tietiEi c l ar k kullaoılabilir . 

Yukarıdaki kısl. tlc ..... ıa ma-crislerinin ilk i kisi tam ranklı ·o soıı 

ikisi i sr t~·n r:ınklı değildir . Her iki durumda d3. (3 . 2 . 29 ) ist-=ıtisti­

i nin gcçerlilit;;i kanı tlanrn•ık isten diP"inde kı sıtlama matrislerinin 

iki farklı durumu için hesaplnr 'lyrı ayrı yapılır . 

Eld1 ki veriler n~deniyle 

yıı 69 . 3 

yı2 70 . 3 

y?ı 84 . 8 
y = 80 . 5 y'-? 

( 3. 2 . 36) 

y 3ı 85 . 0 

y
3 

L 72 . fı 

ol r:'.k belirl~..nir . (3 . 2 . 31) bağıntısından: 
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6 2 2 2 3 3 

2 2 o o ı ı 

X' X= 2 o 2 o ı ı (3 . 2 . 37 ) 
2 o o 2 ı ı 

3 ı ı ı 3 o 
3 ı ı ı o 3 

ve 

0 . 0496 0 . 0165 0 . 0165 0 . 0165 0 . 0248 0 . 0248 

0 . 0165 0 . 3388 - 0 .1612 - 0 .1612 0 . 0083 0 . 0083 

G= (X ' XF-
0 . 0165 -0 .1612 0 . 3388 - 0 .1612 0 . 0083 0 . 0083 

0 . 0165 -0 .1612 - 0 .1612 0 . 3388 0 . 0083 0 . 0083 

0 . 0248 0 . 0083 0 . 0083 0 . 0083 O. l79l -0 .1543 

0 . 0248 0 . 0083 0 . 0083 0 . 0083 -0 .1543 0 .1791 

ol·ı.rak bulunur. 
..... 

~ en küçük kareler kestiricisi ise ( 3 . 2 . 38 ) 

-
Y •• 77 . 0834 
-
Yı . - y .. -7 . 2834 

" Y:2 . - Y .• 5 . 5666 
(3 . 2 . 39 ) p = 

Y3 . - Y. •• 1 . 7166 

y . 1- y .. 2 .6166 
- -y . 2- y . . -2 . 6164 

b içimindedir . [Graybill ( 1961~ Burc..da Y •• Yi. ve Y. j notasyonları ' 

kı sım 3. 3 te açıklandı . 

Kısıtlama matrislerinin tam ranklı olması durumunda 

o ı ı ı o o 

T o o o o ı ı 
(3 . 2 . 40 ) = 

o ı -1 o o o 
o ı o -1 o o 

ve 

0=r 
o 
o 
o 

(3 . 2 . 41) 

o L 
olc.ra.k belirlenir . C, vektörünün yapısı neden iyle TT- '(, = ~ kendi­

li['..:ndı:;n verçeklenir . Bu durumda : 
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-1 2~8 . 74 1188 .1253 .776435 

1253 . 776435 -1 238 .670694 

o 
o 

o 
o 

(TGT • ) - = o 
o 

o 
o 

1 . 333333333 -0 . 66666~7 

- 0 .66666$667 ı . 333 3 33)~3 

( 3. 2. 42 ) 
ve 

[ 

- 1248 .74111 

(fiiGM' ) - = 
1253 . 776435 

1253 . 776435] 

-1238 . 6706 94 

biçimindedir . Buna göre 
" - · _.. 

(MP) ı (MG M' ) CMJ3)= - 1 . 99799 E- 04 

(Tp ) • (TGT 1 ) - (Tp)- (r.rr) • (MGM' ) -(~ ) = 173 .963341 
1\ "' olarak cld8 edilir . (Y- XB) • (Y -xp ) çarpımı i se 

. " " (Y- Jq3) ' (Y- XJ3) = t15 . 54333356 

olarak bulunur . Serbestlik dcre~Gleri ise 

ve 

r =IZ (I-XC-X ' )= 6- tl . 0002 

= 1 . 9998 

~ 2 

k = İz Lxc-x • -X( QTx •x QT )- x•J = tı . ooo2 - 2.00 4 

(3 . 2. 43) 

( 3. 2. tl4 ) 

(3 . 2. 45 ) 

( 3. 2. 46 ) 

(3 . 2. 47) 

= 1 .9998 (3 . 2. 48 ) 

dir . ~ 2 

( 3. 2. !r4 ) - ( 3. 2. 48 ) ba,~ntıları n edeniyle (3 . 2. 29 ) t est istat istiği 

F = ı 73 . 963341 
45 . 54313376 . 

= 3. 82 

2 
2 

olarak bulunur . rx = 0 .05 alındığında F (2 . 2 ) c 19 
L- ~ 

(3 . 2. 49) 

oldugundan '::X ı = 1:: cx 3 yani yağlılık düz eyleri arasında fark ol-

madı ~ hipotPzi rcddedilemez . 

Şimdi kısı tlama ınatrisl erinin tam ranklı olmaması yani ( 3 . 2 . 34 ) 

ve ( 3. 2 . 35 ) duruml ını gözönüne alarak ( 3. 2. 29 ) t est istatist iğinin 

degerini arıyalım . 

\ 
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Bu durumda; 

o ı ı ı o o 
o o o o ı ı 

o T = o o O. ·' -ı -ı 
o ı -ı o o o (3 . 2 . 50) 

o ı o -ı o o 
o -ı o ı o o 

ve o 
o 

c= o 
o ( 3. 2. 51 ) 

o 
o 

dır . Bun~ göre de TT-(; = % kendiliğinden gerçekıenir . Bu durumda 

-1248 . 711 111 626 .8881772 

626 . 8881772 - 309 . 6676547 
-6?6 . 888178 

~T')~ o 
o 
o 

ve 

-1248 . 74ııı 

(MGM 1 ):. 626 . 8881772 

-626 .888178 

309 . 6676517 

o 
o 
o 

6?6 . 888ı772 

- 309 .6676547 

309 .6676547 

biçiminde belirlenir . Buradan da : 

- 626 . 8881772 o 

309 .6676547 o 
- 309 .667654 o 

o ı . 33 ... 
o -0 . 33 • .. 
o o. 33 ... 

- 626 . 888178 

309 .6676547 

-309667654 

" - " (r.rp ) 
1 

(MGM 1
) (fl'q3) = -1,99799 E- Ot, 

ve 

" - " A _ A 
(Tr )

1

(TGT ' ) ( T~) - ( ) ' (MGM 1 ) (Mp) = ı73 . 96334ı 
bulunur . Bu durumda da serbestlik dereceler i 

r= İz [r-x c- x ~J = 6 -~ . 0002 
=1 .9998 
.::. 2 

o 

o 
o 

o 

o 
o 

-0 . 3 3 . . . o . 3 3 . 

o. 33 . .. - o. )3. 

-0 . 33 ... 0 . 33 . 

(3 . 2. 52 ) 

(3 . 2 . 53) 

(3 . 2. 54 ) 

(3 . 2 . 55 ) 

( 3 . 2. 56 ) 
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·ve 

k = İz~C-X ' - X (QTX 'X QT )- X'] = 4. 0002- 2. 004 
•"V ., 

= 1 . 9998 = ~ 
olarak elde edilir . ( 3 . 2 . 46 ), (3 . 2 . 54 ), (3. 2 . 55 ) 

(3 . 2 . 57 ) 

(3 . 2 . 56 ) ll (.; 

( 3.2.57) bağıntıları n edeniyl e C3,. 2 . 29 ) t est istatistiği : 

F = 3 . 82 (3 . 2 . 58) 

Qlarru{ belirlenir . Bu sonucun (3 . 2 . 49 ) bnğıntısındaki değ~re eş it 

olması es a s en beklenil en bir sonuçtur . Çünkü önceden de söylendiği 

gibi bu durumda ortaya koyulan kısıtlama ve hipet ezin anlamı önce­

kinin t amamen aynısıdır . 
1 

Bu uygulnma ilc ( 3. 2 . 29 ) r astgel e değişkeninin ~n gen el durum-

da ge çerli bir t est istatistif i olduğu sayısal olarak da gerçcklenir . 
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J . J . VARYANS VE KOVARYlu"fS ANALİZ] VE DENEYSEL TASAHIM r~ODELJıERİ 

İÇIN UYGULAMASI 

TANIM ) . ) . 1 Y bir rastgele değişken ve x
1

.x2 , .. . , xk lar lı.erbi­

risi O veya 1 lorin herbirinden birine eşit olroı be. :ırısı z cegişken-

l er olsun . Eğer ~ı, 2 , . .. Pıc l:u- bilinmi.yen p::ı.r cunetreler ise bu 

taktirde Y= xıPı+ x2 2 + . .. +~k~+ e mode:i de bir l ineer mo-

deldir . GörüldU0"i.t gibi bu model genel olrıra.k : 

y . 'k t = ).l. + <X.i . + 
ı;ı . . • L J J ~k+ . . ·+ e · 'k t ı ;ı •. . 

biçiminde yazılabilir . Burada cxi,p j, 'j k . . . ülinmiyen par~Jn~:;trc-

l er ve c. 'k t l.cr birer r:ı.stge l t: de:t;,işkendirl er . I3öyl C' model-
ı ;ı . . . -

lere "DENEYSLL TASAlUM r ODEL1I~h İ " denir. [ G"" 1ybill (1961)] 

Deneysel tas-ırım modelleri : Tek-yönlü sınıflnm:ı,iki-yönlü sınfla­

ma 1 üç- yönlü sınıfla~u , . .. , N- yönlü sınıflam~ modelleri ol~~c ken­

di aralarında çe şi tl i tiple;re nyrılırl·ır . Burndn ;)(. , n., ~ı , . . . 
ı rJ c 

parametreler lcümesi ?özleme etki eden ç~ş itli etmenlerl e ilgili-

Ciirlc..r . Bu etmenlerin etkileşimli veya ctkileşim~iz oluşlarına gö­

t e yulcarıda nnılan modellerde kendi aralarında diğer buçka sınf­

l ama modelleri biçimine girerler . 

Di r ur aş tırmacının belirli bir sıvının soi:,'uınası üzerinde 

gözlem yaptıgını v·u-saydlım . Araştırmacının bu demeyinde : za:nruı , 

deney kabının (bchergl~ ss) kalınlığı ve d~ncy,ortamı gözlemi etki­

liyen e tmenler olacaktır . 

. I3<J.şka bir örnek ol·ı.rnk; bir dencmec inin belirli bir tiplcki 

pl astik kalıbının uznmm..sı üzerinde bir cröz l om yaptığını düşünelim . 

Bövle bir denemede : Zrunan,' çekme kuvı c ti ve.. ortamın sıcaklı,P. göz­

lım sonuçlarını etkileyen etmenler ohacuktır . 

Yukarıda verelen her iki örnokten de nnla~ıldığı gibi ; göz­

l em sonuçl u-ı ile gözl eıni etki1.~.ycn etmen etkıleı"'i c.r:ı.s:ı.ndn bir 

den eyoel tusarım modeli kUr-:w k mümkUndür . 

Gözlemleri etkileyen etmenler k•ı r~ı ı ı k] ı olarak birbirlerini 

f' tkilemezJ:erse ll<:' vtm '!1 nın:lıt nı)6ıı "0Ç-YÖN LÖ E'FtCTLEŞ.iMSİZ SINFLA­

r1A. " model ine gerckoinmı.!miz olacaktır"' . Bu c ~ınenln .... irı etleileri S'!bit 



etkilar ise, bu durumda model "sabit " etkili model olacaktır . 

Birinci örnekte ifade edildiği gib i; zaman, deney kabının kalın­

lıgı ve deney ortamı karşılıklı olarak birbi:.:lerini etkj_l emeycn 

etmenlerdir . İknici örnekteki etmenler için a e aynı durum SÖZ ko­

nusudur . 

TANIM 3 . 3. 2 . Üç- yönlü sınıflama modeli 

y. 'k lJ = ijk + eijk i=l , 2 , ... , a 

j=l,2, .. . ,b (3 . 3 . 1) 

k=l ' 2 ' . ~ . ' c 

olarak yaBılabilir . Burada, u .. k : y .. k gözlemine etki eden A et-
L,ıJ ıJ 

meninden i elemanının, B etmeninden j elemanının ve C etmeninden 

k elemanının kombinasyonL.ı.rının "gerçek "toplrun etkis idir . Eğer, bu 

gerçek toplum etki : tam A nın 

j -yinci etkisi olan p j, C nin 

bitinin toplamı ise bu durumda 

i-yinci .etkisi olan o< i , B nin 

k-yinci etkisi olan ~k V 8 ~ sa-

e ijk = e + ~i+Bj+ ~k olarak ya-
zılır . Böylece (3 . 3.1) modeli : 

y . . k = U+ CX. + p. + X + e. 'k 
ıJ L ı J ~ ıJ 

biçimini alır . [ Graybill (1961)., Scheffe (1959 ) ] 

( 3. 3. 2) 

TANIM 3. 3. 3 A,B,C et menleri etkileşimsiz ise (3 . 3 . 2) üç-yönlü 

sınıflama modeline üç- yönlü etkil eş imsiz sınıflama modeli dene­

cektir . Böyle bir model aşai~daki biçimde verilir . 

yijk =e+ ~i+~j+ ~+ eijk 

b 

L_ ~.=O 
j=ı J 

l 

a L. o<.= o, 
i=ı l 

(3 . 3 . 3) 

e .. krv IND (O, G I) . dır. e<. : i - yinci işlemin etkisi 
ıJ ı 

p j : j-yinci işl emin (blokun) etkisi ·ve ok : k-yıncı işlemin 
burada 

etkisidir . Eğer Dl. , B . , Ok etkileri s abit etkiler ise, bu tal(-
·ı ı- J 

tirde (3.3 . 3) modeline "Sabit etkili üç-yönlü etkileşimsiz sınıf-

lama modeli " denir . Buna göre : 

l) y. 'k 
ıJ 

normal dağ~lımlıdır ve (a . b . e) tane dağılım vardır . 

2) Bu (a .b.c) tane normal d~ğılımın ortal~aları ~+~i+ rj 
+ Ok biçiminde y'1zılabilir . Bu özelliL;e " ctkileşimsiz olma" 
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özelli ~i denir . 

lr.r . 

3)( . b . c) t ane kitlenin vary~sları birbirine e~ ittir . 

~)c .. k hataları birbirindGn ist~tistiks ~l olarnk bagımsızdır­
ıJ 

Aoaaıdn vere c eğimiz uygulama , böyle bir model üz Clrindc m' =91 
~ = <X. =- ·· ·-(.>(. 

kısı tl ·unaln.rı altında H : ' 1 - a ynni W 't = ~ biçiminde 
o ~ı= ~2 = ··· ~b 

bir hipo t Clz t Gstini kısım 3.1 e uygun olarak ver en bir çalışmndır . 

Buradn % : sıfır Vektörleri veya ~ı emnnlurının t ümü birden sıfır 

olon matrislClri göst ermekt t:.dir . '()ı = [ t' ) ~i ) ~ j ' ek J dir . 

Şimdi (3 . 3. 3) s abit etkili üç-yönlü etkileşimsiz sınıflama 

modelini rn:-ı.tris P"östcrimini kullonn.rnk Y = X ~ + e biçiminde: yn­

z~lım . Dur~ua Y : (abc)xl boyutlu bir vektör, X : ( abc)x( ~+b+C+l) 

boyutlu '- C'lem'"'..!llnrı sıfır ve birlerden olmş::m bilinanıerin bir 

matrini, D : ( tl+b+e+l )xl boyutlu bilinmeyen pnrametrel orin bir 
1 

vektörü. VG 0 : O ort ·tlama, C I ( b l ) varyansına s::ı.hip (n..rb+c+l) xl 
ll+ +C+ 

boyu tlu bir h::ıtu ı.ekt örudUr . Bu durumd~ mouelin açık bir biçimde 

y~zılı şı bi~ sonraki s~yf~d~ ~erilmiştir . 
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··ylll rı ı .. .. o ı o . . .. o ı o .... o - . 
t -u e lll L 

Y2ıı ı o ı o .. o ı o . ... o ı o .. .. o 
"" ~211 1 ' 1 

ı 
l . 

Yaıı ll o ... . . .. ı ı o . . . o ı o ... o ~ e all ı Z. 

Y121 ı ı o ... o o ı ... o ı o o 0 121 

:ml ı o ı .... o o ı . . . o ı o .. . o 722ı 
ı : ' 1 

' 
' ı 1 

Ya2ı ı o ... . . ı o ı ... o ı o ... o e 
1 

. a2ı 

1 -

' 1 

Yı bı ı ı o .. . o o ı ı o ... o 0ıbı 
lı 

Y2bı o ı . . . o o ı ı o . .. o OG'. 72bı t ' ' t a ' ı 

' ' '' 
Yabı ı o . .. . ' ı o ı ı o . . . o ~ E' ab ı 
Yıı 2 ı ı o . . . o ı o o ı o 13 eıı 2 (3 . 3. 4) 

~2ı 2 - ı o ı . .. o ı . ... o o ı .. . o , ı 
~2ı 2 ı ' ' + 

' ' 

Yal2 ı o . .... ~ı ı o o ı .. . o e 
aı2 

Yı22 ı ı o .. o o o o ı . ... o eı2 2 

Y222 ı o ı ... o o ı . .. o o ı . .. . o E ~222 t ' 
. 

ı ı ' 1 
1 . 1 

Ya22 ı o ....... . ı o ı ... o o ı .. o 0 e 
.1 1 '1.22 

1 1 
1 - - ı, • . 

e 1 

Yıb2 ı ı o ... o o ı o ı . .. o 
2 plbl 

Y2b2 ı o ı .. o o ı o ı . . . o e2b2 1 
'· 1 

1 ı : ı 
ı 1 

Yab2 ı ı o .. . . ı o ı o ı .... o e ; nb2 
ı . - ... - . . - .-. -
.;- ı ı o . .. o o ı o ı P.ıbc ı ı be 
Y2bc ı~ 

o ı . . . o o • 4 •• ı o .... ı ı e 
ı 

ı 
, 2bc 

d ı ' 1 li ! ı 

Y abc o ... . ' ı o ı o . .... ı ı :..(>nbcl .J ı Cj 
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Buradmı d·1 .crörüldü@:ü g ibi X ma tr isi ,Kronccker çarpımı yrırdJ mıyl "'. 

X - ( j ~ j bE4j , I t4 j ~ j , j ~ I b~ j , j ~jb&I ) ( "3 . 3. '5) 
<ı. c 'l b C a ca c 

biçiminde belirlenir . Bur:::ı.d'l A ~ B; A va B mc..trisl~rini.-n lö:onec-

ker çarpımını P"östermc.ktedir . (3 . J . 1) kısıtl[>..Jll::tl'll'ı ~ Ö =1 biçi-

minde yazilınca, rl = ~ olmak üzere : ~ 
ı l 

o ı ı ı . ... ı o o o o .... 

~ı 
1 o 

o<. 

o o o o . . . . o ı ı ı o . . . .. a - o (3 . 3 . 6 ) 
131 

-
() o o o . .. . o o o o ı ' o ... . 1 

~b 
ma tr is gösterimi cl d ..ı edilir . Burnd "! iii m~ıtrisi e, 

1 
1 

o j; ~ıxb ~ıxc ._ 9 cJ 

M 
o 16ıxn jb ~lxc ( 3. 3. 7) = 
o %ıxe ~ıxb j ~ 

bağıntı::nyla belirlenir . Durnda jk, el cmruıl'll'ı ı lerden oluş::ın 

kxl boyutlu bir vektörü göstermckt~dir . 
"" Bu durumdrı1 0 en iyi lineer kosti"~"icisi (3 .1 . 3) bağıntısına 

görr 
("L3 . 8) 

y::ı da 

i = [ (r-rıCr~:) x •x ( I - M- r1) J-x ·Y b'"~"';ıntı::nyla bulunur . Bur' da 

o o o 

f- ~ <:ı.xı ~ axı 

M - 95bxı j b 95bxı = 
b 

95cxı ,e5exı l e 
c 

ve 

o ~ıxa 95ıxb 951XC 

95 f'.Xl J '"l. 95 "tXb 95 '1 XC 
M-M = a 

,0'bxı ~bxa :!b ~bxc b 

95CX1 f6 cxrı ,0'cxc Jc 
c 
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olduğu hus'lpl~·ıl 'U' sonund8 e lde edil ir . Bura da Jlc = j k jk dır . 

Böyle c e ; 

ı yjıxa ,0ıxb ,0ıxc 

I = ,0axı I ,0axb ,0axc 
( ll+b+C+l) ınca 

,0bxl ,0bxa 1bxb I bxc 

! cxl ,0 cxa. %cxb I exe 

olduğunu h e s a ba k at arak 

ı ,0lxb ,0lx c 

,0 ( I J a 
axı Ei ~ ) _0axb ~"l.XC 

( 3 . 3 . 9 ) I - 1\1- M = 
,0 ri. (I - Jb) ri. 

bxl Pbxa b b P bxc 

d. d. d. (I Jc 
Pcxı Pcxn Pcxb c - c ) 

bul ur uz . ( 3 . 3 . 5 ) ve (3 . 3. 9) ba~ıntıla.rından : 

XOrf! = [ ja.tiaj b~j c ,(I a- ~e. ) ~ jb~jc' j a~(Ib ~b ) ~jc , j '\®jb®( Ic- ~ ) ] 

ba.o:-·ıntısı e ldL edilir . Bll.radon dn ( 3 . 3 . 8 ) d cki[x (I - M- f\1)]-m9.t risi : 

,j 1 jl) j c 
_;:ı. ® - ® n b c 

(I -ı- J ·' j c 
[ x cr-r.c Nu-= o.~) ® ~ ~ (3 . 3 . 10 ) b c 

j~ 
~ ( I - Jb ) ~ jc -'1 b o c 

j ~ j l) 
(I - Jc 

® - ~ ) a b c c 
ol arak bulunur . 

Şimdi , O nın ( 3 . 3 . 8 ) i l e b elirlen en en iyi l inE: er k es t i ri-

cis ini aşaeıd9.ki biç imde y-ız -ı biliriz 
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., 

y ... ı 

Yı . . y ... 

?2 .. y.'. 

Y:::ı. . . y . .. 

Y: . ı . y ... 
'V 

'i= (x(I- M-M )] Y 
y . 2. y to •• 

(3 . 3.11 ) = 
Y. b . Y ... 
Y . . ı Y ... 

l=·. 2 
y ... 

y • . c Y ••. 

bulun3!1 bu sonuç i l e . . 
f ' rx., , cx.ı , . .. , cxa ; ~ı, 2 , . .. ' rb'\ ,G2 , .. . ,Ge bilinme­

yen p'l.!'nıne trelcrin:ih klasik kes tiricilcri elde edilmiçt ir . Bura.dn 

ır:: ~ ~ - . ıf:::.tk . Yi · · = be · ı · l Y · 'k' y · J • =--- · l · y · jk ' ı= J= C= ıJ ~c ı= J= = ı 

ı f= ~ c - 1 2n 1 b c 
Y .. k= ab i=l j;ı i c=r Yijk ve Y. · • = Cbc i= ~=l ~=l Yijk 

dir . Ayrı en 

. · ~ . · ~ . ' abc be j ' a.cj ' b. ' Jn Jb Jc .,. b o. Jc 

I ~ . · ~. ' bej b ci cj~j ' . bj~.i ' 
X' = :ı. Jb Jc ve X'X = "1. .... a b .., c 

. · ~H ®. ' 
Ja. b ·1c acjb c j~&jb cc I b o.j b~ j ~ (3 . 3.12) 
. ' ®. ' ®I o.bj bj~®jb c.j '~ j n bi J o. Jb c c b c c J 

dir . I3un'l Gör e (3. 3. 9) vr (3. 3.12) den 

<.be %ı>~ %ıxb ~ıxc 

% Xl be( I- J.\ ) ~axb %L.XC a .. 
(3 . 3.1 3) 

C=O~ ' .\OM = J 
%bxı %bxa ac(Ib -.2.) ~bxc b 

~cxı %cxa. %cxb ub (I -
Jc 
c-) c 

l.. 

-ve c genelle~tirilmi~ invcrsi aşaLi-J.do.ki eibi elde. edil i r . 
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ı 
~ıx,.., ~ıxb ~ıxc cı be 

%3.Xı .ı_ (I - J , .. 
be u ~),0nxb ~axc 

c = ~bxı ~bxa 1 (I iP )~ (3 . 3 . 14) 
--ru;- b b bxc 

,0cxı ~cxa 
ı J ) ~ - (I _ _ c 

cxb ab c c 

ı ~ıxu ,0ıxb ~ıxc 
~ (I- Ja) 

,0rocb ~axc a u a 
X' XC = jb 

~bx:ı (I - !Lb) ~bxc b b b 

(3 . 3 .15) 

jc 
~cxo. ~cxa (I~ .:s_) 

bul c c 
ır. 

:Burad3Jl da . . 
'ı be bej ' 3.C j ı abj ' 

a. b c 
be j b ci c j j ' b . . 1 

a Cl a b Jn.J c 

ncjb cj j ' . '"I.C!b r.ı. j j ' 
x•xc x•x b :ı b c 

= 
( 3 . 3 . 16) 

abj bej ' n. j j ' abi c a c b c 

elde edilir . ja j b = jnQ jb u;ı itliği jo. ~·e jb vektörlerinin truıım­

ları nedeniyle daim~ gerçeklcnir . o h~ıue C m:ıtrisi x•x mntri­

sinin gcnellestirilmii L~~rsidir . Yani , 

x•x c x•x = x•x (3 . 3 . 17 ) 

dir . 

Şimdi de ; (3 . 3 . ~ ) modelinde (3 . 3 . 5 ) kısıtlo.mala.rı ,.ltınd-ı 

H : ~.1 = ~l-= · · - :: ~dhipotez ini. H V! O = ~ ma. tr i s formunda 
0 rı = • 2= · · · = rb ' 0 

yazdıktan sonra. test edelim . Burada H h ipotezinin W X- X = W 
o 

test edilebilirlik koşulu d~~'"l. önce elde etti ?imiz ifndcler 

yn.rdımıyla kol ayca ger çeklenir . Bu bagıntıdaki W ma. tr is i : 

~( ..... -ı)xı I - J ~ 
a-ı o.- ı ( a-ı }.ı{ b-ı ) 

ff = 
~ ~(b-ı)xı 

~(u-l)xl ~ ( n-ı )xc] 

(b-ı) x ( a-ı) Ib-ı - J b-ı ~(b-ı )(C 
(3 . 3 . 18 ) 
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biçiminde seçilirse ; H
0
hipotezinin mn.tris f ormu elde edilir. 

(3 . 3.9) m~trisi bir bn~ka formd~ aşağıd~i gibi yazılır . 

~ıx ( u-ı) ~ıxı ~ıx(b-ı) ~ıxı %ıxc l J'l.-ı -ja-ı ~( a.-ı)x(b-ı) ( a-ı)xıCia-ı - ----) % ( n-ı )xı% ( .ı-ı )xc a a 
ı 

ıxı - j ı a-ı (1- - ) a 
a 

(b-ı)xı %(b-ı)x(a-ı) %(b-ı)xı 

f6ıxı %ıx( a-ı) 

cxı %cx( a-ı) 

Dun,_ göre ; 

,ı&( a-ı)xı I 
n-ı 

%ıxı 

%cxı 

%ıx(b-ı) %ıxı %ıxc 

J j b-ı (I - -) - b-ı 
%( b-ı )xc' b-ı b b 

j ı 
- b-l 

(1- ı) 
b %ıxc 

b J 
%cx(b-ı) %cxı (I c-~) 

c 

~ ( a-ı ) x(b-ı ),0 ( a-ı )xı,0 ( a-ı )xc 
H=WQ = 

r.i y1(b-ı)xı y1(b-ı)x( o.-ı)~(b-ı) xı Ib-ı -jb-ı ,0( b-ı)x 
bulunur . Burada H = [ : } c AB • = f6 olduc\und:ın ıı- = (A- ; B-) biçiminde 

olac!.l.ktır . [ Grq,ybill (1969 )] . 

A = [ f6 (u-ı )xı I a-ı - j n-ı f6 ( -ı-ı )x ( b-ı) f6 (-ı-ı ) xı f6 (n-ı) xc] 

ve 

B = ~(b-ı ) xı f6 (b-ı )x( n-ı ) f6 (b-ı )xı 1b-ı - jb-ı f6 (b-ı )xc] 

dersek : rnnk (A)= a-ı , rank (B)= b-ı oldu~dan (1 . ) . 6)bavıntısının 

4 .ne gör e A = A ı (AA ' )-ı v e B- = n ı (BD · )-ı olacaktır . O hal de : 

A = A ı ( I +J )-ı= 
'l-ı 'l.-ı 

,0ıx( a-ı) 
I 
a-ı 

-J ı 
a-ı 

,0 (b-ı) X ( 9.-ı) 
,0 
ıx(a-ı) 

%cx( a-ı ) 

( I •r )-ı 
a-1. 'a-ı 

·.-



elde edilir . Buradan da 

,0ıx( a-ı) 
(I +J )-ı 

a-ı a-ı 

-j (I +J )-ı 
a-ı a-ı a-ı 

A = %(b-ı )x( a-ı) 
,0ıx(a-ı) 

L,0cx(a-ı) 
.J 

'i2 

.0ı x( b-ı ) 

.0( :ı-ı)x(b-ı) 

.0ıx ( b-ı ) 
(I b-ı+Jb-ı )-ı 

-jb' (Ib +Jb )-ı 
-ı -ı -ı 

,0 
L cx(b-ı) 

bulunur . Buna gör e H- aşağıdaki biçimde bel i rlenir . 

., 
,0ıx( a-ı) ,0ıx(b-ı) 

(I J ) -ı 
a-ı+ u-ı ,0ıx(b-ı ) 

-. ' (I +J ) -ı Ja-ı u-ı a-ı ,0ıx(b-ı) 
- ,0' -ı H = (Ib-ı+Jb-ı) (b-ı)x( a-ı) 

,0ıx(n.-ı) -jb (Ib +Jb )-ı 
-ı -ı -ı 

.0cx( '1-ı) .0cx(b-ı ) 
Bur:.da (I +J )-ı = I 

a-ı a-ı a-ı 
- Ja-1 

u 
ve H 

dır. [ Graybill ( 1969 ) , 

dört koşullu g-inver slerdir . Albert (1972) ]·Ayrıca A-, B-

Böylece bizim için gerekli olan H-H matrisi aşab~daki gibi 

belirlenir . 

~ıxı 
.0 ( 1-ı )xı 

.0( b-ı)xı 

,0ıxı 

,0~ı.::ı 

,0ıx( a-ı) 
( J 

I - a-ı) 
a-ı ­a 

j 1 • 

- a-ı 

a 

,0(b-ı)x(a-ı) 
,0' 
ıx(~-ı) 

,0CX( 'J.- l ) 

j 
- a-ı 

3. 
a-ı 

a 

,0(a-ı)x(b-ı) 

,0ıx(b-ı) 
J ,0' I -b-ı 

(b-ı)xı b-ı ~ 

.0ıxı 

,0cxı 

-jb-ı 
b 

,0cx (b-ı) 

~ıxı ,0ıxc 

,0ıxı 
j - b-ı 

b 

b - ı 

b 
,0cxı 

,0ıxc 

.0 (o-ı )xc 

$6ıxc 

,0cxc 

( 3. 3.19 ) 
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(3 . 3. 9 ) ve (3 . 3 . lg) b~~ıntılarından: 
., 

~x(a-ı) ~ıxı %ıx(b-ı) %ıxı %ıxc i 
~ ~ ,0 X} ~ c6 ( a-ı ) xı ( n-ı)x(~-ı) c~-ı)xı(~-ı)x(b-ı)\n-ı)xı'c~-ı ) xı 

%ıxı %ıx(a-ı) %ıxı %ıx(b-ı) %ıxı ~ıxc 
I-M-M- H-II = %( ) ~L, · )%r \..1. ~.ft.. .,,Jr. ,\ %( ) %b b-ı xı , • - J ; ,. , a-ı ') - :.,u.IJ-·:.J ; u--!1"\u-..ı.; b-ı xı -ıxc 

%ıxı %ıx(a-) %ıxı %ıx(b-) %ıxı ~ıxc 
~cxı %cx( a-) %cxı %cx(b-) %cxı ( Ic~~C ) 

elde edilir . (3 . 3. 20) 

P =X(I-M-M- H- H) i fadesini hesaplıyubilmemiz için ( 3. 3. 20 )ba­

tıntısını aşağıdaki biçimde yazmamız gerekir . Şöyleki; 

r ı %ıxa %ıxb %ıxc 

I - M- M-H-H = ~nxı %axo. %ruc'Ö ,0a.xc 

%bxı %bxa ~bxb ,0bxc 

~cxı %cxo. %cxb 
J (I - _.9. 

c c 

dır . ( 3 . 3. 5) v (3 . 3. 21 ) bağıntılarından 

ol '1r~k bulunur . Bu takdirde, 

% .x( abc ) 

,0'bx('1.bc) 

ı j~ jl~ J c 

l 

-::-·® - ~(I- ) 
L '"• b C C _J 

(3 . 3 . 21 ) 

) ı 
.... 

Jc J - ) 
c 

( a.bc )x( ı:t+b+c+ı) 

biçiminde elde edili:c . (3 . 1 .13) baınntısı nedeniyle (3 . 3. 4 ) nedelin-

dı ( 3. 3 . 6) vey~ H : \l ~ = % hipotezi al tındn. D nın en iyi li-o"' 
ne~r kes tiricüıi : O = P-Y bağıntısıyla erilir . O hnldr. o 



r 

dir . 

y ... 

o 

o 
o 

·~4 

y .. ı - y ... 

Y .. 2 - Y . • • 

Y: .. c - Y: ... 

( 3. 3. 22 ) 

( 3 . 3 . tl ) modelinde M ~ = % line er pa.r'1metrik kı sı tlamalurı 
'lltındn W O =% hipotczi için test istatistigi, (3 . 2.10) ba6J.ntı­
sınn. gör e 

F = (3 . 3. 23 ) 
Y ' (I-XC-X ' ) Y r 

biçiminde olacaktır . C= (\{ 'X Qa olduf;unda : XC- X ' = XOM (XQM )-

vc XC X' C X ' = XC- X' oldut.:u kısım 3.1 . d o gösterilmişti . Bu 

n edenle Y ' (XC-X ' - PP-)Y (r) ve Y ' (I - XC- X' )Y (k ) 

d::tftılımlurınrı snhiptir . (XC-X ' - PP-) (I- XC- X ' )= % olduğundon 

(3. ) . 23) r~st~clc d(gişkeninin r,k sarbestlik dLr eccl i F-d'l~lı­

mına b '1.hip olduğu kmıtlanır . Bunada ,r=İz(XC-X '-PP-)=R(XC-X ' -PP-) 

ve le = İz(I-XC-X ' )= R(I - XC- X ' ) dır . Bunı · gör e 1 

[
J Jb J J Jb J J J b J 

XC X ' = 2 0 - ® _s. + (I - _2:) ® - ® ~ + ~ Q (I - - ) ~ ....2,. 
'l b c '1. t b c .:ı b b c 

J :ı Jb J J 
+-=~-~(I- cc) 

a. b c 
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olarak belirlenir . O ho.ld 

İz(XC-X ' -PP-)= İz(XC-X ' )- İz(PP-) 

= :::ı.-ı b+c- 2-c = a+b-2 

ve r= a+b- 2 dir diger taraftan 

iz(I-XC-X ' ) = ~bc-n-b-c+2 y~i, k= nbc- a- b-c+2 bulunur . 

sonuç olarak : 
H : c:xl = cxı =- · · • -:: ı..::x a 

o Pı = ~2~ ··· = b Hipotezini t est için lcritik bölge : 

Y' (XC-X ' -PP-)Y 

Y' (I-XC- X' )Y 

o~ i tsizliği ile belirlenir . 
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3. 4 . KOVARYANS ANALİZİ İÇİN DENEYSEL TASARIM MODELİ 

.cl.ş::ı.gıdaki deneysel tasarım modelini g özönüne alnlım . 

i= ı, 2 , ... , a 

j = 1 , 2 , ... , b (3 . 4 .1) 

k= 1 , 2 , ..• , o 

Du model matris formunda aş::ı.gıd~i biçimde belirlebir. 

Y·uı 

y'lbı 

y ıı 2 

y 
,ı 22 

Y.,'>,., 
ı • c. 

1 

Yıb2 

y 
ab2 

' Yıbc j 
y'lbC 

·-

l 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 
ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 

ı 
L 

l L .. 0 

o ı . .. o 
' 

' o . .. . ·1 

ı .. . . o 

o ı ... o 
' ' 

' o . . .. 'ı 

ı o ... o 

o ı ... o 
' 
' 

o . .. :ı 

ı o ... o 
' ' 

o ... ' . ı 

ı o . .. o 
' 

' 
o . . . ' ı 

ı o ... o 

o .. . ı 

ı o . . . o 
' 

' ' o . . . . 'ı 

ı o .... o 

ı o .... o 

ı o ... . o 

o ı .... o 

o ı .... o 

o 1 .... o 

o. . . . . . ı 

o ..... ı 

o. . . . . . ı 

ı . . . . . . o 

ı ..... o 

o ı .... o 
ı 

o ı ..... o 

o . . . . . ı 
ı 

ı 

o. . . . . ı 

o. . . . . . ı 

o. . . . . . ı 

C<. 
1 

<.:X.. 
ı'2... 

.J 

X 
ııı 

X 
ı2ıı 

ı 
X 
aıı 

X 
ı2ı 

X 
ı 22ı 

ı 
X 

, n.2ı 

ı 

X 
ı bı 

X 
ı 2bı 

1 
X 

n. bı 

X 
1 112 

ı 

X 
aı2 

X 
' ı22 

X 
1 1b2 

ı 

xab2 

X 
, ıbc 

e 
ııı 

e 
ı 2ıı 

: 
e 
a.ıı 

e 
ı 2ı 

e 
.22ı 

c 
a2ı 

1 

e 
ı bı 

c 
ı 2bı 

~ a b ı 

c 
·112 

ı 

e 
::ı.ı 2 

c 
· ı22 

1 
e 
ın22 

ı 

e 
ııb2 

ı 

c 
ınb2 

e 
ı b e 

ı 

c b '-n c~ 



fı, 7 

" . '' . ı Lo de li Y -
X =C~ : B) v e 

+ c ........ tris formundu cJzılı ı ında: 

Cr': ( . içininde dü,ı"nül· 1 ilir. Burada G 
- ı 

bir p r a a,re B' 
' = xij } ı V( C.' 

atri i i se , C 3. . ı) .............. ı ı ndan 

~ = (ja~ jb~jc,j a~~b&jc) 
biçi i nde bclirü'~ir tu tak~.,jrde mo cl ; 

y = C : r) [~J ->e 

) ad n Y = I. + 9B + e 

olclrclk .)'a ... ı l...ıLilir . 11ode lin ya nsından 
l'ıuı tlaınaları r = 0' ; 0) olma'. üzere 

ifade edilebili r . 
Burada ; 

~ın 

il "i 

6 =0 

r.ı 
! 

= u lındı rı ında dl= 

( 3 . ' . -:>) 

(:; . L . 3) 
ele ' cx -o c\"T ·= O 

. z....:::. ' /...!J 
.ısı tı.. ...... ..ı. ı i le 

o 

o 

o 

0ıxo jb 0 

c). 4 . 11-) 

biçiı irle ol cu tır . U nin t,erielleAtiriluıis inversi 

-' 

oldu5unuan o . 
ı 

0uxı 
I- ~-ı J = 

0b;a. 

o 

o 

ve JCtı= 

0ıxa 
j 

cl 

o 

0ı'Ca 0ı t:b 
J 

(I - ~) 
l cl 0axb 

Jb 
0b 1(0. (I --

b b 

0ıxu 0ı "'{b 

1 
0uvı 1 

1 

) 1 0b,..ı 

ı ı 

o 
c 3 . '~ . 5) 

0c:. :ı 
0bxı 

o 

( ) o,, . 6) 



Dur nda; 

o o o ~xa ~xb ı ~X ı %ı xb 
., 

%a.xı 
J J 

% .... xb n % n= % I - a ) ·M- '1.Xı - 3.Xb ı.xı ( 'l. -
'1 M '1. 

j b 
~c 

%bxı %bxa J~ 
Jb 

%bxı %bxa (I - -) 
b 

b b 

( 3 . ~ . 7) 

dır . M O = % kı sı tlrunası ı:ıl tında O nın ı:..n iyi lineer kestiricisi : 
(V 

( 3 . ı . ' ) bağıntısın'J. gör e ; O = G-Y ile verilir . [ H 'lll um vo 

I3oullimn ve Odell (1973 )] . 

Bur.:ı.da ; 
ı %ıxa .0ıxb o 

J 
a 

,0cJ.Xb %r.xl (I - - ) 
'l :ı. 

G =X(I - !IC M) = (A . I3) ,0axı 

-~\x::ı (Ib- ~) 
h 

.0bxı 

o %ıX'1 %ıxb ı J 

( 3 . 4 . 8 ) . 

yani, 

G = [ A (I - r1- M ) ; B J = (W B) ol ur . 

Cl e in (1964 ) ' c göre : 

G- = l ~'~ ~~~~~ ~ ] 
dir . Dur ada; Z = D-+ (I-D-D) (K B ' W' W- ) ( I - BD- ) , 

D= (I - '""N-) D, 

K= ~+( 1-D- D)13 •w•vrB (I - D-D)] 
- l 

(3, 4. 9) 

dır va W r.ıutrisi d ı.ha önce yrızıldığı tji bidir . Böylec e ; 

( 3 . 4 . lO) 
,... 
G = ZY 

olur . Yani; 

"<: = VI- (Y- B G) 

ol .!.rUk yazılır . 

[ 

J J b J - a c 
1"{\,!J = - ~ -0-

'1 b c 

J Jb J J J b J ] 
+(I - 2)~ ~ + ...i! ~(I- - ) ~ cc 

'1 a b c o. b b 
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oldugundan 

Z = [(I-'.'.'W-) B]-= [n ' (I -WW-) B J-[B ' (I -Vı'-)J 
dır . 

Bunrı göre 

ı z = - ---b--t------ - (x -x .. ı; x2 -x .. 1; ... x -x .. 1; · ııı ıı aıı - ~ - 2 
. ·L.- (x .. k-x .. k) 
ı=ı J=ı =ı ıJ 

- - - - -x 2 -x . . ı; x22 -x .. ı; ... ; x 2 -x .. ı; .. . ; x2b -x .. ı; ... ;x b -x .. ı; 
ı ı ı n ı _ ı a ı 

xıı2-x .. 2; x2ı2-x .. 2; ... ;xaı2-x .. 2 ;xı22-x . . 2;x?22-x .. 2;; ... ; 

x:ı22-x . . 2j ••• ;xıb2-x .. 2;x2b2--.X .. 2; ... ;xa.b2-x .. 2;. '.' ;xibc-x .. c; 
- -

x2bc-x .. c; .·· ;xftbc-x .. c (3 . 4 . 11) 

.c ~ L ~ v . . k x .. k b c (y .. k ) (x .. k ) 
~ i=ı J=ı ~ı ıJ ıJ - a k=ı 
G- ZY c (3 . 4 .12 ) 

f= f= ~ (x .. k -x .. k)
2 

ı=ı ı=ı E ıJ 
elde edilir . Öt\. ymdan V!- B sır'J.sıyln. 

-',1 y = 

. ' 0 ~ . 
J 1/r:• Jb/b Jc/c 

J · ı ~ . 
(I - __ r )~ Jr /b J ' c/c 

'l 

Y ... 

Yı .. - Y •.• 

Y.ı .. - Y ... 

? .o. - Y. . . 
Y. . ı - Y. . . -ve w B= 
Y. • 2 - Y. . . 
Y .. c -Y .. -j 

olurnk yazılır . 

y 

X ••• 

Xı . . - x ... 

x . ı . - x ... 
X. b . - x. . 
x. . ı - x. . . 
x. . 2 - X. . . 
x .. c - x .. . 

(3 . 4 .13 ) 

(3 . 4 .14 ) 
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Böylece : 

ro. ) 

B 

r 
( \) 

cX:.· 
1 

h) 

cx. 
' 2 

- rJ -
Y ••• - G (X •• , ) 

Yı . . y ... 
rV 

(Xı .. x .. . ) - - G -
,...., 

(X2 .. Y2 . . - y . •• - G x ... ) 
1 

,, 
ri.J 

d.' ~ 

(., 
..... --

- y ... -
I'V -

G (Xa . • - ·X ... ) 
'V -

- Y .•• - G (X . ı . X ••. ) 

• 1 

~\ 

Ya .. 

Y . ı . 

y. 2 . 
, .. 

- Y ... - G (X . 2. - x .. . ) (3 . 4 . 15 ) 
B 
l. 

ı, 

1 

Y.b. 
y .. ı 

Y ... - ·G (x.b. x ... ) 
.. ,) -

- Y ••• - G (X •• ı - X • • • ) 
"V ' V 

8 Y .. c Y... G (X .. c x ... ) 
' b-

bulunur . Bunlar ise, klasik kestiriınlere uygundur . [ Gr aybill 

s: 386) J 
Şimdide ; 

(1961) t 

.. ·- - ~G - ] =~ yani M X = .0 kısıtlaması ve o:,= CX.f ... = 0 a. 
(M : )6) - H : 

o ~ı= f32= · .. =~b 
hipotezi altında G ve G nın kestiriWerini bul, lım. 

W= 
,ef (a-ı)xı 

,ef(b-ı)xı 

1a-ı -j a-ı ,0'( a-ı)(b-ı),0'(a-ı)xı%(a-ı)xıı 

,0( b-ı)x( a-ı),0~-ı)xı1b-ı -jb-ı ,ef(b-ı)xı 
olmak üzere :ı hipetesini V/ 6 = ,0 biçiminde yazo.bilirir . Kısım _, 

o 
3 .1 ve(3 . 3 .18) bağıntısına göre : 

( 3. 4 . 16) 

elde edilir. Buradan da önceki bilgilerimize dayanarak; 

H = 

-"'ıx(a-ı) 
( I J ) -ı 

a-ı + a-ı 

j ' (I +J ) -ı 
a-ı a-ı rı-ı 

,0 
(b-ı)x(a-ı ) 

-"'ıx(a-ı) 
,0' 
ıx(a-ı) 

,0ıx(b-ı) 

-"'ca-ı)x(b-ı) 

-"'ıx(b-ı) 
( I b-ı+Jb-ı) 

-ı 

. ı (I J ) -ı 
Jb-ı b-ı+ b-ı ı 

,ef~x(b-ı) 1 
~ 



., ~ 

o l·rr::ı.k bulunur . Böyl Gce ·- . 
-· 

o .0ıxa ,e5ıxb o 

,e5 axı (I- Ja ) ,e5'3.Xb ,e5axı '1. -a 
H-H = ,e5bxı ,e5bxa (I - Jb ) ,e5bxı (3 . 4.17 ) b b 

o ,e5ıxa .0ıxb o 

elde edilir . (3 . tl . 6 ) ve (3 . tl . l7) b':le:ıntılarından 

ı · ,e5ıxa ,e5ıxb o 

,e5 ::ı.xı ,0-ıxn. ,e5'1Xb 
ı ,e5rı.xı 

,e5bxı ,e5bxa ,e5bxb 
1 

,e5bxı 
I - M-M- H- H = ( 3. 4 .18) -- - - ı - -o ,e5ıxn. ,e5ıxb ı J 

olduğu görülür . Buradruı dn görüldüğü gibi 

1 

G = (ll. · B ) o . 
(3. 4 .19) 

,e5ıx(::t+b+ı ) 1 ı 

y'lni G = o [A (I -i~- W - I{_- ~) B 1 olarak bulunur . Bur'1.dn ; 
.J 

Vf =. A (I -M- r.'ı - H- H ) yazılırsq, : 
o t . l. t 'C. 

G = (W ; B ) o o ı 

VG 

(3 . 4. 20 ) 

elde edilir . B un n. göre 
N 

c = '"1 
- (I - B z ) y 

\i o o 
'V 

G = z y 
o o 

y .aıi 
fV 'v 
C, = H- (Y-B G ) o o 

olur . Bur·ıda ; 

Z
0
= [ ( I - 1./

0 
"'~) B]-= [ B ' (I-V/

0 
W~ ) B-~ [n' (I -W0W~ )] ( 3 . 4 .21) 
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olarak b elirlenir . Buna göre 

z ı 

o ~Ct= 
(x - i ... ;x2 -i . . . ; ... x 2 -i ... ; 

- 2 ııı ıı ı ı 

i=ı j=ı k=ı 
( x .. k- x . .. ) 

ıJ 

-
x22ı - x ' · ' ; . . . . ' x 21- i ... ; ... ;x b - i . . . ; . .. ;x b - i . .. ) a ı c a c 

dır . O h alde 

'V 

a b c 
L .L.) Yijk xijk- abc 
i=ı j=ı 1c;ı 

X ... y ... 

G =Z Y= ----------------------------------0 o ~ _Q_ c 

i=ı ~ ~=ı ( 
- 2 

X . . k- X ... ) lJ 

buluruz . öt e yandan ; 

rr 
o 

( I-B Z )Y = W o o Y- W B G 
o 

olarak verildiğind on : 

w y = 
o 

c 
o 

W0 Y = A (I-M- M - H-H) - Y 

= (j ®jb®j ~ ~ )- y c. c ( abc )xa (abc)xb 

. , ®. ' ® . , 
J a/ a Jb/b J c/c y .. . 

~ax( abc) 
o 

~bx( abc) y = o 

o 

Y .. . - G X ... 
o 

o 

o 

o 

( 3. 4. 22) 

(3 . 4. 23) 

(3 . 4. 2! ) 

elde edilir . Bu kestirimier in de klasik k est i rimler e uygunluğu 

l{olayca görülür . 

Ş imdi; 

XC-X ' = 

Ve böyl ece de ; 

X(X OM)- olduğunu düşüner ek 

l .. V . (I.-.B Z )l 
X [ A(OM); B _= (A: B) 

'l 
_j 

( 3. 4. 25 ) 
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XC- X' ::::: AW- (I - EZ) + BZ 

::::: AW-- AVI- BZ + BZ 

= l.W- + (I- /W - ) BZ 

= • w- + z-z 
== Aw- + ~ · ez z•)-z 
= ·,J\V- + c z' z ). -z' z 

:::::W\V + • b - [ ı ı tb c g__t; . ~ ~= ( ı· ·ı,.-"A •• lc)2 Lı. -ı ?J'-ı -ı ( ~ı· J' lr.- X .. ı,.)2 
ı=ı J=ı ,..=ı J - - - -· 

- l 
. f:=_1Lc J i=ı ~i ~'"=ı ( Y ijlc- · · l-;: ) 

2 Z ' Z 

(3 . 4 . 26) 

elde edilir . Burada : r 
1~VJ- = 'h'V! - ol dusundan z = ı (I-1.71 -) PJ- v e Z- =(I-\'VI-)B dir . 

ayrıcu ; -

PP- = P(.P ' P)-P ' = .A l(I-IıC~~-II-lf)X' X(I - lCH- H- II) J X ' 

= X [xC I-!ı-..:. ,-II-l-1)] -
= X G; w- (I ·B ~ )l 
= u;ı ) .~ . . ~ · · ·· · ] 
= ::10- (I-l~Z ) + p,z 

o o 

= /lt, {- - H w; BZ0 + _BZ0 o 

= 1~vı; + (I-ı:~;) .BZO 

= i . W~ + (J -'ı.o.'~ )B zo 

= .ı~\ . + ~.- zo 1 o 

= 1 + Z~(Z0Z0)-Z0 . ·o 

= D.~ +( Z~ Z0 )- z~ Z
0 

oluri.l ~ bul unur . BurcJ.dan dc.ı PP- a.a uğıdc..lld. Li"bi yazılubilir· . 



ı -----
- 2 x ... ) 

a b c 2 L. ~- ~ -. L..- (x . . k- X ••• ) 
ı=ı J=ı C=ı ı J 

a b c -1 
~ ~ L. 2] 
L- L-- k (xı. J.k - X.·· ) 2oı 2 o 

I.=ı J=ı =ı 

yani L b c 

dır . Böylece ; 
J 

xc-x ı - PP-= (I - ~ ) ® 
a a 

. ~L (x .. k - x ... ) 2z ı z 
ı=ı J=ı ·~ ıJ o o 

J 
c 
c 

( 3. 4 . 27 ) 

+ 

+ C ~ · Çe - 2 ~- ~ ~c - 2 . ~ (X . . k- X .. k) Z ı Z - L. L..- (X . . k- X ... ) Z ı Z 
ı=ı J =ı =ı ıJ ı=ı J=ı =ı ıJ o o 

\e 

olarak gösterilir . 

Şimdi; H hipot ez i altında karelerin toplamı 
o 

O = Y ı ~ X C- X ı - PP- -~ Y 
' ı ~ ~ 

[ 
Jb J J J J Jb J J Jb J 

=Y ı Ia® ® c a ® I ® --2. -~ ~ - ® ~- ~ ® - ~ ~ + b c+a b c a b c a b c , 

>~ ~ L ( x . .k- x .. k ) 
2 

z ı z - f= f.- ~ ( x. . k - x . . . ) 2z ızc.]Y ı=ı J=ı K=l ıJ ı=ı J=ı ~ı ıJ O ' 

=Y ı r 
J Jb J J Jb J J ~ JL_ ~ 2 

(I ~)® - ® ~ + 2: ® (I - -) ®. ~ Y+G4-- L ~ (x .. k-X •• k ) 
a a b c a b b c ı=ı J =ı k=ı ı J 

- rV 2 A- lL k 2 
- Q 4- 4- (X . . k - X ... ) ( 3 • 4 • 2 8 ) 

o ı=ı J=ı =ı ıJ 

dır . Ve hataların kare l eri toplumı 

Qo = Y ı [ (I- XC- X ' ) J y 

J J J J J J J J 
I ® ...!2.® ~- 2: ® Ib~ 

c 2:~-..E.®~ y =Y ı [ I - - + 
cı. be a b c a c a b c 

f'=_ b c 
. C > (x .. k- X .. k)

2 
ı=ı J=ı K:ı ı J 

a b 
=L_~ 
i=ı ]=ı 

c 2 J 

k
l (y . . k) -Y ' (I - 2 
=ı ıJ ~ a 

J J J J 
) ® ~ ® - ~ ·J I -Y ' (~ ® I ® --2. )y 

b c ~ h c 
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n. b c -- -- ~ - 2 
L,._ ~- '-- (x. 'k - X • . k ) 
ı=ı J=ı k=ı ıJ 

(3.L1 . 29 ) 

olr~ak bulunur . Dieer tar~ftan : (XC-X ' -PP-) ve I -XC-X' matrisleri 

idempotentirlcr . İddianın do~ulu aşa&~dn.ki biçimde kanıtlqnır . 

Şöylcki : 
(XC- X' -PP-) (XC- X' - PP-)=XC-X'XC-X ' -XC-X'PP--PP-XC-X ' +PP-

eşitlil inde XC-X ' XC- X' =XC-X ' oldugu yani XC- X' ma trisinin 

id(mpo t en tlif" i kısım 3.1 do erös t erilmişti. Die,er taraftan r.CM(H-II) 

= f6 oldu&ru gözönüne alınırsa 

, P = X(I- riCM- !CH) 

=X [ (I -!ıCM ) (I - H-H) J 
biçirninde yazıln.1Jilir . Bun~ gör e 

XC-X ' PP-= X(C ' C)-C'X' X (I-r>Cr,ıı) (I-H-H) P 

=XC- (I - M- M). X' X(I- M- M)( I -H-R) P­

= XC-CP-

dır . ÇUnkU : 

p- = p ı (pp ı ) -

= (I-M-M-H-H) X 1 (PP •) 

ve. 

(I -ICH)P- . (I-lC H)(I-r.CM - H-H)X ' (PP ' )-

= p­
ui~. Diğer tarnftan ; 

C = (I - M- M) X' X(I - M-M) 

= ~~ X(I- M- M) r ( X(I - M-M ) ] 

C- ::: (XOM)- [ (XOM ) 1 J-
c 

oldu düşünüldüğünde 

XC- CP- = X( XOr.t)- [ (XOM)' J- (XOr~ ) ' (XOM)P- j • 

= X(X0Mf f (XOM) (X'\ı)-l' XOl\('-

= X(XQr~)- (XOM) (XC' N)­

= X(Xor7)- (XOM)P-

elclc edilir . Durada. : 
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xc- ep- = x( r-~ı-r~T) ( YC'M ) - ( xn;.
1
) P­

= ( YOH) P-

= /"( I-i~l-M) p-

= .A(I- l.i- M)(I-ICH) P­

= pp-

bulunur . B;·yıcce - c-_, ı pp- = pp- eşitli[,inin doGrul Pu k -=ı.nıtla­

rıır . l:·ı .rad ' .. n da C C- ' . 1 - PP- ) rıntrisinin ideınnotent oldu u sonu-

cune: vr•rılır • .,:,_, Ilalde; 

I:( ~c- ' -PP- ) = Iz( '0- . ' _pp- ) v e ncr -xc-;.: ı ) :X İz( I - w-xı ) 
o 9 

l t 1 1 b . 1 . B . . ·ı c. t 1 d '"' . o~tı=--ın ı o.rı yil.zı ':l ı ır . una ,r~ r e - - • - 8- r ns /">c c e;.,ııı -

2 ı 
l'"c:ni , "ı ~ r ·m2 . 1 . ~ nedeniyle o ı v e s 2 serbc>Gtlilc der e c e li bir 

P-dnt~ılır.tınr'. s.::ı1ıi r1tir . 

Vnryans ~ .r .... llizi ( A.IOV \) ta~loou aşo.ğıdnld biç irHle ve rilir . 

ı. yn r:öre 
dü~oltiımi:; 

--scr5cs=tn::ıc---
n~ r•'Cl· nl 

--- ·--~~~~-- - --- t- -----:~-------
Gene l 1onlam 8ı+82 

-------------- ---------------

~~~~~:~~~~~~~~~~~!~~~~;~~~ 
Qı ~ı/ 8ı 

-------------- --------------
Q Qo/ 8 2 

o --------- ----~-- -----~-

-------------- ~-------------

Böyl cc :ı0 hinotczini t e st e t mek i ç in l::ri til: bö l r;e : 

-~! • -~~ > F ( s ı o2 ) 
/ 1- '( , ,, 8 

o ı 

eşitsizliği ile belirlenir . 



DÖLÜM-IV 

KESTİEİLE~mz KISITLAMALARA BA~LI NOR~~L DENKLEMLER 

l. 
(J_ • 1 . 1) tt odelinde c. A...• N (O, O In) olmak üzere 1.~ =fl kı sı tl:ına-

sı altında nın en iyi lineer kestirioisi (3 . 1 . 4 ) il c verilir . Bu 

kı sı tlrunada t\,:ı-.0 alındı~;ında kısı-tlamalara kestirilemez kı sı tl'"lmal:ır 

denir . 

4 . 1 KESTİRİLErılEZ KISITLAIV~LARA BAG LI NORMAL DENKLEMLER İN 

ÇÖZÜMÜ 
2 

(1 . 1 .1) Modelinde c 'v N(O, G I ) normııllik vursayımı altındn 
n 

rı~3 = ~ kcstirilcmez po.rrunetrik kı sı tlrunaların:ı bağlı olarak 

X' xp = X ' Y norın~ü denklemlerinin çözümü Ger iF- ve Gallant ( 1975) 

ele ele nlındı . 
' ı 

Onların çalı şmasında, kestirilc.memedcn dolayı~X =JM ola-

cak biçimde sıfırdem f·ı.rklı 0 \e f vektörlerinin vur olmıy<ıca · ı 

söylendikten uonrn MP ~ ~ kısıtlamalarının kestirilcmez olması 

kOQUluyla C-~ (0~ X' XOM)- mntr isinin X' X in genclleştirilmiq in­

\ersi olduğu aşagıdnki t eor emle veril di . 

1 ı 

TEORE."\1 4 . l . l Eğer X = }' ~~ olcccl: bi çi .,de sıfır o.L:nny~n · 

\J ve J> vektörleri yoksn bu tı:tktirdc (Or(C ' X Qrll ) - matrisi (X ' X) 

g~nrll_;tirilmi~ invcroidir. 

KAN IT LJ\J,J\ : 

T = ~-I-
,95 

olsun . T singüler 

nı dJ.r . ~hdcmki X 

hipotez n edeniyl 

O huldc 

- XM- ve Z= [x~r~ı = i [- ~-] (4 . 1 . 1) 

I M _ M 

olm.Ldıt::,"l.ndruı Z ~~ ~~] matrislcrinin r'lnkları ay­

.,~~~ M nin cn.tırl 'lrıyln gul'ilcn line L~r uzaylar 

ayrıktır . 

R ~~_] = R(X ) + R(M) (4 . 1 . 2 ) 
ı M · ı 

olarak vaznrız . xo 
1 

vr; r~ nin S\'tırl~TJ ta.rrı fınd·ın gerilen lineer 

uz !!yl ·•r ortegonal oldujjundruı R (Z) = n ( X0nl') +R (n ) dir . Böyl "' C G r~ınk 

C'<(\ ~ ) = ranlc (X) bul unur . 
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1t
1
ademlci , ( XQ1 .. 1) nin sütunları Y in sütunlar:ı..nın lineer kombinas­

yonlarıdırlur v e ilci matrisin rankları eşittir , o h e.lde XQM== XS 

olacQk şekilde sinu~ler ol mayan bir S matrisi mevcuttur . Böyl&ce ; 

X ' X ( Orr~'" ' XQ1 ~ ) -X ' X = srı s , ,~ , X() (Q .x • vo )-Q X ' XSS-ı 
ı •l • .o.. .., tM rr .. 'hi !,' -

= S rı QHX ' XQM ( ((MX ' XQM ) - QM.A ' XQ~_qS-ı 
= s'Tı0MX ' XQMS-ı 
..._~~ 

:c ı x 

bulunur . Buradan dn , te ore rni n vnrsayırrıl o.rı al tında (QMX ' .. ~Q:i-1 ) ­

nıntrisinin x•x in renelleştirilrniş inversi oldu(;u kanıtlnnır . 

Buna ,.ör e ; Bö l iirn III de s ö?.ii geçen r.ip = '1 kıoı tlımn.ı=undalci 'l. vek­

törünıln sı fırn Cf1it .alınrnusı durumundu e rv N(O , GI ) nor:nallik 
n 

vars ayımı altında (1 . 1 . 1) mod~lindcn MP == ~ ve ~p = v kısıtla-

mo.ların.'ı. b cı() ı olaı·nk oı~tnya konc.cak ( 3 . 2 . 10) ru r:ı t e,e l <" de :?'i şke­

ninin be lirtc~c~i t est istutisti~i; C- = (QM: ' XQH ) -= (X' X)- ol mn-

sı nedeniyle. 

(Y- XICv ) ' [ -_ ( ~ ' X ) -X '-PP-] 1 (Y-X!.Cv ) 
l)= s 

yu da 
----------------------------,------y ı CI .... :~ (":{ ' X ) -x • ] Y 

(Y- TI1-v) ' [x(X' X)-X'-PP-]( Y-XH-v) _ ~-
F== -------- ------ -------------- ---

(Y- XlCv ) '[I -.-X( X ' X)-X ' ) ( Y- XJCv) t 

biçiminde olacaktır . Burada s == İz [r-X( X' X) -x ı] v e 

İz rx(X' X)- X'-PP-1 = t dir . 
.... -

( 4 . 1 . 3) 

IJ- yi hesaplumak , ( ;{ ' X ) - yi hesaplamaya göre oldulcç cı. 
- . ı 

ı::üçtür . Bu neden:ıe (1 . 1 . 1) modelinde e i"'\J N(O , G In) normallilc 

varsayımı ve IA.f3 == '/) , \.'f3 = v kı sı tlarn.nları a l tırıda ( 3., 2.,10D t e st 

istatistiğinin kolayca he onnl ~nabileceği ~örülür • ., 
• 

~imdi (1 . 1 . 1) mode linde erv1!( 0 , GV)normallik varsayım a l -

tında Hl3 = rj) ke stirilerrı.e z lineer parametrilc kısıtlamaları'la 

bağlı olar ak X ' V-ıXl3 = xı v-ıy norrn.al denklem1erinin çözümü nrob-
• 1 

1 ernini e le alalım . Burndo. , X: nxp mntrisi isteksel ranlclı ve V 

lcovo.ryans !Tl~trisi sinıüler de(;,ildir . Bu durumda : 
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1 = '~Qr :< 1 .J-ıx oM l- m:.ıtri~ inin (X 1 v-ı X) · ~in genolleçt'irilıni" invcr­

'n= rlx'v-ı ci olduC,unu göstcrcbilirsck, o taktirde görürüz ki : Y, 
1 

normal clcnklemlt.::rin lıir çözUmüdtir . 
ı ı 

V m~trisi pozitifde:finit oldubrundan V-ı= V- 2 V- 2 olru·c..k . ı 

yazılabil ir . Iluracl~ v- 2 r.mtrisine v-ı mr tr is 'inin· karekökü denir . 

Şöyleki; pozitif.semi- definit V matrisini g özönüne olc.lım . T mntrisi 

ıçnğıduki g ibi köoegenleştirilsin 

T 1 V T = 1\ ( ~ . 1 . '1 ) 

Uurudn T ortngonal bir rrntristir . n2 
= V ol:ın herh::ı.n~ühir lJ matri­

n in~; V mntrisiuin kurckökU denir . Açık ole.rak, T/\7 ~ ~ bir karc-
ı 

' rök olacaktır . Durada; 1\1. köşegen elemruılnrı lcarşılıkl::1. ol~ak 

1\ l{öşegcn mo tri'"'inin köçegen elemanlarının karekökü olrı..'1 bir kö­

f'egem m:ı tristir . V l"l'"' trininin genelle ~ tirilrr.iş inVC'rGi v- olsun . 

Bu t· kt ird V- = T / \ T 1 ol .rc.k yazılabilir . 13uroda, f\~ matrisi : 

nı fır olmuyc..n elcın.'till<.ırı 1' nın sıfır olınay~ köşegen elemmlnrının 
tersinden i sıfır elemanları 1 /\ nın sıfır köqP.g~n elemanlurınd::m 

1cm"f'll1 k lı olnruk olusan bir köşegen mntristir . Bu t~ktirdP 
ı ı 

(V- .,...) ~ T ( / )'2 T 1 ( •ıo.trinidc V- matrioinin kurakökü olucaktır .Böy-
lece ı 

( ~ ) - = 

ı 

= T(/\) 2 T 1 

ı ı 

ycıni 1 ( V-) " = (V.,.,.)_ e.iitliğini buluruz . 1 pozitif d finit ol-

du(rund t 
ı ı 

V 2' = T /' ~ T 1 

ı 

2 = 
ı ,--

Tl 2 T 1 o l~rak bulunt~ . 

L Kı·eijgor .. ,c Neudt:ıckcr (197 r) J 

Şineli aşağıdeki tcorami ıcrebiliriz . 
ı' 

' --TEOREM 4 . 1 . , . Eğer ()V ~ X = _p' M olo.co.k b içimde sıfır olm:ıyan 

: , J •ek türleri yoksa.; o zr.ı.man : 

( 0r 
in verGidir . 

1 1
1 

X Q11J - matrisi '{ 1 v-ı X nin genelleçtirilmi.i' 
1'1 
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K lll U Th/illTA 

ı I ' - v-!1./ 2 x:rvı- ~ fv-ı/ 2 ı 

r.ı 1 
..ı.. = - - -

ı 
. - - . - - .1 ve 

ı v-ıl 2xo · ·ı 
j H 

z = ı-- -.. ı = 
ı ! 

ı . 
T 1 · - - -i 

i 
ı 

I ' M 
·-

( 4 . 1 . 5 ) 
lıv_-_ı_l_2_x_r ] 

ol sun. T s ingül er olmrtdığınC. 'l.n Z v e nin ranklorı ay-
/ '"' ~ r: -

nı dır . T.ia demki , v-ı c X ve ; : nin o·1tJ rl['rJ.yl ı ·c J.~iıon li ne> c.. ı' 

uza.yln.r hi '10tL z ~edeniyl e ı:ı.yrılctırlar . O h'Ll<lc : 

H : :~~~::_ı ~ H(V-ı/ 2;c) + H(!,,) 

/ M ..ı 
y::ı~ılır . v-ı 2::o,. ve !.1 nin satırl o.rı tnra.fından geril en l inGe r 

J. 

u zaylar ort of10n<' l oldu~nnd!'ln R( Z) = \( v-ı1 2xcıM ) + RUn dir . 

B0yl e c , R(v-ı/2 xoM) :~ı n (v-ıi ?:C) bulunur . !ITade ı ıki , ( V-ı/2xoM) 

n i n oütunları) v-ı/ 2~= nin st.itunlarının lineer kombinasyçmları-

dırlar ve i ki motri s in runlcl oı ı eı;ittj r . O ho.lrle ; v-ı/2 X ('\ 
J; ''1~ = 

V-ı/ 2 - b d . b . -~. ol::ıG::ııc içirıı-l sin 1.:1er olrıır.vrı.n ir U ''1,:.tri:ü vnrdı_· . 

BC.iylE:ce: 

X' v-ıxc QrıX ' ·v- -ıxc M) -x, v-ıx= 
u, -ıu, X' v-ı/ 2v-ıl 2x( , 1M~= ' v-ı.x:Qıvr ) - x , v-ı/2v-ı/ 2~:uu~ı 

u 1 -ıp 1 }: ':!-~/ 2v-ı/ ?xQM( QMX' v-ıxQM) - QMX ' v-ı/2~JU-ı 

<ıi~X ' v-ı/ 2 v-ı/2XQM 

= U 1 -ıQ X' v-ı/ 2y-ı/2XO ( C ~ ' v-ıXO ) - o v ı v-ı/ 2y-ı/2~T, JT-ı n ·11 ·vr- M ·J~JI.. .\. M~ 

=? , -ı:Mx' ~-ı/ 2v-ıl 2xnrvP,-ı ( 4 . ı . 7 ) 

x ı v-ı/2 ~x 
=X ' v-ıl2v-ıl2x 

- · ~ v-ı ~-
- . .t\. 

e l de oclilir . o lıa.ldo , f3= n x r v-ıy nor mal dcnkl cml trin ç ö ­

z.limUdür . 
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(ı . ı . 1 ) Genel linGer modelinin isteksel rmıklı \e e h a t u 'v8k­

tönlrıün O ortalama ve V singüler kovaryans m trisli bir normal da ­

rrı lıma sAhip olması duru.ııundn; Mp =f1 . kısıtlamasına hnğlı olarak , 

i3 için elde cd :ilen en iyi lineer kıJst iri c inin 

~ - -
j3 =M ll +(Aı+A2 ) (Y-Xrı7 rı_) (4 . 1 . 8 ) 

b~ >:ın tı sıyla ·crildit.:-i bilinmektedir . [Hall um, Lewis, ve Doulion 

( 1 J71 )] Burn.dn 

A = ( cLx • v- xn ) - x • v-
ı Nr. r1 

'.O 

A2 = [~'\r'{ ' (I - VV) XQM X • (I- VV-)~­
dır . Bundan başka : 

• 1 

Ko' ( p ) = (Qiı?< ' v- X~'\:ı)-

biçimindedir . 

( l1 . l . J ) 

(4 . 1 . 10 ) 

(4 . 1 . 11 ) 

Şimdi, Mp - ~ kestirilmcz lineer parametr ik lnsı tl"'.!Oü.l .,ı söz 

konusu oltlu{J.tındn. (1 . 1 . 1 ) gen t! l linec~r r:ı.odoli Uzerine- koyul.m '{lk~:­

rıdaki vursnyımlar altında; (nr.f 1 V-X0M)- mt1 tr i sinin X' ıFx nin gen•J l ­

leç tir ilm iş in ver si oldu[;unu 6ÖD t erer ek yuk~ıdaki bağıntılar ın 

A = (A: ' v- x)- x • v­
ı 

A2 = [o1(X ' (I-VV )X oMJ-.< , (I- VV-) 

,.,~ - -
Kov ( f; ) = (X ı V X) 

ı 

biçiminde yazılabilcccgi göstı~rilir . 

(4 .1 .12) 

( . 1 . 13) 

( 11 . 1 . 11) 

ı . 
Eğer lS'( v 2)- X- f 'M ol~c 'l.k biçimd8 sıfır olma.v·ın 

u vı y c. k !.ör l eri yoks::ı. bu taktir de ( Or(C{ V-X OM)- ma tr is ~ :;:. ' V- .. X . ı n~n 
&en~... llt.!ştiri.lmiş in vcrsidir . Dur:ıd·ı; ( V '7 f mı~ tr isi daha öncıJ 

tn.rııml~uıdı J C 

ı ı 

( V 2 )- ( V 2 )- = V olduğu oöylcndi. 

KAN IT L!\.!IIA 

I 

T = .. . .... . . . . .. . . . . .... .... . =T 
1.~ 0 : . I 

1(! z = 

olar nk ht-lirlc nd ikten sonr:-ı Tc orcm 4 .1 . 1 . 1L"l k·ını tlamasındnki 
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ı ı 

yolu izleyerek : ( V 2 )- X OM = ( V 2 )- X K olacak biçimde singüler 

olmayan bir K matrisinin varlığını ortaya koyarız . Böylece ; 
ı ı 

X ' V- X(o _ _x ı vX0 ) - X , V-X=K' 1 K ' KX ' (V 2) - X(Q _ _x ı V- XO ) - X , ( V ~)-( V 2)-XKK-ı 
~ - M ~- M 

ı ı ı ı 

=K
1 1K ' X ' ( V 2 ) ~ ( V 2)-XOM(QMX ' V-X0r

1
) - 0rl ' (V 2) - .(V 2)~ ~~~ı 

ı ı 

ofvf'{ ' (V 2) - ( V2 ) -XQM ( ı . ı . 16) 
ı ı ı 

= K1 1 OMX ' ( V 2)- ( V 2) - XOM ( OMX ' V-XCI M)-OMX ' (V 2)- X0r!-ı 
ı ı 

= Kl 1 o _x ı ( V 2) - ('V 2 )- X0 _K-ı 
~... ıvr- • ,__~_,r____.-

= X' V X 

elde ederiz . Bu s onuç ( oNiX ' \'-X0r:,) - ma tr isinin X ' V- X nin genelleşti­

rilmiş inversi ~ldugu kıntlanır . 

'l. 

Şimdi (1 .1 .1) gen el lineer m"delindc e; rvı~(O, G v) normallik 

varsayımı altında MP =% kcstirilemez lineer pqrametrik kısıtlamala­

rına bağl ı kalarak V kıı varyans m~ıtrisinin ningüler olmaması durumun­

dş (QMX 1 v- 1
X0M) - matrisinin X 1 v-ıx matrisinin genellE:ştirilmiş in-

ı . 

vcrsi oldu~u, modeli küresel hatalara sahip bir model~ dönüştürdük­

t en sonra Teorem 4 .1 . 1 . i esas alarak göst er elim . Yani bu dururnda da 

~ =fl X' V-ıy nin normal denklemlerin bir çözümü oldugunu yeniden 

elde edelim . 

V poz itif defiriit olduğundan (l . l . l) lineer modelinin P ' P=V-ı 

ol ·ıcak biçimde s eçilen singüler olmayan bir · P dönüşüm matrisiyle 

küresel rastgele hata vektörüne sahip 

py = p + P e 

modeline dönüotürüldüğünü kısım l . 4 ' de gösterdik . 

Du yeni modelde : 

y* = PY , x* =PX ve c* = P e 

J ar <.dönüşüm modeli : 

~ 
+ e 

(4 . 1.17) 

( 4 . l.l8) 
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biçiminde y'lzılır . ( 4 .1 . 18) model inde M = '\.. kı sı tlamn.l!.lrına bağ'lı 

olarak bulun~ r nın en iyi linee r kestiricisi, (3 . 1 . 4 ) nedeniyle 
"v 

j{ = c* (x>f<, y*_ 

* b içiminde y~zılır . Burnd~ C = 

(4 . 1 . 19) 

(4 . 1 . ?0) 
dır . 

1 * _, 
TEOREM 4 • 1 . 4 , Ef'er 0 X = J M olucnk b içimde O olmay~ 0 ve f v&k-

törleri yoksa bu t~tirdc 

dir . 

KANITLJ\MA 

c* n~trisi x* • x* m~trisinin genelleştirilmiç invcrsi-

I 

ı o 
ı 

* ve Z =. -~ ~M-l =T" r- -X: ,( • . 1. 21) 

_ M 1 
1 

M ı 
olsun . T" bingüler olmadıijından z" va r-X-lnin rnnı:l=ı :~ynıdır . 
Ma demki, x* v e M nin sutırl·ı.rıyl 'l gcrilWn lineer· uz ·.yl 1.r hi pot e z 

n e deniyle ayrıktırl~, o h~ldc 

rx* ı * 
1 M 

R ----J = R(X ) + R (\1) (4 . 1 . 22 ) 

hn.ğın tısını yaz~ız . x* rın e M nin s·ı tırLı:rı t'1r~fındtm gerilen 

linee r uzn.yl~r cırtogon'l.l. oldui,rund~ R(z*)= R(x*oM) +R( M) dir . 

Böylc cl; R(X* OM )= R(X*) bulunur . Ma demki, (X* 0r) nin sütunlrı.rı x* 

ın sütUnlarının lineer kombinasyonlnrıdırl ..r vr iki mnt ris in r~k­

lrırı c~şittir . 0 halde x* C)l\l = x* s* ol'l.co.k biçimde s ingUler olma.ym 

b ir s* mntrisi v-ırdır . Böyl e ce; 
~1 . -1 

x*· x*(0 . ~*· x* oM )-x*· x* = s*' s~x*· x*co x*• x* n )-x*· x* f* s* 
~- - t m M - l 

= s*· s~x*·x*o (0 ~*·x*o ) -o_~~x~s* sn 
ı1 rr· M M"-

- ı - ı 
= s*• O-~*· /C*Q (o ~o )-o~*· x~o s* 

M"- M ~ J\. M ~~r- M 
- 1 - 1 ı. 

= s*' cı .x* ı x* o s* 
~r - M 

= x*·x* (4 . 1 . 23 ) 

olur . 



uradmı da görüldüğü gibi (()M x*·x* nM)- m'J.trisinin x*• x* nin genel­

eştir ilmiş invcrsi olduğu sonucu çık~ . Yani; 

(oM X' P ' PX QM) - = (O~~ · V-ıX QM)- m~trisi X' P ' PX =X ' V-ı X m~t­

isinin genell eştirilmi~ inversidir . Böylece t eoremin doğrulubTU 

ruıı tl3Jlır . 

Gen el olarak, V kovaryans matrisinin singüler olması yani po­

itif semi-definit olması durumunda; eğer V nin sütun uzayı X i 

ht iv~ ederse , bu taktirde 

r'v• (I-VV- ) ifadesi 

X = Vlp y~zılabilir . Bunu gör e 

(W- ) ' = VV- = (V- ) ' V' e~itliği nedeniyle 

1 ı ( -) . -~·V ' I - VV = ~·v · [ r- ( v-) • v•] 

= l\)'[ v• -V ' ( v- ) • v• J 
= o 

-- .. ----

lur . Böyl ece (4 . 1 . 10) b~8ıntısının sıfıra eşit oldu~ sonucu elde 

dilir . Du durumda (4 .1 .18) rn iyi lineer kcstiricisi : 

N 
= M- ıı +Aı (Y-XlıC fL) = M-l'l + (X ' V-XfX ' V-(Y- XM-r'L.) 

içimine air br . Burada M? = ~ ~lındıiında r = AıY elde edilir . 

u · d~ Teorem 4 .1 . 3 o gör~ : 

~ - - -r = (X ' V X) X' V olarık belirlenir . 

Şimdi yukarıda verdiğimiz t enremlerin en gen el hali olan Teorem 

~ . 1 . 3 ün geçerliliğini göster ecc~iz . 

~ . 2 . UYGULAMA 

Yij=~ +Cc:..İ + fj + eij i=ı,2, j=ı,2 iki-yön'!_ü etkileş imsiz 

eınıflamamndclini gözönüne alalım . Böyle bir model için gen el açık­

lama kısım 3. 3 de verildi. Bu model W = T + c matris formunda 

ışan.daki gibi yazılabilir . 

B .-
yıı ı ı o ı o (; 

0<..1 
ı ı 

vı2 ı ı o o ı eı 2 cx., + (4 . 2 . 1) o '-

y2ı ı o ı ı }3ı e2ı 

.Y22 ı o ı o ı ~21 l e22 l .. 
BurFtda e rv N(O, G I) biçiminde bir normal dağılıma sahiptir . 
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(4 . 2.1) mod li 

r ~ o o o 
ı o o 

o o ı o ( 4 . c:. . 2 . ) 

o o o ı 

ı l ı ı ı 

matrisini kullru1s.rak ~W= 'f' T~ + ~c formundaki başka bir moch l e 

dönüştürlilürs e yeni model: .-

r: ot yıı o o o ı ı o ı ı o o o 

yı 2 ı o o ı ı o o ı ~ o ı o o 
(X + 

y2ı -o o ı o ı o ı ı oJ 1 
o () ı o 

~ 
y22 o o o ı ı o ı· o ı @ o o o 1 

lyıı+Yı2+Y2ı+Y22 ı ı ı ı 2 L ı ı ı ı 

L .J i.. l 
(4 . 2 . 3) 

ol arak eıdC'l edilir . Bu modGl 

Y :~\'1 , X='fiT VG f. = yJ 6 (4 . 2. 4) 

lmak ko~uluyla Y = Xj3 + E f ormunda. ya~ı labilir . 

Durnda 

dır . 

v< t ) = 1 < E s' ) 
= I (~ c c' \j-' ') 
=\yi F ~ee' ) ~~ 

L 

= c y; lf' 
I ( t ) =\VE( e ) = O 

(4. 2. 5) 

(4 . 2 . 6 ) 

'L 
V denirs ı:. [rvN(O, O V) ol arak yazılır . Buna göre 

ı o o o ı 

o ı o o ı 

V= o o ı o ı 
(4 . 2 . 7 ) 

,_ 
o o o ı ı 

ı ı ı ı 4 

ı 

c 
ı ı 

"-12 

0 2ı 

c22 

biçiminde bir m Lt ristir . V matrisinin sinPÜl er oldur·u det erminantının 

sırıra eşit ol~ası nedeniyl e hernon söyl en ebilir . 
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O haldc'4 . 2 . »Model i singüler kovaryans matrisli bir lineer modGldir . 

Şimdi (4 . 2 . 3) ' modelindt-.:_~--.; = 
c-ı ı 

O vr:., rf . = O kı eı tırunaları yani 
- J 

ı 

o 

ı 

o 

l ineer parametrik 

o o 

ı 

OJ '=>~ 
1 r:l~ ı = 
. ~;. 

kısıtlamaları altında 

o 

iyi lineer kcstiricisini arıyalım . 

(4 . 2 . 8 ) 

rJ 

parametre vekt örünün ~ en 

rv 
(t . l . 8) nedeniyle p aşağıdaki biçirnd( belirlen ir . 

f\J r = (Aı+ A2) Y (4 . 2 . 9 ) 

Bur rı da Aı ve A
2 

~ 4 . 1 . 9 ) 'C ( 4 .1 . 10) bat.~ıntılarında verildiği gibi­

dir . 

V matrisinin karakteristik (e igen ) defrcrl eri 1;1;1;5;0 olduğun-

d un (4 . 1 . 4 ) baj~ıntısına Böre V matrisini 
r 

ı o o o o ı 
ı 

ı o ı o o o 
T 'VT o o ı o o biçiminde köşcgenleştiren ort o-

= 
ı o o o 5 o gonul T matrisi : 

ı o o o o ı o .....j ... 
r-

ı ? o ı ı 

\/12 v6' V20' V§'-

ı ı ı ı ı - -
vi2" '16' f 2' Va f §' 

(4 . 2 . 10 ) 

T :: 1 
ı ı ı ı ı - -

ı \112 'J6 '12 '[20 '[5 

_ı_ o o ı ı -
~12 \[20 '[5' ı 

ı o o o 4 _.ı_ ı 
'- m ~5-

olarak belirlenir . 

D ölüm I V e göre 

r 
ı o o o o 

ı o ı o o o 
(V .,-)- = T 

ı o o ı o o T ' (4 . 2 . 11) 

ı ı o o o o 
~ 5 ' 

o o o o o _j 
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oldu&lll1dan 

f-2- + ı ) (.=.Lt- ı ) (.::L-t ı ) (2 + _ı -) 
ı2 ı o 120' ı2 ıo~2o' ı2 ı o~ 20' ı2 ı o -o' 

r-3 ı , { 9 ı ) ~., ) -+ 
12 lO ~20' 'ı2 10\120 1 

(_:l_.,.. ı ) (..:l..-t- ı ) 
ı2 ıo~m ı2 ı o ~2o 

( J)-= (..:L -f ı ) (ı + ı ) 
12 10 ~20 1 12 10~20' 

(2-+ ı )(.:L+_ı _) 
12 ıo~2Q1 12 10 ~20' 

4 --
o\120 

4 ---

__ 4 ~ 

ı o \]:O 

16 

10~ 201 

( 4 . 2 .12 ) 

ol ·ırak bulunur . ( 1. 2 . 1} bai!ıntılarından ikincisi ( 4 . 2 . 12) nc.d~niyl ~ 

4 4 4 

10 ~20 
-

10 20 ıo ~2ö' 

ı ı o ı o 
ı ı o o ı 

X =~JT = ı o ı ı o (4 . 2 . 13) 

ı o ı o ı 

4 2 2 2' 2 
olarak belirlenir. (4 . 2 . 12 ) ve ( 4 . 2 . ı3) bnğıntılarınd~ 

2 (- 6 -+ ı ) (-6 ı ) ( 6 . ı ) (~ + · ı -)l - -+ _ ..,.. 
~ 20' 12 ~20' 12 ~20' 12 h:o ' 12 ~ö' 

2 (- 6 1- ı ) (-6 ı ) (-6 ı ) (- 6 + ı - ) - - + - +-
~ 20'. 12 ~20' 12 ~ 12 '{2ö' 12 ~20 ' 

ı _ ?_ ( ..::..§__ ~ ı ) (- 6- + ı ) (-6- + ı . ~ (:L + ı ) ! (0f'{ 
20' 20' 12 \ I.?O' 12 \j 20 i ı·2 ,rio' ı2 

)1 l _ _g_ (-=L+ ı ) (- 6 + --=- ) (:.§_ + _!__) (--L + ı 
1 ~20 ' 12 ~;-()' 12 ~ 20 12 f20' ı2 'i20 ' ı 

~ 
1- lL 4 4 4 4 ! 

L{;")' 
ı 

\1 20
1 

\1 20
1 \f20' m' 

bulunur. (4 . 2 . 14) 
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( 4 . 2 . 8 ) ba~ıntısına görG 

M~ [ ~ ~ ~ ~ ~] ( 4 o 2 ol 5 ) 

olarak yazılır . ( 4 . 2 .14 ) ',•e ( 4 . 2 .15) bağıntılarındaki de gerler gbz-
, ı - 1 -

önüne alındığında () ( V ) X= j ~1 ola cak biçimde sıfır olmay'1.!l cJ v~?f 

vekt örlerinin bulunamıya.cağı gör ülür. -o h alde Teorem 4 . ı . 3 ün hi pot e­

z i gcr çeklenir . 
ı 

(~ . 2 . 14 ) bafıntısındP~ 

s onra X' V- X hcsaplanırs~ : 

Transpoz alınarak X 1 ( V 2 ) - bulunduktan 

4 2 2 2 2 

'< • v-x 2 2 o ı ı 
= (4 . 2 .16) 2 o 2 ı ı 

2 ı ı - 2 o 
L ? ı ı o 2 

ma tr isi elde edilir . (4 . 2. 15) ma. tr isinin g- in V( rsi he aplanırsa 

o o 
0 . 5 o 

-
M = 0 . 5 o ( tj . 2 .17 ) 

o 0 . 5 

o 0 . 5 

bulunur . Buna gör e ı o o o ' o 
4 

o 0 . 25 -0 . 25 o o 
o - 0 . 25 0 . .._5 o o 
o o o 0 . 25 - 0 . 25 

o o o - 0 . 25 0 . 25 

iır . (4 . 2 .16) ve (4 . 2 .18) bağıntılarından (4 . 2 .18) 

(4 . 2 .19 ) 

~ağıntısı gerçeklcnir . Döyleco C matrisinin X ' V-X nin e- in , er sr, 

)ldub~ k'1.11ıtla.nar~k Tcor em 4 .1 . 3 do ' ulanır . 



cyrıc:1 

0 . 76 -v. 24 

- 0 . 24 0 . 76 

V~ - 0 . .: -0 . 24 

- 0 . 2tJ - 0 . 24 

L o. 011 0 . 04 
ol dutundan 

VV-= 

L 
ve 

0 . 8 

- 0 . 2 

- 0 . 2 

- 0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

- o. 211 

- 0 . 24 

0 . 76 

- 0 . 24 

0 . 04 

- 0 . 2 

0 . 8 

-0 . 2 

- 0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 
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- 0 . 211 

- 0 . 24 

- 0 . 24 

0 . 76 

0 . 04 

- 0 . 2 

- 0 . 2 

0 . 8 

- 0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

0 . 2 

-0 . 2 - 0 . 2 -0 . 2 

0 . 01 

0 . 01) 
., 

0 . 01 (Ll • 2 .2Q ) 

0 . 04 

0 . 16 

-0 . 2 0 . 2 

·- 0 . 2 0 . 2 

- 0 . 2 0 . ~ (4 . 2 . 21) 

0 . 8 0 . 2 
" 

0 . 2 0 . 8 

0 . 2 - 0 . 2 

0 . 2 - 0 . 2 

0 . 2 -0 . 2 

0 . 2 - 0 . 2 
(4 . 2 . 22 ) 

-0 . 2 0 . 2 

olarak belirl~nir . ( ~ . 2 . 11) ve (4 . 2 . ~,) ba~ıntılarının gözönüne alın-
' 1 

mrısıyla 

'\ ' (I- VV-)=~ (4 . 2 . 23) 
\e (4 . 1 . 10) bngıntısı nedoniyl t de A2= O bulunur . 

• 1 1 

'V 

O haldı (tl . ;> . 9) bo.gıntısıyla verilen en iyi lineer kes tiricisi 

= ·Aı y 

= (X 1 V- X)- X 1 V- Y 

olarak yazılır . 
( 4 . 2 . ?4) 



DÖ LÜT'Il- V 
T/\.M R/\.NKLI OLMAYJ\N SADİT MODEL 

5 . l . TAM RAN""ı<:LI OLMAYAN SABİT MODEL İÇİN HİPOTEZ TESTLEHİ 

(1 .1 .1) modeli; Tanım (1 . 3. 1) de ifade olunuuL~ biçimde tam rank­

lı olm<.:iyan bir model olsun ve w böyle bir modeli göstersin . Bu durum-

da X ma tr isi ve R vektörü sırn.sıyla X : nx J =(X ~ X ) e n ı : lxp = r- ı 2 r 
1 ı 

(. :,j)pihi parçalnnsın . Durnd=. X matr i si ; ruca lorutlu, x
2 

matrisi 
ı 1 

nx( p- ı ) boyutlu bilinenl c rin hiror r.l t matrü:idirl er . ~ : ıxa boyutlu 

0 : ıx(p- 'l. ) boyutlu kestirilccek parametre v ktörleridirl er . Bilin-

' di6i gibi bu taktirde, V' ıodc li için el e edil en p =X ı Y nor rıal denk-

lemleri f3 için tck bir çözilin verm( z . S-ıdce8·, U = LfJ biçiminde m tane 

line~r kestirilc bilir f ,.nksiyonl; ... t ek de! c rı .. ulaşıl1r . Ynni 

Pı' r 2' ' . . , f3p p:lraınctrclerin böyle fonksiyonla.rındA. 1H = L kO"'Ulu 

s=ı.p:l-ındığınd<ı için bir t k dcprc ulaşılır . Burı.da; S= x ı x,G=S 

li= GS ve H m::ı.trisi ideı;ıpotentdir . Ayrıca L matrisi : mxp boyutlu ve 

isteksel rw.klı bilinenlcrin·bir mn.trisidir . U vektörü is e;, : mxı bo­

yutlu bilinrnlerin bir vektörüdür . 

Du açıklamal~r altındn, w ~odGli ve 

n e d en i yle : 

- U hipotezi v~sayımı 
o 

n - q 
( ~ . 1 . 1) 

g 

r as t gele değişkeni; TPorcm 3 . 1 . 4 . nedPniyl c g ve n - q serbest lik dere ­

celi r d~ğılı~ına ~·L~iptir . Burada; n - q = İz ( I-XX-) ve q=R( XA-) 

-=İz (XGL ' ) (LGL ' )- (LGX ' ) dir . 

Gerçekton ; 

LH = L. kofiulunu kull 'Ul'rro.k ( 5 . ı . 1) rr.ıs t gcl e de işkeninin payını : 

(LlJ- U ) ı (LGL ı )- (r.n -U ) = (LGx ı y - U ) ı (LGL ı )-( LGX ı Y-U ) o , - o o o 
=(LGX ı Y-11-U ) ' ( 1J1 ' )- (LGX ' V-11-U ) 

o , o 
= [LGX ı (Y-XL-U )ı ( LG1 ' ) -LGX ' (Y- XL-U ) 

o - o 
= (Y-XL-U ) ' XGL ' {:(ıGL ' ) -tr;x ı (Y-XL-U ) 

o o 

(5 .1 . 2) 

olar~ k yl'izr~rız . r ur da, Lp = U
0 

h i potezinin t as 't edil e bi ..... ir olr.:usı 

v raqyımı nedonjyl< 1 ; f ' X m" Lrisinin satır uzayınd...ı.dır. 
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Bu n cdenl8 LGX·'X = L dir . tı.yrıcu, Lp = U
0 

nin bagda.rrbili.rli indcn 

LL- U =U dır . (John v Smith (1)74)] 
o o 

Pe.yd.,y'l. gelincP; onu da : 

Y' (I - XX-) Y -(Y- XL- U ) ' (I-XX-) (Y-XL- U ) o o 
biçiminde yaza.rız . 

A = XGL ' (LGL ' ) - LGX ' 

ve B (I- XX-) 

dersek, A
2= XGL ' (LGL ' )- LGX ' XGL ' (LGL ' )- LGX ' 

= XGL ' (LGL •)(LrrL •) (LGL)LGX ' 

= XGL ' (LGL ' )- LGX ' 

= A 

(5 . 1 . 3 ) 

(5 . l . l) 

( 5 .1 . 5 ) 

yuni, A matrisinin idı~mr>ot en t olduğunu görürüz . n rntrisine GOline 

2 ( - -B = I-XX ) (I - XX ) = 

::- I- xx­

= n 

( 5 .1 . 6 ) 

dır . tani , B matrisinin idampotant oldu~ görülür. Ayrıc~ yllit~ıdan iale-

n eccgi üzer e tı. • = A ~c D' =n oldugundan tı. ve B matrisler i simeriktir­

ler . 

AD çarpımınn g0lincc ; onun dq : 

AB= XGL ' (LGL ' )-LGX ' (I-XX- ) =XGL ' (LGL ' )-LG(X ' -X ' XX-) 

= X GL ' ( LG L ' ) - LG ( X • - :X. ' ( XX- ) ) 

= XGL ' (LGL ' )-Lrr(X ' -X ' X' - X' ) 

= XGL' (IJGL ' )-LG( O) 

=- o ( ) .1 . 7) 

olduğu uörülür , Böyl oce, Teor em 2 . 1 . ıı ün koşulları b~,~lan-

dığında.n iddi:=ının doğruluğu kıınıtlnnır . Bundnn bn.şka,Lp lineer 

p~r·ımt'~ trik 'fo:hksiyonlo.rı kestirilcbilir ve LP = U . denkl~mi bugdaşa-
1 o . 

b il ir alduğundan 
l l ':..o 

" J~ ( Lf3) = E (LGX' Y) 

= LGX ' 

= L 

1..ılunur . Bu t ak tirde 
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"' " Ko . ( Lf ) = E ( 3 - L ) ( L~ı-L ) 1 

= P(Lp-LGX 1 xp ) CLP-LGx •xp) 1 

= LE(GX 1 Y-GX 1 xp )(GX 1 Y-GX 1 ~ )
1 L1 

= LE( GX 1 (xp +C)-GX 1 xp)(GX 1 (xp+o)-GX 1xp ) 1 1 1 (5 .1 .8) 
2. 

= LGX 1 f ( cc 1 )XGL 1 = LGL 1 0 

ol ' rak bulunur . 

Ş i ndi, 
Lıt X:t 

o 
tx(p-rı. ) 

L = 
MXP ( ) . l . C) ) 

L 

0
(r'1-t)xn. 

ol·...rnk olalı .1. 13u durw"'!d ..... : 

. . . . . r
f ( g -0) 

Kov(rf)= L .. ,.: . . 

lE ( u-O) 
' c&- '6) ~ . 

E ( ~ - J )(B- . )'l 
• . ,.: . . :._ • -. L, c; . ı . 10) 

' .... . r·c ü- J )C ô - u). 
v~zarız . Eğer G m~trisi : 

G = [ ::~ . -:.- . :~:ı . ~ . (5 . l . J l) 

biçi~inde prrç~lnnırs~ ; bu tnktirdc (5 .1 .8) bnlıntısına gör e 

L 
ı o G 

ı ı ı ı 

"' Kov(Lp) = - - - - - -ı o ı L2 G2ı 
ı 

biçiminde y"'.zılır . Döyleco, 
/'\ }_ 

Kov (LS) =GLG L1
, 

ı ı ıı ı 
A 1'\ 2. 

G 
ı2 

ı _ - -
1 G22 

ı _. 

L 1 O 
ı 1 

- - 1 - -

-
L G L 1 ı 1 G L 1 

ıııı ı ıı22 
1 . 

o L2 lL2G2ı L{ ~ L2G2212_, 

(5.1 .12) 

(5 .1 .10 ) v· (5 .1 . 12) b~?;ıntıl ınd·uı 
~ 2 

Kov ( L2o ) = L2a22
L 1 2 (] 

~ ~ L 

Kov (Lı~ ,120 ) = G LıGı 2L2, Kov (L20, L
1
b )=L2G21 L{ Q (5 .1 .13 ) 

b::ı.ğıntıl~rı elde edilir . nyrıc:::ı., LJ3 = U denkleminin b [;d-ısabilirliği 
' o 

nedeniyl~ v~zılun LL- U0 = U0 b rı./ ıntısıda bu durumda 



ı 1 : 
ı ı ' 
ı . 

LL-U ı -
o= 1 O 

o 

L 1- ı O 
ı ı ı 

ı 
ı 

L 
o 

o 

u 
ı 

73 

o 

u 
ı 

., -
u 
ı 

(5 . l . lı) 

b içiminde? y:ı.zı lır . Durnda U' :- (U ' 
o ı 

u2) ol xak parçalnndı . Böyle-

cc ( .1 .14) ba6~ntısındun 

L 1- u =u ve 1
2

1-
2 

u
2 

= u
2 ı ı ı ı 

·tl t buğda~ o.bilirlik koşulları el de edilir . 

(5 .1 . l) ) 

nu '"l.ÇıklrunalarJ. m sonrq Okt ·3.ha, ( 1968) du 1 m .trisinin t::un rruık-

lı m· tr is olmacı durumunda s unuln.n T<..Orl..rn 1 i~ 1 mu tr isi üzcrindo 

hiçbir rank ko,..o.lu koçmaksızın ago.ğıc1a sunacn.ğımız iki 'tl orL 1lc ge­

ncllcş tir cbiliriz . 

TEOREM 6 . 1 . 2 :. X Mn.trisi Vı;: p 'IC•ktörünUn kıoım 5 . l .?. d0ki ei bi par­

arsrıy!l.lım . Bu taktirde; w: Y=X ~· + Y,..U +c moclcli; 
ı . '-

Ç"ll e.nclığını 

Lt= 
ı 

U lıipotGzi vn.rs::ı.yırnı altınd 
ı 

A ' 
( 1 ~ - U ) ' ( 1 G 1 • ) - ( L 'fı 

ı ı ı ıı ı ı F ( 5 . 1 . 16 ) 
- u ) 

ı 
~-q 

Y ' (I- XG X ' ) Y 
rnstgelc dcjişkcni ~ ve n- q 

ı 
serbestlik der e cel i F- do.O.lı ru.nn 

sruü pt ir . D ::ı.d::ı. , L 6 
ı 

lineer pa.rE.llllctrik fonksiyonl:::ı.rının 

1 Ir = 1 ve L II = O oldu•'Unda. kastirilebilir oldugu varsayı l-
ı ıı ı ı ı2 " 
mıs tır. Ayrıcn , 1 G L ; L 6 

. ı ıı ı ı vektörünün bir kovarynns mo.trisidir , 

Hıı ::ıx:l boyutlu b ir matris, H
12 

: ax(p- -ı ) boyutlu bir ma tris, 

r-
H Hı2 ı ı 

II c GS = V (> G : ax::ı boyutlu bir m·ttristir 
ı ı 

ı H2ı ı H22 (; .1 .17) 
~ -

d<~nklenıinden 
"' r~=[;':J'] = [GY ' Y+(H-I)"J' (5 .1.18) 
O ve ij nin sır ı sıyl ... , X ... ) nin k st iri l l ri oldul;ru 

v hunlo.rınd1 
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1\ 

X 
u = G X ' Y + G

12
x

2
•Y +(H - I )z + H

12 
z 

ıı ı ıı a ı 2 
.1\ 

(5 .1 .19) 

eleırak bulunabileceği hemen görülür . Durnda z ' =(z~: z2 ) n.lındı . 

Ş i:-ıdi . 
' - ' ı H ı Hı21 G ' G X' X : x•x l ı ı ıı ı ı2 ı ı 

_: __ ~-~ 
H - --- ->---= - - - - - - -- - . - . -

H2ı H22 G2ı : G22• x •x ~ x2 x2: L 2 ı 
-' 

..J 

-

= 

G x •x 
ıı ı ı 

G x •x 
2ı ı ı 

+ Gı2x2xı: ~ııx2xı +Gı2x2x2j 

+ . G 22x2xı-; G 2ı x~ x2 +G 22x2x2 

ol'1c . ıcındruı; L H = L ve L H 
2

= O bo.ğıntılo.rı açık b ir b i9imdc : 
ı ıı ı ı ı 

L (G X ' ~ +G ?x
2
•x ) = L ve L (G x •x

2 
+G ~x2• x2 ) = O 

ı ı ı ı ı ı~ ı ı ı ıı ı le 

olarak y~zıl~cnktır . 

~ imdi ( 5 . 1 . 16) rasttrclc degişkeninin payını yn.zacak olursc.k 

onun 
, , 1'\ f .. .1 

(L ·j - U ) ' ( LG L ' )-(1 O - U )='L (G X' +G 
2
x

2
• )(Y-"lC L-U )l(!ı G L ' ) :-

ı ı ı ıı ı ı ı l. ı ıı ı ı ı ı ı J ı ıı ı 

• 1~1 (G X ' +G 
2
x

2
• ) ( Y-X L- U ) l 

. ı ıı ı ı ı ı ı j 

= (Y-XL- U) ' (X G +X
2

G•
2

)L ' (LG L•)-1 (G X' +G 2x2
• )(Y- X L-U) 

ı ı ı ı ıı ı ı ı ıı ı . ı ıı ı . ı ı ı ı 

(5 . 1 . 20 ) 

b içj m i nde yazılabileceğini görürüz . Pay.dasınd 'l.k i jfadeyc gelinc e 

Y 1 ( I - XG X ' ) Y = Y ' (I - X (X 'X)- X ' ) Y 

=Y ' (I-XX-)Y 

= (Y-X 1- U ) ' (I -XX-)(Y- X L~ U )(5 .1 . 21) 
ı ı ı ı ı ı 

ol n.rak bulunur . Çünkü, X= (X
1 

: x
2

) b içiminde po.r çalruıdığında :t 

X = (X ' ) ı ı x2 

ve 

I a 

o 
X 

L 

I a 

o 
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x2 ( X 1 X ) 

r <-- X [--:- -
= . = 

ı 

L p-a p-....ı. 

biçiminde yazılır . Bur·ıd~ 

X 1 = ( I ~ O ) X. 1 
, x

2
• = ( O : I ) X ' 

ı 'l. ' ı p-cı. 

el de edilir . Böyl ece; 

X' (I- XX-) "" X ' (I- X(X ' X)- X' ) 
ı ı 

=(I : O) (X ' - X' X(X 'X) - X' ) 
L , 

= o 
bulunur . 'Yine benzer öiçimcle ·: 

( 5 . 1 . 23 ) 

(I-X[)Xı = (I- X(X ' X) - )X-: n] = (X- X(X ' "<) - X 'X) [-~ _:'_l = O ( 5-L 2' ) 

bulunur . Şimdi; 

A = (X G +X2G•2 )L ' (LG L ' )- L (G X' + Gı 2x2• ) 
ı ıı ı ı ı ı ı ı ı ıı ı 

ve 

B = ( I - XJC) ( 5 . 1 . 25 ) 
2 2 dersek , A' = A,D ' = B,A = A ve B= B olduğunu görüruz . GLrçek t en ; 

simetrilik durumu tr~spoz alm~kla görülür . İdempotP.ntl ik durumuna 

gelincL · 

A
2

= (X G +X2G• 2)L' (L G 1 ' )- L (G X'+G 
2
x2•) 2 = A 

ı ıı ı ı ı ıı ı ı ıı ı ı 

hulunur . 13
2 = ı 

B .. ?lduğu dubo. önce göst er ilmişt·· 
(5.1 . 26 ) 

I'urr.ı.do. : 

L (G X'+G 2x~)( X G +X2G · ~ ) =L (G X' X G +G x •x
2
G•

2
+G 

2
x

2
•x G 

ı ıı ı ı c ı ıı le ı ıı ı ı ıı ıı ı ı ı . ı ıı 

+G ·X' G' ) 
ı2 2 ı? . ~ 

; 

; L ( (G X' X ~G 2x2ı x )G +(G X ' X~+G 2x2ı x-) G ' 2 ) 
ı ıı ı ı ı ı ıı ıı ı c ı ~ ı 

H 
ı ı 

=L H G + L H 
2

G ' 
2 ı ıı ıı ı ı ı 

'---y--..J 

o 
=L H G 

ı ıı ll 

=Iı G 
ı ıı 

.. . 

-~ ,....... ... .... 

(5 . 1 . 27) 
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dır . Böylece ; A ve B mutrisl crinin simetrik ve idempot ent olduklarını 

görüyor uz . A ma.trisiyle B ınatrisinin çarpıınına gelince 

AB =[X G +X G ı )L ı (L G L ı ) -1 (G X ı+G x ı )] (1-XX- )(5 . 1 . 28) 
ı ıı .2 ı 2 ı ı ıı ı ı ıı ı ı 2 2 

dır . Çünkü; X2(I-XX- )= (O ; Ip-a )x ı ( I-XX-)=0 olduğu açıktır . O halde 

Tcorem ( 2 .l ı 4) ye gör e (5 . 1 .16) r~stgele değişkeni g ve n- q serbes t­
ı 

lik der ~ c eli F dağılımın~ sahiptir . Bu d~ t eor emin kanıtlamasını ta-

r.urunl ar . Burada 
ı 

g =İz (X G +X2G ı 2 )t (LG Lı)-1 (G X ı +G 2·< ı ) ve n-q = İz ( I -XX- )dır . 
ı ı ıı ı ı ı ıı ı ı ıı ı ı ~ 

TFORErii 6 . 1 . 2 Teor8M 5 .1 .1 . daki v ;ı.r eıayımlar 'll tında 120 = u2 hipo-

t ezi gerçeklens i n . Burada 0 : (p-a)xı boyut lu bir al t p'1.r aınetre vek­

t ör ü ve u
2

: ( m-t)xı boyutlu bilinenl erin bi r v~ktörüdür . Bu t aktir de : 
A. 

(L2S - U2) ı (L2G 2 2 L2 )- (L20 - U2 ) 
J' = 

y ı ( I - XX- )Y (5 . 1 . 29 ) 

r ·~st gele degişkeni g2 ve n
2
- ·q s er bestlik der eceli F- dagılımına s a­

h iptir . Bur 'l.d:ı ( L1 a2212 )fJ : L20 vektörünün kovaryans matrisidir . 

120 = u2 lineer par runetrik fonksiyonl 'lrı i se ; L2H22=L2 , L2H21= O 

es itliklori ~erçeklondiğindc kes t iri l cbilirdi rler . 

Kl\NITLA.Mı\ : Teor em 5 . ı . ı . in k'1Ilı tl run·.ı.sındllki yönt emle i st en en sonu­

en "rılır . özelliklP ; t-= ı , U1= O V ~Jya m-t =ı, U2=0 dururnlarındel 

(5 . 1 .16 ) ve (5 . 1 . 29 ) r~stFP- l e değişkenleri sırqsıyla ; 
.., 

\ L. 

( L /5 )2 y ı (I -XGX ı )Y ıi (G x ı Y+G 2x2ı y ~ y ı (I - XX-) Y (
5 

l 
3
0 ) 

F ı l ı ıı ı ı . . 

. Var ( 1
1 

.; ) n - q ( L G L ı ) n - q 
o 1 ll ı 

ı 

y ı ( I -XGX ı ) Y _[L2(G21 '<{Y +G22X2Y)l 

n- q 

Y ı (I-XGX ı )Y 
- ----( 5 . ı . 31) 

n - q 

biçimlerini nlırl~r . Bunlarda modelin bazı par a1tt r el orinin lineer 

kombinasyonlarının sıfır olm-ısı yani; L1 '6 = O veya L2S = O ~i çiminde­

ki hipot ezl erint~ edilme s inde kull~ıl~bilirler . 

Si rndi X= ('< : x2 ) ol"lrak parç'liruıdı ,x-ındı L H = L ,L H 2= O 
ı ı ı ıı ı ı ı 

Vt L
2
H22 = L2 , L2H21 = O bav.nt ı l'll'ını X ınatrisinin alt m!'ı.tr isiyle 

nasıl ifa de adebileceğimizi açıklam:ı.y ı:ı. çalı şalım . Bil iyoruz ki; 



s = 

ve 

x •x 
= r-->J - 2 

_. _ - - - . - - -

- A- X'X (X ' X )-
2 ı ı ı 
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(X 
ı 

dir . Burada; A= x2ı (I- X (X 'X )- X' )'<
2 

dir . ı-Rohdc 
ı ı ı ı 

H matrisi ise. , ".Şağıdaki bi çimde yazılır . 

G • Gı2 
ıı ı 

H=GS= 

x ı x ı x•x 
ı ı ı ı 2 

ı 

H 
ı ı 

(5 .1 . 32) 

(5 .1 . 33 ) 

(1965) J 

(5 . 1.34) 

Ç'lrpımı yapar ve k'lrPılıklı . clemanl'U"ın eş itl ikler in i gözönüne 'llıı 

suk : 

= (x ı x )- x ı x (5 ı 35) . ı ı ı ı . . 

Hı 2 =(X{Xı) -X{X2+ ('<{Xı) -X{X2A- X2Xı (X{Xı) -X{X2- (X{X2 )-X{X2A~X2X2 
=(X ' X )-x ı x~(I-A- ~ ) 

ı ı ı t:. 

H 
0 

= - tl- X 1 X (X ı X ) -X ı X + ıı -X ' X = O 
~ı 2 ı ı ı ı ı 2 ı 

VG 

b~ğıntılnrını elde ederi z . Böylece 

biçimde : 
L (X ' X )-x ı x = L 
ı ı ı ı ı ı 

( 5 . ı . 36) 

(5 . 1 . 37) 

AA (5 .1 . 38) 

L H = L b:ıl'ı:ıntısı uçık bir 
ı ıı ı 

( 5 . ı . 39 ) 
olurak yazarız . 3u dn bize L mntrisinin X' X nin satır uzayında 

ı ı ı 

bulunduğunu gösterir . L H 2 = O bağıntısını açık bir biçimde. y'lzar­
ı ı 

sak : 

L ('< 'X )- x•x2 (I -A-A) = O 
ı ı ı ı 

elde cdoriz . Lıii2ı =O kendiliğinden gerçeklenir . LıH22=L2 h gıntısı 

açık bir l içimde yuzdıgımzdu : 
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L
2

A - f. = L
2 (5 .1 . 41) 

e lde ederiz . Burada d rı. L
2 
m•.ı.trisinin A 

m~sı 7Crektipini ort~y~ koy~rız . 

nın s~tır uz~yındn bulun-

E'ı"'er X m~trisinin p::ırçal -:ınışındo. Xı v• x
2 

a lt mntrisler i orto­

gon~l ise , Yani X~X2 = O ise; Bu taktirde H m~trisi : 

(X 1 X ) 1 O 1 ır ı ı 

--- - --- = - - - -
(X2X2 ) 1 

J L 

(X 1 X ) - X1 X 
ı ı . ı 

o -, 

o o 

h içiminde y'l.zıl -ıc:.ğındc.n Lı Hıı = Lı ' Lı Hı2= ·O V (. • ( 5 . 1 . . 2) 

ı 

L2H22= L2 ,L2H2ı= O bn~.:.,'ıntıl~ı; LıHı 2= O va 1 2 H2ı= O b.4rıntıl'1I'ının 

kcndili~indcn pcrç(kl cnmesi n edaniylG 

1 (X 1 X ) - ( 1 X ) = L 
ı ı ı ı ı ı 

L2(X2X2)- (X2X2 ) = 12 
(5 . 1 . U) 

bo.~ıntılarının gerçekl enmesine indirgenir . Bu durunda bu b~pıntılar 

1 m~trisinin X1 X matrisinin satır uz~yında ,Ln m'l.trisinin de 
ı ı ı ' L 

x 2x
2 

mn. tr is inin sntır uzayınd· bulunması gerekt it~ ini k ımı tl:::r . 

Şimdi III . BölQ~dc 3. 3. kısmında sunduğınnuz uygul~· y~ dönblim . 

Eğe r , (3 . 3. 4) mcdelindt : 

'6''=(c.x . :X.. , ••• ,o- ' 
i z , 

dersek, ıodel i : X = ( '~" 
ı 

- ı 

p ı ' !3 2 ' • • ' l\ ) ve L' = ( G ı ' G 2 ' • • • ' G c ) 

x
2

) p".rç ·ün.nışı il u, Y = xı ?\ +X2u +c 

{5 . 1 . r1 ) 

b i ç i minde yaz!J.I'ız . Bu model de H G = G2= • . . = G hipot l~ zini t ~.. st o ı c 
;;; tmelc ist ersck ; 1 ? (5 = O hipot ez i için : 

I 
n.- ı 

-j -: 
n-ı ~ ( 'L-ı )x(b-ı )~ ( -ı )x;(ı (~-ı )x ( c-ı )y; (-ı-ı) x~ 

. . 
- jb-ı :~(b-ı)x(c-ı)~( b-ı)xl 

1 ---- - - -· 
,0 (c-ı )xı,0 (c-ı )x( .-ı ),0 (c-ı ) xı ,0 (c-ı) x(b-ı ),0 (c-ı) xı; I c-ı ı 

J 
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ma tr;•inin parçulanışındanj 12 = (Ic-ı 

sınclan : 

1 j '/a j bfh j '/c 
::ı: c 

f1 .xı (I -J.,/ ., ) 
y1 '1XlJ )6'1XC 

H=GS= J6bxı J6bxa (I1)-Jh/'b ) 
1 

J6bxc 
- - - - - - - ' - - - · 

-j ) vr (3 . 3. 15) ıyığıntı­
c-ı 

(5 . 1. 115 ) 

- -
ı J6 cxı j6CX'l J6cxb (I -Jc/c ) c L 

bulunduktan sonra : 

II22 :: (I - J /c) c c ( 5 . ı . 16 ) 



S O N U Ç 

Bu tezde genel lineer modellerde parametre vektörU üzerindeki 

kısıtlamalar ile birlikt e hipotez t esti yapılmak isiendiğinde; rnra­

metrelerin kestirilebilirligi için bilinen gerekli b~gdasabilirlik 

koşulları, kı sı tlamn matrislerinin bi tiştiriln.esi ile bir t ck kc~ula 

indirgendi . Buna bağlı olar ak kısıtlama matriflerinin en genel halde 

ist eksel ranklı olmaları durumunda anılan hipctez içın hesapl~aları 

en basite indirgeyen bir t e~t istatistiği uygulaması i l e birlikte ve­
rildi. 

Ayrıca , Gerig ·e Gallant (1975) in verdiğ~ t eor em kovarymıs matri-
ı 

sinin G V (V pozitif definit yaaa pozitif semi d6finit) olmaın duru-

munda ayrı teoremler olarak V nin durumuna göre genişlet ilerek verildi 

Verdigirniz t eoremlerin geçerliligi bir uygulama ile ger çeklendi . X 

tasarım matrisinin V ko varyans matrisinin sUtun uzayınd ı. bulunması du 

rumunda , kısıtlanmış modell erde bilinmeyen parametre vek,örUnUn kesti­
rioisi irdel endi . 

Son olarak, tam ranklı olmayan lineer modellerde par·metre vektö­

rUnUn istenmeyen el emaniarını dışarıda tutarak geri k·ılan alt paramet­

re vektörUnUn ele nlınmasıyla dUşUnülen hipot ezler için t est ist'ltis­
tikleri verildi . 
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