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OZET

Bu tezde, lineer modellerde lineer parametrik kisitlamalar al-
tinda parametre kestirimi ve hipotez testi konusu incelendi.M ve W
isteksel rankliiki matris olmak iizere ervN(O,CSZI) normallik vasayi-
m altinda, MM =g, W¥~ v=v ve Ew(x-m’mﬂ[w(x-m“mﬂ'(v-wm“ n)=(v-un"n)
bagdagabilirlik kogullarini saglayan, M P= nveWps=yv lineer para-
metrik kisitlamalarina bagli Y= Xp + e lineer modelindeki P paramet-
re vektoril igin en iyi lineer kestirici ve MP = 5 kisitlamasi altin-
da Hy ¢ WB = v hipotezini test igin gerekli test istatistifi :

T = [g] ve C= [?r] yazarak tegkil edilen B =L kisitlamasi ve TT & &
bagdagabilirlik kogulu altinda daha az hesap gerektiren bir yontemle
yeniden elde edildi.

Yukaridaki galigmaya bagli olarak, raslantiya bagli bir tam
blok tasarim modeli igin varyans analizi ve tam olarak raslantiya
bagli bir tasarim modeli igin kovaryans analizi iki farkli uygulama
olarak sunuldu.

Bundan bagka kestirilemez kisitlamalara bajli lineer modeldeki
normal denklemler varyans-kovaryans matrisinin cegitli durumlarina
gore farkli yapilarda incelendi ve her durum igin farkli teoremler
sunuldu.

Son olarak, tam rankli olmayan sabit modelde LP = U hipotezini
test igin verilen test istatistifi incelendi ve L matrisinin istek-

sel rankli olmasi durumunda gelistirildi.



ABSTRACT

In this thesis, under the linear parametric restrictions the
subject of parameter estimation and hypotheses testings in the linear
modeles have been discussed. Let M and W are of arb%frary rank two
matrices. Under the normality assumption emN (0, (J I) the best linear
estimator for p in the model Y=Xp+e subject to linear parametric
restrictions Mp=q,wp =v which are realizing the consistency conditions
MM-n‘ =q,ww‘ v =v and [W(I-M_M)] [W(I-M’M)j_( v-WM'r{)z(V-WM-q) and under
the restriction Mp = R necessary testing statistic for testing the
hypothesis H, :WB = v have been reobtained by a method that requires
less computation under the restriction TP =7, and T ¢ =C consistenny

condition comstituted by writing T =gﬂ and { = E%] .
4

Depending on the above mentioned study, analysis of covariance
for a randomized complete block design model and analysis
covariance for a completely randomized design model have been
presented as two different applications.

Furthermore, the normal equations subject to nonestimable
constraints have been discussed in different structures in accordance
with various situations of variance-covariance matrix in the linear
model and different theorems has been presented for each situation.

Pinally, in the fixed model non of full rank, the testing
statistic given for testing the hypothesis LB = U has been discussed
and developed in the case of L matrix of arbitrary rank.



GIRIS

Lineer modellerde, lineer parametrik kisitlamalar altinda para-
metre kestirimi, hipotez testleri ve normal denklemlerin c¢oziimii kay-
naklarda§ modelin isteksel rankli, tam rankli ve varyans-kovaryans
‘matrisinin birim matris veya singiller olmasi, singiiler olmamasi durum-

+* larina gbre incelenir.

Lineer parametrik kisitlamalara gelince: Bunlar genel olarak
stokastik olmayan ve stokastik kisitlamalar olarak iki kisma ayrilir.
Biz ¢aligmamazda stokastik clmayan kisitlamalari ve bunlarla belirle-
nen hipotez testlerini inceliyéceéiz. Bu sshada verilen bazi ¢aligma-
larda lineer parametrik klsltlamaiarz Lineer egitlik kaisitlamalari,
lineer egitsizlik kisitlamalarive lineer bir kasitlamaya bir rastge-
le deZigkenin eklenmesiyle elde edilen lineer egitlik kasitlamasa
olarak ele alinir ve incelenirler. - |

Kisitlamalarin durumlarina gére parametre kestirimi de, rastge-
. le olmayan*klaltlamalaria kestirim veya rastgele kisitlamalarla kes-
tirim'gibi adlandirilar. Regresyon éﬁalizinde ise regresyon katsayila-
rim1 kestirmek igin kullanilan ortak ytntem en kijgiikk kareler (E.K.K)
dar. ' - -.-.- '

Genel lineer modelde, bil inmeyen parametre Uzerine koyulan ki-
Isltlamélara bagli olarak hipotez testi geligtirme ve bu test igin test
istatihtigi elde etme sorunu da, modelin tam fﬁﬂk}l, isteksel rankla
. ve varyans-kovaryans matrisinin yapir ve rank durumuna bagli olduiu
gibi, parametre vektori lzerine koyulan }ineer parametrik kisitlamala-
r1 belirleyen kasitlama matrisinin rankina da baglidir. Hallum,Lewis
ve Boullion (1973); bir pozitif semi definit kovaryans matrisli kisit-
lanmig genel lineer modelde kastirimi inceleyerek, bilinmeyen para-
metre icin en iyi lineer kestiriciyi, iotcksel rankli iki kisitlama
matrisini kullanarak koyulan iki kisitlama altinda ortaya koydular.
Hallum, Boullionve 0Odell (1973); ise modelin singifiler olmayan varyans
kovaryans natrisine sahip olmasi durumunda bilinmeyen parametre lize-
rine koyulan istclsel ranicdo ol kar:*lpoma matnisd 1le clde edilen
iki lineer poronctrik keextlema (ltanaa tu paranetrel vekttirit icin on
iyi lineer kestiriciyi elde ettiler.



Bu kisitlamalardan birincisi altinda ikincisi H, hipotezi kabul edi-
lerek modelin kiiresel hatalara sahip olmasi durumunda bu hipotezi
test etmek igin bir test istatistifi de verdiler.Bu tezde kisitlama
matrislerini bitistirerek bir tek kisitlama matrisi durumuna koyduk-
tan sonra, ayni model durumunda kisitlama matrisleri lUzerine koyulan
kogullarida azaltarak onlarain buldufu test istatistiZinin tamamen ay-
nisi bulundu. Boylece hem kosullarda, hemde¢ hesaplamada kisalik sag-
landl ve verilen bir uygulama ile bu gercgeklendi.

Ayrica, deneysel tasarim modeli ig¢in varyans analizi (etkilesim-
siz ii¢ yonli siniflama modeli iizerinde) ve kovaryans analizi modeli
igin kovaryans analizi(bagka bir model Uzerinde) iki farkli uygulama
olarak verildi.

Gerig ve Gallant (1975) in lineer parametrik kisitlamalara bag-
l1 lineer modeller ig¢in hesaplama yontemlerine kolaylik getiren kes-
tirilemez kisitlamalara bagli normal denklemlerin g¢dziumi ile ilgili
teoremi; g¢alismamizda varyans kovaryans matrisinin sigiler olmasi ve
singiiler olmamasi durumlarinda e hata vektdriniin emN (O, Cfv) olma=
51 kosulu altinda ayri ayri ele alindi ve yeni teoremler bigiminde su-
mldu. Bu teoremlerin gegerlilifi iki uygulama ile gercgeklendi. Boy-
Lece kestirilemez kisitlamalara bagli normal denklem ¢ozimleri gelig-
tirilai.

Son olarak, John ve Smith (1974) iin sundugu "Tam rankli olmayan
renel lineer hipotezdeki kareler toplami" adli makalenin 1§11 altin-
la Oktaba (1968)de sunulan test istatistigi kisitlama matrisinin tam
‘ankli olmamasi durumunda uygun bir pargalanigla ele alaindil ve bu du-~
unda da yeni test istatistikleri geligtirildi.



BOLUM-T
LINEER MODELLER

1.1. LINEER MODELIN TANIMI VE LINEER MODEL TiPLER}

Lineer model: Tam rankli veya tam ranktan daha kiiglik rank-
11 ve etkilerin sabit, karma veya rastgele etkiler olmasi durum-
larina gﬁye gesitli tiplgrde gsiniflandirilar.

Bir degiskenin digeri ile olan iliskisinin nasil oldugunun
belirtilmesi "Model kurma" sorunudur. a+bx bigiminde yazilan mo-
del,bir lineer modeldir, Lineer denmesinin nedeni a+bx in a veb
bilinmeyen pq;ametrelerinin.lineer kombinasyonu olarak ifade edil-
mesidir. Genel olarak lineer model: .

Y=XP+e : (151:%)
bigiminde tanimlanir. Burada Y: rastgele defiskenlerin nxi boyut-
lu bir gbzlem vektdriidir. X: bilinenlerin nxp(n»p) boyutlu ve q
rankly (ggpen) bir matrisidir. P: bilinmeyen ﬁarametrelerin px1
boyutlu bir vektirudir. e ise gbzlenebilir olmayan hatalarin nxi
boyutlu bir vektoridir. ‘

Genellikle, e vektoriniin 0 ortalamala vé V kovaryans metris-
1i bir normal dagilima sahip oldufu varsayilir ve bu er’N(0,V)bi-
¢iminde gtsterilir. Burada V pozitif definit ve genellikle bilin-
meyenlerin bir matrisidir. Tlginglbir durumda; V matrisinin C%In
bic¢iminde ele alinmasidir Burada C bir bilinmeyen parametreyi ve
In: nxn boyutlu birim matrisi gostermektedir. !

Lineer model analizine iligkin problemler G ,p parametrele-
rinin (veya AP kegtirilebilir lineer kambinasyonunun) kestirici-
lerini elde eder ve B nin AP bigimindeki gegitli kestirilebilir
lineer kombinasyonlari hakkindaki hipotez testlerini geligtirir.
Burada A : bilinenlerin uygun boyutlu bir matrisidir.

1.2. TAM RANKLI GENEL-LiNEER MODEL

2
TANIM 1.2.1 (1.1.1) modelinde E(e) = O, E(ee')a(jln ve R(X) = p

oldufunu kebiil edelim. Bu kogullar altinda (1.1.1) modeli  "Tam
rankli" veya "Tam rankli genel-lineer hipotez nodeli" dir. Burada
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2
C  bilinmeyen fakat kestirilebilir bir parametredir. Ayricc "'"

bir transpoz gésterimi, R(.) bir rank operatdrii ve E(.) bir bek-

lenen defer operatoriidiir.
1.3. TAM RANKLI OLMAYAN GENEL-LINEER MODEL
2
TANIM 1.3.1 E(e) = O ve Varyans (e) = E(ee')-ESIn' olmasi durumun-

da (1.1.1) lineer modelini gbzodniine alalim. Bu taktirde efer
R(X:nxp) = a<p ise modele "Tam siitun rankli olmayan genel-lineer
hipotez modeli" denir.

Tanaim 1.2.1. ve Tanim 1.3.1l. ile verilen modellerin her ikisi i-
¢in de modele ait normal denklemler:

X'Xp = X'Y ' =(1.31)
big¢imindedir. Tanim 1.2.1 durumunda normal denklemler:ﬁg(X'x)_lX'Y
zibi bir tek ¢bzlime sahip oldugu halde; Tamim 1.3.1 durumunda boy-
le bir ték ¢oziimden stz etmek miimkiin olmamaktadir. Clinkii bﬁ du?um-
da X'X matrisi singiilerdir. Bu nedenle (1.3.1) denkleminin g¢&ziimii
igin X'X matrisinin genellestirilmig inversini kullanacagiz.

TANIM 1.3.2 nxp boyutlu ve R(X:nxp) = g¢p olan bir X matrisini
gbzéniine alalim. Agagidaki dért kosulu gergekleyen bir X : pxn
matrisi varéa X matrisine X in genellegtirilmis inversi denir.
[Penrosc (1955)]
1) XXX =
L = X
3) (XX7)' = XX
iJ (X - XX A (1.3:2)
Bu ddrt kogulu gergekle yen genellestirilmis inverse dzel olarak

e

Moore-Penrose tipi g- invers (genellegtirilmis invers) denilir.
[searle (1971) 8:16) . Dikkat edelimki X in singiiler olmamasi du-

rumunda normzl inversi olan X = matrisi zel bir g-inversdir,

Lemma 1.3.1 AX = g lineer denklem sistemini dligiinelim, Burada

g: mx1 boyutlu bilinenlerin bir vektoriidiir. Bu durumda-yalniz ve
valniz AA 2 =2 ise denklemler bagdagabilirdirler.

Lemma 1.3.2 AX = g denklemler sistemi bagdagabilir ise bu durum-
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elde ederiz. Bdylece istenilen sonug:

Y-XH b = X(I-H H)p + e (1.6.4)
olarak ortaya konur. Bu yeni (1.6.4) modeline "kisitlanmamig tam
lineer model" olarak bakabiliriz. Burada X(I-H H) carpim matrisi
bu modelin yeni tasarim matrisi olarak alinacaktir. AP lineer
kombinasyonlari yalniz ve yalniz (1.6.2) kisitlanmamig lineer mo-
deline gore kestirilebilirse ; (1.6.1) kisitlanmig lineer modeli
icin de kestirilebilirligi gteterilir.

TEOREM 1.6.2 AP lineer kombinasyonlarinin (1.6.1) kisitlanmis
lineer modeline godre kestirilebilir olmasa igin gerek ve yeter
kosul : A matrisinin satirlarinin X(I-H H) matrisinin satir uza-

yina ait olmasaidar.

KANITLAMA: Teoremin kaniti Teorem 1.6.1 den elde edilen bir so-
nuctur ve lineer modele gore kestirilebilirlik ig¢in aligilmg
bir kosuldur.

TEOREM 1.6.3 AP lineer kombinasyonlari yalniz ve yalmiz (1) ve-
va (2) den biri sajlanirsa (1.6.1l) modeline gire kestirilebilir-
ler., Burada A bilinen sabitlerin kxp boyutlu ve k rankli bir
matrisidir.

(1) R[X(I—H-H)(I-A_A)] = 8-k
Burada R [X(I-H'H)] = s dir.

(2) 1 [x(z-17m) (1-27)] [ X(I-H7H)(I-A"4)]" } = 8-k

KANITLAMA: AP lineer kombinasyonlari Z=VP+e linecer modeline gbre
yalniz ve yalniz

R[ w(1-a"a)] = R(W) - R(A)
ise kestirilebilirler. [ Milliken (1971)]sonucunu kullanarsl ka-
nitlamayi tamamlariz.

TEOREM 1.6.4 AP lineer kombinasyonlari (1L.6.1) kasitlanmig lineer

modeline gbre yalnmiz ve yalniz,

(%) U bir kare matris olmak iizere iz(U): U matrisinin kége-

gen elemanlarainin toplamini gistermektedir.
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h [(I-HH)X'x(1-87H)]°. [(I-H‘H)X'X(I-H‘H)] = A
A(X'X)°X'X = A
ise kestirilebilirler. Burada W° notasyonu WWoW = W esitligini

saglayan bir pseudo inversi gosterir.

(ANITLAMA 1) Lineer kombinasyonlar kestirilebilir olsunlar. Bu
saktirde A = CX c¢lacak bigimde bir C matriai_vardlr. Pu nederle
((X'X)°X'X = X esitligi kullanilarak: .
AX'X) %X X = ex(x'x)%x'x = cx S5 i -
2) A(X'X)°X'X = A olsun. O zaman C=A(X'X)®X' alinirsa :
B(CY) = CE(Y) = A(X'X)°X'Xp = AP
nlunur. Su halde sonug olarak AP kestirilebilir.



BOLUM-IT

KARESEL FORMLARIN DAGILIMLARI VE LINEER MODELLERDE
HIPOTEZ TESTI

Karelerin toplamlari karesel formlar olarak lineer modeller
kuraminda yaygin bir big¢imde kullanilir. Yalniz karesel formun
form matrisinin elemanlarinin sabitler olmamasi durumu bundan
ayri tutulur. Yani karesel formun form matrisinin elemanlari ge-
nigletilmig lineer modecl durumunda oldufu gibi rastgele degigken-
ler olabilir. NiceliZin bu tipi "Pseudo-Karesel Form" olaralk ad-
landirilir. Biz bu bolimde form matrisinin sabitlerden olugmasi
durumunda karesel formlarin dafilimlarini inceliyecegiz ve ecsas

caligmamizda gerekli olan ilgili teoremleri verecegiz.

2.1. KARESEL FORMLARIN DAGLLIMI

Lineer modelle ilgili bir karesel foroun dagilimi, modele
iligkin rastgele hata vektorinin dagilim ile tanimlanir. Burada
genel olarak e hata vektoriiniin B ortalamalil ve V kovaryans nat-
risli bir g¢ok defiskenli normal dagilima sahip oldufu kabul edi-
lir,

Y'AY karesel formunde A matrisinin elemanlari bilinen sa-
bitler olarak kabiil cdilecektir. Agafidaki teoremler karesel
formlarin dafilim dzelliklerini gtsterir. Kanitlamalar Graybill
(1961) ve Searle (1971) de verilmis oldufundan biz burada onlara

yinelemoyecegiz.

TEOREM 2.1.1 Efer Y~ N(XB,V) ise bu taktirde Y'AY karesel formu
k = R(A) serbestlik dereccli ve A= P'X'AXP/2 merkezi olmama pa-

rametreli bir ki-kare(Che-Square) dafilimina yalniz ve yalniz

AV idempotent ise sahiptir. Bu dagilim Y'I\YNX! (k, ) ile gbs-
terilir. Eger A= 0 ise parametre ihmal edilebilir, Bu durumda
Y'AY keresel formu k serbestlik dereceli merkezi ki-kare dagilimi-
na sahiptir. Agafidaki teorem iki ki-kare rastgele defFiskeninin

baZimsizlifiani verir.
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2
TUCRZM 2.1.¢ YWN(O,GI ) olsun, f'AY ve Y'BY gibi iki reel si-
metrik kare el formun bagimsiz olarak dagilce ki-kare degiskeni

olabilmeler ig¢in gerek ve yeter kosul AB:O,A:nz,Bszclmasldlr.

TEORLE c.l-° i~ 0, V., olsun., Farzeaclimki A sabitler:n nxr bo--
yutJu bir m. trisidir. Bu tﬂk?,rde ya.niz ve yalniz VAVA.=TLY
Z(AV! = r _se; U= bwﬂ c) rastge.e degigkeni r serbestlik
dereceli mer ez: k.i-kere daZilimna sihiptir, [Sear]e (1971)J
fgaZide .. Leoren iki ba"amsiz ki-kare degigkeninin bir o-
rananarn’dak mani rir. Bu toorem Wipotez testleri igin kulla-

i 9 U s o

TOREM 2.1. -}.U\J( o, )\) ve Oé\x (m) olarak dajilmis clsunlar

~

F = ===~ = orani eger Q_ ve (), karesel formlari bafimsiz 0=

AR ] 1 2
larek .lagl li1g iseler; n,m serbestlik dereceli ve A merkezi

olmama paranetre:i merkezi olmevan bir F dagilimina sahiptir

2.2. LINEER MODE .LFRDE HIPOTEZ TESTI

(L.6.1) lin-er modeline gdre Y gbzlem vektdriinden elde e-
dilen bilgiye dayardirilan P vektorindeki bilinméyenn parametre-
ler hakkinda hipot zleri test etmek ilgingtir. Tesi{ edilebilen
hipotezler, Ho : AP = a kisitlamasina gbre kestirilebilir olen
\# lineer kombinasyonlari hekkinda olacaktir. Burada A: Teorem
~.6.3 de tamatilar bir matristir. Bundan bagka AP = a sisteni
begcagabilirdir. Pajgdagabilirlik lemma 1.3.1 e gbre AA a =
veys fiAtal = R(A kogullarindan birisi ile eajlamir. Ho' Ap=a
aiputezi yalniz ve yalniz A? kestirilebilirse, -ki bu kestiri-
Lebitme A matrisinin satirlarinin X matrisinin satirlariyla ge-
rilmi- savir uzayinda olmasini gerektirir-test edilebilir. DBu
ko=ul Milliken (1971) tarafindan A ve X in ranklarina gdre ifade

qWdilmigoar.

L
TEOREN 2.2.1 e (0,JI,) normailik varsayui altinda (1.1.1)
nnuelne gére Ho:&p = a hipotesi yainiz ve valnmiz X(I-/ A) mat-

Yidi.or renkKinipn m-bosa sese sipady Arumuaila test edilebilir.
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Burada R(X) =q Ve R(A) = k dir.

TEOREM 2.2.2 (1.1.1) lineer modeli ig¢in Y~uN(XB, ()I ) olsun
Ho @ Ap.= 0 hipotezini gtzbnine alalim, Burada A : Teorem 1.6.3
de tanitildip gibidir. Bu taktlrde

1) Qa/G = ¥1(2-XX") ¥ /o karesel formu n-q serbestlik

dereaeli merébzi bir ki-kare daglllmlna sahiptir.

2) 0= 1/ ¥ { X\ X(I-A"0) [X(I-AA) ] "} ¥ keresel formus
A= ?'X'{XX ~X(I-A"A) [X(I—A AT ]XP merkezi othama paramet-
reli ve k serbestlik dereceli merkezi olmayer bir ki-kare dagili-

mina sahiptir.
3) Q va 92 karesel formlari bag1malz clarak dag111rlar.
4) Ho : Ap =0 hlpotezi gltinda F = n—q)/ Q, . (kyoran1
K ve n-q aerbeetlik deracoli merkezi bir F—daglllmlna sahiptir.
Eger hipotez gerqeklenmezae 4) deki oran merkezi olmayan bir F-

daglllmlna sahip olacaktlr.

EAELZL&E&» e N(O, (31 ) olmak lzere (1.1.1) modeli igin hatalarin
kareleri toplami Q = !‘(I-XX ) Y karesél formuyla ifade edilir.
HO :'AP = 0 hipoteaini test etmek igin kisitlanmig lineer model
daha dnece ifade edilen 1.6.2 madeli yardlmlyla_

Ysﬁaparx(I-An)p«uc_ : (2.2.1)
olarak elde edilir. Bu model lizerinde hp 0 h1p0t921n¢n koyul-
.ma91 ile sinirlanan model:

= x(x-n‘n)p 4 e n {2.2:2)
bigimini' alir. (2.2.2) kisitlespmis modeli igin hatalarin kareleri
toplami:

Q= Y I-X(IATA)[X(I-A"A) T JY (2.2.3)
bafantisi ile bulunur. Q.l-Q0 farky hipotez nedeni ile hatalaran
kareleri toplamini:

Q,=0, =0 =Y'{ XX -X{I-A"A) (X(I-A"A) T J¥Y (2.2.4)
olarak verir. '

eauN(O,(§In) normallik varsayimi altinda QQ/C;'knrescl formu
Ho : AP =0 hipotezi gergeklendifinde k serbestlik dereceli merkezi
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bir ki-kare rastgele defigkeni olarak dafilar. Q‘y(‘; ve Qz/Gz
karesel formlari sirisiyla n-q ve k serbestlik rereceli bagim-
81z olarak #afilan ki-kare rastgele degigkenleridirler., 8yle ise
F = Qz/t;gl%31 rastgele deZigkeni k ve n-q serbestlik dereceli F-

dafilimina sahiptir. Bu da teoremi kanitlar.

TEOREM 2.2,3 AB = a hipotezi (1.6.2) modeli i¢in yalniz ve yal -
niz R[X(I-H H)(I-A"A)]= e~k ve R(A!a)=R(A) ise test edilebilin Bu-
rada R(X(I-H H))=§ dir.

KANITLAMA : Teoremin kanitlamasi teorem (1.6.3) den ve asagidaki

tanimdan kolayca elde edilir.

TANIM 2.2.1 AP = 2 hipotezi yalniz ve yalniz AP lineer kombinas-

yonlari kisitlanmg lincer model igin kestirilebilir ve - bilinen
bir vektor olmak lizere AP = a denklemler sistemi bafdagabilir ise
(1.6.2) modeli igin test edilebilir,

TEOREM 2.2.4 AP = a;kisitlanmamig lineer model igin testedilebi-
lir bir hipotez olsun. Bu taktirde A(I-H H)p=a ~ AHb hipotezi
(1.6.2) modeli igin test edilebilir.

KANITLAMA: Kisitlanmig lineer model igin test edilebilirlipi ka-
bill edilen AP = a hipotezi A = CX olacak bigimde bir C matrisinin
varlifini gerektirir. Béyleee, A(I-H H) = CX(I-H H) elmak ilzcre
ifade edilen A(I-H H)P lineer fonksiyonlari (1.1l.1) lineer mode-
1i 1igin kestirilebilir. AP = a hipotezi de

AP = A(I-H H+H H)P = A(I-H H)B+AH HB = n (2.2.5)
olarak vazilebilir. Kisitlamalara dayanarak (2.2.5) bazintisi:

A(I-H H)B+AH b = a (R.2.6)
Veyea

A(I-H H)B = a-AH b (2.2.7)

olarak yazilir. Bu da kanitlanayia tamamlar.

2.3 TAM SATIR RANKLI OLMIYAN GENEL LINEER HIPOTEZI ALTINDA
KARELER TOPLAMI. ,
.
(1.1.1) Genel lineer modelini efuN(O,()In) olmasi durumunda

gozoniine alalim, Ho:IP =97 hipotezi test edilebilir bir lineer
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hipotez olsun. Burada L matrisi bilinen sabitlerin mxp boyutlu ve
s(s<mg p) rankli bir matrisidir. Ho hipotezinin testedilebilir
bir hipotez olmasindan gunlar anlagilair,

1) Lp = Zbapdagabilirdir ve bundan dolayi:

LL'Z = 2 (2.3.1)
dir.

2) LB = Z nin kestirilebilir olmasindan dolayi da

LGX'X = L (2.3.2)
dir. Burada Z bilinen sabitlerin mxl boyutlu bir vektoridiir ve
L nin siltun uzayinda bulunmaktadar,
Pringle ve Rayner (1971) P=(X'X)"X'Y = GX'Y olmak iizere Ho hipo-
tezi igin kareler toplaminin,

SS(H) = (Lp-z)'(L6L') (LG L') (LGL') (Lf-2) (2.3.3)

= (1p-2)' (161')%2 (1f-2)

oldufunu gisterdiler. Burada g, Ve 8, sirisiyla (1.3.2) de veri-
len illk ve ilk iki Bzellekleri gercgekleyen g-inverslerdir.

Daha sonra John ve Smith (1974) tarafindan (2.3.3) baginti-
sindaki g, inversinin 8, inversi ile yer degistirebilecegini i-
fade eden agagidaki teorem verildi.

TEOREM 2.3.1 (1.1.1) modelinde B igin en kiiglik kareler kestirimi
ﬁ, Ho: LB = Z hipotezi altindaki kestirim ﬁ olmak iizere Ho hipote-
zi i¢in (2.3.3) denklemiyle verilen kareler toplami SS(H) asagi-
daki gibidir,

SS(H) = (LB-2)' (16L')% (Lf-2)

KANITLAMA : Lagrange qarpanlﬁrl yontemiyle

(Y-xp)* (Y—@)J\(Lp-z) N (2.3.4)
fonksiyonunv minimum yapan f} ve )\ deZerlerini araiyalaim.
S=X'X ve ¢ = (X'X) oloua. Bu taktirde:

--g-p [ (t-xP) (v-x)4 R (18-2)] = 03 X XPslid =x'¥  (2.3.5)
%) ~ AL ™
-.3';.[ (VXY (Y-xf)4 A(1p-2)) = 0 3Tf+0 =
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bagantisini buluruz. Buradan da :

(2.3.6)

denklemler 51BEemini elde ederiz Bu Bistemin qﬁzﬁmﬁ ise

'ﬁ}- 1.: 0 A (LS L) (Lp-z) (2.340)

dir. Buraran d"'

P=p-s g (1552105 (18-2) (2.3.8)
bulunur. Burada S= X'X dar. delece;'
(Y=XB) " (Y-XF) = (Y-XP+XP-xP) " (Y-XPaxP-xF) (2.3.9)
= (¢-xf) (-xf) + (B-PY xx(B-F)
= SS(E)

elde edilir. O halde

SS(H) = (Y=XP)' (Y=xF) - (Y-xf)* (v-xf)
= (B-B) ' x'x(B-P)
- (1f-z) (1T L) L(% )'ss L (s L) (Lﬁ-z)
' Sgl
= (1f-2) ' (171 ) * (1f-2) (2.3.10)
olarak bulunur. Ayrica

(s' ): - (51)7=

B1gs82 (x'x) L) (x0x) oL
= (S'S) §:§(sl§lfls
st
5 Sgl
ve
PP X (P-f)=(1-2) * (1852 0) 18" g (1552 10) * (1f-2)
dir. Burada (2.3.1) bagintisini kullanirsak bu kez s inversinin
8, inversi ile yer dLPi$t1rLblchegln1 kan1tlur1z $dyle ki;
(B-F) (x0) (B-P)= (1f-z)' (1s® 1p0)Ps® L'(LS L) L(p-L "2)
L

- (Lﬁ-z)-(LsglL')glL(ﬁ-L'z)
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olur. Cinkii L, X'X nin satir uzayindadir. Bu kez L yi son paran-
tezin ig¢ine dahil edersek :
sS(H) = (P-P) (X‘X)(E-B)
= (1p-z)r (187 L) 5 (Lf-2)

elde ederiz. Bu da, bize ) inversinin 8, ile yer degigtirebilece-~
gini kanltlar. Burada SS(H) ve SS(E) sirasiyla, hipotez nedeniyle
kareler toplamini ve hetalarin kareleri toplamini ifade eden sem-
bollerdir. |




BOLUM-III
KISITLANMIS LINEER MODEL
3.1. KISITLANMIS LINEER MODELDE PARAMETRE KESTIRIMI VE RIPOTEZ
TESTI

M P =T1 Lineer egitlik kisitlamalarina bagli Y = Xp + e
lineer modelini g&zoniine alalim. Burada sbzil edilen Y,X,F matris
ve vektorlerinin nitelikleri (1.1.1.) modelinde tanimlandigi gi-
bidir. Yalniz, e hatalar vektdrii O ortalama ve CTZIn varyansina
sahip normal dagilimli bir rastgele vektdrdiir. MB =71 lineer para-
metrik denklemleri bagdagabilir yani P va gbre en az bir ¢dziime
sahip olacak bigimde kabul edilecektir.

Y = X + e Lineer modelinde MP =Tl lineer kisitlamalarina
bazlil olarak P parametre vektorii igin elde edilen en iyi lineer
kestirici (E.I.L.K) : iy

P =M+ (X Q) (v-xuT ) (3:3.1)
bi¢iminde verilir. [Gerig ve Gallant (lQ?S)]-Burada QM’ (1:3.5)
bagintilarindan ilkinde A yerine M alarak elde edilir. QM simet-
rik ve idempotent oldujundan (OM)— = QM dir, (XQM)_ genellesti-

rilmig inversi ise (1.3.6) bajintisinda 4) e gbre :

[ 30 (xq)] (x o)

[ (o) X1x0) ] oyt
(X0y)~ (Qy X')" QX"
(X Q)7 (qX')” X
(Q'x o X'

(X OM)-

I

(3.1.2)

"

dir. Burada 0, (x OM)_ = (X QM)— bajintisi nedeniyle ; (QMX')—QM
B (QMX')- bulunagafini gizéniinde bulundurduk. Béylece, P nin
en iyi lineer kestiricisini;

B = (00X 0)7 (X'Y - XrxMy ) + 3N (3.1.3)
olarzk elde ederiz. Burada C = (QMX'K OM) dersek, bu taktirde
(3.1.3) bagintisi asapidaki bigimi alar.

B=C (XY -XXNQ )+NN (3.1.4)
ﬁ, B parametre vektoriniin en kiigitkk kareler kestiricisi olmak Uzere
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(2.3.10) baglntlslndan :

(t-xf) ' (-3F) = (v-xp) (-XB) + (wp -1 ) (wemr)™ (M- )
bagintisini elde ederiz. Burdda Pa GX'Y dir. (3.1.5)

§imdi, Mp =V| -kisitlamasi altinda hatalarin kareleri topla-
mi aaag:.daki bigimde bulunur.

xp XMrl + XX (Y-X0T ) oldugundan

Y - XP Y-XM~ Y\ - X6™ X" (Y—XM!\)
dir. Buradan da : e

(Y-XB) = (T-XCTX') (Y-XuM )
elde edilir. Bﬁyleoe kareler toplami :

(Y-Xp)' (Y-xp] (Y-xun )' (I-XC X')(Y-XMII.) (3.1.6)
bagintisiyla belirlenir. Burada (I-XC X') matrisi 1dempotentdir.
Clinkd , XCTX'X €X' = XCTX' dir. §oyleki

¢ = (crc)C!

= (C'C) QX' X Qy

= C Oy
= ' (cC")T Qy

= Qy C'(CC')™ Q

dir. Yani, ¢ = QM-C’QM elde edilir. O halde :

XCTX' XCTX' = XCT Qy X'X Q, C'X' .

= XC~ cC” X'

: = X¢c'X!
bulunur. Boylece (3.1.5) ve (3.1.6) bagintilarindan :

(Y=Xp)' (Y-XP) = (Y-X¥ )' (I-XCTX') (Y-XMM) (3.1.7)

= (Y-X)' (Y-Xp) + (Mp -n)* (wen)” (MB-W)

bagintisy elde edilir. Buradan da
(Y-xMn )* (1-xc” X') (Y-xun) = (Y—xp)' (Y-XP) (3.1.8)
+(wqa N ) (uGM* )™ (-1 )

bulunur. 4
Biliyoruzki, e ~N(O, CJIn) olmasi durumunda (l.1l.1) genel
lineer modelinde Mp =Tl ve wp = v kisitlamalarina bajzli olarak
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MM =1, W0 v = v ve [w (I-M"M)] [w(I—M—M)]—. (v Wi )
= (v-WM'1 ) Dbajdagabilirlik kogullari altinda P min en iyi 1li-
neer kestiricisi E;’O agajidaki gibi belirlenir.

p =Y] denkleminden B, Lemma 1.3.2 ye gbére P= M1 + Qy
olarak elde edilir. Burada u uygun boyutlu isteksel bir vektordiir.
P nin bulunan bu degeri wp = v denkleminde yerine koyuldufunda :
WMﬁq + W Qpu = v elde edilir. Buna gore WOgu = v- WM"FI oldujun-
dan bu yeni denklemdenu vektori: [W(I-471)] [W(I-d"M)] (v-whiny )
= v w'q bagdagabilirliik kogulu altinda u= H‘(u-wm"q ) + Qe
olarak belirlenir. Burada H = W QM ve z uygun boyutlu isteksel bir
yektﬁrdur. Boylece wu nun degeri yerine koyuldugunda :

P=Mn+H(v-WNN)+ (I- MM~ HH) 2 (3.1.9)
olarak belirlenir. Burada QMH_ =H ve Qi = I-M M-H H dar.
(3)1.9) bafintisini kullanarak MP =V( ve WF = v ile kisitlanan
(1.1.1) genel lineer modeli :

Y-XMT) - XH (v- W) = X (I-MM - HH) z + e (3.1.10)
kisitlanmamig lineer modeli big¢imine getirilir. Buradan da z nin
(Y,rlve v ye gtre lineer )en iyi lineer kestiricisi :

2= (P'R)7P [ Yo -xH (v-m YY) (3.1.11)
bagintisiyla verilir. z ig¢in elde edilen bu z degerini (3.1.9) ba-
#intisindaki yerine koyarak ve (I-M M-H H) (P'P)” = (P'P)”
olduZunuda dikkate alarak goririiz ki ;
'ﬁo= M+ H (v ) + (PrP) P [y-mq - X (v-m )

(3.1.12)

bagintisiyla belirlenir.Burada P = X(I - M M - H H ) dar.
Bdylece elde edilen ﬁ;, Mg =q ve WP = Vv kasitlamalarina bagli
olarak yukarida agiklanan kogullar altinda (1.1.1) genel lineer ma-
delindeki P ig¢in elde edilen en iyi lineer kestiricidir,
[ﬂallum ve Boullion ve -Odell (1973)J-Burada M : mxp boyutlu , is-
teksel rankli: bilinenlerin bir matriaidir.?] ¢ mxl boyutlu bili-
nen bir vektdrdir. W : wxp boyutlu,isteksel rankii bilinenlerin
bir matrisidir. v: wxl bovutlu bilinen bir vektordiir.

§imdi, Q = (I-M M - H H) olmak iizere (3.1.3) bagintisindan
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yararlanarak (3.1.12) en iyi lineer kestiricisini :

Po= M.+ H( v- WMM ) + (0X'X Q)7 X' (Y-XMT| -XH (v-WMT})
(3.1.13)

bigiminde belirleriz.'B;rada Qs simetrik ve idempotent bir matris

oldugundan QE B Qé_= Qg VE_Q; = Q dir.

A = Y-XMN~- XH (v - WM n ) dersek bu taktirde :

ﬁ;= M+ H (v= WM ) +-(Q5x'xqs)" X'A yazariz. Buradan da'

_ XF;: XM + XH (v~ I%T?l ) + X (9 X'X.Q.) X'A ve

Y—Xpo = A- X(QBX'XQS) X'A veya,

r-xB = [I—x(qax'xns)' x| & (3.1.14)
elde ederiz., Bdylece, (Y—Xﬁo)' = A'[ I-X(QBX'XQB)- X'] olduZunu
belirttikten sonra MP =r1 kisitlamaei ve WP = v hipotezi altinda
{1.1.1) modeli i¢in hatalarin kareleri toplamini :

(r-XP)* (¢-xB ) = a'[ I-x (0, X'X Q)7 X' ] A (3.1.15)
olarak buluruz. Burada I- X(QBX'X Qs)— X' .matrisi idempotentdir.
(3.1.15) ba@gintisinin A' ve A ile garpimlarini yaparsak :

(Y- xpo)'_(Y- xpo) = A'A - ﬁfx (osx'x gs) X'A ° (3.1.16)
bagintisini elde ederiz. Saf yandaki birinei kisim ;

A'A = (Y-XMTM ) (I-XCT X') (Y-XM'N )+A'(XCTX'-PP )A+A'PP A(3.1.17)
bagntisiyla belirlenir. [ Hallum ve Boullion ve Odel (1973)]
Burada, C= (I-M M) X'X (I-M M) veya C = Qy XX QM dir. Ayrica:

X(QX'X Q)" X' = X(X 0,)" (o  X') Xt i
X QQ, X'(X OBQSXL) (X Qg OSX') (szst')

X 00X (XQ_QX") XQSEBX' (X o, 0 X")
(X Qg0 X') (X Qg QSX')

]

I

= PP' (PP')”
S 5 2
o
= PP~
elde edilir. Yani ;
A'X (QX'X QB)" X'A = A' PP A (3.1.18)
bulunur. Btylece de (3.1.16) bafintisi:
ne ~J —
(Y-XB,)' (Y- XB_) = A'A - A'PP A (3.1.19)

(Y-XMT ) ' (I-XCTX')(Y=~XMT)+A" (XC X'~PP )A

il
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bigimine girer. Simdi sgzil edilen k181 tlamalar ve bagdagabi«
lirlik kosullari altinda (3.1,15) kareler toplami, (3.1.7) bag-
intisininda gozonine alinmasiylas

1 = _ v % N pan ~ i ~ 1.

A'(XCTX'~ PP7) A (E X, (Y-xB )-(Y-Xp) ' (Y-XB)  (3.1.20)
olarak bulunur. Burada P, (3.1:3) ile belirlenen en iyi lineer
kestiricidir. (3.1.7) ve (3.1.20) bafantilarindan :
A'(XCTX'-PP7) A= (Y:xﬁo)'(Y—-XBO):(Y:KP)'(Y-)CP) .
- (uf-n)¢ (wu )~ (MB-1) (3.1.21)

bafintisina sahip olunur.

3.2 H + WB = v HIPOTEZ TESTI ICIN ANALIZ

Burada gunu ilk once hatirlatalamki, MM{] rL , W~ v=vw
ve W(I-M M) [w (I-M m)] (v-iMF ) = (v-WNM'1 ) bagidagabilirlik
kogullarl saglanmadik¢a bagka bir diigince gostermeksizin Ho hi-
potezi reddedilir. Boylece bu kogullari gergekliyen durumu ve
e4\:N(O,C32In) normallik varsayiminl gézoniine aldiZimizda
(3.1.4) ve (3.1.12) baﬁlntllarlnl sirasiyla kullanarak :

[Y—-XMI'] XH™ (V—WMI"I) [Y—XMFl XH™ v-‘JMrl)] A'A

= (-XB) (Y-XP)+ (P-B,)' c(P-B,) + f, PP, (3.2.1)
bzdesligi
(Y—XP)' (Y-XB)= A'(I-XCTX') A

(Y-XP, )" (I-xc'x')(r-xﬁ;) £3.2.2)
(Y-xmrr[)- (I-xC7X')(Y-xu 1),

(B - B c(B-B) = a(xcTx-PP) A

= (f—xp )' XCTX! Y—XFO) (3.2.3)

ve B! P'PB = A'PPTA (3.2.4)

ek Gzdegliklerinden elde edilir. (3.2.,1) bafintisinmin sol yani,
(3.1.10) modelindeki karelerin genel toplamidir. (3.2.2) bafjanti-
sinin sol yani, (1.1l.,1) modelinde e ~ N(0,G In) normallik var-
sayimi Ve M? =F] hipotezi altinda hatalarin kareleri toplamidar.
(3.2.3) bagantisinin sol yanai, Ho hipotezi ile sinirlanmayan pa-
rametreler ig¢in Ho hipotezi nedenivle diizeltilmig kareler top-
lamidir. (3.2.4) bagintisinin sol yan:, H  hipotezi ile sinirlan-

mayan parametrelere gore kareler toplamidir.
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P
L

(1.1.1) genel lineer modelinde ervN(0, (G In) normallik var-
sayimi altinda Mp =Y1 kisitlamasina bajgla WF = Vv hipotezini test
etmek igin:

(B -P,) ¢ (F-p,)
(Y-xB)* (¥- xf) -7

rastgele degigkeni bir test istatistiZi olarak kullanilir. Bu

I

(3.2.5)

rastgele deZigken Teorem 2.l.4. nedeniyle r,k serbestlik de-

receli ve ] |
)\o-_—é—E,__P- H (v- Wi T )]:a [F- H (v- ‘:'IM-I"L )] (3.2.6)
= jéo‘l :(wp -v)' H' BH (Wp - v)] (3.2.7)
- 55:[6- B B (BB, )] (3:2.8)
merkezi olmama parametreli bir F- dafilimina nahiptir. Burada,
= Qy X'(XC"X'-PP ) X Qp = © (cC-P)C (3.2.9)

bi¢iminde bir matristir. (3.2.5) rastgele degigkeninin payda-
sinin (3.2.2) deki deferinin yerine koyulmasiyla :

A'(XCTX' —PP” )A k_

A'(I-XC™ X') A r - (3.2.10)
rastgele deZigkeni elde edilir. Burada r= iz (XC~ X'-PP_)=rl-r2

ve k = Iz (I-XCTX') = n -r  dir. Ayrica (3.1.8) ve (3.1.21) bagin-
tilarini gdzonine elarak (3.2.10) rastgele deZiskeninin de :

(Y'x'ﬁo)'(Y-xﬁo)- (Y-)Ca)'(‘f-xﬁ)_ (Ma._.rl). (r-.ur;m-)‘(mfi -n) x

g (Y-Xﬁ)' (Y—Xﬁ)+ (Mﬁ—rl)' (MGM*' )™ (mﬁ'-r]) ‘ r

(3:231)
big¢iminde yazilabilecegini helirtelim.[ﬂallum ve Boullion ve
0dell (1973)]

Simdi,MP =r1 ve WP = Vv lincer parametrik kisitlamalarinda-
ki M ve W kisitlama matrislerini Verl ve v vektorlerini bi-
tigtirerek T = Lgf-- matrisini ve = -FH vektdrinii elde etdik-
ten sonra (1.1.1

F=

genel llneer modelinde TP = C kisitlamasina
baglli olarak, e~N(0,(Q I ) normallik varsayimi ve TT { = baj-
dagsabilirlik kogulu altlnda P nin en iyi lineer kestiricisini
bulmays g¢aligalim.Burada T : (m + w)xp boyutlu ve isteksel rank-
11 bilinenlerin bir matrisi ve C: (m+w)xl boyutlu bilinenlerin
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bir vektoriidir. Bu durumda , P igin elde edilen en iyi lineer
kestirici (3.1.3) bagintisina gore,

Eo T°T + (QuX'X Q)" X! (Y- X172 ) (3.2.12)
baglnt}alyle belirlenir. Burada QT =(I- T ?) dir.

iddia ediyoruz ki P nin bu kestiricisi ile (3.1.12) baginti-
sinda verilen kestiricisi tamamiyle birbirinin aynidir. Bunu ka-
nitlamaek igin ilk adim olarak agafidaki iki teoremi verelim.

TEOREM 3.2.1.

(U1 V) pargalanmig matrisinin genellegtirilmig inversi :
B UU-U" W
(U : V) - . . . . - . (3.2.13)

dir, Burada ;

3 = C+ (ICCY EVUT U” (I-"),
C = (I—UU-) V ve
K={14+[0 wice)] [vv (zcc]}”

dir. [Plclnc (1964),Albert (1072), Rao ve Mltra (1971j]
(L.3.6) bajintisindan ve Teorem 3.2.1 den yararlanarak aga-

f1daki teoremi yazabiliriz.

TEOREM 3.2.2

L& - -
dir. Burade M = U' ve W = V' alinarsa ,

[uv]‘ (UT - Jv Vv Uv ; rr Y q | (3.2.14)

M
P = {_w“ = (M - J* WM Jv) (3.2,15)

bagintisl elde edilir. Buna gbre ?j hesaplandifindas
T = (M -JvwM ) J0) [ }J W = TN+ 3V (3.2.16)
olarak bulunur. Burada, -
= (€)' + (I- cw)(M M wW'K*)(I-C'C'T)
C = (I-M'N")W
= (I-M"M)W!

Ct= W(I-M M)
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yani ;
C'=H (3.2.17)
olur. Biylece,
Jer = (7)) ¢
= (C')” ¢ R L (3.2.18)
= g‘ﬁ
bulunur. Buradan da
J'WQ, = J'H
= J1gr (3.2.19)
= H H

bagintisi elde edilir. - s

Simdi de , [w (I-m"m)] [ v (I-M M) ] (v- wm"q )=(v-1‘.fm"|1)
bafdagabilirlik kosulunu gdzinine alalaim, Bu taktirde (3.2.16)
bafintisil

T C

"

M+ J* (v-win)
M 3t W) [ W] (v-win ) (3.2.20)
M+ g HHD (v- WMD)
bigimine girer. H H
(3.2.19) bvagintisinin kullanilmasiyla (3.2.20) bagintisin-

dan @

TC=MN+H (v-win) (3.2.21)
bafantisl elde edilir. Q = (I-7"T) matrisinin yaziliginda,
TT=MM~-J'WMM+ J* W
=M M+ IV (I-M M) (3.2.22)

= MM+ J? WQ,,

oldufu gozonine alinarsa (3.2.19) ve (3.2.22) nedeniyle

T =MM4+H H (3.2.23)
olarak bulunur. Bdylece

Qp = I-T T =I-MM-HH (3.2.24)
elde edilir. Buradan da :

X(I-TT) =X (I-¥M M -HH) =P (3.2.25)

bagintisl bulunur. (3.2.21) ve (3.2.25) bafintilarindan B nin
(3.1.12) ile belirlenen en iyi lincer kestiricisi we (3.2.12)ile
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elirlenen en iyi lineer kestiricisinin ©0zdeg olduklari kenitle-
1r. Bung gore, 5

(Y-¥B) (=xF) = (v-xr"¢ ' [ I-X(apx'Xep) X' ] (¥-Xr7T )

(3.2.26)

alunur. B6lim III ve (3.1.7) bagantisi gbzdnine alindifinda ;
3.2.26) bagintisi:
X)) (xf ) = () () +(TP-2 ) (em) (1 D) (3.2.27)
igiminde belirlenir. Bu taktirde (3.1.7), (3.1.8) ve (3.2.27)
agantilary nedeniyle (3.2.11) rastgele defiskenin payl @

(7f -T)* (167*)7 (TP-T) - (Mf -n ) (Mom*)™ (Mp-M)(3.2.28)
laralt yazilir. Boylece elde edilen yeni,

(mp-Z)(rer) (TP -T)- (M- (oM ) () x

(Y=XB) ' (t=xf) + (up-1 ) (uomr)™ ( wp-n|) r
(3.2.29)
z8tgele deZiskeni; (3.2.5), (3.2.10) ve (3.2.11) rastgele deZig-
:nleri ile Szdegtir. Burada A= Y-XT ¢, k= Iz(-XC'X') ve
= iz [xc'x' X (QT XK QT)‘ x*] dir,

Boylece elde edilen (3.2.29) rastgele degiakeni;(l.l.l) ge-
21 lineer modelinde MP =N kisitlamasi ve ewN(0, G In) normal-
ik varsayimi altinda Ho : W = v hipotezini test etmek igin
1cekistzii gegen bagdagabilirlik kogullari yerine yalmiz TT(C = C
17dagabilirlik kogsulunun gergeklenmesi ile yetinilen ve daha az
ssaplamayl gercktiren bir test istatistizfi olarak kullanmilair.
andan bagka , Oktaba (1957) de sunulan Teorem 4'deki 57 numarali
:nklemle verilen test istatistiZi T matrisinin tam satir rank
Lmamas: durumunda da yeniden ortaya konur. Bu ytntem agafidaki

ibi uygulanar.

{GULAMA 3.2.1. : 4 aylaik alty fare, Ug¢ farkla diizeyde yaglilak
jeren gada rejimi ig¢in kolestrol bakimindan kargilagtiriliyor.

1 amagla iki teknisyen kullaniliyor. 6 fare yaglilik ylizdelerine
5re rastgele segildi., Her bir diizeydeki iki fare de teknisyenlere
istgele dagatildi. Flde edilen veriler asafidaki gibi belirlendi.



a?

: BLOK S
Yiizde! I i ¢ (50 .
| ' '
R SNEY <D 0.3 | o ER.B
10 1+ 84.8 80,5 : 82.65
2007 85,0 L. a02.6 3 78,8 .
.3 ! 79.7 i1 74,467 ¥..=77.0834
Bu verilere uysun model:
LT i e i b’f Biy © 1=1,2,3  §=1,2 (3.2.30 )

bigiminde bir iki-ydnlii etkilegimsiz sainiflama mndelidir,. Boyle
modeller ig¢in genel agiklama kisim 3.3 de verildi.Bu tip model-
leri kullanmak amaclﬁla agagidaki varsayimlar yapilmaktadair.

1) i-yinci islem ve j-inei bloktaki Y4+ cevabl normal
dagilamlidir.Gorildigi gibi burada alti daZilim varéar,

2) Bu glta daglllmln-nrtulamasl'g +O( + Zsj dir,

3) Alta populasyonun(kitlenin) wyaryanslari biribirine e-

sittir, P, ¥
4) Ei . ler istatistliksel clarak bajimsizdirlar.

(3.2.30) modeli Y=XP + 6 matris formunda ags’1daki gibi yazilir,

A ’ .
- - .
- . " -

Y11 -k AR W S0 TR MR B |
Y12 -l At i e S G 5 8 g5

bkl o a0 1 off L6 I - ash
¥31 AT N W | M | =

PYRSY 0 038 O all o) 4 Bagl

(%3.24%1) modelinde mcdelin yapaisindan ileri @el&nicxi=0, 533=0
kisitlamalari altainda Hn=°‘1= O(2= 0(5 yani yaililik diizey-
leri arasinda fark olup olmadiii hipotezini test edelim,

Yukarida anilan kisitlamalara ve H, hipotezini matris form-
lari ile agagidaki zibi yazmak mimkiindiir.

I'br ’ |
R 1. mle . | 1o | (Z.2.32)
U - g T NS | 1J Gzl jof i

3

8

| B2

oL
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i 7
ve | Cki
0 1 -1 0 0 ‘ofleal_|o
Ho ) 3|~ (3.2.33)
0 3 0 =1 o .0f |, 0
02
(3.2.32) ve (3.2.33) kisitlamalari yerine_
1 1 0 0] |exq 0
o o0 1 1 ‘:zé = 16 (3.2.34)
0 0 0 0 -1 -=1]J|M 0
ve LBQ
[0 1 -1 o o o]V 0
| .
Hy' o 1 0 -1 0 o=l =] 0 (3.2.35)
]
6 <& 0 1 0 ol |81 0

kisitlamalari de alinehbilir. Qinki bu durumda da kisitlamalarin

ve Ho hipotezinin anlam ve karakterleri degigmez. Simdi (3.2.32)
kisitlamasi altinda (3.2.33) hipotezinin veya (3.2.34) kisitlamasa
altinda (3.2.35) aipotezinin test ediluesi istenirse (3.2.29) rast-
gele depfiskeni tast istatistijpi clarak kullanilabilir.

Yukaridaki kisitle.ua magrislerinin ilk ikisi tam rankli ve son
ikisi ise tam ;ankll dezildir. Her iki durumda da (3,2.29) istatisti-
“inin gegerliliZi kanitlanmak istendiginde kaisitlama matrislerinin
iki farkli durumu ig¢in hesaplar ayri ayri yapilar.

Eldeki veriler nedeniyle

. 69.3
Yip 70.3
N4 84.8
Yo
= — «2.36
Y v, | = | 0.5 (3.2.36)
y31 85.0
Y32 T2.6

olarak belirlenir. (3.2.31) bagintisindan’



X'X=

ve

G=(X'X)=

W Ww N D o O
o QL0 NN

[0.0496

0.0165
0.0165
0.0165
0.0248

|0.0248

29

2 2 3 3
0 0 3 1
2 0 1 1
0 2 & 1
1 1 3 0
4 1 0 3
0.0165 0.0165
0.3388 -0.1612
-0.1612 0.3388
-0.1612 -0.,1612
0.0083 0.0083
0.0083 0.0083

0.0165  0.0248
-0,1612  0.0083
-0.1612  0.0083

0.3388  0.0083

0.0083  0.1791

0.0083 -0.1543

olarak bulunur. f! en kiigilkk kareler kestiricisi ise

o)

1

U I B

—

-
.

.
1

w NN e
I
] B |

=3
-
I

<5

-Y-:O 2— f.;

[ 77.0834]
~7.2834
5.5666
1.7166
2.6166

|-2.6164 |

(3.2.37)

0.0248]
0.0083
0.0083
0.0083
-0.1543
0.1791]
(3.2.38)

(3.2.39)

bigimindedir.[Graybill (1961)] Burade Y.. , Yi.ve Y.j notasyonlara
kisim 3.3 te agiklanda.

ve

Fug -~ @
0

0
0 1
1

QD O

=
0

1 1
0 0
-1 0
0 -1

0

L
0
0

Kisitlama matrislerinin tam rankli olmasi durumunda

(3.2.40)

(3.2.41)

- - -
olerak belirlenir. (, vekttrinin yapisi nedeniyle TT T = # kendi-
liginden gergeklenir. Bu durumda



30

[ -12¢8.741188 .1253.776435 0 0 ‘
1253.776435 -1238.670694 0O 0
G = 0 0 1.333333333 -0.6666666567
0 0 -0.6666666667 1.3333333%’3
- (32:42)
ve
~1248,74111 1253.776435
(MGM')~ =
1253.776435 -12238.670694 (3.2.43)
bi¢imindedir. Buna gbtre . . |
()" (MG w')” (Mf)= -1.99799 5-04 (3.2.44)
(TB) * (z61' )T(TR)-(uP) (Mo )~ (M) = 173.963341 (3:2.45)
olarak clde edilir. (Y—Xﬁ)' (Y -Xﬁ) garpimi ise .
(Y-XP) ' (Y-XB) = 45.54333356 (3.2.46)
olarak bulunur. Serbestlik dereceleri ise
r = 1Z (I-XCTX') = 6-4.0002 (3.2.47)
= 1.9998
ve ¥
k = iz[;xc'x' ~X(QpX'X Qp)” x'] = 4.0002 - 2.0004
= .1.9998 (3.2.48)
dir. 22
(3.2.44) - (3.2.48) bafjantilari nedeniyle (3.2.29) test istatistizi
F = ‘E%%%?%%%%%%" - (3.2.49)
= 3.82

olarak bulunur.ee¢ = 0,05 alindizinda {_EE.Z) = 19
oldugundan ox = 3= Xq yani yaglailik dlizeyleri arasinda fark ol-
madifr hipotezi reddedilemez.

Simdi kisitlama matrislerinin tam rankli olmamasi yani (3.2.34)
ve (3.2.35) durumlarini goézdniine alarak (3.2.29) test istatistifinin

degerini ariyalim.
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Bu durumda;

0 1 1 0 0
0 0 0 1 i
ral © O 00 0t
0 1 - § 0
o 1 =1
L0 1 0 1 o g
ve 4 0 1
0
0
C=
0
0
Lo}

dir. Buna gbre de

1248, 74111 626.8881772  -626.8881772 o
626.8881772 -309.6676547 309.6676547 0
-626.888178  309.6676547  -309.667654 o
()= 0 0 0 1.33...
0 w038 s
L0 0 0 0.33...
ve
1248.74111  626.8881772 -626 .888178
(Mo f 6268881772 -309.6676547 309.6676547
-626.888178  309.6676547 ~309667654

bigiminde belirlenir. Buradan da ;

n - A
(MB)' (MGM')™(MB) = -1,99799 p- 04
_.!e
A T A -
(TP)'(TGT') (TP)— (MP)'(MGM') (MP) = 173.963341
bulunur. Bu durumda da serbestlik dereceleri :
r= iz[r-x & x'] = 6-4.0002

=2

L A kendiliZinden gergeklenir. Bu durumda

(3.2.50)

(3.2.51)

0 0
""0.33---0-33.
0-33.. ¢-0U33'1

=) SR 0. 33.4
(3.2.52)

(3.2.53)

(3.2.54)

(3.2.55)

(3.2,56)
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ve

X = iz[%c'x' - X (QuX'X 0p)” x']

]

4.0002- 2.004

=1.9998 = 2 (3.2.57)
olarak elde edilir. (3.2.46), (3.2.54), (3.2.55) , (3.2.56) vc
(3.2.57) bagintilari nedeniyle (3.2.29) test istatistizi :

F = 3.82 (3.2.58)
olarak belirlenir. Bu sonucun (3.2.49) bagintisindaki degere egit
olmasi esasen beklenilen bir sonugtur. Clnkii dnceden de sdylendigi
gibi bu durumda ortaya koyulan kisitlama ve hipotezin anlami Once-
kinin tamamen aynisadar. _

Bu uygulama ile (3.2.29) rastgele degigkeninin en genel durum-
da gecerli bir test istatistifzi oldufu sayisal olarak da gergeklenir.



3.3. VARYANS VE KOVARYANS ANALIZT VE DENEYSEL TASARIM MODELLERI
IGIN UYGULAMASI

TANIM 3.3.1 Y bir rastgele deZisken ve X Xpgeney X lar herbi=-
risi O veya 1 lerin herbirinden birine egit olan bagimsiz deZigken-
ler olsun, Efer 51, pz, ad b ﬁk

Ad o -
taktirde Y= x1P1+ x2p2 + eoet Pk X+ e modeli de bir lineer mo
deldir. Goriildii gibi bu model genel olarak :

Vijkeo, t = P Py + IR

bigiminde yazilabilir. Burada c><l.“B j? Xk” . bilinmiyen parametre-

lar bilinmiyen parametreler ise bu

lep ¥ @, 4 .. ¢

lere "DENFYSEL TASARIM MODELLERI" denir. [§“~yb1ll (1961)]
Deneysel tasaraim modelleri : Tek-yodnlii siniflama,iki-yonli sinfla-

ler birer rastgele defZigkendirler. Bdyle model-

ma , Ug-ytnli siniflama, ...,N-yﬁnlu siniflama modelleri olarak ken-
di aralarinda gegitli tiplere ayrilirlar. Burada oy, P Uk, -
parametreler kimesi gdzleme etki eden.gegitli etmenlerle ilgili-
dirler. Bu etmenlerin etkilegimli veya etkilegimsiz oluglarina gi-
e yukarida anilan modellerde kendi aralarinda dijer bagka sinf-
lama modelleri big¢imine girerler. ‘

Bir aragtirmacinin belirli bir sivinin soZumasi ilizerinde
‘gﬁzlem yaptigini varsayalim. Aragtirmacinin bu deneyinde :zaman,
deney kabinin (beherglass) kalinligi ve denéy‘ortaml gbzlemi etki-~
1iyun etmenler olacaktar.

Bagka bir Ornek olarak; bir denemecinln belirli bir tipdcki
plastik kalibinin uzamasi ilizerinde bir gtzlem yaptifini diglinelim.
Béyle bir denemede :Zaman,iqekme kuvveti ve ortamin sicakliin gbz-
lem sonuc¢larini etkileyen etmenler ohacaktair,

Yukarida verelen her iki Ornekten de anlasildif gibi; goz-
lem sonuglara ile gdzlemi etkileyen etmen etkileri arasinda bir
deneysel tasarim modeli kurmak mimkindiir,

Gozlemleri etkileyen etmenler korgiliklr olarak birbirlerini
etkilemezlerse ¢ etmen Aurvrmwin “UQ-YONLU BTKILESiMSiZ SINFLA-

MA" modeline gereksinmemiz olacaktir. Bu cimenlerin etkileri sabit




etkiler ise, bu durumda model "sabit" etkili model olacaktir,
Birinci Ornekte ifade edildigi gibi; zaman, deney kabinin kalin-
l1g1 ve deney ortam kargilikli olarak birbiilerini etkilemeyen
etmenlerdir. Iknici Grnekteki etmenler igin de aymi durum 86z ko-

nusudur.

TANIM 3.3.2. Ug-ydnlii siniflama modeli :

i=7,2,i0498
$ul B oo (3,3.1)
k=1,2,:4.,0C

ik = MPijk ¥ %4k

olarak yagilabilir. Burada : yijk gozlemine etki eden A et-

’ 3
meninden i elemaninin, B etEiiinden J elemaninin ve C etmeninden
k elemaninin kombinasyonlarinin"gerc¢ek"toplam etkisidir. EZer,bu
40 B nin
J=yinci etkisi olan P y C nin k-yineci etkisi olan.ﬁ ve B sa-

E + OC+B + 6' olarak ya-~

gergek toplam etki : tam A nain i-yinci etkisi olan o

bitinin toplam ise bu durumda :

Bijk =
zilir. Boylece (3.3.1) modeli :

Vi =B O+ Byt G v ey §
bigimini alar. [Graybill (1961), Scheffe (1959)]
TANIM 3.3.3 A,B,C etmenleri etkilegimsiz ise (3.3.2) lg-ydnlil
siniflama modeline lig-yonlii etkilegimsiz siniflama modeli dene-
cektir. Bdyle bir model agafidaki bigimde verilir.

o B + Cti+pj+ EL+ eijk
;z;‘”%: 0, fi:; ?J ﬁ;I‘ 8- (3.3.3)

burnda €45 k IND (O, Cj I). dar. o¢; ¢ i-yinei iglemin etkisi
Pj : j=yineci islemin (blokun) etkisi ve 5 : k-yainci iglemin
etkisidir. Bger o , Py 8, etkileri sabit ctkiler ise, bu tak-
tirde (3.3.3) modellnc "Snbit etkili Ug-yonli etkilegimsiz sinif-
lama modeli" denir. Buna gtre :
1) Y4 1 normal dafilimlidar ve (a.b.c) tane dagrlim vardir,
2) Bu (a.b.c) tane normal dajfilimin ortalamalari g + X+ Pj

+ 5# bi¢iminde yazilabilir. Bu 8zellije "etkilegimsiz olma"
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6zellizi denir.

3)(a.b.ec) tane kitlenin varyanslarai birbirine esittir.

4) eijk hatalari: birbirinden istatistiksel olarak bajimsizdir-
lar.,

Agajnda verecegimiz uygulama, boyle bir model Uzerinde MY =F
kisitlamalari altindae H tu": 5, :“.:%yani WY = @ bigiminde

0 p1= PZ =...:ﬁb

bir hipotez testini kisam 3.1 e uygun olarak veren bir c¢alismadir.
Burada @ : safir Vektdrleri veya elemanlarinin tiimid birden sifir
olan matrisleri gtstermektedir. 3':[[,’! ) Oy, Bj. e.k} dir.

$imdi (3.3.3) Babit etkili ig-yonlii etkilegimsiz siniflama
modelini, matris gbeterimini kullanarak Y = X¥ + e bigiminde ya-
zalim., Burada Y : (abe)xl boyutlu bir vektdr, X : (abe)x(a+bsc+l)
boyutlu ve elemanlari sifir ve birlerden olugan bilinenlerin bir
matrisi, K_: (2+bse+l)xl boylitlu bilinmeyen parametrelerin bir
vektdri ve e : 0.ortalama, C I(a+,b+c+l)
boyutlu bir hata wektdriidiir. Bu durumda modelin agik bir bicimde

varyansina sahip (a+b+e+l)xl

yaziligi bir sonraki sayfada werilmigtir.
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Buradan da goriildiijii gibi X matriei,Kronecker carpim yardimiylc
X = (§, @ R, TRIBJ, I8 T,@ §, §.85,00,) (3.3.5)

bigiminde belirlenir. Burada A  B; A ve B matrislerinin Kronec-

ker carpimini gistermektedir. (3.3.3) kisitlemalari Mﬁ =P‘[ bigi-

minde yazilinca, ¥| = # olmak iizere : E‘
i
BRSNS B AR . s 2 T B : 0
0 0 0 O....O 1 1 .‘uol O..oan 0 ? : O (3.3.6)
J 1
B D0 Ok O O saas O i 9 0
b
matris gésterimi eclde edilir. Buradn M matrisi :| &,
] ! : | &
0 ja ﬁlxb glxc ¥
1]
M = ', ﬁlxa jb ﬂlxc (3.3.7)
it
. ﬁlxa Fj:ucb do ]

bagintisiyla belirlenir. Burada jk’ elemanlari 1 lerden olugan
kx1 boyutlu bir vektdrii gostermektedir,
~g
Bu durumda, ¥ en iyi lineer kestiriecisi (3.1.3) bagantisina
gore 3
~ e -
ya da

= [ (I-M"M) X'X (I-M"M)] X'Y bagintisiyla bulunur. Burada

|d2

-

0 0 0
n '68.)(.1 gaxl
M = ﬂbxl ..12 ‘dbx:l.
b
i ﬂcx:. ﬁcxl -&c
ve
o ﬂlxa ‘dlxb EI:|.)cc
b g?.](l :I_a gnxb ﬂaxo
MM= a 3
b
ﬁbxl ‘gbx'q b gbxc
i foes Hoxa Poxo -g-c
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olduiu hasaplamalar sonunda elde edilir. Burada Jk = jkjﬁ dar.
Boylece ;
: glxa ﬁlxb ﬁlxc
- g I # #
I(a+b+c+1) axl "~ axa axb axce
Bict Bioxe  Texn  Tumo
_gcxl ﬂcxa gcxb chq_
oldufunu hesaba katarak :
L3, o g g
lxa 1xb lxe
J
v S
B gaxl(Ia a ) ja'e.xb ﬁaxc
I"M M = Jb (3-3'9)
ﬁbxl gbxa (IB ° ) ﬁbxc
Je
A ﬂCXl ﬁcxa ﬂcxb (Ic_ T

buluruz. (3.3.5) ve (3.3.9) bagintilarindan :

NPTy da . i Ib A o ]
Xy “'[Japabﬂac’(Ia— a ) IRy 33&(15 b )ﬂjc,aaﬁabﬂ(Ic: e )
baZintiel elde edilir. Buraden da(3.3.8) deki[x (I—M-M)J matriei:

" . 7

: & Jt Jo

..:.ﬂ- Q ...t_). ] _c.

a b c

5 Ja jh 33
[X(I-M“ m;] = (I-'l a/8 o Ao (3.3.10)

. J '

=8 (I-2)8 %?

& FEI; =)

olarak bulunur.
gimdi, ¢ man (3.3.8) ile belirlenen en iyi lineer kestiri-

cisini agafidaki bigimde yazabiliriz



w
\O

-

oo

The = Nius

2o o AR

oo it Rath

o1 Ay i,

Y afxracuy of 22 = Tee (3.3.11)

) % B A Py

L - S

B2 2T Raie

l_?«.(: & - Riew

bulunan bu sonug ile :

E!%l’dz' sewey aa ; Pl, Pz’alo,Pbgl’g2'cao,gc bllinme—
yen pqrametrelerinﬁzqusik kestiricileri elde edilmigtir. Burada

Ti.. bc i=1 ¢ ; 1.]1{' Tods wete i=1 J—i% 111{ ’
Y"kz"z?b" 1:122:1%:1‘ Vi Y@ Teeo =§$§E.§1%.yijk

dir. Ayrica
(318385 [abe  bej! acil abiy
21 I &jlai: e bej, ~ bel caaaab bj &3,
Jé@IbaJ' ﬂCjb Cjéﬂjb &CIb ajbﬁjé (3.3_12)
j'ﬂa%@l _ahjc Jéﬁjb 336330 abIc J
dir. Bun1 rbre L3 3 9) ve (3.3.12) den
-
r apo ﬁlx& ﬁlxb Iz’:ucc
J.
IJax1 be( I"?T) IJaxb gaxc 3. 5203)
C=QyX'XQy = Iy b
ngl ﬁbxa uc(IB'ﬁ;) gbxc
Jo
i ﬁcxl ﬁcxa ﬂcxb ab(Ic )

ve € genellegtirilmig inversi asaindaki gibi elde edilir.




-l "
abe glxz ﬂ1xb ﬁixc
I i
- Y9g
gaxl be (Ia j;)gaxb_ gﬁxc
¢ = 1 Jp
bx1 bxa ac(IB )ﬁb xe
| Texa E"c)w. ﬂcxb ab(I )J
ngﬂ glxb glxc
. I T
* (1 2. g 4
— a axb axe
T g’bxa (IB b ) gbxc
_ jc i ! EE
bulnmr. L° 4
Bgradan da @

[ abe bej!  aciy . abil
bcja bCIa cjajé bjajé
acj cjnd!® acl ajy,dl

XXC™ XK = b bYa b b“c
o i o %
4 dbac bcaa GJcJé abIc )

elde edilir. j

lary nedeniyle

B Jb = J @ J
daima gerqcklenlr. 0 halde
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egitligi J

sinin genellegtirilmig inversidir. Yani,

X'X ¢ XX e X'X

dir,

(3.3.14)

(3.3.15)

(3.3.16)

ve jb vektdrlerinin tanim-

C~ matrisi X'X matri-

£3.3.17)

Simdi de ; (3.3.4) modelinde (3.3.5) kisaitlamalari 2ltinda

R I iy

"O(ahlpot021n1 H 3

o' Py = Pom ver = Py

E!5'= # matris formund:

yazdiktan sonra test edelim. Burada H_ hipotezinin W XX=W
test edilebilirlik kogulu daha once cldh ettizimiz ifadeler
yvardimiyla kolayca gergeklenir. Bu bagintidaki W matrisi :

ﬁ(n-1)x1 ‘o oz ﬁ(a—l)‘b—l) j2"‘({.1..—-?1.)3:1 ﬂ(a~1)xc
- 2
Ao-1)xa g(b—l)x(adlsb“l)X1Ib—l " Plo-a)xe

(3.3.18)



4 o

bigiminde segilirse ; Hohipotezinin matris formu elde edilir.
(3.3.9) matrisi bir bagka formda agagidaki gibi yazilar,

1 ﬁlx(a-l) ﬂle ﬂlx(b—l) glxl glxc
- - o
w(ﬁ—l)Xl(Ia-l K : l) 33‘1 ﬂ(ﬂ-l)X(b-l) ‘d(a-l_)xlﬁ(a—l)xc
. 1 ,
V:.n = 3'aq (1~ a ) ﬂlx(b—l) glx:l. ‘dn.x__c
Q,, = a
. |7 J'I.‘J 3 jb
-l =Yb-2
(02 ) %5, g(b—l)x(a—;) ﬁ(b—l)Xl (Ib:l RL ;=) ﬂ(b—l)xc
y L
1X1 ﬂlx(a—l) ngl . Bk (1- b) ﬁlxc
_ o s .
?CXl gcx(a-l) gcx1 gcx(b-l) E"c::u (IC-PEE) k
Buna gore; '
ﬁ{a-1)x1 Ia—l -ja-l ﬁ(a-l)x(b-l)g(a~1)x1g(a-1)ﬁ:
. :
ﬁ(h-:.)m. ﬂ(b—l)x(a-l)g(b—l)xl T “Jdp-a ﬁ(b—l)x

bulunur. Burada H =| *|ve aB' = g oldupundan H = (A~ ! B ) biciminde
2 :
olacaktir. [Graybill (1969{].

A [g(a-l)xl Loma g ﬁ(a-l)x(b-l) g(a~1)x1 ﬁ(a-I)XC:_

ve

Bf=Ea(b—1)x1 ﬂ(b-l)x(a-l) E’(b-:.))\::L lo-a -jb-l ﬁ(b-l)xq]
dersek : rank (A)= a-1, rank (B)= b-1 oldujfundan (1.3.6)baZintisinin
4.ne gére A = A'(AA')™ ve B~ = B'(BB')”* olacaktir. 0 halde 3
#

I
a=1

ix(a-1)

- -1 -J! -1
&= A‘(I&-1+Jﬂ—1) . gl (Ia-x‘Ia-l)

P{(b-1)x(8-2)
1x(a-1)

g

ex(a-1)




elde edilir. Buradan da @
[

(1,

1x(a-1)

+J
- a=1

(I +J

)-1
a-1 8~ a=-1

-J
ﬁ(b-l)x(a-l) ve B =
glx(a-l)

#

ex(a-1)
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-

(I

o L

-

1ﬁ;x(b—1)
ﬂ(a-l)x(b-l)
ﬁ1x(b-1)

b-1

gcx(b-l)

-1
+Jb_1)
O

Ib-J.+ b-a.

bulunur. Buna gére H agapidaki bigimde belirlenir.

B x(a-2)
(1_'&_1\».1(&_.1)"1
g TOLLTL A
B o o Yutnms)
Pyxta 1)
| Zox(a-1)
Bur-da (Ia_l+Ja_l)"1 = I

- Ja-=1

ﬂlx(b—l)

ﬁlx(b-l)

glx(b-l)

(Ib_1+J

—jg-l(Ib—1+Jb—1)

#

ex(b-1)

a

b-1

B

)2

-1

-

dlr.'—Graybill (1969) ,

Albert (1972)]'Ayr1ca A-, B~ ve H dort kogullu g-inverslerdir.

Béylece bizim igin gerekli olan H H matrisi agagadaki gibi

belirlenir.
s Pix(ar) P boptig) Pimy  Pus |
Plasara C1 ey 3 Bra-1)x(v-2) Fai)mPra i)
H=Pam ‘J'Z"l af P.x(b-1) Pixx  Pixe
Prnciim  Pioaixta-s?) Faidiem Toa EE“ 'jE'l Oy )xo
Pixs P x(a~i) P “Jp_y b3 Pixe
7o P exa-a) Pexs f’:x(b-l) Porr Poxe ]

(3.3.19)
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(3.3.9) ve (3.3.19) bagantilarindan:

: gx(a—l) ﬁlxl glx(b-l) ngl Jz’:t.)cc: -i
'd(a—l)xl g(a—l)x(aal) g(-’-l—l)!(l(g—l)x(b-l)}?a—l)XJ.?&—l)xcr
1x1 1x(a-1) 1x1 E':Lx(‘tzu--:i.) 1X1 ‘gn.xc
I-MM-HH =g (b=1)xa g { b= jx{a-2 )ﬁ ( ")‘-_h{)-:.ﬁb-yx{b—:l) g ( b-—1)Jc:|.ﬁ b-1xc
ja’:an. ﬁlx(a—) 'd:.xl ﬁlx(b-) f53.1:1 ﬁlxc
‘dcxl ﬂcx(a-) ’gcxl jEImc(b-) ‘gCXl (Ic-%c)
elde edilir. = (3.3.20) * .l

P =X(I-M M-H H) ifadesini hesapliyabilmemiz ig¢in (3.3.20)ba-
fgantisini agajfidaki bigimde yazmamiz gerekir. §$oyleki;

r . jz’1:(&1 'glxb ‘glxc
gy ‘gmu 'ﬁaxa ; "Gslx‘t;“ ‘gaxc
Z bxa ﬁ bxa p bxb Z bxe
J
i Posi: Yoz Poxo (To~ E"g' )
dar. (3.3.5) ve (3.3.21) bapmntilarindan :
: g J
P =L1a,njbajc’ ﬁ(abc)xa’ g(abc)xb' Jaﬂaba (Ic_ '5'9' )]
' (abe)x(a+b+eos1)
olarak bulunur. Bu takdirde
a i I ¥
a b G
T Py
.
ot ax(abe)
’gbx(abc)
- 33 J
a b c
L & ol R e 'E:")

bigiminde elde edilir. (3.1.13) bagintisi nedeniyle (3.3.4) modelin-
de (3.3.6) veya H ki W= # hipotezi altinda K nin en iyi li-

o
neer kestiricisi : ) = PY bagintisiyla verilir. 0 halde

o
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fr "
y G
0
A 0
75= PY = g { 3.3.22)
o : - -
0 _
Y..l - Y...
¥l o Yius
?I‘c - ?l.-
dir. - =

(3+3.4) modelinde !ﬂB::ﬁ lineer parametrik kisitlamalari
altinda W 5 = @ hipotezi ig¢in test istatistizi,(3.2.10) baginti-

sina gore
Y'(XCX'-PP ) ¥ k

Y'(I-XCX') Y v N -
bigiminde olacaktir, C= OMX'X QM oldugunda :XC X'= XQM(XQM)

ve XCX' € X'= XC'X' olduiu kisim 3.1, de gisterilmigti. Bu
nedenle Y'(XC X' - PP )Y (r) ve Y' (I-XC X')Y (k)
dagilimlarina sahiptir., (XC X'-PP ) (I-XC X')= @ oldufundan
(3.3.23) rastgele degigkeninin 7r,k sarbestlik dereceli F-dazili-
mina Bahip oldufu kanitlanir. Bumada ,r=1z(XC X'-PP )=R(XC X'-PP )
ve k = Iz(I-XCX')= R(I-XC X') dar. Buna gore,

P =

(3.3.23)

- Ja Jb Jc Ja Jb Jo Ja -Jﬁ Jc
IC X =| T 8p 8Tl e FrT LT T
Ja Jb Jc
] +";“"5°<Ia'a'>]
o [2aligle, By B L)
PP =" b c ® a b c ¢
J J J J J J
_ . a b c a b c
xC x'-PP=[<I;r';.')@-sﬂ";+ a-ﬁffb-?)ﬁ?}
ve J J J J J J J dJ J
- a b c a b C a b ¢
I—KCXE[Iab—-:;ﬂ TQ_E—(I-a)abﬁc_-;n(Ibb)sc
J J J
o b c
¥y Rl



olarak belirlenir. 0 halde

fz(XC”X' - PP)

il

fz(XC™X') - iz(FP)

a+bsc-2-c = a+b=2

ve r= a+b-2 dir diger taraftan :

fz(I-XC"X')

sonug olarak :
H :cma
(0]

Pa
Y ' (XCTX!-PP )Y
Y'(I-XC X")Y
esitsizligi ile belirlenir.

2 OXp=

= B"i=

P A

abc-a-b-c+2 yani, k= abc-a-b-c+2 bulunur.

Hipotezini test igin kritik bdlge :

abc-u—b—c+2>
7

F (a+b-2,abc-a-b-c+2)

a+b=2 1- o<
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3.4. KOVARYANS ANALIZI ICiN DENEYSEL TASARIM MODELI

Agagidaki deneysel tasarim modelini gdzonine alalim,

yijk = B + Cxi + Pj+ Oxijk + eijk

Bu model

I

e

I |

Ldaie Q

1 Oolll 0.-

i=1,2'.t.' a

j=l,2,.-.,
k=1’2,'t.' (+]
matris formunda agagidaki bigimde belirlenir.

.

M- - =5

: n
o
-

% £3.4.1)

111




Helt,1l lodelli Y =:}ZE + e matris formunda yazildaginda:
X =(4 !B) ve § = (7''@ bigiminde diisiiniilebilir. Burada ©
bir parametre , B! ={?ijk]' ve { = (E,cml,.-,c?fpl,fz..,Pb) dir.

4 matrisi 1se, (5.4.1) yazalasindan:

A = (ja@;jbﬁljc,ja@_bﬁljc) (3.4.2)
bigiminde belirlenir bu taktirde model
) %
Y = (L B)f---] +e
~
yada ¥ = A C + OB + e (3.4.3)

olarak yazilabilir. Modelin vapisindan ileri beleggg;fo V%[Pj’ 0
kasatlamalara M = (M : @) olmak iizere M J =@ kasaitlamasi ile
ifade edilebilir. d

Burada ;
iy '
GIXl Ja glxb 9 ja g1:{b 0
I:IC s1 ! alindigandasli=
11
glxl glxa Jb 0 glxa 3% 0
(3.404)
bigiminde olacaktar. M nin genellestirilmis inversi
[0 o 0 g el B
M =12 : M hi= . oH @ x axa
v el e "1 g ¢ Jp o
b e bxa “bxa —g “bxa
5 © - 0 glxa Glxb 0 -
oldugundan @
P y —
1 Glxa 5 g1xb : C.
s ¥,
TR o Do (I, a) Paxd , B (3.446)
=iil &4 - Jb |
Posa Poxa (Ty= b ): Poxa
e = e - e = -
L 0 7. xa %0 V1 |

olacaktar. Bumna gore :

J J
N L e L “an ~& * . . = a s . . = b M
W = .n.(I i;ﬂbl:é) —[{]aﬂabﬁﬂc’ (Id 'a )Q Jbﬂacg Ja@(lb _B)QJC

clur.

|



L]
4

0 0 0 g&a gﬁb 1 gxa glxb
J J J
M = == EIa.x:.. - 'daxl = g’axb Q=‘gax1(In— 2 ) gaxb
a "‘!EH a M a J
S g B (1~ =)
Lﬂkxl w— hbxl bxa _EJ _ bxy “bxa *°b b i
( 30407)

dar. M‘a = # kisitlamasi Q%Plndﬂ 6 nin e¢n iyi lineer kestiricisi:

:{3.1.3) ba;intisina gire; H =G Y ile verilir.[ Hallum ve
Boullimn ve 0dell (1973)].

Burada 3 i
1 ﬂlan ‘alxb
= ; a
G =X(I-M M) = (A | B) @ﬂl (;; = %mb
J
‘dbxl je"mca (Ib" —-E-)
e ¢ ’glxa g].xb
( 3.4.8)
yani, _
G = [A(I-M‘ M)' B ]: (W | B) olur,
Cleine (1964)'e gore:
W (I-B
G"' = - S?. n%? (3'4.9)
Z
dir, Burada; Z = D +(I-D D) (K B'W" W )(I-BD ),
D= (I-WW )B,
. = —_— - -1
I{=[I+(I—D D)B'WTWB (I-DD)]
dir ve W matrisi daha once yazildif gibidir. Bdylece ;
~J
= V" (I-B2)Y (3.4.10)
0 =12Y
olur. Yani;
C =W (Y-BO)

olarak yazilar,
I, Iy J, S SR SR SR I, Jc]
==l +HI - =)o o=+ — &(Ig ) & —

wWwWo =
a b a




49

oldufundan :

7 = [(I—ww") B ]- = [B'(Ifww') BJ-{B'(I_;wé)J
dar.

Buna gbtre ¢

1 - - =
7 = i g - > (xlll-x..l, x2n-x..1,...xul—x..l,
1=1';=1 -1(xijk_x°'k)
x121—x.al; x221:x- !l;ll.; Xa,a];—x.'.l;...i Xzbl-—x- -i;nao;xabl"xool;
){112—}_(..2;x212-x..2i...;sz-f..2;x122-xoo2i3(222—x. 02;;00;;
anz—f.oz;-..;Klbz—x.ozix2b2—xo.2;...;xab2-.x..c.;....;x1-bc—x. .C;
x2bc—x- -C;o-;;x bc-xooc c (3.4.11)
Ve S i b
v %1 =1§1 Tijk *ijk-ab k=1(y“k)(x”k)
e i
= 5= 22;(xijk Xk
elde edilir. Ote yandan W B sirasiyla :
jé,/aQ jb/’c:-a de/e
J ; .
8o dpm & 37
Voia ol v . TEe/oT] y (3.4.13)
g @ Jb it
a/a (IS - )@ Ye/fc
--__ - -'--d .
p PEN Xeoo
?1-. “"?--l ilo- -i. .
?a.. - ? - i-l- = - i.oo
Y-bc -, Y-o. icbo o i.-
‘N_Y - E--l -, E.o- ve ,I'H""B__- f- sl - foco (3.4.14)
Ylle_YOOO X..?-—X..-
?-.C"‘?- - io-C"'—i..
— - = .-

olarak yazilair.
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Boylece:
..r-\Jl| =
E1T e -5 -
o Y--a —9 (x col)_”
L{l Yl . —?uno —a’(ilo- -itll)
(.xz Y2-- -'?o-o -g(iz-- —iooo)
nj l';_:j . ?aon g ?o'o - a‘ (-’B... - i.l.) Fe
—(: — AE = ?olo "‘?oo' “g(i-l. - iooo) -
él ?o2o —_ ?.ou il 6 (i.20 = -Kooo) (3.4.15)
P i . A _ .
!' Y.b. -t Yno. i g (x.b- i x.oo)
i ?o o1 _-?IIO " 6‘J (io el =- i...)
A B _ N o .
Bl | Yoeo - Your -0 (Xeve - X..0)

bulunur. Bunlar ise, klasik kestirimlere uygundur. [Graybill (1961),

5:386) | - i -
§imdide ;
" t: _|=# yani M?‘ = # kisitlamasi ve S\ e abniion '73_
(u: g) o -
L 2 Py Pameos Ry,
hipotezi altinda { ve © nan kestiriglerini bulalam.
; 1
ﬁ(ﬂ-l)Xl S, “daa g(a—l)(b-l)g(ﬂ—l)x1g(a-l)11
W=
ﬁ(b-—l)n ﬂ(b—l)x(a—l)ﬁb—l)111b—1 _jbﬂl g(b—l)Xl

olmak uzere Ho hipotesini E'IB = @ bigiminde yazabilirie. Kisam
3.1 ve(3.3.18) bazaintisina gére:

W=H=WI-MM (3.4.16)
elde edilir. Buradan da onceki bilgilerimize dayanarak;
ﬂlx(a—l) ja1x(b-—1)
(Ia-1+Ja-1)—l | ﬁ(a—l)x(b-l)
e jln-l(Ia—z+Ja—1)-l ﬂlx(b—1)
ﬂ(b—l)x(ﬂ—l) (Ib—1+Jb—1)-1
zlx(n-l) jﬂ—l(lb-1+Jb—1)-l

IX(H—I) ﬁ;x(b-l) E



olarak bulunur. BOylece ;

0 ﬁ1x- ﬂ1xb g
- CB
gal'-'l (Iﬂ a ﬂaxb Es:lxl
HH = L R :
ﬁbxl Esbxa (Ib ‘j;) ﬁbx1 . (3.4.17)
L < ﬂlxa ﬂ1)\'.'&:) 9 -
elde edilir. (3.4.6) ve (3.4.17) bagintilarindan :
2 'ﬂlxa ﬂlxo : 9
|
gaxl ﬁaxa gaxb ; ﬂﬂXl
# g [ bl |
I-M M-HH = Y THEE.  CaeThab. v Tpead (3.4.18)
0 ﬂl)(ﬂ ﬁ1Jc‘::ﬁ '. . 4
oldufu gériillir. Buradan da gorildugu gibi :
3 " - |
I-%% "%% ommmﬂm
TR B L Tl (3.4.19)
i ﬁlx(a+b+1) : 1

yani 5 G = [A(I- M- § H) ! B] olarak bulwmur. Burada;

W =.A(I-M ¥ -H H) yazilirsa :

0 2 4 . S

G, = (v | B)

ve
Wo (I- B Zo)
= |- == - - (3.4.20)
0 2
0

elde edilir. Buna gore :

~J
E: = ‘;'_ =
2 ;O (1 B zo) Y

'
e=2 Y
0 0
yani ;
"s

— N
= =
(,O_uo (Y-B @ )

olur. Burada ;

72 = [( I-%, w;) B ]ﬂ= [13' (I-‘UO w;) Bil-[B' (I-"JO‘N; )](3;4;21)

(o]
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olarak belirlenir. Buna gore ;

(X —E-..;x —E...;...x -ino.;

gi_ %L_ §L_ ( )2 111 211 121
X, ik =Xos s

i=1 j=1 k=1

xﬂ?l-x' . Oitco ;xlbc-x. .. ; oca;xa-bc" Xeo o)

E— ; yi:jk xijk-abc x--.Y..-

dir. O halde :

3;=ZOY= — (3.4.22)
fi % .on)?
i=1 J: - (xijk- X l.l)
buluruz. Ote yandan ;
-— i —— =?-‘_l‘ i
TLO = ( I-B ZO)Y W, Y-WwBe
olarak verildizindon :
WoY = A (I-M M-HH) Y
= (JQQJbsjc g(abc)xa ﬁ(abc)xb)
3 /a®3 s ® 3 s ; JO
0
ﬂax(abc) .
WY = : (3.4.23)
4 ghx(abc) b > ?
0
Ny s . =
Y..._g Xl..
o
0
= S o O :
?:b " Wat=Wy B 03 9 (3.4.2¢)
0

- -
elde edilir. Bu kestirimlerin de klasik kestirimlere uygunlugu
kolayca goriiliir.

Simdij;
XC X'= X(X OM)- oldupunu diigiinerck :
| W (I-B 2 )
X0 X'= X [I-.(OM); B]: (A : B) A (3.4.25)
Ve boylece dej 7
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XCTX' = AWT(I-BZ) + BZ
= AW~ AW BZ + BZ
= W~ + (I-WW") BZ
=AW~ + 272
= MW" + 2'(2 2')72
=W~ + (2'2')72'2

< ww‘-p{t E: L " o i .
Pl vl 7 o *i;jlz_x"k)a —, %;1 Z‘;':::.(xig‘— X, .1)2
ft: b o -1
) i=1 %;; =1(Vi31-?..k)2:l ALY
= (3.4.26)
W s 2 xR 022
ey dy g 4 oot dave 3

elde edilir. Burada: =

M~ = W oldugundan 2 =[§I—Eﬁ-)BJ ve Z =(I-WW")B dir.
ayrica ;

PP~ = P(P'P) P' = Xl-(I——J".’:—:'T-HHH)X' I(I—H_T"’l—-H“H)] X1

X [((x-1"-E"R) |

= X G Wy (1-B 2.)

CalBYs | tonrprerenes

o
= AW (I-BZ)) + B2 .. Mg = W W,
= nho - h.o BZ j+ BZ,
= AW + (I~AW]) BZ, z _[kz—ﬁo'o) B[
= W, + (I-% W )B 2, Zy = (I-W W) B
= AW, + 2,32,
= iy + 2i(2,22)72,

AT +(Zé Zo) Zé 2

olarak bulunur. Buradan da PP~ asagadalki gibi yvazilabilir.
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a
'§E:Q g 42 : . B

1 24
o — A W 3+ L . L
0

yani ;

- X ..)22620 (3.4.27)

dir. Boylece ;

XCTX' - PP = (I-ii)s -{?-ai‘?u, Eﬂa(l—i?-)a Ze +
a a b c a b b c

= ; ﬁ;: (%) 5= Xook) 2517 - g;; _J_é;f (x; X 3 2%,

iz (XCX' - PP) = I iz (I- XC'X') =8,

Ve

olarak gosterilir.
Simdij; Hohipotezi altinda karelerin toplam :

0. =y [xcx -pp | ¥
B - 4

o

Jb Jc Ja l]rc Ja Jb Jc Ja Jb G
—Y'[luﬂ -EQE—PEQI‘DQ E—-—'-Eﬁ—gﬁ—g—-z.ﬁ—gﬁ;—-b

a b o . ) 2
;1 %;1 iﬁ(xigk X..k) 717, ‘511?_1 %%1("131{'}("‘) zozcly
J

J J J J J
a b c a b _c ~ii: gi:_i;: _
=Y |V(Ia-—é-)@ = ® e f (IE b)@ C]Y+0 o =1(xijk)[..k)2
o~ 0 . _ o)
- S . e ow - .28
00 i=1 j=1 k=1 (xl k X ) (3 4 )

dir. Ve hatalarin kareleri toplami :

b 4 [(I— xc -x* )]Y
J J&

O
]

a b £ )
@2 2
- = = = Rape %00
a_ b_ ¢ J J J J J
-S:: 2 4y b c r
=3 =2 k_l(yijk) Y.(Ia a )@ b e C) Y ( * )
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~ b —
-G 2&;;_1 %::: Eltxijk -%..%)° (3.4.29)

olarak bulunur. Difer taraftan : (XC X'-PP ) ve I-XC X' matrisleri
jdempotentirler. iddianin dofrulufu agafjdaki bigimde kanmitlanar.
Soyleki @

(XC™X' - PP7) (XCX' - PP )=XC X'XC X'-XC X'PP -PP XC X'+PP
egitliginde XC™X' XCX' = XC X' oldufu yani XC X' matrisinin
idempotentligi kisam 3.1 de gdsterilmigti. Difer taraftan M M(H H)
= @ oldupu gbdzonihne alimirsa :

P = X(I- M M- H H)
=x [ (1-17m) (1-HH) |
bigiminde yazilabilir. Buna gire :.

XCTX' PP = X(C'C)TC'X'X (I-M M) (I-H H) P
XC~ (I-M"M) X'X(I-M"M)(I-HH) P~
X0 CF

dir. Clnkiu :

P = P'(PP')”
= (I-M M-H H) X'(PP')
ve . " ] .
(I-H H)P™ = (I~ H)(I-M™M -H H)X' (PP')”

: = P_
dir. Diger taraftan ;
C = (I-M"M) X'X(I-NM"M)
- - > g -
= [X(T-0"M) ) [ X(T-M"M )]

C™ = (X0y)7 [ (XQM)']"

CCC =0
olduju dligiiniildiigiinde :

XC CP w x(xc}M)- [ (xom)] (xom')' (XQLﬂ)P
X(x0,) [ (XQy) (X,)7]" XopP

= X(XQ,) (XQy) (XQ (XQy) P

]

W

= x(ng)' (XQM)P“

elde edilir. Burada :




(T-M7H) (XQy,
X(T=M7M) (XQy) (APM
(XQM)P—

X(I-M"M)P~
X(I=l"M)(I-H"H)P~
PP~

bulunur. Biylece

nir., luradan da
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)T = (XQ)T

Xc™ a PP”

(X

X'PP”

cunea varilir: Su halde;

n(xc™x

baZintilary yazilabilir. Buna |

keni,
Fedagilimine

Varyans :

V ﬁy 0o

e e e e

e

Teorem2.1l.

4 nedeniyle 8,

sahintir.

[T~ SerbesiIik
H':l" L2 ct! Bi
b e e e et e e e e —f
al
S~
P8y

Boylece Ho

ol 8o
&O El

Dre -Qu . —E

oldugundans

egitlifinin doffrulufu kanitla-

Q g

ik

o ———— - ———

b s e ettt e -

—— i ————— — e ——

3 2.0%,%

egiteizligi ile belirlenir.

CTM1=PP”) matrisinin idemnotent olduiu sonu-

-PP7) = Iz(XCTX'=PP”) ve R(I-XCTX') = Ig(I-XC"X")
ragstgele degis-

ve 8, serbestliﬁ dereceli bir

o —— e - ey

o e - e

AL

QQ/ 8o

—— ) W — e — it

hinotezini test etmek igin kritik bOlge:



BOLUM-IV
KESTIiRILEMEZ KISITLAMALARA BAGLI NORMAL DENKLEMLER

Q.1.1) Modelinde e~ N (0,(:}In) olmak lizere MP =N kisitlama-
81 altinda P nin en iyi lineer kestiricisi (3.1.4) ile verilir. Bu
k:.altlamadar\-,ﬂ alindiginda kisitlamalara kestirilemez kisitlamalar
denir.

4.1 KESTIRILEMEZ KISITLAMALARA BAGLI NORMAL DENKLEMLERIN

Q'C')ZUNIEI

(1.1.1) Modelinde e ~vwN(0, O In) normallik varsayimi altinda
Mp = ff kestirilemez parametrik kisitlamalerina baZli olarak
X'XP = X'Y normal denklemlerinin ¢bzimi Gerig ve Gallant (1975)
de ele alinda.

Onlarin galigmasinda, kestirilememeden dolayi X =Jﬁh ola-
cak bigimde safirdan farkli Jve P vektirlerinin var olmyacag
stylendikten sonra MP = ¢ lJisitlamalarinin kestirilemez olmasi
koguluyla C~ = (0M X'XQM)- matrigsinin X'X in genellegtirilmig in-
versi oldufu agafidaki teoremle wverildi.

TEOREM 4.1,1 Eger SX = ffM olaccl bigimde safir olmayon’
Q ve P vektdrleri yoksa bu taktirde (QMX'X OM)- matrisi (X'X)
genellegtirilmig inversidir.

KANITLAMA

%
- | ve Zml|-—~lanl-~- _(431.2)

| o T M M |
olsun. T singliler olmadijandan 2 Ve 'F:E matrislerinin ranklari ay-

=

nidir. Mademki X ve M nin satirlariyla gerilen lineer uzaylar
hipotez nedeniyle ayriktair,
0 halde

R P]: R(X) + R(M) (4.1.2)
M

olarak yaiéri%. XQ,, ve ‘M nin satirlari tarafindan gerilen lineer

M
uzaylar ortogonal oldufundan R(Z) = R(XQM) +R(M) dir. Boyleece rank

(XQM) = rank (X) bulunur.




Mademki, (Kom) nin siitunlar: ¥ in silitunlarinin lineer kombinag=-

yonlaridirlur ve iki matrigin ranklari egittir, o helde XQM= xS

olacak gekilde singiiler olmayan bir S matrisi meveuttur. Biylece;
RIX(Qpe X XQpp) X! X m TS K AQ(QyrR* XQyy) "Qy X XSH 2

STy " Xy ( QX" XQyy) "Qpp XQyys ™

ST 0! XQ, 5™

X X

n

= {'X
bulunur. Buradan da, teoremin varaaylmlari altinda (QMX'XQL)'
natrisinin X'X in cgenellegtirilmig inversi olduiu kanitlanir.
Buna gbre; BOliim III de sbzii gegen MB =M klﬂltl%?aﬂlndakirl vek-
torinun sifira cgit alinmasi durumunda ewN(0,CI)) normallik
varsayimi altinda (l,1.1) modelinden MB = § ve YB = v kisitla~
malarin: baifli olarak ortaya konceak (3.2.10) rastgele de¥igke-
ninin belirtecefi test istatistifi; C”= (QMZ'XQH)"= (X'X)” olma-

81 nedeniyle:
(Y-XH v)! [.'z{(.=;‘}{)"I*I'_-PP'J‘(Y-—}{H“v) 8
1:‘-'2‘ ———————————————————————————— 1 —————— . "‘E- (4.1.3)

ya da
oo (r=xmty) [x(o ) “x0 -ppt) (v-XHTY) 8
(Y-XHTv) {T-X(X'X) "X ] (Y-XHv) t

bigiminde olacaktir.Burada 8 = Iz[i—X(X'X)'XF] ve
iz [X(x0'X)"x'-pp7]= % air,

07 yi hesapnlamak, (7'X)” yi hesaplamaya gﬁre oldukga
qﬁ§tﬁr. Bu nedenle (1l.1.1) n?.odelinde'emﬁ(o' L}In) n_c_;x:mallik
varsayim ve MPp = § ,WB = v kisitlamalara altinda(3.2,10) test
istatistifinin kolayca hesanlﬂnabilecg@i gbriliir,

5imdi (1.1.1) modelinde ervN(O,ij)normallik varsayimi al-
tinda M = # kestirilemez lineer narametrik klsltlamglarlna
bagli olarak x'V"’jx,IB = X'V™Y normal denklemlerinin ¢Bziimi nrob-
lemini ele alalim., Burada, X: nxp matrisi isteksel rankli ve V

kovaryans matrisi singiiller defildir. Bu durumda :
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-

ll='_:}mx'v"‘x QM] matrisinin (X'VX) nin-genellegtirilmis inver-
si oldufunu gdeterebilirsek, o taktirde goririz ki : p=[]xv™* v,
normal denklemlerin bir ¢oziimtidiir, 1 5

V matrisi pozitif definit oldug-lmdan V= v 2 vV 2 olarak
yaz:.la.bil:.r. Durada V 2 matrisine V* matrisinin- karekokii denir.
$byleki; pozitif.semi-definit V matrisini g@zbnine alalim, V matrisi
agagidaki gibi koqegenlestlrllsin 3

MUT =A : ( 4.1.4)
Burada T ortagonal bir matristir. B2 = V olan herhangibir B matri-
siné; V matrisinin karekbku denir. A¢ik olarak, T/\g T' bir kare-
kbl olacaktir. Burada; /\1 ktgegen elemanlari karsilikli olarak
AN kigegen matrisinin kigegen elemanlarinin karekskii olan bir ko-
gegen matristir. V matrisinin genellégtirilmis inversi V- olsun.
Bu taktirde V- = ?/NT' olarak yazilabilir. Burada;/\ matrisi:
sifar olmuynn elemanlara /\ nin sifir olmaysn kdgegen elemanlarinin

tersinden, safir elemanlari,/\ nin sifir késegen elemanlorindan

kars&llkll olqrak olugan bir kdgegen matristir. Bu tektirde
(V. D=1 (/\ )'5 ! matrieide V matrisinin karekokil olacaltir . Boy-
lece

(‘75) = (T/\'Q'T')_
‘1‘(,/\32;)" T

i
J2/X) 2 1
yeni, (V') 2 = (V ?) eitlifini buluruz. V pozitif @efinit ol-
dugunda

II

- l 8 . 1 i
VE = /AT 1 vo V' 2 = 0/NZ 7' olarak bulunur.

| Kreijger ve Neudecker (1977ﬂ

$imdi agagrdaki teoremi Yerebiliriz,
TEOREM 4.1.2. Efer OV Z x - = P'M olacak bicimde sifir olmayan

= ,j)vektijrleri yoksa; o zaman $

(Qy X x Q)" matrisi X'V X nin genellegtirilmig

L

inversidir.



KANITI, :U':IA: H

= " -1/2 ;

[ 1. y=a2 v 250 N

(T L evVew T l o 7/

L =I— o M e o TN Z -k-— ~‘ = Ti - -

| e !

L I | LM | M

Iv"l/?'j{ (4‘.1.5)
olsun, T gingililer olmadigindan Z ve [ ] nin ranklari ay-

nidir, lademki, v“f‘x ve ! nin Uﬁtl;l&rlylﬁ erilen lineor
uzaylar hinotez nedeniyle ayriktirlar. O halde ¢

[v-l/ex
R | memmee - R(v"1/2;{) + R(1M) (4.1.6)
M 4
yazilire V 1/2"0 ve Il nin satirlara tarefindan gerilen lineer

uzaylar ortogonnl olduifundan R(Z) - R(V"1/2KQM) + R(M) gir.
Bylece, R(V-Y/2x0.) » R(VY2X) bulumur. Mademid, (v-2/2Xo,)
nin sﬁtunlarl,v"lfgx nin siitunlarinin linecr kombinasyonlari-
dirlar ve iki matrisin ranklari egittir.0 halde; '1/2 ‘P
-1/2'U olacak bigimde sginriiler olmayan bir U matrisi vardair,
Boyleca:
KOV R(Qu X V™0 ) "X VT X
ur "Ly xe v 2y 2y o vizgy ) xe vy 2yt 2t
ur 2 0 v/ 2y 25, QX VR, QX v 2y 2
UHK‘V-l/Z v‘lfaxqu

=U'“1qlg'v"1f ev'lf 2"{%11 $4.34T)
};'V-l 2 v-l; X

wAy M Syisey
=XV
elde ¢dilir, O halde, F-:I'] X'V normal denklemlerin gb-

zilmiidiir,
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(1.1.1) Genel lineer modelinin isteksel rankli ve ¢ hata vek-
torinun O ortalama ve V singiller kovaryans matrisli bir normal da~
Zilima sahip olmasi durumunda; MB =1 kisitlamasina bagli olarak,
P icin elde edilen en iyi lineer kestiricinin |

p M +(A +A,) (Y-XHTN ) (4.1.8)
bagantasiyla verildif®i bilinmektedir. [Hallum, Lewis, ve Boulion
(1973)] Burada ;

A

]

(QyX* VT X,)” XtV Ry

A, =[ X (I-VV) XQy X' (I~} - (4.1.10)
dlr. Bundan buaka :
| Kov ( B ) = (QX'V Xqu)~
bigimindedir, _
§imdi, MP = @ kestirilmez lineer parametrik EKisitleomalari stz
konusu oldufunda (1.1.1) genel lineer modeli iizerine koyulan vuke-
ridaki varsnynmlar‘ultlnda; (QMX'V-XQM)- matrisinin X'V X nin genel-

(4.1.11)

legtirilmig inversi olduZunu gésterereck yukaridaki bagintilarin :

A = XV W : (4.1.12)

A, = [QMX'(I—VV_)X QM]-K'(I-VV_) (4.1.13)
ve

Kov (B ) = (X'VX)" (4.1.14)

bigiminde yazilabilecegi gosterilir.

1 _ : .
TEOREM 4.1.3. Eger O(V 2)” X = P M olacak bigimde sifir olmayan
O ve ¢ vektérleri yoksa bu taktirde (QX: VX Q) matrisd X'V X ,nin
genellegtirilmig inversidir. Burada; (V 2 ) matrisi daha bnee

fanimlandi ve

* = ¥
(V 2) (V2) =V olduju stylendi. (4,1,15)
KANITLAMA s i T k ]
B e S e el b i L
I.=-(v2)xm (V 2) X 0, (% 2)T%
T: - Ei...l-...ll.. e Z= TR EE ] =T R
g . L
* - - . o

olarak belirlendikten sonra Teorem 4.1.1. nin kanitlamasindaki
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1 3
yolu izleyerek : ( V2 )~ X 0y = ( V2 ) XK olacak bigimde singiiler
clmayan bir K matrisinin var11g1n& urtaya koyariz. Bﬁy%ece 4
X' V7X(0, X" VR0 ) X" VX=KT K 'KX' (V Ea'xmmx- VxQ, )X (¥ 2) (v 2)"XKK ™

Tlll }-— 3"-— vy - " 'J'.'- }-'- ]
=K %ﬂ(vz) X0y (QX' VX0, ) QX' (V 2) ‘(Vle)vm'
0yX* (V)7 (¥2) X0, (4.1.16)
R K . S
= K7 0,X'(V 53_(\»' EJIXQM(OMX'V"xoM)“o,_.ﬂx'(v 2)” X0, K
=KT 0 X'( V)T (VZ2)T x0T
L / J | — —
& = .
X' (V2) (V2 ) x
=X'VX

» elde ederiz. Bu sonug (or'ﬂx'v‘xo matrisinin X'V X nin genellesgti-

M)
rilmis inversi c¢lduju kintlanar.

&
§imdi (1.1.1) genel lineer mndelinde e ~~N(0, ¢ V) normallik

varsayimi altinda MP =g kestirilemez lineer parametrik kisitlamala-
rina bagli kalarak V khvaryans matrisinin singiiler olmamasi durumun-
da (oMx'v-‘lxr\M)' matrisinin X'V X matrisinin genellestirilmig in-
versi oldufunu, modeli kliresel hatalara sahip bir modele dbniigtiirdik-
ten sonra Teorem 4.1.1. i esas alarak gdsterelim. Yani bu durumda da
B =[] X' V'Y nin normal denklemlerin bir ¢oziimi oldugunu yeniden
elde edelim, '

V pozitif defirit oldugundan (1.1.1) lineer modelinin P'P=V >
olacak bigimde segilen singﬁlér olmayan bir-P-ddnigim matrisiyle
kilresel rastgele hata vekttriine sahip'

PY =PXp+ Pe - - ' (4.1.17)
modeline ddnigtirildiginii kisim 1l.4'de gosterdik.
Bu yeni modelde :
Y = PY, X*=PXvee =Pe
4 alarak (ddolglin modeli :

Yol 'D o P+ e ] Minas (4.1.18)
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bigiminde yazilir. (4.1.18) modelinde MP =r1~k131t1amalar1na bagla

olarak bulunan F nin en iyi lineer kestiricisi; (3.1.4) nedeniyle
~a
P" = o® (x*rRs Px® NN + M (4.1.19)

bigiminde yazilir. Burada C* = (0 XXt 0 ) (4.1.20)
dars

'
TEOREM 4.1.4: Eger OX' = M olacak bigimde O olmayan O ve P vek-
torleri yoksa bu taktirde :

c*® nmatrisi X X" matrisinin genellegtirilmig inversi-

dir.
KANITLAMA :
I XM X" "k
™ = e =t e ve 2% | - - o | 20* |- - - K4.1.22)
0 e | M M ’
. / i L
olsun. T~ bingiiler olmadlglndan 2% ve |- nin ranklari aynadar.

Mademki, X ve M nin satirlariyla gérilgn'linéer'uznylar hipotez

nedeniyle ayriktairlar, o halde :

,(x
R (-_- R(X®) + R (M)

| M (4.1.22)

bagintisini yazariz. X* nm ve M nin satirlari tarafindan gerilen
lineer uzaylar ortogonal oldujundan R(Z )= R(X Q ) +R(M) dir.
Béylece R(X Oy )= R(Xx) bulunur. Hademki, (x" nL) nin siitunlar: X
in ButUnlarlnln lineer kombinasyonlaridirlar vé iki matrisin rank-
lara cglttir. 0 halde X O " al-u olacak bigimde singiller olmayan

bir S matrisi vardar. Bﬁvlccc,
-1 -l
X x"(oMx"' x>~ ow,)"x"' o 5™ 5 (0, X x* " X7 x® g% g*

=s_k'sx x"o‘“(oMx xq ) nMx’fx*“ 5%
= mex'xﬂqm(nmxﬁxxn ) OMX* b QM
- Ix":-[ ns

o G | (4+.1.23)

l

olur.
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uradan da goriilldiigi gibi (QM X OM)_ matrisinin X 'X© nin genel-

egtirilmis inversi oldufu sonucu-gikar. Yani;

—. ) - -7
0 1P = ' i ' =X gt
(‘M X*P' PX QM) (QMX VX QM) matrisi X'P'PX =X'V = X mat
isinin genellegtirilmis inversidir. B&ylece teoremin dogruluju

anitlanair.

Genel olargk, V kovaryans matrisinin singliler olmasi yeni po=
itif semi-definit olmasi durumunda; eger V nin slitun uzayi X i -
htiva ederse, bu taktirde X = VIP yazilabilir. Buna gbre
pv*(r-vv’) ifadesi (VV )' = VW = (V' )' ¥ egitligi nedeniyle

Yv [1- (V) ] e
=\.P'[VI =V (V) V'_]
0

]

f;FV'(I—VVF)

lur. Boylece (4.1.,10) bagintisinin sifira egit oldugu.sornueu elde
dilir. Du durumda (4.1.18) en iyi lineer kestiricisi :
N ] o ) - ) L
P=wn+a (Y-XM ) =M1 + (XVX) X'V (Y-XM 1)
igimine girer. Burada Mp = # alindizinda P = AlY elde edilir.
u-dd Teorem 4.l.3 e gore :
M — — —
F = (X'V X) X'V olarak belirlenir.
Simdi yukarida verdigimiz teoremlerin en genel hali olan Teorem
1.1.3 in gegerliligini gtsterecegiz.
1.2. UYGULAMA
= : ; i= j=1,2 iki-yonliu etkilegimsi
Yy H + Ot Fj +egy i 1.0 58,2 4 .yon etkilegimeiz
sinifleme mndelini gbzoniine alalim. BSyle bir model ig¢in genel agik-
lama kisaim 3.3 de verildi, Bu model W = TP + e matris formunda

igafidaki gibi yazilabilir.

(-1 T 3 e 39 0l [8] & ]
11 cl e 11
Yo R WS - DA ; Ui i ¢ cxl e,
B 2+ (4.2.1)
v,,]=11 o 1 1 of}p 65y
] y22- ] 1 0 1 0 3 p2 822_J

1 = - s
Burada e~ N(0, O I) bigiminde bir normal dagilima sahiptir.
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(4.2.1) modeli

1 0 0 0
0 1 0 0
WY =|o0 0 1 0 (4.2.2,)
0 0 0 |
L 1 1 1

\. J "
matrisini kullanarak hPW: qJTP + q}e formundaki baska bir modele
donligtirilirse yeni model:

ol b - - — -

Y., '100011010310007«311
. 1 0 ollr 2.0 0 2™ 0 1 0 of [e,,
g e b
Y3, —001010--11092 00 3 of le,
2ol 0001&01'05[31 0 0 0 1 e,
Ly11+y12+y21+y2% h} L-3 l- - l2- L1 La g S

(4+2.3)
olarak elde edilir. Bu model
Y =V, X=\YT ve E=Ye (4.2.4)
olmak koguluyla Y= Xp + £ formunda yasilabilir.
Burada
V(tg)=%(EL)
= I (QJoc'qj')
;W{féce )\{) (4.2.5)
ve E(C) =WB(@) =0 (4.2.6)
dair,

Z
Wq}'-_- V denirse £~N(0, (J V) olarak yazilir. Buna gbre

Bk a0 20w i ]
B s & i
2
e | L0 SO B 2 (4.2.7)
B% 10w 15
PR ey Y

bigiminde bir matristir. V matrisinin singiiler oldugfu determinantinin

si1fira egit olmasi nedeniyle hemen soylenebilir.
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0 halde 4.2, 3) modeli singiiler kovaryans matrisli bir lineer modeldir.
S
Simdi (4.2.3) modelinde&®X, = 0 ve Z}H = 0 kisitlamalari yani

v 0
[o 1 3 0 o] =, : -
L= £.2,
0O 0 0 1 } B.l 0

s

lineer parametrik kisitlamalari altinda P parametre vektorinin F en
iyi lineer kestiricisini ariyalam.
(4.1.8) nedeniyle P agagidaki bigimde belirlenir.
F = (A +A) Y (4.2.9)
Burada A, ve A, (4.1.9) ve (4.1.10) bagintilarinda verildigi gibi-
dir.
V matrisinin karakteristik (eigen) degerleri 13;1;1;5;0 oldupun-

dan (4.1.4) bagantisina goére V matrisini
r -

t 0 0 0 0
0 i 0 0 0
TYVD = 0 o 1 0 0 bigiminde kdgegenlegtiren orta-
| 0 0 0 5 0 gonal T matrisi:
.o o 0o o0 o0 |
r (- 0 1 1
V12 3 v3o© V&
1 . _ X _. 3 1
T —_ - =
V12 N6 vz ' Neoo S (4.2.10)
T = 3 1 1 1 3
1z’ N6 = N2 Neo' N5
b 3 0 0 1 1
| Vlz \20 \'5
.0 0 0 TR
\N20 3
olarak belirlenir.
Bélim IV e gore
1 0 0 0 0]
1 0 1 0 0 0
0 0 0 5 0
| —
' '
0 0 0 0 0 J

e



oldujfundan
: - 1 1 4
ey Ly (g (g (2 L)
12 10\|? 12 10N20' 12 10§20 12 10\20' 1oN20
,- ( g (-3 A0 )(;.3_+ 1 4
12 10\4?" 10\1?’6" 12 10y20' 12 10\]20‘ 10\20
B s -3 1 - 1 4
(V)= ==+ ) () (2 (— )
12 10y20' 12 10\120 12 10\20" 12 10y20' 10Yz0
e i s l__) (3R vy frde + 1_‘1> 4ﬂ
12 10M20" 12 10M20" 12. 10§28 12 10§20 10V2C
4 4 4 4 1B
| 10\20" 10\20" 10\20" 1020 10\20' |
| (4.2.12)
olarak bulunur.(4.2.4) bagintilarindan ikincisi (4.2.12) nedeniyle
1 1 0 1 0]
1 1 0 0 1
X =W =, g 1 : 0 (4.2.13)
1 0 1 0 1
L 4 2 2 2 2
olarak belirlenir. (4.2.12) ve (4.2.13) bagjantilarindan
N2O'© 12 \2O' 12 '\20' 12 \\zo 12 \120
2(6.+i)(-6+1)(—-6 1)(6+ 1 )
\FL6) \20" 12 " N2O" 12 \20* 12 N2
A% B 7 1 6 1 6 - 1. \i=6 A
':VQ X= * - ) ( s p—— ) ( s Y ) - y—m | )
\20' 12 \20' 12 \20' VEZENZORS 12T D
2 (-6*_.1 )(6.’_-—1 )(—6 _*_-1 )(6_*__1‘
N20' 12 N2O! 12 \20° 12 30"~ a2 N20'
8 4 4 4 4 i
V7o \o" V70" V70" 75" )
e
bulunur, (1-2:14)
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(4.2.8) bagintisina gbre

M= (4.2.15)

0 0 0 il 1
olarak yazilir. (4.2.14) ve (4.2.15) bagantilarindaki deperler goz-—
tniine alindijfinda J'(V %)- X= f'm olacak bigimde sifir olmayan ) VEf
vektdrlerinin bulunamyecagl gdrilir.0 halde Teorem 4.1.3 Un hipote-

0 1 1 0 0]

zi gergeklenir. )
(4.2.14) bapintisindan Transpoz alinarak X'( V 2 )~ bulunduktan

sonra X' V X hesaplanirsa:

4 2 2 2 2]
sivrs w | 2 2 0 1 1 e
0 o 2 1 1 (4.2,
2 : 0
| 2 1 1 0 2|
matrisi elde edilir. (4.2.15) matrisinin g-inversi hesaplanirsa
o 0 |
B 0.5 0
ollks 0.5 0 (4:2e11)
0 0.5
h 0 0°5_1 )
bulunur. Buna gore 1 0 ) 0 0o 2 0 il
0 0.25 -0.25 0 0
0 0 0 0.25 =0.25
far, (4.2.16) ve (4.2.18) bagintilarandan (4.2.18)
(X*VX) € (X'VX) =XV -X (4.2.19)

sapintis1 gergeklenir. B8ylece €~ matrisinin X'V X nin g-invers,

’>ldupu kanitldnarak Teorem 4.1.3 doérulanar,
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ayrica
P08 akis28 = 0,24 | «0:24 0.04 7
-0.24 0.76 - 0.24  -0.24 0.04
=|-0.24 -0.24 °  0.76 -0.24 0.04] (4.220)
=0.24 '-0.24 - 0.24 0.76 0.04
| 0.04 0.04 0.04 0.04 0.16]
oldufundan :
- [ 0.8 =052 7« <042 -0.2 0.2]
_ ]-0.2 0.8 0,42 -0, 2 0.2
Viimit 0.2 ~0,.2 0.8 0.2 0.2 (4,2.21)
-0.2 ~0.2 -0.2 0.8 0.2 .
[ 0.2 0.2 0.2' .+ 0s2'' 0,8
L 50,2 'Lowe Wo.2 @2 to2”
| o S R Sl T SR R,
(I- VW)= 0.2 0.2 0.2 0.2 -0.2 (4.2.22)
5 R SN - S - SR L
(50,2 W02 - =0.2 0.2 0.2

olarak belirlenir. (432.13) ve (4.2.2?) bafintilarinin gdzbniine alin-
masiyla
X'(I-W) = ¢ (4.2.23)
ve (4.1.10) bag;ntisi nedeniyle de Ap= 0 bulunur.
0 haldﬁu(4.2.9) bagintisiyla verilen §' en iyi lineer kestiricisi
'P =‘A1 Y
= (X'\V'X)” 2V ¥ ! (4.2.24)

olarak yazilar,




BOLUM-V
TAM RANKLI OLMAYAN SABIT MODEL

5.1. TAM RANKLI OLMAYAN SABIT MODEL iG¢iN HIiPOTEZ TESTLERI

(1.1.1) modeli; Tanmim (1l.3.1) de ifade olundu/u bigimde tam rank-
11 olmayan bir model olsun ve w bdyle bir modeli gostersin. Bu durum-

da X matrisi ve P vektori airaslyla X:nxp =(X X ) ve P‘ 1IXD =

(5 |5)gib1 parcalansin. Burada x matrisi : nxa bovutlu, X2 matrisi @
nx(p—a) boyutlu bllinenlerln blrer alt matrisidirler. é ¢ i1xa boyutlu
5 : 1x(p-a) boyutlu kestirilecck parametre vektorleridirler. Bilin-
digi gibi bu taktirde, w modeli igin elde edilen Sﬁ =X'Y normal denk-
lemleri B igin tek bir gbziim vermez, Sadece, U = LP bigiminde m tane
lineer kestirilebilir fanksiyonla tek degere ulagilir. Yani ;
Pl, pz,..., pp parametrelerin boyle fonksiyonlarinda LH = L kogulu
sagZlandl fanda F igin bir teck degere ulagilir. Burada; S= X'X,6=5" ,
H= GS ve H matrisi idempotentdir. Ayrica L matrisi : mxp boyutlu ve
isteksel rankli bilinenlerin -bir matrisidir. U vektodri ise : mxi bo-
yutlu bilinenlerin bir vektsriidiir.
Bu agiklamalar altinda, w modeli ve IP U hipotezi varsayim
nedsniyle :
~ e
L - ) (zen) (1f-u,) e -y
Y (I-XX") Y | g _
rastgele defiskeni; Teorem 3.1.4. nedeniyle g ve n-q serbestlik dere-
celi F dagjlimina sahiptir., Burada; n-q = Iz(I-XX ) ve q=R(XxX")
r = iz (XGL') (IGL')” (LGX') dir.

L

Gergekten ;
IH = L kogulunu kullanarak (5.1.1) rastgele degigkeninin payini:
(1 - u)' (1637 (If ~U ) = (LeX'Y -U )" (16L') (16X'Y-U)
=(IGX'Y-LL~ U L (LGL' ) (L6X'Y-LL~ u,)
[LGX'(Y-XL U )](LGL') 1GX! (Y-XL u,)
=(Y-XL Uo)'XC—L'(LGL') TLGX ' (Y-XL UO)

(5.1.2)
olarak yazariz. Burcda, L = Uo hipotezinin tcstedilebilir olmasi

varsayam nedeniyle L; X'X matrisinin satir uzayindadir,
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Bu nedenle LGX'X = L dir. Ayrica, Lp = U  nin bagdagabilirliginden
LL” U, = U dir. [John ve Smith (1974)}
Paydaya gelince; onu da ':

YV (I-XX ) ¥ =(Y=XL Uo)'(I-xx') (Y=-XL= UO) {5:1:3)
bigiminde yazariz.

A = XGL' (LGL')” LGX'
ve B = (F- XX) (5.1.4)
dersek, A%= XGL! (LGL')™ LGX'XGL' (LGL')” LGX!
b——-v--‘
L
= XGL'(LGL'J(LGL') (LGL)LGX"
= XGL'(IGL') ™ LGX' (5.1.5)

= A .
yani, A matrisinin idempotent oldugunu gbriiriiz. B matrisine gelince:
B’= (I-XX") (I-XX") = I-XX-XX + XX XX
- T= EW - (5.1.6)
=B
dar.Yeni,B matrisinin idewmpotent oldufu goriiliir. Ayrica yukaridan izle-
necei lzere A' = A ve B' = B oldugundan A ve B matrisieri simeriktir-
ler.
AB gcarpimina gelince; onun da;: ,
AB = XGL'(LGL') LGX'(I-XX") =XGL'(LGL') LG(X*-X'XX")
XGL' (LGL' ) TLG(X ' =X (XX~ ))
XGL' (LGL* )T LG(X'-X'X' " X')
XGL' (IGL' ) "LG(0)
‘ =0 (5.1.7)
oldugu gorililr, Boylece, Teorem 2.1.,4 iin kogullari baglan-
dzgnndanf iddianin dogrulﬁgu kanitlanair, Bundan bagka,Lp lineer

il

parametrik fonksiyonlari kestirilebilir ve = U denklemi bagdega-
bilir oldugundan : o B
A
B (Lp) = B (LGX'Y)
= LGX'KP
= i

bulunur. Bu taktirde ;

L}
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Kov (If) = B (If -1p) (If-Ip)*
= B(LP-16X'Xp) (LP-I6X'Xp)*
= LE(GX'Y~GX'XP) (GX'Y-GX'Xp) ' L*
= LE(GX' (XP +€)=GX'XP) (GX' (Xp+e)-GX'XP)'L! (5,1.8)
= LGX' E(ee')X6L' = I6L' G

olarak bulunur.

Simdi, ' M
thxa ' otx(p—n)
L B Rl e L A e e o
P . (5.1.9)
L
O(M—t)xa : L2(m—t)x(p—a)

-

olarak alalim,., Bu durumda :

)

p(3-%) B-8) | w(¥-¥)S-3)

Kov(If)= L | . SRR P v oo oe v ufl(5.1,10)
LE(3-8) (B-%¥) . E(5-3)NI-0)]
yazariz. Efer G matrisi :

G . G
ax ARy |
G= “h s e e e e 5 ¥ = Y k" (5.1011)
6o+ G
bigiminde pargalanirsa; bu taktirde (5.1.8) bagintisina gbére :
i 5 | 8 = ’ L e
(| '
Lo g Gy 0 Go Ll 0 L1G11L1. LG, 015
| | .
Kov(Lfi):---;_.-- ST O e— ——-n--:-_.*:..-_“
s ' 1
Pt Fe b ey lofea | |0 ¢ BB) (Mefauhit Yot
(5:1:12)
bigiminde yazilir. Bdylece, (5.1.10) ve (5.1.12) bagaintilarindan :
A s “ 2
- IO = T
Kov (Llj ) =016, L, Kov (LZJ) - L2G22AL , 0 i
N

A " A 4 &
Kov (le ,L24§ ) =0 1,6 L5, Kov (L26 ’ le)=1.2@211.{0 (5.1,13)

bajintilari elde edilir. Ayriea, LP = Uo denkleminin bagdagabilirliZi
nedeniylc yozilan LL- Uy = U, bajintisida bu durumda :
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g f -"_i - - g
iy -0 - @ U U
1' k 3 B A 4
I
S ors e S il | P ool iy (5.1.14)
1o Lg- p O Wy -.UZH § U,
L L 4% U U
-l 4 b i =
'—--'-—--l-—— —--:--
| I 't
ST L2L2-.-U2- | U,

]

bigiminde yazilir. Burada Ué
ce (5.1.14) bag;antisindan

(uy | U}) olarak pargalandi. Béyle-

Lle Ul-U veL2L2 U2 02

alt bagdegabilirlik kogullari elde edilir.
Bu agiklamalardan sonra Oktaba, (1968) de L matrisinin tam rank-

11 motris olmasi durumunda sunulan Teorcom 1 i ,L matrisi lizerinde

(5.1.15)

higbir rank kogulu kogmaksizin agafjida sunacofimiz iki teorumlc 0-
nellegtirebiliriz.

TEOREM 6.1.2. X Matrisi ve P vektdrinin kisim 5. 1.2 deki gibi par-
¢alendifni varsayalim. Bu taktirde, w: Y—-X?ﬁ + X 0 +e modelis;

L b Ul hipotezl varsayimi altinda :

(Lﬁ -U)' (1.6 yt (Lb n—q
F o Lty Y : (5.1.16)
Y' (I-XGX') Y &
rastgele deglakcnz g, ve n-q serbestlik dereceli F- dafilimna

sahiptir. Burada, Lfd lineer parametrik fonksiyonlarinin

L1H11= I.l ve L H i 0 oldugunda kestirilebilir olduiu varsayil-
mgtir. nyrlca LlGllLl, I.d vektoriniin bir kovaryans matrisidir,
H11 ¢ axa boyutlu bir matris, ng : ax(p-a) boyutlu bir matris,
I
11 : H12
Ha@G8 = |- - . el S L Gn:axa boyutlu bir matristir
[ #5ag i © Hog (5:1.27)
KANITLAMA :
A, A
A =[x J [0 4 (1) 2] (5.1.18)

denkleminden ¥ ve nin sirasiylo, ¥ ve Jnin kestirimleri oldupu

ve bunlarinda
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A
5 =G X'Y+G6 XY+(H -I )z +H .2
b 122 11 a’ 22 T2

CA>

o ' G -
G 2x X & 21xl'Y + (H22 I

022 p—a) 25 (5.1.19)

olarak bulunabilecefi hemen gorilir. Burada z! =(z£i zé ) alanda.

Simdi ;
: 1 ¥ i Bir SE {
Hll : H12| Gll : G12 Xlxl / X1X2
1
R e e = EEEEEER [ SIS
! [ 4 ]
[ "ee | Saal | % 1 %epy IR 1 PR e
] 1 ' 1 1
Gllxlxl L G12X2x1' J11X2X1 +G12X2X2
— - - — — -_— — — —— — — Em— a— .
' ]
Go  K1X, + GpoXoX, 1 6o X)Xy #G50K0%,

——

olacagindan; L1H11= L1 ve LlH1

o= 0 Eaglntllarl agik bir bigimdes:

1 1 - 1 1 -
Ll(Gllxlxl +G12X2x1) B L1 b Ll(Gllx1x2 +G12X2X2) .0
olarak yazilacaktair.
Simdi (5.1.16) rastgele defigkeninin payini yazacak olursaok
onun ; .
’ - 1Y i 5 -
i o =I5 ¥4 W ~ Risaakadiy .
(L15 Ul)'(LlGllLi) (le Ul) ipl(Gllxi +G12xé)(Y XlLlul)xL&Gllhl)
3 e ' l
.LLl(G11X£ +G12Xé) (Y XlLl Ul)J
= T 0 O T o | Y\ B ' ¥y
= (Y %qu) (X1611+¥2G12?L1 (PlGlel)mL1(911x1+gl2x2)(Y lelul)
' (5.1.20)
bi¢iminde yazilabilecegini goririiz. Payﬂaalndakiifa§eye gelince @

Y'(I-XGX')Y = Y'(I-X(X'X) X') ¥
=Y' (I-XX")Y
" (Y-le; Ul)-(I-xx")(Y-XIL; Ul)(s.l.zl)

olarak bulunur. Ciinkii, X= (Xl§ X2) big¢iminde parg¢alandijfindas

Ia Ia

X=X : %) |---f = X[--

0 0

ve
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0 0
22T [ W A =X |
£ o S ( 5.1.22)
p-a P=a
bigimindé ya2111r. Buradan :
- ' s - 1
X} = (1,:0)X', X5 = (0 yIp_a)X
elde edilir. Boylece;
X! (I-XX") = xi(I-x(x'x)"x*) (5.1.23)
= (T 0) (X'=X'X(X'X) X*)
= 0
bulunur. Yine benzer bigimde
" b i X .
(I-xx )x1=(1-x(x'x) | T | = (X=X(X'X) X'X) |-\ ]= 0 (5.1.24)
0 0

bulunur., $imdi;

. _ : :
(x G +x )L' (LlGllLi) Ll(_c-llxl + G12X2 )

-

vig

B= (I-XX") : : (5.1.25)
dersek, A' = A,B' = B,A2= A ve Bz= B oldufunu goririiz. Gergekten ;
simetrilik durumu transpoz almakla gériiliir. idempotentlik durumuna

gelince ;
2

> )L'(LlGllLi) L (G X'+G12Xé) = A

(5.1,26)

(X G +K

bulunur. B- = B oldugu dzhe tnece gbsterilmigt® .
Burada : :
L, (6,, X146, pX5) (X, G +X,6) )=k (0, XIX G 4G, XIX G #4, XX G

r O G X 3383 3023 S AT T W g3
+G éxéG'd) ‘
= 1] 1 - .
= Ll(E611X1X1+G XA%, )G +(G XX +Glzx§X“jG )
s v N\
Hll : le
=L H G + L H .G! .
p S & T % ) 32 1e - 5.1.2
L——\r——J () 7)
=L H G
i L o |
=L G ¢
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dir. Btylece; A ve B matrislerinin simetrik ve idempotent olduklarina

goéruyoruz. A matrisiyle B matrisinin garpimina gelince ;

AB =[KlGll+X2G£2)L'(LlGllLi) L (G11X£+612Xé)] (1-xx )(5.1.28)

dir. Clnkii; Ké(I—XX )= (0 ;Ip_a)X'(I—XX )=0 oldufu agaiktir. O halde
Teorem (2.1i4) ye gore (5.1.16) rastgele degiskeni g, Ve n-q serbest-
lik dereceli F dafilimina sahiptir. Bu da teoremin kanitlamasini ta-
mAamlar. Burada ;

. ! . =
g1=Iz (le11+x2G1I2)L1 (LlGnLl) L (Gllx;.+G12X2") ve nq= 1z(I-XX )dar.

TEOREM 6.1.2  Teorem 5.1.1. deki varsayimlar altinda L26 = U, hipa-
tezi gergeklensin. Burada O : (p-a)x1 boyutlu bir alt parametre vek-

torii ve U2- (m=t)xa boyutlu bilinenlerin bir vektoriidir.Bu taktirde:

. (L, S -U,) "(L,6,,08)" (LS -U,) n —q

Y'(I- XX7)Y €2 (3:1.29)
rastgele degiskeni g2 ve n4ﬂ_serbestlik dereceli F- dagilimina sa-

hiptir. Burada (L G )"& L, O vektdrinin kovaryans matrisidir.

22 2

v ' , :
2“ U2 lineer parametrik fonkalyonlnrl ise; L2H22 L L2H21

egitlikleri gergeklendiginde kestirilebilirdirler.

KANITLAMA : Teorem 5.1.1. in kanitlamasindaki yontemle istenen sonu-
ca varalar. Ozellikle ; t=1, U = 0 veya m~% =1,U,=0 durumlarinda :
(5.1.16) ve (5.1.29) rastgele degiskenleri sirasiyla;

(1, ' ¥ (I-XGX')Y L (6, X'mlgng >]i ' (I-XX7) Y (5.1, 30)
var(L ¥)  n-gq - (L1 11L{) ‘ n-gq
Ve A 2 = z
. (1,5 ) Y'(I-XGX') Y:FL (6,, XY +622x5Y)7: Y' (I-XGX')Y (5.1.31)
er(LQS') n - q LQGQQLé bl

bigimlerini alirlar. Bunlarda modelin bazi parametrelerinin lineer
kombinasyonlarinin sifir olmasi yanij; lef = 0 veya L25 = 0 bigiminde-
ki hipotezlerintest edilmesinde kullanilabilirler.

Simdi X = (Kl : X2) olarak parg¢alandi/inda Llﬁ = L ’L1H12 0

ve L2H22 = L2. L2H21 = 0 bagantilarini X matrisinin alt matrisiyle

nasil ifade edebilecegimizi agiklamaya ¢aligalam, Biliyoruz kij;



X! X XX, |
= : 0y 2
S= XK= |moe (X} X)) mfian e (5.1.32)
'
Ié Xéxl : x2x2
ve
3 y & 2 T T g
(x;xl) +(xi xl) X!X,A Xéxl(xixl) (xlxl) XIX,A
I
G=S; Wam e = = oy = o= - - - - - - - --:--.- - e ewm e (501-33)
ATXSX (XX ) A ]

e

dir. Burada; A= X} (I-X (X)X )7X!)X, dir. LRohde (1965) ]

H matrisi iae. agagidaki big¢imde yazilar.

: ' = 4 l
@, .o X5 : X% TS o
H=0S= e e el AR ONE (5.1.34)
SR eel [ Fehey Tote | Ba L Pa

Carpimi yapar ve kargilikli . elemanlarin esitliklerini gtzéniine alia
sak :

= " ' W N = - = X
8 (xixl) XX +(XIX) XX 4 XAX (XX ) XIX =(XX ) XX A XAX

ghine
cmiXax. ) Xix : " (5+1438)
H , =(x;x1)‘x;x2+(xix1)"x;xan“ xéxl(x;xl)“x;xz-(x{xg)'xixznfx§x2
=(X!X )7XIX,(I-A" &) - (5.1.36)
H, = ;A'Xéxl(xixl)“x;x1+n'xéxl =0 (5.1.37)
ve _ ; _
H,,= -A—Xéxl(X;Xl)_xiXé+ A"X3X, = ATA I (5.1.38)

bagantilarini elde ederiz. Bbylece ; L1H11= L1 bagintisi agik bir

bigimde : -
k(TR X, = I, (5.1.39)

olarak yazariz. Bu da bize L1 matrisinin X;xl nin satir uzayinda

bulundpgunu gﬁsterir. Liﬂlz = 0 bagantisini agik bir bigimde yazar-

sak :

Ll(xixl)" XX, (I-A"A) = O (5.1.40)
elde cderiz. L1H21 = 0 kendiliginden gerqeklenir.LlH22=L2 bagantisin
agik bir bigimde yazdigimizda :
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LA A =1L, (5.1.41)

elde ederiz. Burada da L2 matrisinin A nin satir uzayinda bulun-
masli gerektigini ortaya koyariz.
Efer X matrisinin parg¢alaniginda X veX alt matrisleri orto-

2

gonal ise, Yani X'X_, = O ise; Bu taktirde H matrisi ¢

.
' mi I ’ — i
(Xlxl) ¢ 09 (Xiﬁl) | 0 (xixl) x'xl : o
}{:'- W = sl L oo s ! = '
; ' 1 o Mreie e
0 :(XéXQ) .o : (x'x )J | 0 :(Xéxz) X3X,
big¢iminde yazilacajzindan : L1H11= L L H 1 o™ =0 ve. {5:1.,42)

L2H22 L L2H21= 0 bagantilara; L1H12= 0 ve L2 H21= 0 bagintilarinan

kendillglndon gerceklenmesi nedeniyle 3
' = '
L (xlxlz (xlxl) L1 _ —
' - Sem
Ly(X3X,) (X,X,) = L,
bafmntilarinin ger¢eklenmesine indirgenir. Bu durumda bu bagintilar :

il

L1 matrisinin Xixl matrisinin satir uzayindan ,L2 matrisinin de

Xéxz matrisinin satir uzayinda bulunmasi gerektifini kanitlar,
§imdi III. Bolimde 3,3. kisminda sundufumuz uygulamaya ddnelim.

Eger, (3.3.4) médelinde :
‘5'-_-(1:;;-1. ca st s s Bap BavesyBy) ved'=(0_, 055000, O,)
dersek, modeli : X = (Xl; Xz) pargalanig:r ile; Y = Xla’ +X2§A+e
(5.1.44)
big¢iminde yazariz. Bu modelde Ho s 91= 02=...= 0c hipotezini test
etmek istersek ; It,a = 0 hipotezi igin :

Fb(a-1)x1 Ia-l _jnéi ﬂ(a 1)x(b- 1)5(1-1)xrﬂ(1—1)x(c 1)5(1—1)xﬂ

Lﬁ ﬂ(b 1)xa ﬁ(b 1)x(a-1)ﬁ(b-1)x1 Ib 1 Jb—l g(b 1)x(c- 1)ﬂ(b—1)x1

— — e wm am - - o e e wm - s e wm -

H’(cz 1)x1ﬂ(c 1)x(a- 1)ﬁ(c 1)x1 ﬁ(c 1)x(b-1)ﬂ(c-1)xl'.c 1 _jc-l J




matrisinin pargalanmigindan; L, =
sindan ¢
-
1 jé/a jﬁ/h
IJflxl (IQ-JE/Q) ﬂqxh
o ﬁle gbxa (Ih_Jh/b)
.ﬂcx1 ﬁcxa ﬁcxh

bulunduktan sonra :

H22 = (Ic— Jc/o)

elde edilir. Bu seg¢ilisten ; L H

= (I o : -jc_l) ve (3.3.15) bagzinti-
3 | a4
i d:
I
.
axce
: (5.1.45)
' ﬁbxc
: (Ic-Jc/C)
(5.1.46)
nn = L, Ve LOHh1= 0 olduiu gdriiliir,




SONUGC

Bu tezde genel lineer modellerde parametre vektorii lizerindeki
kisitlamalar ile birlikte hipotez testi yapilmak istendiginde; para-
metrelerin kestirilebilirligi igin bilinen gerekli bajgdasabilirlik
kogullari, kisitlama matrislerinin bitigtirilmesi ile bir tek kocgula
indirgendi. Buna bagli olarak kisitlama matrielerinin en genel halde
isteksel rankli olmelari durumunda anilan hipotez ig¢in hesaplamalara
en basite indirgeyen bir test istatistiZi uygulamasi ile birlikte ve—
rildi.

Ayrlga, Gerig ve Gallant (1975) in verdigi teorem kovaryans matri-
8inin G V (V pozitif definit yada pozitif semi definit) olmasi duru-
munda ayri teoremler olarak V nin durumuna gore genisletilerel verildi
Verdigimiz teoremlerin gegerliliZi bir uygulama ile gergeklendi. X
tasarim matrisinin V kovaryans matrisinin siitun uzayinda bulunmasi du
rumunda, kisitlanmig modellerde bilinmeyen parametre vek:driiniin kesti—
ricisi irdelendi.

Son olarak, tam rankli olmayan lineer modellerde parametre velts-

riniin istenmeyen elemaniarini digarida tutarak geri kalan alt paramet-
re vektdrinin ele alinmasiyla diigiiniilen hipotezler igin test istatis-
tikleri verildi.
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