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Wl &Y

Bu tez lic bolimden ibarettir. Birinci biliumde calismamizla ya-
kinen ilaili temel analitik ve cebirsel kavramlar verilmistir. tkin-
ci bdlimde analitik fonksivon cebirleri tetkik edilmistir.

Calismamizin orjinal kismi iclincl bglimdedir. Bu bo)imde komp-
leks diizlemde biitiinleyeninin logaritmik kapasitesi pozitif olan hir
D boloesi Uzerinde tarif edilmis tek dederli analitik fonksivonlarin
N{D) Nevanlinna cebirinin asadidaki sartlari saglayan bir A(D) alt-
cebiri qbzonine alinmis ve A(D) Uzerinde tarif edilmis s1firdan f=
11 her carpim lineer fonksiyonelinin bir nokta fonksiyoneli oldudu
gosterilmistir.

Sozkonusu sartlar sunlardir :

(a) 1e€4(p)

(b) Jea(d), j(z) ==

(c) feaA(p), aeD icin f(a) =0 ise f/j-aca(D)

(d) a¢D ise 1/j-ae4(D)

Dider taraftan, A(D) iizerinde tarif edilmis sifirdan farkl: her
carpim lineer fonksiyonelinin bu Gzel1i&i kullanilarak bitinleveninin
logaritmik kapasitesi pozitif olan p, D' gibi iki diizlem btlge icin
A(D) den 4(D') ye bir ¢ - izomorfizminin mevcut olmas1 halinde bu
iki bélaenin konform esdeger oldugu gisterilmistir.



SUMMARY

This dissertation consists of three chapters. In the first
chapter, the fundamental algebraic and analytic concepts closely
related to my study are given. In the second chapter, the algebras
of analytic functions are investigated.

The chapter three is entirely devoted to the original part
of my study. In this chapter, I have considered the subalgebra
A(D) of Nevanlinna class N(D) of one-valued complex analytic
functions defined an a plane domain D whose complementary set has
positive logarithmic capacity and I have proved that every non-zer
multiplicative linear functional, defined on A(D), is a point
functional. The subalgebra A(D) of N(D) satisfies the

following four conditions;

(a) 1€A(D)

(b) JE€A(D), j(z) = 2

(c) fE€A(D), f(a) =0 for an a€D implies JVJ-_GGA(D),
(@ oD implies --€aD)

On the other hand, using this property of every non-zero
multiplicative linear functional,defined on A(D), I have proved
that two plane domains such as D,D' whose complementary sets have
positive logarithmic capacity, are conformally equivalenty if there

exists a £~ izomorphism from 4(D) to A(D').



1942 v1linda C.Chevalley ve S. Rakutani tarafindan analitik
fonksiyonlar teorisi ve cebir ile alakalr ileing bir calisma ya -
pridi. Nesredilmeyen bu calismada, kompleks diizlemde bulunan p,p'
gibi iki maksimal bélaenin konform esdeferlilidi bu bdlaeler iize-
rinde tarif edilmis tek dederli sinirly analitik fonksiyonlarin
B(D), B(D') halkalary arasinda verilen bir izomorfizm yardimiyla
karakterize edildi. Komnleks diizlemde bir D blaesine maksimaldir
denir, sayet her £e D~D icin hakiki singiiler noktasi £ olan
bir fE€B(D) mevcut ise,

1948 de L.Bers (2], p,0' aibi iki diizlem bélae iizerinde ta-
rif edilmis biitlin tekdederli analitik fonksiyonlarin #(D), H(D')
halkalar1 arasinda 7 yi (i€ ¢€) sabit birakan bir izomorfizm mev -
cut ise bu ki bblgenin konform esdefer oldufunu adsterdir. Bers'
in bu neticesi A.L.Royden [10], W.Rudin (11] ve M.Nakai [6] tara-
findan ac1k Riemann viizeylerine ve I.P. sy [17] tarafindan da
kompleks diizlemde rastaele iki cimlenin konform esdeder olmasina
genisletildi. Ute yandan I.kra {5], I.Richarde (9] ve difier mate-
matikcilerce bir diizlem bolae veya bir Riemann yiizeyi lizerinde ta-
rif edilmis bazy siirekli fonksiyon cebirlerinin, bu b§laeler uze-
rinde tarif edilmis analitik fonksiyon cebirlerinin altcebiri ol-
mas1 i¢in gerekli sartlar arastir imistir. Yakin bir zaman ©nece
C.Uluday (18], [19] konform esdederlilik ve analitik)ili cebir-
sel olarak karakterize etmistir.

Biz bu calismamizda biitiinleyeninin logaritmik kanasitesi
pozitif olan bir diizlem bolge lzerinde tarif edilmis Nevanlinna
simifinin belirli bir 4(D) altcebirini adzénine aldik ve 4(p)
lizerinde tarif edilmis si1firdan farkl1 her carpim lineer fonksi-
yonelinin bir nokta fonksiyoneli oldudunu ndsterdik. Ute vandan
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D,D" gibi biitiinleyenlerinin logaritmik kapasiteleri pozitif olan
ki dizlem bélge verildifinde bunlar lUzerinde tarif edilmis A(p),
A(D') altcebirleri arasinda bir ¢ - izomorfizmi meveut ise bu iki
bolaenin konform esdeder oldudunu adsterdik.



BULOMI
TEMEL KAVRAMLAR

1.1. KOMPLEKS CEBIR VE tDEALLER

TARIF 1.1.1.

A, lizerinde +, . operasyonlari tarif edilmig bir ciimle ve
¢ de kompleks sayilar cismi olsun. A4 ya kompleks cebir
denir; gayet agapidaki gartlar saplaniyor ise :

l. A, Abel grubu (4, +) olan ve ndtr elemani 0 ile gds-
terilen bir halkadir,

2, A min aditif Abel grubu ¢ {izerinde bir kompleks vek-
tér uzayidar,

3. Her z,y €A ve her aefl igin a(zx.y) = (ax)y = (ay)x
dir.

TARIF 1.1.2.

A kompleks cebirine komitatiftir denir; sayet her z,y A

igin z.y = y.x ise.

TARIF 1.1.3.
A kompleks cebirine dzdeg elemanli kompleks cebir denir;

gayet her z A igin z.]1 = ]l.z = z olacak gekilde bir
1€A mevcut ise,.

A Ozdeg elemanli bir kompleks cebir ise 4 nin her r ele-
man1 igin 2.1 = l.x = z gartini saplayan ] elemanina A
nin Szdeg elemant denir. Agikar olarak 4 8zdeg elemanl:
bir kompleks cebir ise 4 nin Bzdeg elemani bir tektir.

TARIF 1.1.4.
A Bzdeg elemanli bir kompleks cebir ve a,A nin nétr ele-

manindan farkli bir elemanmi olsun. a ya birim denir; ga-
yet a.a~! = a~'.a = 1 olacak gekilde bir a-'€ A meveut

ise.



a,A nin bir birimi ise a~'! elemanina d nin Tnvers: denir.

Bundan sonra sadece komiitatif kompleks cebirlerle ilgilenecepiz.

TARIF 1.1.5.

A komiitatif bir kompleks cebir ve 7 da A nin bos olmayan bir alt-
ciimlesi olsun. I ya ideal denir; sayet her Z,y€I ve a€A icin
x-y€I ve a.x & ise.

Kolayca goriilecepi ilizere, A nin kendisi ve sadece nétr elemanin-
dan ibaret olan 0} altciimlesi A4 nin birer idealidirler. Bu ide-
allere A nmin hakiki olmayan idealleri denir. 4 nin kendisinden

ve {0} idealinden farkli olan her idealine hakiki idea! denir.
Diger taraftan, A Szdes elemanl: komiitatif bir kompleks cebir

ise 4 nin ] Bzdeg elemanini ihtiva eden ideali 4 ya egittir

TARIF 1.1.6.
A komiitatif bir kompleks cebir, a A ve I da A nin bir ideali

olsun. Bu takdirde A min, { z.a +m | z€4, m€I } geklinde ta-
rif edilen altciimlesi 4 nin bir idealidir. Bu ideale 4 nin Iy {al
altciimlesi tarafindan tevlit edilen ideali denir ve (a,I) notas~-
yonu ile gésterilir.

Tariften gériiliiyor ki, (a,I) ideali {a)} ve I y1 ihtiva eder.

TARIF 1.1.7.

A komiitatif bir kompleks cebir ve @13@9s. 4448y de A nin verilen
sonlu n-tane elemani olsun. Bu takdirde 4 nin | g xtatleéA }
geklinde tarif edilen altciimlesi A4 nin bir 1dea11d1r Bu ideale
A nin sonlu { Ays@osees sy } altciimlesi tarafindan sonlu tevlit

edilmis ideali denir ve (az,...,an) notasyonu ile gdsterilir.

TARIF 1.1.8.

A komiitatif bir kompleks cebir ve @ 4 olsun. 4 nin tek elemanl:

{a} altelimlesi tarafindan tevlit edilen (a): = {z.a|z @A} idea-

line a tarafindan tevlit edilen asli tdeal denir.

TARIF 1.1.9.
A komiitatif bir kompleks cebir ve I da 4 nin hakiki bir ideali

olsun. I idealine 4 nin makeimal ideal: denir; sayet A nin J y1

ihtiva eden herhangi bir J ideali igin J = 4 veya J = I ise.



TMIF 1|1.100
A komiitatif bir kompleks cebir ve a 4 olsun. (a) asli

idealine maksimal asli ideal denir; sayet A nin (a)c (b)
gartini saglayan her (b) asli ideali igin (a) = (b) veya
(b) = A ise.

TEOREM 1.1.1. [ 13, 5.393 ]
A Gzdeg elemanli komiitatif bir kompleks cebir ve I da 4

nin hakiki bir ideali olsun. Bu takdirde A nin I y1 ihtiva eden bir
maksimal ideali mevcuttur.

1SPAT

A min I y1 ihtiva eden biitiin hakiki ideallerinin ciimlesini P
ile gosterelim. I'€ P oldugundan, P # ¢ olup; P cimlesi "€ " ihtiv

edilme bagintisina gire kismi siralanmig bir climledir. @,P nin ta
siralanmig herhangi bir altciimlesi olsun. Bu takdirde W: = U J
climlesi 4 nin 7 y1 ihtiva eden hakiki bir ideali olup, @ mg‘Q P de
bir istsiniridir. Binanaeleyh Zorn lemmasindan [ 15 : s.44-45 ] dola-
y1 P nin M gibi bir maksimal elemani vardir. Netice olarak P nin hu

M maksimal elemani 4 nin I y1 ihtiva eden maksimal idealidir.

TEOREM 1.1.2.
A Bzdes elemanl: ktmiitatif bir kompleks cebir ve I da 4 nin

hakiki bir ideali olsun. I idealinin maksimal olmasi igin gerek ve

yeter gart her a€A~17T igin (a,I) = A olmasidir.

1SPAT

I, A nin maksimal ideali ise her ag A~T igin (a,I) = A dir.

Gergekten; (a,I) ideali {a} ve I y1 ihtiva eden bir ideal oldugundan
her a€A~I igin IC(a,I) olup, I # (a,I) dir. Binanenaleyh I nin
maksimal olugundan dolayi (a,7) = 4 olmak zorundadir.

Tersine olarak her ag A~I igin (a,I) = A ise I ideali maksi-
maldir. Aksini farz edelim. Bu taktirde teorem l1.1.1.e gbre A nin I
y1 ihtiva eden M gibi bir maksimal ideali vardir. I'C M ve M ideali
maksimal oldupundan M~ # & olup, M~ICANT dir. Binanenaleyh
M I ya ait bir a eleman:i alirsak bu a&€M~T icin (a,I) = M dir. Di-
Ber taraftan a M~I ve MNICA~I oldugundan (a,I) = A dir. Dola-

yisiyla M = A elde edilir ki bu durum M nin A nin maksimal ideali

olusuna aykaridir. Netice olarak 7 ideali maksimal olmak zorundadar,



1.2. BULOM CEB!RLER!

A komiitatif bir kompleks cebir ve I da A nin bir ideali olsun,
a,b€ A igin a kongrienttir b modiilo I denir ve a = } mod (I) yazilir;
gayet a-be ise,

Kolayca gésterilir ki bu "=" bafintis1 bir egdeperlik bapintisy
olup, 4 y1 ayrik kalan siniflarina [ 205 8.2 ] ayirir, a€A4 yi1 ihtiva
eden ayrik kalan sinifi |a[ ile gésterilirse agik olarak gdriilir ki
[@] = a + I dir. Burada a+1 ile Aoin { atx | xe1 ) seklinde tarif
edilen altciimlesi ifade edilir. A nin bu egdeferlik bapintisina gore
ayrik kalan sinmiflarindan ibaret olan climle A/I ile gbsterilir ve
A/T da toplam, garpim, skaler carpim operasyonlar: her [a], {b]E?A)I
ve a€ ¢ igin,

[a] + [2]: = [a+b]
fa] + (8] = [a.5]
a [a]: = [a a]

geklinde tarif edilirse, A/I bu operasyonlara gére komiitatif bir komp-
leks cebirdir. Bu cebire 4 nin I idealine gdre b&lim cebiri denir, A/I
bSliim cebirinin nétr eleman: |o| = I kalan sinifidar,

Diger taraftan A Ozdeg elemanli komiitatif bir kompleks cebir ige
A/I bbliim cebiri de bzdeg elemanli olup, tzdeg eleman: [1] =1+1T

dar.

1.3. 1ZOMORFIZM VE CARPIM LINEER FONKS!YONELLEP?

TARIF 1.3.1.

A,B iki komiitatif kompleks cebir ve ® de A ciimlesinden B

ciml€sine tarif edilmig bijektif bir tasvir olsun.$:4 + B

tasvi'r{";\e izomorfizm denir; §ayet her r,y€ A igin agapidaki

gartlar saplaniyor ise:

L. ®zty) = o(z) + o(y)

2. ®(x.y) = o(x).9(y).

Tariften goriilir ki ¢: 4 » B tasviri izomorfizm ise ¢~!:p5 + 4

tasviri de izomorfizmdir, &«




TARTF 1.3.2,
A,B iki komiitatif kompleks cebir olsun. 4,B ye isomorf-

tur denir ve A = B yazilir; gayet 4 dan B ye bir izomer-

fizm mevcut ise.

TARIF 1.3.3,

A,B, € kompleks sayilar cismini ihtiva eden iki komiita-
tif kompleks cebir ve ¢ de 4 dan B ye bir izomorfizm ol-
sun. ¢ izomorfizmine C- izomorfiami denir; sayet her

c €€ igin ¥(e) = ¢ ise.

TARIF 1.3.4,
A komiitatif bir kompleks cebir ve m de A ciimlesinden I

ye tarif edilmig bir tasvir olsun. m: A = € tasvirine

A lizerinde tarif edilmig garpum lineer fomkeiyomeli
denir; sayet her z,y@€A ve a,Re&( igin agafiidaki gartla:
saglaniyor ise :

1. m(aztBy) = am(z) + Bm(y),

2. m(z.y) = m(x)m(y).

TARIF 1.3.5. )

m,A komiitatif kompleks cebiri lizerinde tarif edilmig bir
¢arpim lineer fonksiyoneli olsun. m nin gekirdefi diye A

nmn { z€4 | m(z) = 0 ) seklinde tarif edilen altciimlesi-

ne denir ve Ker m ile gbsterilir.

TARIF 1.3.6,

m,A komiitatif kompleks cebiri {izerinde tarif edilmig bir

garpim lineer fonksiyoneli olsun. m ye srfirdir denir; her
Z€A igin m(z) = 0 yani Ker m = 4 ige.
Tariften agik olarak gdrilliiyor ki; sifir olan iki garpim lineer
fonksiyoneli birbirine esittir.
Diger taraftan sifirdan farkli olan iki ¢arpim lineer fonksiyo-

nelinin egitligi hakkinda agagidaki teorem verilir.

TEOREM 1.3.1.
MysMos A  komiitatif kompleks cebiri lizerinde tarif edilmig sifir-

dan farkli iki garpim lineer fonksiyoneli olsun. m; = m, olmas1 igin

gerek ve yeter sart Ker my = Ker Mo olmasidir.



IspAT
m; = my ise agik olarak Ker my = Ker mgy dir.

Tersine olarak Ker m; = Ker m, ise my = mo dir. Gergekten z, A
nin herhangi bir elemani olsun. my sifirdan farkli oldupundan,
mo(z,)# 0 olacak gekilde bir Zp€ A mevcuttur. Bu z,€4 igin

me(zx) mz(::)
my ( z- T, ) = 0 oldupundan =z- Z, € Ker m,
ma(z,) mo(z,)
dir. Binamenaleyh Ker m; = Ker my oldupundan
mq(x) mz(:c)
m; ( z= z, ) = 0 olur, '"1( z- T, ) = 0 oldupu
my(z,) my(z,)
g0z0nfine alinirsa;
Mg(:) Mz(z)
&2 g &, + z

malz,) °  mplz,)
Szdegliginden,

my(z,.)
MI(‘)- 10

mg(x)

mo(x,)
elde edilir. Bu bafinti 4 ya ait herhangi bir z eleman:i igin dogru ol-
dupundan z°€ A igin,

» (:2) mq (-ro)
1 =

my(z?)
mo(z,)

olur. Bu egitligin sol tarafinda bulunan my(z®) yerine { my(x) }? ya-

zilap my (x) yerine,

my(z,)

my(x) = my (z)

koyulursa,
my(z,) my(z,)
{ Vot )2 mz(:cz)z v gl
my(zy) my(z,)

My (3.'2) ve buradan

ﬂz (z

.2(:0)

= 1 bulunur. Dolayisiyla her z @A igin



my (:o)

mz(z) = mg(x) oldupundan her x€ 4 igin

mg(.ro)

m.(x) = mg(x) olur ki; bu egitlik mp = m, oldufunu ifade eder.

TEOREM 1.3.2.

m,A komiitatif kompleks cebiri {izerinde tarif edilmis bir carpim

lineer fonksiyoneli olsun. Bu takdirde Xe» m,4 nin bir idealidir.

1spaT
Kerm: = { z€4 | m(z) = 0 } oldugundan her z,y€ Ker m ve ac A

igin m(z-y) = 0 ve m(&.z) = 0 dir. Dolayisiyla z-y, a.x €Xer m olup,

Ker m A nin bir idealidir.

1.4. HARMONIK VE ALTHARMONIK FONKS!YONLAR

TARIF 1.4.1.

f(2) kompleks diizlemin bir D b8lgesi {izerinde tarif edilmi
reel degerli bir fonksiyon olsun. f(2z) fonksiyonuna wust yari sireklidir
denir; gayet her a€R igin { 26D | f(z)<a }, D nin agik bir altciimlesi

ise.

TARIF 1.4.2. ‘
f(2) kompleks diizlemin bir D b&lgesi iizerinde tarif edilmis reel

degerli bir fonksiyon olsun. f(z) fonksiyonuna alt yar: sireklidir de-

nir; gayet her a€R igin { z€D | f(2)>a }, D nin agik bir alt ciimlesi
ise.

Ust ve alt yari siirekliligin tarifinden gdriiliiyor ki, bir D b8l-
gesi iizerinde tarif edilmig feel degerli bir f(a) fonksiyonunun siirek-
li olmasi igin gerek ve yeter sart f(z) nin hem alt hem de {ist yari sii-
rekli olmasidar.

TARIF 1.4.3.
u(z) = u(z,y), kompleks diizlemin bir D bBlgési tizerimde tarif

edilmig reel deperli slirekli bir fonksiyon olsun. Farzedelim ki, her
2 =z +iy€&D igin,

w  w i

T '5'5 » m‘g > Bk * S'F
kismi tiirevlieri meveut ve silreklidir. u ya D de harmoniktir denir; sa-
yet,
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MISAL 1.4.1,

f(2) = ulz,y) + iv(z,y) kompleks diizliemin bir D bilgesi iizerind
tarif edilmig analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde u(x,y)ve v(zr,
fonksiyonlar: D de harmoniktirler. Difer taraftan u(z) kompleks diizle-

min bir D b8lgesi iizerinde tarif edilmis harmonik bir fonksiyon iee her

Z2,€ D igin,
1 2 )
u(3p) = 5= [ wu(az, + r.e10) do
- 0

olacak gekilde bir r> 0 sayisi mevcuttur,

TARIF 1.4.4,
u(z), kompleks diizlemin bir D bblgesi {izerinde tarif ed:
reel deferli bir fonksiyon olsun. u ya D de altharmonikt

denir; sayet wu(z) agagidaki gartlari sapliyor ise:

1. -=g u(z) < + » ( u, idantik olarak -gonsuz depildir),
2 u(z), D de iist yara siireklidir, 2

3. Her z,€D igin Ir > o u(a,) < %_" g u(z_o + ret®
MISAL 1.4.1,

f(3) = ulz,y) + (z,y), kompleks diizlemin bir D b8lgesi iizerinde

tarif edilmis analitik bir fonksiyon olsun. Bu taktirde In |f(2)| fonk-
siyonu D de altharmoniktir,

TARIF 1.4.5,

F, R nin (a,b) agik aralify iizerinde tarif edilmis reel deger-
li bir fonksiyon olsun. F ye komvekstir denir; gayet her
z,y (a,b) ve 0 € ) <1 icia P( (1)) THAY) € (1-X)FP(z)+)FP(:
ise.

TEOREM 1.4.1. [ 13. 5.63 ]

F,(a,b) agik aralipi lizerinde tarif edilmig bir konveks fonksiyon

olsun. Bu taktirde F, (a,b) de siireklidir,
TEOREM 1.4.2. [ 14.s.479 ]

G(x), (a,b) kapala araligi {izerinde tarif edilmig siirekli bir

fonksiyon ve 7 de @ nin deper bblgesini ihtiva eden bir agik aralik iize-

rinde tarifli bir konveks fonksiyon olsun. Bu ‘taktirde,
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b b
Flge [Gz)dn )< g [ (FoG)z) du dix.
a a

TEOREM 1.4.3. [ 12. s. 362 ]
u(a) kompleks diizlemin bir D bBlgesi lizerinde tarif edilmig bir

altharmonik fonksiyon ve F de u(D) yi ihtiva eden bir agik aralik iize-
rinde tarif edilmig monoton artanﬂ?t;nveks fonksiyon olsun. Bu taktir-

de F 0 u fonksiyonu D de altharmoniktir,

NOTASYON

Inttile her t R, igin max { 0, Int } deperini alan ve tarif
btlgesi I, olan fonksiyon ifade edilir.

p > 0 olmak iizere eP* ve mar { 0,t } fonksiyonlari1 R izerinde
tarif edilmig monoton artan konveks fonksiyonlardir. Dier tarafrs
f(z) kompleks diizlemde bir D bblgesi Uzerinde, tarif edilmis analiti
bir fonksiyon ise Im | f(z) |,D de altharmoniktir. Su halde Teoren
1.4.3. e gére Ln* |f(z)| ve |f(2)|P fonksiyonlari D de altharmoniktir.

TEOREM 1.4.4.[ 13. s.362 ]
u(a) kompleks diizlemin bir D b8lgesi {izerinde tarif edilmig sii-

rekli bir altharmonik fonksiyon olsun. K,D nin kompakt bir altcimlesi
olmak iizere farzedelim ki X da siirekli ve-X nin iginde harmonik olan
bir h(z) fonksiyonu vardir; Byle ki her 2z €3K igin u(z) € h(z) dir.
Bu taktirde her z€K igin u(z) € h(z) dir.

TEOREM 1.4.5. [ Harnack Prensibi; 1. s.183 ]
Un(z) ler Dy (n = 1,2,3,...) bdlgeleri iizerinde tarif edilmig

harmonik fonksiyonlar ve D de her 3, noktasi igin uygun bir

N (z,,e): = { 2€D)| Iz-zo| < € lagik civari sonlu sayida D, b&lgeleri
harig biitiin Dy ler iginde ihtiva edilen bir b&lge olsun, Farzedelim ki
her 2 N(z,,e) igin sonlu sayida n-ler harig u,(z) < U,,1(2) ve bir
€, D noktasinda { w,(£,) } dizisi yakinsaktir. Bu taktirde { u,(z) }
dizisi D de harmonik bir u(z) fonksiyonuna yakinsar.



12

1.5. GREEN FONKSIYONU - LOGARITMIK KAPASITE VE
KONFORM ESDEGERLILIK
TARIF 1.5.1.
D kompleks diizlemde siniri 3D ile gisterilen bir bilge ve
2, = o + 1Yp,€D olsun. Farzedelim ki D de birinci merte-
beden siirekli kismi tiirevleri mevcut D de harmonik ve D
nin 3D sinirinda In [z-zo| degerini alan bir u(z) = u(zx,y)
fonksiyonu mevcuttur. Bu taktirde G(z,z,):=In zz +u(z)
fonksiyonuna D nin 3, noktasina gore Green fonksiyonu de-
nir.

Tariften goriiliiyor ki, G(z,2,) Green fonksiyonu z,€ D noktasi
harig D de harmoniktir ve 3D de sifir de@erini alir. Bir bdlgede har-
monik ve bu bdlgenin sinirinda ayni deperi alan iki fonksiyon egit
oldupundan [ 21.s8.65 ] D nia z, noktasina gére Green fonksiyonu bir
tektir.

Dysinira sonlu sayida analitik efrilerin birlegimi olan bir bdl-
ge ise D nin Green fonksiyonu mevcuttur [ 3. s.249 ]. Diger taraftan
Jlz), D blgesinde harmonik ve 3D de siirekli bir fonksiyon ise D nin

herhangi bir z, noktasi igin,

1 d G(s,8,)

Fr | vis) S=r2"0= ds

aD
[ 20.5.66 ] dir. Bu formiilde G(z,2,) D nin 2, noktasina gére Green

v(z,) =

fonksiyonu olup; ds, 3D sinirinin yay elemanidir. g% ise D nin ig

normali dofrultusundaki tiirevi gdsterir ve
dad 4 96 e .
ZrT ds = ﬁ'y— dx - 'E’E dy gar.,

D nin sinirinda gg—> 0 olmasi [ 21 .u71 ] Green fonksiyonunun

Onemli bir kag &zelliginden biridir.

TARIF 1.5.2.

K siniri sonlu sayida analitik efrilerin bilegimi olan
kompakt bir ciimle ve Q(X) da K nin genigletilmig kompleks
diizleme gore biitiinleyeni olsun. G(z,%), Q(K) nin « nokta-
sina gore Green fonksiyonu oldupuna gire,

Tt = Uim { G(z,=)-In |z| }

Z-»0
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vazedilirse &' sayisina X nin logaritmik kapasitesi denir
ve Kap (K) ile gbsterilir,

S kompleks diizlemin herhangi bir altciimlesi ise K,S5 nin kempakt

sonlu sayida analitik egrilerle sinirli altciémleleri olmak {izere
Kap (S): = Sup { Kap (K) } olarak tarif edilir.[ 23.s.134 ]1,[7.8.122-
124]. L

TARIF 1.5.3,

D,D, € kompleks dilzleminde verilen iki bblge ve y:D+D' de

bijektif bir tasvir olsun. Yy tasvirine konformdur denir;

gayet Y analitik ise.

Y: D+ D' tasviri konform ise D,D' ye konform egdeerdir

denir ve D = D' yazilir. Agik olarak D = D' ise D'e D dir.



BULOMII
FONKSTYON CEBIRLER?

2.1. ANALITIK FONKSTYON CEBIRLERt

D,kompleks diizlemde herhangibir bSlge ve H(D) de D tizerinde
tarif edilmig tek deperli kompleks analitik fonksiyonlarin ciimlesi
olsun. Her f,g€H(D),0&C ve ze€D igin ;

(f+g)(z): = f(z) + gl(z)
(f.g)(z): = f(a)g(z)
(a f)(z): = af(z)

geklinde tarif edilirse, H(D) bu operasyonlara gire Szdeg elemanl:
komiitatif bir kompleks cebirdir. Her 2€D igin c(cef) deperini alan
fonksiyon ¢ ile gésterilirse; #(D) nin ndtr ve dzdeg elemanlari sira
ile 0,1 fonksiyonlaridir, o fonksiyonu ile ¢ kompleks sayisina ayni
olarak bakilirsa H(D), € yi ihtiva eder.

TARIF 2.1.1,
S E€H(D) fonksiyonunun sifir cimlesi diye D nin
{ zeD | ftz) = 0} geklinde tarif edilen altciimlesine

denir ve N(f) notasyonu ile gosterilir,

fEH(D) ve a€D igin fla) = 0 ise her Z2&€D igin ,
f(z) = (z-a)™.g(z) olacak gekilde bir m > 1 pozitif tamsayisi ve
g€ H(D) fonksiyonu mevcuttur, Syle ki g(a) # 0 dir [ 20.8.145 ] Bu-
radaki m sayisina, f fonksiyonunun a noktasindaki sifir yerinin mer-
tebesi denir. m = 1 ise a noktasina f nin basit sifir yeri denir. Bu
itibarla sifir ciimlelerini cebirsel cimleler olarak telakki edecepiz,
yani a €D noktasy f€H(D) nin m. mertebeden bir sifir yeri ise,a,N(f)
de m defa tekrar eder.

Bir fE€H(D) fonksiyonuna birimdir denir, Yalniz ve yalniz
N(f) = § ise. Diger taraftan g, €H(D) igin f fonksiyonu g yi bdler,
ancak ve ancak N(f)C N(g) ise.
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TARIF 2.1.2.
Her 2€D igin j(z) = 2z geklinde tarif edilen fonksiyona
idantik fomksiyon denir,
LEMMA 2.1.1.
Her a€ D igin (j-a), H(D) nin bir maksimal aslf idealidir.

tseaT,

(f), H(D) nin (j-a) y1 ihtiva eden herhangibir hakiki asli ide-
ali olsun. (f) asli ideali hakiki oldugundan (f) # H(D), deolayisiyla
N(f) # @ dir. Aksi halde f, H(D) de birim olup; f-1.f =l1€(f), yani
(f) = H(D) olur ki bu bir tezattir. (j-a)C (f), N(j-a) = {a} oldugun-
dan f(a) = 0 yani N(j-a)C N(f) dir. Binanenaleyh j-a fonksiyonu f yi
bdler. j-a, f yi bdldigiinden (f)C (j-a) dar. (f)C (j-a) ve (i-a)C (f)
den (f) = (j-a) elde edilir ki, bu da (j-a) asli idealinin maksimal
oldugunu gosterir.

NETICE 2.1.2.
Her a€D igin I : ={ f€H(D) | f(a) = 0 } altcimlesi H(D) nin

bir maksimal asli idealidir.

ISPAT

Her g€ (j-a) igin g(a) = 0 oldupundan (j-a)C I, dir, Diper ta-
raftan her f&€7, i¢in N(j-a)C N(f) dir. Dolayisiyla j-a, f vi bbler,
yani f = (j-a).h olacak gekilde bir h€H(D) mevcuttur, Su halde her
feI, igin f€ (j-a) olup; I,C(j-a) dir. Sonug olarak I = (j-a) elde

edilir ki, bu ise Lemma 2.1.1. den dolay: I, nin H(D) nin bir maksimal
ideali oldugunu gdsterir,

Bu neticeden girmekteyiz ki, D nin herbir a noktasina #(D) de
bir I, maksimal asli ideali tekabiil eder ve I, y1 tevlit eden j-a
fonksiyonunun D de sadece bir tek basit sifiri vardir. Ustelik her
a,b&€D, a # b igin I, # Iy dir.

Kargit olarak H(D) nin her maksimal asli idealini tevlit eden

fonksiyonun D de bir tek basit sifiri vardir.

LEMMA 2.1.2,
(f), B(D) nin herhangibir maksimal aslf ideali olsun. Bu taktir-

de f nin D de sadece bir tek basit sifiri vardir.
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ISPAT

(f) # H(D) oldugundan N(f) # # dir. a€N(f) olsun. N(j-a)= {a)}
oldugundan, N(j-a)C N(f), yani J-a,f yi b Ju halde (f)C (j-a)

dir. Halbuki (f) asli ideali maksimal, (7-a) 4 H(D) ve (f)C(j-a) dan
(f) = (j-a) elde edilir ki, bu da ¥(f) = {q)} oldufunu gésterir. Bdylece
ispat tamamlanir.

Netice 2.1.1. den dolayi her a€D icin I, ={ f€HD) | fla) = 0 )
altclimlesi #(D) nin bir maksimal aslj idealidir. #(D) nin herhangibir r
maksimal idealinin belirli bir a€D igin Ia ya egit olmasi asapidaki

teorem ile karakterize edilir,

TEOREM 2.1.1. [4.s.76]
I, H(D) nin herhangibir maksimal ideali olsun. I nin I, tipi

olmasi igin gerek ve yeter gart H(D)/I bblim cebirinin kompleks sav. .ir
cismine izomorf bir cisim olmasidir, i

H(D) analitik fonksiyon cebirinin en Snemli Bzelliklerinden biri
de H(D) de her sonlu tevlit edilen idealin asli bir ideal olmasidrr

[13.s5.328].

TEOREM 2.1.2,
D,D' kompleks diizlemde konform egdefer iki bslge ve H(D), H(D')
bu bélgeler iizerinde tarif edilmig tek degerli kompleks analitik fonksi-

yonlarin cebiri olsun. Bu takdirde H(D) den H(D') ye bir ¢ ¢ -izomorfiz-

mi mevcuttur.

tsear

D,D" konform egdeger oldugundan D den D' {izerine tarif edilmig
bijektif ve analitik bir Y : D+ D' tasviri mevcuttur, Y tasviri bijek-
tif ve analitik oldupundan y=!': p'+ p tasviri de analitiktir, Binanen-
aleyh, ¢ + H(D) - H(D') tasviri her f H(D) igin & (ff:=fo y-! seklinde
tarif edilirse, kolayca tahkik edilir ki; &, H(D) den H(D') ye bir ¢
~izomorfizmidir,

Kargit olarak;

TEOREM 2.1.3,
D, D' kompleks diizlemde herhangi iki b&lge ve H(D) » H(D') de
bu bdlgeler iizerinde tarif edilmig tek deperli kompleks analitik fonksi-
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vonlarin cebiri olsun. Farzedelim ki, H(D) den H(D') ye bir ¢ ¥ -izo-
worfizmi mevcuttur. Bu taktirde her fEH(D) igin & (f) = f 0 Y"1 ola-

cak gekilde bir y :D + D' tasviri vardir ve D=~D' dir.

tspar

a €D olsun. a noktasina H(D) de bir I, maksimal asli ideali te-
kabiil eder. & : H(D) + H(D') bir izomorfizm oldupundan ¢ (I,),H(D")
niin bir maksimal asli idealidir. Binanenaleyh Lemma 2.1.2. den dolaya
® (Ig) = I, olacak gekilde bir ve birtek a'€ D' noktasi mevcuttur. Su
halde her a€D igin a'e D', & (I,) = I, v gartini saplayan nokta olmak
lizere Y : D=+ D' tasviri a'= y(a) geklinde tarif edilirse; y tasviri
bijektif bir tasvirdir.

J €H(D') idantik fonksiyonu gdzéniine alinirsa; ¢ izomorfizm ol-
dugundan f, = ¢-1(j7) olacak gekilde bir ve bir tek f,e€H(D) fonksiyon:
mevcuttur. Her a€D igin f,-f,(a) € I, oldupundan, ¢ (fo=fola) )€ I,

dir. ¢ nin € -izomorfizmi oldupu gdzdniine alinirsa;
® (fo-fp (a) ) =0 (fo)=0(fpla) ) = J=fola)eIyy =dy(a)

olup; buradan
(i-fola) ) (y(a) ) = 0, yani Y(a) = fola)

elde edilir. Netice olarak y = fo oldupundan y analitiktir, Dolayisiyla
D=D' dar.

Son olarak her f€H(D) igin &(f) = on'l oldupunu gésterelim.Her
fE€H(D) igin ®(f) 4 f,y-' H(D') dir. Binanenaleyh herhangibir a'eD’
igin ¢(f) (a') = (on") (a') oldupunu gdsterirsek iddia gosterilmig
olur.

a'€D' keyfi bir nokta olsun. Bu taktirde herf €H(D) igin
®(f)-o(f) (a')E I, dar. y:D+D' bijektif oldupundan, a'=y(a) olacak ge-
kilde bir a€D mevcuttur. Binanenaleyh ¢(f)-8(f) (a' )EI v oldugundan
o=1(0(£)-0(f)(a') ) = f-0(f)(a')& I, olup, f(a)- ¢(f)(a') = 0 dar.

a = y-'(a') konulursa (foy=')(a') = ®(f)(a') elde edilir ki, bu iste-
nilen neticedir.

Bu teorem Walter Rudin [11] H.L.Royden [10] Misturi Nakai [6]
tarafindan agik Riemann yiizeylerine, L.P.Su [17] tarafindan da kompleks

diizlemin rastgele iki altciimlesine tesmil edilmigtir.
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Cengiz Ulugay iki diizlem bSlgenin konform egdeferliligini, bu
hillgeler lizerinde tarif edilmig maksimum-modiil gartini saplayan komp-
leks degerli siirekli fonksiyonlarin cebirleri arasinda bir ¢ ~izomor-
fizmi verildigi taktirde karakterize etmis .. Lunu Florack manifoldlara
ile Riemann yiizeylerine tesmil etmigtir (18], [19].

Teorem 2.1.3., D ve D' bblgeleri iizerine kisitlama yapilmakszzin
H(D) ve H(D') min altcebirleri arasinda bir ¢ -izomorfizmi verildipgi
zaman ymumiyetle dofru degildir. Misal olarak 3 D, kompleks diizlemde
agik birim disk ve D':=D<\ {0} olsun. Bu taktirde D,D' lizerinde tarif
edilmig sinirla amalitik fonksiyonlarin H®(D), H®(D') cebirleri izo-
morftur. Fakat D,D' ye konform egdeger degildir [22.s.91].

2.2. NEVANLINNA SINIFLARI

TARIF 2.2.1.
D kompleks diizlemde herhangibir bslge ve H(D) de D {izerin-
de tarif edilmig tek deperli kompleks analitik fonksiyon~-
larin climlesi olsun. Bir fEH(D) fonksiyomuna Nevanlinna
swnifing aittir denir, gayet her z&D igin Ln"'|f(z)|(Uf(z)
olacak gekilde D de harmonik bir Uf fonksiyonu mevcut ise
[16.3.930],[13.3.33&-382]. H(D) nin Nevanlinma sinifina
ait elemanlarinin tamaminin ciimlesi N(D) ile gisterilir ve
buna D iizerinde tarif edilmig analitik fonksiyonlarin Ne-
vanlinna sinifr denir.
Her z,y€R + igin In* |zy| ¢ In* |z|+In* |y| ve
In* |z+y|¢ In* |z|+Ln* |y|+In2 oldupundan N(D),
6zdeg elemanli komiitatif bir kompleks cebirdir. Bu cebirde
D iizerinde tarif edilmig tek dederli kompleks analitik
fonksiyonlarin Nevanlinna cebiri denir.
Agikar olarak N(D) biitiin sabitleri ihtiva eder. Diper taraftan
N(D) ni‘&.uhitlerden bagka fonksiyon ihtiva etmesi igin gerek ve yeter
gartébiitinleyeninin logaritmik kapasitesinin pozitif olmasidir. Bu hal-
de j€N(D) olup, fEN(D) ve a€D igin f(a) = 0 ise f/j-a €EN(D) dir
[8.s.115] , [11.s.49]. '

Nevanlinna cebirleri agagidaki gekilde karakterize edilir,
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TEOREM 2.2.1.
2o €D ve fEH(D) olsun. fEN(D) olmas: igin gerek ve yeter
§art z,€ A olmak {izere 34 sinmir1 sonlu sayida analitik egrilerin

birlegimi olan ve AU3ACD gartinmi saflayan D nin her A altbdlgesi
igin, 1 dc

1 +
olacak gekilde A dan bapimsiz bir M sayisinin mevcut olmasidir. Bura-
da G, A min z, a gére Green fonksiyonudur,

1SPAT
Once gdsterelim ki, fEN(D) ise z,€ 8,A13ACD gartini sapla-
yan her A bélgesi igin,

%ngw 17| & ds < m

olacak gekilde A dan bafimsiz bir M sayisi mevcuttur.

Gergekten f€ N(D) oldugundan her z€D igin In*|f(z) lsUe(2)
olacak gekilde D de harmonik bir Uf fonksiyonu mevcuttur. Ay)dACD
olduffundan her z €ldigin Lnt|f|< Up dir. Dolayisiyla,

1 dG 1 dG
= [ Il de s g £A0f & ds = Up(z,)

elde edilir. Su halde M:= Uf(so) alinirsa 3,€A ve Ayyd3ACD olan her
A bdlgesi igin,

p—

P gﬁfm*lfl %qd"”

elde edilir.

Kargit olarak fEH(D) igin D nin 2,€ 4,4)3ACD { 3A, sonlu
sayida analitik egrilerin bilegimidir ) gartini saflayan herhangibir
A altbdlgesi igin G(z,2,), A nin 2, a gbre Green fonksiyonu olmak
lizere,

s gawlﬂ'gd‘ <M

olacak gekilde A dan bagimsiz bir M sayisi mevcut ise FEN(D) dir.

{ Ay }, teoremin hipotezindeki gartlari saglayan ve D nin altbSlgele-
rinden meydana gelen bir dizi olsun. Oyle ki, A,,Canﬂ ve D=y by
dir. Bu taktirde her bir k igin AxU) 3y da siirekli by da Lmt|
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degerini alan bir Viy(2) fonksiyonu mevecuttur. Dier tariftan bu "
{V4(2)) fonksiyon dizisi monoton artan olup, "

1 dGy
Vr(z,) = By f Lnt|f|  ~ de & M
3Ak
oldugundan { Vi (z) } dizisi 2, noktasinda yakinsaktir. Dolayisiyla
Harnack prensibine gire { Vi(2) } dizisi D de bir V(z) harmonik
fonksiyonuna yakinsar. lste bu V(z) igin In*|f| & V oldugundan’
FEN(D) elde edilir.

-



CBULOMIII

NEVANLINNA SINIFLARI ILE KONFQRM
ESDEGERLILIGIN CEBIRSEL KARAKTER!ZASYONU

Misturu Ozawa ve Hisao Mizumoto [8] biitiinleyenlerinin logarit-
mik knplsxpelerl pozitif olan D,D' gibi iki diizlem b&lge {izerinde ta-
rifli tek degerll analitik fonksiyonlarin N(D),N(D') Nevanlinna cebir-
leripni gézéniline almakta ve N(D) den N(D') ye bir & ¢ -izomorfizmi ve-
rildiginde D' bdlgesini DbSlgesine konform olaraktasvir eden ve her
FEN(D) igin f o vy = &(f) egitligini saflayan bir y:D'+D tasvirinin
mevcut oldugunu géstermektedirler.

D,€ kompleks diizleminde biitiinleyeninin logaritmik kapasitesi
pozitif olan bir bdlge ve N(D) de D iizerinde tarifli tek degerli ana-
litik fonksiyonlarin Nevanlinna cebiri olsun. ¥(D) nin agagidaki dért
garti gergekleyen altcebirini A(D) ile gisterelim.

(a) 1€A(D),

(b) JE€A(D), j(z) =

(¢) aeD ve feA(D) igin f(a) = 0 ise f/j-a €A(D),

(d) a€¥D ise 1/j-a€A(D).

Agik olarak A(D) bitiin sabit fonksiyonlari ihtiva eder. Diger
taraftan a€D olmak lizere my; : A(D) + ¢ tasviri her f&A(D) igin
Mmg(f)i=f(a) geklinde tarif edilirsej my,A(D) iizerinde tarif edilmig
bir garpim lineer fonksiyonelidir. A(D) biitiin sabitleri ihtiva etti-
Binden her a€D igin my:A(D) + € garpim lineer fonksiyonelleri sifir-
dan farklidir. Diger taraftan j-a€A(D) igin J-a € Kerm, dir.

Mgt A(D) + € garpim lineer fonksiyoneline nokta fonksiyoneli
denir,

Caligmamizin bu b§liimiinde 4(D) nin sifirdan farkli olan her-
hangibir m garpim lineer fonksiyonelinin belirli bir ae&pd igin m,
tipinde oldupunu g8sterecegiz. Bundan faydalanarak biitlinleyenlerinin
logaritmik kapasiteleri pozitif olan iki diizlem b8lge igin bu bblge-
ler lizerinde tarifli Nevanlinna cebirlerinin (a),(B),(e),(d) sartla-
saglayan altcebirleri arasinda bir ¢ -izomorfizmi meveut ise; bu iki

b8lgenin konform egdeger oldugunu ispat edecepiz.

—
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3.7. A(D) NIN CARPIM LINEER FONKSIYONELLERININ KAREKTER1ZASYONU

D, kompleks diizlemde biitiinleyeninin logaritmik kapasitesi pozitif
olan bir bdlge ve A(D) de D iizerinde tarifli tek deperli analitik fonk~

siyonlarin (@), (B),(e), (d) gartlarini saflayan cebiri olsun,

LEMMA 3.1.1.
a,b €D igin MasMy: A(D) + € garpim lineer fonksiyonellerinin

egit olmasi igin gerek ve yeter gart a=b olmasidir.

- e .

ISPAT
a=b ise agik olarak Mg=mp dir. Karsit olarak Mg=mp, ise a=b dir,
Gergekten Mg=myp, oldupundan Teorem 1.3.1. den dolay: Kermo=Kermy, dir,

J-a € Kerm, ve Kermg=Kermy, oldupundan j-a €Kermy, elde edilir. Bu ise
b-a = 0 yani a=b oldupunu ifade eder.

LEMMA 3.1.2.
Her aeD igin Kerm,, A(D) nin maksimal idealidir.

1SPAT

Teorem 1.3.2. den dolay: Kermg, A(D) nin bir idealidir,
FsA(D) N\ Kerm, ye ait herhangibir eleman olsun. f nin segiliginden do-
layy m,(f) = fla) # 0 dar. Dolayisiyla,

(a)- AR
fla) ?Faj

fonksiyonlari 4(D) cebirine ait olup, %J-i € Kerm, dir.
Diger taraftan;

1= L e
a a
seklinde yazilabileceginden 1 birim fonksiyonu tarif 1.1.6. ya gbre

(fsKerm,) idealine aittir. $u halde (jﬂkérma) = A(D) olup; Teorem
1.1.2, den dolaya Kerm yA(D) nin maksimal idealidir.

LEMMA 3.1.3,

m,A(D) iizerinde tarif edilmig sifirdan farkly herhangibir car~

pim lineer fonksiyoneli olsun. Bu taktirde m(1) = 1 olup, her ger

igin m(a) = a dar.
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tsear
m: A(D) + ¢ garpim lineer fonksiyoneli sifirdan farkli oldugun-
dan m(f) # 0 elacak gekilde bir fea(n) fonksiyonu meveuttur. Ff=f.1 ve
m garpim lineer fonksiyoneli oldugundan m(f) = m(f).m(1) dir. Buradan
m(f).(1-m(1) ) = 0 ve ¢ cisim oldupundan m(1) = 1 elde edilir,
Diger taraftan m lineer ve m(1) = 1 oldugundan her ag¢ igin

mia) = m(a.1) = a.mfl) =aq.1 =g bulunur,

TEOREM 3.1.1,

m, A(D) {izerinde tarif edilmig sifirdan farkli herhangibir gar-

pim lineer fonksiyoneli olsun. Bu takdirde m = Mgy olacak gekilde bir

ve bir tek ag)D mevcuttur,

1SPAT

m, sifirdan farkl:y carpim lineer fonksiyoneli oldupundan Lemma
3.1.3. den dolay: m(1) = 1 ve her be( igin m(b) = b dir,

a:=f(j) diyelim. tddia ediyoruz ki, qa€D dir. Aksi halde aéD
ise A(D),(d) gartim sagladipindan,

1/j-a€A(D) olup, 1 = m(1)

oldugundan,
: 1
l=m{ (j-a). e }

1
1l = m(j-a).m( 3-_? )
1 ={m(i)-ma) } m( -v-l-—)
J=a
1 ={ gea }om( -1 )
J=a
l1=90

elde edilir ki; bu bir tezattar. Dolayisiyla qe D olmak zorundadir.
Ispat edelim ki, m = Mq dir. m, sifirdan farkli oldupundan
Kerm # A(D) dir. aep igin my:A(D) + ¢ ¢arpim lineer fonksiyonelini
g6zoniine alalim. L g Kerm, nin herhangibir elemani olsun, fEKema igin
fla) = 0 dar, fla) = 0 ve A(D), (e) gartim safladifindan f = (J=a).g
olacak gekilde bir gE€A(D) fonksiyonu mevcuttur, Binanenaleyh a=m(j)

A

oldugu dikkate alinirsa f&Kerm, igin,

\
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m(f) =m {(j-a).g}

m(f) =m (j-a).m(g)

m(f) = 0
elde edilir. Su halde her fE€Kerm, igin, f€& Kerm olup; Kerm,C Kerm
dir. Kerm # A(D), Kerm,C Kerm ve Lemma 3.1.2. ye gbre Kerm,,A(D) nin

maksimal ideali oldugundan Kerm, = Kerm elde edilir. $u halde Teorem
1.3.1. den dolayi1 m = Mg dair.
@ nin birteklipi Lemma 3.1.1. den derhal goriiliir,

3.2. KONFORM ESDEAERLILIGIN CEBIRSEL KARAKTER!ZASYQONU

D,D" kompleks diizlemde biitiinleyenlerinin logaritmik kapasite-
leri pozitif olan iki bdlge ve A(ID), A(D') de bu bdlgeler iizerinde ta-
rifli Nevanlimna cebirlerinin (a),(b),(e),(d) sartlarim saglayan alt-

cebirleri olsun.

TEOREM 3.2.1.
®, A(D) den A(D') ye bir € -izomorfizmi olsun. Bu taktirde her
FE€AD) igin &(f) = f 0o Y~} olacak gekilde bir ve birtek y:D + D' kon-

form tasviri mevcuttur.

ISPAT

®: A(D) » A(D') tasviri bir ¢ -izomorfizmi oldupundan

®=': A(D') + A(D) tasviri de € -izomorfizmidir,

a&l keyfi bir nokta olsun., Bu taktirde her f€A(D) igin
Mg(f): =f(a) geklinde tarif edilen MmqiA(D) + € tasviri A(D) ilizerinde
tarif edilmig sifirdan farkli bir garpim lineer fonksiyonelidir.

m': =m, o o=! vazedelim. Kolayca gériilir ki, m': A(D') + € tasviri
A(D') ilizerinde tarif edilmis sifirdan farkla bir garpim lineer fonksi~-
yonelidir. Binanenaleyh Teorem 3.1.1. den dolayi m' = Mg © ! = m;,
olacak gekilde bir ve birtek q'e D' meveuttur.

Her a&D igin a'eD) m, o ¢! = m,+ $artimi saglayan nokta olmak
izere Y: D + D' tasvirini, y(a):= q' geklinde tarif edelim. tddia edi-
yoruz ki, y : D + D' tasviri bijektif bir tasvirdir, Gergekten a,b€D
a #b ise y(a) # y(b) dir. Aksi halde Y(a) = y(b) ise, .

Mg = mly(a) o ¢ = m"y(b) 0 ®=my dir. Dolayisiyla Mq = my den Lemma
3.1.1. e gbre a=b elde edilir ki; bu bir tezattair, Su halde a,beD,
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a # b igin y(a) # Y(b) dir. Diper taraftan q'e€D' herhangibir nokta
ise m), 0 9, A(D) iizerinde tarif edilmig sifirdan farkli bir garpim
lineer fonksiyoneli oldupundan mc't,o ® = m, olacak gekilde bir ve bir-
tek a €D mevcuttur. lgte bu a€D iginmy, o ¢! = (ma'z.o ¢) o ¢! = mé.
oldupundan y(a) = @' dir. Netice olarak y tasviri bijektiftir.
§imdi de y: D + D' tasvirinin her f€A(D) igin &(f) = f o y-!
gartini sagladifini ve konform oldupunu gbsterelim.
a'€D' keyfi bir nokta olsun. y:D + D' bijektif oldupundan
Y(a) = a' olacak gekilde bir ve birtek a €D mevecuttur. Y(a) = a' ol-
~wwdugundan a = y-'(a') dir. Bu a'€ D', aeD igin m’ y=mg o ¢-! , A(D')
izerinde tarif edilmig bir garpim lineer fonksiyoneli oldupundan her
fEA(D) igin;
O(f)(a')em’ , (8(f))=(ma00=1) (O(f))=my(f)=my (f)=f(a)=(f 0 Y=')(a")

elde edilir. &(f)(a')=(f o y-')(a') ve a'e D' keyfi oldupundan
o(f) = f o y=! dir.

®: A(D) + A(D') tasviri bir izomorfizm ve j€A(D') oldugundan
J = ®(f,) olacak gekilde bir ve birtek fo€ A(D) mevcuttur,

Bu f,€A(D) igin j = ®(fo) = fp 0 y~!,yani jo y = fo oldupun-
dan her a€D igin Y(a) = j(y(a) ) = (j, Y)(a) = fy(a) dar. Dolayisiyla
Y = f, olup, Y analitiktir.

Netice olarak y bijektif ve analitik oldupundan konformdur.

Son olarak Yy nin tek oldupunu gdsterelim. Farzedelim ki, her
f€A(D) igin &(f) = f, v7' , o(f) = fo 'Y;l olacak gekilde Y;,Yy,:D+D'
konform tasvirleri mevcuttur. Bu taktirde her f€ A(D) igin
on;’ = foygl oldupundan &zellikle j€A(D) igin jo'y;’ = joy'z“ olur.
Son egitlikten her a'€ D' igin Yfl(a')-‘-(joY;l(G')=(jo'Y;1)(d')=‘Y;1(a')

yani y7! = Y;l

»

elde edilir ki, bu da Y1 = Y, oldupunu gbsterir.
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Bu galigmada, kompleks diizlemde biitlinleyeninin logaritmik kapa-
sitesi pozitif olan bir D b&lgesi iizerinde tarif edilmig tek deperli
analitik fonksiyonlarin N(D)Nevanlinna sinifinin agapidaki gartlari
saglayan bir A(D) altcebiri gbzbniine alind1 ve A(D) lizerinde tarif
edilmig sifirdan farkli herhangibir m carpim lineer fonksiyonelinin
uygun bir a €D igin m = m, tipinde, yani her f&A(D) igin my(f) = f(a)

mnk gekilde bir a €D nin mevcut oldupu gbsterildi [Teorem 3.1.1.].

A(D) nin sapladipi gartlar sunlardir ;

(a) 1€A(D),

(b) J€A(D), j(z) = 3,

(¢) a&D ve f€A(D) igin f(a) = 0 ise f/i-a€A(D),

(d) adD ise 1/j-a€4(D).

A(D) Uizerinde tarif edilen sifirdan farkli herhangibir garpim
lineer fonksiyomelinin M, tipinde oldugu kullanilarak D,D' gibi komp-
leks dlizlemde biitiinleyenlerinin logaritmik kapasiteleri pozitif olan
iki b8lge lizerinde tarif edilmig miitekabil A(D),A(D') cebirleri ara-
sinda bir ¢ -izomorfizmi mevcut ise bu iki bSlgenin konform egdeper
olduBu gésterildi [Teorem 3.2.1.].
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