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ÖZE T 

Bu çal~şma dört b51ümden ibarettir. i. Bölüm girişe~ 

II. ve III. SHlUruler temel kavramlara ayrılmıştır. IV. Bö­

lüm orjinaı çalışmalarımdan oluşmaktadır. Bu bölümde, kapa­

lı regle yüzeyler için bir dual integral irivaryant olan ~­

!l açılım aç1sı tanımlanmış ve bununla ilgili sonuç teorem­

ler verilmiştir. Ayrıc~HACISALtHOÖLU ve HOSCHEK'i~~ kapal~ 

regle yUzeylerin integral iDv~ryantlari arasında buldukları 

balıntılar bir tek metotla elde edilmiştir. Böylece A.HOL­

DITCH ve J. STEINHR'in teoremlerine dair BAcISALlROÖLU ve 

KOSeREK'in verdiR! teoremler bu yeni metod ile ortaya çıka­

rılmışlardır. Ad~ geçen çalışmalarda esas ~lan açılım uzun­

lu~u, ve açılım açısı denen iki invaryantın bir dual sayıda 

eşleştikler!, bu ned*nle her iki invaryantın bir tek dual 

invaryant olarak incelenebileceli gasteril~i~tir. 



s U M MAR Y 

this dissertation con_iste of four chapter~. The firat 

chapter ie about the introduction. and the second and third 

chapcers dea i with the basic concepts. Th~ fourth chapter 

covers my brigin~l study. In this chapter t the dual angle of 

pitc~ ( öf~nungswinkel ), which is a dual integral invariant 

for a closed ruled surface, has basa defin~d and the correa­

ponding resulting theorems have besn given. Furthermore,the 

relatians which HACISALİHO~LU and HOSeHEK have fo'und between 

the integral tnvarİanta of the closed ruled surfacas have 

be~n obtained by onlyone ,method. These theorems that 

HACISALİHOÖLb and BOSCHEK had given about the theorema of A. 

HOLDITeR and J. STEINER have been revealed. In the above­

mentioned st~diea it has bejd indicated that two invariants. 

which are called pitch ( ôfnungsstrecke ) and angle of pitch 

( Öffnungswinkel ), are combined in a dual number~ and because 

botlı of these invariants can be regarded aS a unique düa.l 

lnvaria.nt. 



NOTASYONLAR 

H Hareketli çizgiler UEQyı 

H Sahit çizgileruzayı 

1)-H' H uzayırlın H' uzayına göre l-p arametrel i hareke t i 

~v (~ )-kapalı regle yüzeyinin açıl~m açısı 

tv (~ )-kapalı regle yüzeyinin açılımuzunlulu 

v.M6dUl Dual Sayılar Halkası üzerine kurulan Dua~ vekt~r-

lerin uzayı 

<,) D-ModUlde ve Reel Vektör Uzayında iç çarpım fonksi-

yonu 

U" D-ModUlde ve Reel Vektör Uzayında Norm fonksiyonu' 

K Hareketli Dual KUre 

Sabit Dual Küre 

~ K dual küresinin. K dual kUre.ine cöre I-narametrel! -/K' , <::>. 

dual hareketi 
~ ~ . 
\{ -::. V1lt) kapalı :tegle yüzeyir;;in Dual :~.ç11:tm Açıs1 



... 

:BÖL'UM I., 

G t R' İ $ 

J. ,STErN'ER (1796-1863) ve A.HOLDITCH (1858)tekrıl~e 

uygulanması bak1~1~dan, oldukça 6nemli gUrU1an iki te~r~fu 

vermişlerdir. DUzl.msel kinernatilin konusu 'içinde sayıla-

bilen bu tebr~mlerit a,alıdaki gibi ifade ebeliriz' . 

. ' 
1.1. J.STEINER TEOREM1 

, E haisketli ~e E* s~bit düzlemler olmak Uzere, E 

nin EL Y~ gHre l~parametreli kapalı hareketini E/E' ile 

gHst.relim. BHyıe bir h.reket~ef hareketli dOziemin bUtUn 

x noktaları. "sabit dU'zlemde, birbirinden farkl:L birer ka-

~al1 yHrUnkelerçizerler. Briolar1n çevrelerlil! f x alanlar1 

iç1h~'~ teor~m iYi biliriir [ı, s.ı54 ı 

TEOREM 

ı-parametre~i E/E~ kap~11 dUzlem hareketinde, E ha-

reketl! dU~leminin,e, a18011 yüzey p8rçaıBt~ çev-

releyan tUm x noktalar1t J.STEINER noktası merkez 

olmak Uzere daireler Uzerindedirler.Yani~ ~erkezi, 

J.STEINlR noktas~nda olan bir dairenin bUtUn nQkta-

ları, eş Blanl~ t.p.lı y6rUngeler çizerler (Şek.[.l) . 



Şekil i. ı. Şekil 1. 2, 

r.2. HOLDITCH TEOREMİ 

t}zunlu~u sa.bit bir MN doğru parçasınin. H ve N uç 

noktaları E' ~ab1t dUzIsminde seçtilimiz bir e avalinin 

üzerinde hareket ettir:i.rsek, bir l-parametreli E/E. t kapa-

Lı.. düzlemsel harek.eti tanımla.ID.:J..ş oluruz. Bu hareketeBna-

sında MN doğru parçası üzerinde tesbit edilen bir X nek -

tası. genellikle konveks'ol~8yan bir k kapalı eğrisi çi -

zer. A.IWLDI'I'CR tt~orenıins göre, esas e eğr1s'1 11.e bu k 

elrisi arasındaki alan. 

di r . Bui.radeden görüld.iiğü gibi F x alanı ~ yalnız 'X nokta·­

SHlUt MN Uzerinde.ld seçilişine bağlıdır. Ohalde bu alan 

ifad€s i, e ova1 ine.. del ay::ı. s ıy l·e lı,areke tab ağl:tdeğ ild ir 

{3. ı 5 •. 162 ] • 

HOLDITeH ve -STEINER teoremleri ~ dtii':lemde 've reel kü-

re Uterinde birçok makal·eye konu olmuşlardır. Örne~~'in '; 
'. 

C. LEVDESDüRF r 2J ~ [ 3 LA_ll. KEMPE r 4 ). E. B. ELLIOT 15 1 
[6' L~ r 7 L ~L BLıı.SCHKE r 8]- veR. ll. RAClSALtHOl1LU' n.un r 9 1 
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çalışmaları bu teo~emlerle ilgilidir. Bunlardan yalnız 

ELLIOT, BLASCHKE ve HACISALİHO~LU bu teoremleri reel kU-

resel hareketlere uygulamışlardır. Digerleri sadece dUz­

lemseı bareketlerde kalmışiardır. Daha sonra HACISALİHO~-.. 
LU [10 1 ile verdigi çalışmada, HOLDITCH ve STEINER teo -

remlerini, dual kUre Uzerinde ele alarak çizgiler uz ayına 

geneileştirdi ve kapalı regie yUzeylerin açılım uzunlukla-

rı arasında bazı sonuçlara vardı. Son blarak J. HOSCHEK 

[ll] ile, dual sab~tler kullan~aksı~ın~ HOLDITCH teoremini 

çizgiler uzayına genelleştirmek amaCı ile kapalı regle yU-

zeyler için açılım açısı kavramını ort~ya koymuş ve açılım 

açıları arasında bir bagıntı bulmuştur. 

Bu çalışmam~zda biz de D-ModUlde kapalı birim du~l 

kUres.l egrileriçin, yeni bir kavram olan dual açılım açı-

sı kavramını tanımladık ve E.STUDY dBnUşUmUnU kullanarak 

çizgiler uzayında, 

i. Dual açılım açısının, kapalı dual kUresel egriler 

için, bir integral invaryant oldugunu gBsterdik ve kapalı 

regle yUzeylerin integral inv*ryantları cinsinden '~ldu~ça 

Bnemli bir ifadesini verdik. 

ii. Kapalı birim du~l kUre~~l bir egr1nin, sınırladı-

gı alanın,dual açılım açısı cinsinden if.desini verdik. 

iii. Dual açılım açıl~rını kullanarak, HOLDITCH ve 

STEINEk teo~emlerini, çizgiler uzayın~n k~palı regleyUzey-

lerine yeni ve y~kpare bir metod ile genelleştirdik. BHyle-

ce, HACISALİHOÖLU ve HOSC~EK'in buldugu balıntıları ve bun-

lardan başka bazı orjinal teoremleri elde· ettik. 
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nHylece dual açılim açısı adı altında ortaya koydu­

gumuz kavramın Hnemi ortaya çıkmış ve bu kavram sayesinde 

HOLDITCH ve STEINER teroemleriçizgiler uzayına genelleş-. 

tirilmişlerdir. Ayrıca açılım açısı ile açılım uzunlu~u 

denen reel sayılar birtek dual sayıyı oluşturdukları gH­

rUlmUştUt. 

• 



·\ 

BÖLUM II. 

D-MODUL 

11.1. DUAL SAYILAR 

Reel sayılar cümleSi, toplama ~ ve çarpma e iş-

lemlerine gHre bir cisimdir. Bu eiemi kısaca m ile gHs-

terelim: 

TANIM i ı. ı. ı. 

'" a,at IR olmak üzere (~,a) sıralı çiftlerinden olu-

şan, 

[}: ( a ; a") : a, li E IR 1 
elimlesinde iki iç işlem ve bir eşitlik bagıntısı 

aşagıdaki gibi tanımlanmış tse bu cümleye dual sa-

yılar elimlesi adını vereeegiz. 

TOPLAMA: A= (a,~ )'ve B=(b,~) olmak· lizere her 

A,Bf ID için, 

(A,B)----""A6lB= (a+b, a+b") 

şeklinde tanımlanan Ql iç işlemine ID de bir toplama' denir. 

ÇARPMA ~ Her A=(a,;), B=(b,~)E ro için, 

e iD x ın -ID,1 

(A, B) - A6lB- (ab, ab"'+a"" b) 

şeklinde tanımlanan 0 iç işlemine ID de bir çarpma işlemi 

denir. 

EşİTLİK 
. .. 

Her A~(a,~), B=(b,b ), ID için, 

dir. 
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Böylece ·tanı~ladıgımız ID elimlesinin herelemanı,bir 

dual sayıyı göstermek lizere A,B,C, .•• , gibi haiflerle gös-

terilir. 

. 
TEOREM II. ı. ı. 

( ID,$,e) liçlUsU bir, birimli degişimli halkadır 

[17.s.21. 

Bu halkariın toplamaya göre biri. elemanı (O,O),çarp­

maya göre birim elemanı ise, (1,0) dır. 

TEOREM II. ı. 2. 

QD,$,0) liçllisli bir c~sim de~ildir [17.s.4 1. 

TEOREM i i. ı. 3. 

Dual s ayılar halkas 1., reel s ay ı lar cU.mles ine izomorf 

bir alt elimleyi, alt eisim olarak kapsar [17.s.5 ı. 

Bu teoremin bir sonucu olarak, reel sayılar cUmlesi-

ne izomorf olan, 

t (a, O) .; a ,O E iR J 
dual sayılar elimlesinin herbir elemanı, izomorfu olan reel 

sayı ile gösterilebilir. Kısaca, 

(a,O)~ a 

olarak ~lınabilir. Buna göre (ID,$,0) birifuli, delişimI! 

halkasının toplama ve çarpmaya görebirim elemanları, sıra-

sıyla, 

(O,O)~ O 
ve 

(L,O)~ 1 

olarak alınabilir. Biz genelolarak bu nota~yonu kullanaca-
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~ız, ayrıca kısalı~ın hatırı için ~ ve @ işlemleri yerine 

"+" ve "." işaretlerini tercih edeceğiz. 

ID hal~asında, (0,1) dual say1sı dual birim olarak 

adlandırılır ve, 
i=(O,l) 

ile g8sterilir~ Çarpma işleminin tanımına gHre, 

ı. iV 
E:(O,O) o::. O 

olduAu kolayca g8rUlebilir. 

TEOREM i ı. 1. 4. 

Her A=(a,l) dual sayısı, 

A:::.a+"a· " e1l.(0,1) 

şeklinde yazılabilir 117.s".71 

TEOREM 11.1.5. 

,; 

tki dual sayının ça~pımı sıfır ise, çarpanlardan bi­

ri sıfır olmak zorunda değildir [17.s.S ]. 

TANIM 11.1.2. 

Z=X+E:X" dual sayısının modUl değeri diye \x\ reel sa-

yısına denir ve, 

iz 1:1 X+ ~ xi 

=Ixı 

ile gHsterilir. 
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11.2. DUAL VEKTÖRLERiN UZAYI (ID-MODÜL) 

ID le Lo le ID = [)3: L (Aı ,AZ ,A3 ) ; Aı ,A ı ,A3 ~ ID 1 
cUmlesinin herbir elemanını bir bUyUk harfle, 8rne~in . , 
AE ID 3 eiemanını A = (Aı ,A ı ,A 3 ) veya A= (Ai)' (i=1,2,3), 

not~iyonu ile.g8sterelim. Bu cUmle içinde, aşa~ıdaki tanım~' 

ıar:ı. verelim. 

TANIM 11.2.1. 

Her A=(Ai)' B-(B i ) f ID 3 için, 

A=B ~Ai=Bi ' i ... l,2,3 
i 

dır. 

TANIM i ı. 2 • 2. 

Her A=(Ai), B-(Bi) için bir iç işlem, 

+: [)3 x [)3_ [)3 

(A, B) - A+B=(Ai +B i ), i=1, 2,3 

ile tanımlanır. A+B ye [)3 de A ile B nin toplamı 

denir. 

TANIM 11.2.3. 

H er, ~ E ID ve h e r A = (A i) ~ ID 3 i ç i n b i r -d ı ş i ş 1 e m , 

• : ID x ID 3 _ ID3 

(ı\, A) ----+ (\. A =:= (~A i)' i = 1 , 2 , 3 

ile tanımlanır. i>ıA ya, A nın ?ı skaleri ile çarpımı 

denir •. 
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TEOREM IL2.ı. 

(ID3,~,.) cUmlesi, ID halkası Uzerinde bir _adilldUr 

17.,s.16 ı. 

TANIM 11.2.4. 

Kısaca, ( ID3,+~) UçlUsUne. D-ModUl ve bunun eleman-

ları olan sıralı dual Uçlülere, dual vektörler di -

yeceliz ve i=(Ai) şeklinde göster.celiz. 

TEOREM II. 2.2. 

a,a""IR3 olmak üzere, 'ID-ModUlün herbir A=(Ai) dual 

vektörUnU, 

E=(O,I) E Lo 

şeklinde yazabiliriz {17.s.17 1. 
Teorem 11.1.3. ile eş anlamlı olarak; m3 vektör uza­

yı~IO-ModUIUn elemanları (-a,Ô)=a +E ~ . şeklinde olan bir alt 

cümlesine izomorftut. 

m-ModUIUn toplamaya göre birim elemanı, 

şeklinde gösterilir. Buna sıfır dual vektörU denir. 

dual vektörlerinin eşitlili,' 

- '~ a" =0 
j 

ile verilir. Bu Tanım 11.2.1. ile eş anlamlıdır. 

TANIM II.2.Ş. (ID-MODÜLDE İç ÇARPIM). 

Hp- i,iEIO-ModUl için, 

< ,). :D3x m3 _ ID 

(A,B)....:...,ç4:,i!>=<a,b)J .. ~«a~ ,'6)'+ ,~~ ;. ) (11.2.1) 
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dir. 

dir. 

dir. 

dir: 

ile tanımlarian <, > fonksiyonu ID-Modül için bi~ ~ç 
i .. . 

çarpım fonksiyonudur. Bunun için; <, > fonksiyonu -

nun aşa~ıdaki iç çarpım aksiyomlarını sa~ıadı~ı ko­

layca gHsterileb!ıir [ l7.s.20 J .• 

i. Her A,! "U)-Modül için, 

< tt B) = (B,A) 

ii. Her ı,Bt ID-Modül ve her o(,."'ID için, 

iii. Her A fB, C (:o \1)-Modül iç in, 

<A~B,(!> = <X,C> "" (-ı,C) 

<A,B+C> :: <A,~> "" <A,C) 

iv. Her A E: ID-Modül içih, 

<l,A> = ° <ı=t ~=O 

TANIM 11.2.6. (ID-MODU~DE NORk) 

Her 1 f m-Modül için norm, 

ii rt: ID3--ID 

A-HAl! = J<:l,A) 
<g,a;.. 

= ii aLi + 6 - , ii ... t1 
Ila" 

fonksiyonu ile tanımlanır. 

TANIM 11.2.7. 

Bir dual vektHrün hormu, (1,0) dualsayısına eşit 

ise, bu vektHre birim dual vektHr denir. 



... 

\ 

TEOREM lL. 2.3 • 

. 1 -*t'J+ taA cHma'k üzere her A ~D-ModUl için, 

i A =-
o iLA II 

-bir birim dua! vektördUr [17 .s.221". 

T AN i M i 1. 2 • 8 • 

A=a+ E s- ~ ID-Modül olmak üzere, 

.... 
~. A 
Ao 

&i Iflll ' . -'--, 

II 

birim dualvekt8rü~e, ı dual' vektBrünün ekseni de-

~ ~,?> a • rf, dual vektBrünün eksenini,k: -
. Hiıı1 

olmak üzere, 

şeklinde yazab iliriz. 

TAN IM ır. 2.9. 

lD-Modülde bir X dual'vektBrü için, 

k=i 
1...'" .. ,,) a,a 

t1a 112 

sayısına, A dual v:ektörünün adım1 veya xükselişi de-

nir. 

Bd tartlmlarıfuızdan .onra, birA du~l v~kt~rünü, 

= 

A= Ila ii (l .... E:k) L~ 

şeklinde yazabLliriz. Reel kısmı sıfırdan farklı olan d~-
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al vektörlere has dual vektörler adını verece~iz. 

TANIM 11.2.10. 

K: t }L~XT E i" 

cUmlesine, ID-ModUlde bir birim dual kUre denir. 

TEOREM 11.2.4. '(E.STUDY DÖNÜŞÜMÜ) ~ 

A=a+ E. a", lifO, olmak Uzere D-ModUlde denklemi t 

iLA II ... (1,0) 

ile verilan birim dual kUrenin dual noktalarıj R 3 

deki yönlU do~rulara birebir karşılık gelirı~r [ı7. 

8.23 J. 
Birim dual kUre Uzerindeki bir A dual noktasını mer­

keze birleştiren birim duaı yer vektörU, 

ise TeoremII.2.4. den dolayı, çizgiler uzayın~a birtek 

yBnlü do~ruya karşılık gelir. Burada a~ m3 vektörU~ bu 

yönlU do~runun do~rultman vektörU, a·~ m3 vektörU ise ; X 

bu do~runun Uzerinde bir nokta ve ° bir başlangıç noktası 

olmak Uzere, 

ile belirlenen bir moment vektardür. Bu vektöre, çizgiler 

uz ay ındaki doğ run Un b aş lang ı c·a göre vek tö rel momen t i denir. 

TANIM 11.2.11. (DUAL AÇI) 

ID-ModUlde açı, I,E birer birim dua1 vektör olmak Uzere; 

cos~ = (A,H> 

ifadesi ile verilir. ~: IP +el.p" dua! sayısına A ile B 

birim dua! vektörleri. arası~daki dual açı denir. 
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Şimdi, iki birim dual vektHr arasındaki dual açının, 

R3 deki yHnlü do~ruların uzayı olan çizgiler uzayındaki 
~ ~ . 

anlamını araştiralım. Bunun için A ve B birim ~ual vekiHr-

lerinin, 

iç çarpımından hareket edelim. E.STUDY t~oremi gere~ince 

A ve ~ birim dual vektörleri R3 de iki yHnlü dı ve d2-do~-

rularına karşılık-gelirler. dı in yönü i, yeri (momenti) 

;;" ; dı nin yönü tl, yeri bit ile belli oldugundan, a ile ii 

arasındaki açı', ise, yukarıdaki iç çarpımın reelkısmı, 

.. ... 
(a,b) = cosı.p 

dır. Şimdi de dual iç çarp~mdaki (;",b'> + <a,~ dual kısmın 

anlamını araştıralım. 

~ ve S~momentleri, do~rular üzerindeki noktaların se­

çilişinden bagımsız oldugundan, [17. s. 24 J. X ve Y noktala-

rını, dı ve d2-do~rularının ortak dikmesinin ayakları ola-

rak seçebiliriz (Şek.II.l.l).Bu ortak dikme dogrultusunda-

ki birim vektör 

ile belirtilebilir. dı,d2-do~rular1 arasındaki en kısa uzak­

lık ~- ile gösterilirse; 

-4 ... 

x-y 
...... 

_aAlı 
=Hf ... · .... 

Ila "bII 

1 b il . V kt" 1 l"c .... .. b"'ı< = y-,,-b yazı a ır. e ore moment er a =x"a, 

dan, 
<.~ .. ,S.) ... - .... = <x.J\a,b) = 

cilur. Buradan dual kısım için, 

oldu~un-
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(;. ,b) +<B:,b"'> = <x-y, al\b) 
ır. i"B -. _ . . 

= i- <. 'fiiliAbII' al\ b > 
= "+ 'Ix <a"S t aA.b > 

11;,,];11 

="+ -f ii;i\bll 

:-:ç.ı./sin" 

bulunur. Reel ve dual kısımlar için buldu~umuz de~erleri, 

dual iç çarpım ifadesinde yerine koyarsak, 

<. A, B ") = c o s if :; ~ 'fO s i n if 

dlde edilir. Bu ifadede (-) i~areti gH~HnOne alınırsa~ ~=~.E~ 

bir dual sayı olmak Ozere, TAYLOR formOIO [17.s~~ gere-

~ ince, 
<A,S>= coslP (11.2.2) 

yatılabilir. Ohalde i ve i birim dual vektHrleri arasında-

ki ~ =1 "'E~~ dua i açısı, bunların R3 de temsil ettikleri 

'dı ve d 2 :"yHnlO do~rular:ı:n arasındaki ~ açısı ve en kısa 

uZ8klı~ı gHsteren ,,-reel çiftinden oluşur. 

Du~l açi. aynı zamanda, birifu dual kOre Ozerinde A 

'"" ve B dual noktalarından geçen bOyOk dairenin AB dual yay 

uzunlugu olarak da dOşOnOlebilir. 

o 

Şekil II. ı. ı. 

BHylece, E.STUDY dHnOşümti yardımıyla; R3 deki (çiz-
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giler uzayindaki) yHnlU do~ruların, birbirine gHre durum­

larını birim dual kUre Uzerinde inceleyeb~1iriz. 

, A ve 'j! iki birim dual vektHr olmak üzere (11.2.2) 

if ades inden; 

i. (A,B)= sırf dual ~ cos'P =O~,\.P= ~, '-'*0. 

lı. ve B birim dual vektHrlerinin belirttikleri yHnlU do~ru-

lar dik durumlu, fakat aykırıdırlar. 

ii. (A,B') = sırf reel ~ ... L= O. 

Bu halde yHnlü iki do~ru kesişir ve, 

( a, tr' > + < a~, b > = ° 
ifadesi kesişme koşuludur. 

" " ... - "" " n ii 
iii. (A, B > =0 ~ cos \{i =0 ~ \fI =:2 ve \..f =0 ~ 

tHnlU d~~rular birbirini dik keserler. 

i{t~ (A, ii> =(1 ,0) ~"f=0. 

i" ~ 
"YHnlÜ do~rular paralel ve aynı yHnıüdürler. EAe~ , 

i=o i~e, bu iki doAru aynı zamanda ~akışı~tır. 

v. (A,B) =-(1,0) ~\j)= tr." 

~anlU d~Srularparaıeı v~ ~1t yHnlUdUrler. EAer , 

LI 
~=O ise, doArular çakışıktır. 

TANIM II.2.l2. (ID-MODULDE DIŞ ÇARPIM) 

! Her A,g dual vektHrleri"içi'n lD-ModUlde, 
i 

1\: 10 3 x 10 3 _ 10 3 

" " 

,eklinde tanımlanan bir iç işle~e, ı ile ii nin dış 

çarpımı denir. 
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TEORE:H 11.2.5. 

Her A ve B (.ln-HodUı için, 

A r\B = ii A il ii B ii s i n ~ N 

dır[ı7.s.331. 

TEOREM 11.2.6 •. 
i 

i,~ has dual vekt6rl~rinin dış çarpı~ı sıfır ise, bu 

dua;t. vekt6rlerin eksenleri çakışıktır [17.s.34 1. 

TANIM 11.2.13. 

A,B,Cf ID-ModUl has dual vektörler ve r,i=ci+ t c"'i "ID, 

'(i=1,2,3), olmak Uzere, 

eşitli~i yalnız ve yalnız her hi=O için sa~lanıyorşa, 

i,B,c has dual vektörleri lineer ba~ıms~zdır denir. 

TANIM 11.2.14. 

A,B,C~ID-ModUl ve nicci+Eci ~,ID,(i=1,2,3) için, 

r,ı i+ Oz'B+ 7'ı:3 C=Ô 

eşitli~i, en az bir ~i*O için sa~lanıyorsa, i"K.f dua 1 

vektörleri lineer bağımlıdır denir. 

Bu tanımların, reel vektör uz~yırida karşılığı olan ta­
! 

nımlardan farklı oluşu, ~.O.EC şeklindeki dual sayılarla 

bölUmUn tanımsıZ oluşundandır. 

TANIM 11.2.15 

doğrular, bir noktad~ 3,~k 01~k kesiG rle~~e. .Xı 
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birim dual vektHrlerıne, dua! ortanormal vektHrler-

dir deı;ıir. 

TANIM 11.2.16. 

V-Modlil'Qn bir S alt elimlesi, aşaRıdaki Hzeılile sa-

hip ise, D-Modülün bir bazı adını alır. 

i. S lineer balımsız, 

ii. Sp S = ID-Modül. 

Bunun anlamı, her A (: ID-Modül elemanı, S deki, eleman-

ların bir lineer kombinezonu olarak y.zılabileeelidir. 
i 

. TANIM. 11.2.17. 

Elemanları dual sayılar olan bir A matrisine dual mat-

rts denir ve, 

şeklinde gHsterilir •. • 

TANIM 11.2.18. 

.. 

A t.-IDn ( nxh tipi matris ). için, 
rı 

ise A du al matrisine du al ortoganal matr~s denir . 



BÖLÜM III. 

D-MODtlLDE ve ç1ZGİLER UZAYINDA 
\. l-PARAMETREL"l HAREKETLER 

111.1. KıK' BİRİM DUAL KÜREŞEL HAREKETİ 

Aynı merkezli, hareketli K ve sabit K' birim dual kü-

relerini sıras:ı.yla, 

rı . V= Vı 
V3 

ve 

~ıı E_ E ı 
E3 

dual ortonormal sistemleriyle temsil edelim. Bu sistemler ara-

sında 

A= [aij(t)+Ea:Lj(t)] , t~/Rt 1~i,j"3 

bir has dual ortogonal matris (AAT=ATA:l ve detA:+l) olmak 

üzere, 
V=AE (111.1.1) 

dönüşümü vardır. EAer A matrisi t.parametresine göre diferan-

siyellenebiliyorsa, bu dönüşüm, K dual küresinin K' ~ual .kü-

resine gör~ bir l-parametreli dual küreselhareketini.(dual. 

dönme) tek olarak b~li~i~r. tıK' ile gösterece~i*i~ bu har~-
j 

kete, 
A(t+t)=A(t), T periyot (IILI. !) 

ise l-p aramet reli dual küresel kapalı hareket denir. 

(III. ı. 1) denklemlerinin t parametresine göre diferan.,. 

siyeli alınırsa, 

dv1 O 0. 2 3' \T ı ıı 1 nı 

d~2 ı 0. 1 o 4~ \T 2 
'. i 

(IL~.L3) = 2 ,0.1 =-.cı j 
dV 3 0.

1 n 2 O V3 3 3 
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bulunur [1.s.2S2 J. Bu ifadeden elde edilen denklemlere 

l-parametreıi K/K' dual kUresel hareketinin tUrev denklem-

leri veya E.CARTAN yapı denklemleri denir. Burada, 

n =dAA T 

ile belli olan !'l =[{L~]. matrisinin elemanlarına da dual 

l-for~lar veya E.CARTANformları denir. 

E. STUDY dBnUşUmUnden dolayı, yukarıda verilen hare-

ketli ve sabit dual ortonormal sistemleres H ve Hi çizgi-

ler uzaylarında, sırasıyla; 

ve 
to'; e ı ,e2,e3! ,~ei,ej'> = Öij' ei=MO'l\ei 

sistemleri karşılık gelirler. M dual kOrelerin merkezidir 

(Ş~k.III.l.l). Böylece, K kUresinin K' sabit kUresine gö-

re l-parametleri hareketine, çizgiler uzayinda H uzayının 

Hi uzayına göre l-parametreli uzay hareketi karşılık gelir. 

Şekil r11.1.1. 

K kUresi Uzerinde tesbit edilmiş bir X dual noktası-

nın K , ., h ( . kI h) -'> 3- ı- .· ... 2# . ye gore ıızı sürü enroe ızı ,"'tl=n2vı+.!l3V2,*'''ıv3 

olmak' Uzere, 

ile bellidir [1.s.2531. 
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T AN i M i i i . 1. ı. 

K/K) l~parametreli birim dual kUresel hareketinin 

dual I-formları .o.{=-.n. j,(ı <. i,j" 3), olmak Uzere,-

~ 3-- ı# 2.,-
"q! =fl.2Vı+-'13v2+.Cl.ıv3 

dual vektörUne hareketin ani dual pfaff vektörU de-

-nir. 

TANIM III. ı. 2. 

K/k· hdreketinde. bir t anınd$,haraketl~ kUr~de 

sabit kalan du al noktay~ hareketin dual pol noktası 

denir ve P ile gösterilir. Ayrıca harekit esn~sında 

pol noktasının K daki geometrik yerine hareketli (p)-

dual pol egrisi, K' deki geometrik yerine de {p')~sa-

bit dual pol e~risi denir. 
. . 

Hareket esnasında, (p) elrisinin {p'} ~grisi Uzerinde 

kaymaksızın yuvarlanmasına, bu egrilere çizgiler uzayında 

sırasıyla katş~lık gelen hareketli ~ol eksen ~Uzeyinin,sa-

b it pol ek.s en yUz.ey i Uze rindeki b ir kayma-yuvar lanma hare­

keti (yivlenme hareketi) karşılık gelir [1.s.2581 ~ 

E~er dual pdl noktasın~n yer ~ektörUnUn 'P=p~€ p~ile 

gösterirsek, bu noktanın sUrUklenme hızı Tanım 111.1.2. den, 
.i 

olur. Buradan Teorem ıı1.2.6. g.eregince ~ ile P nin çakışık 

oldu~u sonucuna varırız. Ohalde hareketin ani dual pfaff 

vektörünU. '\tl = 1Ii'1I olmak üzere., 

şeklinde yazabiliriz. 
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Ani dual pfaff vektörü, diferansiyel geometrideki 

darboux vaktörü ile aynı rolü oynamaktadır. Yani, K da sa­

bit bir X'dual noktası, hareketin bir t apı.n,da,iİ'="\4IP ani 
~. ';"", :'. r :". -: . . ~ 

d~alpf~ff.~kt6tf~~tr.ll.hdi ~ =U~U dual açısal hızı ile 

bi~ ~ual dönme hareketi yapar. Bu dual açısal hızın, reel 

ve dual kısımları olan \v ve \jJ" de~erleri ise, H/H' uzay ha- o 

reke t inde, H' da tesb it ed ilerı: .,b,ir x-do~rusunun, p-eksen i 

(ani dönme ekseni) etraf~nda sırasiyle, sonsuz küçük dönme 

ve sonsuz küçük kayma mikterlarını gösterir. Bu hareket, 

uzayin birdönme ve bir ötet,mesinden oluştu~una göre, 

( W .0 ~ I.ı,ı' * O .. hal i n d e), çiz g i i e lt uz ay l. n l. n e n g e n e i b i r har e k e­

tidir [Ls. 2541 • Ohalde [)-Modüldeki bir K/K' dual küresel 

hareketine, çizgiler uzayının en genel bir H/H' uzay har~-

keti karşılık gelir. 

İRDELEME : l-parametreli k/K' dual küresel hareketi-

nin dua1 açısal hızı '\\i = ~ .ırt\\," olmak üzere, K/K i harake-

tine çizgiler uzayında; 

,1. 'il *0, 1.\1"*0 ise, ani pfaff vektörüne göre bir'ı dönme 

ve bir öteleme hareketi (genel helis hareketi) karşılık ge-

lir. .. 
2. I\I~O, \\1=0 ise, ani pfaff vektörü etrafında bjr sırf 

dönme (küresel hareket) karşılık gelir. 

3. 'il = O, W" =i: O i s e, a n i p fa f f ve k tör üne para 1 e i b i r s ı rf 

kayma (do~rusal hareket) karşılık gelir. 

TANIM 111.1.3. 

l-parametrel! K/K' kUre~eı hareketind~ ~ ani du al 

pfaff vektörU olmak üzere, 
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ile t~nımlanan n vekt8rüne hareketin dual Steiner 

vekt8rü denir. 

III.2~ REGL! yUZEYLER 

l-parametreli K/K' dual küresel hareketinde, K da 

tesbit edilmiş bir X dual noktas~, K' sahit ~ual kUre~~ 

Uzerrnde t t IR parame.tres-ine ba~l:ı: bir, 

e~risi çizer. t parametresine g8re diferahsiyellene~ilen bu 

dual küresel e~riye 6ir regl~ yUzey olarak bakabiliriz.ÇUn-

kü E.STUDY d8nüşUmüne g8re, bu e~riye çizgiler uzayınd~bir 

l·parametreli bir do~ru ailesi (Regle yUtey) karşılık gelır. 

E~er dual kUresel e~r~ kapalıise, karşılık gelen regle yU­

zsy d~ k~pal1d1r (Şek.III.2.ı~j. 

Şekil III. 2.1., 

-- ( X=X(t), t~ R dual küresel et~isine, çizgiler uzayın-

daki (x)-regle yüzeyinin dua! kUresel resmi de denir~ 

I=i(t) dual kUresel e~risinin dt=d~ .td~ dual yay 

elementi için, 

yazılabilir.Buradan; 

d4>2: (dX, dX ') , 

= <X.X) dt 2 
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d ıp 2 = (d X , d X ') 

d if o d IP~ :: <-dx ,dx",> 

elde edilir. 

fet) ve f(t+dt) dual birim vektHr1eri arasındaki d~ 

açısı, aynı zamanda bu dual vektHrlerin uç noktaları ara-

sındaki dual küresel uzaklık olarak alınabilir. 

d\{> ve dı,( reel büyüklükleri ise, çizgiler uzayında 

regle yüzeyin fet) ve X(t+dt) anado~ruları arasında, sıra-
; 

sıyla, açı ve en kısa uzıklı~a karşılık telirler(Şek.III.2. 

ı. ) . 
Ortogonal koordinat dH~üşümlerinde iç çar~ım korundu-

~u (de~işmez kaldı~ı) için, 

< dX, Li ') = <d"i, di) -+2 E. <. dx, lX'\ 

if ades indeki, 

iç çarpımları da, k~ordinat dHnUşUmlerine karşı de~işmezdir. 

Ohalde, bunlarınoranı, regle yUzeyin en basit birer dife -

ransiye1 de~işmezidir • 

. TANIM 111.2.1. 

X=X(t), Ilf(t)1I =1, t~ IR. regle yüzeyinde, xet) ve 

i(t+dt) komşu anado~ruları a~asındaki du al açı, 

d~=d~ +E d~ olmak üzere, 

1 = (di ,di) = d~" 
d (dx, dx> d41 

büyüklüğüne bu yüzeyin X(t) anadoğrusu boyunca dağı~-

ma parametresi veya draıı'i denir. 
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TANIM.llI.2.2. 

Komşu anadoğruları kesişen regle yüzeylere torslar 

veya açılabilir yüzeyler denir. 

Torslar için drall'ın sifır olması bir karakteris-

tiktir. Zira; 
1 Ei.. 11 - = =0 ~d4' =0 
d d'l> 

dır. Bu ise, X(t) ve X(t+dt) anadoğrularının kesişmesi de-

mektir. Drall'ın bu tanımı silindirler için geçerli değil-
i 

dir. Drall'ı sıfır olmayan bir regle yüzeyde komşu anadoğ-

rular aykırıdır. 

TAN l M i i 1. 2 • 3 • 

X=X(t), ii X(t) LI .. 1, t~ IR regle yüzeyinde 
... 
X(t) ve 

X(t+dt) komşu anadoğruların ortak dikmesinin, 

anad~ğrusu üzerindeki. ayağına, metkez noktası 

- ' X(t) 

veya 

~oğaz!boktası veya sitriksty~nnoktası denir. Bu 

nokt~ların geometrik yerine ise, boğai çiigisi veya 

sitriksiyon çizgisi denir. 

Verilen bir regle yüzeyde, bütün anadoğruları ~eseq 

bir (C) eğrisi yüzeyin dayanak eğrisi (Referans eğrisi)ola-' 

rak alınabilir. 

TANIM 111.2.4. 

X=X(t), IIX(t) ii =1, t'- IR regle yüzeyin:f.n bütün ana-

doğrula~ını dik kese? eğriye, reg1e yüzeyin prtog6nal 

X Ö rÜ,ngfi abnın bire!ris! denir. 
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111.3. KAPALI REGLE YÜZEY ve İNTEGRAL İNVARYANTLARI 

Bir H/~i kapalı uzay hareketinde, hareketli uzayı 

temsil eden tP üçayaklısının bir, 

kapalı eğrisi üzerinde hareket ettiğini varsayarak, H uza~ 

41 
yının tesbit edilmiş bir doğrusu, Hi uzayında kapalı bir 

i 

kapalı regle yUzel çizerler. Örneğin, vı-do~rusunun çizdi-

ği kapalı regle yüzey üzerindeki bir noktanın yer vektörü 
i . 

i ile gösterirsek, bu yUzeyin denklemini~ 
i 

x( t , v) =r (t) +vv 1. (t), t, v ~ IR 

x(t+21I ,v),=x(t,v) 

(111.3.1) 

ile verebiliriz (Şek.1IL3.L). vı vektörüne bu kapa;ll. r,eg-

le yüzeyin doğuranl. denir. 
i 

Şekil III.3.l~ 

Burada vı-doğrusu, kapalı regle yUzeyin anadoğrusunu, 

~=;(t) kapalı eğrisi de dayanak eğrisini göstermektedir.v ı -

doğrusunun ç~zdiği kapalı regle yüzeyi.(v ı ) ile gösteri~sek, 

(vı)-kapalı regle yüzeyinin bir P ı noktasından geçen ortogo­

nal yörüngesinin diferansiyel denklemi 

(dx,vl.'> =0, ii "ılı =1 

dır. Burada (IIi.3.l) ifadesi kullanılarak, 
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bulunur. 

TAN IM. i i ı. 3. ı. 

Bir x(t,v)=r(t)+vvı(t) kapalı regle yüzeyi için, 

t =: ~dv;;-~<dr, vl.'> 

büyüklü~üne bu kapall. rea1e yüzeyin açl.lım uzunlu~u 

(Öffnungsstrecke} denir r 11 ı . 
Bu tanım bize, vı-anado~rusunun, r~r(t) kapalı egri-

i 

sine dayanarak kapalı regle Yüzeyi çizdi~inde, kendi dog-

rultusunda L = §dv kadar ilerleyerek ilk konumu ileçakış-

tı~ını göstetir. Bu nedenle, vl.-anado~rusunun bir P ı nokta-

sından başlayan ottogonal yörUnge, bir periyot sonra aynı 

vı~anado~rusunu P ı den farklı bir P2 noktasında keser (Şek. 

111.3.2.). Ortogonal yörüng~ler~ çıkış noktasından bagımsız 

oldu~undan, t açılım uzunlu~u kapalı regle yüzeyler için 

bir integral invaryanttır . 

... 
" , 

" " .... 
T " i 

't 
O 

Şekil 111.3.2. 
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Şimdi (~)-kapalı regle yUz~yi için, i~inci b~r integ-

ral invaryantı olan açılim açısinı tanımlayalım. 

TANIMIII. 3.2. 

(V2,v3)-qUzleminde bir birim vektörU, 

nı=cos~.v2+sin~ v3 

olarak seçelim. nı-do~rusu, kapalı hareket esnasında 

yUzeyin P noktasından geçen ortogonal yörUngesi bo~ 

yunca bir tors (açılabilir ~lızey) çizsin. Yan~ torsun 
f 

denklemi, 

... .. .:! 
T =X+WU ı ' w ~ IR 

olsun. Ayrıca bu torsun dayaııak e~risi ~t~liçin ortogo-

nal yörUnge olma şartı, 

sa~l'risın. nı-do~rusu bu koşuııari sa~lamak Uzere ka­

palı hareketi esnasında, hareketin bir fonksiyonu ola-

rak de~işen y açısının bir periyotluk sUredeki toplam 

_de~işme miktarına {vı)-kapalı regle yUzeyinin açılım 

açısı (Hffnungswinkel) denir ve, 

\, = ~d\f 
ı 

e~risel integrali ile belirtilir [ll ı . 



BÖLÜM IV. 

DUAL ~ÇILIM AçıSı ve çİZGİLER UZAyıNDA 
GENELLEŞTİRMELER 

IV.I. DUAL AÇıLıM Açısı 

K/K' dual kUresel kapalı hareketi (111.1.2) ve(III.l.3) 

tUrev denklemleri ile verilmi. olsun. E.STUDY dBnlişUmline gBre 

bu harekette, hareketli sisteme sıkı surette ba~lı bir X dual 

noktasının çizdi~i dual küresel kapalı eğriye, çizgiler uza .... 

yında bir kapalı regle yUzey karşılık g.lir. Bu dual noktanın 

..... .....x 1 yer vektBrü X=x+E x olmak Uzere kapalı regle yüzeyin dua 

~ektBrel denkle~ini, 

f X=X (t), ii X ( t) ii =1, t ~ IR 

ile vetebiliriz. 

Bu tanım bize, çizgiler uzayındaki kapalı regle yUzey-

leri, bu uzayın daha geneli olan ID-ModUlde inceleme imkanı 

vermektedir. Ayrıca bu metod, birim dual küre üzerinde bulu-

nan sonuçlarE.STUDY dBnüşümli ile derhal çizgiler uzayına 

aktarılabildi~i için, 4aha 8z1ü bir yololarak benimsenmiş-

tir [101, [8} ,[13], [16 ı 

TANIM IV.l.ı. (DUAL AÇıLıM AÇısı) 

K/K' kapalı dual kliresel hareketind~~ hareketli sis-

temin birinci ekseninin çizdiği kapalı regle yüzey 

olsun~ Ayrıca (V2~V~)-dual düzleminde 
" .. ....1 

~ x 
V2 ile ~(t)= \f' (t)~ E.1.f (t) dual açıs:ı.n:ı yapan, 

.... ;t'~' 

N =cos4n -'+5 in$V3 ı . /., . 
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birim dual vektarünü ele alalım. Öyleki t K/K' hareke­

tinde, hareketli kürenin Vı birim dual vektörü Vı=Vı(t) 
. ~ 

kapalı regle yüzeyini çizerken, Nı birim dual vektörü-

ne karşılık gelen do~ru dabu kapalı regle yüzeyin or-

togonal 'yörüngesi boyunca bir tors (açılabilir yüzey) 

çizsin. Bu takdirde bir periyotluk kapalı dual küresel 
)( 

harekette ~(t) .. ı'p(t).t \.f(t) açısının toplam de~işme 

- ... -
miktarına- Vı-Vı(t) kapalı regle yUzeyinindual acıl;m 

açısı diyelim. Ohalde bu yüzeyin dual açılım açısı Av 
ı 

ile gösterilirse, 

Av = ~d~ 
ı 

dır. Burada, integral, Vı=Vi(t) kapalı e~risi üzerin-

den alınan bir dual egrisel integraldır (Şek.IV.I.I). 

Şekil IV .1. ı. 

Tanım IV.I.l~ de verilen ~ açısının d~ diferansiyel 
" 

de~işimini, hareketin I-formları ~insinden şöyle h~sapla­

yabiliriı. 

Rı birim dual vektörü üzerine kurulan dual ortonor-

mal, Nı 

i 
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sistemiile hareketli, 

V= 

V 3 

ortanormal sis~emleri arasındaki has dual ortogonal matris 

o 

-sin4> 

cos$ :] 
olmak üzere V ile N arasında, 

V=BN 

dBriüşümU vardır. BUYadan t parametresine gBre diferansiyel 

alı rs ak, V s is teminin N s is temine.gB re hareke t in in denklem-

leri olarak, 

bqluruz. dBB T matrisi hesaplanırsa 

= 

o O 

-d4>sin4> -d4>cos4> 

d4>cos$ -d~sin$ 

O 

O 

O 

O 

O 

dt!> 

O 

-d4> 

O 

O cos!) sin4> 

o -sin4> cos4> 

1 ,O O 

oldu~u gBrUlUr. Bu sonuç tUrev dedklemlerinde yerine konu-

larak, 

veya 
(IV.LI) 

bu 1 un ur.' (I i i . 1 • 3 ) tUr e v d e n k 1 e m ler i cl i k'k a t e 8.1 c. n J. r s a ~ 

d4>= - (.n.~V :ı.'" .nJv 3' V 3') 

=_.n. 3 
bulunmuş olur. . 2 
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TEOREM IV .1. ı. 

B~r l-parametreli KıK' birim dual küresel hareketinde 

hareketli, rj 
ı 

... 
V= V2 

V3 

sistemin~ sık1 suretle baglı bir !=2+E i- birim dual 

vektHrUnUn çizdi~i kapalı resle yüzeyin dual açılım 

açısını I\X ile gHsterirsek, 

A X=- (i5 ,X '> 
dir, burada D:d+ E d~ dual küresel hareketin dual 

Steiner vektHrüdür . 

... .... 
iSPAT : X~Xı alarak, bu birim 4ual vektUr üzerine ku-

rulan dualartonormal sag sistemimizi, 

.... __ .. -t 

ile gösterelim. BHylece X:X(t), t fo- IR, (veya Xı=Xı (t» ka-

palı regle yüzeyimizin dual açılım açı.ını (IV.I.I) den, 

I\X= "X :- <lx2 ,13 ~ 
:ı. ... 

şeklinde ifade edebiliriz. Ayrıca c ... Jcijl , i" i,j" 3 mat-
., 

ri8i bir has dtiai ortanormal matrii olmak üzere, 

x.CV 

dönüşümü yazılabilir. DiAer taraft~n, bir vektör uzayında 

ortoganal baz dönüşümlerine karşılık gelen, bu uzayın dual 

uzayındaki dua1 baz dönüşümleri ile ilgili bir teorem [12. 

s. 475 1 lD-Moduı iç in de g~çerl i o lacaguıdan, 
C 

V ) X 
.n i 'n'" '" CT . >} 

dV ~ :" dX 
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diyagramı değişimlidir. Yani ; 

n'l.:,;(c T )T!lcT 

veya 

. [ j '! 
dir. Burada.n. = ni" ve 1 ~ i,j" 3 matrieler! 

sırasiyle V ve X s1st.mlerinin E sabit sistemine gHre hare-

ketini belirli~en antisimetrik matrialerdir. 

Şimdi yukarıdaki diyagram~ göre ; 

.... ~ T ~ 
dXZ- L (Cn.C )2 ,.lı... 

1=ı 1. ı 
veya 

lx2 :: [Cı:ı. '( C:z 2n~ .C Z 3 .Cl..~) -+C 12 (Cı l. n. ~-+C2 3 .rl..;~) 
3 3].... [ . ı 1.) 

... C 13 (C 21n. ı ... C 2 ın 2 ) X:ı:'" C 2 l. (C 22 rı.. 2 0\ C 23 .n.. 3 
+ C22 (C2ın.~+C;3.n~) +C Z3 (C ırı:1. ~+C22-'L~)] X2 

+(C 3ı (C22.n. ~+C23.o.~)·C32 (C2Jn.~+c23n~) 
.. C 33 (C21~~ı..~+C22St~)] X3 

bUlunur. Buradan, 

(dX ı ,X3) :: (C 3l CZ2-C3ZC21).cı.. ~ 
3 

+ (C33C22-C32C23) n 2 

+ (C31C23-C33v21)..n·~ -, 

olur. Parantezli ifadeler sırasiyle -C13,Cıı,C12 elemanla­

rının kofaktHrler1dirler. C= [cijl matrisi has ortogonal 

oldu~u için buniardan biri diğerinin yerine yazılabilir 

r 12 • e • 419] . Bu tak cl i r de cl II a 1 açılım aç:ı. s ı için, 

bulunur. Diğer t&r!fta~, 

~ ~ ~ 3 ~ ~ j ~ ( 2 
D=V:ı.)' n 2 + v21 n 3· ... v3y nı 

dual Steiner vektHrU ile, 

(IV,L.2) 
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vektörünü iç' çarparsak, 

- (0,1) =-(Cıın~+di2!1.~+Cl3n.~) (IV.1.3) 

bulunur. Böylece X=X(t) kapalı regle yüzeyinin dua 1 açılım 

açısının [IV.I.2) ve (IV.l.3) den~ 

(IV.1.4) 

oldu~u gösterilmiş olur. 

(ıv.ı.4) ifadesini dual ve reel kısımlarına ~yırır -

sak" , 

(lV.L.S) 

billunur. 

ID~~ddüldeki k/K' birim dual küresel hareketine, Çız-

g~ler uzayında karşılık gelen hareket H/H' ise, hareketli 

H uzayında tesbit edilmiş bir x-anado~rusunun çizdi~i kapa-

lı regle yüzeyi (x) ile gösterirsek,(x)-kapalı regle yüze-

yinin bir integral invaryant~ olan açılım uzunlu~u HACISA­

~1HOÖLU tarafından, 

~x= <ci\x) + (d,j(; 

olarak hesaplanmıştır [10 J • Burada d ve x vektörleri 

sırasiyle d ve x-do~rularının kooidinat başlangıcına göre 

vektötel momentleridir. Diter taraftan çizgiler uzayında 

(x)-kapalı regle yüzeyinin di~er integral invaryantı olan 

açılım açısı için, 

(\x=- < <1\ x ') 
ifadesi geçerlidir [ıı J • Bu,de~erler (IV.I.S) de yerine 

yazılırsa, 

bulunur. 
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BHylece aşa~ıdaki iki Hnemli teoremi verebiliriz 

TEOREM IV. ı. 2. 

.. -ID-Modülde bir X=X(t), t~ m kapalı regle yUzeyinin du~ 

al açılım açısı, bu yüzeyin bir dual integral invar-

yantıdır. 

TEOREM IV. ı. 3. 

ID-ModUlde bir X=X(t), /lX(t) ii =1, t ~ iR kapalı' regle 

yüzeyinin dual açılım açısını, bu yUzeiin 'teel integ-

ral invaryantları cinsinden, 

(IV.1.6) 

şekl inde ifade edeb iliriz. ex v'e "h x reel sayıları bu 

yU*eyih, sırasiyle, açılım uzunlu~u ve açılım açıs~-

dır. 

Çizgiler uzayında bir (x)-kapalı regle yüzeyinin reel 

integral invaryantları olan t x ve ~x reelbüyüklükleri ara­

sındaki ba~ıntıları araştıran birçok çalışma y~pılm1ştırr151 

[ıı], [ıo ], (S J. 
Bu teoremle ispatladı~ımız (IV.1.6) ifadesi ise,bu in.-

tegral invaryantlar arasında ilginç bir ba~ıntının varlı~ını 
/ , 

ortaya koydu~u gibi, kapalı regle yüzeyler için verdl.~imiz 

dual açılım açısı tanımının da son derece anlamlı oldugunu 

ortaya koymaktadır. BHylece çizgiler ui~yında iki integral 

invaryantı ile karakterize edilen bir kapalı regle yüzeyi , 

dual,küre üzerinde birtek d~al integral invaryant (dua! açı­

lım açısı) ile karakterize edebil~riı. Ayrıca bu yenikavram 

yardımıyla düzlemsel kinematigin önemli teoremleri çizgiler 

uzayına daha kolayca genelleştiriı~biım~kte~ir(IV~1'sIV~2). 
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TEOREM IV. ı. 4. 

Bir bitim dual küresel kapalı f=i(t) e~risinin çevre-

ledi~i küresel alan, bu kapalı e~rinin E.STUDY resmi 

olan kapalı regle yüzeyin açılım açısı ve açılım uzun-

lu~u cinsinden, 

şeklinde ifade edilebilir. 

iSPAT: Bir reel küresel harekette: bir X noktasının 

çizdi~i re~l kapalı küresel e~rinin alanı, W.BLASCRKE tara-

fından, 
f x =2n (ı-n)- (~,i) 

formülü ile verilmiştir [S] • Burada J vektBrü r~el küre -

sel hareketfn Steiner vektörüdür. 

Bu alan ifadesi, dual küresel harekette X:x+E xKd~al 

nbktasının kapalı du al yBr\ingesinin çevreledi~i dua i küre -

sel alan için RACISALİHO~LU tarafından, 

Fx ... 2 tl (ı-n)- <E,i) 

ile verilmişticr. D=d+t d" dua i \TektBrü, dual küreselhare-

ketin dual Steiner vektörüdür. n ise harekete ba~lı. bir re-

el sayıdır ( 10 1 . 

Bir X:X(t), (IIX(t)1I =1, tE- IR ) dual küresel kapalı 

e~risinin sınır1ad1~ı dua i küresel alan için Teorem IV.I.ı. 

ve Teorem IV.I.3 dikkate alınırsa, 

Fx=2rr (ı-n)- <D,X) 

=2rr (ı-n) "" I\X 

~2n (~-n). ~x-Etx 

ifadesi yazılabilir. Ohalde i:i(t) birim dual kUresel ka-

palı e~risinin ~ınırlad1~1 dua! alan, .bu e~riye çizgiler 

uzayında karşılık gelen (x)-kapalı regle Y~l0jinin sadEc~ 
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açılım açısı ve açılım uzunlugu cinsinden belirtilebilir. 

ı-parametreıı K/K' dual kUresel kapalı hareketinde, 

hareketliduaİ ortanormal sistemi özelolarak, 

V ı 
... 

= Vı -.. ~ V2 = 
" v~ıı 

\13 = Vı " \13 
olarak seçebiliriz. Bu ha~~kette, V ı birim dual vektörUnUn 

kUre Uzerinde çizdi~it t6 ~ parametresine göre diferansiyel-, 

lenebilir kapalı e~riye, çizgilet uzaY1nd~vı-yönIU dogrusu-, . . 

nun çizdi~i (vı)-kapalı regle yUz!yi karşılık gelir. Di~er 

taraftan Vı ,V2 ,V 3 birim dual vektörıerinin, çizgiler uzayın­

daki E.STUDY resmi olan vı,vZ,v3-yönın do~ruları (vı)-kapalı 

regle yUzayinin sitriksiyon (merkez) noktasında kesi,i~lar. 

öy~eki, v2,v3-yönlU dogruları, kapalı regle yüzeyin ~itrik­

siyon noktasındaki sırasiyle, normal ve ~e~et do~rultuları-

dırf l3.s.l66 J , (Şek. IV. 1 .2 • ) • 

o 
Şekil- IV.L.2. 

.. - .... 
Yukarıda tanımlanan hareketli V ı ,V 2 ,V3 dual ortonor-

mal sistemine, çizgiler uzayında karşılık gelen hareketli 

f1"2~V3 ort~normal sisteminin tUrev denklemleriniCE.CARTAN 

denklemleri), s Eo IR parametresi (vı)--kapalı regle yüzeyinin 
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sitriksiyon çizgisinin yay parametresi olmak üzere, \ 

V 
ı 

d v2 ::: 
ds 

(IV. ı. 7) 

v3 

ile verilebilir. Diger taraftan b:b(s) ile verilen sitrik-

siyonçizgisinii teleti ile i ı arasındaki açı ~ olmak üzere, 

'Lb 
dS=cos~ vı+sin~ v3 

yazılabilir. Bu denklemler K/K' l-parametrel! dual küresel 

harakete, çizgiler uzayında karşılık gelen H/H' hareketini 

tek türlü o~arak belirtirler. Bu denklemlerle karşı~ıza çı-
, 

kan Y\ ,~ , ü büyüklükle ri, (v ı) -kapalı regle yüzey in in b ir 

invary'ant sistemidir [14.s.20} • Sırasİyle, kapalı regle yü-

zeyin tabii elrilili, tabii burulması ve sitriksiyonu deni-

len bu invaryantl~r literatürde E.KRUPPA invaryantları ola-

rak da geçer [15). Eler - LI. " G'" .!! 2 2 
alırsak, kapalı reg~e yü-

zeyi parametrenin artış yHnUnde yHnlendirmiş oluruz [14.s.~] 

~ 'nın sıfıra yaklaşımı halinde, (vı)-kapalı regle 

yUzeyinin sitriksiyon çizgisi sırt elrisine (edge of regre-

sion) dHnüşmUş olurki, bu da regle yüzeyin bir teğetler tor-

su (açı~abilir bir yUzey) olmasını karakterize eder.Ohald~,-

<p -'" O halinde JJ, ve a>c büyüklükleri bir ·uzay elrisi ('sırt 

elrisi veya sitriksiyon çizgisi) nip elrilili veburulması 
/ 

olmaktadır [14.8.22 ]. Bu ifadeden, kapalı regle yüzeylerin 

tabii geometrisinden, Hzel bir hal olarak~ kapalı uzay elri-

lerinin geometrisinin de incelenebilecel! sonucu çıkar. 

Şimdi (vı)-kapalı regle yüzeyinin, açılım uzunlulu ve 

açııim açısı tanımlarını ve {IV.I.7) formijlle~ini kullanarak, 



, -. -, . 

. f
v 

:: §d'~:';' 
ı .. ;.· .. ·. 

lVi=,§<d1"Vı) 
fv = "cbs4" ds '. ı· 1 

jid\fl 

,?iv :: § - (d:V 2 ,v3 '> 
.. ı 

i\ = - "OC d Ei v ı ! .. 

.Lo 

bulunur. Böylece Vı.=Vı (s) kap.all. regle yüzeyinin dua i 

aç:ılım açısını, 

.A
V 

=i_~ <t ds-, t. ~!co s <r ds 
. ı 

olarak buluruz. Böylece aş~Al.daki teoremi verebiliriz; 

TEOREM IV .1.5. 

Kapall. regle .yüzeYin toplam ··tabii torsiyonu, ~or.dS' 
. ' 

ve sitriksiyon çizgisinin çizilme hızl.nın anadoAru 

üzerindeki toplam .ızdüşümü ~cos(J' ds.' olmak· üzere. ;-

(vl.)-kapalı regle yüzeyinindual aç:ı.11.m açısı E.KRUPPA 
. i 

invary~n tları cins indeti,~ 

AV ='-~ 't ds- € fcos~ ds 
ı . 

şeklinde ifade edilebilir. 
i 

IV:2. HOLDITCH TEGREMİNİN BİR GENELllSTİRlLMESİ r, 
9iriş bölümünde düıdemsel hareketler için ifade etti­

limiz A.HOLDITCH teoremini, l-parametrel! d~al küresel ba-

reketlerde ele alarak, kapalı dual küresel elrilerin dual '. ' 

açılım açıları arasında balıntılar btila~alız. Daha sonra 

buldrilumuz ~onuçlara, E.SUTDY dönüşümü ile çi~giler uzayı~-

da karşılıklar vereceliz. Böylece A.KOLDITeH teoreminin çiz-

giler uzayındaki karşılılını vermiş olacagız. 
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I>UA~KURESEL HAREKET K hareketii ve K' sa~it birim 

dual kUT~lirini sırasi~le, 
~ 

V ı 

V= "ı 

dual ortonormal .iatemleriyle temsil edelim. Dual ortogo-

nallık şartları(Vi'Vj)' =<Ei,Ej'> = 0ij' 1 '" i,j" 3 dır. Şim-

4i aşa~ıdaki gibi bir kUresel hareket tanımlıyalım; 

K' sabit birim dual' kUresi Uzerinde dife.ransiyellene-
i 

bilir bir e kapalı e~risi s-eçelim. K hareketli k.Uresinin 
i 

bir bUybk dairesi Uzerinde, tesbit etti~imiz 8=sabit uzun-

. ---
luklu Vı \T ı du al yay Pıarçasının, V ı ve \1 ı uç noktalarını, 

e e~risiUz'erinde (veya eş alanlı iki kapalı kUresel e~r.i 

Uzerinde) hareket ettirirsek, bir B-K/K' l-parametreli Au-

h ~-
a~'kap~lı kUresel areket! tanımlamış oluruz,S=VıV ı dual 

yay parçasını ja~it tuttu~~muza g5re, bu hareket yalnız , 

başlangıçta K'd~ $eçti~imiz e egrisine ba~ııdır. 

B-K/K' harek~ti~de, e=sabit uzunluklu dual yay Uzerift-

de, tesb it edece~ilniz bir X dual nokta S'\V'\\Y\ hareketini in""' 

celeyebiliriz. Hareketimiz kapalı oldu~undan, X dual nokta­

sıhın bir kapalı y5rUngeye sahip Q~du~unu hemen s5yleyebi­

·liriz 

Ş'!kil IV.2.ı. 
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UZAY HAREıETİ : Şimdi burayakadar tanımladıgımız 

B=K/K' hareketini" çizgiler uzayındaki, karşııgı olan ~=H/B' 

hareketini verelim. 

8=sabit tizunluklu dual yay parçasınin V ı ve V1 uç nok-

talarının e egrisi Ozerinde (veya eş alanIı iki kapalı kOre-

sel egri Üzerinde) harekettne, çizgiler uzayın~a, bir L dik 

hiperbolik dogru kongrDansının (iki parametreli dogru aile-

s i), (v ı ) -kap alı regle yÜzey i Ozerindek i kap alı harıeke ti kar­

şılık gelir. öyleki, bu kongrOanaın odak ç~zgis~, (vı)-kapalı 

regle yÜzeyinin v ı ve vı-anadogrularına F ve f noktalarında 

diktir~ 

,-..-
@=sabit uzunluklu VıV~ du al yayı Üzerinde seç. tigimiz 

X dual noktasına ise,bu kongrOansın odak çizgisine dik ~ir - . 
x~ışını karşılık gelit. Öyleki, V ı ile V ı dual vektörleri 

arasındaki @=8 ı +82 dual açısı sabit seçildigi için, x-ışını 

vı-anadogrusu ile Sıreel açısını yapar ve ondan SKı uzaklı-

gındadır. Aynı şekilde, vı-ahadogrusu' il~ 9 2 açisını yapar 

ve ondan S2 uzakiıgındadır. Burada ti\=Sı+tt( ve eı.:..aı."\"e.~= 

1\ " 8=(Sı+ S2)+E (Sı+92) dır (Şek.IV.2.1.). 

Şimdi l-parametreli kapalı kÜresel B=K/K' hareketinde, 
i 

:1 

i 

X,V ı ve ~ı dual noktalarının çizdikleri kapalıregleyUzeylerin 

dual açılım açılarını h~sabedelim. 

i=iCt) kapalı regle yUzeyiriin (veya kapalı kOresel el­

rinin) dual açılım açısı, 

"x=- <D ,X) 

"X=- (\\~.n~+v2'.n~+v3~.n.:, cos@:ı.Vı+siniıV3> 
(IV.2.1) 

dır. 
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Vı=Vı{t) kapalı regle yüzeyinin dual açılım açısı, 

-"V ı =- < D, V 1} 

_ ~n~ (IV.2.2) 

dır. 

., -:t .. 
Vı:::V ı (t) -kapalı regle yüzeyinin .dual a.çılım açısı, 

1\ V ı = - < il , ~ 1'> . 

AVı=~ (D,cos(8ı+82)Vı+sin(8ı+8ı)V3) 

bulunur. Burada V ı ve V ı dua1 noktaları, aynı kapalı e e~­

ris.ini bir parametre farkıylle çizerl-er,bunuiı için "V= AV- . 
ı ı 

alınabilir. Ayrıca (IV.2.2.) ifadesini (IV.2.L~) ve (IV.ı.3) 

ifadesinde yerinekoyarsak, 

"X=AV coseı+Sin8ı,rt~, 
j ("\1 . . 

..ni ::.-ı.ı...j , -1" i,j ~ 3 
ı -. 

ve 
"Vı = 8in(8 ı +@ı)f .n.~+"Vı cos (8 ı +f~2) 

bulunur. B.u ifadelerde, bizce, bir geometrik anlamı olmayan 

f..n.~ .,~f ades ini yokedebiliriz •. Böy ıJ~e ,ikinci ifadeden elde 

edilen, ~ A~ ="v ı[l-CO-~ (@ı.+ 82) J 
- sin(8ı+8~). 

de~eri ikinci ~enkle~de y~rine konursa, 

I\Vı[I-COS~8ı+82)Siri8J 
J\ x= AV co s eı: + _ .... ------'-----

. ı - s:i!n(8 ı +8 2 ) 

i\x= AV sin8 ı +sin8 2 
ı sin(8 ı +82) 

.... ~. .... ~ 

ifadesi bulunur. X=)Ç(t:) ve Vı=Vı(t)· kapaiı' regle 

(IV.2.4) 

yüzey-

lerinin dual açılım açıları arasındaki bu ba~ımt:ı-dan şu teore~ 
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mi verebiliriz. 

TEOREM IV.2.l. 

i:sabit uzunluklu dual yay parças~n~n uç noktalar~, 

bir e duaı kUres~l e~risi (veya ~~alanl~ iki dual kU­

resel kapal~ e~ri) Uzerinde B=K/İ' hareketini yaps~n. 
! 

Bu takdirde dual yay parças~ Uze~inde tesbit edilmiş, 

bir X dual noktası tarafından çizilen kapalı ~egle yU-

zeyin dual açılım açısı; e kapalı e~risine ; (veya 

eşalanlı iki du al kUresel· eSriye) ~arş1lık gelen kapa-

lı regle yUzeyin' du~l açılım aç~s~ ve 8~iı+e2 sabit 

dual açısı yard~mıyle belirtilebilir. 

Bu teorem, A.HOLDITCH teoreminin, çizgiler uzayında 

J.HOSCHEK [11) tarafından yapılan genelleme olup, burada 

d~~işik bir metod olan E.S~UDY DUnUşUmU ile elde edilmiş­

tir. Şimdi (IV.2,4.) ifadesini, 

A
X 

sin8 ı +sin8 2 

AVı = s~n(eı~82) 
(VI.2.S) 

şeklinde yazabiliriz. Bu oranın hareketten ba~ımsız oldu-

~unu g~rUyoruzi Ohalde çizgil~i u~ayında bizce daha ilginç. 

ve orjinal olan bir di~er A.HOLDITCH teoremini aşa~ıdaki 
! 

şekilde verebiliriz. 

TEOREM IV.2.2. 

B:K/K'·h.reketinde~ 8=sabit uzunluklu bir dual yay 

parçasının, tesbit edilmiş bir X dual noktasının K' 

deçizdiSi kapalı regi~ yUzey~n dual açılım açısı 

ile, bu dual yayın uç noktalarının çizdili~ e elri-
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sine kar~ılık· gelen regle yUzeyi.n dual açılım açısı­

nın oranı seçilen e e~risinden yani hareketten ba~~m-

sızdır. 

Bu teoremin çizgiler uzayındaki karşılıklarını,E.STUDY 

danUşUmU yardımıyle hemen verebiliriz. Bunun için (IV.2.S.) 

formUlünü reel ve dual kısımlarına ayırırsak 

Reel kısımların eşitli~indenj 

~x sine~.sine2 
= l(ıv.2.6) 

bulUnur. Bu oran ise, hareketten ba~ımsızd1r. Ohalde, çiz-

giler uzayında şu teoremiverebiliriz. 

TEOREM IV.2.3. 

fi=H/H' şeklinde tanımlanan l-parametreli kapalı uiay 

hareketinde, H uzayı~daki bir L dik hiperbolik kong-

~üansının, tesbit edilen bir x-do~rusunun H' uzayın-

da çizdi~i kapalı regle yüzeyin reel açılım açıs~ ile, 

H uzayını temsil eden eksen sisteminin b'irinci ekseni-

nin (v ı veya vı-anado~ruları~ın) çizdi~i kapalı reJle 

yüzeyin reel açılım açısının oranı hareketten bR~ıms~z-

dır. 

i 
(IV.2.5)'in dual kısımların~ri e.itli~inden, 

(n~2.7) 

elde edilir. Buradan, çizg~ler uzayında (x)-kapalı regle yu-

zeyinin açılım uzunlu~u içi~ A.HOLDITCH teoreminin bir diler 

karşılılı olaıak şu teore~i verebiliTiz. 

• 
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TEOREM IV.2.4. 

Bir ~~H/H' hareketinde, li daki bir L dik hiperbolik 

i 
kongrUansının, tesbit edilmiş bir x-ışınının, H' de 

çizdi~i ,kapalı regle yüzeyin açılım utunluğu, H uza-
i 

. yını temsil eden eksen sisteminin, birinci ekseninin 

çizdi~i kapalı r~gle yUzeyin integral invaryantları 

ve bu ışınlar arasındaki uzaklık sabitleri cinsinden 

(IV.2.7.) ifadesiyle belirtilebilir. 

A.HOLDITÇH teoreminin, çiigiler u~ayında HACISALİH-
" , 

OÖLU [ıo J tarafından yapılan bir ge.nel"lemesinde," kapalı.. 

regl~ yüz~ylerin açılım uzunlukla~ının rx/ty oranının, ha­

reketten ba~ımsız oldugu gHsterilmiştir. Bunun ~enzeri olan 

bir di~er hareketten bagıms1z oran, kapalı regle yüzeyl~rin 

açılım açıları arasında da vardır. Bunu bir teorem olarak . - " 

ifade ve ispat edebiliriz: 

TEOREM IV.2.S. 

B=K/K' hareketinde, 8=sabit uzunluklu dual yay parç.a.-

sının Uzerinde ~eçilen, X ve ~ dualnoktalarının ç!z­

digi kapalı yHrüngelere, ~=H/Ht uzay ha.reketin~e,k~r~ 

şılık gelen kapalı (x) ve (j)-regle yüzeylerinin açı­
I 

lım açılarının, 

oranı harekettenbagımsızdır. 

İSPAT : X in V ı ile V ı noktalarına olan dual küresel 

uzaklıkları 8 ı ve 8 2 , t nin V ı ile V ı noktalarına olan"du­

al küresel uzaklıklarını da ~ı ve ~2 ile gHste.relim.Teorem 

IV.2.3. ya da I~.2.6. dan (x) ve (y)-kapalı regle yüzeyleri 

iç in, 



~= 

ve 

yazılabiı"ir. 

s1n9 ı -+sin9 2 

sin(9ı +6 2 ) 
t\v 

ı 

oldu~undan, bunların reel kısımları için, 

yazılabilir. Dolayısıyle, 

A
x 

~ ,s1n9 ı +sin9 2 

~ sin9 ı +sin92 
.bulunur. Bu ise, nx /;\ oranının sadece X ve Y dua i nokta­

y -- ' larının VıVı dua i yayı üzerinde seçilişine ( yada x ve y-' , 
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ışınlarının L dik hiperbolik kongrüansındaki seçilişlerine) 

ba~lı oldu~unu ve H/HI hareketine ba~lı olmadı~ını gHsterir. 

IV.3. STEINER TEOREMİN1N çlZGliE~ UZAYINA GENELLEŞTIRILMESI 

Bir l-parametreli kapalı K/K' dual küres~l hareketinde, 

hareketli kHrenin tüm n~ktaları, Sabit küre üzerind~, ka~al~ 

y~rüngeler çizerler. l-parafuetreli düzlemsel h~reketle~ için 

J • S T E i N ERt in if ade et t i ~ i t e o r e m e [ı, s . 154] kar Ş ı i ı k , K/K' 

l-parametreli dual küresel hareketinde şu teoremi if~de ede-

biliriz. 

TEOREM IV.3.L., 

l-parametreli dual küresel K/K' kapalı hareketinde 

iki dual noktanın çizd'i~i k'apalı du al yörüngelerin 

dual açılım açıları eşit ise, bu dualuoktalar, birer 
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dual çember Uzerinde bulunurlar. ,Öyleki, bu çemberle­

rin dUilemleri, J.STEINER VektHrUne diktirIer. Teore-

min karşıtı da do~rudur. 

iSPAT : X ve Y dual noktalarının, sabitK' kUresi 

Uz~rinde çizdi~i, kapalı dual yHrUngelerln (veya bunlara 

karşılık gelen kapalı regle yUzeylerin) dual açılım açıla-

rı eşit olsun. Bu takdirde ; 

AX• I\Y~'(D,X> = (D,.Y) 

Zn, x-Y) =0 , 

bulunur ki, buradan da iddianın do~rulu~u anlaşılır. 

Bu teoreme, çizgiler uzayında, karşılık gel~n aşa~ıda-

ki teoremi ifade edebiliriz. 

TEOREM IV.3.2. 

X ve Y dual noktaları, bir KıK' kapalı hareketinde 

eşit dual açılım açılı, kapalı dual kUresel yHrUn-

geler çiz~yorlarsa, bunlara çizgiler uzayında karşı-

lık gelen x ve y-do~ruları, eşit açılım açılı ve 

eşit açılım uzunlbklu kapalı regle yUzeyler çi~er-. 

ler. Teoremin karşıtı da do~rtidur. 

/ 
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