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Bu ¢aligma d6rt bSlimden ibarvettir. I. BElim girises‘
I1. ve III.-Balﬁmler temel kavramlara ayrilM1$t1re IV. B8~
liim ofjinal galismaiarlmdan clugmaktadar. BQ bﬁl&mde, kapa~-
11 regle yﬁzeyler igin bir dual integralxiﬁvaryant,olan du~

al agilim acisi tanimlanmig ve bununla ilgili sonug teorem-

ler ve:ilmi$tir. Ayrlca“HACISALiHQQLU ve HGSCKEK’id; kapali
regle ylizeylerin integral inmvaryantlara arasinda bulduklara
bagintilar bir tek metotla elde edilmistir: BSylece A HOL=-

DITCH ve J. STEINER‘in teoremlerine dair HACISALIHOGLU ve

HOSCHEK 'in verdigi teoremler bu yeni me&cdyile ortaya ¢ika~-
‘rzlmlslardlr.'i&l gegen galigmalarda esas clan‘agllmm uzun-
lufu ve agilaim aglé: denen iki‘invaiyantln bi: dual séyxéa

esieetikleri, bu nedénle her iki invarygntzn.bir tek dual

invaryant olarak incelenebileceli gésterilmistif.



S UMMAREY

This dissertation conéists of four chapters. The first
bcﬁapter ié‘éboﬁt the ﬁntroéuction, and thée setogd and third
chapters deal %ith the bazic concepts. Thé fcufth chapter
covers myibriginal gtudy., Inithié chaptey, the &ualvangle of
| pitcﬁ { 5ffnungswinkel Y. which is a duél igtegral invariagt
for'a cl0se& éuléd surface, h;a been défined an& the_corfés«ﬁ
ponding resulging tﬁeergms have bééﬁ.given.'Furthermore,the
relations which HACISALIROULU and HOSCHEK have found between
the ihtegral invarianﬁs;af ihe closed ruled surfaces have -
bekn obtained by only one method. These thearemé that
HACISALIHOZLU and HOSCHEK had given about the theorems of A.
HGLQIT&H and J. STEINER havée been reveéied. In the above-
mentione& studies 1t has beéﬁ {a&icaﬁed that two gn%ariants,
which are called piich'( Ofnungsstrecke }’and‘éngle of pitch
( ﬁffnungswinkél ),vatefcombined in a dual number, and becausé
both of theseinvariants‘can be regérded ae a unique dual

invariant.
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DvModiil

NOTASYONLAR
K]
Hafeketli.gizgiler uzays
Sabit gizgiler,uzayi |
H uzayinin H uzayina g&fe'i—par§metreii hareketi
(v, )-kaﬁall regle ylzeyinin agilim agasz

(v, J-kapali regle yizeyinin agi1lim uzunlufu

‘Dual Sayilar Halkasa tizerine kurulan Dual Vektdr-

lerin uzay:i

D-Modﬁlde ve Reel Qektﬁr Uzayinda ig garp;@ fonksi-
yonu v

D~Modiilde ve Reel Vektidr UzaylndavNorm'faﬁksiyanu'
Hareketldi Duai Kﬁré |

Sabit Dual Kiire

K dual ﬁﬁresinin; K dual kﬁresiée gére lmpgrémetreli
dual hareketi

- - . -
%:-Q(t) kapal; regle ylizeyindin Dual Agilaim Agis:z



J. STEIKER (1796-1863) ve A.HOLDITCH (1858)teknige
uygulanmasa bak&&andan, ocldukga Buemli gBrilem iki tesrem
. vermislerdir. Diizlemsel kinematiZin kdnﬁsu‘iginde sayila~

. bilen bu teovremleri, asafidaki gibi ifade ebeliriz .

1.1 JnéfE:NER TEOREMI
E'naiekgtli"éé E' sabit dézlemler olmak Uzers, E
niﬁ'ﬁ;:yé gdre iwparametréli ké?aii hareketini E/E’ ilé

,gSster@iimﬂ'BSjlelﬁir harekatéa,'ﬁareketii_d&ziemin Sﬁtﬁn

x ~ﬁ0ktalar1¥ g%bit»dgzlemde, bi:biriﬁéeﬁ féfkim birar'kau

S palr yorbngelér"izéflér Buniar;n geVrela&igi £y aianié:m

ig%n, &u tecrem {yi bilinir {ls $.15&~} o

 TEOREM

llupazametrell EfE? kapal1 dﬁzlem bareksti ide, B ha-
reketll auzlemim;n;»eﬁ alanll yuzgyrpar§alaéx gevs

_releyen tém x noktalary, J.STEINER noktéél merkez
»clﬁak‘ﬁzerefdaireler ﬁzeriﬁdedirlafﬁ'Yani 'merkezi>
J. STEINER nokta51nda Qlar bir d&irenin butun nokta-

larl, e@ alanll kapalx yorungeler glzerier {Sektx‘l) 



pﬂ%/«ﬁf S
Sekil I.1. © gekil I.2.

I.2. HOLDITCH TEOREMI

Vzunlufu sabit bir ﬁﬁ dofru pargasinin M ve N ug
noktalary E' sabit dizleminde segtifimiz bir e ovalinin
ﬁzerindé hareket ettivirsek, birzi-parametreli B/E® Rapa?
1z diizlewsel havreketi tesnimlamis oluruz. Bu hareket'eéﬁa—
sinda NN dogru pargasi Uzerinde tesbit edilen bir»X'nak -
.t&Sl, genellikle konveks olmayan bir k kapaim-egrisi ¢i -
zer. A.HOLDITCH teoremine g8re, esas e efrisi ile bu k
efrisi arasaindaki alan,

| szzﬂiﬁﬁ;ﬁﬁ'
'Adir;‘Bu‘ifadeden’gﬁrﬁldﬁgﬁ gibi P, alani, yalniz X nokta-
sinan MN Gzerindehi segilieine baglldxi. Ohalde bu alan
ifadesi, & avaline§dolayxslyLé hgrekete bagll-ﬂagﬁldir
{1,5.162 ]. | | | .

HOLDITCH wve S?EI&ER teoremleri, dﬁélemdeﬂve.reéi ki~
re ﬁzérinde_birgak makaleyeikonu olmuslardir. Ornefdu 3
<. LEUDESSGRF£ £§;E 3], a;s. xewex |4 }.‘E‘B.'ELLIQTI}EE .

' [s]

T TS U : R .
l6 }w['?}sw{ BLASCHKE | 8 | ve H.H. HACISALIHOZLU nun



caligmalari bu teoremlerle ilgilidir.'Bunlafdan &alﬁlz
ELLIOT, BLASCHKE ve HACISALIHOGLU bu téoremleri reel ki~
resel harekétlere uygulamiglardar. Diferleri sadece dﬁz—
lemsel hareketlerde kalmlsiardlrs Daha sonra HACISALIHOG-
Lv [10 ] ile verdigi calismada, HOLDITCH ve STEINER teo -
remlerini, dual klire lizerinde ele alarak gizgilér uzayina
genellestirdi ve kapali regle ylizeylerin acilaim uzunlukla;‘.
r1i arasainda baéi sonuglara vardi. Son blarak J. HOSCHEK
[ll] ile, dual sab;tler kullanmakszzin, HOLbITCH teoremini
éizgiler uzayina genelleétirmek amaél ile kapal:x ragle yﬁ—
zeyler igin ag¢ilam angl kavram1n1 ortaya koymus ve agzlzm
agllarl arasinda bir bagint: bulmustur. |

Bu galismémlzda biz de D-Modiilde kapali birim dﬁéiﬁ
kiiresel egriler ig¢in, yeni bir kavram olan dual agzilm’agl—
s1. kavramini tanimladik ve E.STUDY dﬁnﬁéﬁmﬁnﬁ kullahérak
¢izgiler uzayinda,

i. Dual ag¢ilim agisinin, kapa11 dual kuresel efriler
i¢in, bir integral invaryant oldugunu gosterdik ve kapsala
regle yiizeylerin integral invaryantlari cinginden oldukga
nemli bir ifadesiﬂi verdik. | A

,ii. Kapali birim dual kﬁreéqi bir e§rinin, s1n1rlad1;
g1 élanln,-dual ag1ilm agi31 cinsinden ifsdesini verdik.

iii. Dual agilim agildaraina kullanarak HOLDITCH ve
STEINER teoremlerini, gizgiler uzaylnan kapal: regle ylizey~
lerine yeni ve: yekpare bir metcd ile genellestirdi‘ Eﬁvle-
ce, HACISALTHOELU ve HOSCHEK'inm buldugu baélntllarx ve bun-

lardan baska bazi orjinal teoremlerl elde-ettlk.



>B6ylece dual agllim'agxél.adl altinda ortayas koydu~
gunuz kavramln dnemi ortaya g¢ikmis ve bu kavram sayesinde
HOLDITCH ve STEiNER teroemleri\gizgilef uzayina genelleé—.
tirilﬁislerdir. Ayrica agillm agisl ile ag¢ilim uzunlugu
denen reel sayilar birtek dual sayay: oiuéturduklar1 gé-

rilmisgtiir,



"BOLUM II.
D~-MODUL
II.I, DUAL SAYILAR
Reel sayilar ciimlesi, toplama @ ve darpma 0 dig~-
lemleriﬁe gﬁfe bir cisimdir. Bu cismi klsacé R d1ile gbs~

terelim:

TANIM II.1.1. i

a,a¢ R olmak lizere (a,d ) 31ralllgiftlerinden olu-

Fan D={(a,€ y a,SG'Rz

climlesinde iki i¢ iglem ve gir egitlik béglntlgi
agagidaki gibi tanimlanmig ise bu cﬁmieye dualvsé?
yllgr climlesi adini verecegiz.
TOPLAMA : A= (a,d ) ve Bz=(b,b" ) olmak. {izere her
A,B€ D i¢in,
8 : D xID—0D
(A,B) —=A®B= (a+b, £§b*)
seklinde tanimlanan e:ig igletine D de bir téplamé‘dénir.
GARPMA : Her A=(a,a ), B=(b,b" )€ D icin,
é ¢+ D x m;—-wﬂ/ .
(A,B)~——~A®B=(ab,a€4§'b)
geklinde tanlﬁlénan @ i¢ igslemine D de ﬂif"garpma iélemi
denir. |
ESiTLiK : Her A=(a;§*), B=(b;b¥)é D i¢in,
AsB% awnb ve‘ a*; b*

dir.



6 . ) o | : \
B&ylece-tanlmladlglmxz D cﬁmlesiﬁin her elemani,bir
dual sayiy:i gdstermek lizere A,B,C,..., gibi harflerle gds-

terilir.

TEOREM T1.1.1)

| (1D,8,8) Ggléist bir, birimli dégisimli halkadir
[17;5.2 ].

Bu halkanlﬁ toﬁlamaya gbre birim'eleman; (0,0);garp-

i

"‘maya g&re birim eleman: ise, (1,0) dlr{

TEOREM II.1.2,

(D,8,0) igliisi bir cisim degildir [17.6.4 1.

TEOREM II.1,3,.
DualAsayllar hélkasa, reel sayilar ciimlesine izomdrf
" bir alt cimleyi, alt cisim olarak kapsar {17.3.5 ].
Bu teoremin bir sonuéu.olarak, reél sayirlar cﬁmlesi—
ne izomorf olan, | ' |
| 1(3,0),; é,Oé}R }
dual sayllarvcﬁmlesinin berbir elemaﬁl, izomorfu olan reel
say1 ile gésterilebilir. kléaca,/
; . 8 (a,O)g‘a.
olarak alinabilir. Buna gére (D,®,0) birimli, degisimli
halkasinain toplama ve ¢arpmaya gBreAbirim.elemanlar%,.91£a-
siyla, |

(0,00¥ 0
ve :

e,

(1,008 1

olarak alinabilir. Biz genel olarak bu notasyonu rullanaca~
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AT
g1z, ayrica klsallglﬁ hatiri igin & ve @ iglemleri yerine
"4t ye "," jgaretlerini tercih edecefiz.
D halkasinda, (0,1) dual sayisi dual birim olarak

adlandirilar ve,
' €=(0,1)

ile gbsterilir. Garpma igsleminin tanaimina gdre,
€=(0,0)2 0

oldugu kolayca gdriilebilir.

TEOREM I1I.1.4,.
Her A=(a,a2 ) dual sayisi,
A=a+ed , €(0,1)

seklinde yazilabilir 117.8.7 ].

TEOREM II.1.5.

Iki dual sayinin cgarpimi sifair ise, ¢arpanlardan bi-

ri safir olmak zorunda_degildir {17.3.8 }.

TANIM II.1.2.
z=x+€x dual sayisinin modlil deferi diye \#Lréel sa-
yisina denir ve, o !
gzhli+€ X}
=lx|

ile gésterilir.



I1.2. DUAL VEKTORLERIN UZAYI (. D-MODUL) .

D x D x D=0 {(4,,8,,43) 5 A;.4p,43¢D] -

cimlesinin herbir elemanini bir biylik harfle, Srnegin 5

Aep3

eiémanlnx A =(A1,A2,A3) veya A= (Ay), (i=1,2,3),

notas8yonu ile gbsterelim., Bu ciimle iginde agafidaki tanim~-

lari verelim.

TANIM

TANIM

TANIM

II.Z.li
Her A=(4y), B=(B,) € p3 ig¢in,
A=B &»A;=By , i=1,2,3

dar.

11.2.2.
Her A=(Ai), B=(By) igin bir ig iglem ,
#: DIx D3— D3
(A,B) ;—*A+$=(Ai+3i), i=1,2,3
ilé-tanlmlanir. A+B ye . D3 déAA ile B nin‘toplaml

denir.

II.2.3.

" Her -M€D ve her AA:(Ai)EID3 igin bir Hla i$1em,,

!

oD xD3I— D3 o
C(AA) — AA=(AA)), i21,2,3

ile tanimlanar. hA ya, A nin A skaleri ile carpimi

. denir.



TEOREM II.2.1. - ' \
('D3;+,.) ciimlesi, D halkasi iizerinde bir modiildir

[17.s.16 1.

TANIM II.2.4,
K1éaca,‘( D3,+¢) tiglisiine, D;Modﬁllve bunun eleman-
lari olan sirali dual ligliilere, dual vektdrler di -
yecegiz ve R=(A;) seklinde gdsterecefiz.
TEOREM II.2.2. i
g,8"¢R3 olmak lizere, D-Modiiliin herbir E=(A4y) dual
vektdrinii, |
E=d+ea , €=(0,1)¢D

seklinde yazabiliriz [17.8.27 1.

Teorem I7.1.3. ile es anlamla olarak; r3 vektdr ;za-
&1,D-Modﬁ1ﬁn elemanlari (a2,0)=3 +¢ 0 seklinde clanvbir(alt
climlesine izomorftur. | |

b-Modﬁlﬁn toplamaya gﬁfe birim elemanzi,

G=0+¢¢ 8
‘seklinde gbsterilir. Buna sifir dual vektsri denir.
2%5*5 & ve B=B+¢F dual Qektﬁrlerinin esitligi,’

A::ﬁ &= a=b ve 5','=-B'

i

ile vefilir. Bu Tanim II.2.1. ilé'eg anlamlidir.

TANIM II.2.5. (p-MODULDE 1¢ CARPIM).
He~ A,BeD-Modiil igin,
<, : D3x P

(B,B) =&, B =¢d,b>+8 (&4 ,b> % <a,0"> )  (I1.2.1)
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ile tanimlanan <, > fonksiyonu D-Modiil iéin bir 4g
garpzﬁ fonksiyondéur. Bunun igin ;><3:;fonksiyonﬁ -
nun #sag1daki i¢ ¢arpim aksiyomlarlnl éagiad;g1 ko~
layca gésterilebilir [ 17.s.20 L.
i. Her &,% em~M§du:_L igin,

dir{

ii. Her KA,Fe¢D-Modiil ve her owé® igin,

<xB,B> = <&, o3> =ox(i,B>
dir. : '

t
-

111, Her X,8,CemD-Modul igin,
<E+8,8> =<K,2> +<3,0>

<E,B4T> = KB, B> + <K, 0>
dir. _ o

iv. Her XK e D-Modiul igin,
: <X,K> = 0= A=0
dir /.
TANIM II.2.6. (D-MODULDE NORM)

Her 2 ¢ D-Modil i¢in norm,

i f: p3—o
i—ix) - [
= HBI + & - a «J
;o el

fonksiyonu ile tanaimlanar.

TANIM 11.2.7,
Bir dual vektdriin normu, (1,0) dual sayisina esgit

ise, bu vektdre birim dual vektdr denir.
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TEOREM II.2.3i R
"R ¢ B+ e olmak lizere her X¢ p-Moddl 1gin,
. ' X ‘ - ‘ . .
NEY

bir birim dual vektdrdiir [17.5.22 I.

i, =

TANIM I1.2.8.

- K,:f em Modil olmak uzere,
By =R, &8 !
- liAll e S

birim dual vektorune, K dual vektorhnﬁn ekseni de-
- nir.

. ' - ) ’ ar>

2 = 3+¢ a* , 3w 0, dual vektorﬁnﬁn eksenini k—€%~3~
v . .' ' all
olpak dzerg,v 5 '= 3 4_g§tk§ '

(e} 3 B}
. K2y haw

seklinde yazabiliriz.

TANIM II.2.9.
D-Modiilde bir X dual vektdri igin,

e & 2,8 -
ﬂaﬁz

Sayzslna, A dUal vektorunun adlmi veya xhkseliei de-~
nir. e ‘ = -

"Bﬁ'taﬁimlafimlzdaﬁ s&ﬁfa,jbir A dual VéktSrﬁnﬁ; 

e IENx |

(v S*ﬁP ) %

A=

B

S vevyd

E= 0gh (1~ €k) &,

séklindé;yazabiliriz. Reel kKasmi szflrdan farkls olaﬁ‘duQ’

.
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al vektdrlere has dual vektﬁrler adini vereceiz.

TANIM II.2.10.
K= {ReRee 7 1R = (1,00, %,%er? ]

- climlesine, D-Modiilde bir birim dual kiire denir.

TEOREM 11.2.4.‘(E.STUDY pONUSUMU) .

A=z3+ e 3% 330, olmak ﬁzére D-Modiilde denklemi,

FEl= 2,0

ile verilenbbirim dual kiirenin dual noktélarl, R3

.deki yénlﬁ dogrulara birebir karsilak gelirlér [17.

'5.23 ]. .'

. Birim dual kiire lizerindeki bir A dual noktasin: mer-
keze birlestiren birim dual yer.vektarﬁ,

| A=3+ ¢ 3

ise Teorem II.2.4. den dolayl;—gizgiler uzayinda biruek‘
yénlﬁ dogruya karsailaik gelir. Burada &e¢ Rr3 vvekEBrﬁQ bu
yénltd dofrunun dofrultman vektdri, e R3 vektdri ise ; X

bu dbgrunun tizerinde bir nokta wve 0 bir baslangig¢ noktas:

olmak lizere, -
' a= 0X Az
ile belirlenen bir moment vekt8rdiir. Bu vektdre, giégiler

uzayindaki dofrunun baslangica gbre vekt3rel momenti denir.

/

TANIM ii.z;l;.(DUAL ACI)
D-Modiilde ag1, E,ﬁ birer birim dual vektdr olmak_ﬁéere;
cos®d = (X,B>
ifadesi ilg verilirl ¢=¢ +£¢"  dual sayisina A ile B

birim dual vektdrleri. arasindaki dual aci denir.
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§imdi, iki birim dual vektdr araglndaki du§1_§g1n1n,
R3 deki y6nlli dofrularan uzayi olan gizgiler uzgyxndaki
"anlamini arastirailm. Bunun igin A ve B birim dual vektdr-

lerinin,

-

| <LA,B N = <£,B§ +6(LaBBY> + E,BD)
ig garp1@13dan hareket edelim. E.STUDY teéoremi gerefince
K ve B birim'dual vektdrleri R3 de iki §6niﬁ d, ve dg~dog-
rularina karslllk'gelirier. d; in ybnt &, yeri (momenfi)
a* , dy nin ysnt B, yeri B* ile belli oldufundan, § ile B
arasindaki agi y ise, yukaridaki i¢ carpimin reel kisma,
(3,3) = COBY :

dir. $imdi de dual i¢ garpimdaki (3&5) + < a,By dual leM{ﬂ
anlamini sarastiralaim. | |

a* ve B* momentlerti, dogrula; lizerindeki nbktalarln se-
gilisindeﬁ'bagxm81z oiduéundan, [17.8.24 ]. X ve Y noktala-
rini, d, ve_dz-dogralarlnln ortak dikmesinin ayaklarl‘ola-

jrak»segebiliriz (Sek.II.1.1). Bu ortak dikme dogrultusunda-

ki birim vektdr 3

ﬁ= ¥ ;Ag
lla nBjl

ile belirtilebilir. d,,dp-dogrulara araélndaki en kisa uzak-

lik ¢ ile gdsterilirse;

e nd .
X=y =%

yaz;labilir. Vektdrel momentler & =% As, b = yAB. cldugun-

dan, ' .
(a*" ,by = ¢xnra,b% = (X, anb)
<5 5 = <53§A57 ="<§’ a'\g\/

olur., Buradan dual kisim ig¢in,
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La*,b> +<a,b> = {(x-y, anb> o
=e($300  GAED
“aAHf
__1\;,<5A§,;§AB>
‘ﬂaAbQ

é:‘f”étxf)“
=%y siny
bulupur. Reel .ve dual kisimlar i¢in buldugumuz deferleri,
'dual ig carpim ifadesinde yerine koyarsak, |
{E,BY= cosyséy siny
élde edilir. Bu ifadede (-) isareti gbzéniine alinirsa, O=yecy’
: bir_duai sayir olmak iizere, TAYLOR formﬁlﬁ‘[l7.sﬁil gere=-

gince, L ,‘ }
: {A,B>= cosd (11.2.2)

ya21laﬁilir. Ohalde & ve B birim dual vektérleri arasinda-
ki ¢ =y +e¢y" dual agisi, bunlarin R3 de temsil ettiklert
'd, ve dz;yénlﬁ dpgrularin argsxndaki vagisi ve en kisa
ﬁzakl;gl'gﬁsteren‘q‘réel giftinaen-clgéur.

| Dual agi, &yni Zamanda; biriti dual kijre lizerinde A
ve B dual noktaiarindan gegen biiylk dairenin‘ﬂi dual yay

uzunlugu olarak da diigtiniilebilir.

Béylece, E.STUDY déniiglimi &ardlmlyla;:RB deki (giz-
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»gilér uzayandaki) yénli dogrularln, Eirbirine gﬁr; dﬁrum—
1ar1n1 birim dual kiire uzerinde inceleyebiliriz.. »
"k ve E iki birim ‘dual vektor olmak izere (II 2. 2)
ifade31nden,
i, (K,E}I; sirf dual e=> cosy =0 = = g , \;to .
B K'vé B birim dual vektﬁglérinin belifttikleri»yanlﬁ dqgru—.
 lar dik durumlu, fakat aykiridarlar.
| ii. <&, B) = 31rf reel & w
‘Buihalde yqnlu iki dogru kesisir‘vé,~
a8,y + (& b> =0 |
'ifadesi kesisme kosuludur.
111, (A,B} =0 =“‘-°S,"P =0 =\ ;}‘,',-lv'_vgr \p_*:O‘.’ | o
" ¥onli dcéxu;ar birbirini dik keserler. | R
19, (E,BY =(1,0) =sy=0. | |
=§6n1ﬁ'&ogfﬁlar’paﬁalel ve ayni yénliudirler. Eger ,
¥f50 ise, bu iki dogru ayhlﬂzéﬁanda-gaklélktlr. |
.§. CE,By. --(l O)=mw . -
%onlu dogrular paralel ve z1t yoniudurler. Eéer ,

' v =0 ise, dogrular_gaklslktlr.

.TANiM I1.2.12, (m~MODﬁLDE»DIS'QARPIM) |
‘Her X,B dual Vektorleri igin D~ Modhlde,
A: D3x D3~—oD3
| (A,B) —— AnB= aAb+E (anb*aAb)
'seklinde‘tan;mlanan bir ig is;eme, £ i1e B ninid;é

¢arpami denir.
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TEOREM II.2.5.
Her A ve B ¢ D-Modlil igin,
EAB = E Bl sinoXN

dirl17.s.33 1.

TEOREM II.2.6,.
o e l
A,B has dual vektdrlerinin das garpaimi si1fir ise, bu

dual vektdrlerin eksenleri c¢akigiktair [17.8.34 | .

TANIM II.2,13. ,
X,B,C ¢ D-Modlil has dual vektdrler ve hi=gi+€.c1 ¢ D,
(i=1,2,3), oimak lizere,

A A+ B4 ?'35=0 ‘
esitligi yainlz ve yalniz her Ady=0 igin saglaniyorsa,

K,E,é has dual vgkt&rleri lineer bafimsizdir denir.

TANIM II.2.14.
A,B,C ¢ D-Modiil ve ‘Tg=cy+icy €D,(i=1,2,3) i¢in,
A, K+ %y Be 2C=0 '

eéitligi,‘en az bir n;30 ig¢in saflaniyorsa, £,8,C dual

vektérleri lineer bagimlldlr dénir.

Bu tanimlarin, reel'vekfﬁr uz?ylhda karezlaiga olan ta-
'nlmla:dan farkll‘dlusu, Aspee geélin&eki dual sayliaria‘
b51ﬁmﬁn.tén1m51z olusundandar,

TANTM 11.2.15
A, ,A; ;E;birim dual ?eﬁtﬁriezinegﬁgda Kargalik zelea

dogrular, bir nokitsds dik ols ak kesisirlevee, &, 4, ,A,
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Birim dual vektbrlerine, dual ortohormal vektbrler-

dir denir.

I1.2.16.

D-Modiil'iin bir S alt climlesi, asagidaki Szellife sa-
hip ise, D~Modiiliin bif’ba21 ddini al;r.

_i. S lineer bagimsiz,

ii. Sp S = D-Modil.

Bunun aﬁlaml, her A ¢ D-Modll eiemani, S deki eleman~

bir lineer kombinezonu olarak yazilabilecegidir.

I1.2.47.
Elemanlarai dual sayilar clan'bir A matrisine dual mat-

ris denir ve,

A= [Aij] ° Aij = aij“* € a‘ij,aij,g'ijé&

PR

geklinde gdsterilir.

11.2.18.
A emg ( nxh tipi matris ) igin,
AATzAiA=l (8zdeslik matrisi)

ise A dual matrisine dual ortogomal matris denir.



BOLUM III.

D-MODULDE ve C1ZGILER UZAYINDA.
S 1-PARAMETREL'T HAREKETLER

III.1. K/K' BIRIM DUAL KﬁRESEL HAREKETI
Ayni merkezli, hareketli K ve sabit K' birim dual ki~
relerini sirasiyla, [

V= [Tyl L KTy, 8y, TyaTieedy
ve

E=’ EZ > <Ei,gj>= Sij, Ei=éi+£é§. '-

“dual ortonormal sistemleriyle temsil edelim. Bu sistemler ara-

1

31n&a H .
A= [aij(t)+ea£j(t>] s t&eR, ;Si,jé 3

t

bir has dual ortogonal matris (AATsATA=l ve detA=+1) olmak

ﬁzere; .
V=AE o o (II1.1.1)

»

dénliglimi vardlr; Eger A matrisi t.parametresine gdre diferan-
- siyellenebiliyorsa, bu danﬁsﬁm, K dual kiresinin K' duél‘kﬁ-

’fesine gére bir l‘parametréli dual kﬁfeéel‘hareketini<(dual-
dtnme) tek olarak belirier. R/K' ile_gﬁé;erecegimiz bu hare-
kéte,v A / o
: A(t+T)=A(t), T periyot (11:.1. %)
ise‘l-paramétreli dual kiiresel kapali haiekét denir.
_(III;l.l) denklemler}nin t parametresine gbre diferan-

siyeli alinlrsa,-

3 2 03114
dv14 o a‘f QX |¥, |
I N ot | R
dvzi = e} 0 A3, ,of=-aj (II17.1.3)
—p 1 2 s
‘ dvs Q3 QF V3
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bulunur [ 1.8.252 ]. Bu ifadeden elde edilen denklemieré

l-parametreli K/K' dual kiiresel hareketiniﬁ tirev denklem~-

leri veya E.CARTAN yap1 denklemleri denir. Burada,
. Q =daal
ile belli olan ﬁ-=[ﬂ¥' ﬁatrisinin elemanlarina da dugi
l-fo?mlar veya E.CARTAN formlari denir.
E. STUDY déntigimiinden dolayi, yukarida verilen hare-
ketli ve sabit dual ortonormal sistemlere, H ve H' éizgi—
ler uzaylaranda, 31raélyla;

et

}_: [0 JFaN

<3
<4t

io H 61,\72,{;33 ,4\?1’\7‘:]) 813‘% i

ve v
{o's &,,85,83] ,¢84,85> = 85y, €1=M0'AZy

sistemleri kargrlik gelirler. M dual kiirelerin merkezidit
(Sek.III.1.1). Béylece, K kiiresinin K' sabit kiiresine gb-
re l-parametleri hareketine, g¢izgiler uzayinda H uzayinin

" H' uzayina gdre l-parametreli uzay hareketi karsilik gelir.

$ekil ITII.1.1.

K kiiresi ﬁzerihde tesbit edilmis bir X dual unoktasi-

2 372

nin K' ye g8re hizi (siiriiklenme hzzl),5§:£}3vl+illv *JI%V3

olmak ilizere, e
- ' dX="YAX -

ile bellidir |1.s.2531].

s
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TANIM ITII.1.1.
K/K’ l-parametreli birim dual kiiresel hareketinin

dual l-fofmlarl'flg;-~ﬂ~§,(l.éi,j4 3), olmak iizere,

-/ __ 3" V 1 QZ ‘
P = a3tva57,v 007,
dual vektdriine hareketin ani dual pfaff vektdri de-

-nir.

TANIM III.1.2. :

K/K& hareketinde, bir t anln&a;hareketli kiirede

sabit kalan dual nbkta&é hareketin dual pol noktasa

~denir ve P ile gdsterilir. Ayrica hareket esnasinda

pol noktasainin K daki geometrik yefine hareketli (p)-

dual pol egrisi, K' deki geometrik yerine de (p')-sa-

bit dual pol egrisi denir. |

Hareket esnasinda, (?) egrisinin (f') egrisi tizerinde
kaymaksizin yuvarlahma51na, bu egfilére ¢izgiler uzayinda
szrésxyla karsilik gelen‘hareke;li pol eksen yilizeyinin,sa-
bit pol eksen ylizeyi tizerindeki Sir kayma-yuva;lanma hare-
keti (yivlenme hareketi) kargilik gelir {1.8.258] .

Eger dual pol noktasxn;n yer vektdriiniin :P=p+eip*ile‘
gééterirsek, bu noktanin sﬁrﬁklenmg hizi Tanim III.I.2., den,

dP =FAP
=0
olur. Buradan Teorem III.?.G. geregince \J ile P nin gakigak
oldugu sonucuna variriz. Ohalde hgrékefin éni dual pfaff
vektérﬁnﬁfw =I§l olmak lizere, |
P =wF, =y Y

geklinde yazabiliriz.
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"Agi‘dual pfaff vektérﬁ, diferansiyel;geometrideki
darboux Qektérﬁ ile ayna roiﬁ'oyﬁamakfadlr. Yani, dea éa"
bit Bi£ X‘Hﬁai noktasi, hareketin bir ; ap%ada,iéz\V? ani
;TﬁddaliPfaffvégiéﬁfégéiréfzﬁﬁa u}=1ﬁ¥ﬂdu;1'aglsal hizi ile |
bii aual dénme hareketi ygpar.’Bu'dual agirsal hizin, reel
ve dual kisimlar:i olan ;v've ¥ degerleri ise, H/H' uzay ha-.
reketinde, H' da tesbit edileqﬂpir x-dogrusunun, p~ekseni
(ani dénme eksaﬁi) etraf:nda 51rasiyle,’sonsuz kﬁéﬁk danme
ve sonsuz kiliglik kayma mikiarlarln; gbsterir. Bu hareker,
uzayin bir dbnme ve bir 6§é1¢mesinden olustuguﬁé gbre,
(w0, v":+0e#halinde), gizgil%f uz#y;nln en genel bir hareke-
tidir‘[l.é. 254] . Ohaldé D-Modiildeki bir K/K' éual kiiresel
hareketiﬁg, gizgiiervuzayznln en genel bir H/H' uzay hare-
keti kafsl;lkvgelir.' o |
inELEME Q iQpéragetréli K/K? dual kiiresel harekéti-
nin dual agisal hazi "W =y sy olmak‘ﬁzeré, K/K' harake~

tine g¢izgiler uzayinda; .

1.9 %0, w20 ise, ani pfaff vektdriine gére bir dénme
ve bir Steleme hareketi (genel helis hareketi) karsillk ée—
lir.

2. w#O,\f=0 ise, ani pféff vektdri etrafainda bir sairf

!

i

. d6nme (kiiresel hareket) karsilaik gelir.
3. w:O,\f*Q ise, ani pfaff vektdriine paralel bir sirf

kayma (dogrusal hareket) karsilik gelir.

TANIM III.1.3.
l-parametreldi K/K'bkﬁrésel hareketindg'@ ani dusl
pfaff vektdri olmak tzere,

-
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ile tanlmlahan_ﬁ vekt&rﬁne hareketin dual Steiner

vektdri denir,

I1I.2. REGLE. YUZEYLER

l-parametreli K/K' dual kiiresel haréketinde, K da
tesbit edilmie bir X dual noktash, K' sabit dual kiiresi
Yzerinde t ¢ R éafametreéine baglz bir,

X=X(e), [¥ol -1,

efrisi gizef. t parametresine gére diferéhsiyellenebileﬁ bu -
dual.kﬁresel egriye bir regle ylizey olarak’bakébiiiriz.gﬁn~.
ki E.STUDY ddniisiimiine gdre, bu efriye ¢izgiler uzayinda,bir
~l-parametreli bir_dogru ailesi (Regle yﬁzéy) karsilik geiir.
"Eger dual kiiresel efri kapali ise, karsilik gelen regle Yyii-~

zay de kapalidir (Sek.III.Z.l;j.

R vdt)

-
b G

$ekil I1I.2.1.
T : / .
. X=X(t), te¢ R dual kiiresel eZrisine, ¢izgiler uzayain-
daki (k)-regle yizeyinin dual kiresel resmi de denir.

X=X(t) dual kiiresel egrisinin d=dy +edy dual yay

elementi igin, .

yazmlabilir.Burédan;




dy?=d%,d% >
de.dy* = (@%,d%>
elde edilir.

X(t) ve X(t+dt) dual birim vekt&rleri arasindaki d¢ 1 .
agisi, ayni zaﬁgnda.bu dual vektbrlerin uginoktalarl ara-
sindaki dual kiresel uzaklik olarak alinabilir.

 dw vé dy" reel bﬁyﬁkiﬁkleri ise, gizgiler uzayinda
regle yiizeyin f(t) ve f(t*dt) anadogrulari”ar581nda, si1ra-~-.
si1yla, a¢i ve en kisa #zékliga karsilak geiirler(Se%.III.Z.
1. : ' | |
Ortogonal koordinat déniligslimlerinde ig¢ c¢arpam korundu-
- Bu (dééismez kaldigi) igin,
dX,dXS =d%,dx> +28 <dx,d¥>

ifadesindeki, . . '
: «dX%,d%xy ve (dx,dX>

i¢ ¢arpimlar: da, koordinat dﬁnﬁeﬁmlerine’kargl degiémezdir.
Ohaldé, bunlarin orani, regle yilizeyin en basit birer dife -

ransiyel degigmezidir.

TANIM III.2.1.
B=X(t), “ikf)” =l, te R regle yilizeyinde, f(t).Vev

f(t+dt) komsu anadogrulara arasindaki dual agi,

df=dy +¢ dy* olmak {lizere, /

¢d%,dxs _ dy

-

@x,dxy dv

1.
d

biiytikliigiine bu yﬁzeyin X(t) anadofrusu boyunca dagit-

ma parametresi veya drall'i denir, T
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TANIM.III.2.2.

Komsu agadogrularl kesi$en‘regle ylizeylere torslar

veya agilabilir yilizeyler denir.

Tofslar igin drall'ain sifar olﬁa51 bir karakteris-
Fiktir. Zira ; 1 éﬁ 0 ==;dq‘=o
, , d dy .
dlf. Bu ise, f(t) ve i(t+dt) anadofrularinin kesismesi de-
mektir. Drall'in ﬁu tanami silindirler igin gegerli:degil—

dir. Drall'i sifir olmayan bir regle ylizeyde komsgu énédogf

rular aykiradar.

TANIM 111.2.3.
f&f(t),!!f{t)“ =1, tt R regle yilizeyinde f(t) ve
f(t+dt) komgu anadofrularin ortak dikmesinin, ey

anadogrusu ﬁzerindeki.ayagzna, mefkei npkta81 veya

Eggazjhokta81 veya sitriksiyon noktasi denir; Bu

noktélérln geometrik'yerine ise, bogaz ¢izgisi veya

sitriksiyon éizgisi denir. .

Verilen bir regle yiizeyde, biitiin anadofrulari kesen
bir (C) egrisi ylizeyin dayanak egriéi‘(Referans egrisi)oia—~

rak alinabilir.

TANIM III.2.4.
f:i(t), R (el =1, t¢ R regle yilizeyinin biitiin ana-~

dogrulatlnl dik kesen efriye, régle yﬁzeyin ortogonal

y8riingd aginin bir efrisi denir.



.25
I1I.3. KAPAtI>REGLE.YUZEvae INTEGRAL iNVARYANTLARi

Bir H/ﬂ' képall uzéy hareketinde, hareketli uzay:
temsil eden {P : VI,VZ,?31 ﬁgayakllslnin bir,

hded

F=r(t), T(t+2W)=r(t), te& R

kapali efrisi {izerinde hareket ettifini varsayarak, H uza-

&
yinain tesbit edilmis bir dogrusu, H' uzayinda kapali bir

képall reg}e yiizey ¢izerler. Ornefin, v,-dogrusunun gizdi-~
g% kapal:r regle yﬁzey izerindeki bir noktanin yer vgkt&rﬁ
% ile gﬁétefirsek, bu'yﬁzeyié denklemindi, |
R(t,v)=F(t)+v¥, (t), t,ve R  (III.3.1)
X(t+20 ,v)=R(t,v)
"?1" =1

ile verebiliriz (Sek.III.3.l.).vV vektdriine bu kapali reg-

1

le ylizeyin dofurani denir.

Sekil III.3.15
Burada vl-dogrusﬁ, kapai1 régle yiizeyin anadoérusﬁnu,
T=r(t) kapali egrisi de dayanak egrisini.g6stermektedir.vl—
dogrusunun ¢izdigi kapal:i regle yilizeyd (vl) ile gﬁgterixsek,
(v;)—kapall regle yﬁzefinin bir P, noktasindan gegen ortogo-
nal yﬁrﬁngesinin diferansiyel denElemi H |
¢dx, v =0;‘ “Vlﬂél

dir. Burada (III.3.1) ifadesi kullanilarak,
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dve- <d¥,%,5

bulunur,

TANIM.III.3.1.

Bir i(t,v}:f(t)+v§1(t) kapallvregle fﬁzeyi ig¢in,

£=:§dv=—§<d?,31>

vbﬁyﬁklﬁgﬁne‘bu kapall regle yilizeyin agilim uzunlugu

(6ffnungsstrecke) denir fli} . _

Bu tanim bize, v,~anadofrusunun, T=F(t) kapaI; eéri-
sine dayanarak kapal:i regle §ﬁzeyi ¢izdiginde, kendi ddg—
rultusuﬁda 4 = §dv kadar ilerleyerek 1lk konumu ile cakig-
tr1gini g&sterir. Bu nedenle, vl-an;doérusunun bif P, nokta-
sindan baglayan ortogonal ydringe, bir periyot sonra ayni
vlj-é,riadogrusunu-P1 den farkli bir P2 noktasinda keser (Sek.
II&.3,2.). Ortogbnal yoriingeler;, ¢1kis noktasindan bagimsiz
oldugundan, acilim uzUnlugu‘kapallvreglé yizeyler igin

bir integral invaryanttir. -

Sekil III.3.2.
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$imdi (M)-kapali regle yizéyi igin,‘ikinci bir integ-

ral invaryanti olan agilim agisini tanimlayalim.

TANIM III.3.2. .
(vz;v3)—4ﬁzleminde bir birim vektdrii,

51=cos¢.$2+éinw V3 
olar#k segelim. n -dogrusu, kapal; hareket esnasinda
ylizeyin P ﬁokta81ndan gegen ottogonai yﬁfﬁngesi bo-
yunca bir tors (agrlabilir yﬁzey) ¢izsin. Yani torsun

'denklemi,

H

2D

YT=xfwﬁl, Qe R
olsun. Ayrica bu torsun dayanak efrisi ﬁmigin ortogo-
ﬁal yﬁrﬁﬁge olma sarta,

| 4$&,§£> =0 : _ .
saflansain. ﬁl-dogrusu bu kosﬁllar1 saflamak lizere ka-
-palar hareketi esnasxﬂda, hareketin bir'fonksiydnu ola-
rak degisen ¢ a§1s1n1n bir periyotluk'sﬁredeki toplam
,4egi$me miktarina (v,)-kapali regle ylizeyinin agilim
agisi (ﬁffnungswinkel) denirrve,

A = fdy

egrisel integrali ile belirtilir {11].

{
o



BOLUM IV.

DUAL -AGILIM ACISI ve GIZGILER UZAYINDA
. GENELLESTIRMELER

IV.1. DUAL AGILIM AGISI

K/KR' dual kiiresel kapali hareketi (III.1.2) ve(III.1l.3)
tliirev. denklemleri fle verilmisg olsuﬁ. E.STUDY dbniigimiine gbre
bu'harekette, hareketli sisteme S;kl surette bagli bir X dual
noktasinin ¢izdigi dual kiliresel kapali egriye, gizgiler uza-
yinda bir kapali regle yiizey karsxl;k gélir. Bu duai noktanin
yer vektdri X=x+¢ §f olmak ilizere kapal:z réglé'yﬁééy15 dual |
vektdrel denklemini, |

;o X=X, IR =1, tem
ile verebiliriz. ' o : ‘

Bu tanim bize, gizgiler uzaY1ndaki kép%ll.reglé ylizey-
leri, bu uzayin daha geneli olan D-Médﬁlde inceleme imkan;
vermektedir. Ayrica bu metod,'birim dual kiire fizerinde bulu-
nan sonuglar E.STUDY ddniiglimi ile derhal‘giégiler uzayina

aktarilabildigi i¢in, daha Ozlli bir yol olarak benimsenmig-

eir [10], [ 8] ,[13_] , [16 | .

1TANIM iv. l.l. (DUAL AGILIM AQISI)
.K/K' kapali dual kiiresel hareketlndu, hareketli sis~
temin birinci ekseninin gizdigi kapa11 reg;e yizey
'Vluvl(t),te R olsgn; Ayrica (VZ@V3)~dual’dﬁzleminde
‘ 62 ile ®(t)=.¢(t)+sﬁf(t) dval aglsznl yapan,

ﬁlzcos¢§2*31n@§3
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|
" birim dual vekt8riini ele alalim. Oyleki, K/K' hareke- }

tinde, hareketli kiirenin ¥, birim dual vektdrii V1=Vi(t)
# kapala regie yﬁzeyiﬁi gizerken, ﬁl birim dual vektdrii~
ne karélllk gelen dogru da bu kapali regle yﬁzeyin‘or—
togonal‘yﬁrﬁngesi boyunca bir tors (agilabilir yiizey)
¢izsin., Bu takdirde bir periyﬁtluk kapali dual kiiresel

“

harekette P(t)= P(t)+¢ q¢(t) agisinin toplam defisme

‘miktarinaxﬁl-vl(t) kapali regle ylizeyinin dual acalam
acisy diyelim. Ohalde bu yiizeyin dual agilim agis1 Ny
oo 1
ile gosterilirse, .
Ay = §ad
dir, Burada, integral, Vl=Vi(t) kapali efrisi lizerin-

den alinan bir dual efrisel integraldzir (Sek.IV.lul).}l

Sekil IV,1.1.

Tanam IV.1,1, de verilen § acisinin df diferansiyel
. . . L .
degigimini, hareketin l-formlara ginsinden sSyle hesapla-

yabiliriz.

ﬁl birim dual vektdrli lizerine kurulan dual ortonor-

mal, ' : Nl

N: NZ

=21
W



30 ) - : v
sistemi ile hareketli,

V= 2

ortonormal sistemleri arasindaki has dual ortogonal'mafris
0 0 l‘
B= | cosy ~-sing 0
sind cosd 0
oimak lzere V ile N arasinda,

V=BN
~d6nﬁsﬁmﬁvvard1r. Bur#dan t parametresine.gﬁrevdiferansiye}
allréak, v éisteminin N Qistemine;gﬁfe hareketipin denklem~
leri olarak,

dv=dBBTV o o \

buluruz. dBBT matrisl hesaplanirsa ;

0 0 o 0 cos® sind
aBBT= ~dPsind -ddcosd O 0 -sin® cosd
ddcosd -dPsind olt 1 .0 0
0 0
= |0 0 -ab
0 ad. 0

oldugu gOriilir. Bu sonug tiirev deﬁklemlerinde yverine konu-

larak,

d¥, = -ddV,

| b= -4d¥,,T5y = (T,y,dV5% | (IV.1.1)

bulunur. (III.1.3) tiirev denklemleri dikkate alainirsa,
- 1T . 03T T '
C‘i@—A » (ﬂ»zvl ﬁzv3s¥]3:’

:_.().3
bulunmus olur., 2



31
TEOREM IV.1.1.

A

Bir l-parametreli K/K' birim dual kiiresel hareketinde

hareketli, Vl
V3

sistemine siki suretle bagfl: bir X=%+€ % birim dual
vektdriinin ¢izdifi kapali regle ylizeyin dual agilaim
agxélnl /\X ile gﬁéterirsek,

/\X::-" <5 ,% >
dir; burada D=d+ ¢ 3§ dual kliresel hareketin dual
Stéiner vektdridir. ;

ISPAT X;Xl alarak, bu birim dual vektdr tizerine ku-

rulan dual ortonormal saf sistemimizi,

» 1
X=

X,
X3

/

-

ile gosterelim. Béylece X= X(t),'tGIR (veya i =§ (t) ) ka-
pala regle yﬁzeyimizin dual ag¢ilim agisini (IV 1.1) den,
Ny= ’\x =- <dx2,x3>
seklinde 1ifade edebiliriz. Ayrlca CsICij} y 1l¢i,j€ 3 mat-
risi bir has dual ortonormal matris leak iizere,
X=CV -

déniiglimli yaz1labilir. Difer ﬁaraft;n, bir vektS8r uzayinda
ortogonal baz dnligsiimlerine karsilaik gelen, bu uzaY1p dual
uzayindaki dual baz dénlisimleri ile ilgili bir teorem [12.

8.475 ] D~Modiil ig¢in de gegerli olacagindan,
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divagrami defigimlidir. Yani j

ot ety et
veya
' =csct

dir. Burada fl:[ili? ve !i:{ffé} . 14&4i,i¢ 3 matrisleri

=

sirasiyle‘v ve X sistemlerinin & sabit sistemine gbre hare~
ketini belirliyen antisimetrik matrislerdir.

$imdi yukaridaki diyagrama gbre ;

L T
%E (cHre )Zii,

1
i

veya \ qQ . 0 5
22 (Cpgftp*Cya ) +C ,(Cyym 74C) s 0u)

3 3y1% +f ¢ r
Cy3(Cyp0+Cyp00) ] Xx*[021(0225L2*C23£L3)

2 ’ 2 (\3 | ‘3
Q.*c2393)+cz3(c21ﬁh1+022§L2)]

i
.‘i={C

+ €y, (Cyy

; 1 1 2 2

+[Cq1(Cgpm 5+C, 3000 Cq, (Coq 1 TwC, 20
a3 a &' J 3 }ﬁv. P

- 'LBB(LzlLLl*szfLZ} I Xy

~.-

bulunur. Buradan,

(d%,,E,) = (C

n

- 1
31€927C320217 95

4

<C33czz“032023>§L3
* (C310)37Cy3091) 0
qlurQ Parantezli ifadeler sirvasiyle - 13’“11* gzielemanlaf
rinin kofaktﬁr]eridirleﬁ C= { ij} matrisi has o;toganal
oldufu ig¢in bun&&rdan biri a&ge inin yerine yazilabilir
[12.8.419} . Bu takdirde dual agilim agisi iginm,
Ng==§ <d%, Ry ’

=-(Cppnticy ndic 0l av.L)
bulunur, Diéer terzitan ‘
*§2§:11+§3§

dual Steiner vektdri ile,
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X=X1:011V1+012Vé+013v3
vektSriini i¢ carparsak, _
k4 ) ~ 3 i 1 2.

- {B,%7 =-(011£12+612512+c13§11) (Iv.1.3)
bulunur. Bdylece X=X(t) kapali regle ylizeyinin dual agilim
agisinin (IV.l.Z) ve (IV.1.3) den,

| Age- (5,8 | (IV.1.4)
0ldufu gsterilmis olur.

(IV.l.A) ifadesini dual ve reel kisimlarina ayirir -

sak, . : '
Nyg=- (B,X)
== <5,-:3c)-8((a.‘,‘§c‘>_.+(3,§'>) - (Iv.1.5)
bulunur. . | ’ '
D—Mddﬁldeki K/K' birim dual kiiresel hareketine, ¢iz-
giler uzayinda karsilik gelen hareket H/H' ise, hareketli |
H uzayinda tesbit edilmis ﬁir k-anadogrusundn ¢izdigi kapa-
11 regle yiizeyi (x) ile gﬁsterirsek,(x)—kapélm regle yize-
yinin bir integral invaryant; olan agilim uzunlugu HACISA~
L1HOSLU tarafindan,
| = «dyi> + <D
6larak hesaplanmisgstair [10] . Buradgva ve X vektSrleri
sirasiyle d ve x~dogrularinin koordinat baslangicina gdre
~vekt8te1 moment}eridir. Diger taraftan ¢izgiler ﬁzaylﬁda
(x)-kapalz regle ylizeyinin diger integral invéryantl élan
agilam ag131'i§in, |
» Hx='— (3,;:)
ifadesi gegerlidir [11] . ﬁu.degerler (IV.l;E) de yerine
ya?lllrga, S |

AX:: hx"ﬁ Qx

bulunur,
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Béylece asagldaki 1ki 6nemli teoremi verebiliriz ;

TEOREM IV.1.2.
D-Modiilde Bir i:i(t), téfR kapali regle ylizeyinin du-
al agilim agisi, bu ylizeyin bir dual integral invar-

yantidair,

TEOREM IV.1.3.
D-Modiilde bir X=%(t), U X(t)ll =1, t ¢R kapali regle
ylizeyinin dual ag111m,ag1sxﬁl, Bﬁ &ﬁzéjin reel integ- -
rai'invaryaﬁtlarl cinsinden,
Ny=n_-e 8, (IV.1.6)

seklinde ifade edebiliriz. ¢

x ve Ny reel sayilari bu

'yﬁZeyih, sirasiyle, acalim uzunlufu ve agilim agléi;
dar. A _
Qizgiier'uzaylnda bir (x)-kapéll regle ylizeyinin reel
integral invaryantlar:i olan_Qx-ve hxfreel‘bﬁyﬁklﬁklefi ara~
sindaki bagintilari aragtiran birgok éal;sma yépllmigtlr[IS}
[12], [20 ], [8].

BJ teoremle ispatladlglmlz (IV.1.6) ifadesi ise,bu in-
tegral invaryantlar arasinda ilging bir baglntlnln vaerlaigina
ortaya koydugu gibi; kapali regle ;ﬁzeyler lgin verdigimiz
~ dual a§111miaglsl taniminin da son derece anlamli oldugunu
ortaya kcymaktadzf. BBylece'gizgilef uzayinda 1K1 integral
invaryanti ile karakterize edilen bir kapall regle yﬁzeyi .
dual kiire lizerinde birtek dgél iﬁtegral invaryant (dual agi-
lim agisi) ile karakterize edébili;iz, Ayrica bu yeni kavram
yardimiyla diizlemsel kinematigin Onemli teofémlegi gizgiler

uzayina daha kolayca genellestirilebilmektedir(IV.1.,,IV.2),
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" TEOREM 1IV.1.4.
| Bir birim dual kﬁresel'képéll ¥=%(t) egrisinin gevre-
ledigi.kﬁreéel aian, bu kapzli egrinin E.STUDY resmi
olan kapglx regle yﬁzeyin_aélllm agisi ve agllzm-uzﬁn-
lugu cinsinden, o
Fy=2® (1-n)+( d-e )
eeklig&e ifade edilebilir.
ISPAT : Bi¥‘reel kiiresel harekette, bir X noktasinin
. ;
¢izdigi reel kapalys kiiresel egrinin alanl,'W,BLASCHKE tara#.

.fznaan,- .
: £,=2W (1-n)- 4d,%5

formiild ile verilﬁistix {S} . Bufa@; d vektdrii reel kiire -

~ sel hareketin Steiner vektﬁrﬁdﬁr.'.

Bu alan‘ifadesi, dual kiiresel harekettevX=x+£ x*dual
nbkta81nlﬁ kapali dual ybriingesinin gevfeledigi dﬁal kiire -
sel alan icin HACISALIHOSLU tarafindan, ;

| o Fo=2T (1-n)- {B,¥>

ile verilmistir. ﬁ:é#e 5‘ dual vektdrii, dual Kiiresel hare-
ketin dual Steiner vektSrﬁ@ﬁr. n ise harekete bafli bir re-
.eljsayldlr [10} . |

Bir =Xc¢t), (UTe)ll =1, te R ).dual kiiresel kapall
. egrisinin sinirladig: éual—kﬁreSeiiaian igin feoremrlv.l.i.
&e Teérem Iv.1l.3 dikkate alinirsa,

| F =27 (1-n)- <B,%>
=2ﬁ'(1—n)+/\x
22T (a-n)+ Ag-£ly
ifadesi yaleabilir.-Ohalde i:i(é)-birim dual kﬁrései-kam
palsz egrisinin sinirladigi dual alaﬁ,,bg eériye éizgiler.

uzayinda karsilik gelen (x)-kapali regle yizevinin sadecs

o
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agilim agisi ve agilaim uzunlufu cinsinden belirtilebilir.
l-parametreli K/K' dual kiiresel kapali hareketinde,

hareketli dual ortonormal sistemi dzel olarak,

Vl = Z?

“ v,

27
V)

Ty = T,A 7,
olérak segebiliriz, Bu harekette, Vl birim dual vekt&riiniin
kiire lizerinde gizdigi,Ate iR parametresine gdre difegansiyel-
lenebilir kapali efriye, gizg}ler uzay;nda1vl-y6nlﬁvdogrusu-v
nun éizdigi (vy)~kapali regle ylizeyi karsilik gelir. Diger..
;araftén ¥,,V,,7; birim dual vektérlerinin,vgizgiler uzayin-
&aki E.STUDY resmi olan vl,vz,V3—y6nlﬁ dogrulara (vi)-kapgl1
regle yiizeyinin sitriksiyon (merkezj npktasznda'kesieirlai.
5yiek1, Vy,V3-ydnlli dofrulara, kapali regle ylizeyin gitrik-
siyon noktas1ndakiv31rasiylé,Vndrmal ve tegetAdogrultularl—

dir|[ 13.8.166 ] , (Sek.IV.1.2.).

Sekil IV.1.2.
Yukarida tanimlanan hareketli ?1,§2,§3 dual ortonor-
mal sistemine, gizgi;er uz;ylnda karsllig gélen hareketli.
%1,62;€3 ortonormal sistéminin;tﬁrev deﬁklemletini(E.CARTAN

éenklemleri),'se‘m parametresi (v,)~kapali regle ylizeyinino
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sitriksiyon ¢izgisinin yay'paramétresi olmak izere, .

2 G R 0

1 : \£
dm GZ> = §-% 0 4 52 (Iv.1.7)
S ) .

ile verilebilir. Difer taraftan %sﬂ(s) ile vgrilen sitrik~

siyon.gizgiéinid tefeti ile 61 arasindaki agi € olmak ﬁzere;

ggacosﬁ vy+sing 93
yaz1labilir. Bu denklemler K/K' l-parametreli dual kiiresel
harekete, ¢izgiler uzayinda karsilik gelen H/H' hareketini
tek tlirli olarak belirtirler. Bu denklemlerle karslﬁlzabgl—
kan W ,% , ¢ biylikliklerti, (v;)—kapall regle yﬁzéyinin bir
invaryaﬁt sistemidir [ 14.s.201] . Slrasiyle,.kapall regle yii-
zeyin tabii egriligi, tabii burulmasi ve sitriksiyonu deni-
len bu iﬁvaryantlar literatiirde E.KRUPPA invaryantlari ola-
rak da geéer [15]. Efer - %<=¢A.% alirsak, kapalz regle‘yﬁ—
ze&i parametrenin artig y6niinde yb6nlendirmis oluruz [lA.s.m]'
6"nin sifira yaklaslmlAhalinde, (vl)ékapal1 regle
ylizeyinin sitriksiyon ¢izgisi sart egrisine (edge of regre-
sibn) déniigmiig olurki, bu da regie ylizeyin bir.tegetler tor-
su (ag¢1labilir bir yﬁzey) olmasini karakterize eder.Ohalde, .
® - 0 halinde W ve °r biiylikliikleri bir suzay egrisi ( sirt
efrisl veya sitriksiyon ¢izgisi) ni? efriligi ve burulmasa
élmaktadlr [ 14.s.22 }. Bu ifadeden;'kapali regle yﬁzéylerin
tabii‘geometrisinden, Szel bir hal olarak, kapal: uzéy efri-
vlerinin géémetrisinin de incelenebilecegi sonucu g¢ikar..
$imdi (v, )-kapalz régle ylizeyinin, acilim uzunlugu ve

agilim a¢isi tanimlarini ve (IV.1.7) formiillerini kullanarak,



bulunur: Bﬁylééé‘>51:V;(S)'képal;’regie ylzeyinin dual
'a§111ﬁvag;sih1, | ,’ | |

S vl\ = -g;"t ds-—i écosc‘ ds
fola;ak_buluruz. Boylece asagxdaki teoremi verebiliriz,

TEOREM IV.1.5.

Kapa11 regle ydzeyin toplam tabii torsiyonu, §°zds‘
 ‘ve sitriksiyon gizgisinin gizilme h121n1n anadogru  ‘

 v hzerindeki toplam izdusumu §c080 ds olmak'uzere 7
(v Y-kapali regle yuzeyinin dual aqxllm a9151 E. KRUPPAQ_L

‘invaryantlarz cin81nden, ,
A ’—-é'tds € §cos¢‘ds'

$eklinde ifade edilebilir.

IV;Z. HOLDITCH TEOREMiNiN BIR GENELLESTIRILMESI

Girls b5limiinde duzlemsel hareketler igin ifade etti-
gimiz A.HOLDITCH teoremini 1- parametreli dual kuresel ha—‘
'reketlerde ele alarak, kapa11 dual kiiresel egrilerin dual‘
aglllm agilara gra51nda baglntllar bulacaglz. Daha sonra-
buldugumuzvSOnuglara, E.SUTDY dﬁnﬁsﬁﬁﬁzile giégiler uzayin-—
‘ da;karslliklar Vereceéiz. Bﬁyieée A.HOLDITCH ;eoréminin ¢ciz-

giler uzay1ndaki.kar$11;gln1 vermis olacafzrz.
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DUAL KﬁRESEL HAREKET : K harekgtii ve K' sabit birim

'dual kurelerini sirasiyle,

-

| . Vl El
Vsq Ey

'f;aual ortonormal'sistémleriyle temsil edelim. Duai'ortogo—
"naii;kisérclarilﬁ};vj)';<ﬁi,ﬁj$ = 854, 141,143 dir.Sim-
:f f; di:é$ag1&aki gibi bir kiiresel hareket'tanlmllyallm;
| K sagit birim’dual~kﬁresi‘ﬁzerinde diferansgyellene—
/ijBilir ﬁif e kapalzx egrisi'éégelim; K hareketli kiiresinin
bir'bﬁyhk dairesi lizerinde, tesbftLettigimiz 8=sabit szun~
luklﬁlgz%l dual yay p@rgas;ﬁin, v, ve ¥, ug nok£alar1n1,
e egrisi'ﬁzerinde (veyh ée_alaniz iki képall kﬁresel ;gri
ﬁzeriﬁdes hafékef eétirirsek bir . B=K/K' l—parametreli‘du—‘
al kapali kiiresel hareketi tanimlamig oluruz.8= V V dual
yay. parga51n1 sa&it tuttuéumuza gbre, bu hareket yalnlz ,'
baslgngigta K' de segtifimiz e»egrisine baglldlr.
BgK/K;bhérekétinde,me=shbit uzunluklu dual yay tizerin-
de, tesbit edeceéimiz b;r X dhal noktaswun hareketini in-
celeyebiliriz. Héréketiﬁié éapall oldugundan, X duai~nok£aj
s;nln bir kapali y8riingeye sahiﬁ o;dﬁéﬁnu‘hemen sbyleyebi~

liriz (Sek.IV.2.1.). S

D-Mesins

$ekil IVi2.1,
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ﬁZAY'HAREKETi : Simdi buraya kadar tanlmladlglmlz
B=K/K' ha:gkétinin ¢izgiler uzayandaki, karsi1lgz olan B= H/P‘
.hérekeﬁini verelim,

, 6=sabit‘ﬁzunlukiu dual yay pargasz.nin‘v1 ve V, ug nok-
talarinin e eéfisi ﬁzerindé (veya eg alanla iki kapall kiire-
sel efri fizerinde) hareketine, gizg;ler uzayinda, bir L dik
hiperbolik defru kongriiansinin (iki paramétreli dogru aile-
'si),;(vl)—képall regle ylizeyi iizerindeki kapali hareketi kar-
$11;k gelir. Uyleki, bu‘kongrﬁan31n odak;gizgisi; (vl)—kapall
reglg.yﬁzeyinin v? ve vl-anadegrularlna F ve F noktalarinda
diktir, |

' o

' @zsabit uzunluklu V,V, dual yayis iizerinde se¢. tifimiz.
X dual noktasina ise,bu kéngrﬁaﬁszn odak ¢izgisine dik bir
x-1g1n1 karsilak gelir; 5yleki,_$1 ile 5; dual vektdrlerd
arasindakidi @:61462 dual agisi sabit segildigi ig¢in, #—1$1n1
'v ,—anadogrusu ile 8, reel aglsinl vapar ve ondan @ uzakli-
gindadir. Ayna eekilde, v,-anadogrusu’ ile 92 agisini yapar
ve ondan 92 uzaklxglndadlr. Burada €=0,+¢ 5. ve ez ez*ae,
Q=(91~92)+8 (6 *62) dir ($ek¢IV.2.l.). |

| $imdi 1~ parametreli kapala kuresel B=K/K' hareketinde,
X,V ve V_ dual noktalarlnln glzdikleri kapalxregle yuzeylerin

dual ag¢ilim agllar;nl hesabedelim.

‘

i:i(t}lkapallvregle ylizeyinin (veya kapali kiliresel eg-

~rinin) dudl agilim angl;

. - 3 1 = 2 7 - T e
Nyg== <V1§512+V2§£13+V3§£11, eos@lvlfsina;v3:>»
| AX=~cos@l§ £L§~sin§l§fli v (1vl2,1}
ir. : ‘



f}ﬁl=vl(t) kapéll regle'yﬁzeYinin dual aglllm;aglsxg
/\v1="..<5'vl\7 o |
§ad L avazay
dir. “ |
‘-§;=€;(t)‘kapa11 regle yiizeyinin dual églixm agisi,
Ag,=- <3, Ty -
, Av1=¥ (5,cos(el+eé)§1+sin(61+sz)§37'
Ay, = 'sin(sl+92)§nl-cos(a +6,3§0° (1v.2.3)
bulunur‘rﬁurada V, ve V. dual noktalarl, ayn1 kapall e eg~-
| risini bir parametre farklyle g¢izerler, bunun ig*n AV :/\V
alxnabilir. Ayrlca (IV;Z.Z.) ifadesini (IV.2.1.) ve (IV.2.3)
ifadesinde yerine koyarsak, | |

: N , 1.
AX='Av1cosel+si§61§$lz, Il: -Qj P S § jé3

v
¥

- X | |
Ay, = sin(el+92)§512+J\V1cos(el+32)

, ‘bulunur. Bu ifadelerde,’bizce, bir geometrik aﬁlam; olmayan

' §£r;,ifadesin1 yokedebiliriﬁ,-BSylé&e,:ikinci ifadeden elde.

Cedilen, [1-coste 00

§SL1’=
sin(é +92)

'degeri ikinci denklemde yerine konursa,

Ay [l cos(é +62)sin8 ]
ANy= Ny coe8 + :
Vg -+

sﬂn(31+62)"

Ay cosé;sin(8;,+87)~ Ny, 5108, cos(6,+85)+ Ay sine,

<= :
S o . [ S ‘ .

2 AX’ AV sinwlfsinez _ (1V.2.4)

"1 sin(e,+ey) | o

, ifadesi bdlﬂnur. X= X(t) ve V1=V (t) .k393115 regle ‘.yﬁzey;

lerinin dual aglllm agllarl araszndaki bu bag1mt1dan su teore—,_*
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- mi verebiliriz.

TEOREM vaz.i.

| ‘ 'G:Qabit uzunluklu dual yay parg¢asinin ug noktalarai, .
bir e dual kiresel egrisi (veya dyalanli iki dual ki-
resel képall egri).ﬁzerinde_B=K/Ki hareketini yapsan.
Bu takdirde dual yay‘p;rga81 {izef¥inde tesbit edilmie,'

" bir X dual noktasi tarafindan g¢izilen kapalar regle yi-

zeyin ‘dual agxlzm acisi1j e kapala egrising}(veya
esalanli iki dual kﬁresel'egriye):kar$111k gelen,k&pg*
11 reéle yﬁéeyin;dual agilim agisi ve 8=0,+8, sabit
dual agisi yardimiyle belirtilebilir.
Bﬁ:teorem,.A.HOLDITCH teoreminin, gizgiler uzayinda

J ,HOSCHEK [ll} tarafindan yapilan genelleme olup, burada

degisik bir metod olan E.STUDY Dﬁnﬁéﬁmﬁ 1le elde edilmieg-

tir. §imdi (IV.2.4.) ifedesini, |

AX sin91+sin32

X . . | (VI.2.5)
AV, sin(e,+6,) ‘

geklinde yazabiliriz. Bu oranin hareketten bafimsiz oldu-
gunu gSrﬁyoruZ¢ Ohalde ¢izgiler uzayinda bizce daha ilging.
ve orjinal olan bir diger A.HOLDITCH tedfemini asafidaki

gsekilde verebiliriz.

TEOREM 1IV.2.2.
B:K/K"hareketinde{ 8=sabit uzunluklﬁ‘bir dual yay
pargasinin, tesbit édilmis bir X.dual noktasinin K'
de ¢izdigi kapal¥ régle ylizeyin dual'aglllm agisi

ile, bu dual yayin ug noktalaflnln ¢izdigi, e eéri~
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sine'kar§1l;k'ge;en'reg1e ylizeyin dual agllim agrsi~’
nin orani se¢ilen e efrisinden yani hareket;eﬁ bagzm;
:szzd;r;

Bu‘teorémin g¢lzgiler uzayindaki kaf@lllklarlnl,E.STUDY‘

doniislimi yard1§1y1e hemen verebiliriz. Bunun ig¢in (IV.2.5.)

formiiléini reel ve dual kxélmlarlnavaylrlrsak 3

Reel kisimlarain ésitliginden,

Ax sin@l*sinez v "(iV:2>6)
m—— = I a3 .
ﬁ%’ siq(91+92)

bulunur. Bu orén ise,vhareketten baéimszzdir.AOhalde, giz-'

giler uzayinda su teoremi verebiliriz.

»TEOREM Iv.2.3.

E:H/Hf seklinde tanimlanan l-parametreli kapali uzay
hareketinde, H uzayindaki bir L dik hiperbolik kong-
'rﬁa331n1ﬁ, tesbit ediieﬁ bir x-dofrusunun H' uzéyln—
da_gizdiéi kapali regle yﬂzeyin reel agilim agisi ile,
H uzayini temsil eden eksen sisteminin Birinéi ekseni-
nin (v, veya v1~anado§rular1ﬁ1n) ¢izdigi kapala fegle
ylizeyin reel agilim agislnin orani hareketten baglﬁsiz—_
dxr. | | S |

: , . / _ '

- (IV.2.5)'in dual kisimlarinin egitligfinden

’ _ sinel+sinez-  3 (glsin92+é}siﬁei)(l-cos(elvez} 3
= » - L o . i i ab— -
TV B1n(e;ve,) Vi . sin? (8, +6,) |

(IV.)2.7)
elde_edilir.'Bhradan, ¢izgiler uzaylndé (x}mkaﬁali regle yii-
zeyinin agilim uvzunlugu ig¢in A.HOLDITCH teoreminin bir difer

karg1lig: olarak su teocreni vervebiliriz.
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f\f‘TEOREM_IV.z{a. o
’ Bir B=H/H' harekétinde, H daki bir L dik hiperbolik
koﬁgrﬁans;nln, tesbit edilmis bir x-1s;ﬂ1nin, g' de
¢izdigi kapali regle yﬁzeyin a¢ilaim utunluéu,.ﬁ uza-
':y;nivteﬁsil eden eksen sisteminin, birinci ekseninin
: gizaigi kapals régie ylizeyin integ;al invaryantlér1
ve bu iginlar arasindaki ﬁzakllklsabitleri cinsinden
(IV.2.7.) ifadesiyle belir;ilébilir. :
A.HOLDITCH teoreminin, giiéiler uzayinda HACISALIHf
OétU'[lO]'taraflndan yépllan bir geneflemesinde,.kapali
'regié yﬁzéylgrin agilaim uzunluklagxnln e*/éy orgninin,_ﬁa—
reketten bagimsiz olduéu gﬁsterilmistir. Bunun benzeri olan o
bir diger-harekeften‘baglm31z oran, kapal: regle yﬁzeylgrin
agilim agllarlxér381nda da vardair. Bunu bir”teorém'olérak

ifade ve ispat edebilirii:

TEOREM 1V,2.5.
B=K/K' hareketinde, @=sabit uzunluklu dual yay par§ﬁ—
sinin tizerinde éegilen, X ve Y dual noktalarinin qii—
digi kapélz,yérﬁngelere, §=H/ﬁ"uzéy hareketinde,kar;
- 8111k gelen ka§a11 (x) ve‘(?)—regle'yﬁzeylerinin.agiF
lim agliarlnln, Ax : -
Py
ﬁoran1'harekétten-baélmélzdzr;
ISPAT : X in Vv, ile v, noktalarxﬁa o1an duél kiiresel
‘uéakllklarl 8, ve @,, ¥ nin vV, ile Vl'noktalérlna olan'dﬁ-

al kiiresel uzaklaklaraini da 8, ve 8, ile gbsterelim. Teorem

IV.2.3. ya da IV.2.6. dan (x) ve (y)-kapali fegle yﬁzeyleri

igin,
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3 Ax sinél*sinez A'
7 51in(8,+0,) Va
‘ve
sin§1+sinéz : .
: sin(él*éz) e
yazilabilir.
; . - ~
91+32 = 91*32 = Vlvl

oldugundan, bunlarin reel kisimlara i¢in,
sin(6,+6,) =,éin(él+§2)
vazilabilir. Dolayaisiyle,

Ao -.sinel+sin92'

X

ﬁ; sind +sind,
bulunur. Bu iée, Ax/;\yoranlnzn‘sadece X ve Y duai nokta-
larinin 6:?; dual yayz ﬁzefinde éegiiisine ( yada x vé y?
1$1nlariﬁyn L dik hiperbolik kongfﬁans1ndaki se¢iliglerine)

“bagli oldugunu ve H/H' hareketine bagli olmadigini gbsterir.

1v.3.-STE1NER.TEoREMINiN ¢1ZGILER UZAYINA GENELLESTIRILMES?
Bir ;—par;metreli kapal: K/Kf dual kiiresel hareketin&e,
hareketli k#renin tﬁm noktalarz, Sabit kiire lizerinde, kaéal;
y%rﬁngeler gizerler; l-parametreli dﬁzlemselfhareketlef-igin
~ J.STEINER'in ifade ettifi teoreme [ l,s.iSé] karslllk,vK/K!
_l-barametreli_dual kﬁresel,hareketgnde gu teoremi ifédg edeé

Ed

biliriz.

TEOREM IV.3.1.:
1-parametreli dual kiiresel K/K' kapali hareketinde
iki dual noktanln'gizdigi kapaly dual ySrﬁngelerin.

dual agilim agilar:i esit ise,vﬁu dual noktalar, birer
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dual g¢ember tizerinde bulunurlar. Oyleki, bu éemberlé-
rin diizlemleri, J,STEINER vektSriine diktirler. Teore-
min karsita da dogrudur;'
l ISPAT ﬁix_ve Y dual noktalarinin, sabit K' kiiresi
tizerinde ¢izdigi, kapali dual yﬁrﬁﬁgelerin (§eya bunlara
kargilak gelen kapali regle yﬁzeylerin) dual agilim agila-
ri egit 6lsun. Bu takdirde ; v
Ay= /\Y=.-<ﬁ,i> = (D,
: @’,X‘l-%:o
bulﬁhur ki, buradan daviddianln dofrulugu anlasilzir.
”Bu teoreme}_gizgiler uzayinda kar¢ilik gelen agagida~-

ki teoremi ifade edebilifiz.

~

TEOREM IV.3.2.
X ve Y dualvnoktalarx, bir K/K' kapali hareketiﬁde
esit dual a9111ﬁ a§1l1, kapalz éuél kﬁiesel yériin-
geler ¢iziyorlarsa, bunléra ¢izgiler uzayinda karsi-
;1kvgelen x ve y—éogrularz; egit agilim églll ve
esit acgilaim uzunluklu kapali regle ylizeyler ¢izer-.

ler. Teoremin karsiti da dogrudur.

/
K
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6z2zGEGgMLS
1947 de Trabzon'un Arsin ilgesinde dogdum. 11k &Zre-
nimimi Arsihde tamamladiktan sonra Erzurum Yavuz Selim Il1k-

i

bgretmen Okulunda 5 yillik bir Sgfrenim sonunda Ankara Yiksek
Ogretmen Okuluna girmeye ha% kazandlm.‘Bﬁraéa hazirlik sini-
fini bitirdikten sonra ﬁniversite'Bgreﬁimimi-Ankara Fen Fa—v
kﬁlfesi Matematik Baiﬁmﬁnig tamamladim. Bu sﬁré igin&e ay-
rica Yﬁksek 5gretmén Okulunun Sngdrdligt mesleki Bgreniéimi
de tamamladim, Mi111 Efitim Bakanlifina olan mecburi hizme-
fimden-dola§1 KaYSefi Pinarbasi Lisesinde (1969-1970), Kay-
seri Tekniéyen Okulunda (1970—1972); Trabzon Teknisyen Oku-
lunda (1972-19-7;3) Matematik Hfretmenligi yaptam.
1.1.19?4 den bu yana KTU Temel Bilimler Fakiiltesi Ma-
tematik B&limiinde Asiétan olarak gareviﬁe devam etmekteyim.

Evli ve bir gocuk'babas1y;m.



