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CZET

Kompleks diizlemde bulunan iki bblgenin konform eg-
deperlilipinin cebirsel bir karakterizasyonu, ilk olarak
1942 yilinda Chevalley ve Kakutani tarafindan bu bBlgeler
{izerinde tarif edilmig sinirli analitik fonksiyonlarin halka-
lari gBzéniine alinarak verilmistir(Bu galigmalar nesredilme-
migtir).

1948 yilinda Lipman Bers[Z],kompleks diizlemde bu-
lunan iki b&lge iizerinde tarif edilmig analitik fonksiyonla-
rin halkalari arasindaki bir izomorfizm yardimiyla bu bilge-
lerin konform egdeper oldubunu gBstermigtir. Bers™ 1n bu ne-
ticesi; w.RudinTlQ ,H.L.Royder[?] ve M.Nakai[Q] tarsfindan
agik Riemann Yiizeylerine tegm.l edilmigtir. 1908 lerde I.Kkra
[13]ve diper matematikgiler tarafindan Riem i n Yiizeylerinin
cebirsel karakterizasyonu incelenmigtir. Yakin bir zaman &n-
ce, C.Ulugay[3](1975),[&](1976) tarafindan Riemann Yizeyleri
ve Riemann Yiizeylerinin konform egdeperlilipinin ¢ k kisa
bir ispati; cebirsel bir karalterizasyonla verilmigrir.

Bu galigmamizda, Florack-Ulugay hassasini kullana-
rak basit irtibatli Fiems-n Yuzeylerinin yeni bir karakteri-
zasyonunu verdik. D, agik birim dairesi iizerinde tarifli a-
nalitik fonksiyonlarin A(D) halkasi ile R l-boyutlu gokkatli-
s1 lizerinde tarif edilmig siir-kli fonksiyonlarin C( ) halka-
sin1 gbzéniine aliyor ve C(R) nin Florack-Ulucay hassasini ha-
iz oldupunu farzediyoruz. Bu taktirde gdsterdik ki, R basit
irtibatli bir Riemann Yiizeyidir, sayet A(D) ile C(r' arasinda
sabitleri muhafaza eden bir izomorfizm mevcut ise. Biylece ba-
git irtibatli bir Riemann Yiizeyinin birim daireye k.nform es-
deper oldupunu gdsterdik. Ayrica C(R) halkasindaki fonksiyon-
larin basit sifir yerlerinin cebirsel bir karakterizasyonunu
verdik.

Caligmamiz {i¢ b&liimden ibaret olup;B#Aliim-1[,II de b=
roblemimiz ile ilgili cebirsel ve topolojik kavramlari verdik.
BS1iim-ITI ise tamamen karakterizasyon problemi ile ilgilidir.

Kullandipimiz ispat metodu,lokal parametrelere kul-
lanmay1 miimkiin kilan bir &zdes fonksiyonun ithali bakimindan
daha 6nceki ispatlardan tamamiyle farklidair.



BULOA-1I

CEBIPSEL KAVRAMLAR

I.I. HALKA VE cisiMLmR

PARIF.1.1.1.

—————— — i ——

R # @ olan bir ciimle ve +, * da R iizerinde ta-
rif edilmig adlarina sira ile toplama ve carpma au1 ve-
rilen iki operasyon olsun. Farzedelimki R bu operzsyon -
lara nazaran kapalidir, yani her a,b@R igin a+b ve a*b
R nin elemanidir. R ciimlesine bu iki operasyona pire bir
halka tegkil ediyor denir, gayet agafidaki gartlar sagla-
niyorsa:

A1' Her a,b,c®R icin a+(b+c)

(a+b)+c dir.
A2‘ Her a, b€R 1icin a+b = b+a dir,
A3. R de o ile gésterilen ve R nin toplama na-
zaran ndtr elemani adi verilen bir o&® R eleman1 vardar
tyleki her a€ R igin a+o =a dir.

A, Her a€R igin Rde a nin negatifi adr veri-
len ve -a ile gisterilen bir -a€R elemani vardir, dyle-
ki a+(-a)= o dar.

Hl. Her a,b,c€R igin a<*(b*c) = (a*b)*c dir.

]

HA' Her a,b,c€R igin a.(b+c) a.b +a.c ve

(b+c ).a = b,a+c.a dar.

R halkasina komitatiftir denir, sayet her a,
b&R icgin a.b =h.a ise.

JARIP.).1.2.

R halkasina, Szdes elemanli halka denir, gayet



her a€R ig¢in a.1 =1.a =aolacak gekilde bir 1€ R elemani

mevcut ise.

R ©Ozdeg elemanli bir halka olsun. Her a&R igin
R nin a.1=1.a=a gartini safliyan 1€ R elemanina R nin

tzdeg elemani denir.

TARIF dodeds

R ©zdeg elemanli bir halka ve a@ R~ {o} olsun.
a ya birim denir, gayet R de a.a ‘=a '.a=1 olacak ge-
kilde bir a '€ R eleman1 mevcut ise.

a€R~{o} birim ise, R nin a.a™'=a"l.a= 1 gar-

tin1 safliyan a ! elemanina a nin inversi denir.

TARIF.1.1.4.

R , + ve* operasyonlarina gdre bir halka ve s
de R nin bog olmayan bir altciimlesi olsun. 5 ye R nin
althalkasi denir, gayet S, R deki operasyonlara gire
bir halka tegkil ederse.

TEOREM.1.1.1.

R, + ve . operasyonlarina gre bir halka ve 5 de
R nin bog olmayan bir altciimlesi olsun. S,R nin altuial-

kasidir, yanliz ve yanliz her a,b&€S igina-b vea.b¢& S ise.

S, R nin bir alt halkasi ise her a,b&S5 igin a.b
ve a-b&S dir. S, R nin althalkasi1 oldupundan S i1opla-
ma ve garpma operasyonlarina gdre kapalidir. lUstelik, s
her elemaninin negatifini iht/va eder. Su halde her a,b€s

igin a-b, a.b€Ss olur.

Tersine olarak her a,b€Ss 1igin a.b,a-h€S ise 5



R. nin althalkasidir. S # @ ve SCR oldupundan, S nin ela-
manlary tarif.l.1.1. deki A1’A2'M1 ve uA gartlarini sap-
lar. ller a,b€ S i¢in a.be s> oidupundan S, garpma operas—
yonuna gdre kapalidir. Her a,b€S igin a-b&S oldufun -
dan b6zellikle a€ S igin a-a=0€ S olur. Dolayisiyla S, A,
gartini saglar. o€ S oldupundan her a€S igin O-a= -a € S
olur, yani S’Aﬁ gartin1 saflar, Her a€S igin -a€S oldu-
fundan verilen hipoteze gire, her a,b€S igin a-(-b)=a+b
€5 olur. Bu ise S nin toplama operasyonuna gire kapalia

oldufunu gdsterir, Netice olarak s, tarif.l.1.1. e gire R

nin bir althalkasidir,

TARIF.1.1.5.

R {Ozdeg elemanli bir halka olsun. R ye cisim de-

nin, gayet her ag@R~{o} birim ise.

TANZF.1.1.6,

o e e e

K bir cisim ve F de K nin bos olmayan bir - altciimlesi
olsun. F ye K nin altcismi denir,gayet F,k daki operasyon-

lara gd-e bir cisim tegkil ederse.

K bir cisim ve F de K nin bog olmayan bir a.tciimlesi ol=-
sun. F nin K nin bir altciimlesi olmasi igin gerek ve yeter
gart F;

l. + ve = ya nazaran kapali olmalaidir,

2. 1 i ihtiva etmelidir,

3. F, kendisine ait lLier elemanin nepatifini ve ndtr e-

lamandan farkli her elemaninin inversini 'h-iva etuelidir.
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[.2. HALKA HOMOMORF1ZMLER!

iki halka ve ¢ de R, climlesinden R, clim-
lesine bir tasv1r olsun., &: R,* R, talvirlne bomomorf tas-
vir veya homomorfizm denir, gayet & operasyonlari muha-
faza ederse. Kisaca Rl deki operasyonlari +, * ve R, deki
operasyonlari da @,8 ile gisterirsek, ¢: Rl * R, tasvx-—
rine homomorfizm denir, gayet her a ben igin agapidaki

gartlar saglaniyor ige:

1. ®(a+b)=0(a) @ o(b)
2. ¢(a.b)=0(a) @ ®(»)

¢, Rl halkasindan R halkasina bir homomorfizm
ise, bu taktirde R n:ln {x(R 3y¢Rl,¢(g)=x} ¢eklinde
‘tarif edilen altcﬁmlesxne RI in homomorf resmi denir ve

@(Rl) ile gdsterilir.

. . 3 g

1, R2 iki halka ve §: R -%Rz tasviride bir ho-
momorfizm olsun. Bu taktirde,

1. ¢ ye monomorfizm denir,gayet ¢ injektir ise,

2. ® ye epimorfizm denir, gayet ®siirjektir ise,

3. ® ye izomorfizm denim, gayet & bijektif ise,

4. & ye otomorfizm denir, gayet R,=R, ve ¢ bir

izomorfizm 1ige.

TARIF.1.2.3.

1,o2olan iki

halka ve : R, » R, tasviride R, den R, ye bir homomorfizm

Rl ,R2 néitr elemanlariy sirasiyla o

olsun. Bu taktirde,



) 1 R, in {xe RI:G:(x =02} geklinde tarif edi-
len alt ciimlesine ® homomorfizminin ¢ekirdegi denir wve

Ker § ile gisterilir.

2, ¢: Rl + Rz homomorfizmine sifir homomorfizm

denir, gayet ker ®=R, veya ﬁ(R1)=(o2} ise.

3. ¢ bir izomorfizm isge Rl halkasi R2 halka~-

sina izomorftur denir ve bu durum RJE'RZ ile gésterilir.

TEOREM.1.2. =1

Rl’ R, nitr elemanlari sira ile ©,,0, olan iki
halka ve ®: R, * R, tasviride ), den R, ye bir homomorfizm
olsun. Bu taktirde,

1. xer 9, R, in bir althalkasidar,

- Q(Rl), R2 nin bir althalkasidir.

1. Ker @'-{xﬁRl <l>(x)-o y idi. x,y, ker » vye
ait herhangi iki eleman olsun. x,y‘Ker ¢ oldugundan
b(x)= o, ve dry)= ozdlr. Binaenaleyh, ¢ homomorfizm ol-
duundan ®(x.y)= 0, ve O&(x-y'= °, elde edilir ki, bu ise
X=y,x.y@Ker § olduunu ifade eder. Qu halde, teorem.l.-

1.1. e gére Ker 0, R, in bir althalkasidir.

2. (R }.-{xGR2 y€R1,¢(y)—x} 1d1.x1,x e¢'(R )
e ait herhangi iki eleman olsun. X)X, eQ(R ) oldugundan
x —¢(y1) ve x -@(yzj olacak gekilde yl,gzelh mevcuttur,
R, bir halka ve ¢ bir homomorfizm oldugundan X)X X)X,
€R, olup, Q(yl—yz =x,~x, ve @(91 y,)=x,. X, dir. Diger
taraftan Rl bir halka oldugundan Yy:Us0Y,= y2€ R dir.

Dolayisivla X):Xys X,7X,E 0(& ) olup, O(R 1 R, nin alt-
halkasidair.



TEOREM.1.2.2.

R Bzdeg elemanli bir halka ve F de bir cisim ol-
sun. Farzedelimki, R & F dir. Bu taktirde R de cisimdir .
1SPAT.

R ile F arasindaki izomorf tasvir ¢: R+ F olsun.
Her agR~{o} igin a nin birim oldufunu gisterirsek ispat
tamamlanmig olur,

¢ izomorfizm oldufundan her a&R~ {0} ig¢in ®(a)#o
dir. Dolayisiyla her a&R~ {o} igin ®(a)#o oldugundan®(a)
F de birimdir. $u halde,her ag R\ {o} igin:

®(a). (#(a)) '=(d(a)) *.0(a)=1
olacak gekilde bir ve birtek (8(a)) &F eleman1 vardar.
Difer taraftan & bir izomorfizm oldupundan Rabir ve birtek
b&R elemani vardir, 8yleki ®(b)=(®(a)) * dir. Bu b&R
igin O(a.b)=¢(b.a)=¢(b).¢(a)=(°(a))—1.0(a)=1 ve & nin bir
izomorfizm oldupu gbz Oniine alinirsa a.b=b.a=1 elde edi-
lir ki, bu egitlik a€R~{o} elemaninin birim ve inversi-

nin a~ '=b oldugunu ifade eder. Su halde , R cisimdir.

Bir cisimden bir halkaya verilen bir homomorfizm

ya monomorfizmdir yada sifir homomorfizmdi'rIG: Sh.ZBO_] .

R bir halka ve M de R nin bos olmayan bir altciim-
lesi olsun. a€R olmak iizere R nin {a+x:x&M} geklinde ta-
rif edilen altciimlesine M nin yan ciimlesi denir ve a+M i-

le gisterilir.
1.3. IiDEALLER

TARIF.1.3.1.

R bir halka ve I da R nin bos olmayan bir altciim-

lesi olsun. I ya R nin bir ideali denir, gavet her x,y&rI



ve r€R igin x-y€I ve r.x,x.r&I ise.

Tariften giriilliyor ki, I,R nin bir ideali ice r ay-
n1 zamanda R nin bir althalkasidir. Agikar olarak, ¥ nin
nitr elemanindan ibaret olan {o} altciimlesi ile R nin ken-
disi R nin idealidir. Bu ideallere R nin has olmaye ide-

alleri denir.

I,R halkasinin I#{o} ve I#R gartlarini saflayan bir

ideali ise, I ya R nin has ideali denir.

R komiitatif bir halka v: I da R nin bir ideali olsun.
I ya R nin asal ideali denir, gayet a.b &I sertini safliyan
R nin her a,b elemani igin a€ / veya b& I bajintilarindan en

az biri dopru ise.

PARIF.1.3.3.

R komiitatif bir halka ve I da R nin bir has ideali ol-
sun. I ya R nin maksimal ideal: denir, sayet R nin I y1 ihti=~

va eden her J has ideali igin r=Jise.

MIsSAL.1.3.1.

R Bzdeg elemanli komiitatif bir halka ve a# @ da R nin
bir altciimlesi olsun. R nin A y1 ihtiva eden biitiin | lealleri-
nin arakesiti R nin bir idealidir. Bu ideale A tarafindan tev-
lit edilen ideal denir ve (A) ile g8sterilir. Kolayli:kla gé-
riiliir ki, (A) asafidaki Bzellikleri haizdir:

1+ CLY.R Rin A y1 ihtiva eden en kiigilk ideali'ir,

2- (A)={ ffigai :rie R’ al‘A }
R nin sonlu { al,az,...,an} altciimlesi taraf ndan tev~

lit edilen ideali (al,az,....,:n) ile gbsterilir,



MISAL.1.3.2.

R tzdeg elemanli komitatif bir halka ve M de R nin
bog olmayan bir altciimlesi olsun. ag R olmak fizere R nin a,
M yi ihtiva eden ideallerinin arakesiti R nin bir ideali-
dir ve bu ideal (a,M) ile gdsterilir. Bu tariften kolayca
agapidaki Bzellikler ispat edilir:

1. (a,M),R nin a ve M yi ihtiva eden en kiiglik i=-
dealidir, '

2. (a,M= fa.r+z r;.mg : r,r.€R, eM}

=1 3 b o
3, M,R nin bir 1deah ise (a,M)={a.r+m: r&R,ma M},

WIFI 3.4.

R bzdeg elemanli komiitatif bir halka ve a&R olsun.
(a) idealine, R nin a tarafindan tevlit edilen asli ideali

denir.

R Bzdeg elemanli komiitatif bir halka ve (&) da Rnin
has bir asli ideali olsun. (a) asli idealine R nin maksimal
asli ideali denir, gayet R nin (a)C (b) sartini  sagliyan
her has (b) asli ideali igin (a)=(b) ise.

TBOREN.1.3.1.

R zdeg elemanli komiitatif bir halka ve I da R nin
bir has ideali olsun. I idealinin maksimal olmasi igin gerek
ve yeter gart, her agR~I i¢in (a,I)=R olmasidir.

I ideali maksimal ise her agR~7T igin (a,I)=R dir.
Aksini farzedelim,.en az bir a @R~I Myin (ao,I)g R olsun.
Bu taktirde (a »I),R nin I y1 ihtiva eden has bir idealidir.
Y ideali makslmal ve Ic:(a +»I) oldugundan I-(a »I) elde edi-

lir, a ER~I oldupundan a ¢I dir. Halbuki I-(a »I) egitligi



bize a €I oldugunu gdsterir ki bu bir tezattir.$u halde her
a€R~I igin (a,I)=R olmak zorundadir.

Kargit olarak, her agR~I igin (a,I)=R ise I ide-
ali maksimaldir. Farz edelimki I ideali maksimal olmasin.
Bu taktirde R 8zdeg elemanli bir komiitatif halka oldupun -
dan R nin Iyi ihtiva eden bir J maksimal ideali mevcut-
tur[ll:Sh.393]. IC J veI maksimal olmadifindan J~I# @ o-
lup, J de I ya ait olmayan a, gibi bir eleman mevcuttur.
JyR nin bir ideali ve a «J oldygundan (ao,I)=.7 dir. Diger
taraftan ao¢1 oldufundan hipoteze pgire (aO,I)=Rdir. Bulu-
nan son iki esitlikten J=R elde edilirki; bu J nin maksi-
mal oluguna aykiridir. Su halde I ideali maksimal olmak

zorundadair.

TEOREM.1.3.2,

R Bzdeg elemanli komiitatif bir halka ve I da Rnin
bir maksimal ideali olsun. Bu taktirde I,R nin bir asal ide-
alidir,

Farzedelim ki, I ideali asal olmasin. Bu taktirde
a.b&1I oldufu halde a¢ I ve b¢ I olan R ait en az bir a,b
Gifti meveuttur. 7 ideali maksimal ve ag I oldupundan ¥nce-
ki teoreme gbre ( a,I)=R dir. R bzdeg elemanli oldugundan
R nin 1 8zdes cleman1 (a,I) idealine aittir, Su halde,mis -
al.1.3.2, ye gbre 1=a.r+m olacak gekilde r&R ve m& I ela -
manlari mevcuttur. Buradan a.b,me7I ve I nin ideal oldugu
gtz Oniine alinirsa b=b.1=1.b=(a.b).r+m.b &I elde edilir ki
bu bgr1 faraziyesine aykiridir. Su halde, 1 ideali asal

olmak zorundadir.
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I.4, BOLUM HA.  KASTI

R Gzdeg elemanli kom.ratif bir halka I da . nin
bir ideali olsun. a,bER i¢in a-b& I ise a kongriienttir
b Modilo I denir ve bu durum a*h Mod(I) ile gisterilir.Ko-
laylikla gdriiliir ki, bu gekilde tarif edilen = bagintisi
bir egdeperlik ba§intisi olup, R yi ayrik kalan siniflari-
na leer[S:Sh.Z_]. Agik olarak a&R yi ihtiva eden ayrik ka-
lan sinifa [a] ile gisterilirse, [q]=a+r dir.

R nin = egdeferlik bapintisina gére biitiin ayrik
kalan siniflarindan meydana gelen climleyi R/I ile gb-tere-
lim. R/I da toplama ve garpma operasvonlari [a],[b]EE R/I
igin,

[a]+[b]:=[a+b] ve [a]. [b] :=[a.b]
geklinde tarif edilirse( Bu gekilde tarif edilen toplama
ve carpma operasyOnlar1 iyi tariflidir, yani siniflar: tem-
8il eden elemanlara defil sadece siniilara bagladar). R/I
bu operasyonlara gre Bzdeg elcmanli komiitatif bir halka
tegkil ed'r[IZ:Sh.186—18iJ. R/i ya& R nin I idealine gdre
bélim halkasi denir.R nitr elemani o ve Bzdeg eleman: 1 i-
le gésterilirse, R/I nin nidtr ve 8zdeg elemanlari sirasiy-

la [o]:I ’ [1]=1+I ayrik kalan siniflaridar,

TEOREM.1.4.1.

R Ozdeg elemanliy komiitatif bir halka ve I da Rnin
bir has ideali olsun, I idealir in maksimal olmasi igin ge-

rek ve yeter gart, R/I nin cisim olmasidir,
I ideali maksimal ise 2/7I cisimdir.[é],R/I |1n[o]
den farkli bir eleman: olsun.[al#[o]zr oldugundan a¢ r dar.

Diper taraftan I ideali maksimal oldugundan teorem.1.3.1 e

gre (a,I)=R dir. §u halde R nin 1 ozdeg elemani (a,r) ide-



aline ait olup, 1=a.bem olacak gekilde bR ve me I ela-
manlari mevcuttur. m& I olduffjundan [m]=[o]=r dir. Biaaen -
aleh 1=a.b+m egitliginden [a].[b]=[1] elde edilirki, buda
R/I nin nbtr elemandan farkli her elemanimin birim oldufu-

nu ifade eder. §u halde,R/I bir cisimdir,

Tersine olarak R/I cisim ise I ideali maksimaldir .
a,RNI ya ait keyfi bir eleman olsun. ga@€R™I oldufundan
[a]!![o] dir. Su halde R/I nin cisim oldufu ghz Bnline ali-
nirsa [1 'J=[a].[b]=[a.b] olacak gekilde bir [b]eR/r ka-
lan sinifi mevcuttur. [1]=[a.b] oldujundan 1Za.b Mod(I) o-
lup, 1=a.b+m olacak gekilde bir m&@I elemaninin mevcut ol-
duunu gosterir ki, buda 1€&(a,I) yani (a,I)=R oldufunu
gisterir. ag@ R~T keyfi ve (a,I)=R oldupundan teorem.l.3.1

e gbre I ideali maksimaldir.




BULOM- 11
GENEL TOPOLOUJT

I.1. TOPOLOJIK vzAYLAR [5].

TARIF.2.1.1.

Elemanlarina nokt1 adi ve=ilen bir ¢ climlesine u-~
zay denir. A, G uzayinin bir a.cciimles: olsun. G nir {x& G:
x¢A} geklinde tarif edilen altclimlesine A nm @ ye gére bii-
tiinleyeni denir ve G~2a notasyonu ile gisterilir,

G#@ bir uzay ve ¥ de G nin altciimlelerinlen me y-
dana gelen bir aile olsun, X Y G de hir topoloji tarif edi-
yor veya G, bir y topolojik striiktiiriing haizdir denirc, gayet
X agajsdald gartlary sapglar ise:

1. 6,dey dir,

2. X ye ait herhangi bir altciimle Iole Isiyonunmbii -
legimi yine y ye aittir.

3. X ye ait herhangi bir sonlu altciimle le siyo-

nummara lesiti  yine y ve sittir,

G# P olan bir uzay ve X de @ fizerinde bir topolo-
jik strii ®iir olsun. Bu taktirde (G,x) giftine toj:olnj.ik
uzay denir. Gbriiliiyorki, bir topolojikuzay bog olmayan bir
6 uzayive bir } tonolojisi nlmak {izere “fi “ey en miie
tegekkildir,

(G,X) bir tovolojik uzav ice X nin elemanla-
rina ¢ nin agik altciimleleri denir ve umumiyetle O harfi

ile gbsterilir,



TARIF.2.1.3.

- —

(G,X) bir topolojik wuzay ve AcG olsun. 2 ya

G nin kapali altciimlesi deair, gayet G=~A ag % ise.

Agtk ve kapali cilimlelerin tariflerinden gdrillii=-
yorki, bir (G,Xx) topolojik uzaymda G ve @ hem ag 1% ve
hemde kapal 1 altciimlelerdir.

(G,%) bir topolojik wuzay ve A da G nin bog ol-
mayan bir altciimlesi olsun. Bu tak.tirde A nin altciimle-
lerinden ibaret olan )(1:={Ano. 0€ X} kole kiyonu A ii-
zerinde bir topoloji tarif eder. Bu topolojiye ¥ nin A
da intag ettifi RSlatif topoloji denir.

TARIF.2.1.4.

(GyX) bir topolojik uzay olsun. (G,X) ye Haus-
dorff uzayi denir, gayet 'p # ¢ sartini sagliyan G nin
her elemani igin g g = tim liyan 0 <0

pf"\q @ gartim gagluyan p\,qﬁx
agik climleleri mevcut ise (pEOp,QEOq).

TARIF.2.1.5.

- 2 o

(GyX) bir topolojik uzay ve A¢G olsun. G nin
bir v altciimlesine A nin bir civar denir, sayet G
nin ACOCV sartin: safliyan en az bir o agik altciim-

lesi mevecut ise,

A min G nin sadece birtek p no kasindan i-
baret olmas 1 halinde bu civar umumivetle V(p) ile giHste-
rilir,

YARIF.2.1.6;

(Gy%) tovolojik wuzayina irtibatlidsr denir,sa-
yet G arelesiti bog olsm bagtan fark¥s iki ag % alt-




climlesinin birlegimi olarak ifade edilemez ise,

G nin bog olmayan bir A altciimlesine irtibatli-
dir denir, gayet A rélatif topolojide irtibatly ise,.

G min irtibatli ve agik olan bir altclimlesine

bélge denir,

TARIF.2.1.7.

——— ——

(GyX) bir topolojik uzay ve A da bir indeks ( i-
garet) ciimlesi olsun. Y nin {Oﬁ}AGA alt ailesine G nin
agik ortmesi denir, sayet G=*?’iok ise,

G nin {OA}AGA agik Srtmesine sonludur denir,ga-
yet A indeks cilimlesi sonlu ige.

TARIF.2.1.8.

——— ———

(GyX) topolojik uzayin.a kompakttir denir, gavet
‘G nin herhangi. bir agik &rtmesinden sonlu bir altdrtume

Gikarilabilir isge.

¢ nin bir altciimlesine kompakttir denir,sayet
bu altciimle rélatif topolojide kompakt ise.

TARIF.2.1.9.

(6,X) bir Hausdorff uzay: olsun. (G,%) uzayina
Normal Uzay denir,.zszet G de arakesitleri bog olan X

Y gibi herhangi ikiMilteiimle verildiginde XCOI.YC o,

ve Olf"\O:: ® sartlarin: sagliyan o, »OLX agik ciimlele-
ri mevcut ise[6:Sh.242].

(GyX) Kompakt bir Hausdorff uzayi ise, (G, y)
uzayi normaldir[G:Sh.ZhSJ.

Bir karisikliga meydan verilmedikge, (G,x) to-

polojik uzay: sadece ¢ ile gosterilir,
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2.2, TOPOLOJIK UZAYLAPDA SUREKL1 FONKSTYONLAP, ,

X,¥ iki topolojik uzay ve f de X uzayindan vy uza-
yina bir tasvir olsun, f: x + y tasvirine pex noktasinda
slireklidir denir, §ayet p'=f(p)c Y noktasinin her v'(p’)
civari ig¢in p nin £(V)C V' gartim safliyan en az birtek

V=V(p) ecivari mevcut ise,

f: X+ Y tasvirine x de sireklidir denir, fayet

f tasviri X uzayinin her noktasinda siirekli ige.

X,x' iki topolojik uzay ve A,A' de sira ile XX "
uzaylarinin bog olmayan altciimle’eri olsun. & dan A'ye ve-
rilen bir r:2 + 2+ tasvirinin siiceklilipi incelenirken A,

A' rélatif topolojik uzaylar olarak g6z Bniine alinir,

X,¥ iki topolojik uzay ve f de X uzayindan vy y-
zayina bir tasvir olsun, fix -+ Y tasvirine homeomorfizn ve~-
ya topolojik tasvir denir, gayet £ agagidaki gartlara sap-

liyor ige:

1. f tasviri bijektiftir,
2. £, £ tasvirleri siireklidir.

X,v iki topolojik uzay ve f:X + vy tasviride bir
homeomorfizm olsun. Bu taktirde x topolojik uzay: y uzayina

homeomorftur denir.

Stirekli bir tasvir, irtibatl: ciimleleri irtibatly
climlelere ve kompakt ciimleleri de kompakt ciimlelere dénlig-
tiiriir. Topolojik tasvirler ise duha fazla olarak, agik ciim-
leleri agik ciimlelere ve kapali ciimleleri de kapali ciimlele-
re doniigtirir[5:8h.429 ],
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Bu pragrafin geriye kaian kisminda Riemann Yiuzey-

leri hakkinda bilgi veo’lenctt!?

TARIF.2.2.3.

Rl T e p——

L0, ¢ kompleks diizl minde iki bBlge olsun. D,
bilgesi D, bélgesine konform egdaferdir denir ve Dleb, ya-
zilir, gayet D bblgeslnden D, bilgesine bijektif ve aali-

tik bir v Dlﬂ D2 fonksiont mevcut ise.

Agikar olarak DleD2 ise D2=D1 (5 § 2F

'T'QRI’F dedsd,

R irtibatli Lir Hausdorff uzayi olsun.R ye Rie-
mann Yiizeyi denir, savet agafidaki gartlar saglaniyor=a :
1."R nin her P, noktasinin enaz bir Nb agik ci-
vari vardir, 8yleki bu N acik civari z =w (g) olmak {i-
zere z=*p(p) topolojik tasviri ile kompleks diizlemin uy-

gun bir ° Uf.—{z C: |z mo[\h} agik Jlairesine homeomorftur,

N c R agik ciimlesine p, merkezli parametre dai-

resi ve z—v'(p) tasvirine de P, noktasina ait Lokal pa-

P,
rametre denir,

2. N ve N, ,Rnin N ,-\Nb, # @ gartin1  saj-
liyan iki paramét.re dafresi ve bu ° pargmetre dairelerine
ait homeomorfizmler sira ile Vv vey , ise ¢(z)= (w ew (z)

) o
tasviri tarif bslgesinde analitiktir, yani y (¥

:f“”p:
WPIN ~N_,) bdlgeleri kompleks diizlemde konform egdegerdir,
s B b

) ve

% bir Riemann Yiizeyi, rER ve Nb, z=¢p(p) da s1-
ra ile p, noktasina ait parametre dairesi ve®1lokal® paramet-

reyi gbstersin, z=y (p) lokal parametresi altinda her PEN
noktas+na kompleks “0 diizleénde birtek nokta tekabiil eder.Po
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Bu itibarla peﬂp noktasi ile bunun lpp tasviri altindaki
z resmi Bzdeg kabu? edilebilir. Keza Nbo parametre daire-

si ile U, agik daireside 8zdeg kabul edflebilir.

Kompleks diizlemde bir ; bélgesi, her z&D nokta-
s1 igin N, parametre daireleri olarak z, noktasinin Dnin
iginde bulﬁnan agik daireleri ve WzﬁlJ lokal paramctre-
leri olarakta wz(z):=j(z):= z Jzdeg ofbnksiyonu alinirsa,

D bir Riemann Yugeyi olur,

TARIF.2.2.5.

R bir Riemann ylizeyi ve F de R {izerinde tarif e-
dilmig kompleks degerli bir fonksiyon olsun. F ye R e a-
nalitiktir denir, gayet her pER icin f(z): -(Pow Y (z)

fonksiyonu U, de analitik ise. Fo

TARIR.2.2.6.

Rl R2 iki Riemann ylizeyi ve F de Rl den 8 ye sii-

rekli bir tasvir olsun. F: RI*Rz tasvirine R de anallt1k-

tir denir, gayet her P G’R igin p'--F(p ) olmak lizere
W(z).-(wp ep.wp ) (2) fonkslyonu tarif b&lges1nde analitik

s o o
lge.

PARIF.2.2.7.

R, R, iki Piemann yiizevi olsun. R)sR, ye kon-

form egdegerdir denir ve R,*R, vazilir, gayet R, den R,

ye bijektif ve analitik bir Y: hl+ Rz tasviri meveut ise.

Agik olarak R =R, ise R2=Rl air,
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2.3. SUREKLI FONKSIYO ! HALKALARI

X bir topolojik uzay ve c(x) de x lizerinde tarif
edilmig lLompleks depferli biitiin siirekli fonksiyonlarin ciim-
lesi olsun. F,G&cC(x) igin bu fonksiyonlarin rFiG toplami

ve F.G carpim, her p&x igin;

(F+G) (p) :=F(p)+&(p),
(F.G) (p) :=F(p).G(p,

geklinde tarif edilirse, C(x) bu iki operasyona gre 8z~
deg elemanli:komiitatif bir halka tegkil eder. Her pe x i-
¢in sabit bir cec deferini alan fonksiyon & ile gl ite=
rilirse , C(X) halkasinin ndtr ve tzdeg elemanlari sira

ile o,1 fonksiyonlaridir.

X bir topolojik uzay ve P€ X olsun. Bu taktirde
C(x) in .rp.-:{recrx;.-rrpr-o} geklinde tarif edilen alt-

climlesi C(X) in bir maksimal idealidir.

Agik olarak Ip’, C(x) i1 bir idealidir. Diger ta-
raftan &: C(X) » @ tasviri her F&C(X) igin §(F):=F(p)
geklinde tarif edilirse; ¥ rasviri bir epimorfizm olup,
Ker 4>=Ip dir. 8te yandan C(x)/rp:d‘ dir[l2:5h.189 ] C
cisim ve C(X)/Ip.'—:t oldugundan teorem.1.2.2. ye gire,C(X)/I
b&liim halkasi bir cisi.mdir. Binaenaleyh teorem.1.4.1. den
dolaya .rp, C(X) in bir maksimal idealidir.

X, Kompakt bir Hausdorff uzayl ise C(X) in maksi-

mal idealleri agagidaki teorem ile karakterize edilirler .
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- 7

X Kompakt bir Hausdorff uzay: otsun. Bu taktirde
C(X) in her maksimal ideali Ip tipindedir(yani uygun bir
PEX igin Ip ye egittir) ve C(X) in biitiin maksimal ide-
allerinin Q uzayi ile X arasinda bijektif bir tek@biil var-

dir,

Diper taraftan iki kompakt Hausdorff uzayinin ho-
meomorf olmasi, bu uzaylar {izerinde tarif edilmig  biitiln
kompleks deperli siirekli fonksiyon halkalari ile agafidaki

teorem ile karakterize edilir.

¥ ,¥ 1ki kompakt Hausdorff uzayi olsun. X,Y uzay-
larinin homeomorf olmasi igin gerek ve yeter gart,C(x)zC(Y)

olmasidar.

2.4, SIFIR cUMLELER]

X Bir topolojik uzay ve C(x) de X iizerinde tarif
edilmig biitiin kompleks degerli siirekli fonksiyonlarin hal-

kasi olsun.

TARIF.2.4.1.

—

FE&C(X) olsun. F fonksiyonunun sifir ctimlesi diye
X uzayinin {p€ X:F(p)=o} seklinde tarif edilen altciimlesine
denir ve Z(F) ile gbsterilir, Sifir ciimlelerini cebirsel
climleler olarak telakki edecefiz. p&€Z(F) noktasina F nin
basit sifir noktasi denir, gsayet p noktasi1 Z(F) de bir defa

vukubuluyor ise.

TARIF.2.4.2.

FEC(X) fonksiyonuna Lirimdir denir, yanliz ve yan~
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FEC(X) olsun, F fonksiyonunun konjiigesi diye, her
p&Xigin F(p) degerini alan fonksiyona denir ve F ile gés~
terilir. Su halde tarife ghre , her p€x icin (®)(p)=F(p)dir.

TARIF.2.4.4.

F&C(X) olsun. r fonksiyonunun modiilii diye, her p&x
igin |F(p)| deflerini alan fonksiyona denir ve [F| ile gtis-
terilir.Binaenaleh, tarife gére her peX igin |F|(p)=|F(p)]
dir,

Diper taraftan kolayca gdriiliir ki, FE€EC(Xx) ise |F|,
Fe&c(x) olup; |F|%=F.F dir.

e — ——

dir,

PEZ(F)2Z(G) keyfi bir nokta olsun. p&2z(Fl—z(G)ol-
dugundan #(p)=o , G(p)= o dir. Dolayvisiyla |F(p)|2=o, [G(p)lz--o
olup; PGZ(IFPi’IG[z) dir. p€2Z(F)~Z(G) keyfi oldugundan

Z(Fi~z(G)C z([F|*+|6|%) ....(,) elde edilir.

Diger taraftan qe&z(|r|?+|c|?) kevfi bir eleman olsun.
qu(|F|2+|GI2) oldugundan (|F|2+|G[2J(q)=o dir, Bu egitlikten
IF(q)lzzo ve |G(q}|2=o elde edilir ki; bu ise F(g)=o ve G(g)=o
oldufunu gbsterir. Su halde gEZ(F)rZ(G) dir, Jaz(lf‘|2+|6|2)
keyfi oldufundan,

2(|F|*+|6|*)c 2(F)mzZ(6) ....(n) elde edilir,

(), (m) dan z(F)~z(G)=2(|F|%+|G|?) elde edilir.
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Benzer gekilde gdsterilirki, z(F)~2(G)=2(|F|+|G]).

X bir topolojik uzay ve C(X) de X {izerinde tarif e-
dilmig kompleks degerli blitiin siirekli fonksiyonlarin halkasi
olsun. Farzedelim ki, X topolojik uzayi ile C(X) halkasinin
biitiin maksimal ideallerinin {} uzayi arasinda bijektif bir te-
kabiil meveuttur. Bu taktirde FI,FZ,...,Fn‘ c(x), i#j igin
Z(Fi)f-\zrrj)-' ® sgartini sapliyan n-tane fonksiyon ise; C(X)

el 2 a
fonksiyonlari mevcuttur.

de P..E.+F..E.+...+F .E =1 olacak gekilde n-tane E, ,F, ,...E
n' n 1252 n

2.5. ANALITIK FONKSIYON HALKALARI

R bir Riemann Yiizeyi ve A(R) de R lizerinde rarif e-
dilmig kompleks deperli biitiin analitik fonksiyonlarin ciimle-
si olsun, Her pgR sabit bir c(c& €) degerini alan fonksiyon
c ile gosterilir ve F,GE€A(R) igin bu fonksiyonlarin F+6 toir-

lam: ile F.G garpimi her p&R iginy

(F+G) (p) :=F(p)+G(p), (F.G)(p):=F(p).G(p)
geklinde tarif edilirse, A(R) Bzdeg elemanli komiitatif bir
halka teskil eder. A(R) halkasinin ndtr ve tzdeg elemanlari

gsira ile o ve 1 sabit fonksiyonlaridar.

————

F&A(R) olsun.F fonksiyonunun sifir cimlesi diye,R
nin {pE€R: F(p)=o0} seklinde tarif edilen altciimlesine denir
ve Z(F)ile gbsterilir.

poez(r) olsun. P, noktasina F fonksiyonunun m.mer-

tebed £ i deni 2t p= .
ebeden sifir yeri denir, gayet z wP(p) P, merkezli Npo para-

metre dairesini kompleks diizlemde Ur:={zet:|z-zo|«‘.r} ag1k
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dairesine topolojik resmeden 1okal parametre olmak iizere (
zo=wp(p°) ) bir m 3 1 tamsayis: ve agagidaki gartlari sag-
liyan® "V, de analitik bir g(z) fonksiyonu meveut igp:

- i g(zo) #o dar,

2. Her ztur igin, (F°w;‘1)(z)=(z-zo)”’.g(z) dir,
o
P& Z(F) noktasina F fonksiyonunun basit sifir ye-

ri denir, gayet m=1 ige,.

TARIF.2.5.2. [3]

FE€A(R) fonksiyonuna birim denir, yanliz ve yanliz
Z(F)=0 ige,

TARIF.2.5.3. [3]

F,GEA(R) olsun. F fonksiyonu ¢ yi b&ler diyoruz ,
yanliz ve yanliz z(p)c 2(G) ise.

Florack gdstermigtir ki; R Riemann yiizeyinde herhan~-
gibir P_E R noktasi verildipinde, R\.{po} 1n her noktasinda
sifirdan farkli olan ve b_€R noktasinda basit sifir yeri o =
lan bir rFe€a(r) fonksiyonu mevcuttur[l@] .

BEMMA.2.5.1. [7:5h.270)

Fl,rz,...,rneam), i#j icin Z(Fl.)ﬁz(f'j)# sartini
safliyan n-tane fonksiyon olsun.Bu taktirde A(R) de Pl'El 4

FZ'E2+""+'n'En=1 olacak gekil.de n- tane EJ'EJ?"' .,x:.n fonk~

siyonlari mevecuttur,

Rl’Rz konform egdeger iki Riemann yizeyi olsun. By
taktirde A(R,) & A(R,) dir,

R1=R2 oldubundan Rl den R2 ye bijektif ve analitik



23

bir y: R,* R, tasviri mevcuttur. o: A(Rl) - A(R2) tasviri
her FEA(R,) igin ®(F):=Fey™" geklinde tarif edilirse,®
tasviri bir izomorfizm olup; A(RI)EA(R2J elde edilir.

Tersine olarak A(Rl),A(Rz) halkalari arasinda sa-
bitleri muhafaza eden bir izomorfizm mevcut ise R,» R, Pi-

emann Yiizeyleri konform eqdeﬁerdir[?:Sh.Z?ZJ.

A(R) de basit sifair yerlerinin karakterizas-

yonu agafidaki teorem ile ifade edilir.

TBOREM.2.5.1. [3:5h.6].
F&€A(R) ve I = (F) oleun. F nin R de sadece bir
tek basit sifiri olmasi igin gerek ve yeter sart A(R)ynin

€ kompleks sayilar cismine izomorf bir cisim olmasidir.




BOLUM- 111

RIEMAMN YUZEYLERINIM CFRIRSEL KARAKTER T zASYONU
VE
ONTFORMIZASYON TEOREMT

Bu galigmamizda, D:={zg¢c:|z|<1} tarif edilmig komp-
leks tek deperli analitik fonksiyonlarin a(p) halkasindan,
bir R I-Boyutlu (okkatlisi lizerinde tarif edilmig kompleks dep-
erli biitiin siirekli fonksiyonlarin c(r) halkasina bazi gartla-
ra tabi bir izomorfizm yardimiyla, R nin basit irtibatl: bir
Riemann Yiizeyine intikalini gisterecepiz, Ayrica C(R) halkasin-

da basit sifair yerlerinin  bir karakterizasyonunu verecefiz,

3.1. TARIFLER

TARIF.3,1.1.

—————

R bir Hausdorff topolojik wuzayy olsun. R ye I-Boyutly
(okkatli denir, gayet R nin her p, noktasinin en az bir yp a-
g1k civar: zo=wp(p°) olmak iize-e z=y (p) tasviri ile komp?eks
diizlemin bir Ur:=o{z€ C: Iz-zolf r} ° acik dairesine homeo -

morf ige,

N  agik civarina P, merkezli parametre dairesi wve
z=yp(p) tasVirinede p, noktasina ait lokal parametred. nir, R
tizerTndeki bir p noktasini bu noktanin ait oldugu ¥  civarina
ait wp lokal parametre tagviri altinda aldig: dei@? ile §z-
des kabil edecefiz. Biylece p yi ihtiva eden yp ile U, bzdeg

kabul edilmig olur. ©

- ———————

N, parametre daireleri olarak,z0 merkezli agik dai -
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reler ve wz(zJ lokal parametreleri olarakta her ze& ¢ igin
j(zg) :=2 @ tizdeg fonksiyonu alinirsa € kompleks diizlemi
bir l-Boyutlu Cokkatli olur,

TARIF.3.1.2.

R, l-Boyutlu gokkatlisi {izerinde tarif edilmig
biitlin slirekli kompleks degerli fonksiyonlarin halkas. C(R)
olsun, Her p€R igin p noktasinin ait oldufu Np parametre
dairesine ait lokal parametre z=¢p(p) olmak iizefe N da
J(p)z(J°¢;1)(z)=j(z)=z degerini  “alan J fonksiyonufa R

de tarif1i® tzdeg fonksiyon denir.

Agik olarak JEC(R) dir.

C(R), bir R 1-Boyutlu gokkatlisi {izerinde tarif
edilmig biitiin siirekli fonksiyonlarin halkasi olsun. C(R)
halkasina Florack-Ulugay hassasini haizdir denir, sgayet

agapidaki gartlar saplaniyor ise:

1. Her p€R igin p noktasinda birtek basit sifir
yeri olan ve R nin diper noktalarinda sifirdan farklr o-

lan bir FﬁEC{R} fonksiyonu mevcuttur,

2, GEC(R) ve p€R igin G(p)= o ise G,Fp nin bir
katidir, yani G=H.F, olacak sekilde bir HEC(R) fonksi-

yonu mevcuttur,

3.2. RIEMANN YUZEYLERININ CEBIRSEL KARAKTERIZAS=
NU VE ONEFORMizZASYON TEOREME.

C(R), R 1-Boyutlu gokkatlisi iizerinde tarif edilen
kompleks deperli biitiin siirekli fonksiyonlarin Florack-Ulu-

cay hassasini haiz halkasi olsun. Bu taktirde:
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LEMMA.3.2.1.

el L T ——

/nin herbir p nokiasy .a C(R) uin I i={p :F(p)=o)}
maksimal idealine egit olan bir maksimal asll ideal teka -
biil eder.

1SPAT.

PsR nin keyfi bir noktasi olsun.C(R) Florack-uvgu-
¢ay hassasini haiz oldugundan P€R igin birtek basit g1-
fir noktasi olan ve R nin diger noktalarinda sifirdan fark-
11 olan bir FGC(R) fonksiyonu mevcuttur, 8yleki p &R nokta-

sinda sifir olan her fonksiyon Fp nin bir katidir,

C(R) nin (F ) asli idealini g8z Gniine alalim. tddi-
a ediyoruz ki er) asl1 ideali, maksimal asli ideal olup r
ye egittir, F (p)=o oldupundan.zqt(F ) dir, Dolayisiyla (p L
C(R) nin las bir asli idealidir, (G), C(R) nin (P ) yi 1ht1va
eden herhangi bir has asli ideali olsun. (G)# C(R) oldugun-
dan  2(@)# @ dir. Aksi halde ¢ birim olup, 1&(G) elde edilir-
ki bu durum; (g)# C(R) olmasina aykiridir. (F JC (G) oldupwn-
dan Fh— G.H olacak gekilde bir i/ &€c(Rr) fonkslyonu mevcuttur,
Fp fonksiyonu p€R noktasinda basit si1fir yerini haiz ve R
nin diper noktalarinda sifirdan farkli oldupundan sz G.H e~
gitlipinden G(p)= o ve z(H)= @ clde edilir. Gu halde f.,Fan.n
bir kati olup (G)C(Fp) dir., Ote yandan (F )C (G) oldupun-
lan (F) (G) elde edilir. o halde, (Fp) C(R) nin bir maksgi-
nal asll idealidir. pER noktas: nda sifir olan her fonksiyon

"

" nin bir kat: oldupundan agik olarak Ip: (Fp) dir,

Dijfer taraftan kolayca giriiliirki; P,JER ve p#g igin
" # I dir.
p q
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LEMMA,.3,2.2.

(G) y C(R) nin herhengibir ma“simal asli ideali ol-
sun. Bu taktirde G nin R de sadece birtek basit sifir nok-

tasi1 vardir ve G ,R nin diper noktalarinda sifirdan farkladar.

1spar.

(G)y C(R) nin maksimal asli ideali oldugundan (G) i-
deali C(R) den farklidir. Dolayisiyla 2(G)# @ olur. Aksi hal-
de G birim olup;(G)= C(R) elde edilir ki bu bir tezartar,

P€ Z(G) olsun. C(R) Florack-Ulugay hassasini haiz oldupundan
P€Z(G) (p& R) noktasinda birtek basit sifir noktasi olan ve
RN {p) de sifiruan farkli olan bir P eEC(R) fonusiyonu wvar-
dir, dyleki pe&R de sifir olan her fonkslyon I-‘p nin hHir ka-
tidir. §u halde g, Fp nin bir kati olup (G)C:(F ) elde edilir,
(F ), C(R) nin bir has asli ideali, (G)(:(F i} ve (G) maksimal
asll ideal oldugundan (G)= (F ) elde ed111r Bu egitlik ige
PER noktasinin G fonkalyonunu’ bir tek basit sifir yeri oldu-
funu ve G nin R nin difer noktalarxnda sifirdan farkl: oldupunu

gosterir.

TEOREM.S3.2.1.

A(D), kompleks diizlemde D:=(z€t:|z|<1} agik birim da-
iresi lizerinde tarif edilmig kompleks deFerli biitiin analitik
fonksiyonlarin halkasi ve $:a(D) + c(R) tasviride her cg¢ igin
®(c)= ¢ sartinin sagliyan bir izomorfizm olsun. Bu taktirde R

bir Riemann Yiizeyidir.

a@ €D herhangibir nokta olsun. Bu taktirde A(p) halkasi-
nin Ia:={1'e.‘A(D):f(a)= o } geklinde tarif edilen altciimlesi A(D)

halkasinda f*=j-a fonksiyonu tarafindan tevlit edilen bir mak-
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simal asli idealdir [1:8h.72]. @:a(p) » c(Rr) tasviri bir i-
zomorfizm oldupundan & tasviri altinda A(D) nin I maksimal
asli idealinin resmi » C(R) nin bir maksimal aslx idealidir,
§u halde Lemma.3.2.1 ve Lemma.}.2.2. den dolay: @[Ia]-I o-
lacak gekilde R de bir tek a€ R noktasi mevcuttur.Her €D
icin a@R , ¢[I“]= Ia gartini safliyan nokta olmak {izere
a:=y(a) koyarak Y: D + R tasvirini tarif edelim. Her ag R i-
¢in Ia lLemma.3.2.1. ye gbre C(R) nin bir maksimal asli idea-
li oldugundan ¢-J[IJ » A(D) nin bir maksimal asli ideali o-
lup; d"l[Ia]: Lo olacak gekilde birtek a&D noktasi mevcut-
tur[q.A(D), C(R) nin maksimal asli ideallerinin bu gekilde ve
¢ tasvirinin de bijektif oldugu gbz Bniine alinirsa y:D + R

tasvirinin bijektif oldupu gériiliir.

Diger taraftan, JEC(R) fonksiyonunu g8z Uniine ala-
lim. f,EA(D) ile ® izomorfizmi ile J ye resmedilen fonksiyo=-
nu gdsterelim, yani fo=¢-1(J) olsun. Herhangibir a&D nokta-
81 igin fﬁ- fo(aJl'Ia olup; bar f_(a) fonksiyonunun ¢ tasvi-
ri altindaki resmi a:=y(a) olmak fizere Iaidealine aittir ,

yani:

tb(fo-fga) )=0 (fo)-fo(a)=a—fo (a)Eg Iazy(a)

dir. Ozellikle a=y(a) noktasini ihtiva eden parametre dairesi
gbzbniine alinirsa Y(a)=f (a) elde edilir. o &D keyfi oldup-
undan her o@D igin Y(a)—f(a) elde edilir. f €A(D) oldufun-
dan Y:D + R tasviri analltlktlr Dolayisiyla sureklldlr. D
irtibatly ve ¥y bijektif, siirekli oldugundan R de irtibatlidir.
bte yandan Y ':R + D tasviri de bijektif ve analitiktir. R,
irbibatly bir l-boyutlu gokkatly ve Yy ':R » D tasgviri bijektif

ve analitik oldufundan R bir Riemann Yiizeyidir,
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——

Teorem.3.2.1. in neticesi olarak Y"I:R + D rasvi-
ri bijektif ve analitik oldufjundan R=D dir. Halbuki D, ba-

sit irtibatlidir. Bolayisiyla R de basit irtibatladar.

Biylece cebirsel metc:larla basit irtibatl: agik
bir Riemann Yiizeyini,cebirsel mototlarla agik birim daireye

konform tasvir edildipini gbstermig olduk.

NETICE.3.2.1.

A(R)EC(R) dir.

_ Teorem.3.2.1. in neticesi olarak R=D dir. Lemma.
2.5.2. den dolayr A(R) ®a(D) olur. Halbuki A(D) = C(R)
oldupundan A(R) = C(R) elde edilir.

Teorem.3.2.1. Piemann Yiizeylerine genellegtirilir.

TEOREM.3.2.3.

R' agik bir Riemann Yiizeyi ve A¢R') de R' {izerinde
tarifli kompleks degerli biitlin analitik fonksiyonlarin halka-
s1 olsun. Farzedelim ki, A(R') den C(R) ye her ce€ igind(c)=c
gartin1 sajliyan bir $:A(R’') » C(R) izomorfizmi mevcuttur.

Bu taktirde R,bir Riemann Yiizeyidir.

R' niin herhangibir p’' noktasina A(R') niin bir Ip'
maksimal asli ideali tekabiil eder[’:Sh.BO]. p', R' lizerinde
depigtikc=; A(R') niin IP' maksimal asli idealleri,® izomorfiz~

mas1 altinda C(R) nin maksimal asli ideallerine d&niigiir.Bi~
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naenaleh Lemma.3.2.2. den dolay: her p' =R’ igin QII }—1‘
olacak gekilde bir tek p&R noi:asi mev wuttur, Tersme
olarak Lemma.3.2.1. den dolayr C(R) nin her maksimal asli
ideali pe R igin I tipinde olup; ¢ izonorfizm oldupundan
o7 [I s A(R') niinpbir maksimal asli idealidir. $u halde
92 [IjJ— - olacak gekilde bir pP'€ R' noktasa mevcuttur[Q.
Sh, 80

olmak iizere ¥y: R'= R tasv1-1 p: "'Yf..i ) geklinde tarif edilir-

r'€ R' igin p@Rr, \b[l‘ 3 -I gartini saglivan nokta

s€; Y: R' * R tasvici bijektif bir tasvirdir.

Difer taraftan, J&C(R) bzdeg fonksiyonunu géz b=
nine alalim. ¢ izomorfizmasi altinda J ye tekabiil eden fonk-
siyon F EA(R'), yani ot (F )=J olsun. Herhangi bir a'e R’
igin F-r(a')a I, oldugundan;

wro- Fo(a'))= J - P (a')& Ia=‘Y(a')
Olur. R de a=Y(a‘') noktasini ihtiva eden Np parametre dai-
resi secilirse, J - F (a')& I eitat) ifadefinden Y(a' )-1%')
elde edilir., a‘'g &' ht}fl olaufunaan ler a‘s R’ igin
Y(a ) F (a') olur. Netice olarak F eA(R') oldugundan y tas-
viri analxtlktxr. Her analitik tasv1r slirekli, vy bijektif ve
R' irtibatly oldugundan R de irtibatlidir. y: R' + R tasviri
bijektif ve analitik oldupundan Yy 1:g + Rr' tasviri de anali-
tiktir., R irtibatli bir l=boyu: lu cokkatli ve Y ?:R - R’ bi-
jektif ve analitik hir tasvir ldufundan R bir Riemann Yiize-
yidir, Ustelik, R = R’ dir.

3.3. BASIT SIFIR YERLF .. . IN KARAKTERT ZASYO! U,

LEMMA.3.3.1.

—————— -

C(X), X topoloji% uzay: lizerinde tarif edilmig bii-

tin siirekli kompleks deperli fonksiyenlarin halkas:1 ve Fi,
F, €C(X) olsun, Farzedelim ki. Z(FIJN(FZ’) =@ clsun.
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Bu taktirde EI'F1+ 52.F2= 1 olacak gekilde El,E2EC(x)

fonksiyonlari mevcuttur.

Z(F )Z(F,) = ® oldugundan lemma.2.4.1.den do-

lay: 2(|F1|2+IF2'2) =@ olur. Diger taraftan F 2 F,EC(X)
" = = 2 2

olduffundan Pl, Fzﬁ.C(X) olup; FI.FI+F2.F2-|F1! +IF2| €C(Xx)
dir. ¢(x) halkasinda F,,F, elemanlari tarafindan tevlit
edilen (Fl'Fz) idealini g&z8niine alalim. Agik olarak
|F1l2+|F2[2 € C(x) dir. Difer taraftan z(]F1[2+|F2[2)= @
oldupundan |F’1,2+|F2|2 fonksiyonu birimdir.Su halde 1€C(X)
olup; (Fl,F2)= C(x) elde edilir. Bu egitlik ise cC(x) de
EI.F1+£'2.F2= 1 gartini sagliyan 51,3250()() fonksiyonla -

rinin mevcut oldufunu gésterir,
-

TEOREM.3.3.1.

R bir 1-Boyutlu gokkatli ve C(R) de R {izerinde ta-
rif edilmig kompleksdegerli biitiin siirekli fonksivonlamin
halkas1 ve FEC(R) olsun. Farzédelim ki, C(R) Florack-ulu-
¢ay hassasini haizdir. Bu taktirde C(R)/I=(F) bbliim hal-
kasinin cisim olmasi igin gerek ve yeter gart F nin R de

sadece bir tek basit sifir noktasi olmasidir.

- —

Farzedelim ki, F nin R de sadece bir tek basit si1-
fir noktasi vardir.Bu taktirde C(R)/I bir cisimdir.c(R)/I
nin nétr elemani [o]=1 ve 8zdeg eleman: [1J=1+1‘ olan komiita-
tif bir halka olduunu biliyoruz. C(R)/I cisim ise nitr ele-
mandan farkli her elemani birim olmalidir. [G], C(R) nin
nétr elemanindan farkli herhangibir elemani olsun. [G’] ;![o_'l
oldupundan 6 % o Mod T olup; 6-o = G@I dir. P nin R deki

basit sifira PER olsun, C(R), Florack-Ulucay hassasini haiz
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ve G@@I oldupundan G(p) # o dir. F, R nin difer noktala-
rinda sifirdan farkli oldugundan 2(G)~2Z(F) = @ olur. Do-
layisiyla C(R) de G.H,+ F.H,= 1 olacak gekilde Hl,Hzcch)
fonksiyonlari mevcuttur. FE&€ I oldupundan G.H+ F.H2 = 1 e-
gitliginden [G]'[HIJ = [1] elde edilir ki, bu ise [6]nin

birim,yani C(R)/I nin cisim oldufunu gbsterir.

Tersine olarak, C(R)/I cisim ise F nin R de sade-
ce bir tek basit sifir noktasi vardir ve F ,R nin difjer nok-
talarinda sifirdan farklidir. C(R)/I eisim oldupundan teo-
rem.1.4.1. den dolayr I & (F),C(R) nin bir maksimal asli
idealidir. Dolayisiyla z(F) # # dir. p€ Z(F) olsun. C(R) ,
Florack-Ulugay hassasini haiz oldufundan p noktasinda bir-
tek basit sifir yeri olan ve R~{p! nin her noktasinda si-
firdan farkli olan bir Fp(C(RJ fonksiyonu mevcuttur 8yleki
p€R de si1fir olan her fonksiyon Fp nin bir katidir. Su hal-

- de F,Fp nin bir kati olupy (F)C (Fp) elde edilir. (Fp)#C(R),
(riC (Fp) ve (F) ideali maksimal oldufundan (F) = (Fp) el-

de edilir ki, bu egitlik de F min p€R noktasinda basit sifir

yeri oldupunu ve R nin diper noktalarinda sifirdan farkli ol-

duffunu gisterir.



33

SUMMARY

An algebraic characterization of the conformal e-
quivalance of two plane domains was first given by Cheval-
ley and Kakutani (unpublished) in 1942. Both considered
the rings of bounded analytic functions defined over these
domains.

Lipman Bers[?] in 1948 proved the conformal equi-
valence of two plane domains by considering the rings of a-
nalytic functions on these domains. Bers" result has been
extented to open Riemann surfaces by W.Rudin[l&],H.L.Royden
[7] and M.Nakai [9].

Algebraic characterizations of Riemann surfaces
have been studied by I.Kra[lB] and others in 1968. A very
short proof of a characterization of Riemann surfaces and
conformal equivalence of Riemann surfaces have been given
recently by C.Ulugay [3], [4] in 1975-1976.

In the present paper, using Florack-Ulugay's pro-
perty, a new characterization of simply connected Riemann
surfaces is given by considering the ring of continuous
complex-valued functions over an l-dimesional manifold.
This manifold is endowed with an analytic structure by means
of an isomorphism, which preserves the constants, between
the ring A(D) of analytic functions on the unit open disc D
and the ring C(R) of continuous complex-valued functions on
the 1l-dimesional manifold R, Subject to the Florack-Ulugay's
property that for each point on R there exits a function
F_&C(R) which has only a simple zero at p, and if p is a ze~-

point a function G@C(R), then G=H.Fp, H&C(R).

It follows that R is a simply connected Riemann sur-
faces which is mapped conformally on the open unit disc.

Under the same condition, an algebraic characteriza-
tion simple zero point a function in C(R) is also given.

Chapters I and II are prepartory to chapter III
which is entirely devoted to th: proof of the characterizati-
on problem,

Our method of proof differs entirely from the earlier
proofs as to the introduction of an identy function that per-
mits the use local parameters.
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