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ONSOZ

Birgok miihendislik probleminde oldugu gibi, kabuk yapilarda da kapal: analitik
coziimler elde etmek bazi durumlarda ¢ok zor hatta imkansizdir. Analitik ¢oziimierin
yetersiz kaldigi karmagik geometri, farkli malzeme ozellikleri, ¢esitli sinir sartlarn gibi
durumlarda yaklasik fakat yeterli sonuglar veren sayisal ¢oziim yontemleri, 6zellikle sonlu
elemanlar yontemi kullanilmaktadir.

Kabuk elemanlarin analizi i¢in pek ¢ok sonlu elemanlar modeli 6nerilmesine ragmen,
su ana kadar gerek teoriden gerekse pratikten kaynaklanan bitiin noksanliklart gideren
yeterince genig ve genel bir model mevcut degildir.

Son zamanlarda, artirilmig eleman formiilasyon yontemi kullanilarak elde edilen
modeller birgok elemanda bagarilt sonuglar vermektedir. Bu ¢aligmada yaygin olandan
farkli bir yolla gelistirilen bu yontem dort, bes ve yedi dugim noktali diiz kabuk
elemanlardan olugan ince ve ince-kalin kabuklara genisletilmigtir. Boylece artirilmig
eleman formiillasyonunun dort, bes ve yedi diigiim noktali diiz kabuk elemanlardaki
performanslart belirlenerek birbirleriyle kullamilabilirlikleri test edilmistir.

Bu caligmanin gergeklestirilmesi sirasinda degerli fikirleri ve tegvikleriyle her tiirli
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OZET

Sonlu elemanlar yonteminde, kabuk elemanlarin analizi i¢in pek ¢ok formiilasyon
onerilmesine ragmen, su ana kadar gerek teoriden gerekse pratikten kaynaklanan biitiin
eksiklikleri gideren tek bir kabuk eleman formiilasyonu mevcut degildir. Son zamanlarda,
artirtlmig eleman yontemi kullanilarak elde edilen elemanlar bir¢ok problemde bagarili bir
sekilde kullaniimaktadir. Bu ¢aligmada diiz kabuk eleman formiilasyonlari, burulma
serbestlik derecesi ilaveli membran eleman ve artiriimig eleman formiillasyonuyla tiretilmis
plak elemanlarinin birlestirilmesiyle elde edilmigtir. Bu artirilmig eleman yontemi
kullanilarak her bir diigiim noktasinda 6 serbestlik derecesine sahip dort diigiim noktali 4
kenarli (SKQ, SRMQ), bes diigiim noktalt 4/5 kenarli (SKP, SRMP) ve yedi diigiim noktali
4/6 kenarli (SKS, SRMS) diz kabuk elemanlar1 gelistirilmistir. Kayma ve membran
kilitlenmesinden bagimsiz bu elemanlarda, ince kabuk i¢in Kirchhoff plak hipotezi ve
ince/kalin kabuklar igin ise Reissner/Mindlin plak teorileri kullanilmigtir. Sonra, bu tez
caligmasindaki bu diiz kabuk elemanlart elde etmek igin gelistirilen yeni kabuk eleman
formiilasyonlari, FEAP sonlu elemanlar paket programina uyarlanarak sayisal ¢oziimler
elde edilmigtir. Gelistirilen bu elemanlar ilk once patch testine, sonra literatiirde standart
test problemleri olarak bilinen 6rneklere ve daha sonra da amaca yonelik segcilen statik ve
dinamik problemlere uygulanmigtir. Bu diiz kabuk elemanlarla elde edilen ¢oziimler; teorik
¢ozimler, literatiirdeki elemanlar ve ANSYS paket programindan elde edilen sonuglarla
kargilagtirtlmig ve performanslart belirlenmistir. Elde edilen sonuglardan dort digim
noktali 4 kenarlhi SRMQ diiz kabuk elemanminin gerek Kirchhoff gerekse Reissner/Mindlin
plak teorileri i¢in yiksek dogruluga sahip oldugu gorilmiistir. SRMP ve SRMS elemanlart
SRMQ elemanina yakin degerler vermistir. Ag inceltilmesi gereken yerlerde SRMP
elemani SRMQ eleman: ile birlikte gecis elemani olarak basarili bir sekilde kullanilmigtir.
Yedi diigiim noktali 6 kenarli SRMS diz kabuk elemaninin, alti kenarli ag orgiisiinde, bes
diigtim noktalh 4/5 kenarli SRMP diiz kabuk elemani ile birlikte kullanilmasinin gerekli

oldugu belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Membran Eleman, Kirchhoff Plak, Reissner/Mindlin Plak,
Artirilmig Eleman Formiilasyonu, Dort Digiim Noktali Diiz Kabuk
Eleman Beg Dugiim Noktali Diiz Kabuk Eleman, Yedi Digim
Noktal1 Diiz Kabuk Eleman
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SUMMARY

The Investigation of Flat Shell Elements by Using The Refined Finite Element
Method

In the finite element method, although many formulations on shell elements are proposed
there is no such a unique shell element formulation that provides all the shortages come
from both theory and practice. Recently, the shell elements obtained by using the refined
element method have been successfully used in many problems. In this study flat shell
element formulations are driven to associate the membrane element with drilling degrees
of freedom and the plate element obtained from the refined element formulation. 4-node 4-
sided (quadrilateral) (SKQ, SRMQ), 5-node 4/5 sided (pentagonal) (SKP, SRMP) and 7-
node 4/6 sided (hexagonal) (SKS, SRMS) flat shell elements have been developed with 6-
DOF at each node by using the refined element method. In these elements which are free
from the shear and membrane locking phenomena Kirchhoff plate theory has been used for
thin plates while Reissner/Mindlin plate theory has been used for thick/thin plates. The
new element formulations developed in this study by using the refined element method
have then been adapted to FEAP finite element program to create the mentioned flat shell
elements and the numerical results have been obtained. The elements developed have been
applied first to the patch tests, second to the standard test problems given in the literature,
and then to some static and dynamic problems selected on purpose. The results obtained
using these flat shell elements have been then compared with the theoretical solutions and
with those of element given in the literature and in ANSYS commercial program, and their
performances have been determined. It has been seen from the results obtained for 4-node
quadrilateral element (SRMQ) that it had a high accuracy for both Kirchhoff and
Reissner/Mindlin plate theories. SRMP and SRMS elements were provided the closed
values to those of SRMQ element. SRMP element along with SRMQ element has been
successfully used as a transition element where mesh refinement is necessary. When 7-
node hexagonal SRMS flat shell element was used to discrete the domain, it was
determined that it had to be used along with 5-node 4/5 sided SRMP flat shell element.

Key words: Membrane element, Kirchhoff Plate, Reissner/Mindlin Plate
Refined Element Method, 4 Node Quadrilateral Flat Shell Element
5 Node Pentagonal Flat Shell Element, 7 Node Hexagonal Flat Shell Element
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Kabuklar iki boyutu yamnda tigiinci boyutu (kalinhk) kii¢iik olan ve egri yiizey
geometrisine sahip yap1 elemanlari olarak tanimlanmaktadir. Modern miihendislik
sistemlerinin yiik tagiyan pargalarinda yaygin bir sekilde kullamlan kabuklar, agirhk etkili
pargalarin iiretiminde, araglarda ve diger mekanik sistemlerde 6nemli bir rol oynamaktadir.
Kabuk yapilarin bu 6nemli rolii; agirligina gore yiik tasima kapasitesinin fazlalig, yiik
altinda nasil davranacag: bilgisinin belirlenmesi ve iretilen yeni malzemelerden
kaynaklanmaktadir (Noor vd., 1993). Bu yapilarin farkh siir sartlar altindaki davranisi
miihendislik problemlerinden biri olup basingli kaplar, ugak gévdesi ve pargalari, borular,
fiizeler, kubbeler, ara¢ ve gemi karoserleri, kan damarlan vb. bu yapilara 6rnek olarak
verilebilir.

Kabuk yapilar kalinhk boyutu diger boyutlar1 yaninda ¢ok kiigtik oldugundan bir
diizlem gerilme problemi olarak ele alinmakta ve Sekil 1.1°de gosterildigi gibi kalinhg

ikiye bolen, tek bir referans yiizeyi tarafindan modellenmektedir.

Sekil 1.1. Kabuk geometrisi

Kabuk geometrili yap: elemanlarinin teorik dogrusal analizi 19. yiizyila kadar
gitmektedir. Teorik modellerin gelistirilmesinde karmagik diferansiyel geometri

sisteminden yararlanildigindan, denklemleri ele alig ve sayisal coziimleme kolay



olmamaktadir. Simo ve Fox (1989) gelistirdikleri ve uyguladiklar1 yeni bir yontemle kabuk
denklemlerini sayisal olarak kolay islenebilir bir hale getirmislerdir.

Birgok miihendislik probleminde oldugu gibi, kabuk yapilarda da kapali analitik
¢oziimler elde etmek bazi durumlarda ¢ok zor hatta imkénsizdir. Mevcut ¢oziimler ise
kolaylastirici kabullerin uygulandigt basit geometri, stmir ve yikleme sartlarinda elde
edilmektedir. Analitik ¢oziimlerin yetersiz kaldigi karmagik geometri, farkh malzeme
ozellikleri, gesitli stmir sartlart gibi durumlarda yaklagik fakat yeterli sonuglar veren sayisal
¢oziim yontemleri kullamlmaktadir. Son yillarda bilgisayar teknolojisindeki geligmeler,
sayisal yontemlerin miithendislik problemlerine uygulanmasimi artirmis ve analizlerde
yaygin bir sekilde kullanilmasina sebep olmustur. Hatta bu yontemlerin olusturdugu yeni
bir bilim dalt olan hesaplamali mekanik ortaya ¢ikmstir.

Giinimiizde, fizik ve miihendislikte karsilagilan birgok problemin ¢dzimiinde
kullanilan, en yaygin ve etkin sayisal yontemlerden biri sontu elemanlar yontemidir (SEY).
Bu yontemde, gergek bir fiziksel problemin matematiksel modeli olusturularak ¢ozilir
(Sekil 1.2).

Modelleme Ayrnigtirma Cozim
hatalan hatalan hatalari

Fiziksel : | Sonlu eleman =
probi '>i7 Matematikse! model | formiilasyonu Sayisal ¢oziim

Sekil 1.2. Sonlu elemanlar yontemindeki modelleme ve ayristirma hatalar

Matematiksel modelleme isleminin, modelin varyasyonel problem olarak ifade
edilmesinden sonraki asamasi, bilgisayarda ¢ozimlenmesi hedeflenen ayrik modelin
olusturulmasidir. Giiniimiizde, diferansiyel denklemlerle ilgili matematik modellerin
olusturulmas: ve elde edilen problemin bilgisayarda ¢oziimlenmesi agisindan en kapsamh
ve genel yontem SEY’dir. Bu yontemin klasik sonlu farklar yonteminden baslica farks,
bunun simr deger problemini degil, varyasyonel problemi temel almasidir. Bu nedenle
SEY, bilimsel ve teknolojik problemlerin sayisal ¢oziimlenmesinde en ¢ok kuillamilan
yontemlerin baginda gelmektedir. SEY’nin boyutlarinin buyukliigiini gostermek igin,

bunun hem matematiksel analiz, hem diferansiyel denklemler, hem sayisal yontemler, hem



bilgisayar bilimleri, hem de ayrica gesitli mithendislik bilimleri dallariyla i¢ ige oldugunu
soylemek yeterlidir.

SEY’de yapi, davramgt daha once belirlenmis olan birgok elemana (sonlu eleman)
boliniir. Elemanlar "diigiim noktasi" adi verilen noktalarda tekrar birlestirilirler. Bu sekilde
cebrik bir denklem takimi elde edilir. Gerilme analizinde bu denklemler dugim
noktalarinda denge denklemleridir. Incelenen probleme bagli olarak bu sekilde yiizlerce
hatta binlerce denklem elde edilir. Bu denklem takiminin ¢6ziimii ise bilgisayar
kullantmint zorunlu kilmaktadir.

SEY’ni kullanarak yapilan bir analiz isleminde ag olugturma iglemi SEY ’nin temelini
olugturur. Termal, yapisal, mekanik, akigkan ve elektromagnetik gibi mithendisligin temel
alanlarinda sayisal analiz iglemleri esnasinda ag olusturma islemi vazgegilmez bir adimdir.
Ag olusturma iglemi diigim noktalarinin ve elemanlarin koordinatlarim belirler. Aym
zamanda kullanici tarafindan girilen minimum bilgiye karsilik uygun siirede otomatik
olarak diigiim noktalarini ve elemanlarn siralar ve numaralanmasim saglar.

SEY nin giinimiizdeki uygulamalari oldukca fazladir ve diferansiyel esitliklerle
ifade edilen tim fiziksel problemleri kapsar. SEY’ni diger yontemlere iistiin kilan baglica
unsurlar yaygin olarak kullanilmasina yardimci olmaktadir. Bunlarin bazilan asagida

verilmigtir.

1. Sonlu elemanlar, boyutlar: ve sekillerinin esnekligi nedeniyle, verilen bir cismi
temsil edebilir, hatta karmagik gekilli bir cisimde daha giivenilir olabilir.

2. Dizgiin olmayan sinirlara sahip sekiller, ¢ok baglantili bolgeler (yani bir veya
cok delikli cisimler) veya koseleri olan bolgeler zorluk ¢ekilmeksizin
incelenebilir.

3. Degisik malzeme ve/veya geometrik 6zellikleri bulunan problemler ek bir zorluk
¢ikarmadan modellenebilir. Geometri ve malzemenin dogrusal olmayan
davramiglart kalici olsa bile (6rnegin zamana bagli) bu 6zellikler kolaylikla goz
Ontine alinabilir.

4. Eleman boyutlart kullanici tarafindan degistirilebilir. Ayrica, sonuglarin daha
fazla etkilenecegi bolgelerde daha kiigiik elemanlar kullanilarak hassas islemler
yapilabilirken, aym: parganin diger bolgeleri biliyiikk elemanlara boliinerek iglem

hiz1 arttirilabilir.



5. Sebep-sonug¢ bagmntilarina ait problemler genel rijitlik matrisi ile birbirine
baglanan genellestirilmis "kuvvetler" ve "yer degistirmeler” cinsinden formiile
edilebilir. Sonlu eleman metodunun bu 6zelligi problemin anlagiimasini ve
¢oziilmesini hem miimkiin kilar hem de basitlegtirir.

6. Siireksiz yiizey yiikklemeleri gibi sinir gartlari, yontem i¢in zorluk olusturmaz.

Karigik simir durumlan kolaylikla ele alinabilir.

Dogru eleman tipini segmek SEY ile modelleme yapma igleminin ¢ok onemli bir
baska adimidir. Bu adim i¢in kullamcinin SEY hakkinda yeterince bilgi sahibi olmast
gerekir. Coziimil istenen cismin geometrisi, analizin tipi (gerilme analizi, 1s1 transferi,
manyetik analiz, vb.) ve sinirlar: eleman segimini etkiler. Secilecek gekil fonksiyonlari
¢ozimiin dogrulugu tizerine 6énemli etkilere sahiptir. Sekil fonksiyonlar: eleman tipleriyle
ifade edilip, analize gore bir boyutlu (1-B), iki boyutlu (2-B) ve t¢ boyutlu (3-B)
olabilmektedir. Ticari paket programlarda genelde 1-B sonlu eleman modellerinde 2 ve 3
diogiim noktali1 gekil fonksiyonlann kullanilarak ¢izgi elemanlar ve 2-B yiizey
modellemelerinde tiggen geometrili 3 diigiim noktali ve 6 digum noktali elemanlar ve
dikdortgen geometrili dort digiim noktali, 8 dagiim noktali, 9 digim noktali, 12 digim
noktali ve 16 diigim noktali sekil fonksiyonlarini igeren alan elemanlar1 kullanilmaktadir.
3-B kat1 modellerde ise dort yilizeye sahip (tetrahedron eleman) doért diigim noktali ve 10
digim noktali kati elemanlar ve 6 yiizeye sahip (brick eleman) 8 diigiim noktali, 20 digiim
noktali ve 27 digum noktalt sekil fonksiyonlarimi igeren kat1 (solid) elemanlar
kullanilmaktadir. Bunlar diginda farkli geometri ve sekil fonksiyonlu elemanlar da
kullanilabilmektedir.

3-B kati elemanlar, 1-B ve 2-B elemanlara gore daha c¢ok serbestlik derecesi
icerdiginden kabuk elemanlar, kabuk tirt yapilarin SEY ile analizinde yaygin olarak
kullamlmaktadir. Ancak kabugun kalinhigi diizlem boyutlart yaninda ¢ok kiigik
oldugundan bu tiir elemanlar bazen sayisal problemlere sebep olmaktadir. Ayrica 3-B
dogrusal olmayan problemlerin analizinde, serbestlik derecelerinin yiksek olmasindan
dolay1 hesaplama zamaninin uzun oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla mevcut hesaplama
gicinin verimli kullanimi igin eleman segimi ¢ok Onemli faktorlerden biri haline
gelmektedir. Bu elemanlar tizerine pek ¢ok formiilasyon yontemi 6nerilmesine ragmen, su
ana kadar gerek teoriden gerekse pratikten kaynaklanan bitiin noksanliklari gideren tek bir

kabuk eleman formiilasyonu mevcut degildir (Choi ve Paik, 1996). Kabuk elemaniar ile



yapilan sayisal analizlerde birgok zorluk ortaya ¢ikmaktadir. Bu zorluklar kabuk elemamn,
kabuk geometrisi ve sinir sartlarina baglt olarak farkli davranmasindan kaynaklanmaktadir.
Bu nedenle kabuk elemanla analizde etkili bir sonlu elemanlar formilasyonu, kalinliga
bagh olmaksizin hem membran (diizlem gerilme elemani) hem de egilme etkin durumlarim
iyi modellemelidir. Boyle genel ve etkili bir SE formiilasyonu gelistirmek zordur. Bununla
birlikte gelistirilecek bir elemanda temel amag asagidaki gereksinimleri saglayan bir
eleman formilasyonu olusturmaktir. Bu oOzellikler, sikistinlamaz malzeme igin
kilitlenmeme, iyi egilme davramgi, ¢ok ince eleman sinirlarinda kilitlenmeme, eleman
carpiimasina duyarsizlik, kaba ag orgiide dogruluk, dogrusal olmayan davramsta basit
uygulanmg ve etkinliktir.

Son zamanlarda kabuk eleman formiilasyonlarindaki gelismeler; kabuklarin
mekanik, termal ve elektromanyetik davramigi igin hesaplamali modellerin geligtirilmesi,
yapi-sivi etkilegimi, etkili ayrigtirma teknikleri, hesaplama stratejileri, sayisal algoritmalar,
karmagik kabuk yapilardan olusan biiyiik dogrusal olmayan denklem sistemi igin ¢ok yonli
ve uygun yazilim sistemleri, stabilizasyon yontemleri, hibrid ve mixed varyasyonel
prensipler, burulma igeren mixed varyasyonel prensipler vb yontemler {izerine

yapilmaktadir (Yang vd., 2000).

1.2. Literatiir Arastirmasi

Kabuk yapilarin denge denklemleri ve geometrisi ¢ok karmagik olup SEY ile
formiilasyonlart da kolay degildir. Bu elemanlarin ilk olusturuldugu 1960’h yillardan bu
yana, dogrusal ve dogrusal olmayan bé‘)lgelerde plak ve kabuklarin modellenmesi tizerine
literatirde ¢ok sayida makale yayimlanmigtir. Hesaplamali kabuk mekaniginde yenilikgi
aktivitelerin stirmesi, konuyla ilgili ¢ok sayida aragtirmanin yapildigini géstermektedir.
SEY ile kabuklarin analizi genellikle ti¢ farkli eleman yaklagimuyla yapilmaktadir (Zhang
vd., 2000). Bunlardan ilki bir diizlem membran elemanla diiz plak egilme elemamnin
birlikte kullamldig: diz kabuk elemanlar, ikinci yaklagim klasik kabuk teorilerinin
kullamldig1 egri kabuk elemanlar ve iiglincii yaklasim 3-B kati elemandan dejenere
yontemle tiretilen kabuk elemanlardir. Son 40 yildan beri 6nemli teorik modeller
gelistirilmis ve bu modellerde kargilagilan zorluklar giderilerek gesitli pratik problemlere
uygulanmistir (Tablo 1.1). Maalesef geligtirilen bu modeller iginde tek bir teori, tam olarak

plak ve kabuklarin uygulama alam icinde yeterince genel ve genig olmadigindan



calismalarda genellikle fiziksel problemleri daha ¢ok dogrulukla ve/veya verimlilikle
analiz eden modeller kullaniimaktadir. Bunun yaminda modellerin dogrulugu, pratik

miihendislik problemleriyle uyusup uyusmadiginin test edilmesiyle belirlenmektedir.

Tablo 1.1. Plak ve kabuk eleman gelisimi (MacNeal, 1998-a).

Eleman geligimi Tarih
ik membran eleman 1956
fIk plak egilme elemam 1961
Kirchhoff plak elemanlar 1961-1970
Discrete Kirchhoff plak 1969
ve kabuk elemanlar

Ik Mindlin kabuk eleman 1969
(Sekiz digiim noktalr 4 kenarlt)

Indirgenmis integrasyon 1971
yontemiyle tiiretilen elemanlar

Dort diigiim noktalt 4 kenarly,

it digim noktalt tic kenarh elemantar | 127671982
Dokuz diigiim noktah 4 kenarhi

ele lar 1985-1990
Yiiksek dereceli kabuk elemanlar 1998

Kabuk teorileriyle uyumlu egri kabuk elemanlar, kabugun ger¢ek yapisim iyi bir
yaklagimla modellerler. Ayrica eleman igindeki membran-egilme etkilesimini de hesaba
katarlar. Ancak bunun yaninda, yer degistirme ve dénme alanlart i¢in diigitk dereceli sekil
fonksiyonlar: kullamldiginda membran ve kayma kilitlenmesi problemi ve rijit cisim
hareketinin saglanamamasi gibi zorluklar agilmalidir.

Gergekte, farkli geometriye sahip kabuk elemanlar igin pek ¢ok formiilasyon
¢ikarilmig, uygulanmig ve literatirde yer almigtir. Asagida, bu formilasyonlarin
bazilarindan bahsedilmis olup daha sonra bu ¢aligmanin esas temelini olusturan artirilmig
eleman formiilasyonlu diiz kabuk elemanlar hakkinda detayl bilgi verilmistir.

Kabuk elemanlarin gelistirilmesinde kullanilan yontemlerden biri, kabuk teorilerinin
olusumuna yardimci olan denge denklemlerinden yararlanmaktir. Boylece teorilere
dayanan giighi sonlu elemanlar formiilasyonu gelistirilebilmek mumkiindiir. Erickson ve
Truesdell (1958), kabugu bir yiizey olarak disiinerek kabuk teorilerinin olusturulmasina
dogrudan bir yaklagimi baglatti. Bu yonde ilk basarili sonuglar ise Argyris ve Scharpf



(1968-a; 1968-b; 1969 ) ve Argyris vd. (1973) tarafindan elde edildi. Benzer ¢aligmalarda
Simo ve Fox (1989), Simo vd. (1989; 1990; 1992), Fox ve Simo (1992), Simo (1993) ve
Simo ve Tarnow (1994), genislemez bir Cosserat yizeyine esit olan ve gerilme
bilesenlerini tam olarak formiile edebilen geometrik tam kabuk modelini literatiire
sundular. Simo ve arkadaslanimin c¢aligmalari, Erickson ve Truesdell, Green ve Laws
(1966), Green ve Zerna (1960) ve Cohen ve DeSilva (1966) tarafindan ele alinan Cosserat
vd. (1909)’mn ilk ¢aligmasindan farkh olarak modern bir yapiya sahipti. Bu formiilasyon
hem dogrusal hem de dogrusal olmayan analizler igin basartlt bir sekilde kullamlmaktadir.
Ancak bu yontem diger kabuk elemanlara gore daha gigli bir matematik alt yap:
gerektirir.

Sayisal uygulamalar biyiik sekil degistirmeli deformasyonlar igermektedir. Ayrica
bityiik elastik sekil degistirme etkisi altindaki problemler, genelde kaugukta oldugu gibi
sikistirilamaz malzeme ile smrhdirlar. Geometrisinin basitliinden dolayr dort diugim
noktal: 4 kenarli elemanlar genelde boyle uygulamalarda kullanilirlar. Yer degistirme
formiilasyonlu elemanda sikigtirtlamazligin olusumu kilitlenme problemine yol agar. Bu
problemin iistesinden gelmek igin birka¢ yontem gelistirilmistir. Bunlar indirgenmis
teknikler veya karma (hibrid/mixed) yontemlerdir. Baz1 yaklagimlarda hourglass’a yol agan
elemanlarin  integrasyonu altindaki mertebe noksanlifi, stabilize teknikleriyle
atlatilabilmektedir. Daha sonralart dogrusal durumda Simo ve Rifai (1990) veya dogrusal
olmayan durumda Simo vd. (1993), Hu-Washizu varyasyonel prensibine dayanan bir
eleman ailesi gelistirdiler. Bu elemanlar Taylor vd. (1976) tarafindan gelistirilen uyumsuz
(incompatible) QM6 elemamnin uzantilaridir. Bu elemanlar, herhangi bir mertebe
noksanhgi goriilmeden egilme ve sikigtirtlamaz durumlarda iyi performans sergilerler.
Dogrusal olmayan geometrik analiz igin Hueck vd. (1994) ve Hueck ve Wriggers (1995),
fiziksel koordinatlarda elemanin temel fonksiyonunun ikinci derece Taylor serisine
agthmiyla bir uyumsuz dortkenarli QS6 adinda bir eleman gelistirdiler. Daha sonra
Wrigger vd. (1996), biyiik elastik deformasyonlar i¢in Hu-Washizu prensibini QS6
elemaninin iyilestirilmesinde kullandilar.

Uyumsuz modlar yontemi bir yaklasim olarak, egilme etkin deformasyon hallerinde
digiik dereceli elemanlarin davramgini diizeltmek icin Wilson vd. (1973) tarafindan
kullamlmigtir. Metodun pratik faydalari; kaba bir ag icin ag carpilma duyarsizligindan
dolay1 yiiksek dereceli dogruluk ve hemen hemen sikigtirilamaz ve dogrusal olmayan

malzemelerin analizinde miikemmel performans sergilemeleridir. Bununla birlikte



Wilson’un elemanlarimin baglangi¢ formiilasyonunda, ¢arpilan konfigurasyon olustugu
zaman bir eksiklik olusuyordu. Taylor vd. (1976) bu formiilasyonu belirli bir diizeyde
duzelttiler. Bununla birlikte yontem hala genig bir kabul gormedi. Bunun yerine bagimsiz
degiskenler olarak yer degistirme ve gerilmelerin distnildagi hibrid formiilasyonlar
basarili bir alternatif olarak gelistirildi. Ibrahimbegovic ve Wilson (1995) ve
Ibrahimbegovic ve Kozar (1995), iyi bilinen dogrusal olmayan geometrik 8 diigiim noktali
Wilson brick elemanini geligtirdiler. Eleman, varyasyonel formiilasyona dayaliydi ve
uyumsuz mod yontemiyle modifiye edilmigti. Gorilda ki, uyumsuz mod formiilasyonu,
ozellikle hibrid formiilasyondaki gibi ayn1 performans: sergilemektedir.

Uyumsuz mod yontemi son zamanlarda ti¢ alanli Hu-Washizu varyasyonel prensip
cercevesinde yeniden denenmektedir. Simo vd. (1993)’nin ¢aligmasinda bu mod yontemi
birakildi ve onun yerine zenginlestirilmis (enhanced) sekil degistirme alanlari kullanildi.
Yer degistirme ve sekil degistirme alanlarina ilaveten gerilme alani ayrica zenginlestirilmig
sekil degistirme alanina dogrudan uygulanda.

Kabuk elemanlar, havacilik ve benzer uygulamalarda optimum tasarimi elde etmek
icin dogrusal olmayan analizlerde 6nemli ve gereklidir. Buyiikk yer degistirmeler veya
burkulmadan sonra biiyiik dénmeler altindaki kabuklarin dogru olarak modelienmesi igin
de bir¢ok caligma yapilmigtir. Geleneksel olarak sonlu elemanlar formiilasyonlarina ¢ok
biyiik donmelerin uygulanmasi tek bir modiilde elde edilerek biyikk donme problemleri
icin etkili olmayan kiris ve kabuk elemanlara uygulandi. Ancak, bu yeni gelistirilen
elemanlarin kullaniminda genel bir uzlagsma yoktur. Belytschko ve Hseih (1973), kigiik
sekil degistirmeli bayilk donmeli kiris elemam gelistirmek i¢in elemana yerlestirilmis yerel
koordinatlara dayanan bir yontem 6nerdi. Elemana yerlestirilmis koordinatlarin kullanima,
hareketi, deformasyon ve rijit cisim hareketine ayirmaktadir. Daha sonra bu yontem,
herhangi bir eleman igin keyfi buyiik yer degistirme ve donmelerden sekil degistirmeleri
hesaplamak i¢in bir dondirilmiis koordinat ¢ergevesinde yukarndaki ayngtirma
kullanilarak diizenlendi. Bu yontemin bir avantaji bagimsiz olarak eleman formiilasyonuna
uygulanabilmesidir. Boylece cebirsel operasyonlar takimi tamimlanabilir ve yazilim
geligtirmede kullanilabilir olmasidir. Belytschko’nun ¢aligmasim takiben Liu vd. (1994
1999) yeni elemanlar geligtirmiglerdir.

Moita ve Cris (1996), buyiik sekil degigtirmeler i¢in zenginlestirilmis diigiik dereceli
eleman formiilasyonlarini 6nerdiler. Hareketin donme ve yer degistirmeye aynistirmasi Qin

ve Chen (1988) tarafindan saglandi. Peng ve Crisfield (1992) corotational teknigi,



alternatif bir yaklagim olarak tanimladi. Jiang ve Chernuka (1994) ve Jiang vd. (1994),
kabuklarin dogrusal olmayan geometrik analizi igin update lagrangian formiilasyonunu
onerdiler. Wriggers ve Gruttmann (1993) ve Gruttmann vd. (1989), Biot gerilme
konseptine dayanan sonlu donmelere sahip ince kabuk eleman formiilasyonunu
geligtirdiler.

Ik olarak Ahmad vd. (1970) tarafindan o6nerilen dejenere kabuk elemanlari, 30
yildan fazladir hesaplamali kabuk analizinde yaygin bir sekilde kullamlmaktadir. Bu
elemanlarin popiiler olmalarinin nedeni klasik kabuk teorilerinden bagimsiz olusu ve
formiilasyonlarinin  basitligidir. Bunun yaminda bu elemanlarin hesaplama zamanlar
uzundur ve dogrusal olmayan malzeme davramigini modellemede kullanimi kisithidir. Bu
yontemle kabuk elemanlar dogrudan 3-B kati mekaniginin temel denklemlerinden elde
edilmektedir. Dejenere kabuk elemanlari; Ramm (1977), Parisch (1981), Hughes ve Liu
(1981-a; 1981-b), Hughes ve Carnoy (1983), Bathe ve Dvorkin (1984), Hallquist vd.
(1986), Park ve Stanley (1986) ve Liu vd. (1986)un ¢aligmalar ile dogrusal olmayan
davramga genisletilmiglerdir. Literatiirdeki bir¢ok ¢aliymadan gorilebilecegi gibi bu
yaklasima indirgenmis integrasyon, kayma gekil degistirmenin tekrar diizenlendigi ANS
formilasyonlar1 ve hibrid/mixed formiilasyonlar bagarili bir gekilde uygulanmaktadir
(Wanji ve Cheung, 2005)

Kabuk elemanlarda yer degistirme formiilasyonuyla elde edilen C° elemanlarinda
siklikla kilitlenme problemleri olugmaktadir. Bu kilitlenmeden kaginmak i¢in indirgenmig
integrasyon yontemi kullanilir. Bu teknik, kayma sekil degistirme terimlerinde teorik
gereksinim igin olmasi gerekenden daha diigiik dereceli integrasyon kullamilarak uygulanir.
Dort diigim noktali 4 kenarli eleman igin kayma gekil degistirme enerjisi tek noktali Gauss
integrasyonuyla elde edilir. Bununla birlikte, elemanda genellikle sifir enerji modlar
meydana gelir (Park vd., 1985). Ayrica bazi kalin plak problemlerinde ¢6ziim sonuglari
kararsizlagir (Zienkiewicz ve Hinton, 1976). Buna ilaveten eleman Kirchhoff ince plak
elemanlarinin yakinsamast igin patch testini gegemez.

Dogrusal olmayan ve zaman bagimli analizler igin sayisal algoritmalarin
gelistirilmesi ve endistriyel uygulamalarla ilgili problemlerde basit ve etkili elemanlarin
sonlu elemanlar yontemiyle gelistirilmesi aragtirmacilarin ilgi odagi olmaktadir. Bu
gelisim, karmastk dogrusal olmayan temas problemlerinde hizliik ve ag iiretiminde
basitlik i¢in disiik derecelt sekil fonksiyonlu elemanlara ilgiyi artirmigtir. Bu elemanlarda

hesaplama verimliligi igin segmeli indirgenmis integrasyon teknikleri kullamlmaktadir.
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Dogrusal olmayan ve zaman bagimli problemlerde tek integrasyon noktali bir kabuk
eleman1 6zellikle denklem kurulumu, eleman kinematigi ve bilgisayarda ¢oziim zamanini
diigirmesi agisindan istenmektedir. Literatirde bu konuya genig bir yer ayrilmaktadir.
Geligtirme, indirgenmis integrasyon tekniklerinin uygulanmasiyla bagladi. Tek bir
integrasyon noktal1 Mindlin plak teorisine dayali 4 kenarli bir eleman Ul ismi altinda
Hughes vd. (1978) tarafindan tanimlandi. Bununla birlikte bu eleman mertebe noksanlig:
uretmekteydi. Bu mertebe noksanhii bazi ag orgiisii ve sinir sartlart i¢in toplam rijitlik
matrisinde tekillige veya hemen hemen tekillikle sonuglanan hourglass desenine neden
olmaktaydi. Hughes ve Tezduyar (1981) ve MacNeal (1998)'nin ¢aligmasindan 2x2
integrasyon noktasi kullanarak mertebe noksanlig: dizeltildi ve kilitlenmeden bagimsiz
enine kayma sekil degistirme interpolasyonunu gelistirildi. Buna ragmen bu sekiller, dort
digim noktah elemanin bir potansiyel kaybina neden olmaktadir. Bu elemana diger bir
yaklagim, Taylor (1979) tarafindan yapildi. Taylor, Kosloff ve Frezier (1978)’in hourglass
kontrol seklinin kullanimini gelistirdiler.

Bir bagka gelisme ise orta yiizeyde tek integrasyon noktali dért diigiim noktali 4
kenarl1 bir kabuk elemam i¢in Belytschko ve Tsay (1983) tarafindan tammlandi. Bu
eleman LS DYNA, PAMCRASH ve diger ticari programlarda ¢arpma problemleri igin
kullanilmaktadir. Bu elemamn geligimindeki esas ama¢ minimum hesaplama zamani
yaninda kararli bir yakinsakligi bulmakt:. Bu amag i¢in malzeme elastik oldugu zaman orta
diizlemde tek noktali iki yonde dogrusal (bilineer) izoparametrik eleman kullanildi.
Dogrusal olmayan malzemeler igin ise tek bir diizlem noktasinda kalinlik boyunca birkag
integrasyon noktasi kullanildi. Bu elemana mertebe noksanligindan 6turii bir hourglass
kontrolii ilave edildi. Bu elemanin avantaji ¢6ziim hizinin diigiik dezavantaji ise eleman
carptk oldugu zaman basarisiz olmasi ve ince plak sinirlarinda patch testinden
gegememesidir.

Flanagan ve Belytschko (1981) hourglass kontrollii 4 kenarli ve homojen sekil
degistirmeli bir hexahedron eleman gelistirdiler. Belytschko ve Tsay, tek nokta integrasyon
kullanildig: zaman dort diigiim noktali 4 kenarli elemanin kinematik modlarinin kontrolii
i¢in bir kararlilik yontemi gelistirdiler. Bu kinematik modlar, toplam rijitligin tekilligine
veya 6zel salinislarla ¢oziimiin kararsizhigina neden olurlar. Belytschko ve Wong (1989;
1992), Belytschko ve Leviathan (1994-a; 1994-b) ve Belytschko ve Bindeman (1993)
tarafindan genellestirilmis 4 kenarli elemamn rijit cisim hareketi saglanmgtir. Benzer

caligmalar Liu vd. (1985; 1986) tarafindan yapildi. Bu ¢aligmalardan kararlilik vektoriiniin,
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gercekte, dogal koordinatlara gore kismi turevlerin alinmastyla elde edildigi gorilmiigtiir.
Bu, sonlu elemanin integrasyonu altinda hourglass modunu kontrol etmek igin hesaplama
dogrulugu tizerine higbir olumsuz etki yapmadan hesaplama verimliliini artirmakta ve
malzeme sikistinlamaz  oldugu zaman herhangi bir kilitlenme fenomeni
olusturmamaktayd.

Dénel (burulma) serbestlik dereceli elemanlar, ¢arpik (kivimli) plak ve kabuklarin
analizinde pratik avantaja sahiptirler. Omegin burulma serbestlik derecesine sahip
membran elemanh bir plak egilme elemam her bir diigim noktasinda 6 serbestlik
derecesine sahiptir. Oysa klasik membranin sonlu elemamnda her bir digiim noktasinda 5
serbestlik derecesi vardir. Her bir diigiim noktasinda yerel olarak tanimlanan S serbestlik
derecesiyle ¢aligmak miimkiin olmasina ragmen programlamada onemli pratik zorluklar
olusturmaktadir. Burulma serbestlik derecesi ilaveli sonlu elemanlarla bu problemler
ortadan kaldirilmaktadir. Bu sebeple bir dagiim noktasinda 6 serbestlik derecesinin olmasz
miithendislik agisindan ¢ok caziptir. Bu elemanlarda burulma serbestlik dereceleriyle
birlestirilmis basarili yaklagimlar tammlanmmgtir. Bu gesit fikirler ilk olarak Reissner
(1965) tarafindan 6nerilmigtir. Hughes ve Brezzi (1989) ve Hughes vd. (1989; 1995-a;
1995-b) miihendislik uygulamalari i¢in pratik kullamgh bu formilasyonlar:
gelistirmiglerdir.

Son zamanlarda SEY’de zenginlegtirilmis sekil degistirme alan yaklagimlar: aktif bir
ilgi alan1 olmaktadir. Bu elemanlar hem egilme durumlart hem de sikistirilamaz sinirlarda
¢ok iyi performans sergilediklerinden dogrusal olmayan geometrik ve malzeme davramsl
problemlerde kullanilmaktadir. Son yillarda birkag yiikseltilmis gekil degistirme eleman:
gelistirilmis ve bu elemanlar kat1 mekaniginde etkili bir gsekilde kullamlmaktadir (Yang
vd., 2000). Bu elemanlar yapilarindan dolayr ¢ok iyi kaba ag dogruluguna sahiptirler.
Ayrica elastik olmayan malzeme modellerine de kolayca uygulanabilirler.

Kayma sekil degistirme terimlerinin yeniden formile edilmesi yontemiyle,
varsaytlan kayma sekil degistirme (ANS: assumed shear method) adiyla bilinen kabuk
elemanlar tiretilir (Hughes ve Tazduyar, 1981 ve Hughes ve Dvorkin, 1986). Bu
yontemde kayma sekil degistirmeler (Hughes ve Cohen, 1978) yeni koordinat takimi
tanimlanarak tekrar ¢ikarilir. Problem kayma kilitlenmesinden bagimsizdir. Bu yontemin
etkililigi literatiirdeki ¢ok sayida oOrneklerle kendini ispatlanmistir. Hinton ve Huang
(1986), Donea ve Lamain (1987) ve Bathe ve Dvorkin (1985) bir¢ok diizeltiimis 4 kenarl

Mindlin elemanlar: geligtirdiler. Son zamanlarda pargalt Kirchhoff ve denge sartlarina
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dayanan birkag etkili ayrik kayma elemanlari, Batoz ve Lardeur (1989), Batoz ve Katili
(1992), Katili (1993-a; 1993-b) ve Ayad vd. (1998) tarafindan gelistirildi.

Hibrid ve mixed formiilasyonlar eleman iginde yer degistirme alan1 yamnda sekil
degistirme veya gerilme alanlarinin da bagimsiz olarak kullamldigi formiilasyonlardir.
Rijitlik matrisi digiim noktasindaki yer degistirme parametreleriyle elde edilir. Mixed
formiilasyonlar plak ve kabuklara ilk olarak Lee ve Pian (1978) tarafindan uyguland:. Son
yillarda ¢oklu bagimsiz degiskenli (ver degistirmeler, sekil degistirmeler, gerilmeler, vb)
mixed ve hibrid eleman modelleri iginde kayma kilitlenmesinden bagimsiz birgok etkili
elemanlar, Lee ve Pian, Lee ve Wong (1982), Spilker ve Munir (1980-a; 1980-b), Spilker
(1982), Saleeb ve Chang (1987), Cheung ve Chen (1989) ve Sze ve Chow (1991), vb
tarafindan genellestirilmis varyasyonel prensipler kullamlarak gelistirilmistir.

Duz kabuk elemanlar, kabuk yapilarin analizi i¢in sonlu elemanlar yonteminde
kullanilan ilk elemanlardir. Bu elemanlar membran ve plak egilme rijitliklerinin eleman
seviyesinde  toplanmasiyla  elde  edilmektedir.  Formiilasyonlarinin  basitligi,
uygulamalardaki esneklik ve hesaplama veriminden dolayr ti¢ ve 4 kenarli diiz kabuk
elemanlar mihendislik uygulamalarinda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Kabuk
yapilarin analizinde bu elemanlarin kullanilma fikri ilk olarak 1961°de Greene vd. (1961)
tarafindan oOnerildi. Ancak boyle kabuk elemanlar, uygun plak egilme elemanlar:
geligtirilmesine kadar beklemistir. Cinkii SEY’nde diiz kabuk elemanlarin kullanimi
birinci derece plak teorisi kabullerine dayanmaktadir. Membran eleman 1956 yilindan beri
kullanilmasina ragmen plak egilme elemanin kullanimi ise ilk olarak 1961 yilinda Adini ve
Clough (1961) tarafindan yapilmistir. Adini ve Clough’un plak egilme elemam, dort
dugim noktali ve her bir diigiim noktasinda {i¢ serbestlik derecesine sahip dikdortgen bir
elemand1. Elemanda, enine kayma sekil degistirmelerin sifir oldugu Kirchhoff hipotezi
kullanilmigti.

Uggen diiz kabuk elemanlar T12 (Dawe, 1972), DKT18 (Bathe ve Dvorkin, 1983),
DKT27 (Dhatt vd., 1986), HCT18 (Clough ve Johnson, 1968), HSM (Pian ve Chen, 1982)
ve TRUNC (Argyris vd.,1986) olarak literatiirde sunulmuslardir. T12 elemani, Morley
(1971) uggen egilme elemamt ve sabit gsekil degistirme tggen elemann (CST)
siperpozisyonuyla elde edilmig en basit Giggen diiz kabuk elemani olarak gosterilebilir.
Morley elemant Kirchhoff plak teorisine ve quadratik enine yer degistirme alanina
dayanmaktayd:. Bu elemamn rijitlik matrisi, Kirchhoff plak teorisi ve dogrusal yer

degistirme alanli ve sabit egilme momenti, mixed/hibrid formiilasyonuna dayanan hibrid
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elemaninin (HSM) rijitlik matrisiyle aynidir (Batoz ve Dhatt, 1992; Horrigmoe, 1977).
DKTI12 diz kabuk elemani CST elemam ile plak egilme elemam (DKT6) nin
stiperpozisyonuyla tanimlanir. Dért diigiim noktali 4 kenarli DKQ16 (Batoz vd., 2000) diiz
kabuk elemani donme igeren membran eleman (RQ4 (Zhong ve Zeng, 1996)) ile discrete
Kirchhoff plak egilme elemaminin DKQS8 (Batoz vd., 1998) birlesimiyle elde edilmigtir.
Duz kabuk eleman formilasyonunda membran ve egilme kisimlarmin her ikisi de ¢ok
6nemlidir ve membran ve egilme enerjileri arasinda hesaplama dengesi olmalidir. DKT12
(CST + DKT6 veya Morley) elemani i¢in denge durum s6z konusuyken DKT18 (CST +
DKT9) elemaninda ise egilme kismi nispeten membran kismindan daha iyidir.

Argyris vd. (1977) TUP elemani, Dhatt (1969) DKT elemani ve Fish ve Belytshko
(1992) ve Cook (1993) tarafindan 18 serbestlik dereceli basarili liggen kabuk elemanlari
geligtirilmigtir. Sabourin ve Brunet (1995) her bir digim noktasinda Gi¢ yer degistirme
serbestlik derecesi bulunan tiggen kabuk eleman gelistirdiler. Elemanlar arasinda sureklilik
gereksinimi saglamak igin 6zel noktasal konfigirasyonlu birkag Semi-Loof kabuk
elemanlar bir¢ok yazar tarafindan geligtirilmigtir (Irons, 1976; Helen, 1986; Poulsen ve
Damkilde, 1996). Son zamanlarda literatiirde goriilen artirtlmig eleman yontemi, tiggen
plak eleman RT9 (Cheung ve Wanji, 1995), 4 kenarh plak eleman RPQ4 (Wanji ve
Cheung, 1997) ve u¢gen ve dortgen discrete Kirchhoff plak elemanlar RDKT (Wanji ve
Cheung, 1998) ve RDKQ (Wanji ve Cheung, 1998) artirilmig uyumsuz plak elemanlari
turetmek i¢in kullamilmaktadir. Bu plak elemanlardan, artinlmig eleman formiilasyonu
kullanilarak RTS15 ve RTS18 uyumsuz diz kabuk elemanlar tiretilmigtir. Literatiirde
uyumsuz kabuk elemanlart TR15 (sabit sekil degistirme dizlem elemam ve RT9) ve RT18
(sabit sekil degistirme diizlem elemani ve donel serbestlik dereceli Allmans in tiggen
elemani) olarak yayimlanmigtir (Wanji ve Cheung, 1999). Literatiirde artiriimug eleman
formilasyonu ii¢ ve 4 kenarli dejenere egri kabuk elemanlara da basarili bir gekilde
uygulanmaktadir (Wanji ve Cheung, 2005)

Artirilmig eleman formiilasyonu kullanilarak ¢ ve 4 kenarh discrete Kirchhoff plak
ve Mindlin plak elemanlar sirasiyla Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris fonksiyonu
kullanilarak kilitlenmeden bagimsiz yiksek dogruluklu elemanlar elde edilmigtir. Daha
sonra bu plak elemanlar yukarida da bahsedildigi gibi ¢ ve 4 kenarli diiz kabuk
elemanlara basarili bir gekilde genigletilmistir. Bu formiilasyonla elde edilen ¢éziimlerin
dogrulugu mixed/hibrid yontemlerde elde edilenler gibi ¢ok vyiiksektir. Ayrica,

formiilasyon sadece yer degistirme ifadelerini igerdiginden mixed veya hibrid yontemlere
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gore daha hizli ¢oziimler elde edilmektedir. Bundan dolayr bu tezde kilitlenmeden

bagimsiz artiriimis eleman formilasyonu kullantimigtir.

1.3. Tezin Konusu ve Amaci

Kabuk yapilarin SEY ile analizi, mihendislik uygulamalarinda yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Buna ragmen, kabuk yapilarin sonlu elemanlar formiilasyonu iizerine
birgok arastirmaci tarafindan daha basit ve etkili yontemler ve elemanlar gelistirmek i¢in
caligmalar da siirdariilmektedir.

Yiiksek dogruluga sahip ve etkili mixed veya hibrid sonlu elemanlar formiilasyonlar:
gelistirilmelerine ragmen bunlar karmagik yapiya sahiptirler. Bu formiilasyonlarin, yer
degistirme formiilasyonuyla karsilagtirildiginda, hesaplama zamanlarinin daha fazla oldugu
da gorulmektedir. Bu nedenle yiiksek dogruluklu ve etkili bir yer degistirme eleman
formilasyonunun gelistirilmesi aragtirmacilar tarafindan ¢ok ilgi gormektedir. Kirchhoff
plak teorisi igin uyumsuz (NC) eleman formiilasyonu olarak adlandirilan sonlu elemanlar
formiilasyonu, ozellikle de diigik dereceli elemanlarda dogrulugu onemli 6lgide
diizeltmektedir. Ancak bu yontemle elde edilen elemanlarin ¢ogu yakinsak olmayip her
zaman patch testini gegememektedir (Choi vd., 2002). Son zamanlarda literatiirde bu
noksanligt gidermek igin artirilmis (veya artirilmig NC) eleman formiilasyon yaklagimi
bagarili bir gekilde kullanilmaktadir. Bu yontemin en biyiikk avantaji formiilasyonunun
basit olusu ve yitkksek dogruluklu ¢oziimler vermesidir. Bu yontem hem Kirchhoff hem de
Reissner/Mindlin plak teorilerine bagarili bir sekilde uygulanabilmektedir.

Bu ¢aligmadaki amag; her bir diigiim noktasinda 6 serbestlik derecesine sahip (3 yer
degistirme ve 3 donme) dort diigim noktali 4 kenarli, beg diigiim noktali 4/5 kenarli ve
yedi digim noktal 4/6 kenarli kabuk elemanlar artirilmig eleman formiuilasyon yontemiyle
geligtirip incelemektir. Bu inceleme yapilirken ince kabuklar i¢in Kirchhoff, ince-kalin
kabuklar i¢in ise Reissner/Mindlin plak teorileri kullamlarak iki farkii formiilasyon elde
edilmistir. Bu iki formiilasyonla gelistirilen bu elemanlar ilk 6nce patch testine, sonra
literatiirde standart test problemleri olarak bilinen 6rnek problemlere ve daha sonra ise
amaca yonelik segilen statik ve dinamik problemlere uygulanmistir. Bu elemanlarla elde
edilen ¢ozimler; analitik, literatiirdeki elemanlar ve ANSYS paket programinda elde

edilen sonuglarla kargilagtinlip tiim elemanlarin performansiar belirlenmistir.
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Bu ana amaglarin yaninda bazi ek galigmalar da yapilmigtir. Ornegin, bes diigiim
noktali eleman, bolgesel ag yogunlagtirmasinin yapildigi yerlerde gecis elemani olarak
kullanildigindan bu ¢aligmada bes dugiim noktali eleman hem 4 kenarli diizgiin hem de 5
kenarl1 ¢arpik ag orgi hali i¢in formiile edilmistir. Boylece diizgiin ve ¢arpik ag orgii
hallerinin elemanin performansina etkileri belirlenmigtir. Ayrica, yedi dugiim noktali 6
kenarl1 elemanin bes dugim noktali 4/5 kenarh elemanla birlikte kullamlip, bir ¢oziim

alaninda altigen ag orgiiniin performansi da belirlenmistir.

1.4. Klasik Plak Teorisi

Bu caligmada kullanilan diiz kabuk eleman formiilasyonu, burulma serbestlik
derecesi igeren membran eleman: ile artirilmig eleman formiilasyonu igeren plak egilme
elemaninin birlesiminden olugsmustur. Plak egilme eleman formilasyonunda Kirchhoff ve
Reissner/Mindlin teorileri kullanilmistir. Bu teorileriler arasindaki farkin anlagiimasi igin
asagida kisa bir on bilgi verilmigtir. Ayrica plakta kullamlan igaret kabuli Sekil 1.3’te

verilmigtir.

W

Sekil 1.3. Plaktaki degiskenler ve isaret kabuli
1.4.1. Kirchhoff Plak Teorisi

Kirchhoff plak teorisi, Sekil 1.4’te verildigi gibi “deformasyondan 6nce orta diizleme

dik olan dizlem kesitler (n,), deformasyondan sonra da orta diizleme dik kalirlar (n,)”



16

(n,)” varsayimma dayanmaktadir (Meek, 1991). Teoride enine kayma sekil degistirmeleri

ihmal edilmektedir. Bu ise gercekte, sadece ince plaklar igin gegerlidir. Bagka bir deyigle

kalin plaklarin analizinde, enine kayma gekil degistirmelerin de
Reissner/Mindlin teorisi kullanilmalidir.

Z,W

Ye=0

Deformasyondan sonra
orta diizlem

u(x,y,z)

Deformasyondan énce
orta diizlem

X,

Sekil 1.4. Kirchhoff plak teorisinin kinematigi

hesaba katildig:

Kirchhoft plak teorisinde donmeler ve yer degistirmeler asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

u(xy.z) = -zw, (xy)
v(xy.z)=-zw, (xy)

w(xy.z)=w(xy)
0, (xy) =-w (xy)
0, (xy)=-w,(xy)

burada “

(1.1)

, 7 kismi turevi ifade etmektedir. Yukaridaki denklemlerden dizlem sekil

degistirmeler ve enine kayma sekil degigtirmeler agsagidaki gibi olusturulmaktadir.

X W’XX
E=18y (=2 W,y
Vxy —2W.

(1.2)
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Vx| w,x+9y B
y_{yﬂ}"{w,y+ex}_0 (1.3)

Plagin egilme deformasyon derecesini ifade eden plagin egriligi (x) asagidaki bagintiyla

hesaplanir.
KX W’)O(
K=K, p=4-W,y 1.4)
Ky Woxy

M, Ky
M=4M, t=[D.K ¥, (1.5)
M, 2y

Burada [D.] homojen izotropik bir plagin elastik egilme rijitligi olup asagidaki bagintiyla
ifade edilebilir.

e v O
D |=—F————— 1 O 1.6
D] 12(1+) Y . (1.6)
0 0 i
L 2 |

Kirchhoff plak teorisinde kayma sekil degistirmeler ihmal edildiginden enine kesme

kuvvetleri q, ve q, gerilme sekil degistirme iliskisinden (z,, = Gy,, ve t,, =Gy,,) elde

edilemezler. Ancak asagidaki denklemler yardimiyla kesme kuvvetleri

_ qx _ Mx’x+Mxy>y
q”{qy}_{M +M } (-7

seklinde elde edilir. Kirchhoff plak teorisi igin virtiiel ig ifadesi
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SW = 5W, +5W,;, =0
W, = (M, 8k, +2M, 3k, +M, 3k, )dA
A

(1.8)

8W,,=| PowdA + simur terimleri
A
bagintilariyla tanimlanmaktadir.

1.4.2. Reissner/Mindlin Plak Teorisi

Reissner/Mindlin (R/M) plak teorisi Kirchhoff hipotezinin genellestirilmis bir halidir.

Bu teoride; “plagin deformasyonundan 6nce, orta diizleme dik olan diizlem kesitler (n, ),

deformasyondan sonra da diizlem kalmasina ragmen orta diizleme dik olmas: gerekmez
(n,)” varsayimi yapilmaktadir (Sekil 1.5) (Meek, 1991).

Ne
zZ,W

Deformasyondan sonra

W x

orta diizlem -

/
—
-
- i w(x,y)
wx,y,z)
________ ﬁ_ﬁkx,u

Deformasyondan énce

orta diizlem

Sekil 1.5. Reissner/Mindlin plak teorisinin kinematigi

Bu varsayima dayanarak enine kayma gekil degistirmeler asagidaki gibi yazilabilirler.

Yz | _ | Wox Oy
sz B W’y+9x

(1.9)
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Burada 6, ve 0,, baslangicta deforme olmamug orta diizleme dik bir ¢izginin x ve y

etrafindaki donmeleridir. Yer degistirmeler ise,

u(x,y,z) = -z, (x,y)
V(Xa y. Z) = _Zex (X9 Y)
WX, ¥,7) = W(X,y) (1.10)

bagmtilariyla tamimlanir. Bu denkleme dayanarak duzlem i¢i ve enine kayma sekil

degistirmeler asagidaki gibi verilir.

% 6y,x XX
g=38, =29 O = 23Ky, (1.11)
Ty Byy +0xx xy
5]
Y1 ollw
YXZ W’x+6y aX
sz Yy X — 0 1 0
oy X

2
XX ey,x ox 2 (e
K=Kk, p=9 O, =0 > {Qy} (1.13)
w)] O] |6 51
[y ox ]

Homojen malzeme i¢in moment egrilik iligkisi Kirchhoff plak teorisinde verilen denklemle

aynidir. Kesme kuvvetleri ise denklem (1.12) yardimiyla asagidaki sekilde hesaplanir.

oo

Burada k, kayma dizeltme faktorii olup dikdortgen kesitli plak igin 5/6 degerindedir.

Reissner/Mindlin plak teorisi igin virtiel is ifadesi asagidaki gibi verilmektedir.
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BW = 5W,, +5W,, =0
—5W,, = [(M,x, +2M 8K, +M, 8K, +4,7,, +q,7,, JdA (1.15)
A

8W,, = [PSWAA + simur terimleri
A

1.5. Sonlu Elemanlar Yonteminde Burulma Serbestlik Dereceli Diiz Kabuk
Elemanlar

Daha once de belirtildigi gibi SEY’de kabuk yapilarin analizinde kullanilan
elemanlar; diizgiin yiizeyli (diz), egri yizeyli (egri) ve dejenere 3-B kabuk elemanlardir
Dogrusal ve dogrusal olmayan kabuk problemlerin ¢oziiminde duzgin yizeyli kabuk
elemanlar daha az hesaplama zamani gerektirdigi igin bu tiir elemanlara olan ilgt artrstir.
Bilindigi gibi diizgiin yiizeyli kabuk elemanlar, ince kabuk yapilarin SEY ile analizinde
kullamlan ilk elemanlardir. Kabuk elemanlar, membran ve plak egilme elemanlarinin
birlestirilmesinden elde edilmektedir. Formiile edilmelerinin basit olusu, geometriyi
tammlama ve diger tip elemanlarla kullanimimin kolayligi, rijit cisim hareketini
modellemeleri, karmagik yiik ve sinir sartlarim birlestirmede uygun sartlari ve yeterli
dogrulukta ¢oziim saglamasi, bu tiir elemanlarin cazip ozellikleri arasinda sayilabilir.
Ayrica diizgiin yiizeyli kabuk elemana burulma serbestlik derecesinin ilave edilmesi egri
kabuk elemanlardan daha kolaydir. Ancak, bu sekilde olugturulan formiilasyonun
dezavantajlar1 arasinda; elemanda egilme ve uzama ciftini (etkilesimini) igermemeleri
(kabuklarda ve egri pargalarda 6nemlidir), bir noktada karsilagan butiin elemanlar igin aym
diizlemde birlegsmelerinin ele alimginin zorlugu, gercek egri yapilarda eleman birlesim
¢izgilerinde egilme momentlerinin sireksizligi sayilabilir (Yang vd., 1990).

Klasik diiz kabuk elemanlar; formiilasyondaki basitlik, hesaplama verimliligi ve
kabuk yapilara uygulamadaki esnekliginden dolay: ticari paket programlarda yaygin bir
sekilde kullanilmaktadir. Diiz kabuk elemanlarin her bir diigiim noktasinda genelde 5
serbestlik derecesi mevcuttur. Bu 5 serbestlik derecesinin ikisi diizlem etkileri (membran
eleman), g diizlem dis1 egilme etkilerini (plak eleman) modeller. Bes serbestlik dereceli
kabuk elemanlar ile modellemede ve programlamada birgok zorluklar ortaya ¢ikar. Ayrica
eksiklikler baz1 durumlarda rijitlik matrisinin yakinsamamasina (singiilarite) ve de gergekte

var olan burulma etkisini ihmal ettiinden gergek problemlerin eksik modellenmesine
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sebep olmaktadir. Baz1 teknikler kullamlarak bu eksiklikleri gidermek miimkiindiir. Bu
tekniklerden biri ve en yaygin olarak kullanilam, elemanin membran kismina burulma
serbestlik derecesi ilave etmektir. Boylece olusturulan 6 serbestlik dereceli kabuk eleman
hem burulma etkisini dikkate almakta hem de aym ag oOrgiide kullanmilan 6 serbestlik
dereceli farkli tip elemanlarla birlikte (3-B kati ve kirig elemanlar gibi) aym anda

kullanimina imkén vermektedir.

1.5.1. Membran ve Egilme Etkilesimini iceren Diiz Kabuk Eleman

Bir kabugu modellemek i¢in diiz kabuk elemanlar kullamldigi zaman egilme ve
membran rijitlikleri sadece eleman sinirlari izerinde birlestirilir. Sekil 1.6’da eleman 1
(E1) ve eleman 2 (E2) diz kabuk elemanlann kullanilarak modellenen bir kabuk

geometrisinin enine kesiti verilmektedir. E2 elemaninin dizlem digt donme serbestlik
dereceleri (ex,ey), El elemanmn burulma terimlerine (6, ) ilave bir terim getirmektedir
(denklem (1.16)). Cook (1994) tarafindan elde edilen bu sonug, diiz elemanlar igin
membran kilitlenmesinin temelini tegkil etmektedir.

Membran eleman rijitligi kalinlik (h) ile orantil iken Kirchhoff ve R/M teorisinde

egilme rijitligi kalmhigin kiipu ile (hS) orantihidir. Bu nedenle kabuk ince oldugu zaman

egilme rijitligi membran rijitliginden daha ¢ok azalir. Boylece ince kabuk simrinda El
elemaninin biiyilk membran rijitligi, E2 elemanmnin donel serbestlik derecesini ( P)

kilitleme egilimi gosterir (Choi ve Lee, 2003).

Ob (E1)

Sekil 1.6. Diiz kabuk elemanlarin etkilegimi
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Burulma serbestlik derecesi (0,) asagida verildigi gibi plagin egilme ve membran

kisminin donmesinin toplami olarak ifade edilir.

0,=0,+0,sina=0, +(6, +0, )sina (1.16)

Bu denklem, egilmede ortaya ¢ikan donmelerin, (9 0 ) sin(a) ile garpiminin burulmaya

x> Yy
ilave edilmesiyle olusturulmustur. Ag artinldigi zaman elemanlar arasindaki ag1 (a)

kiigiilmekte ve E1, E2 elemanlart ayn: diizlemde olma egilimi géstermektedir. Bu durumda
eleman arasi membran-egilme etkilesimi kaybolmaktadir. Ancak gegmigste gelistirilen
bircok diiz kabuk eleman kaba ag kullanildigi zaman, membran-egilme etkilesiminden
dolay1 Kkilitlenmeye ugramaktaydi. Bu c¢aligmada denkiem (1.16) daki etkilesim,

denklemdeki degiskenler 6nceden hesaplatilarak eleman denklemlerine ilave edilmistir.

1.5.2. Kabuk Eleman icin Kiitle Matrisi

Sonlu elemanlar ¢oziimlerinde kabuklarin dinamik analizi nispeten siurhidir.
Genelde kabuk yapilarin statik analizinde dogru sonug veren kabuk sonlu elemanlari,
uygun kiitle karakteristiklerinin kullanilmasiyla, dinamik problemlerin analizinde de dogru
sonuglar vermektedir.

Enerji denklemi, uzay ve zaman bolgesine bagh olup SEY’ne gore aynigtirtlmig

hareket denklemi agagidaki gibi yazilabilir (Zhong, 1993).
[KI{u}+MIT)= P} (1.17)

Bu denklemde soniim olmadidi varsayilmigtir. Burada [K] toplam rijitlik matrisi, [M]
toplam kitle matrisi iken {U} dugim noktalarindaki yer degistirme, {5} ivme ve {}

kuvvet vektorleridir. Burada eleman rijitlik matrisi artirilmig sekil degistirme matrisinden
olusturulurken diiz bir kabuk elemanin kiitle matrisi ise membran eleman ve plak egilme
elemanin birlesiminden elde edilmektedir

Sonlu elemanlar analizlerinde, kiitle matrisi olarak kosegen kiitle matrisi ve digim

noktast matrisi kullanilmaktadir. Digiim noktasi uyumlu eleman kiitle matrisi, eleman
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rijitlik matrisinin elde edilmesinde kullanilan interpolasyon fonksiyonlarindan

yararlamlarak,

m=.[,° pN ' Ndv (1.18)

bagintis1 ile elde edilebilir. Burada p malzemenin yogunlugu ve N yer degistirme sekil
fonksiyonudur.

Dort digiim noktali 4 kenarh 6 serbestlik dereceli diiz kabuk elemam igin kiitle
matrisi agagidaki gibi yazilabilir.

m, m, 0 0 0 m
my my O 0 0 my
[mﬁ]: 0 0 m, m;, m; O (1.19)
0 0 m) my, m, O
0 0 m; m;, m; O
m; mj{, 0 0 0 m|

Yerel koordinat takimindaki kiitle matrisi denklem (1.20) kullamlarak genel koordinat

takimina donustirilir,

(M, ]=[Q]' [m;][C] (1.20)

1.5.3. Zaman Bolgesinin Ayristiriimasi ve Dinamik Denklem Coéziimii

Aynigtinimig hareket denkleminde, Ng toplam serbestlik sayist kadar bilinmeyen
uzay bolgesinde ve Ny toplam serbestlik sayis1 kadar bilinmeyen de zaman bolgesinde
mevcuttur. Yani Ny, aynigtirilmg sistemde serbestlik dereceleri ise, Ng yer degistirme ve Ng
ivme olmak iizere toplam 2xNy4 bilinmeyen vardir. Fakat denklem (1.17)’de sadece Ng
bilinmeyen mevcuttur. Boylece, hareket denklemlerini ¢ozmek i¢in ilaveten Ny bilinmeyen
denklem gereklidir. Bu ilave Ny bilinmeyen denklemleri elde etmek i¢in yer degistirmeler,
hizlar ve ivmeler arasinda bagintilar kurulur. Kurulan bu bagintilara gore explicit ve

implicit ¢6ziim yontemleri gelistirilmigtir. Bu ¢6ziim yontemleri, degisik sartlar altinda
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birbirlerine goére avantaja ve dezavantaja sahiptirler. Bu ¢aligmada implicit ¢6ziim yontemi

olan Newmark yontemi kullanilmig ve agagida kisaca deginilmigtir.

1.5.3.1. Newmark Yontemi

Newmark yonteminde t zamaninda yer degistirme, hiz ve ivme arasinda agagidaki

bagintilar vardur.

. 1 . .
t+AtU=tU t A ___At2 1-2 t 2 t+AtU
+ UM+ [( B)U+2p ] (121)

v gt 4 At - ) U440

Burada B ve «, ¢6ziim parametreleri ve At zaman adimi olup Newmark yonteminin
kararlhilik sart1 i¢in agsagidaki degerleri alirlar.
a) Eger 2p>a>0.5 ise, zaman adimt At <o olmast durumunda ¢oziim sartsiz kararlidir.
b) Eger P<05a ve «>05 ise, ¢ozimiun kararlh olmasi igin zaman adimi

At < Limin —q olmalidir. Burada T,,, ayristirilmug sistemin en kigik periyotudur.
lZﬂ(O.Sa -y |

t+At zamanmnda yer deZistirme ve ivmelerin ¢6zimi i¢in denklem (1.21)
kullanilarak t+At aminda denklem (1.17) asagidaki gibi tekrar yazilir. Bu denklemde

soniimleme matrisi ihmal edilmigtir.

K Ul O fp) (122)

Newmark yontemi igin ¢oziim algoritmas: Ek 1’de verilmistir (Bathe, 1996).



2. YAPILAN CALISMALAR

Kabuk yapilar i¢in sonlu elemanlar formulasyonu iki farkli yaklagimla
geligtirilmektedir (Belytschko vd., 2000). Birinci formiilasyon momentumun dengesi veya
denge  denklemleri  kullamilarak  klasik  kabuk  denklemlerinin  varyasyonel
formiilasyonundan, ikincisi 3-B genel sonlu elemanlar formulasyonuna kabuk yapi
kabullerinin uygulanmasiyla elde edilmektedir. Birinci yaklagim ozellikle dogrusal
olmayan kabuklar i¢in zordur ve gigli matematiksel alt yapr gerektirir. Ayrica,
denklemlere kalinlik degisimini, temas terimlerini ve takviyeli kabuk ifadelerini ilave
etmek zordur. Bunun yaninda ikinci yaklagim basittir ve ¢ok iyi sonuglar vermektedir.

Yirminci ylzyilin ortalarindan bu yana dogrusal ve dogrusal olmayan bolgede
plaklarin ve kabuklarin modellenmesi {zerine literatirde c¢ok sayida makale
yaymlanmaktadir. Hesaplamal: kabuk mekaniginde yenilik¢i caligmalarin hala daha
surmesi, konuyla ilgili ¢ok sayida aragtirmanin yapildigim gostermektedir. Bu, hem
mithendisligin 6neminden hem de karsilagilan teknik zorluklardan kaynaklanmaktadir. Son
40 yildan beri 6nemli teorik modeller gelistirilmis ve bu modellerde karsilagilan zorluklar
giderilerek c¢esitli pratik problemlere uygulanmistir. Bununla birlikte bu modeller i¢inde
tek bir teori, tam olarak kabuklarin analizi igin yeterince genel ve genis olamamustir. Bagka
bir deyisle kabuklarin sonlu elemanlar yontemiyle analizi mithendislikte yaygin bir sekilde
kullamlmasina ragmen ¢ok giivenilir kabuk yontemlerinin gelistirilmesi igin aragtirmalar
surmektedir. Kabuk analizlerinde karsilagilan zorluk, farkli kabuk yapilarin kabuk
geometrisi ve sinir sartlarina bagl olarak farkli davranmalarindan kaynaklanmaktadir.
Kabuk analizi i¢in etkili bir SEY, kabugun kalinligina bagl olmaksizin hem membran hem
de egilme etkin durumlarim iyi modellemelidir. Bu nedenle genel ve daimi etkili SEY
gelistirmek ¢ok zordur. Genelde fiziksel problemleri daha yiksek dogrulukla ve/veya
verimlilikle analiz eden bir model kullanilmaktadir. Diger yandan modellerin dogrulugu
pratik mithendislik problemleriyle uyusmalidir. Bu yapilara otomobil vb ara¢ garpma
testleri, levha metal gekillendirme iglemleri, basingli kaplarin analizi, gemilerin
denizlerdeki davranigi, kan damarlar1 gibi konular 6rnek olarak verilebilir.

Yapilan ¢aligmalar kismimin agagidaki bolimlerinde detaylarn verilen artirilmig
eleman formiilasyonu, dort diigiim noktali 4 kenarli, beg diigiim noktali 4/5 kenarli ve yedi

dugim noktali 4/6 kenarli kabuk elemanlara uygulanarak onlar i¢in gerekli denklemler
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elde edilmistir. Ikinci kisimda ise bu formiilasyonlarin gegerliliginin kontroli i¢in ¢esitli

orneklerle test edilerek uygunluklar gosterilmistir.

2.1. Teorik Cahsmalar

Klasik diiz kabuk eleman formiilasyonu plak egilme elemanim da biinyesine alan
diizlem gerilme elemamdir (Bazeley vd., 1966, Hanssen vd., 1979). Diizlem gerilme
probleminde sekil degistirme terimleri, genelde herhangi bir diigiim noktasinda u ve v yer
degistirme terimleriyle tammlanmaktadir. Bu galismada burulma serbestlik derecesi ()
diizlem gerilme problemine ilave edilmistir. Her bir dugim noktasinda 6 serbestlik
derecesine sahip dort diigiim noktali 4 kenarli kabuk eleman i¢in artinlmig eleman
formiilasyonu hem Kirchhoff hem de R/M plak teorisi kullamlarak elde edilmis ve
asagidaki bolimlerde detayli bir gekilde verilmistir. Bu artiriimig eleman formiilasyon
yontemi daha sonra, hem beg digiim noktalt 4/5 kenarli hem de yedi diigiim noktal 4/6
kenarli kabuk elemanlart elde etmek i¢in de kullamimistir. Tim bu ¢ikarimlarda

malzemelerin homojen ve dogrusal elastik davrandig: varsayilmustir.

2.1.1. Egilme Etkisinde Diiz Kabuk (Plak) Eleman

Bu kistmda, hem Kirchhoff hem de R/M teorisi kullanilarak egilme etkisindeki diiz
kabuk eleman icin ortak bir formiilasyon elde edilmistir. Bu ortak formiilasyon artirilmug
eleman formilasyonuna gore ¢ikarilmig olup, Kirchhoff ve RM teorileri igin bazi farkh
katsayilar olusturmustur. Bu farkhiliklar daha sonra tablo halinde verilmistir (Tablo 2.1).

Daha once de belirtildigi gibi plak elemanlarin ¢ikariminda birgok kilitlenme
problemiyle kargilasitmaktadir. Bunlardan en onemlisi kayma kilitlenmesi problemidir. Bu
problemi 6nlemek igin gesitli yontemler gelistirilmistir. Bunlardan biri de, bu ¢alismada da
kullanilan, artinlmig eleman formilasyonudur.

Artirilmig eleman formiilasyonu

Normal ve tegetsel dogrultudaki donme terimleri, Kirchhoff teorisi (Wanji ve

Cheung, 1998) (%0, .%0,) ve R/M teorisi (Wanji ve Cheung, 2000; Soh vd., 2001)

(RM 0,0, ) kullanilarak agagidaki sekilde verilmektedir.
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1
Kenkz'z‘(em"'gnz) (21)
1
RMenk:‘z‘(enl o, ) (22)
15 1, 15 1
€0, =——w,-—0,+~=w,-—0, (2.3)
L, 4L 4
M0y (t)=-%§f(t)wi-%(1.5f (t)-l)9ﬁ+%§f(t)w %(1.51’ ()-1)6, (2.4)
ij ij
2
Yzf(t)(f('wi""wj)'esi‘esj]
1 2.5
f®= 12¢* )
5L (1-0)

Yukaridaki denklemlerden goriildiigii gibi normal dogrultudaki donme (0,) her iki
teori i¢in aym olmakla birlikte tegetsel dogrultudaki dénme (8,) bu iki teori igin sadece

benzerlik gostermektedir. Ancak kalinlik kigildoginde denklemler Dbirbirine
yakinsamaktadir. Dénme terimleri i¢in bu benzerlikten yararlanarak asagidaki genel

ifadeler yazilabilir.

1 1
0,.=—0 +—0_
nk 2 n 2 1 (2.6)

0, =Aw,+B0, +Hw +Df,

Denklem (2.6)’da verilen katsayilar her iki teori igin farki degerler icermektedir ve bu

degerler Tablo 2.1°de verilmistir.

Tablo 2.1. Plak elemanda Kirchhoff ve R/M teorileri i¢in farkli katsay1

degerleri
Katsayilar | Kirchhoff teorisinde | Reissner/Mindlin teorisinde
-1.5/L -1.5F (t)/L,
B -1/4 ~0.5(1.5 (t)~1)
H L5/L, L5F (t) /L
D -1/4 ~0.5(1.5f (t)-1)
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Ayrica, programlamada kolaylik olmasi agisindan dénme bilesenleri, agagida verilen

denklem (2.7) deki gibi doniigiime tabi tutulmustur.

e,;%:ez ve ey:—%;l=—91 @.7)

Sekil 2.1. Bir plak eleman: igin donme bilegenleri

Boylece plagm egriligi donme bilegenleri cinsinden asagidaki gibi tekrar ifade edilir.

_‘Vﬂxx -el,x
K= Wy, 1= By (2.8)
W) Dy O

Ayrica, plak elemanindaki donme bilesenleri orta noktalarin ilave edilmesiyle de

asagidaki gibi tammlanir.

P ; (2.9)
92 ZN1921 ZNI em +Z Nk92k
=1 =1

k=5

Bir plak elemanina donme bilegenlerinin ilavesi
1. Adim: Ik 6nce eleman kose diigiim noktalarindaki dénme degerleri, doniigiim

matrisi kullamlarak normal ve tegetsel koordinatlardaki donme degerlerine dontgtiirilar.
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. - - . 6, =C6, +5,0,
0., :[:CI S,:{ 0, veya om o TR (2.10)
05 -5 Giiey 05 =-5,0,; +C,0

Burada, S; =S; ve C; =C; olup (i=1.234)iken (jj=12,23,34,41) dir.

Sekil 2.2. 4 kenarlt plak egilme eleman: a) dért digiim noktali eleman, b) sekiz
digtim noktali eleman

2. Adim: denklem (2.10) ile elde edilen normal ve tegetsel koordinatlardaki donme

degerleri, denklem (2.6) da yerine yazilirsa orta noktalardaki normal (enk) ve tegetsel

dénmeler (esk) kose dugiim noktalarindaki donmeler cinsinden ifade edilmis olur.

1
0,= E{Cﬁh +8,0, +Ci911' +Si92i} (2' 1 1)
0, =Aw,+B (-Sioli +C0, ) +Hw;+D (~Si911' +Ci02j )

3. Adim: Daha sonra orta noktalardaki normal ve tegetsel bilesenler, x ve y

koordinatlardaki donme bilegenlerine doniigiim matrisi kullamlarak doniistiiriliir.

C. -S. 6,=Cb_, -S0
O =[ i Sl} O cveya ko Uk TS 1234 k=5678 (2.12)
sz S; G

Denklem (2.11) ve (2.12) kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki

bagintilar elde edilir.
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elkz'ASiWi+(‘12“Ci2 +Bsi2j91i+(%cisi -BSiCi)OZi
1 1 (2.13)
-HSin'*‘(—CiZ +DS?)9,J.+(——CiSi -DSiCi)()2j
2 2

02k=Aciwi+Gcisi-Bsici)eﬁ{—;-szmc:)em
1 1 (2.14)

+HC,w, +(—cisi DS, ci)el. +(- S;+DC} )9,
2 i 3 2 i i 3]

4. Adm: Yukaridaki ifadeler 6, =-6, ve 0,=0, doniigimi yardimiyla x ve y

koordinatlarindaki dénmeler cinsinden agagidaki gibi yazilir.

0, =AS,W. +(1 S, BSC) (-1-c3+Bs§)9ﬁ.
2

(2.15)

HS,w, +GQ i-DSiCi) ( c2+Ds2)9

0, =AC,W, +( s2+Bc§) ( CS-BSC)G
(2.16)

+HC,w, ( S’+DC2)9 (ECiSi-DSCJB

Boylece orta noktadaki donme, eleman kenarina ait kose dagum noktalarindaki
donmeler cinsinden ifade edilmis olur.
5. Adim: Denklem (2.15) ve (2.16)’da verilen 0, ve 0, ifadeleri; i,j=1,2;2,3;34:4,1

ve (k=5.6,7.8) degerleri kullamlarak agagidaki gibi elde edilir.

k=35 igin

1 1
0,,=-AS,w, +[§-CISI -BS,C, )ex, -(ch +BS; Jeﬂ
1 1 2.17)
.HSIW2+(E CS, -D81C1]9xz-(5012 +DS{ J"yz

925=Ac1w1+( SZ+BC2) ( CS, BSC)G
(2.18)
+HCIWZ+(ESIZ+DC12)9X2-[EQS;DSICI)G}Q

veya matris formunda
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1 1 1
{915}_ -AS, (EC,SI—BSICIJ -(ch+}3st -HS, (ECISI-DSICIJ
%) 1 ac, [Lsmer] Lesmse,| me, (st 2.19
1 2 1 1 2 ™1 11 1 2 1 1

-(%cfﬂ)sf) 00000 0|fw
1 Ox
-(ECISI-DSICI) 00000 0fl8,,

k=6 icin

0,,=-AS,w, G -Bszcz)exz-(%cims;)eﬂ
(2.20)

HS, W, [ C,S,DS,C )e (%cgmsg)eys

1
2

1

926=AC2w2+(%S§+BC§)9X2—(ECZSZ -Bszcz)eﬂ

1 : (2.21)
+chws+(—2-s§+1)c§]9,{3-(50252 -Dszcz)eﬁ

veya matris formunda

00 0 -AS, (%Czsz-BSZCZJ -(%C§+BS§)
%) 10 0 0 AC, (%S§+BC§) -GCZSZ-BSZCZJ (2.22)

-HS, GCZSZDSZCZ) -Gcgﬂ)sjj 0 0 0}{w,
o,

1 2 2 1 X

+HC, ESZ+DC2 - —Z—CZSZ-DSZCZ 0 0 0|06y

k=7 i¢in

917 :‘AS3W3 +(%C3sz -BS3 C3 )92&3 -{% C§ +BS§ )Oys
(2.23)

-HS3W4+(%C3S3 -DS3C3)9X4 -(%cg +DS§)0Y

0,, =AC3W3+(%S§ +BC§)%-GC353 -BS3C3)9y3
1 1 (2.24)
+HC3W4+(ES§ +DC§jOX"(§C3S3 -DS3C3J9y4

veya matris formunda
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00000 0 -AS, (1C3s3-353c3]
{917}2 2
%) 16 00000 AC, Gs;mcg) (2.25)
1 . 2 1 I . 2
|| GBS S, | SCSDSC | | SCHDS] w,
1 1 1 O
-(ECBSS—BSJCS) HC, (Esgmcg) -(—2—C383-DSSC3) 0,
k =8 igin

0,,=-AS,w +( -BS4C4]G (;C2+BS§JBY4

NI»—i

(2.26)

-Hs4w,+( C4S4-DS4C4]0 (;C2+DSZ 0

2 ]
2
1
-(—C4S4 -BS cJe
2
(1

+HC4WI+(—;—Si+DCf]6x1- ~2—C4S4-DS4C4)()Y1

928=Ac4w4+(§Si+BCijex4
(2.27)

veya matris formunda

-HS, (%C4S4-DS4C4) -GC%DSjJ 00000

ls}z
{928 HC, (.l_simci) -(}—C484-DSAC4] 00000
2 2
(2.28)
0 -AS, (—;—C4S4-BS4C4) -G-ciﬂasi) W,
1 1 O
0 AC, [Es§+BCi) -(5C4S4-BS4C4] 0y,

Boylece orta noktalardaki donme bilegenleri, kose digiim noktalarindaki donme

bilesenleri cinsinden ifade edilmis olur ve sonra denklem (2.9) asagidaki gibi tekrar yazilir.

0, ZN%—Z(N)O +ZN 81~ Tignn (1)) 05

i=1 9 .
. (2.29)

w
0, ZNem YN, M+ZN 05 =] Ton (&) |30

i=1
0y

1

Burada,
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ndf, plak eleman igin bir diigiim noktasindaki serbestlik derecesi (w.6,,6,)

nen, bir elemandaki digiim noktast sayisi olup sekil fonksiyonlari matrisleri Toy pen

ve TV

ndf, nen

agagidaki gibi formiile edilir.

T2, =-AS,N,-HS,N,

T, =G-cls1 BSC, JNS +G C,S,DS,C, ) N,
= S omst N T ciepst
T2,=-AS,N,-HS,N;

T .= (-;* C,S8,-BS,C, ) N, “?-[—;—CIS1 -DS,C, ) N;
;| ezesi v Scost v,
T.;=-AS;N,-HS,N,

Ts =(%C3S3 -BS,C, )N, -{%CZSZ -DS,C, J N,
= Seiemsi o e os o,

T, =-AS,N, -HS,N,

Tet a4 (";‘ C4S4 BS,C, ] N;+ (% Csss -DS, G ) N,

1 1 (2.30)
3.~ Civms; Ny S0,
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T,=AC,N,+HC, N,
Teyx,l=(%Sf+BCf)N5+(—;—S§+BC2)NS+N1
1

T J:-(%cls, -BSICI)NS-(ECAS4 -BS4C4)NS
T2,=AC,N,+HCN,
Teyx,zz(%si"'BCi)Né‘i{-;—Sf +BC,2)N5 +N,
T J:-(%CZSZ -BSZCZJNG-(%CISI -BSICI)NS
T2, =AC,N, +HC,N,

Ty ,3:@-55 +BC§JN7+GS§+BC§)N6+N3
T }:-(%C3S3-BS3C3)N7-(%CZSZ-BSZQ)NG
T2 ,=AC, N, +HC,N,

1 1
T, )4:(552 +BC§JN8+(ES§ +BC§)N7 +N,

1 1 (2.31)
T ,4=-(5c454 -BSAC4]N8-(EC383 -BS3C3)N7

2.1.2. Kirchhoff Plak Teorisi Kullanilarak Elde Edilen Kabuk Eleman
Formiilasyonu
Bu formiilasyonda enine kayma gekil degistirme terimlerinin ihmal edildigi ince

kabuk elemanlar g6z 6niine alinmigtir.

2.1.2.1. Dort Diigiim Noktah 4 Kenarlh Kabuk Eleman (SKQ)
Daha 6ncede belirtildigi gibi kabuk eleman, membran eleman ile egilme etkisindeki

plak elemanlardan olugmugtur. Asagida her iki eleman igin olusturulan formilasyonlar

detaylartyla verilmigtir.

2.1.2.1.1. Dort Diigiim Noktah Kabuk Eleman icin Membran Eleman (MEQ)

Bu kisimda elde edilen membran formulasyonu, hem Kirchhoff hem de

Reissner/Mindlin teorisi igin gegerlidir. Sekil 2.3’te verilen dort digiim noktali dogrusal
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membran eleman, iki yer degistirme (u,v) ve bir dénme (8,) serbestlik derecesine sahiptir.

Membran elemana burulma serbestlik derecesinin ilave edilmesi ilk olarak “vertex donme”
kavramini tanimlayan Allman (1984) ve quadratik elemanlarin kenar orta noktasinda yer
degistirmeyle iligkili “vertex donme” nin geometrik interpolasyonunu veren Cook (1986)
tarafindan yapildi. Bu tip elemanlarin iyi bir performans sergiledikieri bu ¢aligmalar

sonucunda ortaya ¢ikmigtir.

A Z

i

Sekil 2.3. Dort diigiim noktali 4 kenarli membran eleman

Membran eleman i¢in varyasyonel denklem Hughes ve Brezzi (1989) tarafindan

agagidaki gibi ifade edilmistir.

Hd(u,9)=%LsT[Dd]sdA+%pL9§dA~IAu.PdA (2.32)

Burada u ve 0, A ¢ozim bolgesi izerinde hesaplanacak yer degistirme ve donmelerdir. P
genel dis kuvvetler ve p penalt1 parametresidir.

Burulma serbestlik dereceli kabuk elemanlar, eleman iizerinde yer degistirme ve
bagimsiz donme alanlarim igeren Allman tipi interpolasyonla birlestirilerek asagidaki gibi
verilmektedir (Jin, 1994).

ul _ . 0 u; 8 L; C.
{V} B ;Ni E&n v } + 2, Ny (é:“)"si(ej - 91){55} (2.33)

1

Ayrica Sekil 2.4’teki geometriden agagidaki bagintilar yazilir.
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Xij =X *Xj
Y =Yi Y
2 9 /2
Ly =(x3+y3) (2.34)
Hz@%

C; =cosy; =-yj /Lij
Sij =siny;; = Xjj /Lij

Yukandaki esitliklerde

Ly, (i-j) kenar uzunlugu,

n;, (i-j) kenarimn dig normal vektori,

s;» (- j)kenar uzunlugu boyunca teget vektori,

v, n; dig normal vektdriniin yatayla yaptigi aci,

(u,,v,.8,), i. diigiim noktasindaki, sirastyla, X ve Y yoniindeki yer degistirmeler ile Z
yoniindeki donme, {u;,v;,0;), j. digim noktasindaki, sirasiyla, X ve Y yoniindeki yer
degistirmeler ile Z yoniindeki dénme, N{ kose digim noktasinda ve N, kenarin orta
noktadaki Lagrangian sekil fonksiyonlaridir. Ayrica k=5678 i¢in i,j=12;23;34:4,1

degerlerini almakta ve gekil fonksiyonlar1 da asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

N} =;}(1+éié)(1+nm) (2.35)
N, :—21—(1~§2X1+qkn), k=57 (2.36)
N, =%(1+§ké)(l-n2),k =6,8

N, = (1+§iéX1+nin)—%Nm ——;—Nn, 1=1234 mn=8,556,677,78 (2.37)

1
4

Sekil 2.4. Elemanin herhangi bir (i - j) kenarindaki parametreler
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Virtiiel is ifadesinde Allman tipi interpolasyon membran kabuk eleman igin

kullanilirsa, agagidaki kuvvet- yer degistirme bagintis: elde edilir.

Fg, Q'F, u; u,
Fy =1 Q'F, =[QTKdQ] vit=[KpKRv; b, i=1.234 (2.38)
My QTMXyi 0, 07
Bu bagntida,
p— T fe—
[Kd]: .{A[Bd] [0, [B.jia (2.39)
€1 C12 €33 E v 0
t
[Q]: €y €2 €x: |, [Dd]:l—vz v 1 li)v (2.40)
€31 €3 €33 0 0
2
N°fex 0 00 0 G,
[B.J=1 o axi/oy 0 0 0 G (2.41)
N°/oy aNP/ax 0 0 0 G,
6Nl aNm
N ON
[Gi]:.% Lusij%yl-xﬁks,k = (2.42)
N ON,, N, oN,,
L(LUCU ! L]kclk J—(Lusxj_ax— L]_ksxk éxJ

seklinde verilmis olup burada E elastisite modiilii, t kabugun kalinhig:, v poisson oram,

[Q] genel ve yerel kartezyen koordinat takimlar arasindaki déniigiim matrisi, [D,] diizlem
gerilme durumunda elastik malzeme sabiti matrisi ve [K d] yerel rijitlik matrisidir. Ayrica

{eij}(i,j=1,2,3) koordinat takimlar1 arasindaki dogrultman kosinisleridir. [G;] matrisinde

ise indisler i=1,23,4, j=4,1,23, k=23,4,1, 1=8567 ve m=5,6,738 degerlerini almaktadir.

2.1.2.1.2. Dért Diigiim Noktah 4 Kenarh Plak Eleman (DKQ)

Bu kisimda dort digim noktali kabuk elemanin egilmesi igin gekil degistirme

enerjisinin ayrigtirilmasina dayanan bir formiilasyon verilmistir. Bu formiilasyon ile elde
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edilen sonug, daha once literatiirde belirtilen 12 serbestlik dereceli 4 kenarli discrete

Kirchhoff plak elemant (DKQ) ile ayn1 olmustur. Plak eleman i¢in enerji denklemi

M, (w) = [ [D.][]aa

I, (w) 1 _LIA[(W,“ ) +V2W, W, . +(w,yy )2 +2(1-v) (w,xy )z}lA

:512(1—v2)

(2.43)

seklinde yazilir. Burada,

11, (w), egilmeden dolay1 elemandaki enerji ifadesi,

A, eleman alam,

w , kalinlik dogrultusundaki yer degistirme (¢okme)’yi gostermektedir.

Plak elemanda donme serbestlik derecesi polinomu

Bir plak elemanda en azindan sabit bir moment degeri elde edilebilmesi i¢in, eleman
kenarina dik donel bilegenler, (Sekil 2.5) eleman kenari boyunca bir kiibik yer degistirme
polinomu tammlanarak elde edilir. Eleman kenarinin orta noktasinda tamimlanan
parametreler elemanin koge diigiim noktasina ait parametreler cinsinden ifade edilir. Dort
dugim noktali 4 kenarli eleman kenarlarinin orta noktalarina ilave dugim noktalar

yerlestirilir.

7 3

z y,
Wi (in) i <

6 Y
s
/ ’ ’

Sekil 2.5. Dort dugiim noktalt 4 kenarlt kabuk elemann egilme
parametreleri

Sonra kiibik polinom ifadesini de kullanarak donme bilesenleri ve elemanin geometrik

sekli agagidaki gibi tanimlanir.
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8
8, =) N6, xziNox,
i=l

) ve - (2.44)
0, ZZNiezi Y=ZN?Yi
i=l

Burada sekil fonksiyonu N,(&n) parametrik koordinatlarda tanimlanmis olup denklem
(2.35) ve denklem (2.36)’da verilmistir.

Kirchhoff kabulleri kose diigiim noktalar i¢in x ve y yerel koordinatlarima ve orta

noktast icin n ve s kenar koordinatlarina uygulanarak asagidaki denklemler elde edilir.

1- Koge digiim noktasinda:

O Ig‘w'li: 0
» ,i=1234 (2.45)
ow
eyi :”_a;li:_eli
2- Orta noktada:
ow
e = Ik
, k=568 (2.46)
-
sk Bs k
Burada,

1- w eleman kenarlar1 boyunca bagimsiz olarak degisir. Dort kose diugiim

noktasindaki w, eleman kenari boyunca kiibik yer degistirme polinomu ile
tamimlanir.

2- Kirchhoff kabulleri elemanin biitiin siurlar1 boyunca saglanir.

3- Kayma sekil degistirme enerjisi ihmal edildiginden bu formiilasyon sadece ince
plaklar i¢in gegerlidir.

4- 12 serbestlik dereceli bu eleman kenarlar boyunca uyumludur.
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Egilme etkisinde diiz kabuk eleman igin tiretilen denklemler (2.30) ve (2.31)de
Tablo 2.1°de verilen katsayilar yerine yazilirsa Kirchhoff plak elemant igin gegerli sekil
fonksiyonlar bulunur.

Dénmeler,

91 Z( N; ﬁyx +ZNk91k [ Tndfnod(é “) Xi

i=1 4]
v (2.47)
4 8 Wi
:ZNiexi +ZNk62k = [KT:df,nod En)f0x;
i1 k=5 0y,

seklinde gosterilir. Burada * T}, ve *TJ, sekil fonksiyonlar asagida verildigi gibidir.

by 015 1.5
KTW,1=E‘SlN5'L—S4Nx

i ij

. (3 3
KTM:(ZQSIJN5+(ZC4S4)N8
(1,1 1,1

= 3048 N Feds N

.15 1.5
KTw,zzfsst 'f’sle

i i

“t=(Fos N Jes .
T .= [;C2-—Slj (le-i-SfJNS-NZ

o =195 N Lg N,
AL, L,

i

i
. (3 3
KTex,3:(ZC383)N7+(ZC282JN6
KTg‘y’S=—(%C§-—1—S§)N7-(—;—C§-%S§)N N

. 15
T, = L —=8,N, -i:s3N,
2.48
KTx (ic4 ) 8+(§_C353)N7 ( )
. 1 1,1
Ty, 4 ZCZ-—SZJ (5C§-18§JN7-N4
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opy = L3en e N,
L, L,

ij i

1, 1 1, 1
KTeLl:[Esf-ch)Nsn{zsi-Zci)N8+N1

KTg;,l 2'(% C1S1 ) Ns '(‘3‘ C4S4 ) Ns

KTVYV,Z:-ILSC N+ 0N,

3 i

1 1 1 1
KTg;ZZ(ES§-ZC§)NG_*_(ES?-ZCIZJNS +N2

“1y ,2=-(%0282)N6-(2C181)N

“TY =-~—CN +L3 CN
L. L.

ij i

1 1 1 1
KTi,sz(Esi'zciJN7+(ES§'ZC§)N6+N3

KTei 3 [% CS, J N, '(i C,S, j N,

KTy =--——C N + CN
L. L.

ij i

e ) e Y
3
KTy )4=-(%C4S4)N8-(ZC3S3JN

Kirchhoff teorisi i¢in (2.48) ve (2.49) denklemleri ve denklem (2.40)’daki déniigiim

(2.49)

matrisi, denklem (2.43)’te verilen enerji ifadesinde yerine yazilip minimum enerji ilkesi

uygulanirsa, agsagidaki kuvvet-yer degistirme bagintis1 elde edilir.

Fxi Q'F, W,
Mg b=1Q™, b=[QT*K.q] ex, =%k, fox (2.50)
M%) Q™M 0y, 0vi
[KKe = A[KBJ[[DJKBE](!A (2.51)
000 0 N,
[*B,]=10 0 0 N,; 0 o
000N, N, 0
(2.52)
0 0 KA KAl KA
+10 0 KA KA KAYY

0
0
0 0 (FAF+AY) (FAZHRAY) (FAZ+RAY) o
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Burada D], plagmn egilme durumundaki elastik rijitlik matrisidir. * A9 fonksiyon

degerleri dongi seklinde olup Ek 2’de verilmistir.

2.1.2.1.3. Dért Diigiim Noktali Kabuk Eleman icin Rijitlik Matrisi

Bu kabuk eleman igin eleman rijitlik matrisi, membran eleman rijitlik matrisi ve
Kirchhoff plak egilme eleman rijitlik matrisinin cebirsel toplami seklinde elde
edilmektedir.

K[K]T =[KD]+[KKE] (2.53)
Denklem (2.53)’in ¢oziimiinde 2x2 Gauss integrasyon noktast kullanilmigtir.

Dort dugim noktali kabuk eleman igin statik denge denklem ¢6ziimii, membran

eleman ve plak egilme eleman ¢oziimlerinin cebirsel toplamiyla asagidaki gibi hesaplanir.

="kl {u}
veya

FXi i )

Fy;i v

Fy K Wi .

="1K =1,2,3,4 2.54

MX [ ]T GXI r ’1 > ( )
My 0 vi
MXY BZI

Burada her bir elemanda toplam 24 serbestlik derecesi vardir.

T
{U} ={u1 Vi W, 0y 0y 0, u, v, w, Oy, 0, 6,

u; vy Wy By 0y 0, u, v, ow, 0, 0y, 9z4}
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2.1.2.2. Bes Diigiim Noktah 4/5 Kenarh Kabuk Eleman (SKP)

Sekil 2.6’°da bes diigiim noktali 4/5 kenarli kabuk eleman, membran (Sekil 2.6a) ve
plak egilme (Sekil 2.6b) elemanina ayrilmis haliyle verilmistir. Bu sekiller tizerinde genel

koordinat takimi (X,Y,Z), eleman iizerine yerlestirilmig yerel koordinat takim1 (x,y,z) ve
serbestlik dereceleri (u.v,w,0,,0,.0,) ile gosterilmigtir. u, v ve w sirasiyla X, Y ve Z
eksenlerindeki yer degistirmeleri tamimlarken 0,.6,ve6, ise aym eksenler etrafindaki

pozitif donmeleri olusturmaktadir.

Sekil 2.6. Bes diigiim noktali 4/5 kenarli a) membran ve b) egilme etkisine maruz
duz bir kabuk eleman

2.1.2.2.1. Bes Diigiim Noktah Kabuk Eleman i¢cin Membran Eleman (MEP)

Bes digim noktali 4/5 kenarli elemanin koge digim noktalarinin dogal

koordinatlardaki Lagrangian sekil fonksiyonlar

Np=(1-0) ()N

Ng= 4 (140) ()5 N2

Ng=(15) (1) (2.55)
Ni=2(1-5)(1+m)

N‘s’%(l'iz)(l-n)

olarak ve orta noktalarmn sekil fonksiyonlar: ise
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N6=f;i§(1-§2)(e§4).5)(1-n)

N7=-;ig(1-§2)(§+0.5)(1-n)
N,=2(1+) (1) (2.56)
N9=%(1-z})(1+n)

Ny, :‘;“(1'&)(1"’]2 )

denklemleriyle verilmektedir. Bu elemanin koge ve orta noktalardaki sekil fonksiyonlarina
agagidaki gibi bir diizenleme yapilarak elde edilen sekil fonksiyonlarmin burulma ve

egilme terimlerinde kullanimu kolaylagtiriimig olur.

3 1 1
N, ZN?'§N6+§N7"2‘N10

3 1.1

N=N-oN NN,

N, =N§-%(N8+N9) (2.57)
1

N4 =N2 '5(N9 +N10)

3
Nj =Ng 'Z(Ns N, )

Kat1 mekaniginde toplam potansiyel enerjinin minimize edilmesiyle veya virtiel is

ifadesinden asagidaki klasik formiilasyonlar elde edilir.

F Q'F, b Ui
Fy, t=4 Q'F, =[QTKdQ] Vi =[KD] v, },i=123.45 (2.58)
My QTMxyi 05 0z

Burada Q, genel ve yerel kartezyen koordinat takimlari arasindaki doniigim matrist, [K d]

membran rijitlik matrisidir. Bu elemanda G, matrisi i=1,23,4,5 degerleri igin tammliyken

diger indisler j=4,5,23,1, k=534,12, 1=10,789,6 ve m=6,8,9,10,7 degerlerini almaktadr.
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2.1.2.2.2. Bes Diigiim Noktah 4/5 Kenarh Plak Eleman (DKP)

Bes digliim noktali 4/5 kenarli plak elemam i¢in denklem (2.56) ve denklem
(2.57) de verilen sekil fonksiyonlar alinarak ince kabuk hipotezine uygulandi. Dért diigiim
noktal 4 kenarli eleman formilasyonunun gelistirilmesindekine benzer iglemler yapilarak

agagidaki bagintilar elde edildi.

Fy; Q'F, Wi Wi
M 1 =1Q" M, =[QTKKCQ] 0xi =[KKE]0m i=12345 (2.59)
M?(i QTMyi 9Yi 9Yi

[Ke]=JA [B.['.[*B.ba (2.60)

000 0 -N; 0
[*B.]=0 00 N, o0 0
000 -N, N, 0
As,x KA@( KAs,x 0 (261)
1i
KA” KA KA;;Y 0
{ (FAZ+*AY) (FAZ+FAY) (FAZ+FAY) o

Burada [D, ], plagin egilme durumundaki rijitlik matrisidir. ¥ A*5 | Ek 2°deki dort
digim noktali elemandaki A} dongisinde dugim noktast sayistnin (nen = 5)

degistirilmesiyle elde edilen fonksiyonlardir. Fakat dért digiim noktali 4 kenarh

elemandan farkl: olarak fonksiyondaki * T} ve *TJ, ’ler agagida verilen degerleri alirlar.
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< _L53 1.5
KTw,lz ‘i“sle'?Sleo

i ]
. (3 3
KTex,lz (ZCISIJN5+(ZC555JN10

(1,1 1,1
KTey,xz‘(ECf 'Zslz)Né'['z_Csz'ng)Nlo 'Nl
« 15 15
T;,2=——S3N8-—-—52N7

L, L,

. (3 3
KTex,zz(chsz,)Ns+(zczssz7
KTg‘y,f-(—;—Ci-iSi)Ng-(%Ci-—}Sg)NT-Nz
e 15 15
KTw,szi_S/;fosst

] 1}
x 3 3
KT9x73:(ZC4S4)N9+(ZC3S3)N8
x 1 1 1 1
T 5 :'[Eci'zsi)Ng '(Eci'zsi)Ns'Ns

15

K -
T;4_

15
Sleo‘ES4N9

ij 3
. (3 3
KTex A (chss } N10+(ZC4S4 ) N9
. 1, 1 1,1
Ty {0 2.62)

1.5 15
T8N, Z8 N,

i i
o3 ’5=[—3—CZSZJN7+(%CIS,JN6

. 1., 1 1,1
KTay,s ='(5C§'ZS§)N7 -(ECIZ-ZSJZJNG "Ns

Kmx
T,s=



1.5 1.5
KTvix:'fCle +L—C5Nlo

ij 3

1.1 1,1
KTg;J:(?Z—SlZ-ZCIZ)N6+(§S§'ZC§JN10+NI

3 3
KTey;,x ='(ZC151 ) Ns '(chss J NIO

.15 1.5
KTvyv,z ="IT C3N8+i:'C2N7

] b

1
KTBYX)2=(ES§-%C§JNS+(—;—S§-?}C§)N7+N2
3 3
KTgy,z ='(ZC353 ) NS_(ZCZSZJN7

1.5 1.5
KTv);,s :'fC4N9 +‘L““'C3Ns

if ij
1 1 1 1
o ) R ) Y

. 3 3
KTgy 3 2'(2C4S4 ) N9 '(Z Cssa ) Ns

1.5 1.5
KTuyzA :'?C5N10+EC4N9

i ij

Ty ’4=(%S§—%C§jNIO+(%S§-%Ci)N9+N4
3 3

KTgy,‘t :'(chss )Nlo'(ZC4S4JN9

1.5 15
KT$,5 :'fczN7+fCINs

if ij

1., 1 1,1
KTng:(Esg-zcgJN7+(Esf-Zcf)N6+N5

3 3
KTeyy,s 2'(2 Czsz ) N7 '(Z Clsl )Ns

2.1.2.2.3. Bes Diigiim Noktahh Kabuk Eleman icin Rijitlik Matrisi

47

(2.63)

Bes diigim noktali kabuk eleman i¢in eleman rijitlik matrisinin olugturulma yontemi

kuvvet-yer degistirme bagintilar

F= [kl U}

dort diugim noktali elemandakine benzer gekilde (Denklem (2.53)) olup aradaki fark,
sadece dugiim noktas: sayisimn farkli olmasidir. Denklem ¢6ziimii i¢in biitiin terimlerde

3x3 Gauss integrasyon noktast kullamlmgtir. Rijitlik matrisinin olusturulmasindan sonra
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veya
U, u,
Vi A A
W, | ¢ W,
il IWal oo 2.64
Mx} K], by ,i=1,23,4,5 (2.64)
My By;
MXy 0Zl

seklinde yazilabilir. Burada her bir elemanda 30 serbestlik derecesi vardir.

T
{U} = {u1 vi w0 0y 0, u, v, w, 0y 0y 0,
u, v; w, 0 0, 0, u, v, w, 0p Oy, 0y

u; ve wy Oy 0y ezs}

2.1.2.3. Yedi Diigiim Noktah 4/6 Kenarh Kabuk Eleman (SKS)

Sekil 2.7°de yedi dugim noktali 4/6 kenarh kabuk eleman, membran eleman: ($ekil
2.7a) ve plak egilme elemamna (Sekil 2.7b) ayrilmus haliyle verilmistir. Bu sekiller

izerinde genel eksen takimt (X,Y,Z), eleman tzerine yerlestirilmig yerel koordinat takimi
(x,y,2) ve serbestlik dereceleri (u,v,w,0,,9,.0,) ile verilmektedir. u, v ve w, srasiyla X, Y

ve Z eksenleri yoniindeki yer degistirmeleri tanimlarken 0,,0,ve0, ise ayni eksenler

etrafindaki pozitif donmeleri gostermektedir.

Sekil 2.7. Yedi dugtim noktal1 6 kenarli a) membran ve b) egilme etkisine maruz
diiz bir kabuk eleman
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2.1.2.3.1. Yedi Diigiim Noktah Kabuk Eleman icin Membran Eleman (MES)

Yedi digim noktal: 4/6 kenarli elemanin kdse dagim noktalarinin dogal

koordinatlardaki Lagrangian sekil fonksiyonlar

Ni=2E(1)(1-n)

Ng=E(1+E) (1)

Ni=—(14) (1)

Ni=7E(1-9) (1) (2.65)
N2=—;:n(n-1)(1-§2)

Ne= () (1)

No=(1-8%) (1)

denklemleri ile verilirken orta noktalardaki gekil fonksiyonlari ise

N,=28(1%7) (£0.5)(1n)
N9=—§2’;(I~é§2)(§+0.5)(1-n)
Nm%é(”é)(lﬂz) (2.66)
Nll=§é(1-§2)(§+0~5)(““1)

No=2e(1:2)(60.5)(1sm)
(

N13 :%é(é'l) 1"112)

bagintilartyla tanimlanmaktadir. Bes dugum noktali 4/5 kenarhh elemanlarda yapilan
islemlere benzer sekilde diizenlemeler yapilirsa yedi digiim noktal 4/6 kenarli elemanin
kenar noktalar ve kenar orta noktalari igin elde edilen gekil fonksiyonlarinin, burulma ve

egilme terimlerinde kolaylikla kullanim saglanir.
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N, =N(1)'§Ns+%N9"21‘N13

3 1 1

Nz:Ng"S_N9+§Ns"2‘N10
3 1 1

N, =N(3) ‘§Nu +§N12'5N10
3 1 1

N4=N2"8'N12+§N11'5N13 (267)
3

N =NS-—(N,HN,)

a0 3
Ns _Ns 'Z(N11+N12)

N,=N;

Ayrica yiikleme ve yer degistirme arasindaki bagint: da asagidaki sekilde elde edilir.

F)% QTin b, uy
Fg t=1 Q'F, :[QTKdQ] v, =[KD] v, +,i=1234,567 (2.68)
Mg(Yi QTMXyi 0 0,

Burada [Q], genel ve yerel kartezyen koordinat takimlar arasindaki doénisiim matrisi ve
[K d] membran rijitlik matrisidir. Bu elemandaki G; matrisi i’nin 1=12,3,4,5,6,7 degerleri
icin tammlamrken j=4526,13, k=536,124, 1=13910,12,811 ve m=8,10,11,139,12

degerlerini almaktadir.

2.1.2.3.2. Yedi Diigiim Noktali 4/6 Kenarh Plak Eleman (DKS)

Yedi diigiim noktali 4/6 kenarl1 plak eleman igin turetilen sekil fonksiyonlan virtiel
is ifadesinden elde edilen agagidaki denklemde kullanilarak DKS elemam i¢in gerekli

bagintilar elde edilir.

Fz QTan Wi Wi
M b =1Q"M,, =[QTKKGQ1 By =[KI<;E]9Xi ,1=12,3,4,5,67 (2.69)
MY, QTMyi By Ov;

k. J- [ [B.['Ib.]*B.}a (2.70)
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0 0 0 -N,, 0
[*B.]=40 0 0 N, 0 0
000 -N;, N, 0
(2.71)
00 A A A 0
+40 0 A Al A% 0
0 0 (AF+AY) (A7 +AY) (A7 +AY) o

Burada [D. ], plagmn egilme durumundaki rijitlik matrisidir. * A Ek 2°de digim
noktasi sayisinin alti (nen =6) ve i=1,2,3.4,5,6 alinmasiyla elde edilen fonksiyonlardir. Dort

digim noktali 4 kenarli ve bes diigim noktali 4/5 kenarli eleman elde ediliginde
elemandaki bitin digim noktalari kullanilmigti. Bu ¢ikariligta ise yedi diigim noktals
elemanin orta noktasi hesaba alinmamigtir. Yani yukaridaki denklem (2.71) de ilk
terimlerde i=123,4,5,6,7 degerlerini alirken ikinci terimlerde i=1,2,3,4,5,6 olmustur. Bagka
bir deyisle, yedi dugim noktali elemanda sadece kenar simirlar {izerinde eleman

formiilasyonunu artirici terimler kullamimustir. Bu fonksiyondaki * T3 ve *Tj, ’terimleri

de oncekilerden farkli olarak agagidaki degerleri almigtir.



. L5 1.5
KTW,I = z‘“sle ':SsNu

ij i

x 3 3
KTex,l :(Zcxsl ) Ns +(chss j N13

2

. 13 1.5
KTw,z = f‘Sleo 'E_SzN9

ij i

1 1 1 1
KTe;;,l —_—_(_Cf -ZSIZ )Ns'(‘icz ‘Zstzs ) Nj;-N;

x 3 3
KTex 2 :[chss ) NIO +(ZC252 ) N9

1
KTet,2=_(_iC§
. L5 1.5
KTw,3 :I—_,—S“N“ "Y:'Sleo

i i

1

1 1
'ngleo'(Ecz'ng)Nsz

(3 3
KTax,sz(ZCAtSM) N11+(chss) Nw

< 1 1 1 1
KTey,s ='(‘£sz: 'Zsi ) Ny '(’2“ Cz%'zsg) Ni,-N;
.15 1.5
KTwA:‘Ij'San'i_SsNu

] i

. (3 3
KTex,A = (chss j N13 +(Z CSS5 ) N12

x 1 1 1 1
KTey,:: ='['2“C§ 'Zstzs ) Ny '(Ecg 'ng)le N,
< L5 1.5
KTw,s zfij“szN9 'i;sle
< 3 3
KTex 5= (Z C,S, } N, +(Z C.S, J N,

x 1 1 1 1
KTey,s :-(Ecg-zngN9-(—£Cf-Zsf)NS-NS

52

(2.72)
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oy =N+,
L, L,

i i

1 1 1 1
KTeyx,lz(Eslz'ch)Ns+(ES§'ZC2)N13+N1
Ty = Gclsles-[igss)N

KT,f,2= CNm+ CN
L, L,

ij i

1 1 1 1
KT(iJ:(ESi-ZCi )N10+(ES§'ZC§JN9+N2

3 3
KTg; 2 (Z C3S3 J NIO '(’“ Czsz j N9

B isc NU+L C,N,,

1 ij

1.1 1o 1
e e L

KTa);,z :'(Z’Czs&t )Nu '(‘3‘(:353)1\I

oy =N+ 10N,
+ N L,

i ]

1 1 1 1
KT‘{A:(ESé'Zcé)N13+(ES§'ZC§)N12+N4

KT(;;A:'(%CGSG)le'(zcsss]N

KTy —-—-—C N, + CN
L, L.

i i

1 1 1 1
“1y )5=(Esi-ZC§]N9+[583-ZC12)N8+N5

3 3
KTeyy,s == (Z Czsz ) N9'(Z stl J Ns

1.5 15
KTi,s z“'i-C:;le +'L—C4 N11

§ gl

1
KTgxﬁ:[lSﬁ-iCﬁ)le“{%si-zci )N11+N6

2
K 3 3
T(;;,6:-[ZCSSSJN12-(ZC4S4JNH (273)
2.1.2.3.3. Yedi Diigiim Noktali Kabuk Eleman i¢in Rijitlik Matrisi

Yedi digim noktali kabuk eleman igin olusturulan eleman rijitlik matrisi de bes
dugim noktah eleman icin yapilan igslemlere benzerlik gostermektedir. Aradaki tek fark

sadece digiim noktas: sayisimn farkli olmasidir. Denklem ¢6ziimii igin biitin terimlerde
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4x4 Gauss integrasyon noktast kullanilmigtir. Rijitlik matrisinin olusturulmasindan sonra

kuvvet-yer degistirme bagintilar

=" k] {v}

veya
FXi i )
Fyi Vi
F.. _
2 KA 121234567 (2.74)
My 0y,
My By
Mxy 02

seklinde yazilabilir. Her bir eleman toplam 42 serbestlik dereceli olup bunlar agagidaki gibi

tanimlanir,

{U}T:{ux vi W 0y By 0y u, v, W, Oy 0y, By

2.1.3. Reissner/Mindlin Plak Teorisi Kullamlarak Elde Edilen Kabuk Eleman
Formiilasyonu

Bu kisimda R/M plak teorisi kullanilarak hem ince hem de kalin kabuklar igin yeni
eleman formiilasyonlari gelistirilmistic. Bu eleman formilasyonunun Kirchhoff

formiilasyonundan farki, egilme terimlerinde kullanilan 6 ’nin kabuk kalinhgmmn bir

fonksiyonu olmast ve rijitlik matrisine kayma terimlerinin ilave edilmesidir.

2.1.3.1. Dort Diigiim Noktali 4 Kenarh Kabuk Eleman (SRMQ)

Bu kisimda, R/M teorisi, hem ince hem de kalin kabuklarin sonlu elemanlar analizi

i¢in kullanilmistir. R/M teorisinde kabuk formiilasyona Timoshenko kirig fonksiyonu ilave
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edilmis ve dort dugim noktali 4 kenarli eleman igin kayma-kilittenme probleminden
bagimsiz bir sonlu eleman geligtirilmigtir. Kirchhoff teorisinde oldugu gibi burada da
membran eleman ile plak elemamn birlesiminden kabuk eleman olusturulmustur. Bu
formiillasyonda membran eleman kismi aynen gegerli iken egilme kismi bir onceki

boliimde Kirchhoff elemanu igin elde edilen ifadelere benzerlik gostermektedir.

2.1.3.1.1. Dort Diigiim Noktah Kabuk Eleman i¢in Membran Eleman (MEQ)
R/M teorisi kullanilarak elde edilen membran eleman formiilasyonu Kirchhoff teorisi

i¢in elde edilen membran eleman (MEQ) formiilasyonu ile aynidir. Bu formiilasyon béliim

2.1.2.1.1°de detaylariyla verilmisgtir.

2.1.3.1.2. Dort Diigiim Noktal 4 Kenarh Plak Eleman (DRMQ)

Daha oncede belirtildigi gibi R/M plak eleman Kirchhoff plak elemandan farkli

olarak, egilme terimlerin yaninda kayma terimlerini de kapsamasidir.

2.1.3.1.2.1. Dort Diigiim Noktali Kabuk Elemanin Egilmesi

Plak elemaninin egilmesinde R/M plak teorisi igin gerekli katsay1 degerleri Tablo
2.1’de verilmigtir. Bu katsayilar (2.30) ve (2.31) denklemlerinde yerine konulursa R/M

teorisinde plagin egilmesi igin agagidaki denklemler elde edilir.
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I ()= (OSNA T (OSN,

i i
R (t)=(lcls,+l(1.5f (1)-1)S,C, ) N5+(%C4S4+%(l.5f (t)-l)s4c4)Ns
M ()= ( CZ——(I Sf (t)- 1)s2) G«Ci-%(l.Sf(t)-l)Si)NS-NI

T (t)— f(t)SN -L f(t)SN

i

mTE (1)= ( 2,8, (1 5f (1)-1)S, JN6+(%C181+-;-(1.5f(t)—l)SICIJNS
T, (t):-(—cg-—(l.sf (1)-1) SijNé-(%Cf-%(l.Sf (1)-1) Sf)NS -N,

RMTX3 (t

T f(t)S N,

b}

T (t)=(5c353+%(1.5f (t)-l)S3C3JN7+(%CZSQ+%(L5f (t)-l)SZCZJNG

T (t)=-(lc§-l(1.5f (t)-1)s§JN7-(§c§-%(1.5f (t)-l)sg)Nﬁ-N3

RMT"4(t)——~f(t)S N -——f(t)S N,

J l

T (D)= ( C4s4+5(1.5f(t)-1)3404]N,ﬁec}ss%(lﬁ(t)-1)ssc3)N7

B (t)=-(%Ci-—;(l.5f (t)-l)Sﬁ]Ns-(%Ci-%(l.Sf (t)-l)s§JN7 N,

(2.75)
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T (1) -—-f(t)CN +L f(t)CN

F]

T (t)=(553-5(1.5f (t)-1)(:f)NS+Gsi-%(1.5f(t)~1)ci)Ng+N1
B (t)z-[lclsl+l(1.5f (t)-l)s,c]JN5~(—;—c,,s4 +%(l.5f (1)-1)s,c, ) N,

T2, (1) -——f(t)C N, i

f(t)C N,

1]

T L ()= ( 53-5(1.5f(t)-1)C§)N6+Gsf-é(l.Sf(t)J)CfJNSJrN2
™y, (t)=-(1c2s2+1(1.5f (1)-1) szcszs-G C,Sl+§(l.5f (1)-1) SIC1]N5

RMTy3(t)~-——f(t)C N, +12 f(t)C N,

1.1 1]

O O{ 55505006 o[ 51D rsr - o
™YL ()= ( C3S3+l(1.5f(t)-l)S3C3jN7-(%CZSZwL—;—(l.Sf(t)-l)SzCZ)NG

T (D)=

f(t)C3N7

lj

T (t)=(532-§(1-5f (1)-1) Ci)N;r(lsi-l(l.Sf (t)-1) C§JN7+N4 (2.76)
BT (0)= ( C4S4+%(l.5f(t)-l)sdcj ( Cs+ (L5t (0-)s, )N7

Denklem (2.75), (2.76) ve (2.40), denklem (1.15)’teki virtiiel is ifadesine yazilip

gerekli islemler yapilirsa R/M teorisi igin asagidaki kuvvet-yer degistirme bagintist elde

edilir.
Fy Q'F, Wi Wi
My, r=1Q"™™ :[QTRMKGQ] By :[RMKE Oy (2.77)
My, QTMyi Ovi By
P [ [ ] b [ b (2.78)
00 0 N, 0
[™B.J=0 0 0 N, 0 o
00 0-N, N, 0
0 0 RM A 3 RM p 4x RM A 5x 0 (279)
+o 0wy AL VAR 0
0 (MAZ+MAN) (AR+™AR) (MAZ+HMAYR) o
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Burada [D.], plagin egilme durumundaki elastik rijitlik matrisidir. ® AN® fonksiyon

degerlerini tekrarlayan iglemler geklinde olup Ek 3’te verilmistir.

2.1.3.1.2.2. Dort Diigiim Noktali Kabuk Elemanin Kayma Sekil Degistirmesi

R/M teorisinde enine kayma gekil degistirmenin enerji ifadesi agagidaki gibidir.

m, = [ b1, Irka (2.80)

Burada [y] kayma sekil degistirme matrisi ve [D,] enine kaymada rijitlik matrisi olup

asagidaki ifadeyle tammlanir.

Dy ]= 2 [1 O] 2.81)

“20+v)|o 1

Denklem (2.40)’daki donisim matrisi ve denklem (2.95)’teki kayma sekil degistirme
ifadeleri denklem (2.80)’de verilen enerji ifadesinde yerine yazilip minimum enerji ilkesi

uygulanirsa kayma terimleri i¢in agagidaki kuvvet-yer degistirme bagintisi elde edilir.

ax | _ QTqX [T ru Wi e W;
{qy}*{QTqY}‘[Q X gi =[x, ‘;? (2.82)
[RMKk]ZL[RMBkr[Dk]{RMBk}iA (2.83)

Burada [RMKk], plagin enine kayma yoniindeki rijitlik matrisidir.
Tegetsel dogrultu boyunca her bir kenarin enine kayma sekil degistirmesi (y,,)
sabittir. Formiilasyonda basitlik saglamas: agisindan v, v, ile ve benzer sekilde y,,, v,

ile ve v,,, v, ile gosterilmistir. Denklem (2.5)’ten kayma sekil degistirmeler igin
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stz'f—('tl[z(wx -w2)+(C,9x1 b8, +(c]9x2 .0, )] ’

f
7,= ]Et>2 [2 (W2 W, ) +(c28x2 -bz()),l )+(029x3 ‘b29y3 )] >
23
f
Vo3 =" I(Jt)3 [2 (w3 W, ) * (csexs 30,5 ) +(c30"4 —b39y4 )] ’
34
Yea ™" ! (t : [2 (W4 W, ) +(c49x4 'b49y4 ) + (C“e"‘ -b49y1 ):I ’

(2.84)

bagimntilart elde edilir. Burada, Sekil 2.8’de gorildigu gibi, v,(=1,2,3,4) i. kenar boyunca

kayma sekil degistirmeler ve L;(ij=12,23,34,41) i. kenar uzunlugudur. Ayrica f(t),, b, ve

c; ‘ler,
/L. P
ORI L0 i
g(1—v)+ 2L, f
b, =y,-v, € =X Xy

by, =y, -¥3 Cy =Xy X3 COS(SiJ"X): ci/Lij
b3 =¥;-Ya C3=X3-X, sin(sij,y)z —bi/Lij

by =y,-V, Ca=Xy X%

bagintilar ile verilir.

Goy) Ve La
4

(e, ¥3)

Y ysZ, Las
Yea Lax
(X29 Y?)
(X'l, yx) 2
1 VoL
L
0 X

Sekil 2.8. Dort diigiim noktali eleman kenar1 boyunca kayma
sekil degistirmeler

Kenarin tamam igin kayma sekil degistirme degeri,

(2.85)
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=LY
L (2.86)
biy=lv v 7a %]
seklinde yazilir. Daha sonra agagidaki bagint1 elde edilir.
Wi
=l (2.87)
eYi

Burada,

25, <8 bd 25 <3 bs, 0 0 0 0 0 0
(- 0 0 0 25, <5, bs, 25 -5 bsd 0 0 0 (2.88)

0 0 0 0 0 0 25 =3 bs 25 <5 bJ,

28, <3, b5 0 0 0 0 0 0 -2 =3, bs,

Diigiim noktasimda kayma sekil degistirmeler
Geometrik iliskiden diigiim noktalarindaki kayma sekil degistirme bagintilar

i)t o o) @5
Y] bycsbie,(6 < {1h
{Ym - 1 |:b1 "b4 ] {7:4 }
Yu) biebele < (v

seklinde elde edilir (Soh vd., 2001). Bu bagmntilardan kayma sekil degistirmelerin x ve y
koordinatlarindaki degerleri agagidaki gibi ifade edilir.

{'Yxi } = [Xs ]{Y:i } >
{Yyi } - [Ys ]{'Y:i } »

(2.90)

Bu ifadeler matris formunda
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rad=lvn Yo 7o Tul (2.91)
) .
{rad=lrn 72 1o 1]
b 0 b
b,c,-b.c, b,cbe,
b, b, 0 0
bc,-b bc,-b
[Xs]= 1€2702G, 1 fb 2% b (292)
0 : : 0
b,c;-bsc,  b,c;-bse,
0 0 aZ %
i b,c,b,c;  bse,bucy
- ; . < ]
b,c,-bc, b, b,
-Cz Cl 0 0
v,]- bc,b,c, be,-b,c (2.93)
s 0 -, C, 0
b,c,-bie, b,ci-biec,
0 0 s =
i bye b,y bsc,byc |
seklinde yazilir.

Eleman igindeki kayma sekil degistirme alani igin interpolasyon formiilasyonu

Eleman i¢indeki kayma sekil degistirmeler vy, ve v,, diifim noktalarindaki kayma

sekil degistirmeler cinsinden asagidaki gibi ifade edilmektedir.

Yx :YKINI +YX2N2 +YX3N3 +'Yx4N4 (294)
Yy ZIYyl Nl +'Yﬂ N2 +Yy3 N3 +’Yy4 N4

Boylece denklem (2.87) ve (2.90), denklem (2.94)’te yerine yazilirsa kayma sekil

degistirme matrisi
BIARILA SNl i
() B s 299

seklinde elde edilmektedir. Burada kayma sekil degistirme-yer degistirme matrisi [B, | ,
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seklinde tanimlanur.

2.1.3.1.3. Dort Diigiim Noktah Kabuk Eleman i¢in Rijitlik Matrisi

(2.96)

Doért dagim noktali eleman igin eleman rijitlik matrisi, membran eleman rijitlik

matrisi, plak elemanin egilme rijitlik matrisi ve plak elemanin kayma rijitlik matrisinin

cebirsel toplami geklinde verilmektedir.

PR =R R K]

(2.97)

Denklem (2.97)’nin hesabinda membran, egilme ve kayma terimlerinde teorik

gereksinimi saglamak ig¢in 2x2 Gauss integrasyon noktast kullamlmigtir. Dort diigiim

noktali kabuk eleman i¢in statik denge denklemi membran ve egilme kismin toplanmasiyla

asagidaki gibi elde edilir.

=[], {v}
veya

Fy u, |

F, Vi
FZi _ kM w; s

M, [~ [X]. 0., ,i=1234
My 0y

M., 0,

(2.98)

Bu elemanda da Kirchhoff plak teorisinde oldugu gibi toplam 24 serbestlik derecesi vardir.



63

2.1.3.2. Bes Diigiim Noktah 4/5 Kenarlh Kabuk Eleman (SRMP)

Bu eleman icin de once membran eleman MEP, sonra da DRMP plak elemani

geligtirilecektir.

2.1.3.2.1. Bes Diigiim Noktah Kabuk Eleman i¢in Membran Eleman (MEP)

Bes diigiim noktal eleman igin R/M eleman formiilasyonunda kullamlan membran
kisim (MEP) boliim 2.1.2.2.1°de Kirchhoff teorisi i¢in gelistirilen formiilasyonla aymdir.

Bu nedenle tekrar ¢ikartlmamigtir.

2.1.3.2.2. Bes Diigiim Noktah 4/5 Kenarh Plak Eleman (DRMP)

2.1.3.2.2.1. Bes Diigiim Noktall Kabuk Elemanin Egilmesi

Bes diigiim noktali 4/5 kenarli eleman i¢in R/M teorisinde elde edilen denklemler
aym eleman igin Kirchhoff teorisi kullanilarak elde edilen denklemlere benzemektedir.
Aradaki fark kullamlan fonksiyonlarin kabugun kalinligina da bagli olmasidir. Kalinliga
bagh bu fonksiyonlar asagidaki gibi elde edilmigtir.
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RMTE (t)*——f(t)S N -———f(t)S Ny

1J 1]

x 1 1 1
Bt W (t)=(5CISI+—2—(1.5f (t)-l)Slcl)N6+(ECSSS+E(1.5f (t)-1)ssc:5)N10
T (D)= ( Cf--l—(l.Sf(t)-l)Sf)NG-(%Cﬁ-%(l.Sf(t)-l)Sﬁ)Nm-Nl

RMT"Z(t)— f(t)S Ng-— f(t)s N,

J

M L ()= ( C3SB+5(1.5f(t)-l)83C3)N8+(%C2SI+%(1.51"(t)-l)SzCzJN7

Ty, (t)=-(lc§--1-(1.5f (1)-1)s] )Ng-(écg-é(uf (t)-l)s;)m N,

RMT"3(t)=—-f(t)S N,-

J 1'

O (t)8;N;

M ()= ( C4S4+§(l.5f(t)-l)S4C4)N9+(%C353+%(1.5f(t)-l)S3C3)N8

Ty, (t)—-( Ci-l(Lsf (t)-l)Sﬁ)Ng-(%Ci-%(l.Sf (t)-l)Si)Ns-Ns

RMTX4 (t)_

0 f(t)S N,

) 1 1
Mo (t)=(5c555+5(1.5f (t)-1)5505)Nlo+(504s4+5(1.5f (t)-1)s4c4)N9

Ty L (1)= ( Cg-%(l.Sf(t)-l)S§ij-(%Cﬁ-%(l.Sf(t)-l)SijNQ-N4
RMT;,S(t)=L5—f(t)SzN7-i'—5f(t)SlN6
L. ;
Ty (1= ( C,S,+— (1 5£(t)-1)8S,C jNg{%clsl+§(1.5f(t)-1)slcle6
x 1,1
T (t)=-(EC§-—2»(1.5f (t)-1)S§jN7-(ECf-—2—(1.5f (1)-1)8; ) N,-N;,

(2.99)
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B (t)=—i£f (t)ClN6+i‘—5—f(t)C5Nm

i

My (0)= ( SZ-~(I 5f (t)- )ijN6+(ls§-§(l.5f(t)-l)Cﬁ)NuﬁNl
My 1(t)—-( CsS +_(1 5f(t) 1)s,C ) 60555%(1.51? (t)-l)SSC5)N,O

RMTy

1]'
T (t)=(ES§ -5(1.5f (t)-l)c§)N8+Gs§-%(1.5f ()-1)C; )N? +N,
T, (t)=-(%C3S3+%(1.5f(t)-l)S3C3)Ns-(%CZSﬁ%(I.Sf (t)-l)szc2)N7

T (1) =-i’—5f (N + 2 (OCN,

Y ()= ( sZ-~(1 5¢ (t) ij1)CZJN +( s§-1(1.5f(t)-1)C§)N8+N3
RMTQ’LJ(t)=-(-C4S4+—(I.5f(t)-1)S4Cj [ C.S,+— (1 5£ (t)-1)8, st

RMTY4(t)=-——f(t)C N10+L £(1)C,N,

ij
T ()= ( S?-S(I.Sf(t)-l)cﬁ]Nm+(%Sf-%(l.5f(t)-I)Ci)N9+N4
1 1 1 1
T (t)=-(—CSS5 +—(1.5f (t-1) s5c5JNw-(Ec4s4 +—2—(l.5f (1)-1)8,C, JNQ (2.100)

RMTYS(t)—--—f(t)C N +~I:—f(t)C1N6

: i

T (t)=(ES§-5(l.Sf (1)-1) cgJN7+(%sf-%(1.5f (t)-1)c’;’-)N6+N5
1 1 1 1
M, (t)=-(50282 +5(l,5f (1)-1) szczjm -(ECISI+5(1.5f(t)-1)SIC1) N

2.1.3.2.2.2. Bes Diigiim Noktall Kabuk Elemanin Kayma Sekil Degistirmesi

Bes digiim noktali 4/5 kenarli elemanda, her bir kenarin enine kayma sekil

degistirmesi (y,,) tegetsel dogrultu boyunca sabittir, Formiilasyonun gelistirilmesinde
basitligin saglanmasi i¢in v, vy, ile, y,,, 1xile ve v, v, ile gosterilmistir. Boylece

denklem (2.5)’te verilen kayma sekil degistirmeler bes diigiim noktali eleman igin
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f
L)oo, 0, ) (o000,
15

1o O o) 000, {0000,
2

|
Lz
—
—
S’
=
r—l - r'——|

50w, w, ) +H(c,0,,0, ) +(c eﬂ-bﬁy})],
2w, w,)+(c,0,, 5,0, ) +(c,0,,b,0,.) ]

222w, ) H{(050,D50,, ) +(cs0,,b50,, ) |-

(2.101)

seklinde elde edilmigtir. y,(i=1,2,3,4,5) Sekil 2.9°da verildigi gibi i. kenar boyunca kayma

sekil degistirmeleri ve L (j=1552,23,34,41) i. kenar uzunlugunu temsil etmektedir. Ayrica

£(t),, b, ve c, ler asagidaki bagintilarla tanimlanmustir.

b, =y, Vs €y =X —X;5
by =¥s5-Y, €y =X5 =Xy COS(Sij,X): ci/Lij
by =y,-V3, €3=X;-X;3, .
111( 4 ): ~b. /L.
by =Y3-Ya4 Ca=X3 Xy SIS, Y bl/ U
bs =y4-Yy; Cs =X, 7%
3
(x4, 50 Yar Lo (x5, ¥3)
4/'//
\ Yss,L23
Ys.La
y
(%2, y2)
(x1, y1) 2
1
Ysl,Lls (Xi, YS)
5
0 X

Sekil 2.9. Beg diigiim noktali eleman kenart boyunca kayma sekil
degistirmeler

(2.102)
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Kenarin tamam i¢in kayma gekil degistirme degerleri,

Y:i = Linsi (2 103)
{Y:} = [Y; Yo Yo Yu Yo ]T .
gibi yazilirsa asagidaki bagnti elde edilir.
Wi
By

Burada,

28, 8, bs 0 0 0 0 0 0 0 0 0 25 -8 bj

0 0 0 25 B, b5 0 0 0 0 0 0 2B, =5, b | (2.105)
=l o o o 25, <5 bd 25, <8 bd 0 0 0 0 0 0

0o 0o o 0 0 0 25, <8, -bs, 25 =<5, bs 06 0 0

25, 8 bs 0 0 6 0 0 0 25, -5, bs, O 0 0

Diigiim noktasinda kayma sekil degistirmeler

Geometrik iliskiden yararlamlarak digiim noktalarindaki kayma sekil degistirmeler,

{Yxl } - 1 [b5 b, jHY:l }

Ya) bsebesics < 'Y:S

{sz }: 1 -bz b, | Yo }

Vo) bebe,le, <l

{'Yxs } _ 1 b, b, | Y:4 } (2.106)
Y] b, beic <, |lva ’

{YM }= 1 [b, b Yes

Yya) b,csbC, 1Cs s | 7:4

Frond I

Tys) bbb e < v,

seklinde elde edilir (Soh vd., 2001). Yukandaki bagintilardan kayma sekil degistirmelerin

x ve y koordinatlarindaki ifadeleri agagidaki gibi genellestirilir.



Bu ifadeler matris formunda

)=l Te Yo Ta Ysl
W=l 12 te 1w 1]
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b; 0 0 0 - b W
bc,-b,c, bsc,-bc;
0 - 5 5, 0 0
bzcs 'bscz bzc3 'bacz
[X]-| o 0 L2 L2 0
b,c,-b,c; byc,-be
0 0 0 5 5
b,c,-b,c, b,cs-byc,
- b, o 0 0 0
L b1cz'bzcx blcz'bzcl d
_c 0 0 0 9]
bSC1 -b1C5 b5c1 "blcs
0 5 C 0 0
b,c,-b,c, b,c,-bic,
[v]=| o T & 0
b,c,-b,c; byc,-b,c
0 0 0 G G
b,c;bsc, b,cs-bsc,
& G 0 0 0
L bICZ 'b2c1 blcz'bzcl ]

seklinde tekrar yazilabilir.

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

Eleman i¢indeki kayma sekil degistirme alam igin interpolasyon formiilasyonu

Eleman igindeki kayma sekil degistirmeler, vy, ve y, difim noktalarindaki sekil

degistirmeler cinsinden asagidaki bagintilarla ifade edilir.

Y =Y aN; HY o Ny HY o Ny +y N, 47,5 N
Ty :/Ylel +yy2 N2 +Yy3 N3 +'Yy4 N4 +Yy5 Ns

(2.111)
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Boylece denklem (2.103) ve (2.107)’deki ifadeler, denklem (2.111)’de yerine yazilirsa

kayma sekil degistirme matrisi

AN AN I N b
o-fe ] b [rl}{g’;} [B*]{gi} >

[Bk]{[NS% bx. [rﬂ (2.113)

bagintistyla ifade edilir.

2.1.3.2.3. Bes Diigiim Noktah Kabuk Eleman i¢in Rijitlik Matrisi
Bes digiim noktali kabuk eleman igin eleman rijitlik matrisi, membran eleman rijitlik

matrisi, plak elemanin egilme rijitlik matrisi ve plak elemanin kayma rijitlik matrisinin

asagidaki gibi cebirsel toplamindan meydana gelmektedir.
K] =Ko ] MK ] H K] (2.114)

Denklem (2.114)’in hesabinda teorik gereksinimi saglamak i¢in membran, egilme ve
kayma terimlerinde 3x3 Gauss integrasyon noktasi kullamimistir. Daha sonra kuvvet-yer
degistirme iligkisi

="kl U}

veya
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FXi u;
FYi Vi
Foi L AWl i 2103455 (2.115)
M Tloy |’
X Xi
MY eYl
MXY LOZi

seklinde yazilmaktadir. Burada, Kirchhoff plak teorisinde oldugu gibi bir elemanda toplam

30 serbestlik derecesi vardir.

2.1.3.3. Yedi Diigiim Noktah 4/6 Kenarh Kabuk Eleman (SRMS)

Bu boliimde yedi diigim noktali 4/6 kenarli kabuk eleman i¢in 6nce membran

eleman MES, sonra da DRMS plak elemam gelistirilecektir.

2.1.3.3.1. Yedi Diigiim Noktalh Kabuk Eleman icin Membran Eleman (MES)

Yedi dugim noktali eleman igin R/M teorisi kullanilarak olusturulan membran

elemani (MES), bolim 2.1.2.3.1°de Kirchhoff teorisi i¢in elde edilen formiilasyonla

aymdir. Bu nedenle burada tekrar elde edilmemistir.

2.1.3.3.2. Yedi Diigiim Noktah 4/6 Kenarh Plak Eleman (DRMS)

2.1.3.3.2.1. Yedi Diigiim Noktali Kabuk Elemanin Egilmesi

Yedi dugiim noktali 4/6 kenarli eleman igin R/M teorisinde elde edilen denklemler
aymi eleman igin Kirchhoff teorisi kullanilarak elde edilen denklemlerle benzerlik
gostermektedir. Aradaki fark kullanilan fonksiyonlarin kabugun kalinligina da bagh

olmasidir. Kalinliga bagh bu fonksiyonlar agagidaki gibi elde edilmistir.
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. 15 15
T (t)=—1—:f(t) S, Ns-ff(t)S6N13
ij

]

R (1)=Gclsl +%(l.5f (1)-1)S.C, ] N8+(%CGSG+%(1.Sf (1) -1)sécé)Nl3
RMT(;;1 (t)=-(%Cf-%(1.5f(t)-l)Sf)Ns-(%CZ-%(I.Sf (t)—l)SgJNB-Nl

i 15 15
RMT 2 (t)zi—f (t)S3N10-:f (t) SzNg
i

: )
wops (t)=(~;—C3SJ+—;—(L5f (t)-l)s3c3)N,0+Gczsz+%(1.5f (t)-l)SZCz)Ng
s W (3 =-(—;—C§-—21~(1.5f (1)-1)8: )N,O-Gcg --;~(1.5f (t)-1)s§)N9 N,

x 1.5 15
RMTW>3 (t)= ‘I:—f (t) S4N11':f (t) S;Ny,

3 1

. 1 1 1 1
RMTexg(t)=(~2—C,,S4+E(l.5f (t)-l)S4C4)N“+(5C383+5(1.5f(t)-1)83c3)Nw

. 1,1 1., 1
G (t)=-(ECZ-E(I.Sf(t)-l)SZ)Nll-(—z-Cg-E(l.Sf(t)-l)S§)Nw-N3

. L5 L5
T, (t)=ff(t)S6N13-Ef(t)SSNu

b ¥

. 1 1 1 1
B Vg (t)=(50656+5(1.5f (1)-1) 86C6)N13+(5C585 +E(1.5f(t)-1)85C5)N,2

x 1,1 1,1

B (t):_(_Z_C?,-—z—(l.Sf (t)-1)s§jN,3 -(Ecﬁ-E(I.Sf (1)-1)S2 )le'N4
x 1.5 1.5

RMTW,S (t):i——f(t)szNQ-'L_"f(t)S]Ns

§ ij
oy (t)=(%czsz+%(1.5f(t)-l)szcz)Nng(%clsl+§(1.5f(t)-1)s1c1)Ns

T (t)=-GC§--21-(1.5f(t)-1)s§)N,GCf-%(l.Sf (t)-l)Sf)NS-NS

x 1.5 1.5
RMTW>5 (t) = _ij (t) SNy, ':f (t) SN,

J Y

. 1 1 1 1
g (t)=(ECSSS+5(1.5f(t)~1)sscs]Nu+(Ec4s4+5(1.5f(t)-1)5404)N“

B (t)=-(% Cﬁ-%(l.Sf ()-1) sg)N,z-ng --;-(1.51’(0-1)52) N,,-N,

(2.116)
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T ()= -——f(t)CN 2 f(t)C N,

1)
Ry (t)=(ESf-—;—(1.5f (t)-l)Cf)N;GSZ-é-(ljf (t)—l)Cé)NB N,
My 1(t)~-( CISI+1(1.5f(t)-l)SlClJNs-(%CGS@L%(l.Sf(t)-l)SsC(,)NB

Ty (1) ——~f(t)C N10+L f(t)C,N,

Ty, ()= ( SZ--(I 5 (t)-1 H)cgJNer( SZ-—(l 5 (1)- )c;JNg+N2
T, (t)=—(503s3+-2-(1.5f(t)-1) s3c3)N,0-(-2-c252+-2-(1.5f (1)-1) SZC2)N9

P, ()= (O CN, 2 ()CN,

T L (1)= (ijsz-—(l 5 (t)- j)cz) (—;sﬁ-%(l.st'(t)-l)Ci)Nw+N3
RMTy;,(t)m( C,S,+— (1 5 (1)-1)8, lel-Gcs&%(Lsf(t)-l)s3cs)Nlo

MY (t)—--—~f(t)C N‘3+L f()C,N,,

MY L ()= [ SZ-~(1 5 (1) 1)02)N,3+( s§-1(1.5f(t)-1)c§)Nu+N4
T, (t)—-( CeSet— (1 5 (t)-1)8,C J ( CS +—(1 5f (1)-1)S,C )
RMTys(t)~-~—f(t)C N, +L f(t)CN

J i

Ry (1) ( St (L5 ()- )Cﬁ)N9+Gsf-§-(1.5f(t)-1)chN8+N5

YT ()= ( C282+—(1.5f(t)-1)S2C2JNg-(%CIS,+%(1.5f(h)-l)SIC,)N8

T (t)-——i—f(t)C Nu+ f(t)C N,
1 13

wry | (t)=ng%(m(t)-l)cg)Nn+Gs§-§(1.sf(t)-1)cz)NU+N6

R (t)=-e C,S, +%(I.5f(t)-1) S.C, ] le-(%C4S4+-;-(l.5f (t)-l)S4C4)NH (2.117)

2.1.3.3.2.2. Yedi Diigiim Noktah Kabuk Elemanin Kayma Sekil Degistirmesi

Yedi diigiim noktalt 4/6 kenarh elemanin kenarlarinda tegetsel yon boyunca her bir

kenarin enine kayma sekil degistirmesi (y,,) sabittir. Daha 6nceden de belirtildigi gibi 7,,,
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degistirmeler igin

f
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ile, v,,, vxile ve vy, v, ile gosterilerek ve denklem (2.5) kullanilarak kayma sekil

= tl[z(wl-w5)+ c.0,5,0, )+(c0,50,0,5) |.

15

1),
ram
|

pry

Lo

(),

s3
L2

(),

s4
L3

Tty

[

s5 L6
f (1)

6

.l
_ (ts[
I

41

2(w5-w2)+ C,0,5b,0,;
2(w2-w3)+ c,0,,
2(wywe) +H(c 0,50,
2(w6-w4)+ C50,6 D50,

2(w4-wl)+ 40,4060,

+(c;0,,0,0,,) |-

)

+(c,0,5b ew)]

)]
)]

c,0_.b,
(2.118)

056x4 -b;

0,
0,4
Ce0,, b9,

bagmntilart elde edilir. Burada v, (i=1,2,3.4,56) Sekil 2.10°dan kolayca goriilebilecegi iizere

i. kenar boyunca kayma sekil degistirmeler ve L;(ij=15,5223,36,6441) i. kenarin

uzunlugudur. Ayrica £(t),, b; ve ¢, ‘ler,

f (t)i _ (t/ L ij )2

2 (t-v)+2(yL; )

by =y, -Ys
b, =ys-¥;
by =y, -
by=y3-¥s
bs =ys V4
bs =ys—-¥;

3

€ =X; X5
Cr, =X5-Xy

C3 =Xy —X3

>
C4 =X3 ~Xg

Cs =Xg ~X,

C6 =X4 —‘Xl

bagintilar ile tanimlanmasgtir.

(2.119)

COS(Sij 5 X) =C; /Ll_]
Sin(sij N y) = —bi /Llj
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(XG, ys)6
Yo L3s
(s, 4) Yes, Lo 3 (0, y)
3
Ve, La1 Yol
yi
(x:, 1) ) (%2, y2)
yS1, Lis
5
(X5> y’)
0 X

Sekil 2.10. Yedi diigim noktalt elemanin kenar1 boyunca kayma sekil
degistirmeler

Eleman kenarinin kayma gekil degistirme degeri,

Y;i = Linsi
* * * x * o x T (2 120)
{ys } = [’Ysl YsZ YSS Ys4 YsS YSG :I
ile yazilarak asagidaki baginti elde edilir.
Wi
be )=, (2.121)
By

Burada,

25, 8 b3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 25 <5 bd 0 0 0

25, 3 b5 0 0 0

0
0 25, <3, bs 0 0 0
0 o (2.122)

(=T R =

- 6 0 0 25, -8 bd 25, -5 b3, 0 0 0 0 o0
0 0 0 0 0 0 25 -5 bd, 0 0 0 0 0 25 =5 b,
0 0 0 0 0 o 0 0 0 25 -5 bd 0 0 0 25 -8 bs,
25, o8 bd 0O 0 0 0 0 0 2B, <B bs, O 0 0 0 0 0

Diigiim noktasinda kayma sekil degistirmeler

Geometrik iligkiden yararlanarak digiim noktalarindaki kayma sekil degistirmeleri,
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} (2.123)

seklinde elde edilir (Soh vd., 2001). Bu bagintilardan kayma sekil degistirmelerin x ve y

koordinatlarindaki ifadeleri asagidaki gibi genellestirilir.

{ra)=XI{ra}

: (2.124)
{r.}=[v. 7.}
Yukanidaki ifadeler matris formunda
{'Yxi } = ['Yxl Y2 Y Yxa Yis Vxs ]T
T
{sz } =['Yy1 T Yy Yu Vs Y ]
_ b 0 0 0 0 b
becl 'b1C6 bscl 'blcs
0 - b; b, 0 0 0
b,c,bc, bye,bie,
0 0 - b, b, 0 0
[X.]= bic,b,c; by, bc ) ) (2.125)
0 0 0 0 - g 3
bscs "bscs bscs 'bscs
- b, b, 0 0 0 0
bc,b,e, b b
0 0 - b b 0
L b4cs 'b5C4 b4cs 'bSCA N
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i 1
S 0 0 0 0 S
b6cl 'blcs b6c1 'blcs
0 S C 0 0 0
b2C3 -b302 b2c3 -bSCZ
0 0 G4 ! 0 0
[v]= bec,b,c;  byc,-bc (2.126)
s 0 0 0 0 i S .
bSCG _b6c5 bSC6 -bGCS
& G 0 0 0 0
bxcz 'bzcl bxcz -b2cl
0 0 0 S Cs 0
. b,c,-bsc, b,cs-bsc, |
seklinde yazilabilir.

Eleman igindeki kayma sekil degistirme alani icin interpolasyon formiilasyonu

Eleman igindeki kayma sekil degistirmeleri y, ve y,, digiim noktalarindaki sekil

degistirmeleri cinsinden asagidaki bagintilarla ifade edilebilir.

Y=Y Ny HY o Ny HY o No Y, Ny Y s No g6 N +O.N,

(2.127)
Yy :JYlel +(Yy2N2 +Yy3 N3 +Yy4N4 +Yy5N5 +Yy6N6 +ON7

Boylece denklem (2.120) ve (2.124), denklem (2.127)’de yerine yazilirsa kayma sekil

degistirme matrisi
NCANICANES N1 I
{7} {y} [ [ J Oy +=[B.]{0x (2.128)

seklinde elde edilir. Burada kayma sekil degistirme-yer degistirme matrisi [B, ],

N %] I
[5:] {[Ns] ] [F]} (2129)

[Ns]:[N1 N2 N3 N, N Ns}

olarak tamumlanir.



77

2.1.3.3.3. Yedi Diigiim Noktalh Kabuk Eleman icin Rijitlik Matrisi

Yedi dugim noktali kabuk eleman igin eleman rijitlik matrisi, membran eleman
rijitlik matrisi, plak elemanin egilme rijitlik matrisi ve plak elemanin kayma rijitlik

matrisinin cebirsel toplam1 geklinde ifade edilebilir.

MK =Ko 1+ MK [+ ™K ] (2.130)

Denklem (2.130)’un hesabinda membran, egilme ve kayma terimlerinde 4x4 Gauss

integrasyon noktast kullamlmigtir. Sonra statik denge denklemleri asagidaki gibi elde

edilir.
F=""[k]. {u}
veya
Fy i
Fy; Vi
Fzi | _ru Wil .
4 =K, ,1=1,2,3.4,5,6,7 2.131
i [ @3
My Oy
LMXY 92i

Burada bir eleman, Kirchhoff plak teorisinde oldugu gibi, toplam 42 serbestlik derecesine

sahiptir.

2.2. Sayisal Cahismalar

Tezin bu boliimiinde gelistirilen elemanlarin performanslarini denemek igin gesitli
testler yapilmugtir. Geligtirilen dort diagim noktali 4 kenarli, bes digiim noktal1 4/5 kenarly
ve yedi digim noktall 4/6 kenarli elemanlar ayrt ayri (diizlem ve plak eleman) veya

beraberce (kabuk eleman) test problemlerinde kullamlmigtir. Bu elemanlar ilk 6nce patch
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testine tabi tutulmusg, sonra MacNeal ve Harder (1985) tarafindan yaymlanan standart test

problemlerine ve daha sonra da amaca yonelik segilen altt adet probleme uygulanmistir.

2.2.1. Patch Testi

Patch testi sonlu elemanlar yonteminde elemanin uygunluk ve yakinsama hizim
belirlemek i¢in uygulanan basit bir testtir. Sekil 2.11 ve 2.12’de goruldugi gibi, patch
testinde ¢arpik ag orguli elemanlar kullantimigtir. Patch testleri igin problemlerde beg
farkli yiikleme ve sinir gartlari kullamlmigtir. Bunlardan ilk ikisi sirasiyla X ve Y
yoniindeki sabit gsekil degistirme, ugincisi X-Y dizleminde sabit kayma sekil
degistirmesi, son ikisi ise sirasiyla Y yoniinde ve X-Y diizleminde sabit egrilikler elde
etmek i¢in kullamldi.

Sekil 2.11°de dort ve bes diigum noktali kabuk eleman ve Sekil 2.12°de ise yedi
dugiim noktah kabuk eleman icin patch testinde kullanilan ag verilmistir. Patch testleri bes
diigtim noktali eleman i¢in besinci diigiim noktasinin farkli konumlar ((a), (b), (c) ve (d)
siklari) ve yedi diigiim noktali eleman igin ise tek bir dugiim noktas: konumu kullanilarak
ayri ayr1 yaptmistir. Yedi digiam noktali eleman kullanilarak modellenen problemde bu
elemana ilave olarak dort ve beg diigim noktali eleman kullanilmistir. Tablo 2.2°de dort ve
bes digiim noktali elemanm, Tablo 2.3’te ise yedi diugim noktali elemanin diagim
noktalarimin koordinatlar: verilirken Tablo 2.4’te gerekli sinir gartlart ve yiiklemeler
listelenmigtir. Biitiin patch testlerinde aym1 malzeme, E=10°, v=025, ve aym geometrik

ozellikler, a=0.24, b=0.12ve t=0.001, kullamlmustir.

Sekil 2.11. Patch testinde kullanilan dort ve beg diigiim noktali kabuk
eleman i¢in sonlu eleman ag:



Sekil 2.12. Patch testinde kullamlan yedi digiim noktali kabuk
eleman i¢in sonlu eleman ag1

Tablo 2.2. Dort ve bes diigiim noktali elemanlar: i¢in koordinatlar

ovam | X | Y| oom | X | Y
1 0.00 | 0.00 7 0.16 | 0.08
2 0.24 | 0.00 8 008 | 0.08
3 024 | 0.12 9a) 011 | 0.025
4 0.00 | 0.12 9(b) 0.17 | 0.055
5 0.04 | 0.02 9(c) 012 | 0.08
6 0.18 | 0.03 o(d) 0.06 | 0.05

Tablo 2.3. Yedi diigim noktali eleman i¢in koordinatlar

nokis | X | Y| ok | X | Y
1 0.00 | 0.00 7 0.16 0.08
2 0.24 | 0.00 8 0.08 0.08
3 024 1 0.12 9 0.12 0.00
4 0.00 | 0.12 10 0.115 | 0.0125
5 0.04 | 0.02 11 0.11 0.025
6 0.18 | 0.03
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Tablo 2.4. Patch testi igin yiikleme ve sinir sartlari

Diigiim noktalarindaki
sinir sartlar
(1: sabit, 0: serbest)

Diigiim noktalanindaki
yiikklemeler

X- dogrultusunda sabit ; é’}’}’g’g’é 2: F,= 0.06 ; M, = -0.0012
sekil degistirme 4: 1’0’1’0’0’0 3: F,=0.06 ; M, = 0.0012
. . 1:1,1,1,0,0,1 3:F,=0.12 ; M, = -0.0048
Y- dgﬁ.ﬁ“g“i‘mﬁfnzab‘t 2:0,1,1,0,0,0 4:F,=0.12; M,= 00048
sekil degty 4:1,0,1,0,0,0 2: M, = 0.0048
XY diisleminde sabit LLLLOLI 2: Fy=- 0,048 F, = 0.024
IINGE St 4:1,0,1,0,0,0 3. F, = 00 8, F, = 0.024
kayma sekil degistirme . F,=-0.024
T awonw
Tek eksenli sabit egilme 3 0.00.1.0.0 3: M 533 109
4:1,0,1,1,1,1
= S
1 LLLLLI g; ng ig_g
iki eksenli sabit egilme 2:0,1,1,0,1,0 3.'M": P
: ‘M, = 4.
4:1,0,1,1,0,1 4 M4 107

2.2.2. Diigiim Noktasi Konumunun Sonugclara Etkisi

Hem bes diigiim noktali (Sekil 2.13) hem de yedi digim noktal (Sekil 2.14) kabuk
elemanin yone bagl bir ag dizilimine sahip olmasi sebebiyle yone bagh ag orgiisinin
sonuglara etkisi bir 6rnek problemlie incelenmigtir. Sekil 2.15’te gosterilen plak problemi

yayil1 yiik etkisinde ve basit mesnetli sinur sartlarinda dortte biri alinarak modellenmis ve

sonu¢lar irdelenmigtir

D)

O—G—YT

N

tip(1)

tip(2) tip(3)

Sekil 2.13. Bes diigiim noktali elemanin dizilisi

tip(4)
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G- o O—5 O
(@] O O O
p O O O O
O E—O San
tip(1) tip(2)

Sekil 2.14. Yedi digim noktalt elemanin diziligi

Simetri
ekseni L

n=
Simetri
ekseni

n=2

X
E=10°,0=025,L=10, t=1, q=1

Sekil 2.15. Diizgln ag 6rgili basit mesnetli kare plak ve sonlu
eleman modeli

2.2.3. Test Problemleri

Diiz kabuk elemanin performansini belirlemek i¢in yedi adet test problemi (MacNeal
ve Harder, 1985; Green ve Turkiyyah, 2004) se¢ilmis ve denenmigtir. Bunlara ek olarak

eleman sayisinin, gelistirilen elemanlarin yakinsama hizlarina etkisi incelenmistir.

2.2.3.1. Ankastre Kiris Problemi

Geometri ve yiikkleme hali Sekil 2.16’da verilen ankastre kirigin serbest ucuna dort
farkll yiik ayr ayri uygulanmigtir. Dizlem igi kuvvet (Fy) ve moment (M) dizlem igi
kayma sekil degistirmesi meydana getirirken, diizlem dis1 kuvvet (F;) ve moment (M)
kabugun burulmasina sebep olmaktadir. Kirig problemi i¢in yiiklemeler, malzeme ve

geometrik 6zellikler Tablo 2.5’te sunulmustur.
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Sekil 2.16. Diiz ankastre kiris problemi

Tablo 2.5. Diiz ankastre kiris probleminde kullamlan 6zellikler

Malzeme ozellikleri | Geometrik dzellikler Yitkleme
= B, =1(a)

E=10x10° hL=062 E,=1()
=03 t:0-1 M,=1(c)

i M, =2(d)

Dort diigiim noktali, bes diigiim noktal ve yedi diigim noktah kabuk elemanlarla
olugturulan ankastre kirisin 6x1 sonlu elemanlar a1 sirasiyla Sekil 2.17, 2.18 ve 2.19°da
verilmistir.

S T N s e G —

W

Sekil 2.17. Diiz kirisin dort diigiim noktali SKQ/SRMQ sonlu eleman modeli

A

1 gtz oo 5 g

Sekil 2.18. Diiz kirigin bes diigiim noktali SKP/SRMP sonlu eleman modeli
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o o E ! : ! %
Sekil 2.19. Diiz kirisin yedi digtim noktali SKS/SRMS sonlu eleman modeli

2.2.3.2. Egri Kiris Problemi

Burada sag ucu ankastre sol ucu serbest olan ve uglar arasinda 90° lik agiya sahip
kare profilli egri bir kirig problemi ele alinmistir. Yiiklemeler serbest ugtan Y ve Z

yonlerinde birim yik seklinde olup (Sekil 2.20) kirise ait malzeme ve geometrik ozellikler
Tablo 2.6’da verilmistir.

Sekil 2.20. Egri ankastre kiris problemi

Tablo 2.6. Egri ankastre kiris probleminde kullanlan 6zellikler

Malzeme zellikleri Geometrik dzellikler | Yilkleme

E=10x10° . ::‘1'1322 F,=1(a)
=025 01 F,=1(b)

Bu problem igin dort diigiim noktalt, bes diigiim noktal ve yedi diigiim noktal kabuk
elemanlariyla olusturulan 6x1 sonlu elemanlar ag1 sirasiyla Sekil 2.21, 2.22 ve 2.23’te
verilmistir.
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Sekil 2.21. Egri kirigin dort diigiim noktali SKQ/SRMQ sonlu
eleman modeli

Sekil 2.22. Egri kirigin bes diigiim noktali SKP/SRMP sonlu
eleman modeli

Sekil 2.23. Egri kirisin yedi diigiim noktali SKS/SRMS sonlu
eleman modeli
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2.2.3.3. Burulmus Kiris Problemi

Bu kisimda ele alinan burulmus kiris probleminin amaci, ¢arpik ag orgiilii elemanlar
kullamldiginda diizlem sekil degistirmelerin diizlem i¢i ve diizlem dis1 davramgim
incelemektir. Burada ele alman kirigin boyutlari, yiikleme durumu ve malzeme ozellikleri

Sekil 2.24 ve Tablo 2.7°de verilmistir. Bu testte her bir eleman arasindaki ag1 7.5° dir.

Sekil 2.24. Burulmus diiz ankastre kiris problemi

Tablo 2.7. Burulmus dikdértgen kesitli ankastre kiris probleminde

kullamlan 6zellikler
Malzeme ozellikleri | Geometrik ozellikler | Yiikleme
=120
E =29 x10° h=1.1 F,=1(a)
v=022 t=0.32 F,=1(b)

Cos(ng,n;) = 90°

Dért diigiim noktali, bes diigiim noktali ve yedi diigiim noktal kabuk elemanlariyla
burulmus kiris problemi igin olusturulan 12x1 sonlu elemanlar ag1, sirasiyla Sekil 2.25,

2.26 ve 2.27°de verilmistir.

e t = o= == L
2 3 4 5 6 &

Sekil 2.25. Burulmus kirigin dort diigiim noktali SKQ/SRMQ sonlu eleman modeli
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Sekil 2.26. Burulmus kirisin bes diigiim noktali SKP/SRMP sonlu eleman modeli

18 113 118 118 148
10 [2o |30 l48 158 16

Sekil 2.27. Burulmus kirisin yedi diigiim noktali SKS/SRMS sonlu eleman modeli

2.2.3.4. Plak Problemi

Bu testle, dikdortgen bir plakta (Sekil 2.28) elemanlarn egilme davramgimn
dogrulugu aragtinlmistir. Problemde dikddrtgen bir plaga normali yoniinde bir yayilt yiik
ve merkezi tekil bir yiik uygulanmistir. Ayrica drnekte, basit mesnet ve ankastre mesnet
gibi iki siur sarti ve iki farkli geometri oranlan (/L) kullanilmgtir. Simetriden dolay1
plagin sadece dortte biri modellenerek, her iki yonde iki eleman kullanilarak toplamda dort
elemanla ag drgiisii kurulmustur. Tablo 2.8’de bu plak probleminde kullamlan yiikleme,

geometri ve malzeme Szellikleri verilmistir.

Simetri ekseni

| Simetri ekseni

-
-

e D

Sekil 2.28. Dikdortgen plak ve sonlu eleman modeli
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Tablo 2.8. Plak probleminde kullanilan 6zellikler

Malzeme 6zellikleri | Geometrik 6zellikler | Yiikleme
a=20 F,=4e4 (a)
E=1.742x10 b=20 (1) q=1le4 ()
v=03 b=10.0 (2) Basit mesnetli (c)
t=0.0001 Ankastre mesnetli (d)

Dért digiim noktali, bes diigim noktali ve yedi diigim noktali kabuk elemanlariyla
olusturulan 2x2 sonlu elemanlar ag1 sirastyla Sekil 2.29, 2.30 ve 2.31°de verilmistir.

-
e

Sekil 2.29. Plak igin dort diigiim noktali SKQ/SRMQ
sonlu eleman modeli

Sekil 2.30. Plak igin bes diigiim noktali SKP/SRMP
sonlu eleman modeli

L 4 |

Sekil 2.31. Plak i¢in yedi diugiim noktali SKS /SRMS
sonlu eleman modeli
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2.2.3.5 Scordelis-Lo Cati Problemi

Scordelis-Lo ¢at1 problemi (Sekil 2.32) karmagik diizlem sekil degistirmeleri ve
egilmeyi igeren giivenilir bir testtir. Bu problem ayrica hem diizlem i¢i hem de diizlem dis1
yiiklemeleri ihtiva etmektedir. Bu testte p yogunlugundaki yapi kendi agirhfiyla
yiiklenmistir. Cati her bir ugtan duvarla destekli yan kenarlar ise serbesttir. Bu problem

igin yiikleme, malzeme ve geometrik ozellikler Tablo 2.9’da verilmistir.

u,=u, =0 egri kenarlarda

Sekil 2.32. Scordelis-Lo gat1 problemi

Tablo 2.9. Scordelis-Lo gati probleminde kullanilan 6zellikler

Malzeme ozellikleri Geometrik ozellikler | Yiikleme
L =50

E=432x10°
R=25

v=00 g=98
t=025

p=36.7347
0 =40°

Dort diigiim noktali, bes diigiim noktali ve yedi diigim noktali kabuk elemanlariyla

olusturulan 4x4 sonlu elemanlar agy, sirastyla Sekil 2.33, 2.34 ve 2.35te verilmistir.
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Sekil 2.33. Scordelis-Lo ¢atr igin dort diigim noktal
SKQ/SRMQ sonlu eleman modeli

Sekil 2.34. Scordelis-Lo ¢at1 i¢in bes diigiim noktal
SKP/SRMP sonlu eleman modeli

Sekil 2.35. Scordelis-Lo ¢at1 i¢in yedi diigiim noktalt
SKS/SRMS sonlu eleman modeli
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2.2.3.6. Silindir Problemi

Sekil 2.36°da kargilikhi tekil kuvvet etkisindeki rijit duvarla destekli silindirik bir
kabuk problemi verilmektedir. Bu problem egilme ve diizlem gerilme durumlarim
modelleyebilmektedir. Geometrik ve malzeme ozellikleri ile yiikleme durumu Tablo
2.10°da verilmistir.

Fy

}‘ L2 # L2 ‘|
R

/
. \ N
{ of T\ —\Simewi |

Sekil 2.36. Silindir problemi ve sonlu eleman modeli

Tablo 2.10. Silindir probleminde kullamlan 6zellikler

Malzeme &zellikleri Geometrik 6zellikler | Yiikleme

5 L =600
E=3.0x10
R =300 F,=1
v =018
53

Dért diigiim noktali, bes diigiim noktali ve yedi diigtim noktah kabuk elemanlariyla
olusturulan 4x4 sonlu elemanlar agy, sirastyla Sekil 2.37, 2.38 ve 2.39’da verilmistir.

Sekil 2.37. Silindir problem i¢in drt diigiim noktali
SKQ/SRMQ sonlu eleman modeli



Sekil 2.38. Silindir problem igin bes diigim noktali
SKP/SRMP sonlu eleman modeli

Sekil 2.39. Silindir problem igin yedi diigiim noktalt
SKS/SRMS sonlu eleman modeli

2.2.3.7. Yarim Kiire Kabuk Problemi

Son test problemi olarak $ekil 2.40’ta verilen yarim kiire kabuk problemi secilmistir.
Bu test, cift egrilige sahip bir kabugun ¢oziim dogrulugunu incelemek igin elverigli bir
problemdir. Yarim kiire kabugun yiikleme durumu ile geometrik ve malzeme ozellikleri

Tablo 2.11°de verilmistir.

Sekil 2.40. Yarim kiire problemi
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Tablo 2.11. Yarim kiire ¢at1 probleminde kullamlan 6zellikler

Malzeme dzellikleri Geometrik dzellikler | Yiikleme

E = 6.825 x10 R=10 -
v=03 t=0.04

Problemin sonlu elemanlar modeli, simetriden dolayi, yarim kiirenin dortte biri
aliarak yapilmigtir. Dért diiiim noktali, bes diigiim noktal ve yedi diigiim noktali kabuk
elemanlar olusturulan 6x6 sonlu elemanlar agi, sirastyla Sekil 2.41, 2.42 ve 2.43’te

verilmistir.

Sekil 2.41. Yarim kiire problemi igin dort diigiim noktal
SKQ/SRMQ sonlu eleman modeli

Sekil 2.42. Yarim kiire problemi i¢in bes diiglim noktali
SKP/SRMP sonlu eleman modeli
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Sekil 2.43. Yarim kiire problemi igin yedi diigtim noktal1
SKS/SRMS sonlu eleman modeli

2.2.4. Amaca Yonelik Bazi Problemler

Buradaki 6rnek problemlerde bu ¢aligmada gelistirilen kabuk elemanlarin, ilk once
kesiti I-profili olan ankastre bir kiriste af Orgiisiniin artmasiyla yakinsama hizlari
belirlenmigtir. Bu kabuk elemanlar kare, dairesel ve egri plak orneklerinde kalinlik
degisimi, yakinsama hiz1, ¢arpik ag orgtisti, geeis elemanlarda ve altigen ag Grgiisiinde test
edilmistir. Daha sonra ise gelistirilen kabuk elemanlar dinamik bir probleme uygulanmustir.

2.2.4.1. Kesiti I-Profili Olan Ankastre Kiris

Kesiti I- profili olan ankastre bir kirigse Sekil 2.44’te goriildiigii gibi serbest ucundan
tekil yiik uygulanmigtir. Bu kirisin yiikleme durumu ile geometrik ve malzeme ozellikleri
Tablo 2.12°de verilmistir. Ayrica bdlim sayis1 (n) 2, 4 ve 8 olan ag Orgiilerinde
elemanlarin yakinsama hizlar1 belirlenmistir. Bu &rnek problemle altigen ag Orgiisiniin

performansi da belirlenmistir.

Sekil 2.44. I- profilli ankastre kiris problemi
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Tablo 2.12. T-kesit profiline sahip ankastre kirigin ozellikleri

Malzeme ozellikleri | Geometrik ozellikler | Yikleme |
L=1016
E =70 x10° t=6.35x107
v=03 b=254x10> P=1780
h=127x10?
n = 2 (boliim say1s1)
2.2.4.2. Kare Plak

Gelistirilen elemanlarin yakinsama davramisini belirlemek igin basit ve ankastre kare
bir plak, diizgiin birim yayil yiik (q) igin incelendi. Bu incelemelerde kabuk elemanlarin
performansi, plagin dortte biri, dizgin (Sekil 2.15) ve carpik (Sekil 2.45) ag orgisi
kullanilarak belirlendi. Plagin merkezindeki yer degistirmeler, plagin kalinhigina bagl
olarak ¢ok ince (kalinlik/uzunluk: t/L=10"°) ve kalin (t/L=0.30) plak olmas: durumlart igin
hesaplanmustir. Kare plagin geometrik ve malzeme ozellikleri ile yitkleme durumlart Tablo

2.13’te verilmistir.

Sekil 2.45. 2x2 garpik ag orgiilii kare plak sonlu eleman modeli

Tablo 2.13. Kare plak probleminde kullanilan 6zellikler

Malzeme ozellikleri | Geometrik 6zellikler | Yiikleme
L=10 q=-10(a)
E =200 x10° t/L=1070.001; q=-10(b)
v=03 0.01;0.1; (a) : Basit mesnet
0.2;03 (b) : Ankastre mesnet
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2.2.4.3. Dairesel Plak

Ankastre mesnetli dairesel bir plak (Sekil 2.46a) 3 farkh (eleman sayist N=3,12 ve
48) ag orgiisiinde (Sekil 2.46b) ve diizgin q yayili yiikii altinda incelendi. Bu plagin

geometrik ve malzeme ozellikleri ile yikleme durumu Tablo 2.14’te verilmistir.

Y
g
Q
4
B
£
@n R X
Simetri ekseni N=3 N-12
(@ ®

Sekil 2.46. Ankastre dairesel plak ve sonlu elemanlar modeli

Tablo 2.14. Dairesel plak probleminde kullamilan zellikler

Malzeme ozellikleri Geometrik ozellikler | Yiikleme
R=50
E=10.92 t/R =10, 0.001; q=-10
v=03 0.01;0.1;
0.2;03

2.2.4.4. Egik Plak

Sekil 2.47°de verilen bir ucundan ankastre ve diger ucundan diizgiin yayil yiik
etkisinde olan egik plak igin goziimler, i farkl egiklik agisinda (B = 20°, 40° ve 60°)
yapildi. Ornek problemle ilgili geometrik ve malzeme ozellikleri ile yiikleme durumu

Tablo 2.15’te verilmistir.
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Sekil 2.47. 4x4 ag orguli ankastre mesnetli egik plak ve sonlu
elemanlar modeli

Tablo 2.15. Egik plak probleminde kullanilan 6zellikler

Malzeme 6zellikleri Geometrik 6zellikler | Yiikleme

E=10

E = 200 x10° e q=-10
v=03

B =20°, 40° ve 60°

2.2.4.5. Gecis Elemam Problemi

SRMQ elemam ile 40°’lik egik agtya sahip plakta ag yogunlagtiriimas: yapilmigtir.
Boylece bes diigim noktali SRMP elemaninin SRMQ eleman ile birlikte gegis elemani
olarak kullanilabilme durumu incelenmistir. Ag artirimi maksimum ¢okmenin oldugu sag
ug noktadan plagin orta noktasina dogru yapilmis ve bu analizlerde kullanilan ag yapisi
Sekil 2.48”de verilmistir.

7 S / s Z e 7 7 4
P SRMQ /' srup SRMQ /" SRMP
5 L/ e
7 oy
//// SRMP SRMP =
>4
/ SRMP SRMP // SRMP SRMP

a / /
/SRMQ i / /semq / -

@ (®)

Sekil 2.48. 40° agili egik plak ve sonlu elemanlar modeli
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2.2.4.6. Dinamik Problem

Dinamik problem igin SRMQ, SRMP ve SRMS elemanlar1 kullamlarak, Sekil
2.49°da yiik- zaman grafigi verilen basit mesnetli kare plak goziimleri yapiimustir. Problem

icin yiikleme durumu ile geometrik ve malzeme ozellikleri Tablo 2. 16’da sunulmustur.

Zaman

Sekil 2.49. Basit mesnetli kare plak igin yitk-zaman grafigi

Tablo 2.16. Basit mesnetli kare plak probleminde kullamlan ozellikler

Malzeme 6zellikleri Geometrik 6zellikler | Yiikleme

E = 68.947 x10° L=0.254
v=103 t=0.0127

q=2.0684 x10°




3. BULGULAR VE iRDELEMELER

Bu kisimda, bir onceki boliimde belirtilen ornekler ¢oziilmiig ve elde edilen bulgular
ve irdelemeleri asagida verilmistir. Egilme, kayma ve membran rijitlik matrislerinde dort
digiim noktalt eleman igin 2x2, bes diigiim noktali eleman igin 3x3 ve yedi dugiim noktali
eleman icin 4x4 Gauss integrasyon noktalari kullanilmustir. SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve
SKS/SRMS ile belirtilen tiim bulgular o problem igin sonlu eleman modelinin iki tip
formiilasyon kullanilarak yapildigi ve bu iki farkli formilasyonla da aym sonuglarinin elde
edildigini gostermektedir. Bir baska deyisle R/M plak teorisine gore elde edilen elemanlar,
ince plak/kabuk goziimlerinde Kirchhoff plak teorisine yakinsamaktadirlar.

3.1. Patch Testi

Patch testi yeni gelistirilen elemanlarin yakinsama davramsini ve kararlihigini
belirlemek igin kullanilan basit bir testtir. Bu test, eleman denklemleri, segmeli indirgenmis
integrasyon veya artirilmig (yer degistirme, mixed, hibrid) formilasyonlar icerdigi zaman
kullanilmaktadir. Bu caligmada da yer degistirme ve artirilmig eleman formiilasyonu
kullanilarak dort, bes ve yedi diigiim noktali yeni kabuk elemanlar gelistirildiginden patch
testine tabi tutulmuslardir. Elde edilen sonuglardan biitiin elemanlarin patch testini gegtigi
goriilmiistiir. Patch testinde dort diigiim noktali, bes diigim noktali ve yedi dugim noktall
elemanlar igin elde edilen sonuglar Tablo 3.1°de sunulmustur. iki eksenli sabit egilme
patch testinde SKQ/SRMQ elemant igin Z yoniindeki yer degistirme dagilimu Sekil 3.1°de

ve tek eksenli sabit egilme durumunda SKP/SRMP eleman: igin donme dagilimi ®,)

Sekil 3.2°de verilmistir. Ayrica sabit sekil degistirme degeri i¢in SKS/SRMS elemant
kullanildiginda Y yoniindeki yer degistirme dagilimi Sekil 3.3’te sunulmustur.
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Tablo 3.1. Kabuk elemanlar i¢in patch testi sonuglart

z . . . Sabit kayma
gabf‘ il W ti"ek’l sokil Tek cksenli | ki eksenli
L;%lsgn‘l;e i(gls 6Lr1{),1e degistirme sabit egilme sabit egilme
(-yoan) (o) | v dizlemi) [x107] [x107]
[x10°] [x10%] et
w=28932 | v3-12 -
SKQ/SRMQ | u3=2.811 va=12 =24 | e3,=2308s | By 12T
v3=-1.189 :
w2814 | v3=12 B
SKPSMP | w-2mi00 | wa-12 =24 | e3,=23ms | By 126
V3 =-1.159 :
w2=28933 | v3-12 ¥
SRR T | w=2sI7 | vas12 vi=24 | e3,=2308s | By 1208
v3 =-1.1885 :
w=28992 | V3i=12 =
SKESMP | w-2sars | wa-12 =24 | Gasagmes | ST
= v3 =-1.2367 )
w2894 | V3-12 -
S -2 | vl RPN R T S
v3=1.1875 :
w=35045 | v3=12 s A
SKS/SRMS | uw3=3480 | v4=12 ol | gl o Vs
v3 =-1.3066 e
w=243614 | v3=12 B
gy | w2368 | va-12 =240 S sonsdl (R
V3=-0.16132 -
DISPLACEMENT 3
(oo
caes
o

Sekil 3.1 SKQ/SRMQ kabuk eleman i¢in Z yoniindeki yer
degistirme dagilimi

Sekil 3.2. SKP/SRMP kabuk elemant i¢in donme (Gy) dagilim
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Sekil 3.3. SKS/SRMS kabuk eleman1 i¢in Y yoniindeki yer
degistirme dagilimi

3.2. Diigiim Noktas1 Konumu

Tablo 3.2 ve 3.3’te sirasiyla bes ve yedi diigiim noktali kabuk elemanlarin diigiim
noktasinin konumuna gére elde edilen yer degistirme sonuglar sunulmustur. Ayrica Sekil
3.4 ve 3.5’te toplam 16 elemanli tip(1) ve tip(2) igin Z yoniinde elde edilen yer degistirme
dagilimlan verilmistir. Sonuglar boyutsuz bir sekilde olup, tablolardan goriilebilecegi gibi

diigiim noktasinin konumuna gore dnemli bir degigsme gostermemektedir.

Tablo 3.2. SRMP elemant igin diigiim noktasi konumunun sonuglara etkisi

Basit mesnetli kare plakta merkezdeki maksimum

Eleman gokme orani (w s Wigse
2 Tip (1) Tip (2) Tip (3) Tip (4)
4 1.094 1.094 1.074 1.074
16 1.053 1.053 1.053 1.053
36 1.044 1.044 1.046 1.046

Tablo 3.3. SRMS elemant igin diigiim noktast konumunun sonuglara
etkisi

Basit mesnetli kare plakta merkezdeki
Eleman | maksimum gokme orant (w”y /W eo

saylsl
Tip (1) Tip 2)

4 1.180 1.180
16 1.077 1.077
36 1.070 1.070
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Sekil 3.5. SRMS eleman: igin Z yoniindeki yer degistirme dagilim

Bu cahismada geligtirilen bes ve yedi digim noktal diiz kabuk elemanlar
(SRMP/SRMS) yon bagimli olduklarindan diigim noktalarinin konumuna gore ¢éziimlerin
degisimi incelenmistir. SRMP ve SRMS elemanlarmin bes ve yedi diigiim noktalarmin
konumlarmin ¢oziime etkisi % hata olarak sirasiyla Tablo 3.4 ve 3.5°te verilmistir.
Sonuglar, yedi diigiim noktali diiz kabuk elemanmn digim noktasmnin  konumundan
bagimsiz oldugunu gdstermistir. Bunun yaninda bes digim noktali kabuk eleman iginse
Tablo 3.4’ten kolaylikla goriilebilecegi gibi, degisimin tip(1) ve tip(2) ile tip(3) ve tip(4)
gruplan arasinda oldugu fakat eleman sayisi arttik¢a farkin onemsiz hale geldigi ifade
edilebilir. Boylece bu elemanlarm bu ornek igin digiim noktast konumundan bagimsiz
olduklari sdylenebilir.
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Tablo 3.4. SRMP eleman: igin % hata degerleri

Eleman Hata (%)
say1st Tip (1) Tip (2) Tip (3) Tip (4)
4 9.4 9.4 7.4 74
16 53 5.3 5.3 53
36 4.4 44 4.6 4.6

Tablo 3.5. SRMS elemant igin % hata degerleri

( Eleman Hata (%)
Sayist Tip (1) Tip (2)
1 18.0 18.0
16 77 o
36 7.0 7.0

3.3. Test Problemleri

3.3.1. Ankastre Kiris Problemi

Sag ucundan yiiklenmis (Sekil 2.16) ve sol ucundan ankastre mesnede sahip kiris i¢in
carpik 6x1 ag orgiisi kullanildigi zaman elde edilen sonuglar Tablo 3.6’da verilmistir.
Ayrica Sekil 3.6’da SKQ/SRMQ, Sekil 3.7°de SKP/SRMP ve Sekil 3.8'de SKS/SRMS

eleman kullanildiginda Y yoniindeki yer degistirme dagilimlari gosterilmistir.

Tablo 3.6’dan gériilecegi gibi, Y yoniinde, teorik yer degistirme degerlerine en yakin
elemanlar sirastyla SKS/SRMS (%3.78), SKP/SRMP (%4.01) ve SKQ/SRMQ (%6.12), Z
yoniinde sirastyla SKS/SRMS (%0.66), SKP/SRMP (%1.23) ve SKQ/SRMQ (%1.29)
olmuslardir. X yoniindeki teorik donme degerlerine sirasiyla SKS/SRMS (0.236),
SKP/SRMP (0.262) ve SKQ/SRMQ (0.270) elemanlart daha yakin deZerler vermiglerdir.

Yani, elemanlardaki diigiim noktast sayisinin artmastyla dogruya daha yakin degerler elde

edilmistir.

Tablo 3.6. Ankastre kiriste farkl1 yiiklemelerde elde edilen yer degistirmeler

Teorik | SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS (’S‘::fl‘g) (}s\lﬁg)

Y-yonii (F,) | 0.1081 | 0.10149 010377 | 010401 | 00711 | 0.10736
Y-yona (M;) | -0.0054 | -0.005161 | -0.005297 | -0.005240 | -0.00403 | -0.00537
Z-yonii 04321 | 042652 042678 | 042924 | 04219 | 0.4272
Donme[0,] | 0.00233 | 0.0023567 | 0.0023239 | 0.0023355 | 0.002308 | 0.00298
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DISPLACEMENT 4

2.34E-03
214E-03

1.95E-03

1.78E-03

1.56E-03

——— W/ ] e
1.17E-03

9.74E-04

7.79E-04

5.84E-04

3.89E-04

1.95E-04

0.00E+00

Sekil 3.6. Ankastre kiriste SKQ/SRMQ elemant i¢in dénme (0,) dagilim

DISPLACEMENT 4

2.326-03

213603
1.94E-03
1.74E-03
1.55E-03
136603
1.16E-03
9.68E-04
7.78E-04
5.81E-04
3.87E-04
1.94E-04
0.00E+00

Sekil 3.7. Ankastre kiriste SKP/SRMP eleman i¢in dénme (6,) dagilim

DISPLACEMENT 4

234E-03
2.14E-03
1.95E-03
1.75E-03
1.56E-03
1.17E-03
9.73E-04
7.79E-04
5.84E-04
3.89E-04
1.95E-04
0.00E+00

Sekil 3.8. Ankastre kiriste SKS/SRMS eleman igin dénme (6, ) dagilim

Kiriste Y yoniindeki analitik yer degistirme degeri, Fy kuvvetinden dolay: 0.1081
(v(Fy)eo) Ve M, momentinden dolayr -0.0054 (v(Mz)wo) dir (Chen, vd., 2004). Bu
calismada SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlari i¢in sayisal olarak elde
edilen Y yoniindeki yer degistirme oranlan literatiirdeki; Q6 (Wilson, vd., 1973), QM6
(Taylor, vd., 1976), P-S (Pian ve Sumihara, 1984), RGD20 (Chen ve Cheugn, 1992), QC6
(Chen ve Tang, 1981), PEAS7 (Andelfnger ve Ramm, 1993), QE2 (Piltner ve Taylor,
1997), B-Q4E (Piltner ve Taylor, 1997), HL (Cook, 1974), PN340 (Bassayya, vd., 2000),
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D-type (Ibrahimgovic, vd., 1990), Q4S (MacNeal ve Harder, 1988), AQ6-I (Chen, vd.,
2004) ve AQG6-II (Chen, vd., 2004), elemanlan ile karsilagtinilmis ve Tablo 3.7°de
verilmigtir. Tablodaki degerler bu calismadaki elemanlar igin elde edilen sayisal
¢oziimlerin analitik ¢oziime oram seklinde gosterilmistir. Tablodan goriilebilecegi gibi
cesitli elemanlar farkli ¢ozimler sunmaktadir. Bu calismada tiretilen  SKS/SRMS
elemanmnin Fy yiikiinden dolay1 Y yoniindeki yer degistirme degerleri, AQ6-1 ve AQ6-II
elemanlari harig yine bu galiymada tiiretilen SKP/SRMP ve SKQ/SRMQ elemanlarindan
ve literatirdeki Q6, QM6, P-S, PEAS7, PN340 ve RGD20 elemanlarindan daha yiiksek
dogrulukta oldugu goriilmektedir. Literatiirdeki AQ6-I ve AQ6-II elemanlari moment M,
den dolay1 Y yoniindeki yer degistirme degerleri analitik ¢oziimle gakigmis, PEAS7,
PN340 ve RGD20 elemanlar1 ¢oziim vermemis ve bu caligmada tiiretilen SKP/SRMP,
SKS/SRMS ve SKQ/SRMQ elemanlari ise teorik ¢ozime Q6, QM6 ve P-S elemanlarindan
daha yakin degerler vermisti. Bu sonuglardan gorilebilecegi gibi SKQ/SRMQ,
SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlart literatirdeki AQ6-1 ve AQ6-II elemanlart harig
diger elemanlara gore daha dogru sonuglar vermistir. Bunun nedeni tiiretilen elemanlarda

burulma rijitlik matrisinin de hesaba katilmig olmasidir.

Tablo 3.7. Ankastre kiris icin Y yoniindeki yer degistirme oranlari

Eleman tipi V(Ey) v(Fyheo v(Mz)/ v(Mz)eo
Q6 0.677 0.759
QM6 0.623 0.722
P-S 0.798 0.852
PEAS7 0.795 -
PN340 0.620 -
RGD20 0.625 -
AQ6-1 0.994 1.00
AQ6-II 0.994 1.00
SKQ/SRMQ 0.9389 0.9557
SKP/SRMP 0.9599 0.9810
SKS/SRMS 0.9622 0.9704

3.3.2. Egri Kiris Problemi

Burada, sag ucu ankastre ve onunla 90°’lik agitya sahip sol ucundan Y ve Z

yonlerinde birim yiik etkisinde kalan kare profilli egri bir kirig probleminde elde edilen



bulgular verilmistir. Bu problemin analizinde 6x1 ag orgiisii kullamlmig ve dort, bes ve
yedi diigiim noktali elemanlar igin analiz sonuglar1 Tablo 3.8’de sunulmustur. Sekil 3.9,
Sekil 3.10 ve Sekil 3.11°de sirastyla SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlar
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i¢in Z yoniindeki yer degistirme dagilimlar verilmistir.

Tablo 3.8’deki sonuglardan teorik ¢oziime en yakin degerler Y yoniinde sirasiyla
SKP/SRMP (%4.14), SKQ/SRMQ (%6.28) ve SKS/SRMS (%11.68) elemanlari
kullanilarak, Z yoniinde ise sirasiyla SKS/SRMS (%6.17), SKP/SRMP (%8.94) ve

SKQ/SRMQ (%8.98) elemanlari kullanilarak elde edilmigtir.

Tablo 3.8. Egri ankastre kiris i¢in yer degistirmeler

: ANSYS | ANSYS

Teorik | SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS (Shell 63) | (Shell 93)
Y-yonil 0.0873 0.08182 0.08362 0.0771 0.07751 0.08791
Z-ybnil 0.5022 0.4571 0.4573 0.4712 0.44853 0.46068

Sekil 3.9. Egri ankastre kiriste SKQ/SRMQ elemant i¢in Z yoniindeki yer

degistirme dagilim

_DISPLACEMENT 3

4.5TE-01
419601
3B1E01
343601
305601
267E-01
220601
190E-01
152601
1.14E-01
762602
381E-02
000E=00

Time = 0.00E+00
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_DISPLACEMENT 3

45701
419601
3B1E-01
34380
305601
267601
220601
191E-01
1.52E-01
1.M4E01
762602
3B1E-02
000E+00

Time = 0.00E+00

Sekil 3.10. Egri ankastre kiriste SKP/SRMP elemam icin Z yoniindeki yer
degistirme dagilim

DISPLACEMENT 3

0.00E+00
6.73E-02
135601
202601
= 5 6001
— 336E-01
B 4 04E-01
ATIE0

Time = 0.00E+0(

Sekil 3.11. Egri ankastre kiriste SKS/SRMS eleman: icin Z yoniindeki yer
degistirme dagilim

Egri kiris probleminde kullanilan SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS kabuk
elemanlan litratiirdeki DISP (Zienkiewicz ve Lefebvre, 1988) ve ANS6S (Sze ve Zhu,
1999) elemanlari ile kargilastirilmis ve sonuglar Tablo 3.9°da verilmistir. DISP ve ANS6S
elemanlari tiggen elemanlar olup analizlerde toplam 12 eleman kullamlmigtir. Tablodan da
kolayca goriilebilecegi gibi ANS6S elemammin Y ve Z yoniindeki yer degistirme oranlar
SKQ/SRMQ, SKP/SRMP, SKS/SRMS ve DISP elemanlarindan daha yiiksek ¢ikmustir.
SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP elemanlarimin Y yoniindeki yer degistirmeleri ise DISP
elemanin aymi degerinden daha yiiksek gikmis, SKS/SRMS elemaninin ayni degeri ise
hepsinden diisiik ¢tkmugtir. Z yoniindeki yer degistirme degerlerine gelince, bu ¢alismada
gelistirilen elemanlarla elde edilen degerler DISP ve ANS6S elemanlarindan daha diisiik




degerler vermis, ancak SKS/SRMS elemaniyla SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP elemanlarina
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gore daha yaklagik sonuglar bulunmustur.

Tablo 3.9. Egri ankastre kiris igin Y ve Z yoniindeki yer degistirme oranlart

Eleman tipi V/Vieo W/ Wieo
DISP 0.951 0.954
ANS6S 1.000 0.963
SKQ/SRMQ 0.9372 0.9102
SKP/SRMP 0.9579 0.9106
SKS/SRMS 0.8832 0.9383

3.3.3. Burulmus Kiris Problemi

Bu problemde, burulmus uglari arasinda 90°’lik agiya sahip dikdortgen kesitli
ankastre kiris, Y ve Z yoniinde birim yikleme ile yiiklenmis ve 12x2 ag orgiisti igin elde
edilen bulgular Tablo 3.10°da verilmistir. Ayrica, Sekil 3.12, Sekil 3.13 ve Sekil 3.14’te
sirastyla SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemant kullanildifinda Y yonindeki

yer degistirme dagilimlarimi gostermektedir.

Tablo 3.10°daki sonuglardan Y yonindeki yer degistirme degerleri, sirasiyla
SKS/SRMS (%2.56), SKQ/SRMQ (%7.11) ve SKP/SRMP (%7.27) elemanlar
kullanildiginda Z yoniindeki yer degistirme degerleri ise sirasiyla SKS/SRMS (%22.85),
SKP/SRMP (%31.95) ve SKQ/SRMQ (%33.62) elemanlari kullanildiginda teorik ¢oziime

daha yakin degerler vermektedir.

Tablo 3.10. Burulmus ankastre kiris igin yer degistirmeler

Teorik | SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS (‘S":lsl\g) (Qfﬁgg)

[x107] [x107] [x107] [x107] o Sk

(x107] [x107]

Yeyous | 1754 16293 16265 17091 1699 1691
Zyomi | 5424 3.6792 37714 12762 5495 5514
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DISPLACEMENT 2

163603
150803
1.36E-03
122603
1.09€-03
9.526-04
B.16E-04
6.80E-04
S44E-04
4.08E-04
272E-04
136E-04
0.00E+00

Sekil 3.12. Burulmus kiriste SKQ/SRMQ elemant kullanildiginda Y
yéniindeki yer degistirme dagilim

DISPLACEMENT 2

163E-03
149E-03
1.36E-03
1.226-03
1.09E-03
S51E-04
8.156-04
6.79E-04
5.43E-04
4.07E-04
2.726-04
1.36E-04
0.00E+00

Sekil 3.13. Burulmus kiriste SKP/SRMP eleman kullanildiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilimi

DISPLACEMENT 2

172603
1.58E-03
143603
129E-03
115603
1.00E-03
B8.60E-04
TATE04
5.73E-04
4.30E-04
287E-04
143E-04
0.00E+00

Sekil 3.14. Burulmus kiriste SKS/SRMS eleman kullamldiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilimi
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Bu omek ¢ozimiinde ise SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlar1
literatiirdeki SRI (Hughes ve Liu, 1981), RSDS (Lam ve Liu, 1986), MITCA4 (Bathe ve
Dvorkin, 1986), URI (Lam ve Liu, 1986), TRIC (Argyris vd., 2000), Simo vd. (1989-b),
Taylor (1988) ve Sauer (1998) ve Gruttmann ve Wagner (2005) elemanlar: ile Z yoniindeki
yer degistirme oranlari almarak karsilastirilmistir. Kargilastirma sonuglart 12x2 ag 6rgust
igin Tablo 3.11°de verilmistir. Tablodan SRI ve RSDS elemanlarimin ¢oziim vermedigi,
SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlarin MITCA4, URI, TRIC, Simo, Taylor,
Sauer ve Gruttmann elemanlarina gore daha disik degerler verdigi gorilebilir. Farkli
¢oziimlerin elde edilmesi formiilasyonlarin farkli olmast ve amaca yonelik tiretilmesinden
kaynaklanmaktadir. Bu galigmada tiretilen SKS/SRMS eleman: yine bu caligmada
tiiretilen SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP elemanlarindan daha dogru sonuglar sunmustur.

Tablo 3.11. Burulmus ankastre kirig i¢in Z yoniindeki yer
degistirme oranlar

Eleman tipi W/ Wieo
SRI -
RSDS -
MITCA4 0.993
URI 1.009
TRIC 0.986
Simo 1.000
Taylor 1.002
Sauer 0.997
Gruttmann 1.006
SKQ/SRMQ 0.678
SKP/SRMP 0.695
SKS/SRMS 0.788

3.3.4. Plak Problemi

Bu testte plak, iki farkli kenar uzunlugunda, iki farkh yikleme durumunda ve iki
farkli sir sartlarinda analiz edilmis ve bulgular % hata cinsinden Tablo 3.12°de
verilmistir. Z yoniindeki yer degistirme dagihimlar ise Sekil 3.15, 3.16 ve 3.17’de basit
mesnetli, yayili yiik altinda, a/b=5 oraninda ve 2x2 ag orgiisiine sahip plak i¢in sirasiyla
SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlar igin gosterilmistir.
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Tablo 3.12°den goriildiigii gibi yer degistirme sonuglari, a/b=1 ve ankastre mesnetli
SKS/SRMS plak eleman digindaki sartlar igin kaba gikmustir. Dort ve bes diigiim noktali
SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP eclemanlari igin elde edilen coziimler ise birbirlerine yakin
hata degerleri vermislerdir. Ozellikle SKQ/SRMQ eleman, genelde daha dogru sonuglar
vermistir. ANSYS ticari programinda 8 diigiim noktal1 6 serbestlik dereceli Shell 93 kabuk
elemam, aym programda 4 diigim noktali 6 serbestlik dereceli Shell 63 kabuk
elemanindan ve bu ¢alismada tiiretilen kabuk elemanlarindan daha yiiksek dogruluklu
¢ozlimler vermistir.

Tablo 3.12. Plak problemi igin yer degistirmeler

za“r‘:lr ab | Yikleme | Teorik | SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS (21181;5) (’;‘}1?1‘9(35)
[ Yayh | 406 4057 4.2455 2556 384a | 4072

Basit Tekil | 116 | 12.722 12.902 15072 | 12.083 | 1154
mesnet | | Yaylh | 1297 12.7 14.12 17.09 12.857 | 12937
Tekil | 16.96 172 18.1 28.17 1509 | 16.956

| [Yayh [ 126 1.46 147 1.09 137 1.086

Ankastre Tekil | 5.60 6.42 643 9.13 5097 | 4853
mesnet | o | Yayl | 2.56 2.47 247 5.05 3208 | 3.071
Tekil | 7.23 6.07 6.07 113 438 | 6372

DISPLACEMENT 3

1726401
1588401

1438401

—~ - 1.29E401

2 bl 1008401
] 8565400
7436400

569400

428E400

2818400

1.37E400

75902

Sekil 3.15. Plak probleminde SKQ/SRMQ elemani kullanildiginda Z
yoniindeki yer degistirme dagilimi

_DISPLACEMENT 3

181E401
164E401
1478401

1316401

1.14E401
975E+00
£.09E+00
6426400

478E+00
3108400
1.44E400

225801
-1.89E+00

Sekil 3.16. Plak probleminde SKP/SRMP eleman kullanildiginda Z
yoniindeki yer degistirme dagilimi
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2826401
2588401
234E401

2.11E401
1.87E401
1848401
1408401
1476401

9.29E400
6936400
4588400
2228400
143801

Sekil 3.17. Plak probleminde SKS/SRMS elemant kullanildiginda Z
yoniindeki yer degistirme dagihimi

3.3.5. Scordelis-Lo Cati Problemi

Her iki dairesel ucundan basit mesnetli, kendi agirhgiyla yiikli ve 4x4 ag orgiisil
kullanilarak modellenen Scordelis-Lo ¢at1 ¢oziimleri Tablo 3.13’te verilmistir.
SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP elemanlari igin Y yoniindeki yer degistirme dagilimlar Sekil
3.18 ve 3.19°da elde edildigi gibidir. SKS ve SRMS eleman: ile ¢oziim elde edilememistir.

Tablo 3.13’te Y yoniinde yer degistirme deferleri verilen problemde, en iyi ¢oziim
SKQ/SRMQ (%11.35) eleman: kullamlarak alinmugtir.

Tablo 3.13. Scordelis-Lo ¢ati problemi igin yer degistirmeler

ANSYS | ANSYS
(Shell 63) | (Shell 93)

Y-yonii | 0.3086 0.3481 0.3673 - 0.3039 0.30419

Teorik | SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS

DL 2

3.48E-01
3.45E-01
281E-01
2.48E-01
2.15E-01
1.82E-01
1.488:01
1.156-01
8.19E-02
4.86E-02
1.54E-02
-1.79E-02
-5.12E-02

Sekil 3.18. Cat1 probleminde SKQ/SRMQ elemani kullanildiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilimi
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ISPLACEMENT

367E-01
3.32E-01
297E-01
262601
2.26E-01
191801
1.56E-01
121801
8.53E-02
501E-02
148E-02
-2.04€-02
5.57€-02

Sekil 3.19. Cat1 probleminde SKP/SRMP elemam kullanildiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilim

Scordelis-Lo ¢at1 Grneginde Y yoniindeki yer degistirme oranlari SKQ/SRMQ,
SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlar ile literatiirdeki SRI, MITCA4, TRIC, Mixed (Simo
ve Fox, 1989-bl) ve QPH (Belytshko ve Leviathan, 1994) elemanlariyla karsilastirilmis ve
sonuglar Tablo 3.14’te  verilmistir. SKS/SRMS  elemamnin  rijitlik  matrisi
yakinsamadigindan  ¢ziim vermemistir. Bu galigmada gelistirilen SKQ/SRMQ ve
SKP/SRMP elemanlari ise TRIC elemanindan daha yiiksek, diger SRI, MITCA4, Mixed ve
QPH elemanlarindan daha diisiik degerler vermislerdir. Bunun nedenleri arasinda farkh
formiilasyonlarin ve indirgenmis integrasyon gibi tekniklerin elemanlarda kullanilmasi

verilebilir.

Tablo 3.14. Scordelis-Lo gat1 igin Y yoniindeki yer degistirme

oranlari

Eleman tipi ViVieo
SRI 0.964
MITCA4 0.940
Mixed 1.083
QPH 0.940
TRIC 0.697
SKQ/SRMQ 1.128
SKP/SRMP 1.190

SKS/SRMS -

3.3.6. Silindir Problemi

Karsilikl tekil birim kuvvet etkisinde rijit duvarla destekli silindirik bir kabuk
probleminin analiz sonuglar 4x4 ag orgiisii i¢in Tablo 3.15°te verilmigtir. Ayrica Sekil
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3.20, 3.21 ve 3.22°de sirasiyla SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlari i¢in Y
yoniindeki yer degistirme dagilimlart sunulmustur.

Bu problemde analitik ¢dziime en yakin deger SKS/SRMS (%21 .86) elemaninda elde
edilmistir. SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve ANSYS (Shell 63) degerleri birbirlerine yakin
cikmustir. Tablo 3.15°ten dogruya en yakin defer ANSYS (Shell 93) kabuk elemani
kullanilarak elde edilmistir.

Tablo 3.15. Silindir ¢at: problemi i¢in yer degistirmeler

Teorik | SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS (211181‘2) (‘s‘lﬂfl‘g)
x10% | [x107] [x10°] o] | R | e
Yeyon | -1.8248 | -1.1751 11852 | -14259 | -1.1491 | -1.4406

Sekil 3.20. Silindir probleminde SKQ/SRMQ elemant kullamldiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilimi

415606
281E-06
148608
149607

119606

252606

385606

5.10E:06

652600

785608

9.19E-06

105E05

-110E-05

Sekil 3.21. Silindir probleminde SKP/SRMP elemani kullanildiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilimi
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5.63E-08
307606
232606
8] oweor
9.99E-07
B ese00
-4 31E08
507E06
Bl 76300
020606
-100E-05
120605
143605

Time = 0.00E+00

Sekil 3.22. Silindir probleminde SKQ/SRMS elemam kullanildiginda Y
yoniindeki yer degistirme dagilimi

Silindir probleminde SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS elemanlart igin Y
yoniindeki yer degistirme oranlan ile literatiirdeki ANS6S, SRI, RSDS, MITCA, Mixed,
QPH ve TRIC elemanlariyla karsilastinlmig ve sonuglar Tablo 3.16’da sunulmustur.
SKS/SRMS, SKP/SRMP ve SKQ/SRMQ elemanlart literatiirdeki SRI, RSDS, MITCA4,
Mixed, QPH, TRIC ve ANS6S elemanlarindan daha yitksek dogruluklu ¢oziimler
vermislerdir. Bu kargilagtirmalardan da goriilebilecegi gibi literatiirdeki bu elemanlar diger
ornek tiplerinde yiiksek dogruluklu goziimler gostermislerdi. Bu da, elemanlarin amaca
yonelik gelistirildiginde daha dogru sonuglar verdifi goriislimiizii dogrulamaktadir.
Gelistirilen elemanlar iginde ise, yedi diigiim noktali SKS/SRMS eleman: daha yiiksek
dogruluklu ¢oziim degeri vermistir. Bunun nedeni elemandaki diigiim noktas1 sayisimn
fazla olmasi gosterilebilir. Ciinkii eleman sayist artmasiyla formiilasyona giren gekil
fonksiyonlarimn derecesi gok artmaktadir. Baska bir deyisle gekil fonksiyonlar1 ¢ok kiigiik
iki nokta arasinda ¢ok hizli degismektedir. Bu ise sekil fonksiyonlarimin kararlihigim
bozmaktadir.

Tablo 3.16. Silindir problemi igin Y yoniindeki yer degistirme oranlar

Eleman tipi V/Vieo Eleman tipi V/Vieo
SRI 0.373 TRIC 0.412
RSDS 0.469 ANS6S 0.502
MITCA4 0.370 SKQ/SRMQ 0.644
Mixed 0.399 SKP/SRMP 0.650
QPH 0.370 SKS/SRMS 0.782
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3.3.7. Yarim Kiire Kabuk Problemi

Tablo 3.17°da yanm kiire probleminde 6x6 ag orgiide elde edilen sonuglar
sunulmustur. Sekil 3.23, 3.24 ve 3.25’te ise swasiyla SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve
SKS/SRMS elemanlart i¢in X yoniindeki yer degistirme dagilimlar verilmistir.

Yarim kiire probleminde SKP/SRMP elemani analitik ¢dziime en yakin degeri %
5.53 hata ile vermistir. Diger SKQ/SRMQ ve SKS/SRMS elemanlari sirasiyla % 23.62 ve
9% 21.38 ile birbirlerine yakin hata degerleri vermiglerdir.

Tablo 3.17. Yarmm kiire problemi i¢in yer degistirmeler

ANSYS ANSYS

Teorik SKQ/SRMQ | SKP/SRMP | SKS/SRMS (Shell 63) | (Shell 93)

X-yonii | -0.0924 -0.0718 -0.0888 -0.0739 -0.0932 -0.0901

_DISPLACEMENT 1.
D.00E+00
590603

-1 206-02
-1.80E-02
-2 39E-02
200602
350E-02
419E-02
479602
-539E-02
5.00E-02
6 50E-02

71802

Sekil 3.23. Yarim kiire probleminde SKQ/SRMQ igin X yoniindeki yer
degistirme dagilimi

DISPLACEMENT 1.

0.00€+00
740603
148602
222602
206E-02
370E-02
44E02
-5 18E-02
592602
-6.666-02
7 40E-02
-8 ME-0
-8.8BE-02

Sekil 3.24. Yarim kiire probleminde SKP/SRMP igin X yéniindeki yer
degistirme dagilimi
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718602
597602
475602
35460
232602
111602
-108E-03

132602
25402
375602
-4 96E-02
-6 18E-02
7.30€-02

Sekil 3.25. Yarim kiire probleminde SKP/SRMP ve SKS/SRMS i¢in
X yéniindeki yer degistirme dagilimi

Bu calismada gelistirilen elemanlar yarim kiire problemi igin Tablo 3.18°de verilen
diger elemanlarla karsilastinlmistir. Sonuglardan goriilebilecegi gibi en yitksek dogruluklu
¢oziim TRIC elemani vermistir. Yeni gelistirilen SKQ/SRMQ, SKP/SRMP ve SKS/SRMS
elemanlan, SRI, MITCA4, Mixed ve QPH elemanlarindan daha yiiksek dogrulukta ¢oziim
tiretmistir. Geligtirilen elemanlar arasinda ise SKP/SRMP elemani SKQ/SRMQ ve
SKS/SRMS elemanindan daha yiiksek dogruluk gostermistir.

Tablo 3.18. Yarim kiire kabuk i¢in X y6niindeki yer degistirme

oranlar1

Eleman tipi W/l
SRI 0.412
RSDS 0.965
MITCA4 0.390
Mixed 0.651
QPH 0.280
TRIC 1.022
SKQ/SRMQ 0.777
SKP/SRMP 0.961
SKS/SRMS 0.7998
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3.4. Amaca Yonelik Problemler

3.4.1. Kesiti I-Profili Olan Ankastre Kiris

I-kesit alanh ankastre kirisin serbest ucundan tekil yiikle yiiklenmesi halinde kiriste
meydana gelen yer degistirmeler, artan eleman sayisi i¢in Tablo 3.19°da verilmigtir. 'Y
yoniindeki yer degistirme dagilimlari ise Sekil 3.26°de dort diigiim noktali 4 kenarli, Sekil
3.27°de bes diigiim noktali 4 kenarli, Sekil 3.28"de yedi diigiim noktali 4 kenarli ve $ekil
3.29°da yedi diigiim noktali 6 kenarli kabuk eleman igin gésterilmistir.

Tablo 3.19. I-profilli ankastre kiris igin Y yoniindeki yer degistirmeler

Y- yonii [x10™]

Boliimleme sayisi [n] 2 4 8
SKQ/SRMQ -6.8418 -7.0651 -7.1958
SKP/SRMP -6.7694 -7.3004 7.3961

SKS/SRMS _ 4 kenar -7.1397 -7.1932 -7.2059

SKS/SRMS_ 6 kenar -6.7374 -7.2350 -7.2489

Teorik -7.4025

DISPLACEMENT 2

0.00E+00
-5.89E-05
-1.18E-04
~1.77E-04
L] -2.36E-04
L -2.84E-04
-3.53E-04
-4.12E-04
L -4.7T1E-04
-5.30E-04
-5.89E-04
-6.48E-04
7.07E-04

Sekil 3.26. I-profilli kiriste SKQ/SRMQ kabuk elemant i¢in Y ySniindeki
yer degistirme dagilim
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DISPLACEMENT 2

0.00E+00
-6.10E-05
122604
-1.83E-04
“244E-04
-3.05E-04
-3.66E-04
-4.27€-04
-4.88E-04
-5.49E-04
-6.10E-04
6T1E-04
-7.326-04

Sekil 3.27. I-profilli kiriste SKP/SRMP kabuk elemant igin Y yoniindeki
yer degistirme dagilimi

D MENT

0.00E+00
-5.99E-05
+1.20E-04
-1.80E-04
-240E-04
-3.00E-04
-3.60E-04
-4.19E-04
~4.79E-04
-5.39E-04
-5.99E-04
-6.69E-04
-7.19E-04

Sekil 3.28. I-profilli kiriste 4 kenarli SKS/SRMS kabuk elemani igin Y
yoniindeki yer degistirme dagilim

DISPLACEMENT 2
-7.23E-04
6.20E-04
517E-04
-4.13E-04
-3.10E-04
-2.07E-04
-1.03E-04
0.00E+00

Sekil 3.29. I-profilli kiriste 6 kenarli SKS/SRMS kabuk elemant i¢in Y
yoniindeki yer degistirme dagilimt

Altigen ag orgiisii igin Tablo 3.20°den eleman sayismnin artmasiyla yedi diigiim
noktali 6 kenarl: diiz kabuk elemann yedi diigiim noktali 4 kenarli elemandan daha dogru
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sonuglar verdigi goriilmektedir. Altigen af orgide SKP/SRMP (SKQ/SRMQ) ve
SKS/SRMS elemammin beraber kullamlma zorunlulugu vardir. Ciinkii ¢6ziim alam alt:
kenarli ag orgiiyle oriildiigii zaman 4 kenarl elemanlarin kullanimi geometriden dolay1
zorunludur.

Tablo 3.20. I- profilli ankastre kiris i¢in hata degerleri

Hata (%)

Boliimleme sayisi [n] 2 4 8
SKQ/SRMQ 7.58 4.56 2.79
SKP/SRMP 8.55 1.38 0.0865

SKS/SRMS _ 4 kenar 3.55 2.83 2.66

SKS/SRMS_ 6 kenar 8.98 2.26 2.08

3.4.2. Kare Plak

Kare plak analizleri, diizgiin (A) ve garpik (B) ag orgiiler i¢in yapildi. Sekil 3.30 ve
3.31°de 4x4 carpik ag orgiilii ve kalinhigin 1.0 olmasi durumunda sirastyla SKQ/SRMQ ve
SKP/SRMP eleman ile elde edilen Z yoniindeki yer degistirme dagilimlart gosterilmistir.
Kalmhgmn yer degistirmelere etkisi ise Tablo 3.21°de basit mesnetli ve Tablo 3.22’de
ankastre mesnetli kare plak i¢in verilmistir.

000+00
16610
prean
[ o
amE10
o -9 81E-10
118600
A3E00
L 1.57E-08
177608
196600
216600
23600

Tima = 0.00E+00

Sekil 3.30. 4x4 garpik ag orgiisiine ve t = 1.0 kalinhga sahip basit mesnetli
kare plakta SRMQ eleman igin Z yoniindeki yer degistirme
dagilimi
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ISPLACEMENT

000€+00
201810
401E10
80210
B0IE10
-100E00
120808
-1 A0ED0
161E00
181608
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221608
241809

“Timo = 0.006+00

Sekil 3.31. 4x4 garpik ag orgiisiine ve t = 1.0 kalinhga sahip basit mesnetli
kare plakta SRMP elemam igin Z yoniindeki yer degistirme
dagilimi

Tablo 3.21. Yayih q yiikiine maruz basit mesnetli kare plak i¢in merkezdeki
boyutsuz yer degistirme we/ (qL*/100D) degerleri

WL Agﬁ‘;'ig“ Elemantipi | 2x2 4xd 8x8 Teorik
3 SKQ/SRMQ | 04045 | 04060 | 0.4062

1o SKP/SRMP | 04286 | 04112 | 04075 | .o
. SKQ/SRMQ | 04324 | 04131 | 0.4080
SKP/SRMP | 04552 | 04185 | 04093
B SKQ/SRMQ | 04045 | 04060 | 04062

ol SKP/SRMP | 04286 | 04112 | 04075 | 0o
= SKQ/SRMQ | 04324 | 04131 0.4080
SKP/SRMP | 04552 | 04185 | 04093
4 SRMQ 04047 | 04062 | 04063

- SRMP 04205 | 04112 | 04075 | 00
= SRMQ 04326 | 04132 | 04082
SRMP 04552 | 04185 | 0.4093
- SRMQ 04228 | 04255 | 04267

- SRMP 04506 | 04387 | 04305 | ...
= SRMQ 04326 | 04132 | 04082
SRMP 04726 | 04411 0.4396
= SRMQ 04567 | 04889 | 04900

- SRMP 05172 | 0512l | 05002 | o0
= SRMQ 05099 | 04945 | 04913
SRMP 05473 | 05105 | 05017
P SRMQ 05950 | 05953 | 0.5956

030 SRMP 06221 | 06169 | 06068 | o
= SRMQ 06212 | 06021 | 05972
SRMP 06722 | 06223 | 06169
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Tablo 3.22. Yayili q yiikiine maruz ankastre mesnetli kare plak igin merkezdeki
boyutsuz yer degistirme w/(qL*/100D) degerleri

i | Agogs | Eleman 22 4xd 8x8 Teorik
tipt tipi
5 SKQ/SRMQ | 0.1460 | 01319 | 0.1279
= SKP/SRMP | 0.1676 | 0.1383 | 0.1300
10 0.1265
= SKQ/SRMQ | 0.1700 | 0.1383 0.1273
SKP/SRMP | 0.1832 | 0.1429 | 0.1309
5 SKQ/SRMQ | 0.1460 | 01319 | 0.1279
SKP/SRMP | 0.1676 | 0.1383 | 0.1300
0.001 0.1265
. SKQ/SRMQ | 0.1700 | 0.1383 01273
SKP/SRMP | 01832 | 01429 | 01309
" SRMQ 01462 | 01322 | 0.1281
SRMP 01676 | 01383 | 0.1300
0.01 0.1265
b SRMQ 01702 | 01385 | 01297
SRMP 01832 | 01429 | 0.1309
N SRMQ 01678 | 01548 | 0.1515
SRMP 01932 | 01694 | 0.1666
0.10 0.1499
” SRMQ 01917 | 01609 | 01530
SRMP 02069 | 01722 | 0.1666
& SRMQ 02348 | 02217 | 02183
SRMP 02613 | 02381 0.2297
0.20 02167
. SRMQ 02598 | 02281 0.2199
SRMP 02772 | 02466 | 02352
. SRMQ 03464 | 03300 | 03259
SRMP 03726 | 03452 | 03376
0.30 03227
. SRMQ 03758 | 03387 | 03288
SRMP 03977 | 03578 | 03453

Dért diigiim noktali 4 kenarli SRMQ elemani igin elde edilen sonuglar literatiirdeki,
ARS-Q12 (Soh vd., 2001), PQI (Ibrahimbegovic, 1993), Q4BL (Zienkiewicz vd., 1993) ve
DKQ (Batoz ve Tahar, 1982) plak elemanlariyla karsilagtirtimustir.

SKQ/SRMQ diiz kabuk elemanlar igin elde edilen degerler, Tablo 3.23 ve 3.24’te
ARS-Q12 eleman ile Tablo 3.25 ve 3.26’da ise PQI, Q4BL ve DKQ elemanlari ile birlikte
verilmigtir. Kargilagtirmalardan goriilecegi gibi SKQ/SRMQ diiz kabuk elemanlart yiksek
dogruluga sahip olup ARS-Q12 elemam goziimlerine gok yakin degerler vermiglerdir. Bu
derece dogru deger vermesinin sebebi; SKQ/SRMQ elemaminin gelistirilmesinde

kullanilan formiilasyonun ASR-Q12 elemam igin kullanilan formiilasyonla (kayma
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terimleri) ayn1 olmasidir. Boylece, yiiksek dogruluklu ARS-Q12 plak elemant gibi yiiksek
dogruluklu SRMQ kabuk eleman: gelistirilmis oldu. Asagidaki tablolardan plagin
kalinhgmin degismesiyle teorik ve sayisal goziim sonuglarmin degistifi ve ince plak
simirinda R/M eleman formiilasyonlu SRMQ elemaninin, Kirchhoff eleman formiilasyonlu

SKQ eleman ile aynt degeri verdikleri gorillmustiir.

Tablo 3.23. Basit mesnetli kare plak igin merkezdeki yer degistirme oranlari

we/(gL*/100D)
L Agﬁ‘;’ig‘"‘ Elemantipi | 2x2 4x4 8x8 Teorik
B SKQ/SRMQ | 040452 | 040600 | 040619
4 ARSQI2 | 04045 | 04060 | 04062
10° 0.4062
. SKQ/SRMQ | 043239 | 041311 | 0.40797
ARSQI2 | 04324 | 04131 | 04080
= SKQ/SRMQ | 040452 | 040600 | 0.40619
ARSQIZ | 04045 | 04060 | 04062
0.001 0.4062
. SKQ/SRMQ | 043239 | 041311 | 040797
ARSQI2 | 04324 | 04131 | 04080
: SRMQ | 040469 | 040615 | 0.40634
ARSQI2 | 04047 | 04062 | 04063
0.01 0.4064
. SRMQ | 043255 | 041324 | 040817
ARSQI2 | 04325 | 04132 | 04081
4 SRMQ | 042282 | 042553 | 042672
ARSQI2 | 04228 | 04255 | 04267
0.10 0.4273
- SRMQ | 044901 | 043141 | 042795
ARS-QI2 | 04490 | 04314 | 04280
: SRMQ 04567 | 048889 | 0.49001
- ARSQIZ | 04857 | 0488 | 04900 | .o
- SRMQ | 050986 | 049452 | 049134
ARSQI2 | 05099 | 04945 | 04913
. SRMQ | 059499 | 059533 | 0.59558
ARS-QIZ | 05950 | 05953 | 0.5956
0.30 0.5956
= SRMQ | 062119 | 060206 | 059721
ARS-QIZ | 06206 | 06008 | 05984
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Tablo 3.24. Ankastre mesnetli kare plak i¢in merkezdeki yer degistirme oranlari

we/(qL*/100D)
yr, | AgOrt | Eleman 2 x4 8x8 Teorik
tipi tipi
& SKQ/SRMQ | 0.14606 | 0.13195 | 0.12792
107 ARS-Q12 0.1460 0.1319 0.1279 —
8 SKQ/SRMQ | 0.17019 | 0.13827 | 0.12952
ARS-QI2 0.1700 0.1383 0.1273
& SKQ/SRMQ | 0.14606 | 0.13195 | 0.12792
— ARS-QI12 0.1460 0.1319 0.1279 "
5 SKQ/SRMQ | 0.17019 | 0.13828 | 0.12952
ARS-Q12 0.1700 0.1383 0.1273
5 SRMQ 0.14628 | 0.13217 | 0.12814
-— ARS-QI12 0.1462 0.1322 0.1281 —
& SRMQ 0.17040 | 0.13849 | 0.12974
ARS-QI12 0.1702 0.1385 0.1297
b SRMQ 016796 | 0.15484 | 0.15151
S ARS-QI12 0.1678 0.1548 0.1515 W
i SRMQ 0.1919 | 0.16092 | 0.15299
ARS-Q12 0.1917 0.1609 0.1530
& SRMQ 023499 | 022169 | 021833
o ARS-Q12 0.2348 0.2217 0.2183 et
5 SRMQ 025999 | 022806 | 0.21993
ARS-QI12 0.2598 0.2281 0.2199
2 SRMQ 034654 | 033004 | 0.3259
ol ARS-Q12 0.3464 0.3300 0.3259 e
G SRMQ 037585 | 033766 | 0.32786
ARS-Q12 0.3758 0.3387 0.3288

Tablo 3.25. Basit mesnetli kare plak igin merkezdeki yer degistirme oranlart

wo/(qL*/100D)
WL Eslaeyr?:nn SRMQ P QL (Reissm 1988)
4 0.42282 0.4471 0.4269
0.1 16 0.42553 0.4323 0.4274 0.4273
64 0.42672 0.4285 0.4273
4 0.40469 0.4251 0.4038
0.01 16 0.40615 04113 0.4061 0.4064
64 0.40634 0.4076 0.4064
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Tablo 3.26. Basit mesnetli ince kare plak i¢in merkezdeki yer degistirme oranlari

wo/(qL*/100D)
Eleman Teorik
L sayisl SKQ/SRMQ DKQ Q4BL (Reissmann, 1988)
4 0.40452 0.4046 0.4035
0.001 16 0.4060 0.4060 0.4058 0.4062
64 0.4062 0.4062 0.4062
3.4.3. Dairesel Plak

Yayili yiike maruz ankastre mesnetli dairesel plak igin Sekil 3.32 ve 3.33’te 12
eleman ve kalnligm 0.5 olmasi durumunda sirastyla SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP
elemanlariyla modellenmesiyle elde edilen yer degistirme dagilimlar1 verilmistir. Bu
drekte 3, 12 ve 48 eleman kullanilarak elde edilen analiz bulgulari ise Tablo 3.27°de

sunulmustur.

Sekil 3.32. Dairesel plakta SRMQ elemant ve t=0.5 igin Z y6niinde
elde edilen yer degistirme dagilimi

DISPLACEMENT 3
8906401
ITED!
4201
5140001
ascon
267601

1266401
000E-00

Time = 0.006400

Sekil 3.33. Dairesel plakta SRMP elemani ve t=0.5 i¢in Z yoniinde
elde edilen yer degistirme dagilim



125

Tablo 3.27. Yayili q yitkiine maruz dairesel plak igin merkezdeki
boyutsuz yer degistirme wo/(qRY/D) degerleri

t/R | Elemantipi | 3 el 12 el 48 el Teorik
L, | SKQ/SRMQ | 001721 | 0.016101 | 00157498

10%° 0.015625
SKP/SRMP | 0.0195 0.0171 0.01597
SKQ/SRMQ | 0.01721 | 0.016101 | 0.0157498

0.001 0.015625
SKP/SRMP | 0.0195 0.0171 0.01597
SRMQ 001722 | 0.016107 | 0.15756

0.01 0.015632
SRMP 0.0195 0.0171 0.01597
SRMQ 0.01782 | 0.016748 | 0.016430

0.10 0.016339
SRMP 0.02040 0.01798 0.01708
SRMQ 0.01975 | 0.018814 | 0.018559

0.20 0.018482
SRMP 0.0223 0.01928 0.0191
SRMQ 0.02311 | 0.022327 | 0.022119

0.30 0.022054
SRMP 0.0259 0.0245 0.02331

Ankastre mesnetli dairesel plak problemi igin SKQ/SRMQ elemanlar literatiirdeki
ARS-Q12, DKMQ (Katili, 1993) ve MITC4 (Bathe ve Dvorkin, 1985) elemanlari ile
kargilastirilmigtir. Tablo 3.28°den goriilebilecegi gibi SKQ/SRMQ elemanlari ARS-Q12
elemanina gok yakin degerler vermislerdir. Ancak bu yakinlk t/L oraniyla pek
degismezken eleman sayisinin artmasi sonuglari teorik ¢oziimlere daha da yaklastirmugtir.
Tablo 3.29°da ise SRMQ elemaninin DKMQ ve MITC4 elemanlan ile karsilagtiriimasi
sunulmustur. Bu tablodan goriildigi gibi MITC4 elemani, eleman sayisinin artmastyla
SRMQ, ARS-Q12 ve DKMQ elemanlarindan daha dogru sonuglar vermistir. Bunun
yaminda, SRMQ, ARS-Q12 ve DKMQ elemanlar birbirlerine yakin degerler gostermistir.
Bunun nedeni MITC4 eleman formiilasyonunun farkli olmasi ve SRMQ, ARS-Q12 ve

DKMQ eleman formiilasyonlarinin benzer olmasidir.
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Tablo 3.28. Yayih q yiikiine maruz ankastre mesnetli dairesel plak i¢in
merkezdeki yer degistirme oranlari wo/(qRY/D)

t/R | Elemantipi | 12 eleman | 48 eleman Teorik

%0 SKQ/SRMQ | 0.016101 | 0.0157498
10 0.015625
ARS-Q12 0.016101 0.015750

SKQ/SRMQ | 0.016101 | 0.0157498
0.001 ; 0.015625
ARS-Q12 0.016101 0.015750

SRMQ 0.016107 0.15756
0.01 0.015632
ARS-Q12 0.016107 0.015756

SRMQ 0.016748 0.016430
0.10 0.016339
ARS-Q12 0.016747 0.016430

SRMQ 0.018814 0.018559
0.20 0.018482
ARS-Q12 0.018813 0.018558

SRMQ 0.022327 0.022119
0.30 0.022054
ARS-Q12 0.022326 0.022119

Tablo 3.29. Yayili q yiikiine maruz ankastre mesnetli dairesel plak i¢in merkezdeki
yer degistirmeler

Eléigii Teorik
R/t SRMQ | ARS-QI2 | DKMQ MITC4 | (Batoz ve Dhatt,
ST 1990)

3 10771 107685 10771 9067.9

50 12 10078 10078.1 10093 9699.3 9783.51
48 9858.8 9858.73 9865 9766.6
3 12.346 12.3434 12.303 10.755

5 12 11.759 11.7584 11.762 11.432 11.551
48 11.599 11.5989 11.601 11.526
3 1.3634 1.3628 1.332 1.243

2 12 1.3452 1.3452 1.339 1.320 1.339
48 1.3408 1.3408 1.339 1335

3.4.4. Egik Plak

Bir ucundan ankastre mesnetli ve diger ucundan q yay1l yiikii etkisindeki egik plak,
ti¢ farkli egiklik agisinda analizlere tabii tutulmustur. Sekil 3.34 ve 3.35’te 40° egiklige
sahip plaktaki yer degistirme dagilimlari sunulmustur. Tablo 3.30°da ise egiklik agist B =
20°, 40° ve 60°’de SRMQ ve SRMP elemanlari igin analitik ve say1sal sonuglar verilmistir.
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\CEM 3

0.00E+00
-6.49E-07
-1.30E-06
-1.96E-06
~2.59E-06
-3.24E-06
-3.89E-06
-4.54E-08
-6.19E-06
-6.84E-06
-6.49E-06
~7.14E-06
-7.78E-06

Sekil 3.34. 40° egik plakta SRMQ elemam igin Z ySniinde elde edilen
yer degistirme dagilimi

DISH M|

0.00E+00
-6.62E-07
~1.32E-06
-1.99E-06
-265E-06
-331E-08
-3.97E-08
-4 63E-06
-5.30E-06
-5.96E-06
-6.62E-06
-7.28E-06
-7.95E-06

Sekil 3.35. 40° egik plakta SRMP elemam igin Z yéniinde elde edilen
yer degistirme dagilim1

Tablo 3.30. Yayili yiike maruz egik plakta boyutsuz gokme wa/(E£/qL*) degerleri

Agt El:iI:ian 2 4 L (Reissuer'l:lzog[:(ein, 1951)
SRMQ 1.61766 1.47296 1.43757
20° jNRzA:S 1.70317 1.50758 1.45030 14327
(Shell 63) 1.550 1.444 1.4254
SRMQ 1.46368 1.24557 1.18997
40° :NRISViPS 1.48864 1.27123 1.20960 0.9894
(Shell 63) 1.2728 1.1592 1.1549
SRMQ 1.09574 0.89933 0.82675
60° :NR:‘[{PS 1.08710 0.90318 0.84857 03276
(Shell 63) 0.8998 0.7741 0.7748
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Bu problemde ise, yayilt yiik altinda ankastre mesnetli egik plagin, SRMQ ve SRMP
elemanlari kullamlarak analizleri yapilmis ve ARS-QI12 ve Q4BL plak elemanlanyla
kargilagtirilmistir. Tablo 3.31°den goriilebilecegi gibi Q4BL plak elemant SRMQ ve ARS-
Q12 elemanindan daha iyi sonug¢ vermistir. SRMQ ve ARS-Q12 elemanlar1 benzer
formiilasyonla tiiretildiklerinden birbirlerine yakin degerler gostermiglerdir. Ayrica en

dogru sonuglar 8x8 ag orgiisii ve 20° egiklik agisinda elde edilmistir.

Tablo 3.31. Yayili yiike maruz egik ankastre plakta ¢okme oranlart

wal(B/qLY)

Agl Elfi;m s 8x5 (ReissnerT\/eeogtl;in,1951)
SRMQ | 147296 | 143757

20° | ARS-QI2 | 147285 | 143758 14327
Q4BL | 139141 | 1.42064
SRMQ | 124557 | 118997

40° | ARS-QI2 | 124461 | 1.19064 0.9894
Q4BL | 1.10490 | 1.15583
SRMQ | 089933 | 082675

60° | ARS-QI2 | 0.89563 | 0.84121 03276
Q4BL | 076308 | 0.80559

3.4.5. Gegis Elemam (SRMP)

Sekil 3.36°da SRMP elemammn SRMQ elemam ile birlikte aJ artirmasinin
uygulandig1 6rnekte elde edilen ¢okme dagilim verilmistir. Aynca ag artirimi yapilan

ornek problem igin Tablo 3.32°de karsilastirmali sonuglar da verilmistir.

DISPLACEMENT 3

0.00E+00
-1.60E+03
-3.20E+03
-4.80E+03
-6.40E403
-8.00E+03
<9.60E+03
-1.12E404
-1.28E404
-1.44E+04
-1.60E+04
~1.76E+04
-1.92E+04

Sekil 3.36. Yayih yiik etkisindeki egik plakta Z yoniindeki yer
degigtirme dagilimi
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Tablo 3.32. Egik plakta Z yoniindeki boyutsuz yer degistirme

wa/(Et*/qL?) degerleri
E:yn:;“ . d%%:\me Hita (%} (RessnerT\/?gttin, 1951)
4 1.4437 (SRMQ) 46.42
16 1.2284 (SRMQ) 24.16
64 1.1778 (SRMQ) 19.04 0.9894
28 1.1141 (SRMQ/SRMP) 12.64
40 1.1125 (SRMQ/SRMP) |  12.44

SRMP eleman: 40° agili egik plakta gecis elemani olarak SRMQ elemant ile birlikte
kullanilmustir. Tablo 3.32°da verilen sonuglardan goriilebilecegi gibi egri plakta ag artirimi
yapmadan toplam 64 elemanla (SRMQ) elde edilen ¢oziimde hata % 19.0 iken, sadece 28
elemanli (SRMQ/SRMP) ¢oziimde hata % 12.64’e dismustir. Bu ornekten goriilebilecegi
gibi SRMP diiz kabuk elemant SRMQ diiz kabuk eleman ile beraber basarili bir sekilde
kullanilabilmektedir. Boylece gerek SRMQ elemam ile gerekse de SRMS diiz kabuk
elemantyla kullanilabilen SRMP diiz kabuk gegis elemam yiksek dogruluklu ¢oziimler
sergilemektedir.

Ayrica SRMP eleman, hibrid/mixed SEY ile tiiretilen 4 kenarh bes diigiim noktali
HP5 (Duan vd., 1999) plak elemam ile kargilagtiriimustir. Basit mesnetli ve ankastre
mesnetli kare plakta eleman sayisina gore Z yoniindeki ¢okme oranlar1 Sekil 3.37 ve
3.38’de verilmigtir. Sekil 3.37’den goriilebilecegi gibi basit mesnetli kare plak
goziimlerinde toplam 16 eleman igin elde edilen degerlerde SRMP ve HP5 elemanlarinda
birbirlerine ok yaklagmakta ve artan eleman sayistyla da aralarindaki fark yok denecek
kadar azalmaktadir. Ankastre mesnetli kare plakta ise ¢ozimler arasindaki fark biraz daha
belirgin olup eleman sayisinin artmastyla SRMP ve HPS elemanlan arasindaki bu fark
Sekil 3.38"den de goriildigii gibi hizli bir sekilde azalip kapanmaktadir.
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Sekil 3.37. Basit mesnetli kare plakta eleman sayisina gore ¢okme oram
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Sekil 3.38. Ankastre mesnetli kare plakta eleman sayisina gore ¢okme
orani

3.4.6. Dinamik Problem

Basit mesnetli 4x4 ag orgiilii kare plak i¢in dinamik ¢oziimler Newmark implicit
zaman integrasyon yontemi kullanilarak elde edilmis ve yer degistirme dagilimlar Sekil
3.39a ve 3.39b’de sirasiyla 0.5 ve 1.0 ms igin verilmistir. Coziimlerde toplam zaman 2.5

ms ve zaman adimi olarak da At=1.10" ms alinmugtir.
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DISPLAGEMENT 3.

Sekil 3.39. Basit mesnetli kare plakta Z yoniinde a)t=0.5ms ve b) t=1.0ms
amndaki yer degistirmeler

Dinamik problemde SRMQ ve SRMP elemanlari kullanilarak Z yoniinde elde edilen
zaman bagimli yer degistirme ¢oziimleri literatiirdeki isotropik elastik-plastik (Mohanrao
vd., 2004) ¢dziimle karsilagtiriimis ve elde edilen zaman bagimh maksimum yer degistirme
degerleri Sekil 3.40°da gosterilmistir. Sekilden de goriilebilecegi gibi dogrusal elastik
bolgede gozillen SRMQ ve SRMP elemanlan literatiirde dogrusal olmayan elasto-plastik
¢6ziimden daha diisiik degerler vermislerdir.

—&— isotropik elastik-plastik ¢6ziim [Rao,A.H,2004]
—:= Isotropik elastik SRMQ eleman:
—o=Isotropik elastik SRMP elemant

Maksimum yerdegistirme, x10 ~* [m]

“o0 05 10 15 20 25
Zaman, x10° [sn]

Sekil 3.40. Basit mesnetli kare plakta Z yoniinde zaman bagimli yer
degistirme
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3.4.7. SRMQ ve SRMP Elemanlarmm Birbirleriyle Kargilastirilmasi

Bu kistmda 4 kenarli SKQ/SRMQ ve SKP/SRMP elemanlari kargilagtinlmistir. Bir
onceki bolimde SKQ/SRMQ ile SKP/SRMP elemanlan literatiirdeki elemanlarla
karsilagtirilmis ve yiiksek dogruluklu ¢oziimlere sahip olduklar belirlenmisti. Burada ise
bu elemanlar: birbirleriyle karsilagtirmak igin basit ve ankastre mesnetli kare plagin
diizgiin ve carpik ag orgiisiinde elde edilen sonuglar incelenmistir. Eleman sayismin ve
kalinhgn etkisini bir arada gormek icin sonuglar ii¢ boyutlu grafikler seklinde verilmistir.
Basit mesnetli kare plak icin elde edilen sonuglar diizgiin ag orgiisii i¢in Sekil 3.41°de
verilirken carpik ag orgiilii igin Sekil 3.42°de gosterilmistir. Benzer degerler ise ankastre
kiriste diizgiin ag Orgiisti icin Sekil 3.43’te ve carpik ag Grgiisii i¢in Sekil 3.44°te
sunulmustur. Sekil 3.45’te ise ankastre mesnetli dairesel plagin teorik yer defistirme
oranlari, eleman sayis1 ve kalinliga gére SRMQ ve SRMP elemanlari kullamilarak elde

edilen yer degistirme oranlartyla kargilagtirmali olarak verilmistir.

08
0.7 . i A SRMP
oo b1 + SRMOQ
o F ® TEORIK
0

A WTHRIBAR

Sekil 3.41. Basit mesnetli kare plakta diizgiin ag orgiide yayili yiik etkisinde elde
edilen maksimum yer degistirme oranlari
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Sekil 3.42. Basit mesnetli kare plakta ¢arpik ag orgiide yayil yiik etkisinde elde
edilen maksimum yer degistirme oranlar
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o o, eamERanel,

Sekil 3.43. Ankastre mesnetli kare plakta diizgiin ag orgiide yayili yiik etkisinde
elde edilen maksimum yer degistirme oranlar
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Sekil 3.44. Ankastre mesnetli kare plakta carpik ag 6rgiide yayili yiik
etkisinde elde edilen maksimum yer degistirme oranlar

A SRMP
+ SRMQ
® TEORIK

Sekil 3.45. Ankastre mesnetli dairesel plakta yayili yiik etkisinde elde
edilen maksimum yer degistirme oranlar
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Ayrica Sekil 3.46, 3.47 ve 3.48°de eleman sayisinin egik plak iizerindeki etkisi

sunulmaktadir.

20
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Sekil 3.46. 20° egik plakta maksimum ¢okme degerinin eleman sayisi
ile degisimi
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Sekil 3.47. 40° egik plakta maksimum ¢okme degerinin eleman sayisi
ile degigimi
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Sekil 3.48. 60° egik plakta maksimum ¢okme degerinin eleman sayisi
ile degigimi

Biitin bu sekillerden goriilebilecegi gibi SRMQ elemam ile SRMP elemam
birbirlerine ¢ok yakin degerler vermektedir. Ayrica, eleman sayisinin artmasiyla bu
¢aligmada elde edilen sonuglarin teorik ¢oziime yaklastigi kolaylikla gorulmektedir. Buna
ilaveten elemanlarin carpik ag o6rgide bile performanslarini koruduklar: $ekil 3.42 ve

3.44’ten anlagilmaktadir. Bu sonuglardan SRMP elemaninin SRMQ eleman: ile giivenilir

136

60° egik plak —~ SRMP

—+= SRMQ
—=— ANSYS (Shell 63)
—— TEORIK
\\
Lo - “—-""—"----v--—”uu-:.-q-....._,_____’__,___‘_._‘_._"~
TR e e e m— e s e o —— -
106 20 30 40 50 60 70
Eleman sayist

bir sekilde kullanilabilecegi kolaylikla ifade edilebilmektedir.



4. SONUCLAR

Bu ¢aligmada artirilmig eleman formiilasyonu kullanilarak hem Kirchhoft plak teorisi
hem de Reissner/Mindlin plak teorisi igin dort, bes ve yedi digiim noktali yeni diiz kabuk
elemanlar geligtirilmistir. Bu elemanlarla yapilan sayisal analizlerin degerlendirilmesinden

asagidaki sonuglar ¢ikariimigtir:

1. SKQ ve SRMQ elemanlart disiik integrasyon derecesine sahip (2x2) literatiirdeki
elemanlarla kargilagtinldiginda yiksek dogruluga sahip, formilasyonu basit ve
anlagtlirdir.

2. Bu tezde R/M plak teorisi kullanilarak gelistirilen diiz kabuk elemanlarin (SRMQ,
SRMP ve SRMS) plak kismi igin, egilme ve kayma terimleri farkli yolla elde
edilmesine ragmen literatiirdeki yitksek dogruluklu ARS-Q12 plak eleman: ile ayni
degerleri vermistir. Bu sonug¢ da, bu ¢aligmada Onerilen yontemin ve gelistirilen
elemanlarin dogrulugunu gostermektedir.

3. Sayisal analiz sonuglart Reissner/Mindlin plak teorisi kullamilarak elde edilen
formiilasyonun ince kabuk analizlerinde Kirchhoff plak formiilasyonuna
yakinsadigim gostermektedir. Bu da R/M plak teorisine dayanan formiilasyonun
hem ince hem de kalin kabuklar i¢in gegerli bir yontem oldugunu gostermektedir.

4. Artinlmis eleman formilasyonuna gore geligtirilen bes diigiim noktali uyumsuz
SKP ve uyumlu SRMP diiz kabuk elemanlar1 dort diigiim noktali SKQ ve SRMQ
elemanlan ile basarili bir sekilde kullanilmaktadir. Ayrica I-profilli ankastre kirig
orneginde gorialdagu gibi bes digiim noktali SKP ve SRMP duiz kabuk elemanlari,
yedi digim noktali SKS ve SRMS diz kabuk elemanlari ile birlikte
kullanilabilmektedir. Bu ise, beg digiim noktali elemanlarin ag yogunlastiriimasi
sirasinda gerekli olan geciy elemani olma Ozelligine sahip oldugunu
gostermektedir.

5. SKP ve SRMP diiz kabuk elemanlarmin dogruluk derecesi SKQ ve SRMQ
elemanlarina yakin ¢ikmigtir. Eleman sayisinin artmasiyla bu fark kapanmustir.

6. Yapilan kargilagtirmalardan goruldigi gibi (Sekil 3.41-Sekil 3.45) SRMQ ve
SRMP diiz kabuk elemanlart hem ince hem de kalin kabuklarin (Tablo 3.21, Tablo
3.22, Tablo 3.27, Tablo 3.30) analizinde kullanilabilmektedir.
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7. Artinlmig eleman formiilasyonu garpik ag orgiisiinde yitksek dogruluga sahiptir.
Yani bu eleman formilasyonu ag ¢arpilmasina duyarsizdir.

8. Artiriimig eleman formilasyonu, eleman kenart ortasinda yer alan digiim
noktasinin (besinci ve yedinci) konumundan bagimsizdir.

9. Bu caliymada onerilen yontem ile gelistirilen SRMQ ve SRMP diz kabuk
elemanlarinin dinamik problemlerin analizi i¢in kullamlmasinin uygun oldugu
gorilmustir.

10. Hem SKQ ve SRMQ elemanlart hem de literatiirdeki elemanlar problem tiplerine
gore farkli sonuglar vermektedir. Bununla birlikte artirilmig eleman formilasyonu
diger formiilasyonlar igerisinde yitksek kararliliga sahiptir (Tablo 3.7, Tablo 3.9,
Tablo 3.14, Tablo 3.16- Tablo 3.29)



5. ONERILER

Bu ¢alismada elde edilen sonuglar neticesinde agagidaki onerilerde bulunulmustur.

. Bu galigmada gelistirilen elemanlarda kullamlan artirilmis eleman formiilasyonuna,
mixed veya mixed/hibrid formiilasyonlari da ilave edilerek sonuglarin daha da
iyilestirilmesi saglanabilir.

. Biitin bu elemanlarda uygun seg¢meli indirgenmig integrasyon ve literatiirdeki
stabilize teknikleri kullamilabilir.

. Bu ¢aligmadaki elemanlar, dogrusal olmayan geometrik ve malzeme davranislar: ve
hasar analizlerini modellemek igin genisletilebilir.

. Burada onerilen artinnlmig eleman formiilasyonu bes ve yedi diugim noktali
dejenere egri kabuk elemanlarin gelistirilmesi igin kullanilabilir.

. Bes ve yedi dugiim noktali elemanlarin gecis elemanm olma o6zellikleri degisik

formiilasyonlar uygulanarak da incelenebilir.
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7. EKLER
Ek1

Bu ekte, soniim igermeyen Newmark implicit zaman integrasyon yontemi igin
algoritma verilmistir.

A. Baslangi¢ hesaplamalari

1. [K] ve M] rijitlik matrisleri hesaplanir.

2. °{uy, O{U} ve O{U} baslangi¢ sinir sartlari tammmlanir.

3. Zaman adim At,op parametreleri secilir ve agagidaki integrasyon sabitleri
hesaplanir.

B=0.50
a20.25(0.5+p)’
a,=1/aAt’
a,=1/aAt
a,=1/2a-1
a=At(1-8)
a,=pAt

4. Toplu rijitlik matrisi agagidaki gibi tekrar hesaplanir.
[K]=[K]+ao [M]
B. Her bir adim icin asagidaki islemler yapilir

1. ++At zaman aninda yiikler hesaplanir.

By = B M2, (U, (U, {0}

2. t+At zamaninda yer degistirmeler ¢ozilir.
[K]"™"{u)=""{P}

3. t+At aninda hiz ve ivmeler agagidaki gibi hesaplanir.

)= (o) (05, 1)

(o) ("0 ). (0} )
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Ek 2

Kirchhoff plak igin rijitlik matrisinde kullamlan gekil fonksiyonlari *AZE*®

agagidaki gibi tammlanmugtir. Virgil dogal koordinatlara gore kismi tirevleri ifade
etmektedir.

do i =1,nen (nen elemandaki maksimum diigim noktas: sayisidir)
do j=1,ndm ( ndm=2 boyut olup sirasiyla &G=1) ve n({=2)" ye gore
tiirevdir)

K adx _ [Kmx

Aji =( Tex,i),j

K as5x _[Kmx

Al —( Tey,i) +N;

K p 4y __(K y ) _
A =0T ) —Ni
K A5y _(K y )

A =0T

end do
end do
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Ek3

Reissner/Mindlin plak igin rijitik matrisinde kullanilan sekil fonksiyonlari ® A

agsagidaki gibi tamimlanmugtir. Virgil dogal koordinatlara gore kismi tirevieri ifade
etmektedir.

do i=1,nen (nen, elemandaki maksimum digiim noktas: sayisidir)
do j=1,ndm ( ndm=2 boyut olup swrasiyla &(i=1) ve n(=2)’ ye gore
tiirevdir)

RM 5 3x _ {RMmx
A7 ‘( Tw,i)'

end do
end do
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