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OZET

Bu galigmada, elastik sabitleri ve yiikseklikleri farkli iki tabakadan olusan ve alt
tabakasinda simetri ekseni tizerinde diigey bir gatlagi bulunan bilesik tabakada temas ve
catlak problemleri Elastisite teorisine gore incelenmektedir. Bilegik tabaka basit mesnetler
lizerine oturmakta olup, iistten rijit bir blok aracilify ile yiikklenmekte ve biitiin yiizeylerin
strtinmesiz oldufu kabul edilmektedir. Sozii edilen bu caliyma dort ana bolimden
olusmaktadir.

Birinci boliimde, konunun 6neminden, temas ve gatlak problemleri ile ilgili daha 6nce
yapilmis ¢aligmalardan ve galiymanin kapsamindan bahsedilmektedir. Bu béliimde ayrica,
Elastisite teorisinin temel denklemleri ve integral doniisiim teknikleri kullamlarak catlaksiz
ve gatlakli tabaka halinde gerilme ve yerdegistirmelerin genel ifadeleri verilmektedir.

" .. Ikinci bolimde, problem tamtilmakta ve bilesik tabakada catlak bulunmamasi ve
bulunmast halleri ayr ayri incelenmektedir. ilk olarak bilesik tabakada catlak bulunmamasi
hali ele alinmakta ve bu duruma ait simr-gartlar saglatilarak problem blok altindaki temas
gerilmesinin bilinmeyen oldugu bir singiiler integral denkleme indirgenmektedir. integral
denklem cgesitli blok profilleri i¢in sayisal olarak ¢oziilmekte ve blok altindaki temas
gerilmeleri hesaplanmaktadir. Blok altindaki temas gerilmelerine bagh olarak da simetri
ekseni lizerindeki normal gerilmeler, iki elastik tabaka arasindaki ilk ayrnilma yiikii ve ilk
ayrilma uzakliklan belirlenmektedir. Ikinci olarak ise, alt tabakada diisey bir gatlak olmas:
hali ele alinmakta ve bu halde catlak yiizeyine gatlaksiz ¢oziimden elde edilen normal
gerilmeler zit yonde, aym siddet ve aym dogrultuda yiiklenerek i¢ ve kenar gatlak durumlan
ayn ayn incelenmektedir. Dig yiiklemelerin olmadig1 bu duruma ait stir sartlan kullamlarak
problem yine bir singtler integral denkleme indirgenmekte ve bu denklemin sayisal olarak
¢Oziimil sonucunda i¢ ve kenar gatlak hallerinde ¢atlak uglarindaki gerilme siddet faktérleri
ve gatlak yiizey yerdegistirmeleri hesaplanmaktadir.

Ugiincii boliimde, ikinci béliimde verilen problemin gesitli boyutsuz biyiikliikler igin
sayisal uygulamas: yapilmaktadir. Tabaka kalinliklari, blok yangap:, mesnet genigligi, blok
ile bilesik tabaka arasindaki temas alam (blok genislii) ve malzeme sabitlerinin oranlarina
degisik sayisal degerler verilerek s6zii edilen bu biiyiikliiklerin temas gerilmeleri, normal
gerilmeler, tabakalar arasindaki ilk aynilma yiikii ve ilk aynlma uzakligi, catlak uglarindaki
gerilme siddet fakt6rii ve catlak yiizey yerdegigtirmeleri iizerindeki etkileri incelenmekte ve
bunlara ait sonuglar tartigilmaktadir. Bu boliimde aynca sayisal uygulamalardan elde edilen
grafikler ve tablolar verilmektedir.

Dérdiincii boliimde bu ¢alismadan ¢ikartilan sonuglar ve oneriler verilmektedir.

Anahtar Kelimeler : Elastisite Teorisi, Bilesik Tabaka, Temas Mekanigi, Kirlma
Mekanigi, Temas Gerilmesi, Integral Doniisim Teknigi,
Integral Denklem, Ilk Aynlma Yiikii, ilk Aynlma Uzaklig, ic
Catlak, Kenar Catlak, Gerilme Siddet Faktorii.



SUMMARY

The Problem of a Layered Composite Having a Vertical Crack at the Bottom
Layer and Loaded by means of a Rigid Stamp

In this study, the crack and the contact problem of a layered composite which consists
of two layers having different heights and elastic constants and resting on two simple
supports are investigated according to the theory of elasticity. The layered composite has a
vertical crack at the bottom layer on the symmetry axis and is loaded by means of a rigid
stamp. It is assumed that all surfaces are frictionless. This study consists of five main
chapters.

In the first chapter, the importance of subject, its content and the previous studies are
mentioned. In addition, using the fundamental equations of theory of elasticity and integral
transformation techniques, the general expressions of stresses and displacements for both
cracked and uncracked layer cases are given. ,

In the second chapter, the problem is introduced and the cases of the layered
composite with and without a crack are individually examined. Firstly, the case of layered
composite without a crack is considered. After the boundary conditions are satisfied, the
problem is reduced to a singular integral equation where the contact pressure is the
unknown function. The integral equation is numerically solved for various stamp profile and
the contact stress distribution under the stamp is obtained. Depending on the contact
stresses under the stamp, the normal stresses on the symmetry axis, initial separation load
and its distance at the interface of two layers are determined. Secondly, the case of layered
composite having a vertical crack at the bottom layer is considered and this case is
separately examined for both edge and internal cracks by loading the normal stresses
obtained from the previous case, i.e. uncracked case, with the same magnitude but in the
opposite direction on the crack surfaces. By using the boundary conditions belonging to this
case where there is not any external loading, the problem is examined to a singular integral
equation again. As a result of numerically solving this equations, the stress intensity factors
at the tips of the crack and the crack surface displacements for the edge and internal crack
cases are calculated. '

In the third chapter, the numerical applications of the problem given in the
previous chapter for various dimensionless quantities are done. By giving different
numerical values to the layer thickness, radius of stamp profile, support width, contact area
between stamp and layered composite (stamp width) and material constants ratios, the
effect of these quantities on the contact stress, normal stress, initial separation load and
initial separation distance, stress intensity factor at the tips of crack and crack surface
displacements are examined and the results of these are discussed. In this chapter, the tables
and graphics which are obtained from numerical applications are also given.

In the fourth chapter, the conclusions drawn from this work and the recommendation
are given,

Key Words: Elasticity Theory, Layered Composite, Contact Mechanics, Fracture
Mechanics, Contact Stress, Integral Transform Technique, Integral
Equation, Initial Separation Load, Initial Separation Distance, Internal
Crack, Edge Crack, Stress Intensity Factor
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Iginde bulundugumuz yillarda, Elastisite teorisi miihendislik problemlerinin
¢oziimiinde kayda deger bir uygulama alant bulmugtur. Miihendislik yapilarindaki gerilme,
yer ve gekildegistirme problemlerinin ¢6ziimiinde mukavemetin elemanter metotlarmn
yetersiz kaldig1 pek ¢ok durum vardir. Ozellikle igaret degistiren gerilmelere maruz yapilarda
igeriye girik koselerdeki yiiksek gerilme yigilmalan sonucunda olusan catlaklarda, kiris ve
saftlanin enkesitlerindeki ani degisim. sonﬁcu ortaya gikan gerilmelerin aragtinnlmasinda,
kayict mesnet rulolan ile yatak bilyalarindaki gerilmelerin belirlenmesinde ve kiriglerde tekil
yik ve mesnetlere yakin bolgelerdeki gerilmelerin incelenmesinde Elastisite teorisini

kullanmak uygun olmaktadir [1].

Elemanter teoriye gore daha kesin sonug veren Elastisite teorisi yardimyla
problemlerin ¢oziimii, bilg;sayar teknolojisi ve sayisal ¢oziim yontemlerinin gelismesine
paralel olarak yogunluk kazanm§ ve bu konudaki galigmalarin sayisinda 6nemli dlgiide artig
kaydedilmistir. Ozellikle bilegik tabaka problemleri iizerindeki ¢aligmalarda, uygulamadaki
onemine paralel olarak kayda deger ilerlemeler saglanmstir.

Elastisite problemlerinde ifadelerin kangik ve hesaplarin uzun olmasi nedeniyle son
yillara kadar ozellikle bilesik tabaka problemleri iizerinde ¢alisan bilim adamu sayisi azds.
Ancak bilgisayar teknolojisinin ve sayisal ¢6ziim yontemlerinin gelismesi ile bu tiir
problemler iizerinde ¢aliymalar yogunluk kazanmustir.

Bu caliymada da, Elastisite teorisinden faydalamilarak elastik sabitleri ve yiikseklikleri
farkl iki tabakadan olusan ve alt tabakasinda simetri ekseni tizerinde diisey bir catlag
bulunan bilesik tabaka problemi ele alinmaktadir. Bilesik tabaka, Gistten rijit bir blok araciig
ile yiiklenmis olup basit mesnetler (izerine oturmustur.

1.2. Konunun Onemi
Bilindigi gibi, yap: elemanlan dis yilkk ve gevre sartlannin etkisiyle gerilme, yer ve

sekildegistirmelere maruz kalrlar. Miihendislik yapilarinin boyutlandirlmasinda en énemli

adimlardan birisi yapimn bu dis yiik ve gevre sartlan altinda gérevini yerine getirebilmesi i¢in



en son gekline ve olgiilerine karar vermektir. Bunun i¢in malzemeyi karakterize eden bir
parametre ile kritik bir yiik faktéri karsilagtinlir. Kritik yik faktorii uygulanan dis yiike,
gevre sartlanna ve cismin geometrisine baglh bir buyukliiktiir. Malzeme parametresi ise
mélzemenin mukavemetinin bir ol¢lstidir. Bu kargilagtirmayr yapabilmek igin cismin
mukavemetinin hangi halde agildigimn bilinmesi gerekir. Cismin mukavemetinin agilmasim
etkileyen en onemli faktorler asagidaki gibi siralanabilir [2 ] :

a) Malzemenin mekanik davransi,

b) Cevre sartlan (sicaklik, rutubet oram),

c) Dis yiiklerin karakteri (6zellikle zamana baghliklari),

d) Cismin geometrisi.

Bu faktorlerden bir veya birkagimn etkisi altinda yapinin mukavemetinin yok olmast ;

a) Yorulma,

b) Akma, siinme, aginn deformasyonlar,

c¢) Kimyasal yapimn degismesi, korozyon

d) Stabilitenin bozulmas: (burkulma),

e) Kinlma, '
hallerinden birinde olur.

Yapinin mukavemetinin yok olmasina neden olan faktérlerden biri de yukanda
belirtildigi gibi kinlmadir. Kinlma, genel olarak agin yiikler altinda malzemede yeni
ylzeylerin yaratiimasidir [5 0] .

Malzeme iginde ¢esitli nedenlerle mevcut olan kiigiik i¢ kusurlar yukanda bahsedilen
faktorler sebebiyle biiyiimekte ve malzemenin mukavemetini 6nemli olgiide azaltmaktadr,
Bu amagla son seksen yila yakin siire boyunca dislokasyonlar teorisinde biiyiik ilerlemeler
kaydedilmis ve bu sayede i¢inde ¢atlak bulunan cisimlerin incelenmesi daha kolay hale
gelmigtir. Havaciifin siratle ilerlemesi ve uzay endiistrisinin kurulmasi bu yondeki
caligmalan daha gerekli hale getirmistir [60]. Caligmalar daha gok bir gatlak igeren yap:
elemanmnin tagtyabilecegi en biiyik yikii bulmak dolayistyla da gatlagm hangi yiikleme
sartlannda biyiimeye baslayacagim belirleme yoniinde olmugtur. Catlak iceren yap:
elemammin tagiyabilecegi en buytk yiiki bulabilmék igin gesitli teoriler mevcuttur. Bu
teorilerin en 6nemlileri; Griffith teorisi, gerilme siddeti faktorii, sekildegistirme enerjisinin
serbest birakilma oram ve J integrali olarak siralanabilir. Bu teorilerin ilk iigii lineer elastik
larilma  mekanigi, dordiinciisii ise elastoplastik kinlma mekanigi kriteri olarak
kullanilmaktadir [3]. Bu kriterlerden lineer elastik malzemeler icin halen en ¢ok

kullamlmakta olam "gerilme siddet faktori" kriteridir.



Temasta olan iki cisim arasindaki gerilmelerin bilinmesi de cisimler arasinda
siireksizliklerin olup olmamasi agisindan 6nemlidir. Dis yiikiin belirli bir degeri agmasi
durumunda temasta olan cisimler arasinda aynilmalar olur. S6z konusu bu ayrilmalarin hangi
ylikte meydana gelebileceginin belirlenmesi gerekir. Bu durumda da kargilagtirma kriteri
olarak "kritik yiik faktéri” kullamlmaktadir.

Yukanda anlatilanlardan da anlagilabilecegi gibi, karsilagtirma kriteri olarak kullanilan
kritik yiik faktoriiniin belirlenmesi son derece énemlidir. Catlak problemlerinde gerilme
siddet faktorii yardimiyla gatlagin ilerlemeye baglayacag kritik yiikii, temas problemlerinde
ise kritik yiik faktorii yardimiyla temas eden iki cisim arasindaki kritik ayrima yiikiini
belirlemek miimkiin olmaktadir.

1.3. Cahismanin Amaci

Kenarlanna dik bir sekilde i¢ ve kenar catlak bulunan uzun gerit (tabaka) problemi
lineer kinlma mekaniginde iizerinde galigmalarn yogun oldugu bir konudur. Bunun nedeni
pek ¢ok yapi elemammn ve standart deney elemanlanmn gerit geometrisine yakin olmasi
seklinde 6zetlenebilir. Son yillarda bilesik yap: tarzina olan ihtiyacin artmasi ve yukarida
bahsedilen durumlarin da g6z ontinde bulundurulmas: ile temas ve gatlak problemlerinin
birlikte incelenmesinin 6nemi daha da artmugtir. Iste bu amag dogrultusunda alt tabakasinda
diigey bir gatlag: bulunan ve istten rijit bir blok vasitastyla yiiklenen bir bilesik tabakaya ait
stirekli temas ve ¢atlak problemi birlikte incelenmektedir.

1.4. Temas Problemlerinin Tarihsel Gelisimi

Temas problemleri mithendislik yapilarinda pek ¢ok uygulama alanma sahiptir. Makine
pargalarinm birbirine temaslan, elastik yanm diizleme oturan kiris ve tabakalara rijit bloklar
yardimiyla uygulanan kuvvetten dogan miihendislik problemleri temas problemlerine érnek
verilebilir. Temas problemleri ile ilgili ilk ¢ahsma Hertz [4] tarafindan yapilmugtir. Bu
nedenle temas problemleri giiniimiiz literatiiriine "Hertz Degme Problemi" olarak gegmistir
[5]. Hertz' in yapmus oldufu bu galisma siirtiinmesiz yiizey ve tam elastik cisimlerle
sirlandinimugti. 1950' i yillarda degme mekanigindeki gelimelerle birlikte bu sirlamalar
kaldinlmig ve aym yillarda lineer viskoelastisite ve plastisite teorisindeki gelismeler sayesinde

elastik olmayan cisimlerin birbiriyle temasindan dogan gerilme ve yerdegistirmeler

incelenmistir [6 |. Degme problemlerinin bu tarihe kadar olan literatiirii ve ¢6ziim yontemleri



Galin [7]' in eserinde bulunabilir. Yine bu konudaki problemlerin ¢6ziimiinde integral
déniigiim tekniklerinin uygulama metotlan Ufliand [8]" in eserinde verilmektedir.

1.4.1. Temas Problemleri ile i]gili Daha Once Yapilmig Caliymalar

Son yillarda bilgisayar teknolojisinin ve sayisal ¢oziim yontemlerinin geligmesi ile
temas problemleri iizerinde yapilan gahymalar yogunluk kazanmigtir. Integral déniisiim
teknikleri , sonlu elemanlar, simir elemanlann ve sonlu farklar gibi yontemler kullamlarak
temas problemleri ile ilgili pek gok galiyma yapilmustir. Bu ¢alismalarda tabakalar (kirigler)
genellikle elastik yarim diizlem ya da rijit siirekli temel iizerine oturmustur. Ancak elastik
tabakalann rijit mesnetlere, elastik ¢eyrek diizlemlere vs. oturdugu ¢alismalar da mevcuttur.

1.4.1.1. Elastik Yarim Diizleme Oturan Tabakalarla ilgili Cahsmalar

Elastik yanm diizleme oturan tabakalarla ilgili ¢aligmalardan bazilan asagidaki gibi
ozetlenebilir:

Ratwani ve Erdogan [9], sonlu bolgede elastik yarim diizlem tizerine oturan elastik
bir tabakamin (kirigin) sirtinmesiz bir blok aracilifiyla yiiklenmesi haline ait temas
problemini incelemiglerdir. Caliymada blok profilinin dikdortgen™ ve egrisel olmasi
durumlarinda temas yiizeyi boyunca gerilme yayilist elde edilmigtir. Yine sonlu bélgede
elastik yanim diizlem iizerine oturan elastik bir tabakamn rijit ve elastik bloklar araciliftyla
yitklenmesi durumunda cift temas problemi hali Civelek ve Erdogan [10] tarafindan
incelenmistir. S6z konusu bu galigmada problem bir singiiler integral denkleme indifgenmis
ve gegsitli blok profilleri i¢in integral denklem sayisal olarak ¢oziilerek blok altindaki temas
gerilme yayiligi ile blok ile elastik tabaka ve elastik tabaka ile yarim diizlem arasindaki temas
alanlan (uzunluklar) belirlenmistir.

Gegit [11,12], elastik zemine oturan bir tabakamn yayih yiikle bastinlip tekil yiikle
kaldinlmasi ve yayih yiikle bastiilip simetrik tekil yiikle kaldinlmasi haline ait temas
problemlerini incelemistir. Bu ¢aligmalarin her ikisinde de tabaka ile elastik zemin arasindaki
ilk aynilma noktasi ile ilk aynlma yiki belirlenmistir. Adams ve Bogy [13], farkl: elastik

ozelliklere sahip yanm diizlem ile yan sonsuz tabaka arasindaki diiz ve smirli temas



durumlan igin ¢dziimler elde etmiglerdir. Problem ikinci tip bir singiiler integral denkleme
indirgenmig ve bu integral denklemin sayisal ¢6ziimii sonunda temas yiizeyindeki normal ve
kayma gerilmeleri hesaplanmlstm

Cakiroglu [14], elastik yanm diizleme oturan ve iizerinde dikddrtgen rijit bir blok
bulunan elastik tabakaya ait siirekli ve siireksiz temas problemlerini incelemigtir. Calismada, .
once siirekli temas durumu ele alnmi§ ve bu duruma ait singiiler integral denklem elde
edilmigtir. Bu denklemin sayisal olarak ¢éziimi sonucunda da rijit blok altindaki gerilme
yayiligt bulunmustur. Ikinci olarak ise elastik tabaka ile yarim diizlem arasindaki siireksiz
temas durumu ela ainmig ve bu hale ait ikinci bir integral denklem elde edilmistir. Bu
integral denklemin ¢6ziimii sonucunda da tabaka ile yanm diizlem arasindaki ilk ayrilma
noktast ve ilk aynlma yiikii ile temas yiizeyindeki agilmalar incelenmistir. Uzerinde sonlu
geniglikte yayili yiik bulunah bir elastik tabaka ile elastik yansonsuz diizlem arasindaki
siirekli ve siireksiz temas durumlan Cakiroglu ve Cakiroglu [15] tarafindan incelenmigtir.
Aragtirmacilar, yayilt yiik genigliginin tabaka yiksekligine oranmna bagl olarak ilk aynlma
noktas: (uzakligr) ve ilk aynima yiikii ile bu yiikten daha bityiik yiikler igin temas yiizeyi
boyunca gerilme yayihgini elde etmiglerdir. Yine aym gahgmada, siireksiz temas olmasi
halinde yanim diizlem ile elastik tabaka arasindaki agilmalar hesaplanmugtir.

Cakirogiu ve Erdél [16], elastik zemine oturan elastik Ozellikleri ve yiikseklikleri
farkh iki tabakamn siirekli temas problemini incelemiglerdir. Cesitli yiikleme durumlan,
malzeme Ozellikleri ve tabaka kalnliklani oranlan igin bilesik tabakadaki normal gerilme
yayihglan incelenmigtir. Ayrica iki elastik tabaka arasindaki ilk ayriima uzakhi ve ilk ayrilma
yiki ile bu yitk ve bu yiikten daha kigik yikler i¢in temas yiizeyi boyunca gerilme
yayiliglart elde edilmistir. Yine aym arastrmacilardan Cakiroglu [17 ], ayn1 problemin
stireksiz temas durumunu da incelemistir. Bu galismada siireksiz temas durumuna ait simr
sartlan saglatilarak iki elastik tabaka ve elastik zemin ile bilesik tabaka arasindaki 1lk ayrilma
yukii ve ilk ayrilma uzakhklanndan bagka temas yiizeylerindeki agilmalar da hesaplanmustir.
Kritik ayrilma yiikiinden daha biiyiik yiik degerleri igin iki elastik tabaka ve elastik zemin ile
bilegik tabaka arsindaki temas gerilme yayihislan da belirlenmistir.

Adams [18], elastik yanm diizleme oturan ve iizérinde sabit bir hizla hareket eden
tekil bir yiikiin etkisindeki elastik tabakaya ait temas problemini incelemigtir. Bu kanigik stnr
deger proBlemi bir singtiler integral denkleme indirgenerek, degisik hizlarda elastik tabaka



ile elastik yanm diizlem arasindaki temas alam (uzunlugu) ve temas gerilmeleri
hesaplanmistir. Yan sonsuz diizlem ile rijit bir blok arasindaki temas problemi de yine aym
aragtirmaci [19] tarafindan ¢6ziilmiistiir. Gegit [20], yanisonsuz bir diizlem ile yan sonsﬁz
bir silindir arasindaki siirtiinmesiz temas problemini incelemigtir. Problem ikinci tip bir
singiiler integral denkleme indirgenerek temas yiizeyindeki gerilme yayih§t ve gerilme siddet
faktorleri elde edilmigtir. Homojen olmayan elastik yanim diizlem ile rijit bir blok arasindaki
temas problemi Bakirtag [21] tarafindan ele alinmugtir. Arastirmaci yansonsuz diizlemde
homojenligin derinlikle degistigini kabul ederek problemi bir singiler integral‘ denkleme

indirgemis ve integral denklemin sayisal ¢6ziimiinii yaparak temas gerilmelerini incelemistir.
1.4.1.2. Rijit Siirekli Temele Oturan Tabakalarla ilgili Cahgmalar

Elastik tabakalarin rijit siirekli temel iizerine oturdugu galigmalardan bazilan agagidaki
gibi 6zetlenebilir;

Keer ve Silva [22 ], Rijit yarim diizlem tizerine oturan yan sonsuz elastik bir tabakamn
(kirigin) tekil yiikle kaldinlmas: problemini incelemiglerdir. Bu probleme benzer bir ¢aligma
Civelek ve Erdogan [23, 24] tarafindan gerceklestirilmistir. Arastu‘mac;lar, stirtiinmesiz rijit
bir diizlem tizerine oturan sabit kalinhktaki elastik bir tabakanmn kiitle kuvvetlerinin olmasi
durumunda siirekli ve siireksiz temas durumlarim inéelemislerdir. Elastik tabakanin tekil bir
yikle bastinilmasi ve kaldinlmasi hallerinde, elastik tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk
ayrilma noktas: ve ilk aynlma yiikii ile bu yiikten daha bityiik ve daha kiigiik yiikler i¢in
temas ytizeyi boyunca gerilme yayilislan elde edilmistir.

Civelek, Erdogan ve Caklroglu [25], rijit bir yanm diizleme oturan elastik tabakanin
rijit dikdortgen bir blok aracilifiyla yiiklenmesi durumunda siirekli ve siireksiz temas
durumlanm ele almiglardir. Cahgmada ilk olarak siirekli temas durumu incelenerek problem
bir singtiler integral denkleme indirgenmis ve bu integral- denklemin sayisal ¢oziimi ile
sirekli temas durumu belirlenmistir. Elastik tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk aynlma
noktas: ve ilk aynilma yiikii gesitli boyutsuz bityiikliikler igin hesaplammstlr. Ikinci olarak ise
siireksiz temas durumu ele alinmug ve bu duruma ait ikinci bir integral denklem elde edilerek
elastik tabaka ile rijit yanm dilzlem arasindaki agimalar incelenmistir. Yine rijit yarm
dizleme oturan elastik bir tabakamn tekil yitkle kaldinlmasina ait siirtinmesiz temas



problemi Gegit ve Erdogan [26 ] tarafindan ¢oziilmiistir. Lan, Graham ve Selvadurai [27],
rijit diizlem iizerindeki elastik bir tabakanin silindirik iki rijit blok araciifiyla yiiklenmesi
durumuna ait temas problemini ele almiglar ve temas yiizeyindeki geriime yayiligim

incelemiglerdir.
1.4.1.3. Temas Problemleri ile i]gili Yapilmis Diger Calismalar

Temas problemlerinde elastik tabakalann rijit mesnetlere ve iki elastik ¢eyrek diizleme
oturdugu ¢aligmalar da mevcuttur.

Erdogan ve Ratwani [28], iki elastik ¢eyrek diizlemle mesnetlenmis elastik bir
tabakanin siirtiinmesiz temas problemini incelemiglerdir. Yine aynt problem Aksogan,
Akavc ve Becker [29] tarafindan ele alinarak, ii¢ degisik yontemle elde edilen sonuglar
kargilagtiriimigtir.

Egri yiizeyli rijit bir mesnete oturan elastik bir tabakanmn siirtiinmesiz temas problemi
Gegit ve Gokpmar [30] tarafindan ¢oziilmistir. Caliymada, degisik blok profilleri igin
temas yiizeyindeki gerilme yayiisi ve temas alam (uzunlugu) ile simetri ekseni boyunca
normal gerilmeler hesaplanmugtir. Buna benzer bir bagka ¢ah$ma da Gegit ve Yapici [31]
tarafindan yapilmigtir. Bu galiyjmada aragtirmacilar, rijit dikdortgen bloklar iizerine oturan
elastik tabakamn stirekli ve siireksiz temas durumlarim incelemislerdir.

Yukanda bahsedilen galigmalardan bagka, temas problemleri ile ilgili yapilan diger
calismalar; ‘

Diizlem elastisitede yapigik olmayan bazi temas problemleri [32], Farkh elastik
ozelliklere ve farkli geniliklere sahip tabakalar(geritler) arasindaki diizlem temas problemi
[33], Ik elastik tabaka ile sikustinilan bir rijit silindirin tabakalarla olan temas1 [34 ], Tabakah

ortamlarda bazi punch problemlerinin elastik analizleri [35], Sonlu eleman yéntemi ve

matematik programlama teknifi yardimiyla elastik cisimlerin siirtiinmesiz temasi [36],
Simetrik iki silindir arasma yerlegtirilen ince bir tabaka ile silindirler arasindaki temas
problemi[37], Elastik temas problemlerinde sivri noktalardaki (kose noktalardaki)

singiilaritelerin (tekilliklerin) incelenmesi [38], Yan sonsuz bir tabaka ile sonlu geniglige



sahip bir tabaka arasindaki temas problemi [39], Winkler temeli iizerine oturan elastik bir
tabakanin tekil yitk, yayth yiik ve rijit bloklar ile simetrik olarak yiiklenmesi durumlarma ait
temas probfemleri [40], Yine Winkler temeli ile mesnetlenmis elastik bir tabakamn konik,
parabolik, ve eliptik rijit bloklar araciliftyla yiiklenmesi durumlanna ait temas problemleri
[41], Siirtinmeli rijit punch problemi [42], Cok tabakals elastik bir yanim diizlem {izerine
oturan silindirik rijit bir blogun temas problemi [43], Cok sayida izotropik ve ortotropik
tabakadan olusan tabakali yanm diizlemlerin siirtiinmesiz temas problemleri [44,45], Rijit
bir tabaka ile tekrarlanan Rayleigh dalgasi arasindaki siirtiinmesiz diiz temas (smooth
contact) problemi [46] ve Yine rijit bir tabaka ile yiizey dalgas: arasindaki tex;las problemi

[47] olarak 6zetlenebilir.

1.5. Catlak Problemlerinin Tarihsel Gelisimi

Catlakla ilgili onceleri yapilmig ¢aligmalar daha ¢ok bir ¢atlak ihtiva eden Yapl
elemaniin tagtyabilecek oldugu en biyiik yikii bulmak, dolayisiyla da catlagin hangi
yikleme sartlarinda biiyiimeye baslayacagim belirlemek yoniinde olmugstur. Bu amagla cesitli
teoriler ortaya atilmi§ ve bunlarin tartigmalan yapilmistir. Bu konuda en énemli adim Griffith
[48, 49] tarafindan atilmstir. Griffith' e gore malzeme igindeki mevcut kusurlar mukavemet
kaybinda 6nemli rol oynamaktadir. Ancak Griffith' in bu- galigmasi Ikinci Diinya Savagi
sonrasina kadar ihmal edilmigtir. Ikinci Diinya Savas: sirasinda kirlma ile ilgili ok pahali
kayplar oldugu igin savay sonras1 kinlma konusunda aragtirmalar yogunlagtirilmis ve mevcut
teorilerin yeterli olmadif1 gériilmiigtiir [50]. Klasik Elastisite teorisi ile yapilan ¢oziimlerde |
¢atlak uglaninda elde edilen sonsuz gerilmelere itiraz edilmis ve Barenblatt [51] , uglardaki
kohezyon bolgesinin hesaba katilmasim ve smguladteleﬂn kaldinlmasimt 6nermigtir. Bagka
bir caligmada, kinetik enerjinin hesaba katimasi gerektigi Mott [52] tarafindan ileri
stirtilmiigtir. J integrali adi verilen bir integralin catlak civarinda hesaplanmas: gerektigi Rice
[53] tarafindan teklif edilmis ve daha sonralan Sih [54], ¢atlagin ilerlemeye baglamasimn
ancak gekildegistirme enerjisinin belirli bir kritik degere ulasmasiyla miimkiin olabilecegi

gorugini ileri siirmiistiir. Sih, o zamana kadar yapilan ¢alismalarda ileri siiriilen iddialarin



yalmz Mode 1 (agilma) problemlerine uygulanabildigini oysa kendi ortaya koydugu teorinin
her ii¢ Mode i¢in de kullanilabilecegini savunmustur. Diger taraftan Orowan [55] ve Orwin
[5 6-58 ] , yapt malzemelerinin kinlma problemleri i¢in yontemler gelistirmisler ve gelistirmis
olduklan bu yontemlerin uygulanabilirligini baganh bir sekilde ortaya koymuglardir .

Diizlem elastisite teorisinde ¢atlak problemlerinin formiilasyonu ve ¢oziimii igin gesitli
yontemler geligtirilmigtir. Bunlar arasinda analitik fonksiyonlar teorisi, integral denklemler,
sonlu elemanlar, simr elemanlars, asimptotik metotlar ve transform metotlan sayilabilir.
Muskhelishvili [59]' nin iki boyutlu denklemlerde kompleks formda yapmus oldugu
calismalar, ¢atlak problemlerinin analitik ¢oziimiine onemli derecede katkilar saglamustir.
Ancak bu sayede geometrik ve yiikleme sartlanindan ileri gelen singiilariteleri gormek ve

analiz etmek miimkiin olmustur [60 ].

1.5.1. Catlak Problemleri ile Tigili Yapilmis Cahsmalar

1950' 1i yillardan sonra bilgisayar ve sayisal hesaplama alanlaninda bilyiik geligmeler
olmug ve bu sayede sonuglar daha hassas ve daha izl olarak elde edilmigtir. Bu geligmelere
bagh olarak tabaka problemleri pek ¢ok problemin ¢6ziimiine esas teskil etmesi bakimindan
bir anahtar problem olarak kabul edilmis ve cesitli sekillerde ¢oziilmiistiir. Bogy [61],
Erdogan ve Bakioglu [62 ] farkli malzemelerden yapilmig tabakalan yan yana getirerek elde
ettikleri kompozit sistemlerde gatlak problemlerini incelemiglerdir.

Krenk [63,64], simetri eksenlerine gore iginde egik bir ¢atlafi olan elastik tabaka
(serit) problemini ele almugtir. S6z konusu problem bir singiiler integral denkleme
indirgenmis ve bu integral denklem sayisal olarak ¢oziilerek ¢atlak uglarindaki gerilme siddet
faktorleri her U¢ Mode igin de hesaplanmustir. Elastik tabakada yalmz diisey bir catlak
bulunmasi halinde, Mode 3 (yirtima)' e ait gerilme siddet faktorleri hesaplanmis ve bu
sonuglar daha 6nce yapimu§ caliymalarla karsilagtirilmigtir. Kargilastirlan sonuglardaki
rolatif hatanin daima 0.001' in altinda oldugu tespit edilmistir.

Ratwani ve Gupta [65], bilesik tabakalarda parallel catlaklann birbirine etkilerini
incelemiglerdir. Problemde ilk olarak catlaksiz tabakadaki normal ve kayma gerilmeleri

hesaplanmigtir. Daha sonra catlaksiz ¢6ziimden elde edilen gerilmelere zit yonde gerilmeler
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q:étlak ylizeyine yerlestirﬂérek malzeme ozelliklerinin ¢atlaklar tizerindeki etkisi aragtirilmig
ve bu etkilerin dikkate alinmasi gerektigi sonucuna varilmgtrr.

Gupta ve Erdogan [66], sonsuz bir elastik tabakada serbest kenarlanna dik simetrik
iki catlak problemini incelémislerdir. Problem degisik gatlak geometrileri igin géziihnﬁs, i¢
ve kenar catlak durumlarinda gerilme giddet faktorleri ve gatlak yiizey yerdegistirmeleri
hesaplanmigtir. Ayrica kenar catlak haline ait sonuglar yanm diizlem problemindeki
sonuglarla kargilagtintmgtir.

Erdol, Erdogan [67] ve Erdél [68], basit mesnetlere oturan ve kenarlanpa dik
simetrik bir ¢atlag1 olan elastik tabakadaki gatlak problemini incelemiglerdir. Problem iki
halin siiperpozisyonu olarak ele alinarak i¢ ve kenar catlak hallerine ait gerilme giddet
faktorleri hesaplanmigtir. Cok kiigiik gatlak halinde elde edilen sonucun yanim diizlem igin
bulunan sonugla aym oldugu gosterilmigtir.

Civelek [50], simetrik tekil kuvvetlerle yiiklii ve kenarlarina dik bir ¢atlag bulunan
sonsuz elastik bir tabakada catlak uglarinda gerilme dagiigim karakterize eden gerilme
siddet faktorinii degisik geometri ve yiikkleme durumlan igin hesaplamgtir. Tekil kuvvetler
elastik tabakamin i¢ine uygulandif taktirde gerilme siddet faktériiniin Poisson oranmna bagh
olarak degistigi ve dolayisiyla diizlem gerilme ve diizlem sekildegistirme hallerinde degisik
degerler aldifn gosterilmigtir. Tekil kuvvetlerin yiizeye kaydirilmasi halinde ise ¢6ziimiin
Poisson oranmndan bagimsiz olacag belirtilmistir. Yine bu ¢alijmada gatlagin bir ucunun
kenara ulagmasi hali i¢in bir niimerik metot Snerilmistir.

Erdol [69], eksenel simetriye sahip i¢i bog sonsuz uzun dairesel bir silindirde, halka
seklinde bir catlak bulunmasi problemini ele almigtir. Cahgmada, halka seklindeki gatlagin
icte olmas1 durumuyla i¢ ve dis kenar yiizeyine agilan i¢ kenar catlak ve dig kenar catlak
durumlan incelenmistir. Uniform gekme halinde gatlak boyu biiyiidiikge gerilme siddet
faktortniin de arttifn belirtilmigtir. Diger yandan termal geriimeler altinda , igte bulunan
kenar catlak boyu biyiidiikge gerilme giddet faktoriiniin sifira yaklasti1 tespit edilmigtir
[70].

Gegit [71], rijit mesnete bagh elastik bir tabakadaki catlak problemini ele almis ve
problem iki halin siiperpozisyonu olarak diisiinilmiistiir. Kenar ve i¢ catlak hallerine ait
gerilme siddet faktorii ve catlak yiizey yerdegistirmeleri gesitli boyutsuz biiyiikliiler igin

hesaplanmugtir.
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Nied ve Erdogan [72] rijit ya da elastik bir blok arciifiyla sonsuz elastik bir
tabakadaki gatlak problermm incelemislerdir. Green fonksxyonlarmdan faydalamlarak
problem bir singiiler integral denkleme indirgenmis ve bu denklem sayisal olarak ¢oziilerek
mesnetlerdeki siirtiinmenin gerilme siddet faktériine etkisi tartigilmugtur.

Catlak problemleri ile ilgili diger calismalardan bazilan; iki boyutlu bir ¢atlak problemi
[73], Bir elastik yanim diizlemde kenar gatlak ucundaki gerilme siddet faktorii [74 |, Elastik
Ozellikleri farkli yarim diizlemlere bagh bir elastik tabakadaki penny (halka) sekilli gatiak
problem_i [75], Bir elastik yanm diizlemin yilizeyine dik yanisonsuz gatlak problemi [76],
Cok tabakali kompozitlerde ig ¢atlaklarn gerilme analizi [77], Tabakali kompozitlerde ig
catlak [78 ] , Iki yarim diizlem arasina yerlestirilmig kirilmus bir kompozitteki gatlak problemi
[79], iki yapisik elastik yanm diizlemin ara yiizeylerindeki catlak problemi [80 ], Elastik bir
kamadaki gatlak-temas problemleri [81], Residual (artik) gerilmelere maruz bir tabakada
catlak-temas ve serbest yiizey-u¢ problemi [82], Bir elastik tabakadaki kenar catlak ve
viskoz séniim problemi [83], Sonsuz elastik bir tabakadaki catlak etkilesimi [84], Farkli
elastik ozelliklere sahip malzemelerdeki ¢atlaklarin davramiglarim belirlemek igiﬁ bir sonlu
eleman modelinin geligtirilmesi [85], Izotropik elastik bir cisimde penny (halka) sekilli bir
gatlak problemi [86], Iki yanm diizlemin ara yiizeyine yada bir tabakaya yakin gatlak
problemleri [87], Catlak igeren plaklarin elastik davramiglanimin sonlu eleman yéntemi ile
belirlenmesi [88], Normal yiik altinda dig dairesel ¢atlak problemi [89 ] , Homojen olmayan
bir ara yiizey araciifityla baglanmug elastik 6zellikleri farkl iki homojen malzemedeki penny
(halka) sekilli bir atlak problemi [90 ], Tabakalt bir ortamda sabit huzdaki gatlak yayilma
problemi [91] ve Kenar ¢atlag: olan bir yanim dtizlem tizerinde bir ucu diiz (smooth) diger

ucu keskin kenarl rijit punch problemi [92] seklinde 6zetlenebilir.

1.6. Cahymanin Kapsami

Bu caliymada, basit mesnetlere oturan, elastik ozellikleri ve yiikseklikleri farkh iki
tabakadan olugan ve ustten rijit bir blok aracihgtyla yiiklenen bir bilesik tabaka problemi
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Elastisite teorisine gore incelenmektedir. Bilesik tabakayr olusturan tabakalardan alttaki
tabaka bilésik tabakanin kenarlarina dik dogrultuda bir ¢atlaga sahiptir. Bilesik tabakada
butiin yiizeyler siirtiinmesiz olup, kiitle kuvvetleri sadece ilk aynlma yiikii ve ilk ayﬁlma
noktasinin tespitinde géz 6niinde bulundurulmaktadir.

Birinci boliim girig béliimii olup, bu béliimde ¢atlak ve temas problemleri ile ilgili daha
Once yapimg caligmalardan bahsedilmektedir. Yine bu boliimde, Elastisite teorisine ait
temel denklemler ve integral doniigiim teknikleri kullamlarak catlakh ve gatlaksiz hale ait
gerilme ve yerdegistirmelerin genel ifadeleri verilmektedir.

Ikinci bolimde, problemin tamittmi yapilmakta ve problem bilesik tabakada catlak
bulunmasi ve bulunmamas: halleri i¢in ayn ayn ¢oziilmektedir. Bu boliimde, ilk olarak
catlaksiz bilesik tabaka ele alinmakta ve bu duruma ait gerilme ve yerdegistirme ifadeleri
problemin simr - sartlanina uygulanarak problem bir singiiler integral denkleme
indirgenmektedir. Daha sonra bu integral denklem gesitli rijit blok profilleri igin sayisal
olarak ¢ozillmekte ve rijit blok altindaki boyutsuz temas gerilmeleri hesaplanmaktadir. Bu
boyutsuz temas gerilmelerinden yararlanilarak simetri ekseni boyunca normal gerilmeler
incelenmekte ve iki elastik tabaka arasindaki ilk aynlma yiikii ve ilk aynlma uzakhg
(noktast) belirlenmektedir. ikinci olarak ise alttaki tabakada diisey bir gatlak olmas: hali ele
ahnmakta ve bu halde gatlakh tabakanin ¢atlak yiizeyinin ¢atlaksiz ¢oziimden elde edilen
gerilmelere zit yonde aymt siddet ve aym dogrultuda yiiklenmesi durumunda i¢ ¢atlak ve
kenar catlak durumlani goz 6niinde bulundurulmaktadir. Dig yiiklemelerin olrﬁadlgl bu
duruma ait simur sartlan kullamlarak problem yine bir singiiler integral denkleme
indirgenmekte ve bu denklemin sayisal olarak gézﬁrhﬁ sonucunda da i¢ ve kenar catlak
hallerinde ¢atlak uglanindaki gerilme giddet faktorii ve catlak yiizey yerdegistirmeleri
incelenmektedir.

Ugtincii boliim, ikinci boliimde verilen formiilasyonun uygulamastyla ﬂgilidir. Tabaka
kalinhklari, mesnet genisligi, rijit blogun yarigap1 ve temas alanimn bilesik tabakanin toplam
yiksekligine oranlarina ve malzeme ozelliklerinin oranma degisik sayisal degerler verilerek
malzeme Ozellikleri, tabaka kalinliklari mesnet genisligi ve temas alaninin; temas gerilmeleri,
normal gerilmeler, gerilme siddet faktord ve catlak yiizey yerdegistirmeleri iizerindeki
etkileri belirlenmektedir. Bu boliimde aynca yukanda belirtilen sayisal uygulamalardan elde
edilen grafikler ve tablolar verilmekte ve bunlara ait sonuglar tartigiimaktadir.
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Dérdiincii boliimde galigmadan ¢ikartilan sonuglar ve Oneriler verilmektedir. Bu
boliimii kaynaklar ve 6zgegmis izlemektedir. '

1.7. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Bu kisimda, Elastisite teorisinden yararlanilarak gerilme ve yerdegistirme bilesenlerinin
genel ifadeleri elde edilecektir. Bu amag:la;' once biinye denklemleri ve yerdegistirme-
sekildegistirme bagmtilan kullamlmak suretiyle denge denklemleri, yerdegistirmeler
cinsinden yazilarak Navier denklemleri elde edilecektir. Yerdegistirme bilegenlerinin gerekli
tirevleri Navier denklemlerinde yerine yazlarak elde edilecek adi diferansiyel denklem
takiminin ¢6ziimii sonucunda da yerdegistirme bilesenlerinin genel ifadeleri bulunacaktir. Bu
. ifadelerin biinye denklemlerinde yerine yazilmas: ile de gerilme bilegenlerinin genel ifadeleri
elde edilecektir. i

1.7.1. U¢ Boyutlu Halde Elastisite Teorisinin Genel Denklemleri

Ug boyutlu halde F,,F, ve F, hacim (kiitle) kuvvetlerini, 0,,0,,0,,7,,,7, ve T, de

gerilme bilesenlerini gostermek tizere, denge denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

9o;+9_1,,,+afrm F.=0 1
dx Jdy 9dz = )
adt, do, drt »

224 —E L F =0 . (2)

dx dy dz 7

=+ +—==+F, =0 €))

Bu denklemleri yerdegistirme cinsinden yazabilmek igin, sekildegistirme bilesenleri ile
yerdegistirme bilesenleri arasindaki;

& =3 4)
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=g )
€, =3—: (6)
Vo =§—z+3—: @)

tirev bagntilarii ve gerilme-sekildegistirme (Hooke Kanunlar) bagintilanm kullanmak
gerekmektedir. Bu ifadelerdeki #, v ve w sirasiyla x, y ve z dogrulusundaki yerdegistirme
bilegenlerini, £,, £, €,, ¥,,, 7., Ve 7, ise yine sirasiyla x, y ve z dogrultusundaki birim
. uzamalan ve dik koordinatlarda kayma sekildegistirme bilegenlerini gostermektedir.
Gerilmelerin yerdegistirme bilegenlerinin tiirevleri cinsinden ifadeleri (biinye denklemleri);

du
o;=7te+2,ua—x (10)
a .
0'y=7te+2u£ a1
d
0'z=7le+2u§-:i (12)
ol )
v = K3y " ax (13)

[, 2
T==H az+8x (14)
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aw dv
= (5-*-_3—2-] (15)

seklinde yazlabilir. Bu ifadelerde, A ve u Lamé sabitlerini gostermekte olup;

3 vE
T A+vY(1-2v)°

E
2(1+v)’

‘u=

olarak tammlanmaktadir. Burada, e, E ve Vv sirastyla hacim degistirme oram, Elastisite
modilii ve Poisson oramt olarak bilinmektedir. Aynca 7, =7,, T =7, ve T,=T,
bagintilan mevcuttur.

(10-15) denklemlerinin (biinye denklemleri) gerekli tiirevleri alimr ve (1-3) denge
denklemlerinde yerine konulursa, Navier denklemleri;

(X + u) +,uV2u+F =0 (16)

X+ u) +,uV2v+F =0 a7
de )

(K+u)a—z-+uV w+F, =0 (18)

seklinde elde edilmig olur. Burada, V? : Laplace operatérii olup;

32 aZ 82

viaZ
ox’ "oyt oz
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oldugu bilinmektedir.
1.7.2. Navier Denklemlerinin iki Boyutlu Hale Indirgenmesi

Ele alinan problemin iki boyutlu olmas: nedeniyle kistm 1.7.1." de verilmi§ olan G¢
boyutlu hale ait ifadelerin iki boyutlu hale indirgenmesi gerekir. Bunun igin z ekseni igin
yazilmig olan terimlerin sifir ainmas yeterlidir.

Buna gore (16-18) bagintilarindan faydalamlarak dizlem sekildegistirme halinde
Navier denklemleri;

d|[du Jv )
(K+u)ax(ax+ay]+yv u+F,=0 (19)
d(du dv 5
(7&+u)ay(ax+ay)+yv v+F, =0 (20)
seklini alirlar.

Diizlem gerilme halinde ise diizlem sekildeZistirme haline ait ifadelerde,

E(Q+2

=— vV
1+v 1+ v?

yazmakla, Navier denklemleri;

E 9dfdu av) _,
+uVu+F =0 21

2(1-v) dx\dx ' 9y

+ uVV+F, =0 22)

E 0 (31{ o)

20-v) ay\3x " 9y

seklinde ifade edilebilirler.
Eger kiitle kuvvetleri ihmal edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa Navier denklemleri;
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Diizlem gekildegistirme halinde :

Vu+ x;“ ;x(g—: j—;] 0 (23)
V2v+x;u ;y(g—;’:- %] 0 (24)
Diizlem gerilme halinde :

e
e e

seklini alirlar. Gerek diizlem gekildegistirme ve gerekse diizlem gerilme halleri igin elde
edilen bu iki diferansiyel denklem sistemi sekil itibariyle birbirine benzediklerinden bir &0
sabiti yardimiyla bir tek formda asagidaki gibi yazlabilir.

PPN L P 27
( )axz dy* = dxdy @n

1422t 2 0 g 28
)8y2 ax® T oxdy (28)

U

Bu ifadeler kullamihirken, diizlem sekildegistirme halinde: @ = A ve diizlem

_£E
2ul-v)

olan ¢oziimler belirli bir sabitin degerini degistirmekle her iki hal igin de gegerli olacaktir.

gerilme halinde ise: @ = alinmas1 gerekmektedir. Bu nedenle ileride yapilacak
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1.7.3. Gerilme ve Yerdegistirmelere Ait Genel Ifadelerin Elde Edilmesi

G6z Oniinde bulundurulan problemin ¢ozilebilmesi igin gerekli olan gerilme ve
yerdegistirmelerin genel ifadelerinin bulunmas: gerekir. Bunun igin izlenecek yol; yukandaki
(27) ve (28) diferansiyel denklemlerinin, siur sartlarndan bazilanm ve problemin simetri
sartlanm saglayan ¢Oziimlerini iki aynn hal i¢in belirlemek ve bu ¢6ziimlerin
siperpozisyonunu yapip en genel halde gerilme ve yerdeZistirme ifadelerini bulmak
olacaktir. Bu iki hale ait formiilasyon agagidaki gibi yapilabilir.

1.7.3.1. Catlaksiz Tabakada Gerilme ve Yerdegistirme ifadeleri

Catlaksiz tabakadaki gerilme ve yerdegistirme ifadeleri; tabakanin kiitle kuvvetinin
ihmal edilmesi halindeki ¢6ziimii ve yalmz kiitle kuvvetinin etkisinde bulunan tabakamn
¢Oziimii olmak tizere iki halin siiperpozisyonu olarak incelenebilir.

1.7.3.1.1. Tabakanin Kiitle Kuvvetinin ihmal Edilmesi Halindeki Céziimii

Problemin y eksenine gore simetrik olmas nedeniyle yerdegistirme bilesenleri;

u'(%,3) = —u"(-x,) | (29)

V(%) =V (=x,y) (30)

bagmntilanm saglarlar. Bu -ifadelerdeki "x" st indisi kiitle kuvvetlerinin bulunmadif
gatlaksiz hali temsil etmektedir. u”(x,y) ve v*(x,y) yerdegistirme bilesenleri Fourier siniis

ve Fourier kosiniis doniigiimleri seklinde agagidaki gibi ydzﬂabilirler.

W' (x,y) = %Jo 6(t,y)sin(ax)da 31)

. 2 ("
v(x,y)= ; A v(a,y)cos(ox)da (32)
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Bunlarnn ters Fourier doniigiimleri ise ;

0@, =] u'(x,y)sin(@x)de (33)

v(a,y) = J; v'(x, y) cos(ax)dx (34)

olarak ifade edilebilir. Burada, a doniigim degiskeni olup;, ¢(cr,y) ve w(a,y)
fonksiyonlan  #"(x,y) ve v'(x,y) yerdegistirme ifadelerinin ters Fourier doniisiim

fonksiyonlandir. Bu fonksiyonlarin belirlenebilmesi igin (27) ifadesini sin{orx)dx ve (28)
ifadesini de cos(ax)dx ile garpip (0, +oo) aralifinda integre etmekle,

L4

= 2%u" d%' aw' |,
_L [(l+m) Fe + P +@ axay:lsm(t)tx)abc—o (35)

J‘"I: aWw' I’ 2%

(1+o) FIE + 3 +0 aJ‘:achos(otx)afx=0 (36)

0

ifadeleri elde edilmis olur. Bu ifadelerde, ' =u"(x,y) ve v’ =v'(x,y) oldugu
bilinmektedir. #"(x,y) ve v"(x,y) yerdegistirme bilesenlerinin (35) ve (36) denklemlerinde

kullamlacak gerekli tiirevleri[93];

] i%&sin(ax)dx=—a2¢(a,y) 37)
= 9% : . d?
J —’;%)-sm(ax)mgy?[ma,y)] (38)

r W' (x,y)

. d
o Jxdy sin(ax) dx =‘“5[W(a,)’)] (39)
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fo ” éi‘;S‘—’y)c’os(oex)afx =-a’y(a,y) (40)
f %cos(ax)M%[w(a,y)] (41)
~du’ d

] T“x(a—xyiﬂcos(ax)abc =azlo@.y) 42)

olarak yazlabilir Bu ifadeler elde edilirken kismi integrasyon uygulanms ve

PO 1 ¢ | - 2 €50 | B €5 )] I
u (O,y)—u (oo’y)_v (°°ay)_ : ax m— ax m_ dx x=0_0 Simr
sartlar1 dikkate alinmigtir. .
Yukandaki tiirev ifadeleri (35) ve (36) denklemlerinde yerlerine konulur ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa, '
, d? d
~1+@)a 9@, )+ (s (@, y)] -0 a—[y(@.y)] =0 (43)
dy dy
d? s d
(1+ar);,7[wa,y)] —a’y(@,y)+D o E[Ma,y)] =0 (44)

adi diferansiyel denklem takimu elde edilir. Bu diferansiyel denklem takimini daha basit hale
getirmek igin (43) ifadesi y' ye gore iki defa, (44) ifadesi de y' ye gore bir defa tiiretilirse ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa ¢(cx, y)' ye gére dérdiincii mertebeden sabit katsayil, lineer,
homojen bir diferansiyel denklem elde edilir.

4

d d? :
" [¢(cr, )] - 20 ;,y—2[¢(a,y)] +a*g(a,y)=0 45)

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimi ¢(ct,y)=¢™ seklinde aramr ve gerekli islemler

yapilirsa,
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m*=2a’m*+a*=0 (46)

karakteristik denklemi elde edilir Bu karakteristik denklemin kokleri; m =m, =,

m, =m, =—0 olarak bulunur ve diferansiyel denklemin ¢6ziimi,

¢(@.y)=(4 +4,y)e ” +(4,+4,y)e” (47

olarak elde edilir. Bu ifadenin gerekli tiirevleri alimp (43) denkleminde yerine yazilmasi ve
gerekli iglemlerin yapiimast sonucunda da y(c, y) bilinmeyen fonksiyonu,

v(@,5) =[A, +(a5+y)A2]e””+{—A3 + (f-y)AJ e’ (48)

olarak elde edilir. Bu ifadelerdeki 4, (i=1,...,4) katsayilant problemin smur sartlarindan

belirlenmesi gereken bilinmeyenlerdir. k ise bir malzeme sabiti olup;

Diizlem sekildegistirme halinde : x=3-4v,
Diizlem gerilme halinde c k=G-v)/(1+v)

oldugu bilinmektedir. x ifadesinde gegen V ise Poisson oramm gostermektedir.
Yukandaki ifadelerle bulunan ¢(et,y) ve w(e,y) fonksiyonlanmn (31) ve (32)

esitlikiérinde yerlerine yazilmasi ile #"(x,y) ve v"(x, y) yerdegistirme bilegenleri;

. 2 -ay ] .
u (x,y)=;J; [(A1+A2y)e +(4,+4y)e ]sm(ax)da 49) .

K ay
-4, o[E- y)44]e }eos(a v)da (50)
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olarak elde edilirler. o)(x,y), o, (x,y) ve T, (x,y) kartezyen gerilme bilesenlerini

gostermek Gzere gerilme alam, 4" (x, y) ve v'(x,y) yerdegistirmelerine bagh olarak

R ou’(x,y av'(x,
ACHEICERECE L2 . 1)

. av'(x, du’(x,
% (n9)= G 20) 20 () (52)

r;(x,y)= u(&‘u (x, y) v’ (x, y))

3y P (53)

yazilirlar. (49) ve (50) ifadelerinde gerekli tiirevier alinr (51-53) ifadelerinde yerlerine
konulur ve gerekli duzenlemeler yapilirsa, gerilme bilegenleri;

2 3- o
;J; { [a(Al +AzJ’)‘TKA2]e
[ (A +A4y)+3—2--—A ]e }cos(ax)da (54)

2 1+x
2# 0, (x,y)== f{ [ A+Azy)+TA]e

[ (A +A4y)--l—+——-A ]e }cos(ax)da (55)

T
2# ;y(x}’) J-{ [ A+A2y)+K—2—A2:’e
+[a(A3+A4y)—K—2"—1A4]e” }sin(orx)dex (56)

olarak bulunurlar,
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1.7.3.1.2. Yalniz Kiitle Kuvvetleri Etkisindeki Tabakanin Coziimii

Kiitle kuvvetleri F, =0 ve F, = p g olmasi halinde gerilme ve yerdegistirme ifadeleri _
asagidaki gibi hesaplanabilir.

Yerdegistirme fonksiyonlanimn segilmesi ve gerekli tiirevlerin almarak Navier
denklemlerinde yerlerine yazilmasi ile,

u* (x,y)=u*(x) (57)

vE(x,y) =vE(y) (58)
du*t IH* d%u* 9F

(x'+:u)( axz +axay]+ ,U( axz + ayz ]_0 (59)
d*ut It e RVl

(x+.u)(axay+ ay2 ]'l'lu'( axz + ayZ J=pg (60)

olur. Burada, p ve g swasiyla tabakamn yogunlufunu ve vyergekimi ivmesini
gostermektedir. "& " ist indisi ise kiitle kuvvetini temsil etmektedir. (59) ve (60) ifadelerinde
u* =u*(x,y) ve v* =v*(x,y) oldugu unutulmamalidir. (59) denkleminden,

dzuk(X) _

2 =0 (61)
duasfx) —a 62)
u(x)=ax+b (63)

ve (60) denkleminden de,

V') __pg
ay’ A+2u

(64)
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'y pg |
& -(x+2u)y+c (65)
Pg

v () = Myz +cy+d (66)

olarak bulunurlar. Bu ifadelerde gecen a, b, ¢ ve d integrasyon sabitleridir.
Kiitle kuvveti p g ve kalinlii A olan tek tabaka igin x ekseni tabakamn altindan

gegmek iizere;
u*(0)=0 (67)
v (0)=0 (68)
o, (x,y)=pgy—h) (69)
fo o, (x,y)dy=0 (70)

siir sartlani yazlabilir. Yazlan bu siur sartlanmin yukandaki yerdegistirme ifadelerine

uygulanmast ile,

pghl1+x Kk-1
- +
2ul 8 " k+1

:, ve d=0

olarak bulunurlar. Hesaplanan bu integrasyon sabitlerinin (63) ve (66) ifadelerinde yerlerine

'yazilmasi sonucunda yerdegistirme ifadeleri; -

u* (x,y) = o gzgﬁx’ (0< x <o) 1)
. 1 1
v (x,y)—i’fy[:—Jr1 )—ﬂh] ©O<y<h) (72)
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olarak hesaplamirlar. Gerilme-gekildegistirme arasindaki bagntilardan (Hooke kanunlar)
yaralamlarak gerilme bilesenleri de,

0! (5.3 =2 pg(y~2) 73)

o, (x,y)= pg(y-h) | , (74)

T4 (x,))=0 (75)
olarak elde edilirler.

Catlaksiz tabakaya ait gerilme ve yerdegistirme ifadeleri en genel halde, kiitle
kuvvetsiz ifadelerle yalmz kiitle kuvvetinden dogan ifadelerin toplam olacagindan;

' (x,y)=u"(x,y)+u"(x,y) (76)
Vi) =V (x,y)+v (%) W)
0, (x,y) =0, (x,y) +0% (x,y) (78)
0,(x,y)=0,(x,y)+0; (x,y) (79)
T =7, (X)) +1.(x.) (80)

olarak yazlabilirler. Bu ifadeler daha agik bir sekilde asafidaki gibi yazlabilir.

2~ — o] .
u’(x,y):;.[) [(4+4,y)e "+ (4, + 4,) "] sin(ax)de

3- h
JI-xpgh

2 (81)
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=2 [l
Lot

pg [x-1 1+ x :’
P8 X K, 82
+2u [x‘+1(y h) 8 82)

Lo 2f [ 3-x ]-w
Zﬂo-x(x,y)-ﬂ"[) { a(Al+A2y) 2 AZ e
3"‘K ay
+ [(x(A3 +4, y) +'-—2-—A4 Je }cos(ax)da
1 3-¢ h

+5K—HP§0’—? (83)
ool =2 | —[a(A TR L
2u% >y 7% 1 T A4) D) 2_!

a 1 ‘
+[a( A,+ 4, y) - l?AAL :!e i’ }cos(ax)da + ZI pgly—-h) (84)

1

2 (” K-1 —
24 Ty (%) =;J; { "I:a(Al +A2y)+—2_—"42:’e Y

+,’:a(A3 +4, y)—KT—IA4 }e"’ }sin(erx)der (85)

Yukandaki ifadelerde gecen "1 "4

st indisi, catlaksiz tabakada kiitle kuvvetinin etkisin;
de igeren ¢dziimii temsil etmektedir,

1.7.3.2. VY Ekseni Uzerinde Simetrik iki Catlag: Bulunan Sonsuz Bjr Diizlemin

Coziimii

Bu durumda y ekseni iizerinde X eksenine gore simetrik iki ¢atlagr bulunan sonsuz bir
diiziem ele alinacaktir. By halde yerdegistirme bilegenleri,
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u’ (x’y) =u2(xs—y)’ (86)

v? (x’y) =—v’ (x:-y): (87)

bagmtilanm saglarlar, Yukandaki ifadelerdeki "2" iist indisi tabakada yalmz catlak
bulunmasi halini temsil etmektedir. 2 (x,y) ve v?(x,y) yerdegistirme bilesenlerinin Fourier

siniis ve Fourier kosiniis déntigiimleri,
2 2 J' )
W (%)==, S(,&)cos(E3)d (38)
2 2 J’ ) .
v(ey) =), T(r &) sinEy)dg (89)
seklinde yazilabilir. Bunlarn ters F ourier doniisiimleri ise;
S(x,8)=] *(x,y)cosEN D (90)

T(x,€)= ) v*(x,y)siny)dy ©1)

olarak ifade edilebilir. Bu ifadelerde, £ doniisiim degiskeni olup; S(x,§) ve T(x,S)
fonksiyonlan #®(x,y) ve v®(x,y) yerdegistime ifadelerinin ters Fourier déniigiim
fonksiyonlandir. Bu 'fonksiyonlann belirlenebilmesi igin (27) ifadesini cos(y)dy, (28)
ifadesini de sin(€y)dy ile garpip (0, +o) aralifinda integre etmekle,

ol 0%u* 9% 2%
I (05 S axay}cos(éy)ay=0 92)

~[ dW? aH? PESC
J; _(1+w) 3 + Ep +O ax(s’y‘lsm(fy)djl: 0 93)
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esitlikleri elde edilmiy olur. Bu ifadelerde «® =u’(x,y) ve v’ =v'(x,y) oldugu
bilinmektedir. #>(x,y) ve v*(x,y) yerdegistirme bilegenlerinin (92) ve (93) ifadelerinde

kullamlacak gerekli tﬁrevleri[%];

[ 20D conieyyay = {50 94)
[ ;}f 2D cos(éy)ay=-£7505,8) ©5)
[ {’"”) cos(E)dy =& {5, 8)] ©6)
[ 220D gy =12 )
[ 2 snendr=— 1) ©8)
[ 25 iniey y=- 250 ©9)

olarak yazilabilir. Bu tiirev ifadeleri (92) ve (93) denklemlerinde yerlerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa agagidaki adi diferansiyel denklem takumt bulunur. ‘

(1+w) [S<x5)] E28(x,E)+@ & — [T<x,é>]=o (100)

~(1+@)5*T(x, é‘)+d e lrep]-o 8 L5t 8] =0 (101)

Bu diferansiyel denklemleri daha basit hale getirmek icin (100) ifadesi x' e gore bir
defa, (101) ifadesi de x' e gore iki defa tiiretilirse ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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d* d? ,
18] =287 — [T §)]+£*T(x,§) =0 (102)
T(x,E) ye gore dordinci mertebeden sabit katsayih, lineer homojen bir diferansiyel
denklem elde edilir.

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii, daha once yapildig: gibi T(x,E)=g" seklinde
aramr ve gerekli islemler yapilirsa;

n* =28t +E4 =0 (103)

karakteristik denklemi elde edilir. Bu karakteristik denklemin kokleri; m, =n, =& ve

n, =n, =—& olarak bulunur, Diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise,

T(x,£)=(B +B,x)e " +(B,+B,x)e™ : (104)
seklinde bulunabilir.

Gerilme ve yerdegistirmelerin sonsuzda sifir olacaklan diigiiniiliirse, B, = B, = 0 olur.
Bu durumda,

T(x,£)=(B,+B,x)e " (105)

olur. 7(x,&)' nin gerekli tirevleri (101) ifadesinde yerlerine yazilir ve aym ifade x' e gore
integre edilirse S(x, &) fonksiyonu da,

(2+o)
(0]

S(x, &) =[BI+ B, +xB, ]e“f" (106)

seklinde elde edilmis olur.
Bulunan bu ¢ézimler simetri nedeniyle x=0 ve y=0 eksenleri iizerinde kayma
gerilmesi bulunmamas: sartim saglamalidir. Kayma gerilmesinin (13) bagmntist ile verildigi

dugiiniliirse, T fv (x,0) = 0 sartimin saglandif1 yerdegistirme ifadesinden hemen goriilebilir. O
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halde 72 (0,y) = 0 sartnin saglatilmas: gerekir. Yukanda bulunmus olan T(x,&) ve S(x,£)
ifadeleri yerdegistirme ifadelerinde yerine konur ve y ekseni lizerinde kayma gerilmesinin

sifir olmasi gart1 yazilirsa,

2
olarak elde edilmig olur. Bu ifade (105) ve (106) denklemlerinde yerine yazilir ve @ = ——

-1
oldugu digiintlirse;
T(x, §)—%—(—+§x)e s (107)
S(x,&) = %(’CT”H; x)e—éx (108)

ifadeleri elde edilmig olur. Bu ifadeler (88) ve (89) denklemlerinde yerlerine yazilir ve
B, = ¢(&) doniigimi yapilirsa, yerdegistirme ifadeleri asagidaki gibi olur.

=2 L g ooy (109)
=2 BEEL £ lanyat (110)

Yerdegistirme ifadelerinin gerekli tirevleri biinye denklemlerinde yerine konulur ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa gerilme ifadeleri de,
1 20
25 2(y)=-=] EA+Ex)E " cos(Ey)de (111)

1, 2 &
a0 wN=-2] pE)1-¢ De” cos(Enag (12)
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ares =] te@ e e )

seklinde bulunmus olurlar.
1.7.3.3. Catlaksiz Tabaka ve Sonsuz Diizlem Hallerinin Siiperpozisyonu

Catlaksiz tabaka ¢6ziimiinden bulunan gerilme ve yerdegistirme ifadeleri ile y ekseni
lizerinde x' e gore simetrik ¢atlak bulunmasi halinde elde edilen gerilme ve yerdegistirme
ifadelerinin kargilikli olarak toplanmasi sonucu gerilme ve yerdegistirme bilesenlerinin genel

ifadeleri,

u(x,y)=u'(x,y)+u*(x,y) (114)
v(x,y) = v'(x,3)+Vv*(x,y) | (115)
0. (x,y) =0,(x,y)+0l(x,) (116)
o,(x,y)=0,(x,)+0; (x,y) (117)
T,(60)=1,(x,))+72 (%) (118)

olarak bulunurlar. Bu siiperpozisyon isleminin sonucunda ¢atlakli tabakadaki yerdegistirme
ve gerilme bilegenlerinin agik ifadeleri agagidaki gibi yazlabilir.

u(x,y)= ”J [A +A2y)e +(A +A4y a"]sm(ax)da +W nghx
2 -
+7z:‘[3 ¢(§)(—2—+§x) “cos(Ey)dE (119)

w(x,y) = %,‘; { [AI +(§+y}42]e—ay+[—A3 +(‘—x’€-—y)A4Jew}cos(a x)da
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Eyl:;::l'(}’ )-H—Kh] — _L 2-@(——5 x) “sin(€ y)dé

21 2
(120)
‘ 3-x -y
2—0' (x, )= J. {[ (4, +A2y 5 AZ]e
+[a(A3+A4y)+3—A ]e }cos(a x)da+21u 1T Kpg(y —)
2] 0€)1+& x)e "ot e (121)

-—-o(xy)~nf{ [ A+Azy)+-12—KA]e

1
+[a(A +A4y) 121c ]eay }cos(a x)da+ﬁpg(y—h)
=3 N1 g e o (122)

—-T e y)-—f { [ (4, + 4,5)+ Az]e"a-y
+ [oe(A3 +4,y) —-KT—1A4 ]eay }sin(er x)dar

=] 62 re ¥ sin(e )t (123)

Yukandaki gerilme ve yerdegistirme bilesenleri hem diizlem gerilme ve hem de
diizlem sekildegistirme halleri i¢in- K ' nin verilen degerlerine gore kullanilabilirler.



2. YAPILAN CALISMALAR
- 2.1. Girig

Bu boliimde, iizerinde rijit bir blok bulunan ve. basit mesnetlere oturan, bilesik tabaka
catlakli ve catlaksiz olmak iizere iki kistmda ele- alinmaktadir. Ilk olarak catlaksiz bilesik
tabaka problemi ele alinmakta ve bu hale ait iki elastik tabaka ve bilesik tabaka ile rijit blok
arasindaki siirekli temas durumlan incelenmektedir. Ikinci olarak ise ¢atlakl haie ait bilesik
tabaka problemi incelenmeke ve ¢atlak uglarindaki gerilme siddet faktorleri ve gatlak yiizey
yerdegistirmeleri hesaplanmaktadir.

2.2. Problemin Tanim

Iki noktadan mesnetlenmis, elastik sabitleri ve yitkseklikleri farkh iki tabakadan olugan
ve ustten rijit bir blok vasitasiyla 2P siddetinde tekil bir yiikle yiiklenmis bilesik tabaka
problemi iki boyutlu Elastisite teorisine gore incelenmektedir. Bilesik tabakayl olusturan
tabakalardan Ustte olamn (2 nolu tabaka) kalinlig A, olup 2a genisliéihde temas ylizeyine
sahip bir rijit blokla siirekli temas halindedir. Alttaki tabaka (1 nolu tabaka) ise y simetri
ekseni boyunca diigey bir catlaga sahip olup kalinlii 4, dir. Bilesik tabakamn toplam
kalmh@ ise 2 dir. Problemde biitiin yiizeylerin siirtinmesiz oldugu kabul edilmekte ve
tabakalar x ekseni boyunca (- oo, +00) arasinda uzanmaktadir (sekil 1). Dig yiik, rijit blok,
mesnetler ve tabakalar y eksenine gore simetrik oldugundan hesaplamalar; rijit blok igin (0,
+a), mesnejcler icin (0, +b) ve tabakalar igin ise (0, +oo) arasinda yapilmaktadir. Problem
diizlem hal igin incelendiginden z dogruktusundaki kalinltklar birim olarak alinmugtir.

Sozkonusu catlakh bilesik tabaka sekii 1’ de gorildiigii gibi iki halin sliperpozisyonu
seklinde diisiiniilerek ¢oziilebilir : _ ‘

a) Catla.ksé bilesik tabakamin dis yiikler altinda siirekli temas durumunun incelenmesi.

b) Catlakh bﬂesik tabakanin, catlak yiizeyinin (a) ¢oziimiinden elde edilen gerilmelere
zit yonde aymt giddet ve aym dogrultuda yitklenmesi halinde incelenmesi. Bu durumda dig
yiklemeler yoktur. Bu iki hal siiperpoze edilirse sozkonusu di yiikleme altinda serbest
catlak yﬁzgyi hasil olur.



34

<P
< ® ’Fa_'ira"‘ X3, H3.V; ) h;
1 1t
CD d Xl,u.l.vl > 1
( ) I]jfc L L
T T
* b—k b—
y
2P
< ® -;l‘a—;ra-;k- X2. 1.V, } he
: + h ()
( @ i X180V > Iil .
T T
# b + b +
1 *
!
I
A |
\ | :
® | xzvﬂz-vz) 2
' # h (o)
( ©) %’;,(O-ﬂ Xy Myvy > T‘ X

Sekil 1. Iki halin siiperpozisyonu olarak elde edilen gatlakl: bilesik tabaka
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2.3. Catlaksiz Bilesik Tabakann Siirekli Temas Durumunun Incelenmesi

)

Bu kisimda, sekil 2’ deki gatlaksiz bilesik tabakamn siirekli temas problemi Elastisite
teorisine gore incelenmektedir. Ilk olarak bilesik tabaka ile rijit blok arasindaki temas
gerilmeleri ve temas yiizeyleri (alanlart) hesaplanmakta ve y simetri ekseni boyunca &, (0, )
ve 0,(0,y) normal gerilmeleri incelenmektedir. Daha sonra iki elastik tabaka arasindaki ilk

ayriima yiikii ve ilk ayrilma uzakliklan ile ilk ayrilma yiikii ve bu yiikten daha kiiciik yiikler
icin tabakalar arasindaki temas gerilmeleri ele ahnmaktadir.

]

I !

2P % 2P
III/

FaAa# I
® _'r X2:M3.V; + ! |

§ | i
©) | Xp Mo vy |

| x z ||

72 1
T T e

Sekil 2. Egri yiizeyli rijit bir blok aracihig: ile yitklenmis ve basit mesnetlere oturmus
catlaksiz bilegik tabaka

N N
—

2.3.1. Kullanilacak Denklemler

Catlaksiz bilegik tabakanin siirekli temas durumu incelenirken kiitle kuvvetleri yalmz
iki tabaka arasindaki ilk aynlma yiikii ve ilk ayrilma uzaklhif: ile tabakalar arasindaki temas
gerilmeleri hesaplamirken dikkate alinmugtir. Kiitle kuvvetlerinin ihmal edildigi durumda
gerilme ve yerdegistirme ifadeleri, boliim 1’ de verilmis olan (49-50) yerdegistirme ve (54-
56) gerilme ifadelerinden faydalamlarak her iki tabaka i¢in ayr ayn yeniden yazilacaktir.

Kahinlif1 4, olan 1 nolu tabakanin elastik sabitleri u, ve v, dir. Elastik sabitleri u, ve
v, olan iki nolu tabakamn kalnhg ise A, dir. Bilesik tabakanin toplam kalinhg ise
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h=h, +h, olarak verilmektedir. Burada verilmi§ olan kahnlhk ve elastik sabitlere gore
gerilme ve yerdegistirme ifadeleri 1 ve 2 nolu tabakalar icin agagidaki gibi yazilabilir.

1 nolu tabaka igin ~ (0Sx<oo, 0Sy<h):

#,(x,y) = %fo”[( 4+ 4,y) e +(4, + 4,y) "] sin(ex x)da (124)

vl(xay)=%-[) { _Al +(%+y)Az]e.ay
B

K,
+| -4, +(——— y)A }eay}cos(a x)do (125)

(,y)-—f {[ (4, +4,y)- 3—2K‘A2]e"°"'

+[oz(A3 +4,y)+ (126)
1+K ~ay
2u o, =] { [ (4,+ Ay)+ == Az]e
+l:a(A3+A4y)—1+2KI AJe“" }cos(ax x)der (127)
1 1]
o xy,(xy)——j { [ (4, +4,9)+ Kz 2]3
[, . K-1 1o,
+|_a(A3+A4y)——2——A4 le }sin(ex x)dex (128)

2 nolu tabaka icin (0£x<oo, B Sy<h):

2" ]
u, (x,y) = ;L (B, +B,y)e™ +(B, + B,y) ] sin(a x)dcx (129)
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1 3-k -
zu—o' (xy)_""J. {I: B+Bzy Zsz]eW

+[az(B3 +B,y)+ 2K2 B, ]eay }cos(a x)do:

1 1+x, -y
2L, Gyz(xY)=—j { l:a(B +Bzy) 5 Bz]e

+|:oz(B3 +B,y)—-

K,—1

Ty, (B))=7 20 [ (B, +B,y)+ Bz]e"”

2,

+[a(B3 +B,y) —%434]3“” }sin(a x)dox

(130)

(131)

(132)

(133)

Yukandaki ifadelerde gegen 4, ve B, (i =1,...,4) bilinmeyen fonksiyonlan daha énce

belirtildigi gibi bilegsik tabakamn alt ve st yiizeyleri ile tabakalar arasindaki temas

ylzeyindeki sinir gartlan saglatilarak elde edilecektir.

2.3.2. Catlaksiz Bilegik Tabakaya Ait Simir Sartlar

Kutle kuvvetleri ihmal edilen bilesik tabakammn alt ve ust yiizeyleri ile tabakalar

arasindaki stirekli temas yiizeyi boyunca sinir sartlar;
Txy;(x,h)=0, (0€ x <),
Txyz(x’hl):O’ (0S x <o),

Ty, (5,7)=0, (0 x<e),

(134)

(135)

(136)
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0, (x,l) =0, (x.h), (0= x <), (137)
7, (£,0)=0, (0S x<), (138)
o, (x,0)=-P8(x-b), (139)
-;—x[vz(x,hl)—vl(x,h,)]=0, (0 x<=), (140)
c,, (x,h)=0, (a<x<w), (141)
v,(x,B) = F(x), (0<x<a), (142)

seklinde yazlabilirler. Yukandaki ifadelerde, F(x) ve & (x) swrastyla bilegik tabaka
tizerindeki rijit blok profilini tammlayan fonksiyonu ve Dirac delta fonksiyonunu
gostermektedir. @ ve bise yine sirastyla rijit blokla bilesik tabaka arasindaki yarim temas
(degme) uzunlugunu ve y simetri ekseninden mesnete olan mesafeyi tarif etmektedir.

(141) ve (142) ifadeleri ile verilmis olan simr sartlanmn kangik tiirden siur sartlan
olduguna dikkat edilmelidir. Aym tip siur sartlanm elde etmek ig¢in (141) ifadesi ile

gosterilen siir sarti,

g, (xh)=—p(x), (0 x <), (143)

ve (142) ifadesi ile gosterilen smur sart1 da,
i[v (x.h)]=f (x)=iF(x) (0Sx<a) (144)
ax S Ck ) 4 = s |

olarak yeniden yazlabilir. Burada, p(x) rijit blok altindaki bilinmeyen temas gerilme
fonksiyonunu temsil etmektedir. (143) denklemi ile gosterilen simir sartimn ancak,

p(x)=0, (a<x<w), (145)

olmas: sart1 ile saglanabilecegi unutulmamalidir.
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2.3.3. 4, ve B, (i =1,...,4) Katsayilarmn Belirlenmesi

Yukanda (124-133) denklemleri ile verilmis olan gerilme ve yerdegistirme ifadelerinin
(134-140) ve (143) denklemleri ile gosterilen smur sartlannda yerine yazilmasi ve ters
Fourier doniisim alinmasi sonucunda A4, ve B, (i=1,...,4) katsaylarm igeren sekiz

bilinmeyenli sekiz cebrik denklem elde edilir. Bu denklemler,

204, -(2ah +k, - 1)4, +200" " 4, +Qah -k, +1) "™ 4,=0,  (146)
=2a4,-(, -4, +204,-(x,-1)4, =0, (147)
P
=2a4,-(1+Kx)4,-204,+(1+Kx))A4, = -#—cos(ab) , (148)
] 1
K 2ah, K 2ah K,
A1+(—&‘—+h,)42—e A3+(;1'—hl)e A4_Bl_[_;+hl)32
2ahy K, 2ah .
+e "B~ —-h ¢ B, =0, (149)

=204,-Qah +x,+1)4, - 2ae2a’n A, +(=20h, +x, +1) ezathI A, + 2(;;::lt—231

1

u By 2 ;
+(2ah, +1+;<2)#—ZBZ+2a#—2,g2 h‘B3—(1+1c2-2ah1)Z—zez B, =0, (150)
1

1 1
—2aB, +(1-2ah-x,)B, +20¢ " B, +2ah—x, +1)g"” B, =0, (151)
5 20k, 2ah,
-2aB,-(2ah +x,-1)B, +2a¢” "B, +(20oh -x,+1)e "B, =0, (152)

—20:B, —(1+20h+x,)B, - 20" B, +(1-2ah+K,) ¢’ B,

ah

L p(t) cos(a t)dt, (153)

U,



olarak yazlabilir. Bu denklem takimimin ¢ozimi ile 4, ve B, (i=1,...,4) katsayilar,

olduk¢a uzun ara iglemler sonucunda bilinmeyen p(x) temas gerilme fonksiyonuna ve

integral degiskeni o ’ya bagh olarak agagidaki gibi bulunurlar.

o 4, ={P*@).DA1{(1~ ). DA2 DA3+a b {Dad -+ [-1- " +£7 (3" - 1)
+DA5.(1- i ™)} + P™ (@) ™ {1+ 1,)[(1 - &,). DA6+ 40 *h?].DAT

+ %[(1— K2).DA2 -4l (1+ ). DA8 } }/ A (154)

4, =2{P'(@).DAYDA2 .DA3+a h{eg™™ + ¢ [1+" (1+2ah-20:h,)

+e" ™ (-3+20ch-2ah)| }}+ P"(@)e"™[(1+ x,) .DA6.DA7

+-‘f(1+ x,).DA2.D48] }/ A (155)
1

o 4, ={P’(a).DAY{(x, ~1).DA2.DA3+a b {~(1+ K )1+ ~™) - D45 ™™ - ™™

Be e+ K 3¢ - "™ " + D3| }} + P™(@){(1+ 1) DA7[(; ~1) DAY

g h? g +%[(1— K2)DA2-dah(1+ k)" |Dasl} 14 (156)
1 |

A4, =2{P"(a).DA1[DA2. D43+ ah (DA4+ DAS)|+ P™ (@)[(1+ ,). DA9. DA7

—%j-(u x,).DA2.D48] }/ A (157)

@B, = {P*(a)e"’”’{DBl [1-x?).DB2-(1+ x,) (2a h.DB3~ 4& me ™)
+ —Z—f(1+ ). DB4| DB2~ 20 he™™ + 2 . DB5+ K, (DBS - ™)}
+2(1+ ) P™ ( ){DAz[(l - K, )20he " - DB2)- 40’k ¢ | - {37 -1
+20hg " (-1+3¢"™) - DB6 [¢”™ + 20 h, @™ + 20 h. DB + K, (@ "™ + DBT)]

+i,e " (-1+3¢"™) ]}/ 4 (158)
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B=2{P(@)e™ [0+ Kz).DBZ.DB1+%(1+ %)(e "~ DB5).DB4]
1

+2(1+ ) P~ @) { D42 [¢*™ - ™ (1-20 )| -  { DB [

+e'2°”'(2ah—2ahl)]+e_2“h(1—3ew")}}}/A (159)

aB,=g" {P‘(a)e'z“"'{DBl [(-x}).DB2+(1+K,) (4a b g™ ~ 200 h. DB3) ]
+ %l (1+x,).DB4 [20:h ¢ - DB2~ 20t b, DB8 K, (™ - DB8) |}
,
+2(1+ k)™ P"(@){Dd2[ (1- ,). DBY- 407k ¢ "] +a i {e " (1-3¢™™)
+1-2ah+¢ ™ (1+60 h) + DB6|2a h. DBIO-20 by @™ +K, (¢ - DB10) |

+i(1-3¢7 ) }}}/a (160)

By=2¢" {P(@) ™™ [(1+K,) (—DBZ).DBI+-Z—2 (1+1,) (DB8— g™ ).DB4 |
1

+2(1+ %) g™ P"(a) {D42.(-DA%)+a h[1-3g7

+DB6 (e -DB10) |}}/A (161)

Bu ifadelerde gegen biiyiikliikler agagidaki gibi tammlanmaktadir.

P'(a)= "Izl—'[) p(?) cos(ax t)dt

P"(a )= ——E— cos(a b)

1

: _
A=4|(1+x, ).DA7.DBI—(1+K1)%2- D48.DB4

1

DA1=2(1+1€2)%13""”
1

DA2=1-p*™
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DA3=g (- ah)- g " (1+ah)
DA =-1+3g7" =" (1+¢™™)

DA5=(2ah-2ah)(e” "+ ™)

DA6=1-2ah - "™

DAT=¢ ™" - " +2 ¢ """ (2ah-2ah)

DA8=g ™+ - g7 g™ (2+407 N +4a’h? -8’ hiy)
DA9=1-"™ (1+2ah)
DBl=1+g ™ (-2-4a’h> +¢"™)
DB2 = e—ml - e'm‘

DB3=g "+ g™
DB4=1-g"" (™ +4ah,)
DB5= g "™ (1+20th-20h,)
DB6=1+g"™

—20h

DB1=g " (2ah-2ah)
DB8 =" (1-2ah+2ah,)
DB9=g "~ g™ (1+2a h)

DB10=g”™ (20 h—2a b))
2.3.4. integral Denklemin Elde Edilmesi

Rijit blok altindaki p(x) temas gerilme yayilisimn bilinmeyen oldugu daha Gnceki
kisimlarda belirtilmigti. Sézkonusu bu gerilme yayiigim elde edebilmek igin, katsayilarin

belirlenmesinde kullamimayan (144) siur sartindan faydalanlacaktir. Eger aa—x[v2 (x, y)]

teskil edilecek olunursa,

_aa-x'[vz (x,y)] == %J;”a {{Bl +(ﬁ+yJ52:lle-qy
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+[_B3 +(%_ y)B4 Je“’ }sin(a x)da (162)

olarak elde edilir. B, (i=1,...,4) katsayillan (162) ifadesinde yerlerine yazilir ve gerekli

d v s
diizenlemler yapilirsa 5—;[v2 (x, y)] ifadesi en genig sekliyle teskil edilmis olur. Buradan

y — h limitine gegilirken dikkatli davranmak gerekmektedir. Ciinkii y — A limitine
gegilirken (162) ifadesi ile gosterilen integralde pay ve paydada ewh "1 terimler gelmekte ,
pay payda ile béliiniince C bir sabit olmak iizere,

CJ: sin (ax ) doc (163)

gibi 1raksak bir integral ortaya ¢tkmaktadir. Bu durumu gidermek icin énce paydaki em h
terimleri ayinp bunlann payda ile boliinmesinden ortaya gikan

fo e " sin(ax)da (164)

integralini kapah formda hesapladiktan sonra limit iglemine gegmek gerekmektedir. Bu
anlatilanlar sirastyla yapilir ve (144) sinir sartinda yerine yazilirsa, gerekli diizenlemelerin de
yapimasi ile,

dr I+x,  ° T atenf. :
g[w2 (x, h)] = 4—71:#—;1,1_1):;_]; p(t)dt J; e @ y)[sm o(t+x)~-sino(t - x)] da
1 ? - | —dah —dah -2ah ~2ah
+ Py J; p(t)dtJ; {-A—[(1+K2)(e +e -2¢ e ').DBI

+(1+ Kl)%(—DA7).DB4]—1} [since(z+x) - sina(t - x) | dox

oo -ah

1 P |
7L fo eA (1+ %) (1+ 1,){DA2 .(~DA3) + o b [ DB6.(~ D45/ 2)
1

-2ah  2a

+2(e”" "™ - ™| sina® — x) ~sin (b + x) | dor+ £ (x) (165)



elde edilmis olur. Bu ifadede gegen biyiikliikler daha d6nce tammlanmugtir. (165) ifadesinde
gecen integrallerden,

o0

J; g [sina(t + x) — sinai(t - x)] dox

t+x t—x

T O-R +(E+x)? (=) +(t-x)’

(166)

olduéu disiiniiliir ve y — A limitine gegilirse, gerekli kisaltmalarin da yapilmas: sonucunda
(165) ifadesi agagidaki gibi bir integral denkleme indirgenmis olur.

J:)a[ﬁ;——_—+K(xt)Jp(t)dt—K(x)+ f(x) (0<x<a) (167)
" Buifadede,

ok e—4ah _7 e—Zah e_zahx) .DB1+ B (-DAT) .DB4] - 1}*

K (x,1) =I:{ 1

[ sina (2 + x)—sina (2 - x) | dex (168)

“*"{DA2.(~-DA3)+ cth, [ DB6.(- DAS/ 2)+2 (""" "™ - """‘)]}*

[ sina(b —x)—sina(d +x) ] do (169)
seklinde tammlanmaktadir. (168) ve (169) ifadelerinde gegen A" ve B biyiikliikleri ise,

1+5 4y

A"=DA7.DBI+5.DA8.(-DB4) ve B=T— -
2 1

seklinde verilmektedir. Simetri nedeniyle rijit blok altindaki gerilme yayiligmnmn,

p(t) = p(-1) (170)
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oldugu gozoéniinde bulundurulur, @ =a h ve r =h, / h degisken donugimi yapilirsa tekil
integral denklem,

4r 1,
1+ K,

I [—1—+k1 (x,t):l POt =k, (¥)~—E2 f(x)  (—a<x<a) a71)

t—x

seklinde de yazlabilir. Bu denklemde,

kl(x’t) =%L { Alt {(e-4mr+e-4m_2 e-we-Za)r)[1+e2wr(_2_4w2r2 +eZtar)]
4+.ﬂ [e_4w ._e—4mr_2 e—Zm e—Zwr(zm_ Zw'r)] [l_ezwr(4QJr+ eZwr)] }_1 }*

sin (t—x)%:ldw, (172)

kz(x)=4§i,°° Al B e“"{(l—éz”’)[(1+w)e‘“”+(—1+w)e'z“’]

+or [(l + ez"”)(e_zw +e Y (~o+or)+2(e™ e - ™) ] } X

ll:sin(b -x) %— sin(d + x) %]da) (173)

olarak verilmektedir. (171) ifadesindeki %,(x,#), —a <x<a kapali araliginda smrh olup
integral denklemin Fredholm ¢ekirdegidir.
Ayrica denge sartindan,

a

L p(Hdt =2P (174)

oldugu gorillebilir. p(x) temas gerilme yayihsiun hesaplanabilmesi igin (171) integral
denklemi ile (174) denge denklemi birlikte ¢oziilmelidir.
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2.3.5. integral Denklemin Sayisal Coziimii

Intgral denklemin sayisal ¢oziimiinii kolaylagtrmak icin asagidaki boyutsuz
biyiikliikler tammlanabilir.

m(ag) _pamn

x=a, t=an, M) ==~ &m=%7 (175)
Bu ifadede gegen m(a&) biiyiikligii,

4 2
mag) =~k (@§) 1 2 f(at) (176)

olarak tamimlanmaktadir. Tammlanan bu boyutsuz biiyiikliikler (171-174) denklemlerinde
yerlerine yazilirsa (171) ve (174) ifadeleri ,

I, [;f—éw(é,n)]g(n)dn =ME), (-1<&<)) (177)

1
a
21, sman=2, (78)
seklinde yazilabilir. (177) ifadesinde,

N(.n)=ak(a&,an) (179)

olarak verilmektedir.

Integral denklemin sayisal ¢oziimii igin rijit blokun yiizey profilini tammlayan F(x)
fonksiyonunun bilinmesi gerekmektedir. Ciinkii her bir rijit blok profiline gore integral
denklemin sayisal ¢ozimii farkh olmaktadir. Goézoniine alinan problemin formiilasyonu
oldukga genel oldugu icin herhangi bir blok profili segilebilir.

Bu galismada, ii¢ degisik rijit blok profili gézoniine alinarak integral denklemin sayisal

¢Oziimii yapilacaktir. Bunlar sirastyla agagida verilmektedir.
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2.3.5.1 Rijit Blok Profilinin Dairesel Olmas: Hali
Rijit blok profilinin dairasel olmas: halinde, F(x) fonksiyonu
F(x)=—(R*-x*)"*+R (180)

olarak yazilabilir. Bu ifadede, R dairenin yarigapim gostermektedir. Buna gore,
d 2 24-1/2
f@) == F(®)] =x(R* %) (181)

olarak hesaplanir. Bilesik tabaka ile rijit blok arasindaki temasta, temas bolgesinin ug
noktalan yattk (smooth contact) oldugundan g(F1)=0 ve (177) ifadesi ile gosterilen

singiiler integral denklemin indisi de -1 [94] dir. Buna gore singiiler integral denklemin
say1sal ¢oziimii agagidaki gibi aranabilir [30, 94 ]

gn)=Gmn)(1-n*)", (-1<n <1) (182)

Burada, G(n), (-1<n <1) kapall araliginda smurhdir. Uygun Gauss-Chebyshev
integrasyon formiilii[95,96] kullanilarak, (177) ve (178) denklemleri agagidaki hale
indirgenebilir.

g;(l—nf)[nfé+N(§j,n,]G(n,)="7”M(é,), (=L..n+l)  (183)

23 1-n6am) = 2D

- - (184)

Bu ifadelerde;
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n; =cos(-’;”:—lj, (i=1,...,n) (185)
: 2j-1xm )
§,=cos( njﬂ ?), (j=1..n+1) (186)

olarak verilmektedir. Egri yiizeyli rijit blok hallerinde, temas gerilmelerinin yamisira temas
yiizeyi de bilinfneyendir. (183) ve (184) denklem sistemindeki extra denklem (177) ifadesi
ile gosterilen orijinal integral denklemin uygunluk sartina kargilik gelir [30,95]. Bu durumda
(183) ifadesindeki (/2 +1)’ inci denklem otomatik olarak saglamr. Boylece (183) ve
(184) ifadeleri ile verilmis denklemlerden G(n,), (i=1,...n), ve temas yiizeyinin yarim
uzunlugu olan a’ ya bagh n+1 bilinmeyenli bir denklem takim elde edilmis olur. Bﬁ '
denklem takiminin ¢6ziimiinden, temas gerilmgi yayils1 ve temas yiizeyinin yanm uzunlugu
hesaplanabilir. Ancak bu hesaplar yapilirken interpolasyon igleminin yapilmasi
gerekmektedir. Once segilen bir temas bolgesi (a) igin (183) denklem takimumn

¢oziimiinden G(7n,)’ler hesaplanir ve bulunan bu degerler (184) denkleminde yerine

yazlarak bu esitligin saglanip saglanmadig kontrol edilir. Eger esitlik saglanmiyorsa a’ya
artimlar verilerek yukaridaki iglemler tekrarlamr. Bu sekilde yapilacak iglemler sonucunda
bulunacak G(n;) degerleri (182) ifadesinde yerine yazilarak, g(n) boyutsuz temas

gerilmeleri ve temas yiizeyinin yanim uzunlugu a belirlenmis olur.
2.3.5.2. Rijit Blok Profilinin Parabolik Olmas: Hali

~ Rijit blok profilinin parabolik olmas haiinde F(x) fonksiyonu, G sabit bir say1 olmak

lizere;
F(x)=Gx? (187)

seklinde yazilabilir. Buna bagh olarak,

d
f)=—[F(x)]=2Gx (188)
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elde edilir. Singiiler integral denklemin ¢bziimii ve buna bagh olarak da rijit blok altindaki
boyutsuz temas gerilmesi ile temas yiizeyinin yanm uzunlugu kisim 2.3.5.1°deki ifadelerin
kullamlmast sonucu aym yol takip edilerek belirlenebilir.

2.3.5.3. Rijit Blok Profilinin Diiz Olmas: Hali
1 !

!2P %EP
|
_I_
I
|
L

i

Fat et X3, Hp.Vy ?
) b

e ™
< ° | ) ez
™ T

,II/ b .7 b ,le

Sekil 3. Diiz (dikdortgen) rijit bir blok aracilifr ile yiiklenmis ve basit mesnetlere
oturmus ¢atlaksiz bilegik tabaka

Rijit blogun yiizey profilinin diiz olmas: halinde (sekil 3) F(x) fonksiyonu sabit bir
degere esit oldugu igin,

.
fey=— [ F]=0 (189)
olarak yazlabilir. Rijit blogun kenarlarinda temas gerilmeleri singiilariteye sahip oldugu i¢in

bu durumda (177) ifadesi ile gosterilen integral denklemin indisi +1 [94] dir. Buna gore

singliler integral denklemin ¢6ziimi,

gm)=Gm)(1-n*)"?, (-l<n<l) (190)
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seklinde aranabilir [9,10,25,31,94]. Burada G(n) fonksiyomu (-1<7<1) kapal
araliginda simrhdir. Yine uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiili [95, 96] kullamlarak
(177) ve (178) denklemleri,

iW,[n fé‘+N(€,,ni)]G(n,.)=M(5,), (j=L..n=1) (19

%2 W, G(n,)=2, (192)

i=1
sekline indirgenebilir. Bu ifadelerde,

¥ n

= = L = — j=2,... -1 193
i-1 )
7], = COS mn 1, (i=1,..,n) (194)
2j-1m . .
¢ =cos( 1 3 ), (j=1..,n-1) (195)

olarak verilmektedir. (19.1) ve (192) ifadelerinden » tane » bilinmeyenli cebrik denklem
takim elde edilir. Bu denklem takimimn ¢ozimii sonucunda G(n,)(@=1,...,n)" ler

hesaplanabilir. Hesaplanan bu degerlerin (190) idadesinde yerine konulmasi ile de g(n)
boyutsuz temas gerilme yayihs1 elde edilmis olur.

2.3.6. Gerilme ve Yerdegistirmelerin Bulunmasi

Kisim 2.3.3. ’de belirlenmis olan A4, ve B, (i =1,...,4) katsayilan ile (177) ve (178)
denklemlerinin ¢oziimiinden bulunan p(x) temas gerilmesinin kisim 2.3.1° de verilmis olan

gerilme ve yerdegistirme ifadelerinde yerlerine konularak gekirdeklerin incelenmesi

gerekmektedir. Ciinkii gerilme ve yerdegistirmelerin dogru olarak hesaplanabilmesi igin



51

gerilme ve yerdegistirme gekirdeklerinin yakinsamalani gerekir. Aksi halde integral smirlant
dogru olarak belirlenememekte dolayistyla da gerilme ve yerdefistirme ifadelerine ait

integraller saglikh olarak hesaplanamamaktadr.
Yapilan incelemeler sonucunda 1 nolu tabaka igin y — 0 durumunda ve 2 nolu

tabaka icin ise y = A4 durumunda o,(x,y) ve 0,(x,y) normal gerilmelerine ait
‘gekirdeklerde yakinsamamn bozuldugu goézlenmistir. Diger durumlarda ise gerilme ve
yerdegistirmelere ait g¢ekirdeklerin yakinsadifi yani siirekli olarak sifira yaklagtiklari
belirlenmigtir.

o,(x,y) ve o,(x,y) normal gerilmelerine ait gekirdekleri bozan singiiler (tekil)
terimler aragtinldifinda:

1 nolu tabaka igin (y >0, 0<x<e, 0Sy<h):

0,.(x.y)= —EJ;" (-1+ay) e_dy [cos o(b+x)+coso(b— x)] do (196)
o,,(xy)= g—‘[: (-l1-ay) e_"y[cosa(b +x)+cosa(b— x)] do (197) -

2 nolu tabaka igcin (y > h, 0<x<e, h<y<h):

o, ,(xy)= ﬂljo p(r)dt Jo m[—1+ a (h-y) e " [cosa(t+x)+cosa(t - x)| dax

(198)

o, ,(x,y) = ”i A p(t)dt_[:[—l —o(h-y) e " [cosa(t +x)+cosa(t - x)| dox

(199)

olarak bulunurlar. Bu singiiler (tekil) terimlerin kapal: integralleri [93] ise;
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1 nolu tabaka icin (0 < x <%, O0<y<h):

(B+x)* (b-x)* } (200)

| =-P 2 :
Ot (%,3) y{[y2+(b+x)z] -]

| 1
=-Py? - 201
o'ylk(xﬂy) Py {[y2+(b+x)2]2 +[y2 +(b—x)2]2} ( )

2 nolu tabaka i¢in (0<x <o, h <y<h):

“ (t+x)* (t-x) }
o, ,(x,y)=-(h- 2t 212 p)at
2@ === {[(h—y)2+(t+x)2] [(r=)* + (2= %)°] |
(202)
a 1 1
0, (5.9)=~(h-y)} { Tt zz}l’(’)"’
Gy | (=) +@+ 2] [(h=-y)* +(@-%)*]
(203)

olarak hesaplanabilirler.

Yakinsamay: bozan (196-199) ifadeleri ile verilen singiiler terimlerin normal gerilme
ifadelerinden gikartilarak, bunlarin yerine (200-203) ifadeleri .ile verilen kapal: integrallerinin
ilave edilmesi sonucunda gerilme gekirdeklerde meydana gelen bozulmalar giderilmis olur.
Eger bu iglemler sirastyla yapilirsa sonugta 0,(x,y) ve 0,(x,y) normal gerilme ifadeleri

asafidaki sekilde elde edilmig olur.

1 nolu tabaka i¢in (0< x <, 0<y<h):
o, (x.y) =0, (x,y)-0, ,(x,)+0, ,(x,y) (204)

o, (x,y)=0, (x,y) -0, (x,y)+0, ,(x.) (205)
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2 nolu tabaka igin (0<x <o, h<y<h):
o, (x.y)=0,,(%,)) -0, ,(x,))+0,, (%)) (206)
o,,(x.y) =0, (x,5)~0,,.(x,y)+0,,(x.) (207)

Gerilme ve yerdegistirmeleri sayisal olarak hesaplayabilmek igin (175) ifadesi ile
verilen boyutsuz biiyiikliikler ile @ = & ve r=h, / h donigiimleri kullanilarak ifadelerin
boyutsuz hale getirilmesi gerekir. Gerilme ve yerdeistirme ifadeleri boyutsuz hale
getirildikten sonra Fortran programlama dilinde yazilmug bir bilgisayar programu yardimiyla
herhangi bir noktadaki gerilme ve yerdegistirmeler hesaplanabilir. Bu ¢aliymada sadece
o,(x,y) ve 6,(x,y) normal gerilmelerine ait say1sal hesaplamalar yapilmustir.

2.3.7. iki Elastik Tabaka Arasindaki ilk Ayrlma Yiikleri ve ik Ayrima
Uzakhiklan

Iki elastik tabaka arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakligimin (noktasinin)
tayini iin ara yiizeydeki o, (x,h,) temas gerilmelerinin belirlenmesi gerekmektedir. Temas

yiizeyi boyunca o, (x,5,) gerilmelerinin belirlenebilmesi i¢in kisim 2.3.2° deki smr sartlan
kullamlmalidir. Bu simr sartlan altinda kisim 2.3.3” deki gibi hesaplanmig olan 4; ve B,
(i=1,...,4) katsayilarmin (127) veya (132) denklemlerinde yerlerine konulmasi ve y =4,
alinmasi durumunda temas yiizeyindeki o, (x,/,) normal gerilmesi, kiitle kuvvetinin de ilave
edilmesi ile;

0,(5h) ==pa ghy ==}, ()P -2 ky(x), (0Sx<e=) (208

olarak elde edilir. Bu ifadede,
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—ah —1zhl DBI[ ~2ah —2ah+(ah ah )(e 2ah, +e Zah)] x

[cosa (t+x)+cosa(t— x)] da, (209)

k,(x) = Pf =B & DA [-1+ah + & (+ah)]?

[cosa(b+x)+ cosa(b—x)]da (210)

olarak tammlanmaktadwr. (209) ifadesindeki p, ve g sirasiyla 2 nolu tabakanin

yogunlugunu ve yergekimi ivmesini gostermektedir.
Simetri nedeniyle p(¢f)= p(-t) olarak almr, w=0oh ve r=h./h degisken
déniigiimleri yapilirsa temas yiizeyi boyunca o, (x,%,) normal gerilmesi,

1 ¢° . 1,
6, (5 h) =~ps ghy ~ =] K0 POd-—Ki(x), 0<x<w) @ID
olarak yazilabilir. Burada,

-2

* 2 . -or [ -2wr o -20r 20
K= we'e” e - (-0 +e )]

[1+&™ (-2-40%r* + ™) cos[%(t—x)]da), 212)

[ ,+e_4w_e—2wde—2wr(2+4w2 +4w2r2 —8(027‘)] *

[—-1 +or+ ezm(1+ r) ][cos%(b+ x)+ cos%)-(b - x)]dw (213)

olarak tammlanabilir. Kisim 2.3.5° de (175) ifadesi ile tamimlanmis olan boyutsuz
bityiikliikler (211) denkleminde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Lt em 2 k(v gdn-~k (), (0Sx<w) (@14
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olarak elde edilir. Burada, A yiik faktérii olup' ,

P

215
p,ghh, @13)

A=

olarak tammlanmaktadir.

Kisim 2.3.5° de agiklandigs gibi (177) ve (178) denklemlerinin ortak ¢oziimi
sonucunda g(n) boyutsuz temas gerilmesi hesaplanabilir. Hesaplanan g(n) deéeflerinin
(214) ifadesinde yerine konulmast ve Gauss integrasyon formiiliiniin kullamlmas ile de iki
elastik tabaka arasindaki temas yiizeyi boyunca o, (x,4,)/ P/h boyutsuz temas gerilmeleri
elde edilmis olur.

(215) ifadesi ile tammlanmug olan A yiik faktoriiniin belli bir kritik degere (4,,)
ulagmas: halinde iki elastik tabaka arasinda aynlmalar sézkonusu olur. Bu nedenle (214)
denkleminin gegerli olabilmesi i¢in o, (x,4 ) temas gerilmesinin temas yiizeyi boyunca her
yerde basing olmasi gerekir. Bu da ancak 0< A < A, olmast ile saglanabilir. A> A, olmasi
durumunda ise iki elastik tabaka arasinda aynlmalar baglar ve problem siireksiz temas
problemine doniigmiis olur. Dolayistyla da siirekli temas durumundaki simur sartlan gegersiz

olur.
Tabakalar arasindaki ilk aynima yiikii ve ilk aynima uzakhifimn belirlenebilmesi igin

(214) denkleminin sifira esitlenmesi gerekir.

1 lag . 1.,
~5-22] Kan) gdn-<k®=0, (©sx<=) @16

Bu egsitlikten yararlamlarak ilk aynlma yiikii ve ilk ayrilma uzakligi (noktasi) birlikte
bulunurlar. Bu esitligi saglayan x uzakhg ilk ayrilma noktasi (x,,) ve buna karsilik gelen
yiik faktérii de kritik yiik faktorii (4,,) olarak bulunur. ik ayrilmay: meydana getiren kritik
yik faktoriinin' ,

P

A= o ghh, 217)

' Bundan sonra; yiik faktorii yerine kisaca yiik, kritik yiik faktorii yerine de kritik yiik veya ilk ayriima yiikii
deyimleri kullanilacaktir.
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oldugu agiktir. Bu yiik faktorinden daha buyiik yik faktorleri igin (A>A,,) yukanda
belirtildigi gibi tabakalar arasinda agtlmalar sdzkonusu olur. Bu durumda problemi siireksiz

temas problemi olarak incelemek gerekir.

2.4. Catlakh Bilesik Tabakanin incelenmesi

Sekil 4. Catlak yiizeyinin, ¢atlaksiz bilegik tabaka ¢éziimiinden elde edilen gerilmelerle
yiklenmesiyle olugan gatlakh bilegik tabaka

Bu kisimda , alt tabakasinda y simetri ekseni tizerinde diisey bir gatlag olan bilesik
tabakann Elastisite teorisine gore ¢oziimii incelenmektedir. Bu halde dis yiiklemeler yoktur.
Ancak cgatlakli tabakamn gatlak yiizeyinin kisim 2.3’ de incelenmis olan ¢atlaksiz ¢éziimden
elde edilen gerilmelere zit yonde, aym siddet ve aym dogrultuda yiiklenmesinden meydana
gelecek etkiler gozomine alinmakta ve catlak uglanndaki gerilme siddet faktorleri
incelenmektedir. S6zkonusu ¢atlak, i¢ catlak ve kenar catlak olmak iizere iki gekilde
incelenmekte olup ¢atlak uglarindaki gerilme siddet faktorlerinden bagka yine her iki hal igin
catlak yiizey yerdegistirmeleri de incelenmektedir.

2.4.1. Kullanilacak Denklemler

Burada kullamlacak gerilme ve yerdegistirme ifedeleri, ¢atlakli ve gatlaksiz tabakalar
i¢in ayn ayn yazilmahdir. Ciinki bilesik tabakada yalmz 1 nolu tabaka gatlak ihtiva etmekte ,
2 nolu tabakada ise catlak bulunmamaktadir. 1 nolu tabakada y simetri ekseni iizerinde

diisey bir gatlak oldugu igin (119-123) denklemlerinden, 2 nolu tabakada ise gatlak olmadigt
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icin (81-85) denklemlerinden yararlamlarak her iki tabaka igin gerilme ve yerdegistirme
ifadeleri yazlacaktir. Ancak burada kitle kuvvetleri ihmal edildi§i igin sozkonusu
denklemlerden kiitle kuvvetlerinin etkisi gikartiimahdir.

1 nolu tabakann kaluihgl h,, elastik sabitleri 4, vev, dir. Elastik sabitleri u, vev,
olan 2 nolu tabakanin kalinlif ise A, olarak verilmektedir. Bu elastik sabit ve kahnliklara
gore 1 ve 2 nolu tabakalar icin gerilme ve yerdegistirme ifadeleri asagidaki gibi yazilabilir.

1 nolu tabaka igin (0<x<eo, 0<y<h):

u(x,y)= ; J‘w[(C1 +C2y)e_a”'+(C3 +C4y)e°°’] sin(a x)do
- . |
+%Io %&)(" 2+ +& x)e * cos(& y) dE 218)

vl(x,y)=%‘[:{ [C,+(—Z‘—+y}:2]e'ay+[ C, +(— y}‘ ]eay}cos(a x)do

¢ x)e'éxsin(éy)dé (219)

1 2 (" 3- K _
m%(x,y)=;.[, { [a(cl +Czy),-TIC2]e ”

+[a(C3 +C,y)+ 3_2K‘ C4]é‘” }cos(a x)de:

- %-[; ¢ (&)1+E x) @ " cos(€ y)dE (220)

1 -
a—oy,(xy)‘—f{ [ (Ci+Co)+ +2K1Cz]eqy

+
r—

a(C,+C,y)- ® leos(a x)da

;zr—f #(&)1-£ x) e cos(¢ y)dt (221)
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(x)——J [ () + 2 ]é”
2“ Wl y 2 2 2

a(C,+C,y)- C, ile"’y }sin(er x)dax

-1
2

+
| —— 1

2] 9@rgxe ™ sinE

2 nolu tabaka icin (0<x<eo, h<y<h):

_‘; [D +D2y e +(D +D4y ”]sm(ax)da

[foolSrpl
+[—D3 +(%— yJD4]e”}COS(a x)do,

=2 2T -ay
Zu o,,(xy nL{[ a(D, +Dyy)-— DJe

uZ (x:y) =

=l|m

V2 (an’) =

i

+ [oc(D3 +D,y)+ %D,, :!ew }eos(a x)dox

1 2 (" l+x -
Tzo.yz (x,y)=—_L { —[a(D1+D:}’)+ > : Dz:le ¥

1+ x,
> 2 D4:|eay }cos(a x)do

L -1 oy
2 |@

oz(D3 +D, y) - 1‘.—22:—1D4 ]e‘” }sin(a x)do

+
1

a(D3 +D4y)—

21 *L‘m(xy)———_"{ l: D+D,y)

+
| —|

(222)

(223)

(224)

(225)

(226)

(227)
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Yukandaki ifadelerde gegen ¢(&), C, ve D, (i=1,...,4) bilinmeyen fonksiyonlar
catlakh bilesik tabakaya ait sinir sartlan saglatilarak elde edilecektir.

2.4.2, Catlakh Bilesik Tabakaya Ait Sinir Sartlar

Kiitle kuvvetlerinin ve dis yiiklerin olmadig1 ve sadece alttaki tabakadaki diisey gatlak
ylizeyindeki o7, 1(0, ) normal gerilmelerine maruz bilegik tabakaya ait simr sartlar,

T, (5,h)=0, (0S x <o) (228)
o,, (xh) =0, (0< x <o) (229)
7, (6,h)=0, (0L x <oo) (230)
T, (x,h)=0, (0S x<oo) (231)
o, (x,h)=0, (x,h), (0% x <o) (232)
;—x[vz (x,1) =V, (x,1)] =0, (0< x<oo0) (233)
T, (x,0)=0, (0< x<oo) (234)
o, (x0)=0, (0< x<oo) (235)
0,,(0,y)=~0; (0,), (c<y<d) (236)
#,(0,5) =0, \ (0Sysc, ds<sys<h) (237)

seklinde yazlabilir. Bu ifadelerde, O':l (0,y) 1 nolu tabakaya ait catlaksiz ¢oziimden elde

edilen gerilme deZerlerini temsil etmektedir. ¢ ve d ise sirastyla diigey catlagin baglangic ve
bitim uzakhiklarin1 gostermektedir. (237) ifadesi ile verilen kangik simir sart: yerine,
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aul(o,y)_{o ; 0<y<c, d<y<h
dy  LGO) ; c<y<d : (238)

olarak yazilabilir. Ayrica #, (0,y) yerdegistirme bilegeninin tek degerli olmasi igin,

[ aL:;;:—’Xl@w (239)
olmahdir.

2.4.3. C, ve D, (i = 1,...,4) Katsayillarimn Belirlenmesi

C, ve D, (i =1,...,4) bilinmeyen fonksiyonlarimn belirlenebilmesi i¢in oncelikle 1 nolu
tabakaya ait gerilme ve yerdegistirme ifedelerinde gegen ¢ (&)’ ‘nin bulunmasi gerekir.
¢ (&)’ yi bulabilmek igin Jdu,(0,y)/Jdy olusturulur ve bu ifade (238) denklemine

uygulanirsa ,
® 1
60)=-=] (%)c» (& )sin(§ )t | (c<y<d)  (240)

ifadesi elde edilmis olur. Bu ifadede, her iki tarafin ters Fourier doniigiimi alimrsa,

d

L G(¢) sin(€1)dt, (c<t<d) (241)

$(E)=-

1+ Kk,

olarak bulunmus olur.
¢ ()’ nin bu gekilde belirlenmesinden sonra kisim 2.4.1° de (218-227) denklemleri ile
verilmig gerilme ve yerdegistirme ifadelerinin (228-235) denklemleri ile verilen sir

sartlannda yeriie yazilmasi ve ters Fourier doniigim alinmasi sonucunda C, ve D,

(i=1,...,4) bilinmeyen katsayllarim igeren sekiz bilinmeyenli sekiz cebrik denklem elde
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edilir. Bu cebrik denklem takim; gerekli ara islemlerin [60] yapimast sonucunda asagdaki

gibi yazlabilir.

—20C, - Qam+x-1)C, +20 ¢"™ C, +2ah, - K +)e*™C,

=— “h 242
¢ HES(@) (242)
—2aC, ~(x, - 1)C, +20Cy~(x,~1)C, =0 (243)
4
—20.C, ~-(1+ K,)C, -20C;+(1+x)C, = —HHMS(a) (244)
° 1

~20.D, +(1-2ah-K,)D, +20 " D, + (2ath - K+0)e’”D, =0 (245)
20, 20h,
—20D - (Q2oh +x, ~ DD, +20¢™ D, + (2ol -k, +1)e™ D, =0 (246)

—20.D, ~(1+2ah+&,)D, - 20 ™" D, + (1= 200 h + K.)e "D, =0 (247)

20y = Qah + 1 +1)C, - 20 "M C, + (<200 + K+10)e™™C, +2a %"-D,
1
1 } Y
+Qah, +1+ K,)—D, +20¢ &ez "Dy ~(1+x, -2ah, = "D,
/‘tl #l ,ll]
" HNS 248
Tkl € @) (248)
K 2ah, K 2ah, K, 2ah
C, +(—ai+h,}'z—e e, +(—&‘--hlje « C4—D1—(—a—~+h,JDz+e D,
X eah, 1
—2 ah = 2
( ~—h, )e D, < 11 o HSS@) (249)

Bu ifadelerde,
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HKS(a):L 1-a@ -0 *-[1-a@m +n)e " lG)a (250

HMS(@)= | ate™ G (251)

HNS(@) =] et +0e™ " ~at -0 """ | Gyar (252)

HSS(a)= f {[——a(hl ]-a(hrt)

_[_llzﬂ_ a(hl + t)]e—a(hﬁ-t)} G(t)dt (253)

olarak tammlanmaktadir. Yukaridaki denklem takiminin ¢6ziimi ile C, ve D, (i=1,...,4)

bilinmeyen katsayilan olduk¢a uzun ara iglemler sonucunda ¢ ve ¢ ’nin fonksiyonu olarak
bulunurlar. Bu katsayilar, ‘

ah

aC, =2 {(1+1c2)DA7{HKS((x)[1+K1+2ah +& (-1-K, +2ah, k)]

1+
+HNS()[1-x, - 20k, - ™" (1~ K, ~20th, )| -2 ™" HMS(e)[(1-x,) D46

+aarh?]}- Z 2 DAB{HKS ()2, +2x, + ™" (1+x,2 ~ 20, x,)]
+HSS(@)[(1-x,). DA2 - 20k, (1- x, @™™)] + ™" HMS(@)[(1-x,%) D42

~dah (1+x)]}} /A _ (254)

ah

c, _41 {(1+1c2) DAT{HKS(@)-1+¢"" (1-2ah,)] - 2¢™" D46. HMS(e)

+HNS(a).DA9 } + 2u—DA8{HKS(a 1+™" (x, - 20 1)

~(1+ )€™ DA2. HMS(at) - DA9. HSS()} }/ A (255)
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aC, = ]-_,‘—_2—1-(.—{(1+ K,).DA7 {g™ HKS(e)[(1+,). DA2 +2cth, (i, +¢™™)
1
+2 HMS(@)[(1- ). D49~ 4 h,? ¢+ ™ HNS(@)] (%, ~ 1). DA2

v2ah (" -x)]}-2 - £ pagle “h‘HKS’(a)[1+1c,(Kl+2ah)

20 hl]

—(2ah, -2K,) e2°""]+1ﬂ\4S(a)[(1— x2).DA2~da h, (1+ ) e
+e™ HSS(@)[200h, (€ - )~ (1- ). DA2 | } }/ A (256)

C, = f;{( 1+ 1,). DA7[ "™ HKS(cr) (DA2+20 h,) + ™" HNS(@t). DA
: _

—2 HMS(cx). DA9] - 2—ZiDAs[e‘”" HKS(o0)(x, +2a b, + "™+ "™ HSS(0t) DA6
1

~(1+&,). DA2. HMS(ax) | }/ A (257)

—ah

aD =2% DHKN(a){(l—KZ) [e™" +e ' @ah-D|+2ah [-¢
1

-2ah,

1+ K,

r ™, +20 )| - 407K g™ |/ A (258)
—-ah

D, =4 £— DHKN(@) [-¢™" +&™" 1-20 h+ 20 )|/ A (259)
1

2 2ah ~oh -
D, = e e ' DHEKN(x)[(1-x,).DB9+2ah.DBIO

1+ K,
2ah =2ah,
+20h (- € )]/A (260)
4 -2a -a - -
D,=-1——¢ " ¢™" DHKN(e)[e™*" +& ™" (-1~ 20 h+20c )| /A (261)
1

olarak tamimlanmaktadir. Yukandaki ifadeierde,



64

DHKN(a) = DD1+ DD2 + DD3+ DD4
DD1= HKS(e){(1- k)[1- " (2-™")| -8B " |
DD2 = HNS(@)(1+ x)[1-¢™" (4a b, +£™™) |
DD3=4(1+ ) ¢"" HMS(@) [~ 1+, + "™ (1+ay) |

DD4 =2 HSS(c) [-l+ewh‘ (2+4a*h} _ezah,)]

seklinde verilmektedir. Yine yukandaki denklemlerde olup da burada tammlanmayan
ifadeler kisim 2.3.3 ° de verilmiglerdir. ‘

2.4.4. integral Denklemin Elde Edilmesi

Integral denklemi elde edebilmek icin (236) denklemi ile verilmis olan kangik simr
sart1 kullanlacaktir. S6zkonusu bu sinir gart1 agik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

( ,)

lm—f {[ (C,+C,y) -3——c }e

+L0‘(C3 +C,y)+ 3—2’(1 4]6@ }cos(arx)dar

2 - -_ X L
~tim =], 0€)(1+£x) ¢ costE ) =507, (0) (62)

Bu ifadede gegen C, (i=1,....4) ve ¢(&) bilinmeyenleri kissm 2.4.3° de daha once
hesaplanmust1. Yukandaki denklemdeki ikinci integral ifadede, ¢(&)’ nin yerine yazilmasi ve
gerekli diizenlemelerin yapilmast sonucunda,

~tim = [ $(E)(1+& x)e cos(& )

2 )J; [ L ]G(t)dt (263)

=7r(1+1<'l t-y t+y
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olarak elde edilir. C, (i =1,...,4) katsayilarimn (262) denklemindeki birinci integral ifadede
yerine yazilmasi ve oldukg¢a uzun ara iglemlerin yapilmasi sonucunda da,

. e 1. | ;
lim= . {[a(C1+C2y)—32—K‘C2]e "‘"+[a(c3+c4y)+ = C4]e""' }eos(ax)dex

x—0

2_[ [ [ ks(y,t,a)da:lG(t)dt (264)

T r(+K,)

seklinde bulunmus olur. Bu ifadede gegen %,(y,?,& ) gekirdegi,

ks(v,t,0) =% {e‘“(‘*” {-DA7.{ - {2 [1-&" 1-2a b, +3a%?)]
ray[-1+™" (1-2a by +40’h})| }+a t[-1-¢"* """ (1-¢*'-2™"™)
~2ah ™" (143" ~2a b)) +20 y ™" (1- ™" +2a 1, )| }
+B.Dag{(1-") {21+ (1= 3w n)] + a y[-1+ " (<14 4ah))] |
rat[-1-g* - g M +2e " +30™ ~dah) +20 yg'" @ +e™) }}

-7 o1 {(1-*) {2 -1+ 1-22h +a?h )]

2ahy 2ah

2ah . 2at 2t
ray[-1+™ (-2a )| J+at{1-g")+3€™ )+ 20 b ¢ 3+ €

2at 2at

—2ah)+2a y[e —ezah‘(ez‘"—Zahl)]}}+ﬂ .DAs{(l-e_ Wele*™" @h, -1)

~1]-ay(+e™) Jrat[1+3 ™ + ™" 3+ ™ -4ah)

+20 y( ez""‘+ez"‘)]}}} (265)

olarak tammlanmaktadir. (263) ve (264) ifadeleri (262) denkleminde yerine konulur ve
gerekli duzenlemeler yapilirsa, singiiler integral denklem ,

T, l+x
J;[E+k5(y,t)}(}(t)dt=—T+I-:—7ro;l(0,y), (c<y<d) (266)
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seklinde bulunmus olur. Bu ifadede,

k;(y,t)=:1y-+ [ kote)de (267)

olarak tammlanmaktadir. Diger taraftan (238) ve (239) denklemlerinden faydalamlarak
uygunluk sarti,

L G(t)dt =0 , (268)

olarak yazlabilir. (266) ifadesi ile verilmis olan singiiler integral denklemde % (y,?); integral
denklemin Fredholm gekirdegi olup, O0<c<d <A, olmak uzere c<(y,?)<d kapal
aralifainda simrh ve siireklidir.

Catlak yuzeyindeki 0';1 (0,y) normal gerilmeleri bilindiginden (266) ifadesi ile verilmis
olan singiiler integral denklem (268) ifadesi ile verilen uygunluk bagintist ile birlikte
gozillerek G(f) bilinmeyeni bulunabilir. Buradan hareket etmek suretiyle de catlak
uclarindaki gerilme siddet faktorkleri ve gatlak yiizey yerdegistirmeleri hesaplanabilir.

2.4.5. integral Denklemin Sayisal Coziimii

Alt tabakasinda y simetri ekseni iizerinde disey bir ¢atlagi bulunan bilesik tabakaya
ait ¢atlak problemi i¢ catlak ve kenar catlak olmak iizere iki sekilde incelenebilir. Bu
durumda (266) ifadesi ile verilmis olan singiiler integral denklemi bu iki hal igin ayn ayn
¢ozmek gerekmektedir.

2.4.5.1. I¢ Catlak Halinde integral Denklemin Sayisal Coziimii

I¢ catlak olmasi durumunda integral denklemin gekirdegi c<(y,r)<d kapah
araligmda sonlu kalmaktadir (0<c<d <h,). Bu durumda integral denklem belli sayisal

yontemlerle [50, 63, 66,71] ¢ozillebilir. Bu amagla (266) integral denkleminin integral
araligim normalize etmek i¢in asagidaki degisken doniigiimleri yapilirsa
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ve daha once yapildig1 gibi & = wh ve r = h, / h donigiimleri kullambrsa,

e h_ .
J:I [C‘TI +H(’7a§)]¢‘(§)d§—_'1;750}1(0’77): ("1<77<1)

olarak elde edilir. Bu ifadede,

d-c .d-c d+c d-c, d+c

ve

1+x, P

q)(é,)=G|:d-2—c§+d;-c] au, h

olarak tamimlanmaktadir. Aym degisken doniigimlerinin kullanilmasi ile (268) yan sart1,

[ e¢rag=o

seklini alr. (271) integral denkleminin ¢ozimii ~1< { <1 arabBinda Hélder siirekliligine

haiz bir fonksiyon olmak iizere ,

W )=g(fH)1-§H™

seklinde aranabilir [94]. Burada, g({ ) fonksiyonu (-1< { <1) kapali araliginda sirhdir.
(271) ve (274) denklemlerine [95, 96]’ de verilen uygun Gauss-Chebyshev integrasyon

formiili uygulanirsa,

(269)

(270)

@71)

(272)

(273)

(274)

@275) -
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n h .
Z.Wf[g _ln +H(nk,Ci)]g(C,)=—;6,,(0,11,,), (k=1,...,n-1) (276)

an,. g(5)=0 (277)

Ti=1

cebirsel denklem takimina indirgenebilir. Burada,

2i-1 1 -
gi =COS[ ™ n']’ m:;’ (l—l,...,n) (278)
1, =cos["7"], (k=1,..,n-1) (279)

olup, (276) ve (277) denklem takimmn ¢ézimiinden g({,) (i=1,...,n) bilinmeyenleri

bulunurlar.

2.4.5.2. Kenar Catlak Halinde integral Denklemin Coziimii

Kenar ¢atlak halinde yani ¢ =0 alinarak gatlak kenara tagimrsa i¢ ¢atlak halindeki
rahat ¢6ziim imkan ortadan kalkmaktadir. y ve ¢, ¢ =0 u¢ noktasina yaklastik¢a ¢ekirdek
singiiler kismu dolayisiyla yakinsamamaktadir. Ayrica kenar ¢atlak halinde # nokta sayisina
gore de yakinsama iyi olmamaktadir. Yani alinacak # nokta sayisim artirmak gerekmektedir.

Integral denklemin gekirdegindeki sozkonusu yakinsamama durumunun ortadan

kaldinimas: gerekir. Zira gekirdegin yakinsamamasi durumunda sayisal integrasyon islemi
saglikh bir sekilde yapilamaz. Integral denklemin gekirdegindeki yakinsamayr bozan bu

singiiler terim aragtinldiinda;
~a (t+y)

k;(y,t)=J; (-2at+2a’ty) e do (280)

olarak elde edilmektedir. Bu terimin kapal integrali [93] ise ;
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2

6y 4y

Trry G Gty (281)

k;k (y’ t) =

seklinde hesaplanabilir. Yakinsamay1 bozan singiiler terim gekirdekten gikartilir ve kapah
integrali ilave edilirse gekirdegin degeri degismez. Ancak sézkonusu yakinsamama problemi
bu sekilde ortadan kalkmug olur. Bu iglemler yapildifinda integral denklemin c¢ekirdegi,

ks (0,) = ks (9,) = s, (0, 1) + K5, (3,1) (282)
sekline déntsmiis olur. Bu yapilan iglemin dogrulugu sayisal olarakta tespit edilmistir.

¢ =0 almarak gatlak kenara tagimr ve gekirdekteki yakinsamama problemi yukarida
aciklanan sekilde ortadan kaldirilirsa, (266) integral denklemi;

4 1 . 1+ x; .
J; [;—;+k5 U,t)]G(t)dt:— o ro,(0,y), (0sy<d) (283)

seklinde yazilabilir. Catlagin kenara agildifi noktada integral denklemde y =¢=0 igin baz
terimlerin sonsuza gittigi goriilmektedir. Integral denklemdeki sézkonusu bu terimlere
genellestirilmis Cauchy ¢ekirdekleri adi verilmektedir.

Kenar ¢atlak probleminin ¢éziimii igin [63]ve [66] ’ da verilen yol izlenecektir. Bu
yontemde esas amag integral denklemde bilinmeyen olan &({ ) ve gekirdegin singiiler kism
dahil '’ mn bir ¢ift fonksiyonu olarak —1< { <1 aralifina uzatarak yaklaslk bir ¢oziim elde
etmektir.

Bu amagla integral aralifim normalize etmek igin asagidaki degigken déniisimleri
yapilr,

t=8d y=nd (284)

ve yukanda sozii edilen uzamm sekli diginiiliirse, [63]ve [66]° da verilen yol izlenerek

bilinmeyen fonksiyon da,
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o5 )=g(§)A-¢ ™ (285)

olarak yazilirsa, (283) integral denklemi agagidaki sekle doniigmiis olur.

1 h )
§ [ — +R(n,§)]<l>(é’)dC =-5malOm,  (0<n<D (286)

Bu ifadedeki ©({ ) boyutsuz biyiiklugii (273) ifadesinde verilmekte olup,

w d—Cc d+c d-c d+c
RM,8)=dk; ( SN+ {+—) (287)

2

olarak tammlanmaktadir. Yukanida s6zii edilen yoéntemin tam olarak uygulanabilmesi igin
¢ =0 igin Q(n, { ) ¢ekirdeginin sifir olmas: gerektigi unutulmamahdir. Burada,

0. £ )= +RE1LC) (288)

olarak tammlanabilir. (286) denklemine [95, 96]’ da verilen uygun Gauss-Chebyshev
integrasyon formiilii uygulanirsa,
h

n l )
EW{[Q -y +R(n,,¢, )}g(C,)=-P o;l(o,nk), k=1,..,n (289)

cebirsel denklem takimi elde edilir. Burada,

, (i=1,..,n) (290)

[ kx
n,,=cos|_ , (k=1,...,n) (291)
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olarak tamimlanmaktadir. (289) ifadesi ile verilmis olan denklem takimimin g¢dzimii
sonucunda g(¢,) (i=1,...,n) bilinmeyenleri bulunabilir.

Gerek i¢ catlak ve gerekse kenar ¢atlak durumlanimin her ikisinde de w=ah ve
r = h, / h degisken doniigiimii uygulanmas ile biitiin uzunluk boyutundaki bityiiklikler 7 ile
boliinmiis olur. k,(y,?) ¢ekirdeginin @ ve » integrasyon degiskeni cinsinden alacaklan sekil
uzun ifadeleri igerdiginden , tekrar yazilmalarindan kaginilmugtar.

2.4.6. Catlak Uclarindaki Gerilme Siddet Faktorleri

Catlaklarin malzeme igerisinde ilerlemeye baglayip baslamadifim tespit etmek igin
kullanilan kriterlerin ‘en 6nemlisi ge;ﬂme siddet faktoriidiir. Bununla malzeme ig¢indeki -
catlagin ilerlemeye baglayacag kritik yiki bulmak mimkiin olmaktadir. Bu kisimda,
hesaplanmak istenen biiyiikliikler olan gerilme siddet faktorlerinin tammi ve kisim 2.4.5 'deki
denklem sistemlerinin ¢6ziimiinden elde edilen bilinmeyenlerin u¢ noktalardaki degerlerine
baglh olarak ifadeler verilmektedir. S6zkonusu bu ifadeler, i¢ ve kenar gatlak halleri i¢in ayn
ayn tammlanmaktadir. | |

2.4.6.1. i¢ Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

N N\
=2

Sekil 5. Alt tabakasinda i¢ gatlag: olan ve rijit bir blok araciif ile yiiklenen bilesik
tabaka
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Sekil 5' deki i¢ gatlak durumunda gatlak uglarindaki gerilme siddet faktorler, caflagln
¢ ve d ucu igin asagdaki limit degerlerle ifade edilebilir [50,63,66,71].

4 1
ko) =lim3C=) 0, 0.)=lim =553 GO) 292)

4
k(d)=lim2(y-d) o, (0,y)=- limir",-;—Jz @d-y G (293)
y—d . y—d 1 .

Bu tammdan hareketle gatlak uglarindaki gerilme siddet faktorlerinin [60 |ve [69 ]’ da

gosterildigi -gibi- g({,) (=1,...,n)° lerin ug noktalanndaki g(-1) ve g(1) degerleri ile
orantil: oldugu diigiiniiliirse,

d-c P

k(0)=g(—l)\/——zc N (294)
d-c P

k) =g 55 £ (295)

k(c) ve k(d)' yi veren ifadeler olarak bulunurlar. Ug noktalanindaki g(-1) ve g(1) degerleri |
de [97] ¢aligmasinda 1spatlandif gibi ;

n & Sin[ 2],_1”] g(g;) (296)
4n
ve
sin[z"'l(zj-n ”jl
1 & 4n
g-h=7 2 T 8¢ w) (297)

[2j-1
sml_ yy n‘J
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seklinde hesaplanabileceklerdir. Burada, 7 Gauss-Chebyshev integrasyonunda alinacak
nokta sayisim gostermekte olup, i¢ gatlak olmast durumunda n=10 almak [69] yeterli
olmaktadir.

2.4.6.2. Kenar Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

Sekil 6. Alt tabakasinda kenar gatlag: olan ve rijit bir blok aracilig; ile yiiklenen bilegik
tabaka

Sekil 6’ daki kenar gatlak durumunda gatlagin d ucundaki gerilme siddet faktorii ig
gatlak halinde verilmig olan (293) ifadesi ile tammlanabilir. I¢ ¢atlak halinde oldugu gibi
catlagin 4 ucundaki gerilme giddet faktérii de g(1) degeri ile orantil olup [69 ]

P
k(d)=—g)Jd (298)

_ seklinde tammlanabilir. Catlak ucundaki gerilme siddet faktoriinii belirlemek igin gerekli
olan g(1) degeri g({;) (j=1,...,n)’ lere bagh olarak asagidaki gibi tanimlanabilir [97 ]

1.7
g =5 +1Zcot[ 37 | sinl g 2 l)n}g(c,) (299)

J=1
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Kenar ¢atlak olmasi durumunda daha 6nce belirtildigi gibi # nokta sayisina gore de
yakinsama iyi olmamaktadir. Bu nedenle # nokta sayisimn artirilmasi gerekmektdir. Ancak
n- nokta sayistin artinlmasi durumunda da yapian sayisal hesaplamalarda yakinsama

oldukga yavag oldugundan, gerilme siddet faktorinin hesabinda [63]ve [67]” de oldugu

gibi ii¢ nokta extrapolasyonu kullanmak uygun olmaktadr.
Ug nokta extrapolasyonunda, ¢atlafin d ucundaki gerilme siddeti faktorii'1/7 * nin
fonksiyonu olarak diigiiniliirse, ‘

K= A +BE)+C (300)

seklinde yazilabilir. Bu ifadede » — oo olmasi durumunda,

kd)=C (301)

olarak elde edilir. Eger n=9,12 ve 18 olmak tizere ii¢ deger segilir ve (300) ifadesinde
yerine yazilirsa, ti¢ bilinmeyenli i¢ denklem elde edilir. Bu denklem takimmin ¢oziimii

sonunda ;
C=6k 8k, +3k, (302)

olarak bulunur. Bu ifade (301) denkleminde yerine yazildiginda ¢atlagin d ucundaki gerilme
siddeti faktorii i¢ nokta extrapolasyonu yardimiyla,

k(d) =6k, 8k, +3k, (303)

seklinde bulunmug olur. Burada, alt indisler # nokta sayisim goéstermektedir.
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2.4.7. Catlak Yiizey Yerdegistirmeleri
~ Catlakl: bilesik tabakaya ait belirlenmesi gereken diger bir biyiikliikte catlak yiizey
yerdegistirmeleridir. Catlak yiizey yerdegistirmeleri de gerilme giddet faktorlerinin hesabinda
oldugu gibi i¢ ve kenar ¢atlak durumlan igin ayn ayn incelenecektir.
2.4.7.1. I¢ Catlak Halinde Catlak Yiizey Yerdegistirmeleri
Sekil 5* deki i¢ catlak haline ait catlak yizey yerdeistirmeleri (238) ifadesinden

faydalamilarak [66], [71] ve [80] de gosterildizi gibi,

u,(0,y)= ,[ G(t)dt, (c<t<d) (304)

ifadesi ile hesaplanabilir. Bu ifadedeki integral aralifim normalize etmek igin kisim 2.4.5.1'
deki (269) ve (273) ifadeleri ile verilen degisken déniigiimii kullaniirsa,

41 u,(0,9) _d-c

lI+x, P  2h '[-l ¥(¢)de, (-1<n<1) (305)

ifadesi elde edilmis olur. Burada,

3 2y d+c 306
M=4-c d-c (306)

olarak tammlanmaktadir. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii [95, 96] kullarularak
(275) ifadesinin de gozoniinde bulundurulmasi ile (305) denklemi asagidaki hale
indirgenebilir[17,24].

4, w(0,y) d-c<rm )
v P 2h & SC) U

I
\‘P—‘

) (307)
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Bu ifadede,

2k-1
§k=cosl: >n n’}, k=1,..,n) (308)

seklinde tammlanmgtir. (307) ifadesindeki g({,) (k=1,...,n) degerleri daha onceden
hesaplanmis oldugu igin, bu ifadenin ¢6ziimiinden i¢ catlak haline ait catlak ylizey
yerdegistirmeleri hesaplanabilir.

2.4.7.2. Kenar Catlak Halinde Catlak Yiizey Yerdegistirmeleri

Kenar catlak haline ait yiizey yerdegistirmeleri 0 < y <d olmak tizere i¢ gatlak haline
benzer gekilde,

,(0,y) =~ Iy G(dt, (0<1<d) (309)

ifadesi yardimiyla hesaplanabilir [66]. Bu ifadedeki integral aralifim normalize etmek igin
kisim 2.4.5.2° deki (284) ve (273) ifadeleri ile verilen degisken doniigtimleri kullanilirsa,

4u, , (0, dr!
1+x, u(py)=7j,, (P (0<n<1) (310)

ifadesi bulunmug olur. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii [95, 96] kullamimasi
ve (285) ifadesinin de dikkate alinmast ile (310) denklemi,

_‘ﬂut(oay)=_%z il g(Cj)’ (k=1,...v,n) (311)

sekline indirgenebilir [17]. Bu ifadede,
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=
&, =COS[3;+.271'J, (G=1...,n) (12)

olarak tammlanmaktadir. Daha énce belirlenmis olan g(¢ ;) (j=1,...,n) degerlerinin (311)
ifadesinde yerlerine yazilmasi ile kenar ¢atlak haline ait catlak yiizey yerdegistirmeleri
hesaplanabilir. Yukarnida uygulanan yontemde &(¢ ) fonksiyonu § ’ mn bir ¢ift fonksiyonu
olarak -1 < §{ <1 araligina uzatilarak kullaniimgtir,



3. BULGULAR VE iRDELEME

3.1. Giris

Bu bolimde, bir 6nceki béliimde verilmis olan formiilasyondan faydalamlarak
sozkonusu problem egri ve diiz (dikdortgen) yiizeyli rijit blok profilleri igin sayisal olarak
¢oziilmektedir. Tabaka kalinhiklan, mesnet genisligi, rijit blogun yarigap: ve temas alaninin
bilesik tabakamn toplam yiikseklifine oranlanina ve tabakalann elastik sabitlerinin oranlarina
degisik sayisal degerler verilerek sozii edilen bu boyutsuz biiytkliiklerin; temas gerilmeler,
normal gerilmeler, téba.kalar arasindaki ilk aynlma yiiki ve ilk aynima uzakhigi, catlak
uclarindaki gerilme giddet faktorii ve gatlak yiizey yerdegistirmeleri iizerindeki etkileri
sirastyla incelenmektedir. Aynica yine bu bélimde, sayisal uygulamalardan elde edilen
grafikler ve tablolar verilmekte ve bunlara ait bulgular tartigiimaktadir.

Tablo ve grafiklerde sikga gegen bazi boyutsuz biiyiiklikler daha 6nceki béliimlerde
ilk gectikleri yerde tammlanms olmakla birlikte, toplu olarak bir kez daha asagida
verilmektedirler:

a/ h : Rijit blok ile bilesik tabaka arasindaki yari temas uzunlugunun bilesik tabakamn
toplam yiiksekligine orant (temas alam).

b/h : Mesnet genisli§inin yant uzunlugunun bilesik tabakanin toplam yiiksekligine
o;am (mesnet genigligi).

1+K5 U
= — : Tabakalarin elastik sabitlerinin birbirine oram.
I+1, W ’

h, / h : 1 nolu tabakamn kalinh@mmn bilesik tabakanin toplam yiiksekligine oram.

R/ h : Dairesel rijit blok yarigapinin bilegik tabakanin toplam yiiksekligine orani.

I+x, p

m 7 Das yiik ve 2 nolu tabakanin elastik sabitlerine bagh oran (yiik orani).
2

¢/ h : Catlagin baglangi¢ uzakhgimn bilesik tabakanin toplam yiiksekligine orani.
d/ h : Catlagmn bitim uzakliginimn bilesik tabakann toplam yiiksekligine oram.
k(c) : Catlagin ¢ ucundaki gerilme siddet faktori.

k(d) : Catlagin d ucundaki gerilme siddet faktori.
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3.2. Temas Yiizeyleri (Alanlar) ve Temas Gerilmeleri

Bu kisimda, rijit blok profilinin diiz (keskin kenarhi dikdortgen blok) olmas: halinde
yalniz temas gerilmeleri, egri yiizeyli olmas: halinde ise hem temas yiizeyleri ve hem de
temas gerilmeleri birlikte incelenmektedir.

3.2.1. Egri Yiizeyli Rijit Blok Hali

Egri yiizeyli blok profili hali incelenirken, blok profili dairesel ve parabolik olmak
lizere iki kisimda ele alinmaktadir. Gerek dairesel ve gerekse de parabolik blok profilleri
durumunda kisim 2.3.5.1 ve 2.3.5.2' de verilen ifadelerden faydalamlarak (177) ifadesi ile
verilmig olan integral denklem (178) denklemiyle birlikte ¢6ziilerek temas yiizeyleri ve temas
gerilmeleri elde edilmigtir.

3.2.1.1. Dairesel Rijit Blok Hali

Bu durumda, gerek temas yiizeyi ve gerekse temas gerilme yayilisi gesitli boyutsuz
buytikler ve daha 6nce (180) ifadesiyle verilmis olan blok profili i¢in incelenmektedir.

Tablo 1. Dairesel blok durumunda, gesitli yiik orant () degerleri i¢in temas
ylizeylerinin mesnet genisligi ile degigimi
(B =010, A /h=020, R/h=10)

a’h
b/h R = 0,001 R = 0,008 R =001
0.10 ~ 0.056252 0.155912 0.173337
0.50 0.056564 0.162722 0.182754
1.00 0.057013 | 0174364 |  0.199673
1.50 0.057384 0.188495 0.221062
2.00 0.057755 0.199765 0.240564
2.50 0.058137 0.217369 0.272942
3.00 0.058524 0.240354 0322018
3.50 0.058917 0.272131 0.407709
4.00 0.059315 0.319987 0.592777
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Sekil 7' de rijit blok yarigapimn gesitli degerleri igin temas yiizeyinin (alamnin) mesnet
genigligi ile degisimi goriilmektedir. Temas yiizeyi, beklenildigi gibi hem blok yarigapimn ve
hem de mesnet genislidinin artmasiyla bityiimektedir. Aynica tabakalarin elastik sabitlerinin
ofam olan ' nin cesitli degerleri igin yine temas yiizeyinin mesnet genisli3i ile degigimini
goOsteren gekil 8' de, ' mn biiyiimesi durumunda temas yiizeyleri de artmaktadir. Burada
B ' mn biiyiimesi demek, alttaki elastik tabakanmn rijitliginin azalmas1 ya da tistteki tabakann
rijitliginin artmas1 anlamina gelmektedir. Alttaki tabakamin rijitlifinin azalmasi ya da yiikiin
artmast durumunda temas yiizeyleri biyiimektedir. Sekil 9' da da yine bu sonug
dogrulanmakta ve temas yiizeyinin tabaka kalinliklari ile degisimi griilmektedir. Bu sekilde,
maksimum temas yiizeylerinin B = 010 igin & /A=020, B =050 igin A /h=040 ve
B =100 igin A /h=055 olduklan dikkat ¢ekmektedir. Cesitli yik oram degerleri igin
temas ylizeylerinin mesnet genislikleri ile degisimleri tablo 1' de verilmektedir. Tablolarda
goruldigi gibi, yitk oram artinca temas yiizeyleri de biiyiimektedir.

a’h
1.00 —
080 = ® R/h=5.00
_ @ R/h=100
® R/h=15.0
0.60

0.40

0.20

0.00
0.10 1.00 2.00 3.00

Sekil 7. Dairesel blofun yanigapina bagh olarak temas yiizeylerinin mesnet genisligi
ile degisimi (8 =010, A, / h=020, R=0.008)
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a/h

0.50 —

0.40

0.30

0.20

@ B=0.10

. | . | . L Bin

0.10

0.10 1.00 2.00 3.00

Sekil 8. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin oranina bagh olarak temas
yuzeylerinin mesnet genisligi ile degisimi (R/h=10, h, / h= 020, R =0.01)

0.28

0.24

0.20

0.16

0.12

alh

B @ B=0.10
@ B=0.50
@ p=1.00

hy/h

I ! I [ I L l
010 020 030 040 050 060 070 0.80

Sekil 9. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin oranma bagl olarak temas
yiizeylerinin tabaka kalinliklan ile degisimi (b/h =10, R/h=10,R = 0.01)
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Sekil 10, 11 ve 12' de gesitli yangap, mesnet genisligi ve yiitk oram (R) degerleri i¢in
blok altindaki boyutsuz temas gerilme yayiliglan verilmektedir. Sekillerden gériilebilécegi
gibi temas yiizeyleri buytidiikkge yiik daha geni bir alana yayildifindan temas gerilmeleri
azalmaktadir. Temas gerilmelerinin en biiyiik degeri x = 0 simetri ekseni lizerinde meydana
gelmekte ve buradan uzaklagtik¢a rijit -blogun egrilifine benzer bir degisimle azalarak
temasin sona erdigi x =a noktasinda sifir olmaktadir. Daha once de bahsedildigi gibi; blok
yarigapimn, yuk orannin ve mesnet genislifinin artmasiyla temas yiizeyleri de biiylimekte ve
dolayistyla temas gerilmeleri ‘azalmaktadir. Boyutsuz temas gerilmeleri hernekadar dig
yikten (P) bagimsiz gibi goziikse de, gercekte temas gerilmeleri dig yiikiin artmasiyla

p(x)
P/h

olan p(x), P/h oramnn biiyiimesiyle artmaktadir. Temas gerilmeleri ile ilgili verilen
grafiklerde (sekillerde),

buiytimektedir. Zira grafiklerde oram ele alinmakta, dolayisiyla gergek temas gerilmesi

p(x)=-o, (x,h), (0<x<a),
olduguna dikkat edilmelidir.
P (X)
P/h
20.00 14K
@ m 2) % =0001, a/h =0.057755
2
(1+%,) )
@ —= P 0004, ash=0124781
15.00 |- 2 h
K
® 51+—u2-)-3 =0010, a/h =0.240564
2 h
10.00
5.00
x/h
000 —— 11 o I |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Sekil 10. Dairesel blok durumunda, esitli yitk oram (R) degerleri igin blok altindaki
temas gerilme yayihs1 (b/h=2.0, h /h=020, B =010, R/h=10)
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p (x)
P/h
10.00 —
8.00 — @ R/h=5.00, a/h=0.133126
@ R/h=10.0, a/h=0.240354
@ R/h=15.0, a/h=0.456423
6.00 —
400
N <)
2.00 —
x/h
0.00 L ] 1 ] | 1 | ] |
0.00 0.10 0.30 0.40 0.50

Sekil 11. Dairesel blok durumunda, ¢esitli yangap degerleri igin blok altindaki temas
gerilme yayilisi (b/ h=30, h /h=020, B =010, R=0.008)

p (x)
goo—P/h
® b/h=0.10, a/h=0.173337
6.00 ® b/h=1.00, a/h =0.199673
® b/h=200, a/h =0.240564
C @ b/h=3.00, a/h=0.322018
® b/h=4.00, a/h=0.592777
4.00 =
2.00 ©)
x/h
0.00 1 I L I
0.00 0.20 0.40 0.60

Sekil 12. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet genisligi degerleri igin blok altindaki
temas gerilme yayihsi (R/h=10, h, /h=020, B =010,R=0.01)
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3.2.1.2. Parabolik Rijit Blok Hali

Bu durumda temas yiizeyi (alam) ve boyutsuz temas gerilme yayilisi paraboliin egrilik
yarigapt ile ilgili bir terim olan G /' mn gesitli degerleri i¢in incelenmektedir.

Sekil 13' de GA' min gesitli degerleri igin temas yiizeyinin mesnet genisligi ile degigimi
verilmektedir. Temas yiizeyi, dairesel blok halinde oldugu gibi mesnet genigliginin artmasiyla
biiyimektedir. Gh deferi azaldik¢a temas yiizeyi biiyimekte ve dolayisiyla da temas
gerilmeleri azalmaktadir. Cesitli G/ degerleri igin blok altindaki boyutsuz temas gerilme
yayihglan gekil 14' de gorilmektedir. Yine GA' mn aym degerleri icin hesaplanan temas
ylizeyleri tablo 2' de verilmektedir.

Sekil 10 ve 14 dikkatle incelendiginde parabolik blok durumunda G4 = 0.05 igin elde
edilen temas yiizeyi ve temas gerilmeleri, dairesel blok durumunda R/ 4 =10 i¢in elde edilen
temas yiizeyi ve temas gerilmeleri ile birbirine ¢ok yakin degerler aldig: goriilmektedir. Bu
sonug, tablo 1 ve 2' nin birlikte incelenmesiyle daha agik bir sekilde gériilebilir.

Tablo 2. Parabolik blok durumunda, ¢esitli G 4 degerleri i¢in temas yiizeylerinin
mesnet genisligi ile degisimi (8 =010, A, /h=020, R=0.01)

a’h
b/h G h=0.04 Gh=0.05 Gh=0.06
0.10 0.192471 0.173346 0.158984
0.50 0.205457 0.182766 0.166214
1.00 0.230299 0.199692 0.178675
1.50 0.263816 0.221092 0.193893
2.00 0.299893 0.240611 0.206314
2.50 0.368322 0.273030 0.225865
3.00 0.505469 0.322215 0.251945
3.50 0.826707 0.408323 0.289158
4.00 1.304529 0.596032 0.348080
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N alh
0.60 —
0.50 — @ Gh=004
® Gh=0.05
B ®@ Gh=0.086

0.40

0.30

0.20

b/h

0.10 J | . | 1 |
0.10 1.00 2.00 3.00

Sekil 13. Parabolik blok durumunda, gesitli G 4 degerleri igin temas yiizeylerinin

mesnet genisligi ile degigimi (8 =0.10, 4, /A=020, R=001)

- p(x)
P7h
8.00
® Gh=0.04, a/h=0.299893
B @ Gh=0.05, a/h=0.240611
@ Gh=0.06, a/h=0.206314
6.00

4.00

2.00

x/h

0.00 '
0.00 0.10 0.20 0.30

Sekil 14. Parabolik blok durumunda, gesitli G 4 degerleri igin blok altindaki temas

gerilme yayilisi (§ =010, A /h=020, R=001, /h=20)



86

3.2.2. Diiz Yiizeyli (Dikdértgen) Rijit Blok Hali

Rijit blok profilinin diiz yiizeyli olmas: nedeniyle burada bilinmeyen sadece temas
gerilmeleridir. Kisim 2.3.5.3' de verilmis olan ifadelerden yararlamlarak (177) integral
denklemi (178) ifadésiyle birlikte goziilerek blok altindaki temas gerilmeleri hesaplanmugtir.

Sekil 15-19' da geyitli tabaka kalinhiklar, blok ve mesnet genisligi ve elastik sabitlerin
oranlar1 igin blok altindaki temas gerilme yayihiglani verilmektedir. $ekillerden de
goriilebilecegi gibi temas gerilmeleri blogun kenarlarinda sonsuza gitmekte, x =0 simetri
eksenine yaklastik¢a diizgiin bir gekilde azalmaktadir. Bu durum beklenen bir sonugtur. Zira
integral denklem incelendiginde blogun kenarlarimin gerilme igin singiiler noktalar oldugu
goriilebilir. Egrisel blok halinde oldufu gibi temas yiizeyinin (blok genislifi) artmasi
durumunda temas gerilmeleri azalmakta, tersi durumunda da artmakta oldugu gekil 15' de
goriilmektedir.

p (x)
P/h
12.00 —
@ al/h=0.25
8.00 — @ a/h=0.50
® a/h=1.00
4.00 —
x/a
0.00 1 | 1 | 1 | | l 1 l
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 15. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, cesitli @/ # degerleri igin blok altindaki
temas gerilme yayihs1 (8 =001, 5/A=10, h / h=080)
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Diger taraftan gekil 16 ve 17' de oldugu gibi temas yiizeyi (blok genisligi) ve mesnet
genisliginin her ikisinin artmas: ya da temas yiizeyinin artip mesnet genigliginin azalmast
durumlarinda blok ile bilesik tabaka arasinda aynlmalar meydana gelmektedir. S6zkonusu
bu ayrilmalar, blok genigliginin mesnet geniglifinden kiigiik olmasi durumunda x = 0 simetri
ekseninden ve blok geniglifinin mesnet genisliinden biiyiikk olmasi durumunda da x=a
ucundan baglamak iizere meydm gelmektedir. Blok ile bilesik tabaka arasinda ayrilma
meydana getiren bir bagka durum da alttaki elastik tabakanmn rijitliginin wistteki tabakaya
gore azalmasidir (sekil 18). Bir bagka deyisle, alttaki tabaka istteki tabakaya gore
yumusadikga; blok ile bilegik tabaka arasinda x =0 simetri ekseninden baslamak {izere

ayrilmalar meydana gelmektedir.

PX
P/h
10.00 —
@ a/h=0.250
8.00— @ a/h=0.318
i ® al/h=1689

6.00

4.00

2.00

x/a

o
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 16. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli @/ 4 degerleri igin blok altindaki
temas gerilme yayiis1 (8 =100, 5/h=10, k /h=0.70)
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\n P (X)
Plh
8.00
L
8.00 — ® b/h=0.100
® b/h=0.500
- ® b/h=0.750
@ b/h=1.087
4,00 —
2.00 —
. x/h
0.00 i I { _J A L i
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 17. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli mesnet genisligi degerleri igin blok
altmdaki temas gerilme yayihsi1 (8 =010, a/h =10, h / h=050)

NP x)
P/h
20.00 -
b
@ B=0.010
16.00 |- & B=0260
B ® B=0600
® p=1135
12.00 |—
I
8.00 —
l_
4,00
C
0.00 — .o 4, M
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Sekil 18. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin
blok altindaki temas gerilme yayiis1 (5/h=10, a/h=025, h /h=050)
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Temas gerilmesinin tabaka kalinliklar ile deZisimi ise gekil 19' da verilmektedir.
Burada dikkat edilirse, istteki tabakaya gore daha rijit olan alttaki tabakanin kalinli
arttikca bilesik tabakamn rijitligi de artmaktadir. Buna bagh olarak bilesik tabaka daha az
dugey yerdegistirme yapmakta ve temas gerilmeleri blogun kenarlarina _yaklagtik¢a
azalmakta, x =0 simetri eksenine yaklastik¢a ise artmaktadir. Bu durum, alttaki tabaka
kalinli§ ve rijitliginin Gstteki tabakaya gére daha biiyiik olmasi durumunda, blok ile bilegik
tabaka arasinda meydana gelebilecek bir aynlmamn daha zor olacaf sonucunu
dogurmaktadir. |

N PX)
P/h
25.00
20.00 |
L ® hy/h=020
@ h,/h=050
19.00 — ® hy/h=0.80
10.00 |
5.00 |~
x/h
0.00 i I ' ] I I I L I 1 I
000 005 010 015 020 025

Sekil 19. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli tabaka kalinliklan igin blok
altindaki temas gerilme yayiis1 (b/ =10, a/h=025, B =0.10)

3.3. o, ve o, Normal Gerilmeleri

Bir dnceki kisimda hesaplanmig olan blok altindaki temas gerilmesinin kisim 2.3.1' de
verilmis olan normal gerilme ifadelerinde yerlerine konulmast ve kisim 2.3.6' daki ifadelerin

de dikkate alinmasiyla bilegik tabakamin herhangi bir noktasindaki normal gerilme degeri



hesaplanabilir. Ancak bilesik tabakadaki en bityilk normal gerilmelerin x =0 simetri ekseni
iizerinde olmasi (o', normal gerilmelerinde diiz blok durumu hari¢) ve ele alinan ¢atlagin da

bu eksen {izerinde bulunmasi nedeniyle bu kistmda sadece simetri ekseni {izerindeki normal

gerilme yayiliglan incelenmektedir.

3.3.1. 6, Normal Gerilmeleri

x=0 simetri ekseni boyunca ¢, normal gerilme degerleri egfri ve diiz yiizeyli blok

profilleri ve gesitli boyutsuz biyiikliikler i¢in hesaplanmigtir.

p y/h
1.00 \
0.80 ® b/h=0.10, a/h=0.171426

) ® b/h=1.00, a/h=0.206721 .

8 @ b/h=200, a/h=0.261468

0.60 — \
hy/h=020

0.40 | F
0.20 / /é)

_ S, (0y)

K P/h
0.00 I [l l I8 ] I L l
-20.00 -10.00 0.00 10.00 20.00
c.(0,y)

Sekil 20. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet geniglikleri igin normal

Pl/h
gerilme yayihs1 (B =250, R/h=10, A /h=020, R=001)
Sekil 20 ve 21' de dairesel blok, sekil 22' de ise parabolik blok olmasi hali igin o,

normal gerilmelerinin mesnet genigligi ile degisimleri goriilmektedir. Sekillerden de

gorilebilecefi gibi mesnet genigliginin artmasi durumunda &, normal gerilmeleri
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bilyiimektedir. Sekil 20' de oldugu gibi, 5/ =0.10 (mesnet genisligi) olmas:. halinde temas
yiizeyi (blogun bilesik tabaka ile temas alani) de kiigiik olacagindan bu durumda elde edilen
sonuglar alttan ve istten tekil yiiklerle sikigtirilan elastik tabakadaki sonuglara benzer
olmaktadir. Zira bu durumda Gstteki tabakamn alt ve dist bolgelerinde basmg, orta
bélgeéinde ise gekme gerilmeleri meydana gelmektedir. Alt tabakada ise st tabakanmn
tersine alt ve- iist bolgelerde ¢ekme, orta bolgesinde ise basing gerilmeleri ortaya
¢ikmaktadir. Ancak mesnet genigliginin artinlmast durumunda kiriglerin egilme halinde
oldugu gibi her iki tabakanin iist boigelerinde basing, alt bolgelerinde ise gekme gerilmeleri
meydana gelmektedir (sekil 21-25).

Ny/h

1.00 - \
0.80 » &@

@ b/h=0.50, a/h=0.179690
0.60 — ® b/h=1.00, a/h=0.188097
® b/h=200, a/h=0.204587

0.40, hy/h=080
020 -
_ o, (0y)
P/h
0.00 l [ | 1
2000  -10.00 0.00 10.00 20.00
0.(0,)

Sekil 21. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet genislikleri igin normal

P/
gerilme yayihg1 (8 =050, R/h=10, A/ h=080, R=001)

o, normal gerilmelerinin elastik sabitlerin oram (f ) ile degisimi dairesel blok igin

sekil 23' de ve diiz (dikdortgen) blok igin ise gekil 24' de verilmektedir. Sekillerden de
gorilebilecedi gibi alttaki tabaka uistteki tabakaya gore yumusadik¢a alttaki tabakadaki o,
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normal gerilmeleri azalmakta, Ustteki tabakadaki gerilmeler ise artmaktadir. Bu sonug,
elastik tabakamin rijitliginin artmasi halinde sézkonusu tabakada o, normal gerilme

deégerlerinin de bilyiiyecegini, tersi durumunda da azalacagim gostermektedir. Sekil 25 ' de
diiz yiizeyli blok hali i¢in o, normal gerilmesinin blok genisligi ile degisimi verilmektedir.
Blok altindaki boyutsuz temas gerilmelerinde oldufu gibi blok geniliZinin artmasiyla o,

normal gerilmeleri azalmaktadir.

o, normal gerilmelerinin degigik tabaka kalinhklarinda elastik sabitlerin oram ile
degisimleri dairesel blok hali i¢in tablo 3' de verilmektedir. Tablo 4' de ise diiz (dikdortgen)
blok hali igin deBisik tabaka kalinliklainda normal gerilmelerin mesnet genigligi ile
degisimleri goériilmektedir.

y/h

1.00

0.80 —
@® b/h=050, a/h=0.182766

@ b/h=1.00, a/h=0.199692

060  M4/h=020 @ b/h=200, a/h=0240611
0.40 [~
0.20

_ W . 0y

| P/h
0.00 '
-40.00 -20.00 0.00 20.00 40.00
: : s e 0:(0,)
Sekil 22. Parabolik blok durumunda, gesitli mesnet genislikleri igin Pk normal

gerilme yayigt (8 =010, Gh= 005, h /h=020, R=001)
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y/h

1.00
@ B=0410, a/h=0.162432
® B=050, a/h=0215821
0.801- ® B =100, a/h=0.251247

i @ B =250, a/h=0.326082
0.60 —
0.40 —

h,/h=0.50

020 | 1 »

B O'x (O-Y)

P/h

0.00 ' - |

-20.00 -10.00 0.00 10.00 20.00

c.(0,y)
Sekil 23. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin P( / :

normal gerilme yayihst (b/h=10, R/h=10, A /h=050, R=0.01)

y/h
1.00
0.80 |— @ B=0.01
@ B=0.50

B @ B=1.00
0.60
0.40 —
0.20 |~ hy/h=050

L o, (0y)

P/h

0.00 | 1 1 l

-20.00 -10.00 0.00 10.00 20.00

Sekil 24. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, elé,stik sabitlerin gegitli oranlan igin

0,(0,y)
Pin normal gerilme yayilis1 (5/h=10, a/h=025, h /h=050)
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y/h
1.00
D
0.80 ® a/h=0.10
' hy/h=0.50 @ a/h=025
B ® a/h=050
0.60 -
0.40 |-
0.20 -
i o, (0)
P/h
0.00 S — T
2000  -10.00 0.00 10.00 20.00
0.(0,y)

Sekil 25. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri i¢in
normal gerilme yayihs1 (b/h=10, B =0.05, A /h=050)

P/h

Soézkonusu sekiller ve tablolar dikkatle incelenirse, simetri kesiti boyunca elde edilen
normal gerilme dagilimlarimin gogu zaman lineerlikten uzaklastii goriilebilir. Buna neden
olarak, yiiksek kiriy orneginde oldugu gibi tabaka kalinliklarmin biiyiikk olmas: ve bilesik
tabakamn rijit bir blok aracihfiyla yiiklenmis olmasi gésterilebilir. o, normal gerilme
dagiiminda dikkat edilmesi gereken hususlardan biri de g¢ekme ve basing bolgelerindeki
gerilme alanlanin birbirine egit olmasidir. Bu esitligin saglanmasi denge kosulu igin
Onemlidir.
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Tablo 3. Dairesel blok durumunda, gesitli tabaka kalinliklar i¢in 0';((/),}_:1) no
gerilme degerlerinin elastik sabitlerin oram ile degigimi
(b/h=10, R/h=10, R=001)
h, | h=020 h, | h=080
y/b | =010 | p=050 | B=250 | p=050 | B=1.00 | B=250
U' a/h=0.199673 | a/h=0.205277 | @/h=0.206721 | a/h=0.188097 | a/h=0.224408 | a/h=0.382333
1.00 | -11.8794 | -12.7063 | -12.9099 | -63256 | -7.0664 | -7.4332
095 | -7.6246 | -84620 | -8.6690 | -1.9920 | -2.8019 | -3.8465
090 | -53005 | -6.0506 | -6.2339 0.3552 0.1949 0.0135
0.85 | -3.7278 | -43468 | -4.4996 2.1719 2.8926 3.8508
0.80 | -2.5814 | -3.0740 | -3.1952 3208 >93¢ 2
-11.4351 | -10.4135 | -8.1220
075 | -1.6770 | -2.0473 -2.1377 | -82864 | -78759 | -6.6521
070 | -09043 | -1.1574 | --1.2183 -6.1383 59914 | -5.3642
065 | -02013 | -0.3406 | -0.3731 45568 | -4.5241 -4.2285
0.60 | 0.4690 0.4424 0.4376 -3.3065 33230 | -3.2145
0.55 | 1.1310 1.2182 1.2411 22544 | -22922 | -2.2934
050 | 1.8028 2.0074 2.0582 13218 | -1.3693 -1.4396
045 | 2499 2.8273 2.9071 04587 | -05117 | -0.6310
040 | 32353 | 3.6943 3.8047 0.3690 03113 0.1517
035 | 4.0236 4.6248 4.7689 1.1866 1.1232 0.9252
030 | 4.8792 5.6365 5.8196 2.0148 1.9437 1.7049
025 | 5.8178 6.7498 6.9803 2.8716 2.7905 2.5048
0.20 08599 28 82775 3.7742 3.6805 3.3387
21.3589 | -5.0767 | -1.0604
0.15. | -10.5736 | -2.5086 | -0.5229 4.7422 4.6309 4.2205
0.10 | 0.0048 0.0026 0.0008 5.7942 5.6608 5.1647
0.05 | 10.5761 2.5099 0.5235 6.9545 6.7921 6.1874
0.00 | 21.3424 5.0689 1.0591 8.2521 8.0515 7.3071
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12.6143

Tablo 4. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli tabaka kalinliklan igin G’g(/)’:)
normal gerilme deZerlerinin mesnet geniglikleri ile degigimi
(B =050, a/h=010)
o/h h, | h=020 h, [ h=060
U |[6/h=010|b/h=050|b/h=1.00{b/h=0.50|b/h=1.00|b/h=2.00
1.00 | -5.0898 -7.8868 | -12.4506 | -6.8314 9.1889 | -13.3640
095 | -2.7195 52532 | -9.4616 | -4.1639 -6.1661 9.7297
090 | -0.6223 2.7294 -6.3006 1.5591 -2.9150 -5.3457
0.85 | 0.3612 -1.3637 | -4.2778 -0.0704 -0.7454 -1.9697 -
0.80 | 0.7344 -0.6724 2.9531 0.7970 0.7936 0.7691
075 | 0.8623 -0.2733 -1.9408 1.4451 2.1049 3.2719
0.70 | 0.8924 -0.0022 -1.0704 2.0678 3.3856 5.7382
0.65 | 0.8806 0.2124 -0.2650 2.7836 4.7540 8.2869
060 | 0.8475 0.4067 0.5151 s i nLo%e
-6.4034 | -13.7825 | -27.8767
0.55 | 0.7979 0.6041 1.2950 45892 | -10.6882 | -22.4378
0.50 | 0.7276 0.8242 2.0934 -3.2571 -8.0748 | -17.4754
045 | 0.6242 1.0877 2.9267 2.2283 -5.7737 | -12.8236
040 | 0.4650 1.4189 3.8106 -1.3868 -3.6757 | -8.3745
035 | 02109 1.8470 4.7613 -0.6515 -1.7039 -4.0523
0.30 | -0.2008 2.4061 5.7968 0.0400 0.1993 0.2005
025 | -0.8544 3.1338 6.9382 0.7395 2.0810 4.4310
020 |3 | 2047 | 820 | 14020 | 39829 8.6812
4.1718 4.0334 | -5.2135
0.15 | 1.9159 -1.9963 -2.5747 2.3405 5.9444 12.9915
0.10 | -0.7435 -0.0105 0.0029 3.3162 8.0062 17.4034
005 | -2.7333 1.9914 2.5762 4.4469 102124 | 21.9619
0.00 | 0.1939 4.0784 5.2044 5.7555 26.7191
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33.2.0, Normal Gerilmeleri

Elastisite teorisinden, tekil yiikiin altinda diigey normal gerilmenin bir singilariteye
sahip oldugu bilinmektedir. C6ziimi yapilan bu pfoblemde de bilesik tabaka ile blok
arasindaki temas yiizeyinin kiigiik olmasi halinde temas noktasinda tekil yiik haline benzer
bir singillerlik nedeniyle temas yiizeyine yaklagildikca o, normal gerilmeleri hizla
biiyimektedir (sekil 26 ve 27). Kesit boyunca derine inildikge singiilarite etkisini
kaybetmekte ve gerilme degerleri azalarak bilesik tabakamn alt kisminda sifira esit olmakta
dolayistyla da alt yiizeyde o, icin kosulan simr sart1 saglanmaktadr.

y/h
1.00
—0.80
® b/h=0.10, a/h=0.056252 »
@ b/h=050, a/h=0.056564 B
® b/h=100, a/h=0057013 4
—0.40
0.20
oy 0.y) hy/h=020 .
P/h
o1 N

-25.00 -20.00 -156.00 -10.00 -5.00 0.00

0,(0,y)

P/h
gerilme yayilist (8 =010, R/h=10, h, / h=020, R=0.001)

Sekil 26. Dairesel blok durumunda, ¢esitli mesnet genislikleri i¢in normal

Sekil 28 ve 29' dan da goriilebilecegi gibi, rijit blogun temas yiizeyi (genisligi) arttik¢a
o, normal gerilmeleri azalmaktadir. Blok genisligi (temas yiizeyi) ne kadar biiyiik olursa
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gerilme daZiliminin kesit boyunca degisimi lineerlige daha fazla yaklagmaktadir. Bu sonug
Saint-Venant ilkesine uygun diigmektedir. Zira 6zellikle diiz (dikdértgen) blok durumunda
blok genislizi ne kadar biiyiik olursa, simetri ekseni lzerinde hesaplanan o, .normal
gerilmeleri blok kenarlarindaki singiilariteden o kadar az etkilenmektedir. Singiilaritenin
etkisi azaldifn i¢in de o, normal gerilmeleri kesit boyunca lineere yakm bir dafiim
gostermektedir. Sekil 30 ' da diiz (dikdértgen) blok durumunda, simetri ekseni boyunca o,
normal gerilmelerinin tabaka kalmliklan ile degisimi verilmektedir. Alttaki‘ tabakamn rijitligi
tistteki tabakaya goére daha bilyiik oldugu icin alttaki tabaka kahnlifimn artmas: ile daha
once de bahsedildigi gibi bilegik tabakamin rijitligi artmaktadir. Alttaki tabaka kalinlifinin
artmastyla temas yiizeyine yakin bolgelerde o, normal gerilmeleri artmakta, kesit boyunca
derine inildikge ise azalmaktadir.

y/h

1.00

0.80

® a/h=001
@ al/h=005 0.60
® a/h=0.10

1 0.40

0.20

o, (O) hy/h=020 i

P/h _
| I I I 1 ] 1 0.00
7000 -60.00 -50.00 -40.00 -30.00 -20.00 -10.00 .00

c,(0,»)
P/h

Sekil 27. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri igin
normal gerilme yayilis1 (8 =050, 8/h=10, h, / h=020)

Y

Ry e
; WG
L D Ry !11
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y/h
1.00
® a/h=050 080
@ a/h=1.00 ‘
@ alh=200 a b
— 0.60
— 0.40
h,/h=0.50
0.20
oy ()
P/h
I B A 0.00
-4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00
: : - o 6,(0.))
Sekil 28. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri igin PIh
normal gerilme yayilis1 (8 =001, 5/h=10, h, /h=050)
y/h
1.00
— 0.80
hq/h=050
0.60
® B=0.10, a/h=0.182432 0.40
@ B=050, a/h=0.215821
® B=1.00, a/h=0.251247
@ B=250, a/h=0.326082 0.20
Gy (O:V)
P/h
| L l ; | 0.00
-8.00 -6.00 ©-4.00 -2.00 0.00
: . P .. 0,(0,))
Sekil 29. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan icin ih

normal gerilme yayiist (R/h=10, b/h=10, h, / h=050, R=001)
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\y/h

1.00

0.80

® hy/h=0.20
@ hq/h=0.50 0.60
® h,/h=0.80
0.40
0.20
P/h
<« ' ' 0.00
-3.00 -2.00 -1.00 0.00
: NP > A . 0,(0.)
Sekil 30. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli tabaka kahinhiklan igin A

normal gerilme yayiisi (8 =001, 5/h=10, a/h=050)

Yapilan sayisal uygulamalarda dikkati geken énemli bir nokta da, kosulan siur sartlan’
butiin yiizeylerde saflanmig olmasina ragmen simetri kesit boyunca ¢, normal gerilme
dagihgim gosteren egrilerin her iki tabakada farkh egriliklere sahip olmalaridir. Bu durum
sekil 29 ve 30 ile tablo 5' de belirgin bir sekilde goriilmektedir. Buna neden olarak,
tabakalarin temas yiizeylerinde siirtinmenin ihmal edilmesi, dolayisiyla da tabakalarin
yiikleme altinda birbirinden bagimsiz olarak ¢aligmast gésterilebilir.
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c,(0,y)

Tablo 5. Dairesel blok durumunda, gesitli tabaka kalinliklar igin 7 normal
gerilme degerlerinin mesnet genisligi ile degigimi
(B =050, R/h=10, R=001)
h, | h=020 h, [ h=080
Yy/h J5/h=050|b/h=1.00]b/h=2.00{b/h=0.50 |b/h=1.00|b/h=2.00
U a/h=0.185174 | a/h=0.205277 | a/h=0.256967 | a/h=0.179690 | a/h=0.188097 | a/h=0.204587
1.00 -6.8599 -6.1859 -4.9309 -7.0529 -6.7382 -6.1944
0.95 -6.6141 -5.9956 -4.8269 -6.8294 -6.5476 -6.0524
0.90 ‘ -5.9883 -5.4917 -4.5333 -6.3033 -6.0919 -5.7048
0.85 -5.2229 .-'4.8398‘ "-4.1198 -5.7918 -5.6427 -5.3546
-5.5774 -5.4505 -5.2055
0.80 -4.4762 -4.1668 -3.6527 ey P PET
0.75 -3.8078 -3.5347 -3.1781 -5.3477 -5.2327 -5.0185
0.70 -3.2243 -2.9633 -2.7211 -4.8536 -4.7607 -4.5961
0.65 -2.7139 -2.4535 -2.2931 -4.2936 -4.2127 -4.0947
0.60 -2.2617 -2.0004 -1.8982 -3.7412 -3.6627 -3.5826
0.55 -1.855 2 -1.5986 -1.5376 -3.2213 -3.1399 -3.0890
0.50 -1.4858 -1.2440 -1.2121 -2.7386 -2.6540 -2.6249
0.45 -1.1500 -0.9347 -0.9228 -2.2907 -2.2067 -2.1935
0.40 -0.8490 -0.6709 -0.6719 -1.8741 -1.7975 -1.7951
0.35 -0.5900 -0.4544 -0.4632 -1.4865 -1.4253 -1.4297
0.30 -0.3848 -0.2896 -0.3023 -1.1292 -1.0897 -1.0975
0.25 -0.2498 -0.1834 -0.1971 -0.8070 -0.7916 -0.8001
020 |~ | M8 | OBV osarr | sz | 0401
-0.2005 -0.1448 -0.1591
0.15 -0.1681 -0.1210 -0.1344 -0.3007 -0.3170 -0.3220
0.10 -0.0986 -0.0718 -0.0795 -0.1345 -0.1499 -0.1525
0.05 -0.0298 -0.0227 -0.0250 -0.0338 -0.0402 ‘-0.04(.)9
0.00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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3.4. iki Elastik Tabaka Arasindaki ilk Ayrilma Yiikii ve ilk Ayrilma Uzakhg

Bu kisimda, (216) ifadesinden faydalamlarak iki elastik tabaka arasindaki ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakliklan ile ilk ayrilmayr meydana getiren yiikk ve bu yiikten daha
kiigiik yiikler igin tabakalarin temas yiizeyleri boyunca temas gerilme yayilislan gesitli
boyutsuz biiyiikliikler i¢in incelenmektedir. Blok profilinin dairesel veya diiz yiizeyli olmast

hallerinde benzer sonuglar elde edildifi icin sézkonusu bu iki durum birlikte ele
alinmaktadur.

300.00
200.00

100.00

hy/h

0.00 1 l '
0.20 0.40 0.60 0.80

Sekil 31. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin ilk
aynlma yiiklerinin tabaka kalinltklan ile degisimi (a/A=0.10, b/h=10)

Gerek dairesel ve gerekse diiz (dikdortgen) blok durumlarinda tablo ve grafiklerden
de gorilebilecegi gibi, tabakalar arasindaki ilk aynlma yiki (kritik yik) ve ilk aynlma
uzakliklaninin en biyiik degerleri genellikle alt tabaka kalinhgmn bilesik tabaka kalinhgina
orammin 0.40' de esit (4, / h=0.40) olmas: halinde elde edilmektedir (sekil 31 ve 32). ik
aynlma yiikleri ile ilgili dikkati ¢eken diger bir husus da, elastik sabitlerin oramnm (8 ) ilk



103

aynima yiiklerini 6nemli 6lgiide etkilemesidir. Zira, f <1 olmasi durumunda alttaki tabaka
iistteki tabakaya gore daha rijit, § > 1 olmas1 durumunda ise iistteki tabaka alttaki tabakaya
gore daha rijit olmaktadir. Alttaki tabakanin iistteki tabakaya gore rijitlii arttik¢a (3 ' mn
azalmast) iki elastik tabaka arasindaki ilk aynlma yukleri de artmaktadir. Ancak ozellikle diiz
(dikdortgen) blok durumunda iistteki tabaka kalinhifinin bilesik tabakanin toplam kalinhina
oram 0.50' den kiigiik (A, /h205) ve blok genislifinin de 1.00' den kiigiik olmasi
durumunda ise B ' nin azalmasi ile ilk aynlma yiikleri de genellikle azalmaktadir. Ik ayriima
yuki ve uzakliklan ile ilgili yukanda belirtilen 6zellikler tablo 6, 7 ve 8' de daha agtk bir
sekilde goriilmektedir. Tabaka kahinliklanimn herhangi birinin kiigiik olmasi durumunda ilk
aynilma yiikii ve ilk ayrlma uzakliklart kiigitk degerler almakta, dolayisiyla bu durumlarda
tabakalar arasindaki ayrimalar daha kolay olmaktadir. Tabakalar arasindaki ayrilmalarin
daha bityiik yiiklerde meydana gelmesini saglamak icin tabaka kahnliklarim birbirine yakin
segmek ve alttaki tabakamn Ustteki tabakaya gore daha rijit olmasim saglamak
gerekmektedir.

Aer

400.00 [~
300.00 [~ ® hy/h=020
@ hy/h=040
® hy/h=050

200.00 -

100.00 |-

b/h
o T

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Sekil 32. Duz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli tabaka kalinliklan igin ilk aynima
yuklerinin mesnet genislikleri ile degisimi (a/ 2 =010, B =0.10)
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Tablo 6. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakliklarimn tabaka kalinhiklan ile degisimi
(6/h=10, R/h=10, R=001)

hy/h

B=0.10

B=0.50

B =100

x,/h A,

ecr

x, /h A,

er

x |h A

ecr cr

0.10

1.5866 22.2417

0.6414 15.6585

0.7096 13.3229

0.20

2.0540 53.7966

1.6864 29.1429

0.4766 22.3961

0.30

2.3208 189.0585

1.9278 49.7134

1.7894 34.7208

0.40

2.1668 340.9607

2.0166 80.2664

1.9144 47.7999

0.50

1.7554 | 161.7999

1.8614 61.8473

1.8730 42.5766

0.60

0.7254 18.8036

1.7102 45.6265

1.7532 31.4041

0.70

0.6042 9.7119

0.6618 | 28.7668

1.6700 39.9856

0.80

0.4400 1.1197

0.5360 12.1149

0.6196 17.8543

Tablo 7. Duz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli tabaka kalinliklan i¢in ilk ayriima
yiikii ve ilk aynlma uzakliklarinin elastik sabitlerin oranlan ile degigimi

(b/h=10, a/h=010)

h, [ h=020

h, | h=040

h, [ h=060

x [h A

or cr

X, lh A,

er

x [h A

cr

0.05

2.2584 89.9557

2.0544 480.2577

0.7226 12.2966

0.10

2.0546 53.8545

2.1724 348.7025

0.7138 16.7337

0.20

1.8782 38.3389

2.1408 185.8153

0.7000 50.6445

0.50

1.6866 29.1552

2.0182 80.7097

1.7116 45.9921

1.00

0.4756 21.0473

1.9154 47.9538

1.7548 31.7019

2.00

0.5338 16.1080

1.8316 32.4098

1.8134 25.4504

3.00

0.5670 14.2515

1.7956 273731

1.8526 23.9474

5.00

0.5980 12.3305

1.7632 23.4136

1.9026 23.3968
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Tablo 8. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin ilk
ayriima yiikii ve ilk ayrilma uzakliklanmn blok genisligi ile degisimi
(b/h=10, h,/ h=050)

o/h B =0.01 B=0.05 B=0.10

u xcr /h 2’0” xcr /h ACV xc" /h A’C}‘

0.01 0.8674 13.4953 0.8048 54.7733 1.7672 173.3901

0.10 0.8890 14.5931 0.8236 106.0154 1.7600 166.3332

0.20 0.9532 17.9908 1.5728 138.8682 1.7388 146.2002

0.50 1.2928 29.9305 | 1.5156 54.0861 1.6378 61.9632

1.00 1.7526 39.2093 1.7906 32.0034 1.8080 28.3491

1.50 2.2336 56.4459 2.2268 50.6219 2.2118 48.6024

2.00 2.6976 | 100.0768 2.5970 110.2136 2.4610 89.1942

Tablo 9. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, ¢esitli tabaka kalinliklan igin ilk ayrilma
~ yiikii ve ilk ayrilma uzakliklarinin mesnet genisligi ile degigimi
(a/h=010, B =010)

o n h,[h=030 h, | h=040 h, | h=050

I x, | h A, x, | h A, x, Ih A,

0.10 | 1.0754 12.5990 1.0320 13.0527 0.9080 11.7223

0.50 1.4716 50.0877 1.2318 27.7462 1.0314 17.6808

1.00 2.3232 190.2457 2.1724 348.7025 1.7600 166.3332

1.50 2.8366 175.8432 0.8780 35.3186 0.8732 13.4771

2.00 0.9116 10.7251 -0.9698 12.6804 0.9112 12.3790

2.50 0.9484 10.2750 0.9892 12.4497 0.9080 12.7969

3.00 0.9446 10.6852 0.9872 12.7017 0.9072 12.8662
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Tablo 9' da diiz (dikdortgen) blok durumunda degisik tabaka kalnliklari igin ilk
ayrilma yuku ve ilk ayrilma uzakliklarimn mesnet genigligi ile degisimleri verilmektedir.
Tablodan da goriilebilecegi gibi aynlmalar genelde, mesnet genisliginin kiiglik degerlerinde
mésnetin disinda, biiyiik degerlerinde (=5/h 215 ) ise blok ile mesnet arasinda meydana
gelmektedir. Mesnet genigliginin artmasi durumunda ik aynima yuku ve ilk aynima
uzakliklan sabit bir degere dogru yaklagmaktadir. Genel bir kural olmamakla birlikte, ilk
aynlma yiikii ve uzakhfimn en biiyiik degeri a/2=0.10 ve B =010 igin 8/h=10
(mesnet geniglifi) olmas: durumunda elde edilmektedir.

o, (xhy)
P/h
2.40
® b/h=0.50, X¢,/h=12320, Ao, =26.0214
). @ b/h=1.00, Xo,/h=1.8614, Ao, =61.8473
' ® b/h=200, Xg,/h=1.0148, A; =16.8192
1.60 -
0.60 -
0.40
0.20 -
. — x/h
e
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00. -

Sekil 33. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet geniglikleri i¢in tabakalar arasindaki
temas gerilme yayihiglan (8 =050, R/h=10, h,/h=050, R=001)

Sekil 33-39' da iki elastik tabaka arasindaki ilk ayrilma yiikii ve bu yiikten daha kiigiik
yik degerleri igin tabakalarin temas yiizeyleri boyunca boyutsuz temas gerilme yayihslan
gesitli boyutsuz biyikliikler icin verilmektedir. Sekillerden de goriilebilecegi gibi siirekli
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temas durumu, dis yiikiin etkisinin biytik oldugu (x <x_,) temas bolgesi ve dig yiikiin
etkisinin azalarak kayboldugu (x> x,) temas bolgesi olmak tizere iki bolgeden
olusmaktadir. Dig yiikiin etkisinin goriildiifii x < x, temas bolgesinde temas gerilmeleri;
x=0 simetri diizleminde , dikdortgen rijit blogun kenarlarinda (x=a) ve mesnetlerde
(x =b) maksimum degerlerine ulagmakta dolayisiyla da bu noktalar temas gerilmelerinin
tepe noktalarint olugturmaktadir. Di§ yiikiin etkisinin kayboldugu x > x_, temas bdlgesinde

ise yalmzca kiitle kuvvetlerinin etkisi goriilmekte ve bu bolgedeki temas gerilmeleri kiitle
kuvvetlerine esdeger olmaktadir.

0.40 -
\ Cy (x'h1) 030
P/h
400 |- 020
o 0.10}
3.00 0.00 T f T T U T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
@ DETAY!
2.00
® b/h=010, X /h=098610, A, =10.5845
@ b/h=050, Xcr/h=14542, A, =40.9409
1.00 ® b/h=1.00, X;/h=20552, A, =53.8983
@ x/h

0.00 I 1 j T I
‘ 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

Sekil 34. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet geniglikleri i¢in tabakalar arasindaki
temas gerilme yayiliglan (8 =010, R/h=10, h, / h=020, R=0.001)
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' " 028
Gy (x|h1) L
P/h 0.20 |
5.00 —
016~
0.10~
4.00
0.06
0.00 LA S A LA
0.00 1.00 2.00 3.00

3.00
DETAYI

2.00
® hq/h=030, Xcr/h=19278, Ag(=49.7134

@ h1/h=0.50, Xerh=1.8614, xcr=61.8473
@ hq/h=070, Xc;/h=0.6610, Ac, =28.7668

® x/h

0.00 et | — |
0.00 1.00 2.00 3.00 J 4.00

Sekil 35. Dairesel blok durumunda, gesitli tabaka kalinhklan i¢in tabakalar arasindaki
temas gerilme yayihglan (§ =050, R/h=10, b/h=10, R=001)

1.00

0'y {(x,hq)
P/h

175

1.50

1.25

@ B=001, Xgr/h=1.4868, Ag =36.77132
@ B=005, X¢r/h=1.8150, A = 101.8975
@ B=0410, Xc,/h=19638, Ao =124.2001

1.00

0.75

0.50
0.05 -
0.02720 |-
x/h
o-oo I ] 1 T T T T
0.00 1.00 2.00 3.00

Sekil 36. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, elastik sabitlerin ¢esitli oranlan igin tabakalar
arasindaki temas gerilme yayihiglan (5/4=10, a/h=050, h, / h=040) '
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N cy (xnh1)
P/h

1.50

1.25

@ a/h=050, X /h=15156, As, =54.08514
@ alh=100, Xg,/h=1.7806, As,=32.00343
® al/h=200, X, /h=25970, Ay, =110.2136

1.00

0.75

0.50

0.05

0.03128

0.01849
0.00807

0.00 |
0.00 1.00

Sekil 37. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri i¢in tabakalar:
arasindaki temas gerilme yayiliglan (6/A=10, B =005, h, / h=050)

G.y (xvh1)
P’h

2.40

2.00

1.60
@ a/h=0.187896, X¢r/h=1.2320, Acr=26.0214

120 @ a/h=0.187996, A =10.00

0.40 —

0.20

0.10000 |-

0.03843 -
0.00 . T

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

x/h

Sekil 38. Dairesel blok durumunda, gesitli A yiik degerleri igin tabakalar arasindaki
temas gerilme yayihglan (R/h=10, f =050, h, /h=050, R=001)
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cy (X,h1)

P/h

1.20 —

1.00

® a/h=1.00, Xgr/h=19206, A, =41.2758
® a/h=1.00, A=15.00

0.80
0.60
0.40

0.20

0.0667 . ;
0.00 T T T |‘/1' T T
0.00 1.00 2.00 3.00

x/h

Sekil 39. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli A yiik dééerleri igin tabakalar ‘
arasindaki temas gerilme yayihislan
(a/h=10, B =001, h,/h=040, b/h=10)

Eger diiz (dikd6rtgen) blok durumunda, 6zel bir hal olarak § =0 (U, — =) alinir ve
2P tekil yikii de P olarak diigiiniiliirse; ele alinan problem [25] numarah kaynakta verilmig

olan probleme doniigmiig olur. Bu hal igin elde edi}en sonuglar [25] numarali kaynaktaki
sonugclarla kargilagtinldiginda gerek ilk aynima yiiki ve ilklaynlma uzakh@ ve gerekse de
rijit blok altindaki gerilme yay1hsi bak1mmdaln birbirine uymaktadur. '

Tablo 10' dan da goriilebilecegi gibi, blok genisliginin gesitli degerleri igin elde edilen
ilk ayrilma yiikleri ve ilk aynima uzakliklan [25] numarali kaynaktaki degerlerle st iiste
diismektedir. Blok genisliginin artmasi ile hem ilk aynima yiikii ve hem de ilk aynima
mesafeleri bitytimektedir.
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Tablo 10. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, f =0 (4, — o) igin bulunan ilk
ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklannm [25 ] numaralt kaynaktaki

sonuglarla kargilagtinimasi
a/h [25] Numaralt kaynak Meveut yapilmus galigma
U- xcr /h 2’6" xcr/h A’cr
0.50 =2.00 58.88 1.9924 58.7299
'1.00 =245 92.40 2.4538 92.3136
2.00 =3.45 169.57 -3.4505 169.5305

3.5. Catlak Uclarindaki Gerilme Siddet Faktorleri

Bilindigi gibi, ¢atlak uglanndaki gerilmeler bilyiik degerler almaktadir. Ancak ¢atlak
ucuna yaklagirken gérilme siddet faktorii denen boyutlu bir limit biyiikliik hesaplamak
miimkiindiir. Bu biytikliik, ¢atlagin tehlikeli olup olmadig: ve ilerleme durumu hakkinda bir
fikir vermektedir. Kargilagtirma olarak, deneylerle tespit edilen bir kritik gerilme siddet
faktori kullamimaktadir. Bu kritik gerilme siddet faktorii gatlak uglannda hesaplanan
gerilme giddet faktorleri ile kargilagtinlarak catlagin tehlikeli olup olmadl.gma‘ karar
verilmektedir. |

Bu kisimda, alt tabakasinda diisey bir ¢atlag olan bilesik tabaka probleminde ¢atlak
uglanindaki gerilme siddet faktorleri kisim 2.4' deki formiilasyon yardimiyla i¢ ve kenar
¢atlak durumlan i¢in ayn ayn hesaplanmaktadir. Catlak problemi, ¢ekme gerilmelerinin
oldugu bolgelerde onem kazandif: igin bu bélgelerdeki gerilme siddet faktorleri iizerinde
durulmaktadir. Blok profilinin egri ve diz yizeyli olmasi hallerinde benzer sonuglar elde
edildigi igin her iki durum birlikte incelenmektedir.

}

3.5.1. ic Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

(266) ifadesiyle verilmis olan integral denklemin kisim 2.4.5.1' deki ifadeler yardimyla
(268) denklemiyle birlikte ¢oziimii sonucunda g({ ) degerleri gesitli boyutsuz biiyiiklikler
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icin elde edilmig ve g({ )' nin ug noktalanndaki degerler olan g(~1) ve g(1) degerlerine
k(c) k(d)

bggh olarak da 'E\/—;i;_—'; ve Z—;/_r?
h 2 h 2

boyutsuz biyiikliklerdeki £ (c) ve k(d) strasiyla, gatlagin ¢ ve d uglanndaki gerilme siddet
faktorleridir. Iste bu kisimda, gatlaggm gesitli geometrik konumlarninda bilesik tabakaya ait
degisik boyutsuz biiyiikliiklere bagh olarak ¢atlak uclanndaki gerilme siddet faktorleri
hesaplanmakta ve bunlara ait ¢eyitli grafikler verilmektedir.

Sayisal uygulamalarda, ¢atlagin bir ucu sabit tutulup boyu degistirilerek cesitli ¢atlak
boylan igin gerime giddet faktorleri elde edilmigtir. Bunlara ait grafikler sekil 40-51' de
verilmektedir. |

boyutsuz biytikliikleri hesaplanmustir. Bu

k
N —————.
P
z V(do)2
25.00 |-
20.00 |—
. k()
15.00 |— Vid-c)i2
10.00 |—
5.00
d/h
0.00 . L I I l i I i I v
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16

Sekil 40. Dairesel blok durumunda, i¢ catiagln cved uqlanﬁdaki gerilme siddet
faktorlerinin d/ » ile degigimi
(¢/h=002, b/h=10, B =010, R/h=10, h, /h=020, R=001)
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A K
l;-\/(d-c)/z
'16.00
1200 |-
8.00 - V(a2
400 -
d/h
0.00 '— l
0.00 0.20 0.40 0.60

Sekil 41. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, i¢ ¢atlagin ¢ ve d uglanindaki gerilme
siddet faktorlerinin d/ A ile degigimi
(c/h=010, b/h=20, B =010, a/h=025, h, / h=080)

k (d)
£ Vigor

16.00 —
12,00 - ® ¢/h=0.10, hy/h=0.80
@ ¢/h=0.15, hy/h=0.80
B @ ¢/h=0.20, hy/h=0.80

8.00 —

400 —
d/h

0.00 L ]
0.00 0.20 0.40 0.60

Sekil 42. Dairesel blok durumunda, gejitli ¢/ » oranlan igin i¢ ¢atlagin d ucundaki
gerilme siddet faktoriiniin d/ h ile degisimi
(b/h=20, B =050, R/h=10, h,/h=080, R=001)
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k(d)
P
+ V@2
7.00 |
600 B=0.10, a/h=0.163367
: B=050, a/h=0.188097
B=1.00, a/h=0.224408
5.00 - $=250, a/h=0.382383
4.00 -
3.00 |-
2,00
1.00
d/h
0.00 ) ] | ' 1 l

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60

Sekil 43. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan i¢in i¢ ¢atlagin d
ucundaki gerilme siddet faktorinin d /4 ile degigimi
(6/h=10, ¢/h=010; R/h=10, h,/h=080, R=001)

k (d)
{"-\/(d-c)/z
12.00 |-
10,00 - ® alh=0.10, c/h=0.08
® a/h=030, ¢c/h=0.08
8.00 '® al/h=050, c/h=008
6.00 -
4.00 -
200
d/h
e I EE R B I
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Sekil 44. Duz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri iin i¢ gatlagin d
ucundaki gerilme siddet faktoriiniin /4 ile degisimi
(b/h=10, B =010, c/h=008, h, / h=070)
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K (c)
£ Vo
880 @ B=0.10, a/h=0.163367
@ B=050, a/h=0.188097
6.00 ® B=1.00, a/h=0.224408
' @ B=250, a/h=0382383
5.50 |
5.00
450 |
400 —
d/h
3.50 - l ! ! , N

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60

Sekil 45. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin ¢esitli oranlan i¢in i¢ ¢atlagin ¢
ucundaki gerilme siddet faktoriiniin d/ 4 ile degisimi
(b/h=10, ¢/h=010, R/h=10, h,/ h=080, R=0.01)

k

\/(dc)/2

=lvo

10.00 —

8.00 -

6.00 —

4.00 —

200 —

/h
N T R

: I
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Sekil 46. Dairesel blok durumunda, i¢ gatlagin ¢ ve d uglanndaki gerilme siddet
faktorlerinin ¢/ 4 ile degisimi
(d/h=035, b/h=10, B =010, R/h=10, h,/h=080, R=001)
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\/(d-c)/2

-lvo

100.00 -

80.00 —

60.00 —

40.00 —

20.00 —

] c/h

0.00 0.04 0.08 0.12 0.18

Sekil 47. Duz (dikdortgen) blok durumunda, i¢ gatlagin ¢ ve d uglarindaki gerilme
siddet faktorlerinin ¢/ A ile degisimi
(d/h=015 b/h=30, B =010, a/h=020, h, /h=030)

k (c)

% Vido)2

3.00 — ® B=0.10, d/h=0.28
@ B=050, d/h=028
- ® B=100, d/h=028
@ B=250,d/h=028

200 —

1.00 —

0.00
0.00 0.10 0.20 0.30

Sekil 48. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin ig
catlagin ¢ ucundaki gerilme siddet faktoriinin ¢/ 4 ile degigimi
(b/h=050, a/h=050, d/h=028, h,/h=070)
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k(c)
NP
=\/(d-c)2
h
10.00 —
B ® a/h=025, d/h=0.36
=050, d/h=0.36
8.00 ® a/h=050, d
® a/h=100, d/h=0.36
6.00
4.00 |-
200
c/h
0.00 |
0.00 0.40

Sekil 49. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri i¢in i¢ ¢atlagin ¢
ucundaki gerilme siddet faktoriiniin ¢/ A ile degisimi
(b/h=10, B =005 d/h=036, h,/ h=080)

N k(o)
-:-\/(d-c)l2
60.00 |~
50.00

® b/h=050, a/h=0.056564
40.00 — @ b/h=1.00, a/h=0.057013
@ b/h=200, a/h=0.057755

30.00

10.00

0.00
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Sekil 50. Dairesel blok durumunda, ¢esitli mesnet gemshklen igin ig catlagin ¢
ucundaki gerilme siddet faktoriniin ¢/ 4 ile degigimi
(R/h=10, B =010, d/h=008, h, /h=020, R=0.001)
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k (d)
=)
T \/(d-0)/2
5.00 —
4.00 — @ a/h=025, d/h=0.36
@ a/h=050, d/h=0.36
i ® a/h=1.00, d/h=0.36
3.00 —
2.00 —
1.00 |-
c/h
0'00 | l M ' ] | 1 l
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Sekil 51. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri i¢in i¢ ¢atlagin d
ucundaki gerilme siddet faktoriiniin ¢/ 4 ile degisimi
(b/h=10, B =005, d/h=036, h,/h=080)

Sekillerden de goriilebilecegi gibi basing bolgesine yaklastikca i¢ catlagin d ucundaki
gerilme siddet faktorii k(d) hizla azalmakta ve basing bolgesinde belirli bir yerde negatif
degere sahip olmaktadir (sekil 40-44). Catlagin d ucundaki gerilme siddet faktorinin
negatif bir degere sahip olmasi demek, ¢atlagin o bolgede kapanacag: anlamina gelmektedir.
Zaten basing bolgesinde catlagin kapanmasi beklenen bir sonugtur. Zira gatlak c¢ekme
gerilmelerinin oldugu bolgelerde 6nem kazanmaktadir.

Diger taraftan ¢atlak uzunlugunun azalmasi, alttaki tabakamn rjitlifinin stteki
tabakaya gore azalmasi ve blok genigliSinin artmasi durumlannda ¢atlak daha erken
kapanmakta ve dolayisiyla da her iki ugtaki gerilme siddet faktérii de azalmaktadir (sekil 42-
45).

Cok kugiik catlak olmas: halinde, ¢ ve d uglanindaki gerilme siddet faktorleri birbirine
esit olup catlagin bulundugu noktadaki o, normal gerilme degeri ile W ' nin
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carpimma esit olmaktadir (k(c) = k() = 0%, (00< y<h) *f{d-0)/2 ). Gatlagn c
ucunun kenara yaklagmasi halinde hem & (c) ve hem de & (d) gerilme siddet faktorleri hizla

bﬁyﬁmektedir (sekil 46-51).

Tablo 11. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet genislikleri i¢in i¢ ¢atlagin ¢ ve d
uglarindaki gerilme siddet faktorlerinin d/ A ile degisimi

(c/h=005, B =050, R/h=10, h,/h=050, R=001)

b/h=050 b/h=100 b/h=200
{a/h=0.187996) (a/h=0.215821) (a/h=0322572)
P k@ | k@ | k@ | _k@ | _k@ | _k@
y |2 Ji=e |Pfd=c | P [d=c | P [d=c | P [i=c | P [d=c
h 2 h 2 h 2 h 2 h 2 h 2
0.0501 4.5721 4.5720 10.5663 10.5662 22.9055 22.9054
0.10 3.6889 4.4019 8.7881 10.2761 19.1807 22.3314
0.15 2.9159 43335 7.1361 10.2130 15.6240 22.2336
0.20 2.1629 4.2386 5.4097 10.0712 11.8307 21.9460
0.25 1.4082 4.0844 3.5789 0.7646 7.7664 21.2796
0.30 0.6343 3.8608 1.6385 02647 3.4530 20.1749
0.35 -0.1917 3.5660 -0.4420 8.5693 -1.1402 18.6336
0.40 -1.1602 3.1942 -2.8215 7.6735 -6.3217 16.6547

Catlak uglanindaki gerilme siddet faktorleri o, (0, y) normal gerilmelerine bagh olarak

degismektedir. Kisim 3.3' de bahsedildigi gibi mesnet geniglifinin artmasi ve blok

geniglifinin (temas yiizeyi) azalmasi durumlannda

0.(0,y) normal gerilmeleri

biiyimektedir. ©,(0,y) normal gerilmelerini artiran sebepler aym zamanda ¢atlak

uclarindaki gerilme siddet faktorlerini de artirmaktadir. Mesnet ve blok genigliginin ¢atlak
uclanindaki gerilme siddet faktérlerine etkisi sekil 44-51 ile tablo 11 ve 12' de verilmektedir.

Tablo 11' de dairesel blok durumunda degisik mesnet genislikleri igin ¢atlagmn ¢ ucu sabit

tutulup boyu degistirilerek, cesitli catlak uzunluklan igin her iki uctaki gerilme siddet
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faktorleri goriilmektedir. Tablo 12' de ise diiz (dikdortgen) blok durumunda degisik blok
geniglikleri icin gatlagin d ucu sabit tutulup boyu degistirilerek, cesitli catlak boylart igin her
iki ugtaki gerilme siddet faktorleri incelenmektedir. Gerek sekiller ve gerekse tablolar
incelendiginde, gatlafin basing bolgesinde belirli bir mesafede kapandif1 ve gatlak boyu
biyiidiikge her iki ugtaki gerilme siddet faktorlerinin arttif1 goriilmektedir.

Tablo 12. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, cesitli blok genislikleri igin i¢ catlagin
¢ ve d uglarindaki gerilme siddet faktérlerinin ¢/ 4 ile degigimi
(d/h=036, B =005, b/h=10, h,/ h=080)

alh=025 al/h=100 a/h=200
c/h k(d) k(c) k(d) k(c) k(d) k(c)
U P ld-c | P |d-c | P |d—c | P d-c | P |[d-c | P |d-c

hY 2 hy 2 h\V 2 hY 2 h\V 2 h 2
0.04 3.5553 8.3683 1.5496 3.8291 0.2151 0.6142
0.08 2.7421 5.8988 1.1719 2.7009 0.1534 0.4179
0.12 2.2679 4.6380 10.9485 2.1169 0.1175 0.3138
0.16 1.9347 3.7699 0.7890 1.7060 0.0925 0.2410
0.20 1.6753 3.0802 0.6630 1.3716 0.0732 0.1834
0.24 1.4585 2.4839 0.5561 1.0763 0.0574 0.1350
0.28 1.2672 1.9395 0.4608 0.8026 0.0437 0.0927
0.32 1.0908 1.4239 0.3721 0.5412 0.0313 0.0547
0.3599| 0.9226 0.9227 0.2872 0.2873 0.0198 0.0199

3.5.2. Kenar Catlak Halinde Gerilme Siddet Faktorleri

Kenar catlak halinde, i¢ gatlak halindeki rahat ¢6ziim imkan ortadan kalkmaktadir.
Integral denklem cekirdeginin yakinsamas: kenar noktada bozulmakta ve noktasal
singiilarite gostermektedir. Bu nedenle 6nce integral denklem ¢ekirdeginin yakinsamasim
bozan terimler ¢ekirdekten ¢ikartiip bunlarin yerine kapali integralleri ilave edilerek
s6zkonusu yakinsamama problemi ortadan kaldinlmigtir. Integral denklemin lineer denklem
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takimna indirgenmesinde alinan n nokta sayisina gére de i¢ gatlak halindeki kadar iyi
yakinsama elde edilememekte ve dolaysiyla da n nokta sayisimn artinlmasi gerekmektedir.
Ancak yapilan saysal hesaplamalarda, n nokta sayisinn artinilmas: durumunda da yakinsama
gok yavas olmaktadir. Bu nedenle gerilme siddet faktoriiniin hesabinda kistm 2.4.6.2' de
verilmis olan ii¢ nokta extrapolasyonu kullaniimaktadir.

Yapilan sayisal uygulamalarda, o6ncelikle (266) ifadesiyle verilmis olan integral
denklem kisim 2.4.5.2' deki ifadeler yardimiyla gozillerek g({ ) degerleri elde edilmis daha
sonra g({ ) nin (299) ifadesiyle verilen ug noktasindaki g(1) degerine bagh olarak

k .
) boyutsuz biyikligii hesaplanmigtir. Bu boyutsuz biyiiklikkteki o, ; catlaksiz

CorJd
tabakada y = 0 noktasindaki o, normal gerilmesini gostermektedir ( 0, =0, (0,0) ) .

Kenar ¢atlak halinde, catlak boyu kiigiiliirken gerilme siddet faktorii belli bir limit
degere gitmektedir (gekil 52-57). Bu limit deger ¢ok kiigiik catlak halinde, d /A =0.0001
icin 1.1211 ile 1.1215 arasinda bir deger olarak elde edilmekte ve bu deger yanm diizlem
icin bulunan 1.1215 kesin sonucu ile st iiste diymektedirr Bu da (¢ nokta
extrapolasyonunun bu tiir problemlerin ¢6ziminde ne kadar uygun oldugunu
gostermektedir. Tablo 13' de, kenar gatlak halinde gesitli n nokta sayilan ve ii¢ nokta
extrapolasyonu i¢in gerilme siddet faktoriiniin gatlak uzunlugu ile degisimi verilmektedir.
Cok kiigiik catlak halinde, d /A4 =10.0001 i¢in elde edilen limit degerler n nokta sayisimn
strastyla 9, 12 ve 18 alinmasi durumunda yine sirastyla 1.1085, 1.1117 ve 1.1149 olarak elde
edilmektedir. Gorildigi gibi, n nokta sayisiun artinlmas: ile limit durumda elde edilen
degerler yarim diizlem i¢in bulunan degere yaklagmakta ancak bu yakinsama olduke¢a yavas
olmaktadlr. Yakinsamamn yavas olmas: biiyikk zaman kaybina sebep oldugu i¢in Gi¢ nokta
extrapolasyonunun kullamimasi bu a¢idan da olduk¢a uygun olmaktadir. Zira i¢ nokta
extrapolasyonunun kullamlmas: halinde, limit durumda elde edilen 1.1213 degeri yarim
diizlemde bulunan sonugla ayn1 olmaktadir.
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Tablo 13. Dairesel blok durumunda, Gauss-Chebyshev integrasyoniunda kullamilan .
cesitli n nokta sayilan ve ii¢ nokta extrapolasyonu igin kenar ¢atlagin d
ucundaki gerilme siddet faktoriiniin d / A ile deSigimi
(b/h=2.,8=050,R/h=10,h,/ h=080,R=001)

k(d)
d/h Ood
] n=9 n=12 =1y | U¥NokaBxr
0.0001|  1.1085 11117 11149 | 11213
0.05 1.0369 1.0404 10439 1.0509
0.10 |  1.0054 10096 |  1.0137 1.0216
0.15 1.0010 1.0065 . 10119 1.0224
020 | 10180 1.0255 10320 | 10474
025 1.0537 1.0643 1.0750 1.0967
030 | 1107 11227 11385 1.1707
035 1.1778 12012 1.2253 12756 -
040 | 12646 1.3006 13382 14182
0.45 13636 | 14197 14797 1.6114
050 | 14639 1.5518 1.6489 1.8707
0.55 1.5408 1.6762 1.8334 22132
060 | 15471 1.7453 1.9911 2.6255
0.65 14115 1.6704 20199 | 29907

Sekil 52 ve 53' de gesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in gerilme siddet faktériiniin mesnet
ve blok genislikleri ile degigimi verilmektedir. Mesnet genigliginin artmas: ya da blok
geniglifinin azalmasi ile gatlak bolgesindeki gekme gerilmeleri artacagindan gerilme siddet
faktorleri de buna bagh olarak artmaktadir. Bu artig gatlak boyunun artmasiyla daha da
biuyiimektedir. Ancak catlagin basing bé}lgesine ulagmasi durumunda basing gerilmeleri
nedeniyle catlak belirli bir bélgeden sonra kapanmaya baglayacag igin gatlak boyu artirilsa
bile gerilme siddet faktorii azalmaktadir (sekil 54-57). Diger taraftan gatlak igeren elastik
tabakamin rijitligi stteki tabakaya gore azaldik¢a gekme gerilmeleri azalacagindan gerilme
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siddet faktorleri de azalmaktadir. Catlak igeren tabaka kalinh@imin azalmasi durumunda ise
catlak boyu kiigiilecegi igin gerilme siddet faktorii gekme bolgesinde dahi artmayip siirekli
bir gekilde azalmaktadir. Bu durum sekil 57' de gok agtk bir sekilde goriilmektedir.

Yapilan sayisal uygulamalar ve buna bagh olarak elde edilen grafiklerin sonucu olarak,
gerek catlak uzunluunun ve gerekse catlak bolgesindeki ¢ekme gerilmelerinin gatlak
uclanindaki gerilme siddet faktorleri izerinde énemli rol oynadif sdylenebilir.

k (d)
G, Vd
4.00 —
3.50 -
® b/h=050
b/h=1.00
3.00 e

® b/h=200

2.50

2.00

1.50

1.1211
1.00

d/h

0.50 1 l i | i l L I
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80

Sekil 52. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli mesnet geniglikleri igin kenar
catlagin d ucundaki gerilme §iddet faktoriniin ¢atlak uzunlugu ile degisimi
(a/h=050, B =005, h,/h=090)
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3.50
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3.00
250 ® a/h=0.10
® a/h=050

2.00 ® alh=200
150

11213
1.00

) d/h
050 A B B RN
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80
Sekil 53. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok geniglikleri i¢in kenar ¢atlagin

d ucundaki gerilme siddet faktoriiniin ¢atlak uzunlugu ile degigimi
(b/h=10, B =010, A, / h=080)

k (d)
S, va
1.20 |-
11215
1.00
® a/h=0.10
0.80 @ a/h=030
@ a/h=050
@ a/h=070
0.60 —
0.40 [—
L ' L I 1 l ! l 1 I d / h
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
Sekil 54. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri igin kenar catlagin

d ucundaki gerilme siddet faktoriiniin ¢atlak uzunlugu ile degisimi
(b/h=050, B =100, h, /h=070)
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4.00

3.00 ® B=0.10, a/h=0.163367

® B=050, a/h=0.188097
® B=1.00, a/h=0.224408
@ B=250, a/h=0.382333

200,

1.1212
1.00

d/h
] l 1 I | I | '

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80

Sekil 55. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlar igin kenar gatlagin
d ucundaki gerilme siddet faktériiniin gatlak uzunlugu ile degisimi
(b/h=10, R/h=10, h, /h=080, R=001)

k(d)
S, Vd
1.60 —
= 0 -ux
) @ B=0.50
@ B=1.00
@ B=10.0
0.80
0.40
d/h
T O T R R S
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Sekil 56. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlar igin
kenar catlagin d ucundaki gerilme giddet faktériiniin gatlak uzunlugu ile
degisimi (b/h=10, a/h=010, h, / h=050)
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k(d)

1.20 — _
11212 @ B=0.10, a/h=0.199673

@ B=050, a/h=0.205277

1.00 ® B=250, a/h=0.206721

0.80 —

0.40 —

0.20

d/h

| 1 I
0.00 0.04. 0.08 0.12 0.16

0.00 1 | 1 l L

Sekil 57. Dairesel blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin kenar ¢atlagin
d ucundaki gerilme giddet faktoriiniin gatlak uzunlugu ile degisimi
(b/h=10, R/h=10, h, /h=020, R=001)

3.6. Catlak Yiizey Yerdegistirmeleri

Catlak iceren bilesik tabakada incelenmesi gereken onemli bir biiyiklik de gatlak
yiizey yerdegistirmeleridir. Kisstm 2.4.7' deki formiilasyon yardimyla gatlak yiizey
yerdegistirmeleri i¢ ve kenar gatlak durumlan igin ayn ayn incelenmektedir. Onceki kisimda
incelenmis olan gerilme siddet faktorlerinde oldugu gibi, blok profilinin diiz ve egri yiizeyli
olmas: hallerinde benzer sonuglar elde edildigi i¢in burada her iki durum birlikte ele
alinmaktadir. Gerek i¢ ve gerekse kenar gatlak durumlannda gatlak yiizey yerdegistirmeleri
i¢in verilen grafiklerde,

P
u,=m (1+ K‘l)m—
1

olarak tanimlanmaktadir.
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3.6.1. I¢ Catlak Halinde Catlak Yiizey Yerdegistirmeleri

Kisim 2.4.7.1' de verilmis olan (308) ifadesinden faydalamlarak i¢ ¢atlak durumunda
géﬂak ylizey yerdegistirmeled gesitli boyutsuz biyiklikler icin incelenmekte ve bunlara ait
cesitli grafikler asagida verilmektedir.

Sekil 58-60' da gesitli boyutsuz bityiklikler igin catlak yiizey yerdegistirmelerinin
- gatlak boyu ile degigimleri verilmektedir. Sekillerden de goriilebilecegi gibi gatlak boyu
biiyiiditkkge yiizey yerdegistirmeleri de biiyiimektedir. Gerilme siddet faktorlerinin
incelenmesinde de belirtildigi gibi, ¢atlak basing bélgesinin belirli bir yerinde kapanmaktadir.
Ornegin sekil 60' da oldugu gibi, d/A =020 alnms olmasina ragmen ¢atlak bu noktaya
ulagamadan kapanmaktadir. Catlak boyu kisaldik¢a kapanma noktast da basing bolgesinin
bagladig1 noktaya yaklagmaktadir.

y/h

0.30

c/h=0.14, d/h=0.21
¢/h=011,d/h=024
¢/h=008, d/h=027
¢/h=0.05, d/h=0.30

0.25

® 0 0

0.20

0.15

0.10

0.05

| uy (0y) / u,

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Sekil 58. Duiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli ¢atlak uzunluklan icin ig catlak
yuzey yerdegistirmeleri (8 =10, 5/h=10, a/h=010, h, /h=0.70)
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y/h
0.50 |
045 - @ c/h=0.10, d/h=0.40
040 ® c¢/h=0.15, d/h=0.40
) ® ¢/h=0.20, d/h=0.40
035 - @ c/h=025, d/h=0.40
® c/h=0.30, d/h=0.40
0.30
025
0.20
0.15
0.10
Uq 0.y} / u,
0.05 1 I ] I

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 025

$ekil 59. Dairesel blok durumunda, gesitli ¢atlak uzunluklan i¢in i¢ ¢atlak ytizey
yerdegistirmeleri (8 =0.10,6/h=10,R/h=10,h, / h=080,K=001)

y/h

0.15

0.14

® c/h=0.10, d/h=0.20
@ c/h=011,d/h=0.20
® c/h=012, d/h=0.20

0.13 ¢

0.12

0.1

0.10

uq (01Y) / uo
0.09 I I 1 I 1 1
0.00 0.02 0.04 0.06

Sekil 60. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, gesitli ¢atlak uzunluklan igin i¢ catlak
yuzey yerdegistirmeleri (8 =010, 6/h=10, a/h=010, h,/h=030)
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\Yy/h

0.16 —

0.14 ® B=00s
@ B=050

0.12 ® B=1.00
@ B=5.00

0.10

0.08

0.06

uq (0y)/u,
0.04 L l 1 ] 1 1
0.00 0.04 0.08 0.12

Sekil 61. Diiz (dikdértgen) blok durumunda, elastik sabitlerin ¢esitli oranlan igin i¢
catlak ylizey yerdegistirmeleri
(c/h=005 d/h=015 b/h=050, a/h=025, h, /h=050)

y/h

0.20 ® b/h=050, a/h=0.187296

@ b/h=100, a/h=0215821
@ b/h=200, a/h=0.322572

0.16

0.12

0.08

lu, (O,y}/u,

0.04 Il ] 1 | L
0.00 0.20 0.40 0.60

Sekil 62. Dairesel blok durumunda, gesitli mesnet geniglikleri igin i¢ gatlak yiizey
yerdegistirmeleri
(c/h=006, d/h=020, B =050, R/h=10, h,/h=050, R=001)
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Sekil 61, gatlak igeren elastik tabakamn rijitliginin Ustteki tabakaya gore azalmasi
durumunda yiizey yerdeZistirmelerinin de azaldifim goéstermektedir. Bu durum gerilme
siddet faktorleri incelenirken bahsedildigi gibi catlak bolgesindeki gekme gerilmelerinin
azalmasindan kaynaklanmaktadir. Sekil 62' de ise gesitli boyutsuz biiyiiklikler igin yiizey
yerdegistirmelerinin mesnet genigligi ile degisimi gorilmektedir. Mesnet genisliginin
artirlmas: halinde ¢ekme gerilmeleri de biiyiiyeceginden catlak yiizey yerdegistirmeleri
artmaktadir.

3.6.2. Kenar Catlak Halinde Catlak Yiizey Yerdegistirmeleri

Kenar gatlak halinde yiizey yerdegistirmeleri, i¢ ¢atlak haline benzer gekilde kisim
2.4.7.2' de verilmiy olan (312) ifadesinden faydalamlarak gesitli boyutsuz biyiikliikler igin

incelenmektedir.
Ny/h

0.25 —

0.20 — ® d/h=0.10
® d/h=0.13
® d/h=0.16

0.15 @ d/h=0.19

0.10

0.05

us (0y)/u
L1 0

0.00
0.00 0.20 0.40 0.60

Sekil 63. Duz (dikdértgen) blok durumunda, gesitli gatlak uzunluklan igin kenar
catlak yiizey yerdegistirmeleri
(6/h=050, B =100, a/h=010, h, /h=060)
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I¢ catlak halinde oldugu gibi, kenar gatlak halinde de ¢atlak boyunun ve gekme
gerilmelerinin artmas: durumlannda gatlak yiizey yerdegistirmeleri buylimektedir. Sekil 63'
de ¢esitli boyutsuz biyiikliikkler igin gatlak yiizey yerdegistirmelerinin catlak boyu ile
degisimleri verilmektedir. Sekilden de gorilebilecesi gibi catlak boyu buyidiikge yiizey
yerdegistirmeleri de biiylimektedir.

Sekil 64-66' da catlak yiizey yerdegistirmelerinin elastik sabitlerin oram, mesnet
genisligi ve blok genislikleri ile degisimleri goriilmektedir. Gerek elastik sabitlerin oram ve
gerekse de mesnet genisliginin bﬁ);ﬁmesi durumlarinda yiizey yerdegistirmeleri de
bityiimektedir (sekil 64 ve 65). Blok genislifinin (temas yiizeyi) artmasi durumunda ise
¢ekme gerilmeleri azalacagindan yiizey yerdegistirmeleri kiigiilmektedir (sekil 66).

Kenar ¢atlak halinde yiizey yerdegistirmeleri igin verilen sekillerde géze ¢arpan ortak
ozellik, ¢atlak yiizey yerdegistirmelerinin kenara yaklastik¢a artmasidir. Zira kenara
yaklagtikca hem g¢ekme gerilmeleri ve hem de gatlak uzunluu artmakta, dolayisiyla da bu
bolgede yerdegistirmeler en biiyiik olmaktadir.

y/h
0.25 —

0.20
® B=0.50, d/h=0.20

@ B=1.00, d/h=0.20

0.15 @ B=200, d/h=0.20

0.10

0.05

Uq ©y)/ Uy

0.00
0.00 0.40 0.80 1.20 1.60

Sekil 64. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, elastik sabitlerin gesitli oranlan igin
kenar ¢atlak yiizey yerdegistirmeleri
(6/h=10, d/h=020, a/h=005, h, / h=050)
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y/h

0.06 -

® b/h=0.50, a/h=0.056564
@ b/h=1.00, a/h=0.057013
@ b/h=150, d/h=0.057631

0.04 —

u1 (OIY) / uo
1

0.00
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80

Seldl 65. Dairesel blok durumunda, ¢esitli mesnet genislikleri igin kenar gatlak yiizey
yerdegistirmeleri (f =0.10, d/h=0.05R/h=10,h, / h=020,R = 0.001)

y/h

0.30 —

0.25
a/h=010, d/h=025

a/h=030, d/h=0.25
a/h=050, d/h=0.25
a/h=070, d/h=0.25
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Sekil 66. Diiz (dikdortgen) blok durumunda, gesitli blok genislikleri igin kenar ¢atlak
yuzey yerdegistirmeleri (8 =005, d/h=025, b/h=10, h, /h=080)



4. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢ahsmada; rijit bir blok araciif: ile yiiklenmis, elastik sabitleri ve yiikseklikleri
farkh iki tabakadan olugan ve alt tabakasinda simetri ekseni lizerinde diigey bir gatlag
bulunan ve basit mesnetler uzerine oturtulmus bilesik tabaka problemi incelenmigtir.
Sozkonusu problemin ¢oziimii, iki halin siiperpozisyonu olarak ele alinmugtir. Ilk olarak
catlaksiz, sadece dis yiiklerin etkisinde bulunan bilesik tabakada siirekli temas problemi
‘incelenmigtir. Siirekli temas probleminin incelenmesinde, Oncelikle rijit blok altindaki
bilinmeyen temas gerilmeleri ve temas yiizeyleri hesaplanmig, buna bagh olarak da simetri
ekseni {izerindeki o, ve o, normal gerilmeleri ile iki tabaka arasindaki ilk aynlma yiiki ve
ilk ayrilma uzakliklan tespit édilmistir. Ik aynlmayr meydana getiren yiik ve bu yiikten daha
kiigiik yilk degerleri igin iki tabaka arasindaki temas gerilmeleri de gesitli boyutsuz
bytikliikler iin hesaplanmgtir. ikinci olarak ise, dis yiik olarak gatlak yiizeyi boyunca etki
eden ve gatlaksiz durumda elde edilen gerilmeler; zit yonde aym siddet ve aym dogrultuda
catlak yiizeyi boyunca yiiklenmig ve catlak igeren bilesik tabakamin ¢oziimi siiperpoze
edilmistir. Catlak iceren bilesik tabakada, catlak uglarindaki gerilme siddet faktorleri ile
catlak yiizey yerdegistirmeleri i¢ ve kenar gatlak durumlan i¢in ayn ayn incelenmislerdir.
Gerek ilk halde ve gerekse ikinci halde yapilan sayisal uygulamalardan elde edilen sonuglar
agagida verilmektedir.

Bilesik tabaka probleminin incelenmesinde kargilagilan en 6nemli sorunlardan birisi,
ozellikle rijit blogun temas yiizeyini ve blok altindaki temas gerilmelerini hesaplamak igin
elde edilen integral denklem ¢ekirdeklerinin (O, +e0) arasindaki integrallerinin
hesaplanmasidir. Zira sézkonusu bu ¢ekirdeklerin integralleri hesaplanirken, alt sir sifir
civaninda integarsyon ¢ok hizli bir degisim gostermektedir. Bu nedenle 6zellikle alt simr
civarinda integrasyon islemi yapilirken integrasyon arahifi miimkiin mertebe ¢ok Kkiigiik
tutulmalidir. Bunu yapabilmek i¢in degisik integrasyon formiilleri olmakla birlikte, bu tiir
problemlere en uygun geleni Simpson kuralidir. Bu nedenle kargilagilan bu tiir problemlerde
Simpson kuralimn kullanilmas: 6nerilmektedir.
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a) Yalmz dig yiiklerin etkisi altinda bulunan c¢atlaksiz bilesik tabakada; rijit blogun

temas yiizeyi, blok altindaki temas gerilmeleri, simetri ekseni boyunca o, ve &, normal

gerilmeleri ve iki elastik tabaka arasmdaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklar: ile
ilk ayrima yiikii ve bu yiikten daha kiiciik yiik degerleri igin iki tabaka arasindaki temas
gerilmeleri igin elde edilen sonuglar:

Dairesel blok profili durumunda; blok yarigapi, mesnet genisli§i ve yik orammn
artmas! durumlarinda blogun bilesik tabaka ile olan temas yiizeyi artmakta, buna bagh olarak
da temas gerilmeleri azalmaktadir. Alttaki tabakamn rijitliginin istteki tabakaya gére
azalmasi (B ' mn biiylimesi) yani alttaki tabakamin istteki tabakaya gore yumusamasi
durumunda da yine blogun temas yﬁzeyi artmaktadir. Blogun temas yiizeyi biiyiidiikge, -yiik
daha genig bir alana yayildigindan blok altindaki temas gerilmeleri azalmaktadir. Temas
gerilmeleri x =0 noktasinda en biiyiik degerine ulagmakta, blogun egrilifine benzer bir
degisimle azalarak temasin sona erdii x = @ noktasinda sifir olmaktadir.

Parabolik blok profili durumunda da dairesel blok profili durumuna benzer sonuglar
elde edilmektedir. Parabolik blok durumunda GA=0.05 igin bulunan temas yiizeyleri ve
temas gerilmeleri ile dairesel blok durumunda R/ A =10 i¢in elde edilen temas ylzeyleri ve
temas gerilmeleri birbirine ¢ok yakin degerler aimaktadir.

Diiz (dikdortgen) blok profili durumunda ise; blok altindaki temas gerilmeleri blogun
kenarlarinda (x = g) sonsuza gitmekte, x = 0 simetri eksenine yaklagtik¢a diizgiin bir sekilde
azalma;ktadlr. Egrisel blok halinde oldugu gibi, temas yiizeyinin artmas: ile temas gerilmeleri
azalmaktadir. Blok genigligi (temas yiizeyi) ve mesnet genigliginin her ikisinin artmasi ya da
temas ylizeyinin artip mesnet geniglifinin azalmasi durumlannda, blok ile bilesik tabaka
arasinda ayriimalar meydana gelmektedir. S6zkonusu bu ayriimalar blok genisliginin mesnet
genislifinden kii¢lik olmas: durumunda x = 0 simetri ekseninden ve blok genisliginin mesnet
geniglifinden biyiik olmas: halinde de x = a ucundan baglamak iizere meydana gelmektedir.
Diger taraftan yine diiz (dikdortgen) blok durumunda, blok genigliginin 0.1' den biiyiik
olmasi ve alttaki tabakanin ustteki tabakaya gore yumusamas: halinde de blok ile bilesik
tabaka arasinda x =0 simetri ekseninden baglamak tizere ayrnimalar meydana gelmektedir.
Sozii edilen bu aynlmalann meydana gelmemesi igin blok ve mesnet genisliginin kiigiik
secilmesi (a/h<1,b/h<2), alttaki tabakanin ustteki tabakaya gore daha rijit ve alttaki
tabakanin yiiksekliginin daha biiyiik olmas: gerekmektedir.
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Bilesik tabakadaki en bityik normal gerilmelerin x=0 simetri ekseni boyunca
meydana gelmesi (0, normal gerilmelerinde diiz blok durumu harig) ve ele alnan gatlagin
da bu eksen tizerinde olmas: nedeniyle yalmz bu éksen boyunca o, ve o, normal gerilmeleri
hesaplanmugtir. Simetri ekseni iizerinde kayma gerilmeleri her yerde sifir oldugu igin kayma
gerilmeleri iizerinde durulmamugtir. Diiz ve efri yiizeyli blok profili durumlannda normal
gerilmelef icin benzer sonuglar elde edilmigtir.

Dairesel ve parabolik blok durumlannda, mesnet geniglifinin kiigiik olmasi
(5/h £0.10) durumunda blogun bilesik tabaka ile olan temas yiizeyi de kiigiik olacagindan
bilesik tabaka alttan ve istten tekil yiike esdeger 6zellikte iki kuvvete maruz kalmaktadir.
Bu nedenle ustteki tabakamin alt ve iist bolgelerinde basing, orta bolgesinde g¢ekme
gerilmeleri meydana geldigi halde; alt tabakada ise iist tabakann tersine alt ve iist bolgelerde
¢ekme, orta bolgede ise basing gerilmeleri meydana gelmektedir (o.). Mesnet genisliginin
artmasi durumunda ise o', normal gerilmeleri biiyiimekte ve kiriglerin egilme halinde oldugu
gibi; her iki tabakanin ist bolgelerinde basing, alt bolgelerinde de g¢ekme gerilmeleri
olugmaktadir. Alttaki tabakanin rijitligi Gistteki tabakaya gore azaldikga alttaki tabakadaki
o, normal gerilmeleri azalmakta, tistteki tabakadaki gerilmeler ise artmaktadir. Bu durum,
elastik tabakamn rijitliginin artmas: halinde s6zkonusu tabakadaki o, normal gerilmelerinin
de artacag sonucunu dofurmaktadir. Diger taraftan o, normal gerilme dagilimu &zellikle
kalinh@ biyik olan tabakalarda ¢ogu zaman lineerlikten uzaklagmaktadir. Buna neden
olarak, yiiksek kiriy ¢rneginde oldugu gibi tabaka kalinlifimn biiyilkk olmast ve bilesik
tabakamn rijit bir blok aracihifi ile yiiklenmesi gésten'lebiﬁr. o, normal gerilme
dagihmlannda dikkati ¢eken diger 6énemli bir sonu¢ da, gekme ve basing bolgelerindeki
gerilme alanlanmin birbirine esit olmasidir. Bu esitligin saglanmasi denge kosulu igin
onemlidir. | ‘

Blok ile bilesik tabaka arasindaki temas yiizeyinin kiigiik olmasi halinde temas
bolgesinde tekil yiik haline benzer bir singilarite nedeniyle ¢, normal gerilmeleri temas
bolgesine yaklastika hizla biyiimektedir. Kesit boyunca derine inildikge singiilarite etkisini
kaybetmekte ve ¢, normal gerilmeleri azalarak bilegik tabakamn alt yiizeyinde sifira esit
olmakta, dolaywsiyla da alt yiizeyde kosulan siur sartt saglanmaktadir. Diger taraftan rijit
blogun genisliZi (temas yiizeyi) arttik¢a, o, normal gerilmeleri azalmaktadir. Blogu bilesik
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tabaka ile olan temas yiizeyi (blok genisligi) arttik¢a, gerilmelerin kesit boyunca degisimi
lineerlige daha fazla yaklagmaktadir. Bu durum Saint-Venant ilkesinin bir sonucu olarak
ortaya gikmaktadir. Zira 6zellikle diiz (dikdértgen) blok durumunda, blok genisligi ne kadar
biiyitk olursa simetri ekseni {izerinde hesaplanan &, normal gerilmesi blok kenarlarindaki
singiilariteden o kadar az etkilenmektedir. Singiilaritenin etkisi azaldif i¢in de o, normal
gerilmeleri kesit boyunca lineere yakin bir dafihm gostermektedir. o, normal gerilme
dagihimlarinda dikkati ¢eken onemli bir sonug da; o, i¢in kosulan siir sartlan biitiin
yiizeylerde saglanmis olmakla birlikte, gerilme dagiisim gosteren egrilerin her iki tabakada
farkh egriliklere sahip olmasidir. Bu sonuca neden olarak; elastik tabakalarin temas
yiizeylerindeki surtiinme kuvvetinin ihmal edilmesi, dolayistyla da tabakalarin yiikleme
altinda birbirinden bagimsiz olarak galigmalan gosterilebilir. _

Gerek dairesel ve gerekse diiz (dikdortgen) blok durumlannda iki elastik tabaka
arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrnima uzakhklannin en biyiik degerleri, alttaki tabakanin
ustteki tabakaya gore daha rjit veya her iki tabakanin rijitliklerinin esit olmas: hallerinde
h, / h=040 degerinde elde edilmektedir. Elastik sabitlerin oram (B ), tabakalar arasindaki
ilk aynima yiiklerini 6nemli olgiide etkilemektedir. Alttaki tabakamn wstteki tabakaya gore
rjitligi arttikga (B ' mn azalmasi) iki elastik tabaka arasindaki ilk aynlma yiikleri de
artmaktadir. Ancak Ozellikle diiz (dikdortgen) blok durumunda, tstteki tabaka kalinhgimin
bilesik tabakamin toplam kalinlifina orammn 0.5' den kuguk (h /h2050) ve blok
genigliinin de 1.00' den kiigiik olmas: durumlarinda 8 ' nin azalmasi ile ilk aynilma yiikleri
de genellikie azalmaktadir. Tabaka kalinhklarimn herhangi birinin kiigiikk olmasi durumunda
ilk ayrnlma yikii ve ilk aynlma uzakhklan kigiik degerler almakta, dolayisiyla da bu
durumlarda tabakalar arasindaki ayrilmalar daha kolay olmaktadir. Tabakalar arasindaki
ayrimalar genelde; mesnet genigli§inin kiigiik degerlerinde mesnetin diginda, biiyik
degerlerinde ise mesnet ile blok arasinda meydana gelmektedir. Tabakalar arasindaki
aynlmalann daha biyiik yiiklerde meydana gelmesi yani aynlmanin daha zor olmas: igin
tabaka kalinliklarinin birbirine yakin segilmesi ve alttaki tabakamn rijitliginin dstteki tabakaya
gore daha biiyiik olmasi gerekmektedir.

Tabakalar arasindaki stirekli temas durumu, dig yiikiin etkisinin biiyiik olciugu
(x < x,) temas bolgesi ve dig yiikiin etkisinin azalarak kayboldugu (x > x_) temas bolgesi

olmak tizere iki bolgeden olusmaktadir. Dis yiikiin etkisinin gorildigii x < x_, siirekli temas
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bolgesinde temas gerilmeleri; x = 0 simetri diizleminde, dikdértgen rijit blogun kenarlarinda
(x = a) ve mesnetlerde (x = ) maksimum degerlerine ulasmakta, dolayistyla da bu noktalar
tabakalar arasindaki temas gerilmelerinin tepe noktalar1 olmaktadir. Dis yiikiin etkisinin
azalarak kayboldugu x> x,, .sﬁreldi temas bolgesinde ise sadece kiitle kuvvetinin etkisi

goriilmekte ve bu bolgedeki temas gerilmeleri kiitle kuvvetlerine esdeger olmaktadur.

b) Alt tabakasinda diisey bir ¢atlagr bulunan bilesik tabakada, éatlak uglarindaki
gerilme siddet faktorleri ve gatlak yiizey yerdegistirmeleri icin elde edilen sonuglar:

Blok profilinin gerek egri yiizeyli ve gerekse de duz yiizeyli olmasi durumlarmda
benzer sonuglar elde edildigi i¢in sonuglar egri ve diiz yiizeyli blok profili ayirimi yapilmadan
asagida verilmektedir. |

I¢ catlak halinde; i¢ gatlagin d ucundaki gerilme siddet faktorii k (é’), basing bolgesine
yaklastik¢a hizla azalmakta ve basing bolgesinin belirli bir yerinden sonra negatif degerlere
sahip olmaktadir. Gerilme siddet faktoriiniin negatif degere sahip olmasi ¢atlagin o bolgede
kapanacag anlamima gelmektedir. Zaten basing bolgesinde ¢atlagin kapanmasi beklenen bir

d .
sonugtur. Catlafin kapanma noktasi olarak = 060-0.70 civarinda bir deger elde

1
edilmektedir. I¢ ¢atlagin ¢ ucundaki gerilme siddet faktorii £ (c), gatlak boyunun degismesi
ile buyuk bir degisim gostermemekle birlikte catlak basing bolgesine yaklagtik¢a
azalmaktadir. Diger taraftan i¢ catlak uzunlugunun azalmasi, gatlak igeren bilesik tabakanin
rijitliinin Ustteki tabakaya gore azalmasi (' min artmasi) ve blok geniglifinin artmasi
durumlannda catlak daha erken kapanmakta, dolayisiyla da her iki ugtaki gerilme siddet
faktorleri azalmaktadir. Cok kiigiik i¢ ¢atlak olmasi halinde; ¢ ve d uglanndaki gerilme
siddet faktorleri birbirine esit olup, ¢atlagin bulundugu noktada gatlaksiz ¢6ziimden bulunan -
o normalv gerilme degeri ile W ' nin garpimmna esit olmaktadir

( k(c)=k(d)= 0';l 00<y<h)* W ) I¢ ¢atlagin ¢ ucunun kenara yaklagmast
halinde ise hem % (c) ve hem de k (d) gerilme siddet faktérleri hizla biiytimektedir.

Kenar catlak halinde, i¢ ¢atlak halindeki kadar rahat ¢6ziim imkam yoktur. Zira
integral denklem cekirdeginin yakinsamas: kenar noktada (c =0) bozulmakta ve noktasal
singiilarite gostermektedir. Bunun igin integral denklem gekirdeginin yakinsamasim bozan

terimler gekirdekten ¢ikartilarak bunlarin yerine kapali integralleri ilave edilmis ve
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sdzkonusu yakinsamama problemi ortadan kaldmlmugtir. Diger ta;aﬁan, integral denklemin
lineer denklem takimina indirgenmesinde alinan 7 nokta sayisina gére de yakmsama iyi
olmamaktadir. Bu nedenle n» nokta sayisimun artinlmasi gerekmektedir. Ancak yapilan
Qaylsal uygulamalarda, # nokta sayisimn artirilmas: durumunda da yakinsamanin gok yavag
olduéu tespit edilmigtir (tablo 13). Yakinsamanmn yavag olmast bilyiikk zaman kaybina ve
yapilacak islemiéxin uzamasina neden oldugundan, kenar gatlak halinde gerilme giddet
faktoriinin hesabinda {i nokta extrapolasyonu kullamlmgtir. U¢ nokta extrapolasyonun
kullamimas: ile hem limit durumdaki kesin sonuglaré olduk¢a ¢ok yakin sonuglar elde
edilmekte ve hem de zaman kayb: ortadan kalkmaktadir.

Kenar catlak halinde, gatlak boyu kiigiiliirken ¢atlak ucundaki gerilme siddet faktori

belli bir limit degere gitmektedir. Bu limit deger ¢ok kiigiik ¢atlak halinde, d /A =0.0001
(igin gesitli boyutsuz buyikliklerde 11211 ile 11215 arasinda bir defer olarak elde
edilmektedir. Bulunan bu limit deger, yarim diizlem igin bulunan 11215 kesin sonucu ile tst
iiste diigmektedir. Bu da, ti¢ nokta extrapblasyonunun bu tiir problemlerin ¢éziimiinde ne
kadar uygun oldugunu\ agik bir sekilde gostermektedir. Kenar ¢atlak uzunlugu arttikga
catlak ucundaki gerilme giddet fakt6érii de artmaktadir. Ancak kenar ¢atlagin basing
bolgesine ulagmasi durumunda, basing gerilmeleri nedéniyle gatlak belirli bir bolgeden sonra
kapanmaya, baslayacag: icin gatlak boyu artinlsa bile gerilme siddet faktorii azalmaktadr.
Catlak igeren tabaka kalnhifimin azalmasi durumunda gekme bolgesi ve gatlak boyu
kisalmakta, gerilme siddet faktorii gekme bolgesinde dahi artmayip siirekli azalmaktadir.
Catlak iceren tabakamin rijitlifinin tstteki tabakaya goére azalmast durumunda da kenar
.¢atlak ucundaki gerilme giddet faktorii gekme bolgesinin belirli bir yerine kadar biiyiimekte

ve daha sonra kiigiilmektedir. |
Catlak yiizey yerdegistirmeleri; gerek i¢ catlak ve gerekse kenar catlak hallerinde,
catlak boyunun ve ¢atlak bolgesindeki ¢ekme gerilmelerinin artmasiyla biiyiimektedir. Daha
once de bahsedﬂdigi gibi, catlak basing bolgesinin belirli bir yerinde kapanmaktadir. Catlak
boyu kisaldik¢a, kapanma noktast da basing bolgesinin bagladig: (tarafsiz eksen) noktaya
yaklagmaktadir. Kenar catlak halinde, gatlak yiizey yerdegistirmeleri kenara yaklastikca
(c=0) artmaktadir. Zira bu noktada, cekme gerilmesi de en biiyiik degerine ulasmaktadir.

Yapilan saywsal uygulamalardan, gerek catlak uzunlugunun ve gerekse gatlak
bolgesindeki g¢ekme gerilmelerinin ¢atlak uglarindaki gerilme siddet faktorleri ve catlak
yizey yerdegistirmeleri {izerinde 6nemli rol oynadiklari soylenebilir. Catlak bolgesindeki
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¢ekme gerilmelerinin artmasina neden olan faktorler, gerilme siddet faktorleri ve ylizey
yerdegistirmelerinin de artmasina sebep olmaktadir. Catlak uzunlufunun artmasi da, hem
gerilme siddet faktorlerini ve hem de ¢atlak yiizey yerdegistirmelerini artirmaktadir.
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