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ONSOZ

Sonlu elemanlar yonteminin catlak problemleri, gerilme yigilmasi, biiyiik sekil
degisimleri gibi problemlerde istenilen hassasiyeti sunamamasi ve geometrilerin
modellenmesi isleminin olduk¢a zaman alict bir islem olmasi sonlu elemanlar yontemi igin
dezavantaj olusturmaktadir. Arastirmacilar bu dezavantajlarin minimuma indirgenmesi
acisindan yeni yontemlerin gelistirilmesi {izerinde yogunlagsmislardir. Yapilan bu
calismalar sonucunda agsiz yontemler Onerilmistir.

Yapilan ¢alismada agsiz yontemlerden Eleman Bagimsiz Galerkin yontemi ve Agsiz
Yerel Petrov-Galerkin yontemleri ayrintili bir bi¢imde incelenmis ve bir boyutlu
problemler icin elde edilen ¢éziimler sunulmustur.

Bu caligmada sahsimdan yardimlarini esirgemeyen tez danigsmanim sayin Prof. Dr.
Sami KARADENIZ’e ve degerli arkadasim Ars. Gor. Emin TUGCU’ya tesekkiirii bir borg
bilirim.

Ayrica bugiine kadar maddi ve manevi benden destegini hi¢ esirgemeyen degerli

aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Samet CALISKAN
Trabzon, 2006
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OZET

Yapilan tez calisgmasinda Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi ve Agsiz Yerel
Petrov-Galerkin Yontemleri formiile edilerek bir boyutlu lineer problemlere uygulanmustir.

Bu yontemlerin ¢oziim asamasinda 6nemli bir yere sahip olan sekil fonksiyonlari,
hareketli en kiiciik kareler yontemi kullanilarak elde edilmis ve etkinlikleri onceden
belirlenmis olan fonksiyonlar tizerinde test edilmistir.

Tezde, Eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemleri bir
boyutlu sinir deger problemleri, 6z deger problemleri ve baslangic smir deger
problemlerine uygulanmistir.

Sinir deger problemleri olarak bir ucu ankastre bagli cubuga eksenel yiik
uygulanmasi problemi ve rijit cisim yer degistirmesi problemi incelenmistir.

Oz deger problemleri olarak bir ucu ankastre bagli cubuk problemi ve iki ucu
ankastre bagli olan cubuklar i¢in ilk dort modlar ve 6z degerler elde edilmis ve mod
sekilleri ¢izdirilmistir.

Baslangi¢ sinir deger problemleri olarak parabolik ve hiperbolik yapidaki
denklemlerin ¢0ziimii incelenmistir. Ayrica parabolik denklemler i¢in Crank-Nicolson
yontemi ve hiperbolik denklemler icin ise Newmark zaman integrasyon ydntemleri
kullanilarak sayisal ¢ozlimler elde edilmistir. Elde edilen sonuglarla ilgili hata analizleri
verilmigtir.

Eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemleri ile elde edilen
sayisal c¢oziimler karsilastirildiginda, agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminin ¢oziilen

problemler i¢in daha hassas sonuglar verdigi belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Agsiz Yontemler, Hareketli En Kiigiik Kareler Yontemi, Eleman
Bagimsiz Galerkin Yontemi, Agsiz Yerel Petrov-Galerkin Yontemi,
Sinir Deger Problemleri, Baglangic Deger Problemleri, Baslangig
Sinir Deger Problemleri, Serbest Titresim, Zaman Integrasyon
Y Ontemleri.



SUMMARY

The Application of the Meshless Element Free Galerkin and Local Petrov-Galerkin
Methods to One Dimensional Engineering Problems

In this thesis, The Element Free Galerkin and The Meshless Local Petrov-Galerkin
methods are formulated and applied to one dimensional linear problems.

Shape functions, which are very important for solution procedure of the Element
Free Galerkin and the Meshless Local Petrov-Galerkin method, are obtained using the
moving least squares procedure. The effectiveness of the shape functions are tested over
predefined functions.

One dimensional boundary value, Eigenvalue, Initial Boundary value problems are
solved with the Element Free Galerkin and Meshless Local Petrov-Galerkin methods.

Boundary value problems considered in this study are a bar fixed at one end and a tip
load applied at the other end, and rigid body displacement problems.

Eigenvalue problems considered are a bar fixed at one end and a beam fixed at both
ends. For both of the problems the first four eigenvalues and mode shapes are evaluated.

Initial boundary value problems considered in this thesis cover the parabolic
equations, which includes the first derivative of the displacement vector with respect to
time and hyperbolic equation which includes the second time derivative of the
displacement vector. For both methods time integration schemes are evaluated.

Comparison of the numerical solutions obtained by the Element Free Galerkin and
the Meshless Local Petrov-Galerkin methods shows that the Meshless Local Petrov-

Galerkin method gives rise to more accurate results for at least solved problems.

Key Words : Meshfree Methods, Moving Least Squares, Element Free Galerkin Method,
Meshless Local Petrov-Galerkin Method, Boundary Value Problems, Initial
Value Problems , Initial Boundary Value Problems, Free Vibration, Time
Integration Methods.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Miihendislik sistemlerinin tasariminda ve simiilasyonlarinda bugiline kadar
kullanilmis olan sonlu elemanlar yontemi, sonlu hacim yontemi gibi geleneksel yaklasik
sayisal yontemler incelendiginde kullanilan yontemler {izerinde yetersizlikler tespit
edilmistir. Bu eksiklerden bir kismi modelleme eksikleri, ¢éziim siireclerinin zorlugu ve
insan emeginin ¢ok olmasi olarak siralanabilir. Son yilarda yapilan g¢aligmalarla bu
eksiklerin giderilmesi tam olarak saglanamasa da bu dogrultuda O6nemli mesafeler
katedilmistir. Bu calismalar sonucu olarak agsiz yontemler olarak bilinen ve yukarida

deginilen eksikliklere olumlu cevap verebilen yontemler 6nerilmistir [1].

1.2. Miihendislikte Sayisal Yontemler

Miihendislik sistemleri ¢ok sayida problem icermektedir. Bu problemlerin pek
c¢ogunun matematiksel modelinin kurulmasi ve simiilasyonunun olusturulmasi oldukca
zordur. Bu zorluklarin asilmasi agisindan sistemin tamaminin degil de sadece sistemin
performansini etkileyen en Onemli parametrelerin modellenmesi ¢ogu zaman sistem
hakkinda yeterli bilgi saglar.

Miihendislikte katt mekanigi, yapt mekanigi, akiskanlar mekanigi gibi pek cok alan
mevcuttur ve her bir alanda fiziksel problemler farkli yapilarda ele alinmaktadir. Ancak
matematik modeller yaklasik olarak ayni olmaktadir. Matematik modelleri birbirinden
farkli kilan denklemlerde kullanilan parametrelerin ilgili olduklar1 alanlarda tasidiklari
anlamlardir.

Matematik modeller diferansiyel veya kismi diferansiyel denklemler kullanilarak
olusturulurlar. Bu modeller ¢ogu kez sonlu elemanlar yontemi, sonlu farklar yontemive
sinir elemanlar1 gibi sayisal yontemler kullamilarak ¢oziiliip fiziksel problemin
simiilasyonu gergeklestirilmektedir [1]. Mevcut durumlariyla bu sayisal ydntemlerin
kullanilmasiyla elde edilen sayisal simiilasyon sonuglarinin bazen yeterli hassasiyette

olmamasindan dolay1 agsiz yontemler onerilmistir.



1.3. Agsiz Yontemlerin Tamitilmasi ve Tarihi Gelisimi

Ileri miihendislik sistemlerinin tasariminin yapilabilmesi icin ¢ogu kez bilgisayar
destekli araglara gereksinim duyulmaktadir ( CAD programi ). Bu tiir programlarla, sayisal
simiilasyon teknikleri fiziksel problemin modellenmesi i¢in gereklidir. Bu simiilasyonlarin
olusturulabilmesi i¢in problemi tanimlayan kompleks veya kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiine ihtiya¢ duyulmaktadir. Geleneksel olarak diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
sonlu elemanlar, sinir elemanlar1 ve sonlu farklar gibi sayisal yontemler kullanilmaktadir.
Bu yontemlerde ¢oziim bolgesi 1zgara goriiniimiinde olan aglara ayrilmaktadir. Ag,
diigtimlerle baglantis1 olan ve ¢6ziim bolgesindeki bagimli degiskene yapilan interpolasyon
islemine olanak saglayan bir yap:r olarak tanimlanabilir. Sonlu farklar yonteminde aglar
grid olarak isimlendirilirken, sonlu hacim ydnteminde hiicre veya hacim, sonlu elemanlar
yonteminde ise eleman olarak adlandirilmaktadirlar.

Ag yapisinda kullanilan birimlere verilen isim 6nem tagimamaktadir. Burada 6nemli
olan bu yapilarin ¢6ziim siirecine geg¢ilmeden tanimlaniyor olmasidir. Bu sayede
elemanlarin veya gridlerin kesisim noktalar1, diigiimler, arasinda baglant1 kurulabilmekte
ve kullanilacak olan sayisal yontemin (sonlu elemanlar, sonlu farklar ve sonlu hacim gibi)
formiilasyonu gergeklestirilmektedir.

Iyi tanimlanmus bir ag yapis1 sayesinde kismi diferansiyel denklemlerle modellenmis
olan bir problemin ¢6ziimii daha hassas sonuglar saglamaktadir. Diferansiyel denklemlerin
sayisal olarak ¢oziilebilmesi i¢in ag yapisindaki her birim (eleman, grid vb) i¢in bir dizi
denklemin tanimlanmasi gerekmektedir. Sonlu elemanlar yontemi dikkate alinirsa her bir
eleman i¢in, ¢dziilen problemin yapisina gére degismekle birlikte, 6rnegin bir dinamik
probleminin ¢dziimiinde, katilik matrisinin, kiitle matrisinin, soniimleme matrisinin ve yiik
vektoriiniin, bir dizi matrisin olusturulmasi gerekmektedir. Daha sonra her bir eleman igin
elde edilen matrisler birlestirilerek tiim problem tanimlanmis olmakta ve ¢6ziime
gecilebilmektedir.

Agsiz yontemlerde ¢6ziim bolgesinin  modellenmesi ve ¢0ziim asamasina
gecilebilmesi i¢cin modelleme asamasinda diigiimler kullanilmakta ve diigiimler arasinda
sonlu elemanlar yontemi ile kiyaslandiginda herhangi bir bagin olusturulmasina ihtiyag
duyulmamaktadir. Bu 6zellik tiim agsiz yontemler i¢in ortaktir. Yontemlerin agsiz olarak
isimlendirilmesinin sebebi de budur [1].

Yontemlerin agsiz olarak isimlendirilebilmesi i¢in gerekli olan kosul;



e Coziim bolgesinde bagimli degiskene yapilacak olan interpolasyon islemi igin
¢oziim siirecine ge¢ilmeden once bir ag yapisimin tamimlanmasina ihtiyag duyulmamasidir.
Gerekli olan ideal kosul olarak ise;

o Kismi diferansiyel denklemlerle modellenmis olan problemin uygun sinir kosullar:
altinda ¢oziimii yapilirken, ¢oziim siirecinin hi¢hbir asamasinda her hangi bir hiicre
yvapisumin kullanilmamasi,
seklinde ifade edilir [1].

Gilintimiize kadar gelistirilen olan sayisal ¢oziim yontemlerinin higbiri, bu kosul
dikkate alindiginda, tam anlamiyla agsiz olarak isimlendirilemez.

Tarihsel gelisimi incelendiginde agsiz yontemler, arastirmacilarin bilimsel ve
endiistriyel uygulamalarda hayli yaygin kabiil géren sonlu elemanlar yonteminin sahip
oldugu olumsuzluklarin elimine edildigi veya en azindan minimuma indirgendigi ve bu
yonteminin sahip oldugu avantajlar1 ise kendinde muhafaza eden bir yonteme sahip olma
isteginden dogmustur.

Bu baglamda Nayroles ve arkadaslar1 tarafindan 1992 yilinda yapilan arastirmada
sonlu elemanlar yonteminin bir parcast olarak difiise yaklasimi gelistirilmistir. Bu
yaklagimda, sonlu elemanlar interpolasyon fonksiyonlar1 hareketli en kii¢iik kareler
yontemiyle elde edilmis olan yumusak ve difiise edilmis fonksiyonlarla degistirilmektedir
[2]. Hareketli en kii¢iik kareler interpolasyonu ¢oziim bolgesindeki bagimli degiskenin elde
edilmesi isleminde yerel olarak agirliklandirilmis en kiiciik kareler fonksiyonu kullanilarak
gerceklestirilmektedir. En kiiclik kareler fonksiyonunun katsayilar1 bagimli degiskenin ve
interpolasyon fonksiyonunun diigiimlerdeki degerleri arasindaki farkin, karesinin minimize
edilmesi ile elde edilmektedir.

Difiise eleman yonteminde tanimli olduklar1 diigiimden belirli bir uzaklikta her hangi
bir degere sahip olmayan agirlik fonksiyonlar1 kullanilmaktadir. Nayroles ve arkadaslari
tarafindan difiise eleman yontemi i¢in iki 6nemli avantaj belirtilmistir. Bunlar;

e Ag yapisi olmaksizin diigiimlerin toplanabilmesi,

e Diigiimler arasindaki boslugun iiniform veya liniform olmamasinin ¢éziimde elde
edilen hassasiyeti etkilememesidir.

Belytschko ve arkadaslari tarafindan 1994 yilinda yapilan arastirmada difiise eleman
yontemi gelistirilerek, Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi elde edilmistir. Belytschko ve
arkadaslan gelistirdileri yontemde hareketli en kii¢lik kareler interpolasyon isleminin sabit

olmamas1 gerektigi sonucuna varmiglardir. Bunun sonucunda hareketli en kiiciik kareler



interpolasyonu ile elde edilen sekil fonksiyonlarinin tiirevi alinirken Nayroles ve
arkadaglar1 (1992) tarafindan ihmal edilen terimler ¢oziime dahil edilmistir. Bu sayede
eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile, difiise eleman yontemiyle kiyaslandiginda, daha
hassas sonuclar elde edilmistir. Ek olarak eleman bagimsiz Galerkin yonteminde sinir
kosullarmin uygulanmasi isleminde Lagrange carpanlart yontemi ve sistem matrislerinin
integrasyon islemi i¢in golge hiicre yapisi kullanilmistir. Eleman bagimsiz Galerkin
yonteminde ¢oziime yakinsama interpolasyon isleminde kullanilan agirlik fonksiyonlarina
baghdir [2].

Hareketli en kiiciik kareler yontemi ile elde edilen interpolantlarin, sonlu elemanlar
yontemiyle elde edilen ile kiyaslandiklarinda kronecker delta 6zelligine sahip olmadiklari
tespit edilmistir. Bu sebeple agsiz yontemlerde esas sinir kosullarinin uygulanmasi i¢in net
bir yontem Onerilememektedir. Mukherjee ve Mukherjee tarafindan 1997 yilinda yapilan
calismayla agsiz yontemlerde esas sinir kosullarinin uygulanmasina 6nemli katkilarda
bulunulmustur.

Mukherjee ve Mukherjee sinir ile temas halindeki diigiimler ve bu diigiimlerde
tanimlanmis olan bagimli degisken degerlerinin kesin diigiim degerleri ile degistirilmesi
sonucu esas sinir kosullarinin dogru bir bi¢imde uygulanabilecegini belirtmiglerdir.

Boylelikle sistem denklemleri, diigiimlerde tanimlanmis olan sekil fonksiyonlar ile
birlikte kullanilan kesin diiglim degerleri icin ¢oziilebilmekte ve problemin sayisal ¢oziimii
elde edilebilmektedir.

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi i¢in belirtilmis olan avantaja ragmen yontemde
sayisal integrasyon isleminin gergeklestirilmesi i¢in goélge hiicrenin kullanilmasi
gerekmektedir. Bu durum yontem i¢in bir dezavantaj teskil etmektedir.

Atluri ve Zhu tarafindan 1998 yilinda yapilan arastirmada sayisal integrasyon iglemi
icin goOlge hiicreye ihtiyag duymayan gercek anlamda agsiz yOntem Onermislerdir.
Gelistirilen yeni yontem de yerel zayif formdan yararlanilmakta, bdylelikle hesaplamalara
yerel alt bolgelerde baslanmaktadir. Yeni yontemde esas sinir kosullarinin uygulanmast
islemi penaltt yontemi gergeklestirilmektedir. Bu yontemde, daha Onceki ydntemlerde
aragtirmacilarin  kullandiklart agirlik ve sekil fonksiyonlarmin ayni uzaydan (agirhik
fonksiyonu olarak sekil fonksiyonlarinin kullanimi) seg¢ilmesi ile elde edilen Galerkin
formiilasyonu yerine farkli uzaydan segilen Petrov-Galerkin formiilasyonu kullanilmistir.

Agirlik fonksiyonlarinin uygun secilmesiyle yontem yerellestirilmektedir. Bu sayede



sayisal integrasyon islemi icin herhangi bir hiicre yapisinin tanimlanmasina ihtiyag

duyulmamaktadir [3].
Agsiz yontemlerin tarihsel gelisimi daha ayrtili bir bigcimde Sekil 1’de

verilmigtir[1].
Ags1z Yontemler
Eullamlan
Eullamlan Fonksiyon
Yontem Referans Denklem Formu Yaklasmmu
Difiise Fleman Nayroles ve Zayif Form I-IEKYl.re Galerkin
Yontemi Arkadaglar, 1992 Tontemi
Eleman Bagimsiz ~ Belyischko ve Zayif Form HEEY ve Galerkin
Galerkin Yontemi  Arkadaslari, 1994 Tontemi
Agsiz Yerel Atlurive Zhu, 1998 Yerel Zayif Form HEKY ve
Peirov-Galerkin Petrov-Galerkin
Yontemi Yintemi
Sonlu Nolkia Onate ve Giiclii Form Sonlu Tiirev A¢ilum
Yomtemi arkadaglar,1996; (Taylor Serisi),
Liszkave Orkisz,1980; HEEY
Jensen, 1 980
Yumugahlms Lucy,1977; Gingoldve  Giiclii Form Integral Agihnu
Pargacik Monoghan,1977 (YUCPY) ve HEKY
Hidrodinamisi
Yeniden Uiretilen  Liu,WXK.ve Giicliiveya Zayf  jyjeoral Acilim
Cekirdek arkadaglar 1993 Form (YUICPY)
Parcacigi Yintemi L.
Odenve Abani 1994; ZanfForm Birimin Parcalanmasi,
h-p Buluilan Armando ve HEKY
Oden,1995
Birimin Babuskave Melenk,  Zayif Form Birimin Pargalanmasa,
Parcalanmasi Yoni  jgpg HEEY
N?kta I-‘_‘terP“hs}'““ Liu GR.ve Gu,1999 Zanif Formve Yerel Nokia interpolasyonu
Yomtemi 2000b,2001abcd  ZayfForm
Sy Diigiim Mukherjee ve Zayif Formve Yerel HEKY
Yiimiemi Mukherjee,1997ap  Zayif Form
S Diigiim Liu G.R.ve Gu,20004; ZayifFormve Yerel Nokia interpolasyonu
Interpolasyon Guve Liu GR.2001ae ZayfForm
Tontemi

Sekil 1. Agsiz yontemlerin tarihi gelisimi [1].

1.4. Agsiz Yontemlere Neden Ihtiya¢ Duyulur

Arastirma ve Endiistride en yaygin kullanilan sayisal ¢6ziim yontemi sonlu eleanlar

yontemidir. Sonlu elemanlar yonteminde ¢oziim siirecine gecilmeden 6nce ag yapisinin



olusturulmasi gerekmektedir. Ag yapisinin olusturulabilmesi i¢in birbiri ile temas halinde
bulunan ve ¢oziim siirecine gecilmeden once tanimlanmis olmasi gereken elemanlara
ihtiya¢ duyulmaktadir.

Glinitimiizde mevcut gelistirilmis hali ile sonlu elemanlar yontemi kullanilarak statik,
dinamik, lineer ve lineer olmayan pek ¢ok problemin ¢éziimii elde edilebilmektedir. Bu
problemlerin ¢6ziimiinde asagida belirtilen sebeplerden dolay1 elde edilmek istenen ¢oziim
maliyeti ve dogrulugu 6nemli dl¢iide etkilemektedir [1,2];

e Analizlerde genelde zamanin ¢ogu uygun bir ag yapisinin olusturulmasina
harcanmaktadir. Ag yapisi analiz siiresini ve hassasiyetini 6nemli dl¢lide etkilemektedir.
Gilintimiizde sayisal yontemlerle ilgili arastirma noktalardan bir tanesi bu siirecin miimkiin
oldugu kadar kisaltilmasi ve analizin hassasiyetinin arttirilmasidir. Bu da daha az insan
emegi ve daha cok bilgisayar kullanimi anlamina gelmektedir.

e Biiyiik sekil degisimleri s6z konusu oldugunda elemanlarin ¢arpilmasindan dolay1
hesaplanan degerlerdeki dogruluk oldukca diismektedir.

e Catlak bliylimesi probleminin herhangi bir geometri veya kompleks bir geometri
icin modellenmesi ve faz doniistimlerinin uygulanmasi oldukg¢a zordur.

e Sonlu elemanlar yontemi siirekli ortam mekanigine dayandigindan malzeme
kirilmasindan dogan siireksizliklerde, elemanlar arasindaki baglarin kopmasi sebebi ile
olumsuzluklar ortaya ¢ikarmaktadir.

Yukarda bir boliimii belirtilen hatalarin ve yetersizliklerin en aza indirilebilmesi i¢in
¢Ozlim siirecinde ortaya c¢ikabilen siireksizlik bolgelerinde bir biri ile olan temasini
kaybeden elemanlarin temas etmesini saglamak amaciyla ag yapisinin yeniden
olusturulmasi gerekmektedir. Ayrica ¢oziim silirecinde bagimli degisken {izerinde doniisiim
yapilmasi ihtiyacit ortaya c¢ikmaktadir. Bu durum islem hassasiyetini olumsuz
etkilemektedir. Bu ylizden ¢6ziim siirecinde daha esnek ve siireksizligin s6z konusu oldugu
problemlerde yeni bir ag yapisinin olusturulmasina ihtiyag duymayan yontemlerin
gelistirilmesi ihtiyaci ortaya c¢ikmistir. Bu sebeple Onerilmis olan agsiz yontemlerde bu
ihtiyaclarin ¢ogu karsilanabilmektedir. Agsiz yontemlerde geometrinin modellenmesi
rasgele dagitilmig diigiimlerle gergeklestirildiginden bu diigiimler arasinda herhangi bir
iliskinin veya bir bagin kurulmasina ve dolayisiyla ¢oziim siirecinde yeni bir ag yapisinin

olusturulmasina ihtiyag¢ yoktur.



1.5. Agsiz Yontemlerin Siniflandirilmasi

Agsiz  yontemler genel yapilart itibariyla ¢6ziim bolgesinin - diigiimlerin
tanimlanmasiyla tanimlanmasi ve bu diigiimler arasinda her hangi bir iligkinin
tanimlanmasina ihtiya¢ duymamalar1 bakimindan ortak bir yapiya sahip olsalar da ¢6ziim

siirecleri ve kullanildiklar1 alanlar bakimindan birbirinden farkli yapilara sahiptirler [1,2].

1.5.1. Yumusatilmis Parcacik Hidrodinamigi

Yumusatilmig parcacik hidrodinamigi (YPH) (Smoothed Particle Hydrodynamics)
yontemi hesaplamali mekanik i¢in baslangi¢ noktalarindan bir tanesi olarak goriilmektedir.
Bu ydntemin formiilasyonu Lucy, Gingold ve Monoghan tarafindan es zamanli olarak
gerceklestirilmigtir. ' Yontem bagimsiz Lagrange yontemi olarak da bilinmektedir.
Yumusatilmig pargacik hidrodinamigi yontemi, baslangigta, galaksilerin dizilimi, olusumu
ve astrofizik problemlerinin modellenmesi i¢in gelistirilmistir [2].

Yumusatilmig pargacik hidrodinamigi yontemi olumlu bir yaklasim tabaninin elde
edilmesi i¢in ¢ekirdek tahminine dayanmaktadir. Her hangi bir anda hiz ve termal enerji bu
cekirdeklerde (noktalarda) bilinmektedir. Ayrica bu c¢ekirdekler kiitleye sahip
olabilmektedirler. Bu sebeple ¢ekirdekler pargacik olarak nitelendirilmektedir [2].

Parcaciklarin hareketi bir sivinin hareketine veya gaz akisina oldukca benzediginden
yontemin sayisal modelinin  olusturulmasinda klasik Newton Hidrodinamigi
kullanilabilmektedir. Giiniimiizde yumusatilmis parcacik hidrodinamigi yontemi dinamik
akis problemlerinden penetrasyon problemlerine kadar pek ¢ok miihendislik probleminin
¢Oziimii yaninda siipernovalarin modellenmesi, galaksilerin dizilimi, n6tron yildizlar1 ve

kara deliklerin birlesmesi ve hatta evrenin modellenmesi i¢in de kullanilmaktadir.

1.5.2. Difiise Eleman Yontemi

Difiise eleman yontemi (DEY) (Diffuse Element Method) Nayroles, Touzot ve
Villon tarafindan gelistirilmistir. Difiise eleman yontemi sonlu elemanlar interpolasyon
isleminin genellestirilmis hali olarak sunulmustur. Yontemin genel formiilasyonunda

hareketli en kiiciik kareler yonteminden bahsedilmemektedir. Ancak Nayroles tarafindan



takip edilen ¢6ziim siireci hareketli en kiiciik kareler yonteminin tamamen aynisidir. Difiise
eleman yonteminde bir nokta civarinda fonksiyonlarla yerel yaklasim yapilmaktadir.
Galerkin artik denklemlerinin elde edilebilmesi i¢in diigiimlerin ve sinirlarin
tanimlanmis olmasi gerekmektedir [4].
Tanimlanmig olan interpolantlar agirliklandirilmis en kiigiik kareler yaklagimi ile

noktasal degerlere uyumlanmis polinomlardir.

1.5.3. Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi (EBGY) (Element Free Galerkin Method)
modellenmesi Belytschko, Lu ve Gu tarafindan gelistirilmistir[4]. Yontem hareketli en
kiigiik kareler yontemini kullanan alternatif bir yaklasim olarak sunulmustur. Eleman
bagimsiz Galerkin yontemi difiise eleman yontemi ile birkag¢ farklilik disinda temelde ayni1
yapidadir. Belytschko, eleman bagimsiz Galerkin yonteminde dogrulugu arttirmak igin
difiise eleman yonteminden farkli olarak ii¢ adet yenilik getirmistir[2]. Bunlar;

e Esas smir kosullarinin uygulanmasi i¢in potansiyel enerji fonksiyonelinde Lagrange
carpanlarini kullanmistir.

e Sekil fonksiyonlarinin tiirevleri tam olarak hesaplanmistir. Difiise eleman
yonteminde hareketli en kiigiik kareler yontemi yerine agirliklandirilmis en kiigiik kareler
yontemi kullanildiginda sekil fonksiyonlarinin tiirevleri hesaplanirken bazi terimler ihmal
edilmis olmaktadir.

e Cok sayida integrasyon noktasi igeren, diigiimlerden bagimsiz olan hiicre yapilari

elde edilmis ve sayisal integrasyon islemi bu hiicreler kullanilarak gerceklestirilmistir.

1.5.4. Yeniden Uretilen Cekirdek Parcacig Yontemi

Yeniden iiretilmis ¢ekirdek parcacigi yontemi (YUCPY), (Reproducing Kernel
Particle Method) Liu tarafindan onerilmistir. Yontemdeki temel diisiince diizenleyici bir
cekirdegin olusturulmasidir. Baska bir deyisle orijinal ¢ekirdegin diizenleyici bir fonksiyon
yardimiyla olusturulmasidir. Bu sayede, YPH interpolantinin kararliligi elde edilmis olur.

Bu isleme yeniden firetilen ¢ekirdek yontemi denilmektedir [2].



Diizenlenmis ¢ekirdeklerin olusturulmasinda, ¢ekirdek fonksiyonunun elde edildigi
nokta civarindaki tiim noktalarin bilinmesi gerekmektedir. Bu durum hesaplama zamanini
arttirmaktadir.

Bu yontemde esas sinir kosullarinin uygulanmasi isleminde bir doniisiim igsleminin
uygulanmast gerekmektedir. Uygulanan bu doniisiim sayesinde sekil fonksiyonlari

Kronecker delta 6zelligine sahip olmakta ve sinir kosullar1 dogrudan uygulanabilmektedir

[4].

1.5.5. Birimin Parcalanmasi Yontemi

Babuska ve Melenk tarafindan onerilen birimlerin par¢alanmasi (BPY) (Partition of
Unity) yonteminin temelini, par¢alanmig birimin alinip herhangi bir yaklasgim tabani ile
carpilmasi ile yeni ve daha iyi bir yaklagim tabaninin elde edilmesi olusturmaktadir [2].

Duarte ve Oden birimlerin pargalanmasi yontemi ile yeni fonksiyonlar gelistirmeyi
arzularken, h-p bulutlar1 yontemini gelistirmislerdir. Duarte ve Oden Legendre
polinomlarimi kullanarak ilk p versiyon (p versiyon: polinom derecesinin yiikseltilmesi ile

yaklagimin iyilestirilmeye ¢alisilmasidir) agsiz yontemler interpolantlarini elde etmislerdir.

1.5.6. Agsiz Yerel Petrov-Galerkin Yontemi

Agsiz yerel Petrov- Galerkin yontemi Atluri ve Zhu (AYPGY) (Meshless Local
Petrov-Galerkin Method) tarafindan 6nerilmistir [3].

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde diferansiyel denklemin global zayif formu
yerine yerel zayif formu kullanilmaktadir. Bu sebeple sayisal integrasyon islemi
uygulanirken bir hiicre yapisinin tanimlanmasina ihtiya¢ duyulmamakta sadece yerel
bolgelerin ve yerel bolge sinirlariin tanimlanmasi yeterli olmaktadir. Bu sebeple yontem
tamamen agsiz olarak nitelendirilmektedir [3].

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi, yontem olarak degil de daha ¢ok bir konsept
olarak ele alinmaktadir. Ciinkii bu konsept’te agirlik fonksiyonu, sekil fonksiyonu ve
integrasyon isleminin uygun olarak se¢ilmesi durumunda tiim agsiz yOntemlerin
formiilasyonlar1 elde edilebilmektedir. Ornegin agirhk fonksiyonu olarak sekil
fonksiyonlarinin kullanilmasi durumunda eleman bagimsiz Galerkin yontemi elde

edilmektedir [4].
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1.6. Ags1iz Yontemlerin Genel Yapisi

Agsiz yontemler bu noktada sonlu elemanlar yonteminde karsilasilan olumsuzluklari
daha aza indirmesi sebebiyle tercih edilmis ve gelistirilmeye ¢alisilmistir.

Agsi1z yontemlerde modelleme islemi diiglimlerle gerceklestirilmekte ve bu diigiimler
arasinda herhangi bir bagin veya iligkinin tanimlanmasina ihtiya¢ duymamaktadir [1].

Bu durum ¢6zlim silirecinde problemin modellenmesinde kolaylik saglamakta ve
istenilen dogruluk degerine bagli olarak ¢ézliim bolgesine diiglimlerin eklenebilmesi ve
cikarilabilmesi konusunda énemli esneklik sunmaktadir. Ornegin bir gerilme yigilmasi
probleminde veya tekillik igeren bir kirilma probleminde analizi yapan kisi bu bolgelerdeki
diigimlerin birbiri ile olan iliskilerini dikkate almadan bu bolgelere diiglim ekleyebilir
veya bu bolgelerden diiglim c¢ikarabilir. Bu durum ¢6ziim siirecini higcbir sekilde
etkilemeyecek sadece elde edilecek olan hassasiyet degerinde ve analiz siiresinde

degisimlere yol agacaktir [1].

1.7. Coziim Siirecleri

Bu boliimde Agsiz yontemlerle gerceklestirilen sayisal ¢6ziim siireci yer yer sonlu
elemanlar yontemindeki ile karsilastirmali olarak genel anlamda 6zetlenecektir.

Sonlu elemanlar ve agsiz yontemler genel anlamda ayni ¢oziim siirecini takip
etmektedir. Agsiz yontemleri ve sonlu elemanlar yontemini birbirinden farkli kilan
noktalar;

e Sonlu elemanlar yonteminde geometrinin modellenmesi ic¢in elemanlar
kullanilirken, agsiz yontemlerde bu islem diigiimler kullanilarak ger¢eklestirilmekte.

e Sonlu elemanlar yonteminde sekil fonksiyonlar1 kullanilacak olan eleman igin
analize baslamadan once belirlenmistir. Agsiz yontemlerde ise sekil fonksiyonlar: analiz
esnasinda elde edilmektedir.

Belirtilen bu farklar disinda her iki ydntem icin ¢oziim siireglerinde Onemli
farkliliklar olmadigindan sonlu elemanlar yontemi ile elde edilebilen tiim ¢ézlimler agsiz
yontemler kullanilarak elde edilebilir [1].

Kat1 cisim mekanigi problemleri i¢in sonlu elemanlar ve agsiz yontemlere ait ¢oziim

siirecleri Sekil 2°de verilmistir.
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Sekil 2. Sonlu elemanlar yontemi ve agsiz yontemlerin ¢ozlim stiregleri [1].

1.7.1. Geometrinin Olusturulmasi

Gergekte yapilar, bilesenler veya bolgeler genellikle karmagiktir ve sayisal
yontemlerin uygulanabilirligi agisindan uygun bir geometriye indirgenebilmelidir. Sonlu
elemanlar yonteminde gergek geometrinin egri ylizeyleri ve yiizey sinirlart egrilerle veya
egrilesmis yiizeyli yiiksek dereceli elemanlar kullanilarak modellenmektedir. Bununla
birlikte sonlu elemanlarda elemanlarin siralanip birlestirilmesi ile geometri
olusturulmaktadir ve egri ylizeylere sadece eleman yiizeylerinin bir kismi kullanilarak
yaklasim yapilmaktadir. Ornegin lineer elemanlarin kullanilmis olmasi durumunda, eleman
ylizeyleri diiz cizgiler veya ylizeylerden olusmaktadir. Bu elemanlarin kullanildig1 bir
model Sekil 3’de goriilmektedir.

Egri yiizeylerin modellenme dogrulugunun kontrolii eleman sayis1 ve derecesi ile
gerceklestirilmektedir. lyilestirilmis bir ag yapis1 daha dogru sonuglar vermektedir.

Bununla birlikte analiz siiresi kullanilan bilgisayar donanimi ve programina bagl bir

parametre oldugundan eleman sayisinin sinirlandirilmasi: gerekmektedir. Bu ylizden
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geometrinin detaylar1 sadece bu bolgelerde ¢ok hassas c¢oziimlere ihtiya¢ duyulmasi
durumunda ¢ok sayida eleman kullanilarak modellenmelidir.

Agsiz yontemlerde geometri sinirlari Sekil 4’de goriildiigii gibi diiglimlerle
modellenmektedir. Geometri sinirlarindaki herhangi iki diigiim arasinda kalan bir noktada
sekil fonksiyonlar1 kullanilarak interpolasyon yapilabilir. Agsiz yontemlerdeki sekil
fonksiyonlar1 hareketli kiiciik bolgeler kullanilarak olusturuldugu igin, egri ylizeyler lineer
bir polinom tabani kullanilmis olsa dahi ¢ok iyi modellenmis olur. Genelde agsiz

yontemlerde yiiksek dereceden polinom tabanlari kullanilmaktadir [1].

1.7.2. Diigiimlerin Olusturulmasi

Sonlu elemanlar yonteminde ag olusturma islemi olduk¢a dnemlidir ve analizi yapan
kisiye ¢cok zaman kaybettirebilir. Bolge 0zel sekillere sahip elemanlarla, 6rnegin iiggen
veya dortgen elemanlarla, diizgiin bir sekilde modellenmelidir. Elemanlar arsinda higbir
boslugun bulunmamasi1 gerekmektedir. Ayrica ag olusturma islemi sirasinda elemanlarin
stirekliligi saglanmalidir. Tiim bu islemlerin yapilabilmesi i¢in tiimiiyle otomatik olan ag
olusturma paket programlarma ihtiya¢ duyulmaktadir. Ancak su anda genel kullanimda
olan boyle bir paket program yoktur.

Ayrica sonlu elemanlar yonteminde ag olusturmadaki zorluk ¢ézlimlerin daha hassas
olmasi isteginden kaynaklanmaktadir. Ornegin bir bolgenin iiggen elemanlarla
modellendigi dikkate alinirsa {iggen elemanlarin ¢oziimiiyle elde edilen dogruluk oram
aynt yogunlukta dortgen elemanlarla modellenmis olan ayni bdlgedeki ¢oziimle
kiyaslandiginda dortgen elemanlar {iggen elemanlara nazaran daha hassas sonuclar

saglamaktadir.
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Diigiimler

ilggen Elemanlar

Sekil 3. Uggen elemanlarla modellenmis bir ¢dziim bolgesi

Agsiz yontemler dikkate alindiginda ¢oziim bolgesi rasgele dagitilmis olan
diigiimlerle modellenmektedir. Sekil 4’te diiglimlerle modellenmis olan bir bdlge
goriilmektedir.

Agsiz yontemlerde aglarin veya elemanlarin kullanimina ve bunlar arsinda
tanimlanmis olan herhangi bir iligskiye ihtiya¢ duyulmamaktadir. Bu yiizden diiglimler

ticgenlestirme algoritmalarinin kullanimriyla ¢ok rahatlikla olusturulabilir.

Diigiimler

Sekil 4. Diigiimler ile modellenmis bir ¢6ziim bolgesi
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1.8. Tezin Konusu

Yapilan bu tez calismasiyla gerceklestirilmek istenen temel amag¢ genel anlamda
agsiz yontemleri bir biitiin olarak inceleyerek bagimsiz Galerkin ve yerel Petrov-Galerkin
agsiz yontemlerinin teorik yapisinit 6grenmek ve yontemin iki ve ii¢ boyutlu problemlere
uygulanmasi i¢in gerekli sayisal deneyim kazanmaktir.

(Calismada agsiz yontemler genel yapilariyla incelenerek bu yontemlerden Eleman
Bagimsiz Galerkin ve Agsiz Yerel Petrov-Galerkin yontemlerinin bir boyutlu sinir deger,
baslangi¢ deger ve baglangi¢ sinir deger problemleri i¢in formiilasyonlari verilecektir.

Model olusturulmasi asamasinda durum degiskenlerine yapilacak yaklasim i¢in agik
ve uygulamasi kolay oldugundan sekil fonksiyonlarnin elde edilmesinde hareketli en
kiigiik kareler yontemi secilecektir. Hareketli en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen sekil
fonksiyonlarinin etkinlikleri segilen test fonksiyonlarna yapilan yaklagimlarda test
edilecektir.

Tezde eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemlerinin
gerektirdigi formiilasyonlar ve diger islemler programlar seklinde yazilarak programin
gerektirdigi matris iglemler gibi bazi ara islemler Matlab paket programindan da
yararlanilarak gerceklestirilecektir. Gelistirilen program kullanilarak eleman bagimsiz
Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemleri yukarda deginilen tiirden bir boyutlu
miihendislik problemlerine uygulanacaktir.

Eleman bagimsiz Galerkin ve yerel Petrov-Galerkin agsiz yontemiyle elde edilen

sonuglar grafik formda verilerek hata analizleri gerceklestirilecektir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Yapilan c¢alismalarda Eleman Bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemleri kullanilmistir. Bu yontemlerin uygulanmasinda takip edilmesi gereken ¢oziim
stiregleri asagida 6zetlenmistir.

e (Coziim bolgesinde diigiim degerlerine yapilacak olan interpolasyon islemi igin
yapilacak olan yaklasim derecesinin (sabit, lineer, kuadratik.... gibi) belirlenmesi;

Coziim bolgesinde uygulanacak olan yaklasgimin derecesi elde edilecek olan
¢Oziimiin hassasiyetini 6nemli 0l¢iide etkilemektedir. Yapilan yaklasim lineer, kuadratik ve
kiibik vs. olabilir. Bu yaklasimin belirlenmesi sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi
acisindan  Onemlidir. Agsiz yoOntemlerde sekil fonksiyonlart analiz esnasinda
belirlenmektedir. Bu sebeple bu asamada uygulanacak olan yaklasim derecesinin
belirlenmesi gerekmektedir.

e Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi,

Sekil fonksiyonlarinin elde edilebilmesi i¢in pek cok yontem Onerilmistir. Bu tez
calismasinda sekil fonksiyonlarini elde etmek i¢in hareketli en kiiciik kareler yontemi
kullanilmastir.

e (Cozilecek olan fiziksel problem i¢in matematiksel modelinin elde edilmesi,

Yaklagik sayisal ¢oziim yOntemlerinin uygulanabilmesi i¢in fiziksel problem
diferansiyel veya kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilmis olmalidir. Daha sonra
¢Oziim i¢in sonlu elemanlar ve agsiz yontemler gibi uygun bir sayisal yontem secilerek
¢Oziime gidilmektedir.

e Uygulanacak olan ¢6ziim yonteminin se¢ilmesi;

Fiziksel problemin ¢6ziimii i¢in kullanilacak olan yaklagik sayisal yontem seg¢ilmis
olabilir ancak se¢ilmis olan yontemde uygulanacak formiilasyon islemi elde edilmelidir.
Yapilan tez c¢alismasinda eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin
formiilasyonlar1 kullanilmistir. Coziim siirecinde bu iki yontemden uygulanacak olan
formiilasyonun elde edilmis olmasi gerekmektedir.

e Siir kosullariin uygulanmast;

Sinir kosullarinin uygulanmasit iglemi agsiz yontemlerde sekil fonksiyonlarinin

kronecker delta 6zelligini saglamamasindan dolay1 sonlu elemanlar yonteminden farkli
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olmaktadir. Agsiz yontemler i¢in sinir kosullarmin uygulanmasi islemi, yaygin olarak,
penaltt yontemi, Lagrange c¢arpanlar1 yontemi gibi  yOntemler kullanilarak
gergeklestirilmektedir.

Yukarida belirtilen islem adimlari uygulanarak bir fiziksel problemin ¢oziimii

herhangi bir yaklasik sayisal ¢6ziim yontemi kullanilarak elde edilebilir.

2.1. Agsiz Yontemlerde Sekil Fonksiyonlarinin Elde Edilmesi

Agsiz yontemlerde sekil fonksiyonlarint elde edilmesi i¢in kullanilmakta olan bazi
yontemler su sekilde siralanabilir [5].

Cekirdek Yontemi

e Birimlerin Par¢alanmas1 Yontemi

e Hareketli En Kiiglik Kareler Yontemi

Bu yontemler kullanilarak sekil fonksiyonlar1 elde edilmektedir. Belirtilmis olan
yontemleri birbirinden farkli kilan agirlik fonksiyonlarinin kullanim amaclar1 olmaktadir.

Cekirdek yonteminde agirlik fonksiyonlart uygun bir cekirdegin iiretilmesi igin
kullanilmaktadir. Birimin pargalanmasi yonteminde agirlik fonksiyonlar1 yeni ve daha iyi
bir yaklagim elde edilmesi i¢in kullanilmaktadir.

Yapilan tez ¢alismasinda hareketli en kiigiik kareler yontemi kullanilmistir. Hareketli
en kiicik kareler yoOnteminde agirhik fonksiyonlart yerel artitk denklemlerinin

agirliklandirilmasi isleminde kullanilmaktadir.

2.1.1. Hareketli En Kiiciik Kareler Yontemi

Hareketli en kiigiik kareler yontemi Sekil 5°te genel hatlariyla belirtilmistir. Bu
grafik incelendiginde hareketli en kiiciikk kareler yontemi kesin diigim degerleri ile

uyumlanan egri degerleri arasindaki farki minimuma indirgemesini amaglamaktadir.

Sekil 5’te u_,. ile belirtilen degerle kesin diigiim degerleri u; ile belirtilen degerler ise

hareketli en kiiclik kareler yontemi ile elde edilen degerlerdir.
Hareketli en kiiclik kareler yontemi ile yapilan yaklagimin daha agik belirtilmesi

amactyla Sekil 6’da belirtilen 6rnek incelenmelidir. Bu 6rnekte yaklasim yapilmak istenen
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degerler uy, uj, u; ve us degerleridir. Bu degerlere yapilacak olan yaklagim bes basamakta

Ozetlenebilir [5].

Secilen herhangi bir nokta i¢in yapilacak yaklasimin derecesinin belirlenmesi

Her bir diigiim i¢in yerel artik denklemlerinin olusturulmasi

Agirliklandirilmig artik denkleminin elde edilmesi

Secilen nokta i¢in yapilan yerel yaklasimin belirlenmesi

Yerel yaklasimin global yaklagima doniistliriilmesi

i

ud ul*®

wil

wi

w2

w3

¥

=x0=0 x1=1

xX2=2
¥

®3=3

Sekil 6. Dort diigiimle modellenmis olan ¢oziim bolgesi [5].
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Adim 1 Yerel yaklasimin belirlenmesi:

Burada yapilacak olan yaklagimin derecesi belirlenecektir. Bu yaklagim bir boyutlu
problemler icin dikkate alindiginda asagidaki yaklagimlar s6z konusudur.

u"(x) = a, Sabit yaklagim

u(x) = a, +a,x Lineer yaklasim

u"(x) = a, +a,x+a,x* Kuadratik yaklagim

u(x) = a, +a,x+a,x* +a,x’ Kiibik yaklagim

Burada baslangi¢ olarak sabit yaklagim segilecek ve ¢oziimler elde edilip daha sonra
lineer yaklagim i¢in ayni ¢6ziim adimlar1 incelenip sonuglar elde edilecektir.

A. Sabit Yaklasim: Sekil 6’da belirtilen y noktasi i¢in

u'(y)=a,(») (1)

ifadesinin secilmesi ile birinci adim tamamlanmis olur.
Adim 2 Diigimlerdeki yerel artik denklemlerinin elde edilmesi:
R ifadesiyle artik terimi sembolize edilir ve diigiimlerdeki uy, u;, u; ve us degerlerine

yaklagim (1) denklemi ile belirtildigi formda yapilarak asagidaki artik denklemleri elde

edilir.
R,(y)=a, —u, 2
R (y)=a,-u 3)
R,(y)=a, —u, 4
Ry (y) = ay —u, )

Artik denklemleri elde edildikten sonra agirliklandirilmig yerel artik terimi elde

edilecektir. Agirliklandirilmis yerel artik terimi J ile simgelenmesi durumunda;
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2 2 2 2
J=w,R,” + W R~ +wW,R,” + R,

denklemi ile agirliklandirilmis artik terimini elde edilmis olur.

Adim 3 Agirliklandirilmis artik ifadesinin minimizasyonu:

(6)

Bu islem J ifadesinin a, ‘a gore tiirevinin almip elde edilen ifadenin sifira

esitlenmesiyle gerceklestirilir.

o]

da,

0

veya agik formda
2wo(ay —uy) + 2w (ag —u,) +2w,(a, —u,) +2ws(a, —u;) =0

yazilabilir. Bu ifadeden a, ifadesi;

_ M i=0,1,2,3

“TST )

seklinde elde edilir.

Adim 4 y noktasi i¢in yerel yaklagimin elde edilmesi:

(7

®)

9

Yapilacak olan yaklasim (1) denklemi ile belirtmisti. Bundan sonraki agamada elde

edilmis olan a( ifadesi bu denklemde yerine yazilacaktir.

u’ (1) = a, () = —ZZWW(?;)

(10) denklemi ile y noktasina yapilan yerel yaklasim elde edilmis olur.

Adim 5 Global yaklagimin elde edilmesi:
Bu islem (10) denkleminde elde edilen ifadede y yerine
gergeklestirilir.

(10)

X in yazilmasiyla
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Zwi (X)u,
= 11
) .

u' (x) = a,(x) =

Bu islemi gergeklestirildikten sonra hareketli en kiigiik kareler yaklagimi

tamamlanmis olur. (11) denklemi;

uh(x) = Z¢iui (12)

formunda yazildiginda sekil fonksiyonlar1 ve sekil fonksiyonlarinin tanimli oldugu diigiim
degerleri ile carpimi elde edilmis olacaktir. Bu tanimlama yapildiktan sonra (11)

denkleminden vu; ifadesinin ¢ikarilmastyla sekil fonksiyonlarinin genel yapisi
w,
= 13
4= S, (13)

seklinde elde edilmis olur. Bu fonksiyonlara Shepard fonksiyonlar1 denmektedir [7].
B. Lineer Yaklasim: Lineer yaklasim icin de yine ayni islem adimlar takip edilerek
sekil fonksiyonlar elde edilebilir.

Adim 1 Yerel yaklasimin belirlenmesi:
u"(x)=a, +ax (14)

Adim 2 Diiglimlerdeki yerel artik denklemlerinin elde edilmesi:

R,(x)=a,+a,x, —u, (15)
R (x)=a,+ax, —u, (16)
R,(x)=a,+a,x, —u, (17)

R, (x)=a,+ax; —u, (18)
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Agirliklandirilmis yerel artik denklemi:
J=wR)y + W R +w,R,> +w,R,’ (19)
Adim 3 Agirliklandirilmis yerel artik denkleminin minimizasyonu:

o]

da,

0 (20)

2wy(a, +a,x, —u,)+2w,(a, +a,x, —u,)

21
+2w,(a, +a,x, —u,)+2w;(a, +a,x; —u;) =0
Yaklasim lineer oldugundan bu ifadenin bir kez de a;’e gore tiirevi alinmalidir.
o _ 0 (22)
Oa,
2wyx,(a, +axy —uy)+2wx, (a, +a,x, —u,) 23)
+2w,x,(a, +a,x, —u,)+2wyx;(a, +a,x; —uy;) =0
(21) ve (23) denklemlerinin ortak ¢6ziimiiyle ay ve a; katsayilari elde edilebilir.
A=w, +w, +w, +w, (24)
B =wyx, + wx; + w,x, + wyx, (25)
C= woxo2 + wlxl2 + w2x22 + w3)c32 (26)
D =uyw, +uw, +u,w, +u,w, (27)

E =u wyx, +u,wx, +u,w,x, +u;w;x, (28)
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A, B, C, D ve E katsayilan ifade edildikten sonra (21) ve (23) denklemlerinin

¢Oziimiinden elde edilecek olan a, ve a; katsayilari;

BE - DC

* B*-AC 29)
BD — AE

' B’-4C G0

seklinde elde edilir. Elde edilen ay ve a; katsayilar1 genel yaklasim denkleminde yerlerine

yazilirsa lineer formdaki genel yaklagim ifadesi

u"(x)=a, +a,x (31)

elde edilir.
Buradan sekil fonksiyonlarinin agik bir bigimde elde edilebilmesi agisindan yaklasim
(12) denklemi formunda ifade edilir ve u; degerleri bu ifadenin disinda birakildiginda

birinci diiglim i¢in sekil fonksiyonunun yapisi

w.x,B—w,C w.B—w,x, A
b= ac B _ac G2

seklinde elde edilmis olur.

Burada sabit ve lineer yaklasim derecesi i¢in yapilmis olan islemleri daha yiiksek
serbestlik derecelerinide kapsayacak genel formda ifade edilebilmesi agisindan denklemler
matris formunda elde edilecektir. Burada belirtilecek olan matris islemleri ¢6ziim
siirecinde yerel artik ifadesinin minimize edilmesinden sonra uygulanacak olan islem
adimlarininin bir bolimiinii igermektedir[2].

Yerel artik denkleminin minimizasyonundan sonra

A(x)a = B(x)u (33)

denklemi elde edilmektedir. Elde edilen denklemi a katsayilar1 i¢in ;
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a=A"(x)B(x)u (34)

seklinde ¢oziilmesi gerekmektedir. Boylelikle (34) denklemi ile istenilen katsayilar elde

edilmis olur. Yapilacak olan yaklasim;
u"(x)=P"a (35)
u"(x) =P A7 (x)B(x)u (36)

ifadeleriyle elde edilir. Burada P ifadesi yapilan yaklasmmin mertebesinin belirtildigi
vektordiir. Elde edilen katsay1 matrisi (35) denkleminde yerine yazilmasi durumunda (36)
denklemi ile yapilmak istenen yaklasim elde edilmis olur.

Yapilan yaklasim, 6rnek problemde de belirtildigi gibi, diiglimlerdeki kesin degerleri
icermektedir. Yapilan yaklasimin (12) denklemindeki formu ile ele alinmasi durumunda u
vektorii haricindeki kisim (37) denkleminde belirtilmistir. (37) denklemi elde edilmek

istenen sekil fonksiyonlar1 vektoriine karsilik gelmektedir.
#(x) = P" A7 (x)B(x) (37)
Burada bir boyutlu problemler i¢in;

P" =[] Sabit yaklasim
P’ = {1 x} Lineer yaklasim
P’ = [1 X xz] Kuadratik yaklagim

seklindedir. Islemlerde kullanilmak iizere bu matrisin olusturulmas: gerekmektedir. Bu

matrisin igyapist incelenen 6rnek problem ve lineer yaklasim i¢in asagidaki bigimdedir [3].
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Fy(x,) F(x)

p— By (x)) P(x) (38)
Py(x,) B(x,)

By(x;) P(x;)

Burada Py, ve P, ifadeleri lineer yaklasim i¢in sirastyla 1 ve x terimlerine karsilik
gelmektedir.
Agirlik matrisi se¢ilmis olan herhangi bir noktada tiim agirlik fonksiyonlarinin o

noktadaki degerlerinin toplanmis oldugu matristir. W agirlik matris bir kdsegen matristir

[3].

W, (x) 0 0 0
0 w, (X) 0 0
W= (39)
0 0 w, (x) 0
0 0 0 w; (x)

Bir sonraki asama olarak sekil fonksiyonu vektorleriyle ilgili islemlere karsilasilan

moment matrisi A ve Vandermonde matrisi B olarak tanimlanan matrislerin igyapilar

1 }
(40)
xi

4, = [1 X ]W(x1)|:

1
B, = { }W(xi) (41)
xi
seklinde tanimlanmaktadir. Bu matrislerin i¢yapilar sabit yaklasim dikkate alindiginda;

A=P WP =[w, +w, +w, +w] (42)

B=P'W = (43)
WoXog WXy WrX, WiXs
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seklindedir. Burada belirtilmis olan A moment matrisinin tersinin almabilmesi icin P’
yaklagim tabani vektoriinde belirtilen eleman sayisinin bir fazlasi kadar sekil fonksiyonun
¢Oziim bolgesi i¢inde yer alan herhangi bir diiglim lizerinde taniml1 olmas1 gerekmektedir.
Ornegin lineer yaklasim i¢in P'=[1 x] elemanlarindan meydana gelmektedir. Yani P*
vektori iki eleman kullanilarak tanimlanmistir. A matrisinin tersinin alinabilmesi i¢in bir

diiglim iizerinde en az ii¢ adet sekil fonksiyonunun deger almas1 gerekmektedir.

2.1.2. Agirhik fonksiyonlarimin Secimi

Bu noktada sekil fonksiyonlarmin elde edilebilmesi i¢in agirlik fonksiyonlarinin
belirlenmesi gerekmektedir. Agirlik fonksiyonlarinin ¢oziime olan etkilerinin daha etkili

bir bigimde anlasilabilmesi agisindan Sekil 7’nin incelenmesi gerekmektedir.

x noktasimin tamm bilgesi

/ althilgeler L
(verel bilgzelery '
¥ diigmiiniin etki bélzesi UL L e

Sekil 7. Agirlik fonksiyonlariin yapilar ve etkinlik yaricaplari [8].

Sekil 7’de diiglimlerle modellenmis olan bir ¢éziim boélgesi goriilmektedir. Bu
diigimler arasinda onceden tanimlanmis herhangi bir iliski s6z konusu degildir. Burada
tanimlanmis olan x noktasi ele alindiginda dikkat edilmesi gereken nokta tanim bdlgesi
kismidir. Tanim bolgesi x ifadesi bu bolgenin i¢inde bagimsiz degisken olarak tanimlanmis

olmasi durumunda bir boyutlu problemler i¢in ¢6ziim bolgesi olmaktadir. Ancak x ifadesi
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bagimsiz degisken olmayip sadece o noktayr belirtmek amaciyla kullanilmis olmasi
durumunda tanim bolgesi x noktasinin etki alanini belirtmis olacaktir. Bu nokta civarindaki
her bir diiglim x noktas1 iizerinde bir etkiye sahip olacaktir. Bu durumda ¢6ziim bdlgesi
olarak Sekil 7°de belirtilen dairesel alanin tamami ¢6ziim bolgesi olarak se¢ilmistir. Etki
bolgesinin homojen bir bicimde gosterildigi y diiglimii ele alindiginda burada r; ifadesi
etkinlik yarigapini belirtmektedir. Agirlik fonksiyonlarinin etkinlik yaricapinin daha iyi bir

sekilde ele alinabilmesi agisindan Sekil 8 incelenmelidir.

Sekil 8. Agirlik fonksiyonlari ve etkinlik yarigaplari [9]

Sekilde farkli diiglimler ve etkinlik yaricaplari i¢in agirlik fonksiyonlarmin yapisi
belirtilmistir. Burada etkinlik yaricaplarinin  ¢6ziim bolgesindeki durumu 6nem
kazanmaktadir. Etkinlik yarigapinin arttirilmast durumunda fonksiyonlar daha genis bir
alan1 kapsamakta ve kapsadiklari her bir diigim degeri i¢in bir agirlik olusturmaktadir. Bu
durum ¢6ziimiin hassasiyeti agisindan olumlu sonuglar dogurmaktadir. Ancak etkinlik
yarigaplarinin ¢ok biiyiik se¢ilmesi durumunda agirliklandirilmak istenen yerel artik ifadesi
gereginden daha biiyiik bir agirlik degeri ile carpilmig olacaktir. Bu durum ¢6ziimiin arzu
edilen hassasiyetten uzaklagmasina sebep olmaktadir.

Sekil 9’da bir boyutlu problemler i¢in agirlik fonksiyonu ve etkinlik yarigap1 tanimi

verilmistir.
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i [S)

Sekil 9. Bir boyutlu problemler i¢in agirlik fonksiyonu ve etkinlik
yaricap1 [5].

Sekil 9’da da belirtildigi gibi agirlik fonksiyonu s parametresine bagl olarak ifade

edilmektedir. Burada s parametresi,

_ |x—x,.|

s (44)

r

seklinde tanimlanmistir. (44) bagintisinda x ¢oziim bolgesi bagimsiz degiskeni x; ifadesi
ise secilmis olan diigiimlerin ¢6ziim bolgesindeki koordinatlarini belirtmektedir. Paydada
yer alan r ifadesi ise etkinlik yaricapini temsil etmektedir. Etkinlik yaricapi r’nin degeri
tamamen analizi yapan kisi tarafindan se¢ilmektedir.

Agirlik fonksiyonlar1 s parametresine bagli olarak spline fonksiyonlar1 veya gauss
fonksiyonlart se¢ilmektedir. Yapilan tez ¢alismasinda agirlik fonksiyonu olarak dordiincii
dereceden spline fonksiyonu kullanilmistir.

Spline fonksiyonlar;

Dordiincii dereceden spline fonksiyonu:

w(s)=1-6s" +8s> —3s* eger s<I1 (45)

w(s)=0 s>1
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Ugiincii dereceden spline fonksiyonu:

2 1
w(s) = 3 45 +4s° eger s< 5 (46)
W(S):4—4s+4sz—is3 l<SS1

3 2
w(s)=0 s>1
Gauss fonksiyonu:
w(s) = exp— (i)2 eger s <1 47)
a

w(s)=0 s>1

seklindedir.

2.1.3. Sekil Fonksiyonlar1 ve Etkinliklerinin Test Edilmesi

Yukarda formiilasyonlar1 verilen sekil fonksiyonlar1 uygun bir agirlik fonksiyonu ve
yaklasim tabaninin secilmesiyle (37) bagintis1 kullanilarak elde edilir.

Asagida ornek olmasi bakimindan farkl etkinlik yarigapive fonksiyon sayisina sahip
sekil fonksiyonlari lineer yaklagim kullanilarak elde edilecektir.

Ornek 1:

Etkinlik yaricapt r : 0.5

Kullanilan yaklasim  : Lineer

Fonksiyon sayis1 7

Cozlim bolgesi olarak :0<x <1
secilmistir. Bu veriler kullanilarak elde edilen agirlik fonksiyonlar1 Sekil 10°da ve sekil
fonksiyonlar1 ise Sekil 11°de belirtilmistir. Ayrica elde edilen sekil fonksiyonlariin birinci
tiirevleri de Sekil 12°te belirtilmistir. Elde edilen sekil fonksiyonlar:1 birimin par¢alanmast
olarak adlandirilirken, sekil fonksiyonlar1 tiirevleri ise sifirin pargalanmasi olarak

adlandirilmaktadir [10].
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0= I I 1 I 1 I I 1 I I
u]

Sekil 11. ¢ Sekil fonksiyonlar
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Sekil 12. 8_ Sekil fonksiyonlar1 birinci tlirevleri
X

Ornek 2:
Etkinlik yaricapir  : 0.25
Kullanilan yaklasim : Lineer
Fonksiyon sayist 15
Coziim bolgesi olarak: 0 < x <5
olarak secilmistir. Bu verilerin kullanilmasi ile elde edilen agirlik fonksiyonlar1 Sekil 13,

sekil fonksiyonlar1 Sekil 14 ve sekil fonksiyonlar birinci tiirevleri Sekil 15°de verilmistir.
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Sekil 13. w Agirlik fonksiyonlari

Sekil 14. ¢ Sekil fonksiyonlar
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0
Sekil 15. a—¢ Sekil fonksiyonlari birinci tiirevi
X

Gelinen Bu asamada yukarida belirtilmis olan sekil fonksiyonlarinin etkinliklerinin
test edilmesi gerekmektedir. Bu amagla sin(x) fonksiyonu ve bir polinom fonksiyonuna
yaklagimlar yapilacaktir. Yapilacak yaklasimlar sekil fonksiyonu sayisinin, etkinlik
yarigapinin ve yaklagim mertebesinin (lineer, kuadratik... gibi) ¢6ziime olan etkilerinin
incelenmesine yoneliktir.

Yaklasim yapilan fonksiyonlar;

f(x) = sin(x) (48a)
f =3 f - (48b)

seklinde secilmistir.
Burada way agsiz yontemle elde edilen ¢6ziim, wanik analitik deger olmak iizere hata

degeri;

hata = Yar ~ Waniie %10 (49)

W itk
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seklinde tanimlanmustir.

Ik olarak (48a) denklemi ile belirtilmis olan f{x) = sin(x) fonksiyonuna yapilan

yaklagimlar incelenecektir.

f(x) = sin(x) fonksiyonuna yapilan birinci yaklasim i¢in;

Fonksiyon sayis1 : 25
Etkinlik yaricap1 :0.35
Yapilan yaklagim : Lineer
(Coziim bolgesi :0<x<5

degerleri se¢ilmistir. Yapilan yaklasim i¢in elde edilmis olan yaklasik ¢6ziim degerleri ve
f(x) = sin(x) fonksiyonunun degerleri Sekil 16°de verilmistir. Yapilan yaklagim i¢in ¢oziim
bolgesi boyunca hata dagilimi Sekil 17°de belirtilmistir. Hata dagilimi incelendiginde
fonksiyonun yon degistirdigi noktalarda hata degerlerinde sigrama meydana gelmektedir.
Bunun sebebi olarak segilen fonksiyon sayisinin yetersizligi ve etkinlik yarigap1 degerinin

gerekenden ¢ok daha biiyiik degere sahip olmasi gosterilebilir.

Sin (=) we uh(zx) Fonlesiyonlan

"o 10 20 a0 40 50
H

Sekil 16. sin(x) Fonksiyonu i¢in yapilan birinci yaklagim
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w107 % Hata Dafdilim

Sekil 17. Birinci yaklasim i¢in ¢dziim bolgesindeki hata dagilimi

f(x) = sin(x) fonksiyonuna yapilan ikinci yaklasim i¢in;

Fonksiyon sayis1 : 25
Etkinlik yaricap1 :0.15
Yapilan yaklagim : Lineer
(Coziim bolgesi :0<x<5

olarak secilmistir. Ikinci yaklasim icin elde edilen sonuglar Sekil 18 ve Sekil 19 ‘da

goriilmektedir.
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Sin () ve uh(z) Fonlosivonlar

Sekil 18. sin(x) Fonksiyonu i¢in yapilan ikinci yaklagim

» w107 % Hata Dafilimi

0.8 —

06 —

04F .

02F —

Sekil 19. Ikinci yaklasim i¢in ¢oziim bdlgesindeki hata dagilim

f(x) = sin(x) fonksiyonuna yapilan ii¢lincii yaklagim i¢in;

Fonksiyon sayis1 75
Yapilan yaklagim : Kuadratik
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Etkinlik yarigap1 :0.15
(Coziim bolgesi :0<x<5
olarak secilmistir. Yapilan yaklasim i¢in elde edilen sonuclar Sekil 20 ve Sekil 21°de

verilmistir.

Sin () ve uhix) Fonlosivonlan

Sekil 20. sin(x) Fonksiyonu i¢in yapilan ti¢lincii yaklagim

w107 % Hata Dafilhrm
2 T T T

186} 4
1.4k B

1240 —

0.5 - —
0.6 - —
0.4 - —

0.2+ —

Sekil 21. Ugiincii yaklasim i¢in ¢6ziim bolgesindeki hata dagilimi
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Yapilan {i¢ yaklasimin incelenmesinden etkinlik yarigapinin gereginden fazla biiyiik
se¢ilmesinin ¢oziimii olumsuz etkiledigi goriilmektedir. Ayni sayida sekil fonksiyonun
kullanildig1 birinci ve ikinci yaklagimlarda, yaklasimlari birbirinde farkli kilan etkinlik
yarigaplarinin farkli olmasidir. Her iki ¢oziim i¢in elde edilen hata dagilimlari birinci
yaklagim ig¢in Sekil 17°de ve ikinci yaklasim igin Sekil 19’da verilmistir. Hata
dagumlarinin incelenmesinden ikinci yaklasimda daha iyi c¢oOziimler elde edildigi
gozlenmektedir.

Yaklasim mertebesinin kuadratik olmasi ve diigiim sayisinin 75 olarak se¢ilmesi
durumunda elde edilen ¢oziim Sekil 20°de, hata dagilimi ise Sekil 21°de verilmistir. Bu
yaklasimda elde edilen hata degerleri oldukca kiigiiktiir. Gergeklestirilen yaklagim
degerlerinin fonksiyonun analitik ¢6ziim degerleri ile hemen hemen iiste diigmektedir. Bu
durum elde edilen sekil fonksiyonlarinin siniis fonksiyonu i¢in yapilan etkinlik testini

oldukga basarili bir sekilde gegtigini belirtmektedir.

2
X

Benzer yaklasimlar (48b) denklemi ile ifade edilmis olan f(x)= 2
+

= polinom
X

fonksiyou i¢in tekrarlanacaktir.

2

f(x)= 2 al - fonksiyonuna yapilan birinci yaklagim igin;
+x

Fonksiyon sayis1 : 25

Yapilan yaklagim : Lineer

Etkinlik yaricap1 : 0,5

(Cozlim bolgesi :0<x<5

degerleri se¢ilmisgtir.

2
X

8+ x

fx)=

— fonksiyonuna yapilan birinci yaklagimin sonuglari Sekil 22 ve Sekil

23’de verilmistir.
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Polinom ve uhix) Fonlksiyonlan
D. 1 E T T T T T

— uh{x)
—— analitik

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0 1.0 20 30 4.0 5.0

2
X

8+x°

Sekil 22. f(x) = Fonksiyonu i¢in yapilan birinci yaklagim

. w10 % Hata Dadilirm

Sekil 23. Birinci yaklasim i¢in ¢6ziim bolgesindeki hata dagilimi
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2

f(x)= 2 al - fonksiyonuna yapilan ikinci yaklagim i¢in;
+x

Fonksiyon sayis1 : 75

Yapilan yaklagim : Lineer

Etkinlik yaricap1 :0.15

(Coziim bolgesi :0<x<5

olarak secilmistir. Ikinci yaklasim igin elde edilen sonuglar Sekil 24 ve Sekil 25°te

verilmistir.

Polinom we uhixz) Fonksivonlar:

0.14 - — uhix) -
— analitik

0.05

0.06

0.04

0.0z

0.0z 1 1 1 1 1
] !

2
X

8+ x

Sekil 24. f(x) = Fonksiyonu i¢in yapilan ikinci yaklasim

5



40

w0 %% Hata Dagdilirmi
E T T T T T

M

Sekil 25. Ikinci yaklasim i¢in ¢dziim bolgesindeki hata dagilimi

2

f(x)= 2 al - fonksiyonuna yapilan tgiincii yaklagim igin;
+x

Fonksiyon sayis1 75

Yapilacak yaklasim  : Kuadratik

Etkinlik yaricap1 :0.15

(Cozlim bolgesi :0<x<5

olarak secilmistir. Uciincii yaklasim icin edilen sonuglar Sekil 26 ve Sekil 27’de

verilmigtir.
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Polinom ve uh{x) Fonksiyonlan
0.16 T T

— uhix)
—— analitik

014 F

012 1

0.08 1

0.0 | 1

0.04 | 1

002 1

2
X

8+ x

Sekil 26. f(x) = Fonksiyonu i¢in yapilan ii¢lincii yaklagim

5

T %% Hata Dadilirm

Sekil 27. Ugiincii yaklasim igin ¢oziim bdlgesindeki hata dagilimi

Polinom fonksiyon icin elde edilen ¢oziimler incelendiginde sin(x) fonksiyonuna
yapilan yaklasim ile benzer sonuglar elde edilmistir. Dolayistyla etkinlik yarigapr degeri
¢Ozlime oldukga etki etmektedir.

Yukarda elde edilmis olan sekil fonksiyonlarinin tamami bir boyutlu problemler

icindir. Iki boyutlu agirlik fonksiyonlarinim ve sekil fonksiyonlarmin yapis1 Sekil 28 ve
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Sekil 29°da goriilmektedir. Sekillere ¢izilen iki boyutlu agirlik ve sekil fonksiyonlar1 igin
¢Ozlim bolgesi siirlari;

x dogrultusu i¢in 0 < x <3

y dogrultusu igin 0 <y <3
olarak se¢ilmistir. Sekillerde iki boyutlu agirlik ve sekil fonksiyonlart daha belirli olmalar:
acisindan diigiimlerin tamami i¢in degil de rasgele belirlenmis olan diigiimler icin

cizilmistir [11].

Ik Boyuthu & gl Fonksiyoms

Sekil 28. Iki boyutlu agirlik fonksiyonlar

Iki Boyutlu Jekil Fonksiyonu

Sekil 29. Iki boyutlu sekil fonksiyonlar



43
2.2. Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi Galerkin formiilasyonu kullanilarak
gerceklestirilmektedir. Galerkin formiilasyonunun 6zelligi kullanilan agirlik fonksiyonlar
ile sekil fonksiyonlarmin ayni olmasidir. Yani sekil fonksiyonlar1 diferansiyel denklem
kullanilarak elde edilen artik denkleminin agirliklandirilmasi isleminde agirlik fonksiyonu
olarak kullanilmaktadir.

Yontemin eleman bagimsiz olarak isimlendirilmesi ¢éziim siirecinde herhangi bir
hiicre yapisinin kullanilmamasindandir. Sonlu elemanlar ismine dikkat edilirse yontemin
¢Oziim siirecinde elemanlar kullanilmaktadir. Eleman bagimsiz Galerkin yontemi ismi de

bu dogrultuda 6nerilmistir [1].

2.2.1. Eleman Bagimsiz Galerkin Yonteminin Formiilasyonu

Eleman bagimsiz Galerkin yonteminin formiilasyonunun gergeklestirilmesi igin bir

boyutlu siir deger problelerini ifade eden

- di(a(x) d“(x)] 4 AU = f(x) (50)
x dx

denklemi ele alinacaktir [12]. Bu denklemde yer alan «,f katsayilar1t malzemeye bagl

parametrelerdir. Burada £ parametresi sifir olarak secilirse (50) denklemi,

d du(x))
_E(a(x)?j_f(x) (51)

seklini alir. Bu yapidaki bir denklemin ¢6zliimii i¢in agirliklandirilmis artiklar yonteminin
bir pargasi olan Galerkin formiilasyonu kullanilacaktir [12].

(51) denkleminin ¢6ziimiinde Galerkin yonteminin uygulanmasi sonlu elemanlar
yontemi i¢in takip edilen yapiyla olduk¢a benzerdir. Burada farkli olan sekil
fonksiyonlarinin ¢oziim siirecinde elde edilecek olmasi ve sinir kosullarinin uygulama

bigimidir.
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Eleman bagimsiz Galerkin yontemi i¢in takip edilecek olan ¢6ziim prosediirii asagida
belirtilmistir.

e Artik denkleminin elde edilmesi:

__i du(x) 3
R= dx(a(x)—dx j S(x) (52)

e Artik denkleminin agirliklandirilarak integre edilmesi:
j WRdx =0 (53)

Burada w agirlik fonksiyonudur. (52) artik ifadesinin (53) denkleminde yerine

yazilmasiyla
[ w{— %(a(x) d”;ix)j - f(x)}dx =0 (54)
elde edilir.

e Kismi integrasyon isleminin uygulanmast:

Kismi integrasyon isleminin amact (54) denkleminin zayif formunun elde
edilmesidir. Zayif form ile belirtilen durumda, bir yandan durum degiskeninin tiirev
mertebesini diisiirlirken 6te yandan, (50) denkleminin bir elastisite problemi i¢in elde
edildigi dikkate alinirsa, yer degistirme i¢in tanimlanmasi gereken esas sinir kosullari
sayist azaltilarak dogal smir kosulu sayisi arttirilmis olur. Kismi integrasyon islemi
sonunda uygulanan kismi integrasyon sayist kadar dogal smir kosulu terimi elde
edilmektedir. Dogal smnir kosullar1 sonlu elemanlar yonteminde denklemde dogrudan
sayisal deger olarak yerine yazilabildiginden uygulanmasi daha kolaydir.

Kismi integrasyon isleminde sinir kosullarinin nasil olusturuldugunu gérmek igin
(55) denklemi ile belirtilen yapidaki bir ifade i¢in kismi integrasyon islemi incelenecektir

[12].

d>"u
[ s (55)
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(55) ifadesi 1’den 2m’e kadar arzu edilen miktarda kismi integrasyona tabi

tutulabilmektedir. Bu denklemin m sefer kismi integrasyona tabi tutulmasi durumunda

d}ﬂU dﬂl¢

J-dz’”U

¢.dx = (~1)" j dx+ A (56)

elde edilir. (56) denklemindeki A ifadesi U teriminin 2m—1, 2m-2,...,m ‘inci mertebeye
kadar olan tiirevlerini icermektedir. Bu terimler dogal sinir kosullarma karsilik
gelmektedir. Kismi integrasyon isleminden sonra denkleme dikkat edilirse U ifadesinin
elde edilebilmesi i¢in tanimlanmasi gereken esas sinir kosullarinin sayis1 azaltilmistir.

Kismi integrasyon isleminin bir sefer uygulanmasi durumunda

d df dg

— dx = |——gdx+ | —= fdx 57
[ e = [~ gde+ [ (57)

denklemi elde edilmistir. (57) denkleminin sol tarafi (58) denkleminde belirtildigi gibi
ifade edilmektedir.

J<-(rods=[re] (58)
X

Elde edilen kismi integrasyon islemlerinin uygulanabilmesi i¢cin g=w ve

f= —a(x)@ olarak secilmesi durumunda (59) denklemine bir sefer kismi integrasyon
X
uygulanarak,
d du(x) 3
| m{— E(a(x) 7Dabc — [wf()dx =0 (59)
veya

dw du(x) du(x)
L O ST
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denklemi elde edilir. (60) denklemi ile (50) denklemi i¢in uygulanan kismi integrasyon
islemi tamamlanmaktadir. (60) denkleminde yer degistirme ve agirlik fonksiyonlar
ifadeleri kapal1 bir bicimde yer almaktadir. Bu ifadelerde w agirlik fonksiyonu olarak sekil
fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Yer degistirme i¢in yapilacak olan yaklagim ise daha once
(12) denkleminde belirtilmis oldugu haliyle dikkate alinacaktir. Bu ifadelerin (60)

denkleminde yerlerine yazilmasiyla,

d¢,(x)

dx

460586,
dx dx

u.dx + K— a(x) uij¢j (x)} - I¢i(x)f(x)a’x =0 (61)

denklemi elde edilir. (61) denklemi matris formunda;
[k Ju}=[F] (62)

seklinde yazilabilir.

e Sistem denklemlerinin elde edilmesi:

Bu agsiz yontemde sistem denklemlerinin elde edilmesi islemi sonlu elemanlar
yontemindeki kadar kolay olmamaktadir. Ciinkii sinir kosullarimi uygulanmasi islemi
penaltt yontemi ile gerceklestirilmektedir. Penalti ydnteminin uygulanmasi sistem

denklemlerine ek terimler getirmektedir [3].

Burada ¢ = a(x)@ olmak tizere sinir kosullari,

X
Esas sinir kosulu : u = u (63)
Dogal sinir kosulu : ¢ =§ (64)

olarak tanimlanmaktadir. Daha once de belirtildigi gibi sinir kosullar1 penaltt yontemi ile

uygulanacagindan (61) denklemine sinir kosullarin uygulanabilmesini saglayacak olan

O —u)yw=0 (65)
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0(q—q)w=0 (66)

denklemleri eklenecektir. Bu denklemlerde & penalti parametresidir. Bu durumda (62)
denklemi ile belirtilen sistem denklemindeki katilik matrisi terimi diiglimlerde tanimlanan

K¢ ve sinirda tanimlanan K* matrislerinin toplamimdan olusur. Bu terimlerin igyapisi,

d__ d¢,(x) d¢j (x)
K% = j ()= = (67)
do,
K’y =[9¢i(X)¢j(X)]—{¢i(X) Z;x)} (68)

seklindedir. Katilik matrisi ile birlikte yiik vektorii de F¢ ve F* olarak ikiye ayrilmistir. Bu
terimler sirasiyla diiglimlerde ifade edilen yiik vektorii ve sinir yiik vektoriidiir. Bu iki

vektoriin igyapilari ise,

Fi = [4,(0)f () (69)
F*i = |08, (xyu+ [4,(x)6] (70)
seklindedir.

2.2.2. Sayisal Integrasyon Islemi

Sayisal integrasyon islemi karmagsik yapidaki denklem sistemlerinin integrasyonunu
gergeklestirmek icin kullanilmaktadir.

Yapilan tez ¢aligmasinda sayisal integrasyon islemi gauss integrasyonu kullanilarak
gergeklestirilmistir. Gauss integrasyon islemi, yontem i¢in belirlenmis olan noktalar ve bu
noktalara 6zel olarak tanimlanmis olan agirlik degerleri kullanilarak gerceklestirilmektedir.

Gauss integrasyon isleminde belirtilen adimlarin uygulanabilmesi icin kartezyen
koordinat sisteminden dogal koordinat sistemine ge¢ilmesi gerekmektedir. Bu doniisiim

islemi;
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xi: diiglim noktalarinin geometrik yeri

x: kartezyen koordinat sisteminde ¢6ziim bolgesi bagimsiz degiskeni
r: etkinlik yarigcapi

¢ : dogal koordinat sisteminde bagimsiz degisken

olmak tizere,

x=xi+rf (71)

seklinde yapilir[13].

Eleman bagimsiz  Galerkin  yonteminde sayisal integrasyon isleminin
gerceklestirilebilmesi icin golge hiicre kavrami kullanilmaktadir. Bu hiicre yapist Sekil
30°da goriilmektedir. Golge hiicre kavrami herhangi iki fonksiyonun ortak kesisim bolgesi

olarak tanimlanabilir [3].

1 diigiimii igin sekil fonksiyonu j diigiimii ipin sekil fonksivonu
7 7 N ¥
sayisal integrasyon alam

Sekil 30. Sayisal integrasyon islemi i¢in tanimli bolge

Bu doniisiim isleminin sekil fonksiyonlarina uygulanmasi i¢in

dx =rd{ (72)
doniistimiiyle
dg(x) _ dg() dg o)
dx d¢ dx

yazilir. (72) denkleminin (73) denkleminde yerine yazilmasi ile doniisiim;
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dg(x) _ de¢(s) l (74)
dx d¢ r

seklinde elde edilmis olur. Bu sekilde sekil fonksiyonlarinin doniisiim islemi
gerceklestirilmis olur. Bu doniisiim katilik matrisi ve yiik vektorlerine de uygulanacaktir.
Uygulanan bu doniisiim igsleminden sonra katilik matrisleri ve yiik vektorlerinin

igyapilar asagida belirtilmistir.

K, = j%%a(g)%%mg (75)
K, = [06, 9,0 {qz ©) d@f) 1} (76)
F = {4/ ()rdg (77)
F = |0, ul+ [4.0)6] (78)

Dontigiim isleminin uygulanmasiyla koordinatlar -1 ve +1 arasinda degisecektir. Bu
doniistimlerden sonra daha Once tanimlanmis olan gauss sayisal integrasyon islemleri
gergeklestirilebilmektedir. Tanimlanmis olan integraller i¢in integrasyon islemi genel

formda (79) denklemiyle verilmektedir [12,14].
[1)dg =y w,1(,) (79)
=1

Buradaki W

nl

agirlik degerlerini ve ¢, ise gauss noktalar1 koordinatlarini

nl
belirtmektedir. Bu iki ifade istenilen gauss nokta sayisina bagli olarak belirlenmektedir.

Gauss noktalar1 ve bunlara karsilik gelen agirlik degerleri Ek Tablo 1’de verilmistir.
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2.2.3. Esas ve Dogal Simir Kosullarinin Uygulanmasi

Esas ve dogal siir kosullarinin eleman bagimsiz Galerkin yontemi ve agsiz yerel
Petrov-Galerkin yontemlerinde uygulanmasi sonlu elemanlar yontemindekinden farklidir.
Sonlu elemanlar yonteminde sinir kosullart uygulanirken sekil fonksiyonlar1 kronecker

delta (6, =1 i=j egeri#j 0, =0) ozelligini sagladigindan uygulanmak istenen sinir

kosullar1 denklemde yerlerine yazilarak uygulanmaktadir.

Agsiz yontemlerde sinir kosullarinin bu sekilde uygulanabilmesi igin sekil
fonksiyonlarinin kronecker delta 6zelligini saglamasi gerekmektedir. Ancak hareketli en
kiiciik kareler yontemi ile elde edilen sekil fonksiyonlar1 kronecker delta 6zelligini
saglamamaktadir.

Agsiz yontemlerde sinir kosullarinin uygulanmasi i¢in Onerilmis olan yontemlere
ornek olarak penalt1 yontemi, Lagrange carpanlar1 yontemi gibi yontemler gosterilebilir.

Yapilan calismada sinir kosullarinin uygulanmasi islemi penalti yontemi ile

gerceklestirilmistir.

2.2.3.1. Penalt1 Yontemi

Penalt1 yontemini agsiz yontemlere uygulamadan 6nce sonlu elemanlar yonteminde
nasil uygulandigi ele alinacaktir. Daha sonra benzer islem adimlar1 agsiz yontemler icin
uygulanacaktir.

Sinir kosullar1 (63) ve (64) denklemlerinde sirasiyla yer degistirme ve yiikleme icin

belirtilmistir. Eleman denklemlerinin birlestirilmesi sonucu sistem denklemleri,

[KlU}=1{F} (80)

formunda yazilabilecegi (62) denklemi ile belirtilmisti. Burada U yer degistirme
vektoriini, K katilik matrisini, F ise yiik vektorlinii belirtmektedir. Bu ifade sinir
kosullariin da uygulanabilmesi agisindan bilinen terimleri (n) alt indisiyle ve bilinmeyen
terimleri (u) alt indisi ile ifade ederek tekrar diizenlenecektir. Sonlu elemanlar yonteminde
esas sinir kosullar1 bilinen yer degistirme degerleri olarak, dogal sinir kosullar1 ise bilinen

kuvvetler olarak sistem denklemlerine uygulanmaktadir. (80) denkleminden,
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K K
uu un UM Fn
k, k, |\lUu| |F (81)
veya daha acik olarak,

KLH/IUM+KVH7U77:F (83)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden (82) denklemi bilinmeyen yer degistirme ve
(83) denklemi ise bilinmeyen kuvvet degerlerinin elde edilmesi i¢in kullanilmaktadir.

Buraya kadar belirtilen islem adimlar1 sinir kosullarinin sonlu elemanlar yonteminde
uygulanmasi islemini 6zetlemektedir.

Penalt1 yonteminde ise sinir kosullarinin uygulanabilmesi i¢in ¢ok biiyiik degerlere
sahip olan sayilar (10° ve 107) secilmektedir [15]. Ancak penalti parametresi degerlerinin
daha biiyiik bir degere sahip olmast (10% veya 10°°) ¢6ziimiin daha hassas elde edilmesini
saglamaktadir[3]. Daha sonra sinir kosulunun tanimlanmis oldugu diigiim belirlenmektedir.
Ornek olmas1 agisindan sinir kosulunun uygulanacag diigiim olarak i.nci diigiim segilecek
ve iglem adimlar1 bu diiglim iizerinden belirtilecektir.

M serbestlik derecesine sahip olan bir denklemin genel yapis1 (84)’te belirtildigi gibi

olmaktadir.
KU +K,U, +...... +K,U, =F, (84)
(84) denkleminde i.inci diiglime sinir kosulu penalt1 yontemiyle uygulanmak istendiginde

bu diigiime karsilik gelen katilik matrisinin Kj elamani1 penalti parametresi ile ¢arpilarak

bu denkleme dahil edilmektedir. Bu islem uygulandiginda (85) denklemi elde edilir.

KU +K,U,+....+6K,U,..+K, U, =6K,U,; (85)

un

(85) denklemindeki € terimi penalt1 parametresidir.
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Penalt1 parametresinin deger olarak ¢ok biiyiik se¢ilmesinin sebebi, 6K U, teriminin

diger terimler ile kiyaslandiginda baskin olmasi geregindendir. Bu terim ne kadar biiyiik
olursa (85) denkleminin diger terimleri bu terim yaninda ihmal edilebilecek kadar kiiciik

olacaklardir.
0K U, = 6K, U, (86)

Burada esas amag (85) denklemini (86) denklemine doniistiirmektir. Bu sayede siir

kosullar1 rahatlikla uygulanabilecektir.

U =2U, (87)

1

Uygulanan bu islem sonucunda yapilan hata (é) mertebesinde olmaktadir. Bu

sekilde uygulanmak istenen sinir kosulu kullanilan penalti parametresinin biiytikligi ile
orantil1 olarak hassasiyet kazanmaktadir.

Agsiz yontemler icin uygulanan penalti yonteminde islem adimlari hemen hemen
aynidir. Denklem sistemi yine (80) denklemi ile ifade edilmis olacak ve yine smir
kosulunun uygulanacagi diiglime karsilik gelen katilik matrisinin kdsegen elemani penalti

parametresi ile ¢arpilacaktir. Bu durunda gerekli islem adimlari,

0K U, —6K,U, =0 (88)
K. (U, -U)=0 (89)
OU, -U.)=0 (90)

denklemleriyle 6zetlenmistir. (90) denklemi sinir kosullarinin tam olarak uygulanabilmesi
icin agirliklandirilmali ve integre edilmelidir. Integrasyon islemi bir boyutlu problemler
i¢cin ele alindiginda bir nokta iizerinde belirtileceginden bu terim integrasyon isleminden

sonra (91) denklemi ile belirtilen formda elde edilmis olacaktir.
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low, -UHw|=0 1)

Burada w ifadesi agirlik fonksiyonuna karsilik gelmektedir. Bu terim kullanilan

formiilasyona (Galerkin veya Petrov-Galerkin) bagli olarak belirlenmektedir.

2.3. Agsiz Yerel Petrov-Galerkin Yontemi

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi yap1 bakimindan diger agsiz yontemlerden daha
farklidir. Esasen yontem olarak degil de daha ¢ok bir konsept olarak ele almabilir.
Konseptin formiilasyonunda kullanilan agirlik fonksiyonu ve integrasyon ydnteminin
uygun olarak se¢ilmesi durumunda diger agsiz yontem formiilasyonlar1 elde
edilebilmektedir. Agirlik fonksiyonu olarak sekil fonksiyonlarmin kullanilmasi ve
integrasyon islemi i¢in gélge hiicre kavraminin kullanilmasi durumunda eleman bagimsiz

Galerkin yonteminin formiilasyonu elde edilmektedir.

2.3.1. Agsiz Yerel Petrov-Galerkin Yonteminin Formiilasyonu

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminin modelinin agiklanabilmesi i¢in (51)

denklemi tekrar dikkate alinacaktir [12].

d du(x))
—E(OK(X) o ]—f(X) (92)

Eleman bagimsiz Galerkin yonteminde takip edilen prosediir burada da aynen takip

edilecektir.

e Artik denkleminin elde edilmesi:

__i du(x) 3
R= dx(a(x)—dx j S(x) (93)
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e FElde edilen artik denkleminin agirliklandirilmasi:

J. wRdx =0 (%94)

| { [ ()d“(x)j f(x)}dxzo (95)

| m{ d”(x)jjdx ~ [wf ()dx =0 (96)

e Kismi integrasyon isleminin bir sefer uygulanmas:

d df dg
Ia(fg)dx = J‘ggdx + J‘Efdx 97
ve
d
[ Crx =[] ©8)
X
oldugundan
j ( (x) d“(x)] X + K— a(x) d”(x)jw} ~ [wf(0)dx =0 (99)
dx

bagintis1 elde edilir. Kismi integrasyon isleminin uygulanmasi ile genel prosediir
tamamlanmis olur.

Yer degistirmeye yapilacak olan yaklasim (12) denkleminde belirtildigi gibi ele
aliacaktir. Agsiz yerel Petrov-Galerkin formiilasyonunda eleman bagimsiz Galerkin
yonteminden farkli olarak sekil fonksiyonlar1 agirlik fonksiyonlarmin yerine
kullanilmamaktadir. Burada agirlik fonksiyonu olarak daha once belirtilmis olan spline
veya gauss fonksiyonlarindan herhangi biri kullanilmaktadir. Sonu¢ olarak kullanilan

agirlik fonksiyonu ve sekil fonksiyonlar1 birbirinden farkli olduklarindan elde edilen katilik
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matrisleri simetrik olmayan bir yapidadir. Agsiz yerel Petrov-Galerkin formiilasyonunda

katilik matrisleri ve yiik vektorlerinin igyapilari;

K = ja(x)%%dx (100)
Ky =[ow, (0, (x)]{wi (x)%} (101)
F = [w,(x)f (x)dx (102)
F*i = |ow, (o |+ [w, (x)6] (103)

seklinde verilir.

2.3.2. Esas ve Dogal Simir Kosullarinin Uygulanmasi

Esas ve dogal sinir kosullarinin uygulanmasi agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi
i¢cin Eleman Bagimsiz Galerkin yontemi ile kiyaslandiginda higbir fark yoktur. Agsiz yerel
Petrov-Galerkin yontemi icin penalti yontemi Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi i¢in
elde edilen ile tamamen aynidir. Burada Agsiz Yerel Petrov-Galerkin Yonteminde Atluri
tarafindan Onerilen ve esasi sekil fonksiyonlarinin kronecker delta 6zelligini saglayacak

bigimde doniistliriilmesi islemine dayanan doniisiim yonteminden bahsedilecektir.

2.3.2.1. Penalt1 Yontemi

Eleman bagimsiz Galerkin yontemi i¢in elde edilen tiim ifadeler aynen gecerliligini

korumaktadir.
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2.3.2.2. Doniisiim Yontemi

Doéniisiim yontemi sekil fonksiyonlarinin kronecker delta 6zelligini saglayacak
bicimde bir doniisiime tabi tutulmasi esasina dayanmaktadir. Uygulanan bu doniisiim
isleminden sonra sekil fonksiyonlarinin kronecker delta 6zelligine sahip olmasi, sinir
kosullarinin sonlu elemanlar yonteminde oldugu gibi dogrudan uygulanabilmesi avantajini
saglamaktadir [16].

Yer degistirme ifadesine yapilan yaklasim (12) denklemindeki haliyle dikkate

alinacaktir.
u"(x)=>Y du, (104)
Bu denklem yapilan yeni tanimlamalar uygun olarak tekrar diizenlendiginde
u :Z¢iuyi (105)

denklemindeki yap1 elde edilir. Burada u ile diigiimlerdeki kesin yer degistirme degerleri
uy ile diigimlerdeki yaklasik ¢oziim degerleri ifade edilmistir. Yapilan yaklasimlarda esas
amag diigiimlerdeki kesin ¢oziim degerlerini elde etmektir. Bu islem (105) denkleminde
belirtilen yapida gerceklestirilmektedir. Doniisiim yonteminde ise kesin diigiim degerleri

yaklasik diiglim degerleri cinsinden ifade edilecektir.
u, = Du (106)

Uygulanan doniisiim islemi (106) denklemi ile ifade edilmistir. Bu denklemde

belirtilen D matrisi sekil fonksiyonlarinin tersini igeren dontisiim matrisidir [16].

D, =[p’ )] (107)

Yaklagik diigiim degerleri icin elde edilen (106) denklemi (105) denklemindeki

yerine yazildiginda N adet diigiim igin,
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u@) =2 D¢ WD’ = ¢! (o’ (108)

i=l j=1

denklemi elde edilir. Yapilan yeni yaklasim incelendiginde (12) denklemindeki yapiya
oldukca benzemektedir. Bu yapidan yer degistirme ifadeleri ¢ikarilirsa geride kalan kisim
sekil fonksiyonlarini temsil etmektedir.

Doéniistim islemi uygulanarak elde edilen yeni sekil fonksiyonlart ¢ kronecker delta

ozelligini saglamaktadir.

Bu bdliimde yukarda formiilasyonu verilen yaklagimla elde edilen yeni sekil
fonksiyonlarinin elde edilmesi i¢in 6rnek 1 (Sekil 11) ve 6rnek 2 (Sekil 14) ‘de kullanilan
degerler yeniden goz oniine alinacaktir. Buna gore Sekil 11 ‘de goriilen 6rnek 1 e ait sekil

fonksiyonlart igin ;

Fonksiyon sayis1 27
Etkinlik yarigcap1 :0.5
Coziim bolgesi 0<x<1

secilmisti. Bu fonksiyonlarin doniistim uygulandiktan sonraki goriiniimleri Sekil 31°de,

birinci tiirevleri ise Sekil 32’de verilmistir.

_DG 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

Sekil 31. @ Birinci doniisiim i¢in sekil fonksiyonlar
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Sekil 32. 8_(p Sekil fonksiyonlari birinci tiirevi
X

Benzer sekilde Sekilde Sekil 14°te verilen sekil fonksiyonlari i¢in

Fonksiyon say1s1 15
Etkinlik yaricap1 :0.25
(Cozliim bolgesi : 0<x<5 olarak se¢ilmisti. Bu fonksiyonlarin doniisiim

uygulandiktan sonraki goriintimleri sekil 33’te, birinci tlirevleri ise Sekil 34°te verilmistir.
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1.2

Sekil 34. 8_(p Sekil fonksiyonlari birinci tiirevi
X

2.4. Agsiz Yerel Petrov-Galerkin ve Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemlerinin
Bir Boyutlu Problemlere Uygulanmasi

Bu agamada yukarda genel formiilasyonlar1 verilen Eleman Bagimsiz Galerkin ve

Agsi1z Yerel Petrov-Galerkin yontemleri bir boyutlu problemlere uygulanacaktir. Coziimii
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incelenecek olan bir boyutlu problemler Sinir Deger Problemleri, Oz Deger Problemleri,

Baslangi¢c Sinir Deger Problemleri olarak belirlenmistir.

2.4.1. Smir Deger Problemleri

Sinir deger problemlerinin genel yapisi daha once eleman bagimsiz Galerkin
yonteminin modellenmesi esnasinda (50) denklemi ile belirtilmistir. Bu yapidaki bir
denklem ile modellenebilecek problemlere 6rnek olarak énce Sekil 35°te goriilen iki farkl

sinir kosullar altindaki bir cubuk problemi secilmistir.

Sekil 35. Eksenel yiik etkisindeki ¢ubuk [17]

Bu tip problemlerde sinir kosullarindan bir tanesi yer degistirme i¢in tanimlanirken
digeri yilikleme i¢in tanimlanmaktadir. Diger bir sdylemle ¢oziim icin bir tane esas sinir
kosulu ve bir tane de dogal sinir kosulu tanimlanacaktir. Bu problem Eleman Bagimsiz
Galerkin ve Agsi1z Yerel Petrov-Galerkin Yontemleri i¢in ¢ozililecektir.

Ornek 1:

Problem i¢in segilen sinir kosullart;

u_,=0
q= a(x)g—u olmak iizere a(x) =1 olmasi durumunda;
X

9 =1
olarak ele alinacaktir. Bu durumda elde edilecek olan analitik ¢6ziim u(x)=x olmaktadir.
Yapilacak olan ¢ozlimlerde;
Sekil fonksiyonu sayisi: 15
Etkinlik yaricap1 :0.55
Coziim bolgesi :0<x<1

Yaklasim derecesi : Lineer
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olarak ele alinacaktir. Bu degerler Eleman Bagimsiz Galerkin ve Agsiz Yerel Petrov-
Galerkin Yontemleriyle elde edilen ¢oziim siireglerinde kullanilmustir. Belirtilen sinir
kosullart altinda problemin Eleman Bagimsiz Galerkin ve Agsiz Yerel Petrov-Galerkin
Yontemleriyle elde edilen ¢oziimleri Sekil 36 ve Sekil 38 ‘de hata dagilimlari ise Sekil 37
ve Sekil 39 ‘da verilmistir.

0.9k  —uhfx) E
— analitik
0.8t g
07t g
06 g
uhpg o ol |
0.4t g
0.3k E

02t B

01r B

Sekil 36. Eleman bagimsiz Galerkin ¢6ziimii

- Yo Hata Dadilim

0.8r

06r

0.4F

0.2

o I I I I I I I I I
n] 0.1 nz 03 0.4 0s 0.a o7 [ 09 10

X

Sekil 37. Eleman bagimsiz Galerkin ¢6ziimii i¢in hata dagilimi
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Sekil 38. Agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢oziimii

-5 % Hata Dadilimi
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ne ]\/w—\—ﬂ/
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¥

Sekil 39. Agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢6ziimii i¢in hata dagilimi

Ornek 2:

(Coziilen bir diger sinir deger problemi Sekil 35°deki ¢ubugun gerilmesiz rijit cisim
yer degistirmesi problemidir. Rijit cisim yer degistirmesi herhangi bir ¢ubugun her iki
ucunda aymi yer degistirme degerlerinin sinir kosulu olarak tanimlanmasi anlamina

gelmektedir.
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Bu sekilde tanimlanan yer degistirme sinir kosullar1 altinda problemin ¢oziimii tiim
¢Ozlim bolgesinde yer degistirmenin sabit kalmasi1 seklindedir.

Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemleriyle ¢6ziim aramada uygulanan ilk yaklasimda,

Fonksiyon sayis1 : 10
Etkinlik yaricap1 :0.15
Yaklasim : Lineer
Coziim bolgesi :0<x<1

olarak secilmistir.
Yukarda listelenen yaklasim degerleri kullanarak Eleman Bagimsiz Galerkin
Yontemleriyle elde edilen yer degistirme ¢6ziimii Sekil 40 ‘da, hata dagilimlar1 ise Sekil

41 ‘de verilmistir.

Sekil 40. Rijit cisim yer degistirmesi i¢in birinci yaklagim
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38F

Sekil 41. Birinci yaklasim i¢in hata dagilimi

Yine Eleman bagimsiz Galerkin yontemi kullanilarak gerceklestirilen ikinci yaklagim

i¢in;
Fonksiyon sayis1 15
Etkinlik yarigap1 :0.15
Coziim bolgesi :0<x<1

olarak secilmistir.
Ikinci yaklasimla elde edilen ¢dziim Sekil 42°de hata dagilimi ise Sekil 43’de

verilmistir.
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Sekil 42. Rijit cisim yer degistirmesi i¢in ikinci yaklagim

w10 % Hata Dagilimi
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Sekil 43. Ikinci yaklasim icin hata dagilimi

Ikinci yaklasimda kullanilan yaklasim degerleri kullanilarak elde edilen agsiz yerel

Petrov-Galerkin ¢ozlimleri Sekil 44’de, hata dagilimi ise Sekil 45°te verilmistir.
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Sekil 44. Ikinci yaklasim i¢in agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢oziimii

Az % Hata Dagihru
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38 b
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Sekil 45. Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi i¢in hata dagilimi

Ornek 3:

Ugiincii &rnek sinir de@er problemleri olarak iki farkli malzemeden olusan bir

cubukta 1s1 iletimi problemi ele alinmistir. Problemin bir boyutlu olmasi i¢in ¢ubugun

cevreden tamamen yalitilmig oldugu ve ayrica ¢ubugun i¢inde herhangi bir 1s1 iiretimi s6z

konusu olmadig1 kabul edilmistir. Bu problem Sekil 46°da verilmistir [18].
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o E

q (Wim2)
_u

Sekil 46. Bir boyutlu 1s1 iletimi i¢in ¢gubuk modeli

Sekil 46’da goriilen ¢gubuk modeli igin,

Malzeme Ozellikleri;

w
kAl = 200 (m—OC')

w
k., =389 (mOC)
Sinir kosullart;
x=0’da ¢ =4000 (sz
m

x=L’de T =80"C
olarak secilmistir. Cubugun toplam boyu L=1m olarak alinmis ve aliminyumdan bakir’a
gecis noktasi olarak x=0.5m secilmistir.
Eleman Bagimsiz Galerkin ve Agsiz Yerel Petrov-Galerkin ¢éziimleri 15 adet sekil
fonksiyonu ve 0.25 etkinlik yarigaplari i¢in elde edilmistir.

Problemin FEleman Bagimsiz Galerkin ve Agsiz Yerel Petrov-Galerkin
yontemleriyle elde edilen ¢oziimleri ve hata dagilimlar1 Sekil 47-50 “de verilmistir.

Sekillerin incelenmesinden 15 adet sekil fonksiyonu segilerek elde edilen
coziimlerdeki hata oranlarinin oldukga kiiciik kaldig1 ve her iki yontemle de hemen hemen

kesin ¢ozlimle [18] cakisan sicaklik dagilimlarinin elde edildigi goriilmektedir.
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Sekil 47. Is1 iletimi problemi i¢in eleman bagimsiz Galerkin ¢oziimii
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Sekil 48. Eleman bagimsiz Galerkin ¢oziimii i¢in hata dagilimi
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Sekil 49. Is1 iletimi problemi i¢in agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢6ziimii

%% Hata Dragilim
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Sekil 50. Agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢oziimii i¢in hata dagilim

2.4.2. Oz Deger Problemleri

Oz deger problemleri herhangi bir cismin bir dis yiik etkisinde olmaksizin kendi
kiitlesi sebebiyle yapmis oldugu dogal frekans analizleri olarak ele alinmaktadirlar.
Cubuk tiirii yapilarin 6z deger problemleri modellenirken iki farkli durum dikkate

alimir. Bunlardan biri eksensel yer degistirmeye bagli olarak yapilan ¢oziim, digeri ise
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enine (cubuk eksenine dik) yer degistirme bagl olarak yapilan ¢oziimdiir. Yapilan bu
calismada Eleman Bagimsiz Galerkin ve Agsiz Yerel Petrov-Galerkin yontemleri

kullanilarak her iki durum i¢in de ¢6ziimler {iretilmistir.

2.4.2.1. Eksenel Yer Degistirmeye Bagh Co6ziim

Eksenel yer degistirmeye bagli ¢oziim icin Sekil 51°teki 6rnek incelenmelidir.

O
)]

F P+ —dx
i} - FW
|-—u %.ﬂ’;{+u
x

Sekil 51. Eksenel yiik etkisindeki ¢ubuk [19]

Sekil 51°de gorildiigli gibi diferansiyel eleman iizerinde denge denklemleri
yazilmaktadir. Diferansiyel eleman bir yer degistirme davranis1 gosterdiginden Newton’un

ikinci yasast uygulanabilmektedir [19, 20] .

0%x
ot?

ZF=m

(109)

0%x

tz

P+6—de—P:pAdx
ox

(110)

Sekil 51°de P ile diferansiyel elemana etkiyen kuvvet belirtilmistir. Kuvvet

terimiP=EAZ—u bagintis1 ile ifade edilmektedir. Elde edilen kuvvet ifadesinin (110)
X

denklemindeki yerine yazilmasiyla,
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o (. ou 0%u
g(EAa] =pd—s (111)

denklemi elde edilir. (111) denklemi ¢ubuk ekseni boyunca gerilme yayilimi1 denklemini

ifade etmektedir.

Bu denklem her hangi bir yilikleme terimi igermediginden bir 6z de8er problemi
olarak ele alinmaktadir.

Oz deger denklemleri 6nce eleman bagimsiz Galerkin yontemi igin belirtilmis olan
¢Ozlim siireci takip edilerek c¢oziilecektir.

Denklemin genel yapisi (112) denkleminde belirtilmistir [21].

0 ou(x,t) 0’u(x,t)
2 {0 2] e (12)

(111) denklemi ile (112) denklemi kiyaslandiginda o = E4A ve y = pA olarak elde

edilmektedir.

e Artik denkleminin elde edilmesi:

_ 0 ou(x,t) ) 0’u(x,t)
R—ax(a(x)—ax ) 7/()6)—&2 (113)

e Artik denkleminin agirliklandirilmasi ve integre edilmesi:

0 ou(x,t) O%u(x,t) |

e Kismi integrasyon islemi:

(97) denkleminde belirtilen yapida uygulanmaktadir.

dw(x) ou(x,t) 0*u(x,t)
j )= —jw(x)y(x)TdFo (115)
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Burada bilinmeyen yer degistirme degiskenine ait ¢6ziim bir tanesi zaman ve digeri
konuma bagli olacak sekilde iki terime ayrilmistir. Uygulanan bu islem degiskenlerin

ayristirilmasi olarak adlandirilmaktadir [22].

u(x,t) = u(x)sin(w,t) (116)

Yer degistirme ifadesi icin elde edilen yaklasim (115) denklemindeki yerlerine
yazilabilmesi i¢in konuma gore birinci tlirevinin, zaman bagl olarak da ikinci tiirevlerinin

elde edilmesi gerekmektedir. Bu ifadeler,

ou(x,t)  du(x) .
- sin(w,t) (117)
—az’ggf’t) = —w, u(x)y(x)sin(w,1) (118)

seklindedir. (117) ve (118) ifadeleri (115) denkleminde yerlerine yazildiginda,

J' dw(x) a(x) du(x) sin(w, t) — J'w(x)y(x)wdzu(x) sin(w,t)dx =0 (119)
dx dx

denklemi elde edilir. Degiskenler ayristirildiktan sonra yer degistirme degiskenine

yapilacak olan yaklasim yine (12) denkleminde belirtildigi formda uygulanacaktir.
u(x) = ¢(x)a (120)

Bu ifadede yer alan a terimi 6z vektorlerin katsayilarinin biriktirildigi vektorii temsil
etmektedir. (120) denklemi (119) denklemindeki yerine yazilir ve denklem sin(wgt)

parantezine alinirsa,

[ [ gy 4900 jw(x)y(x)wﬁ(x)dx}a sin(w, ) =0 (121)
dx dx
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elde edilir.

(121) denklemi 6z deger denkleminin genel yapisini belirtmektedir. Bu denklemi
saglayan wq’ ile a degerleri, yani 6z deger ve 6z vektdr ciftlerinin ¢oziilmesi (121)

denkleminin ¢oziimii olacaktir. Oz deger denklemlerinin matris bicimde ifadesi ise;

K aj—w*[M Jfa}=0 (122)
seklindedir [22, 23]. (122) denkleminde kullanilmis olan K ile katilik matrisi, M ile de

kiitle matrisi temsil edilmektedir. Bu matrislerin igyapilari,

=|—« dx 123
v dx  dx (123)

dW~ d¢j

M, = [y, dx (124)

seklinde verilir.

Oz deger problemlerinin genel formiilasyonu ve ilgili matrislerin igyapilarmin

belirtilmesinden sonra 6rnek problem olarak Sekil 52°de belirtilen bir ucu ankastre bagh
cubuk secilmistir [23].

7]

. 25 mm

Y’ g — 25 mrm
w(x=0)=0

Sekil 52. Bir ucu ankastre bagli gubuk

Bu problem i¢in boyutlar sekil lizerinde belirtilmistir. Malzeme 6zellikleri ise ;
E=73 GPa

Yogunluk= 2.79 Mg/m’
seklinde secilmistir.
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Bu problemin belirtilen sinir kosullar altinda Eleman Bagimsiz Galerkin yontemi ile

elde edilen ¢6ziimlerine ait sonuglar Sekil 53, Sekil 54, Sekil 55 ve Sekil 56°da verilmistir.

24

wer degistirme
in
T

—_
T

0ar

Sekil 53. Birinci mod

Sekil 53’de ¢ubuk i¢in birinci mod sekli goriilmektedir. Birinci mod i¢in elde edilmis
olan dogal frekans degerinin analitik ¢oziimle karsilastirilabilmesi istenilen mod degerinin

elde edilebilecegi genel analitik bagint1 ise n mod numarasi olmak {izere

w =2 2n-1) E—Az (125)
2 pAL

seklindedir[ 18, 25]. Bu bagintinin kullanilmasi ile segilen problem i¢in birinci mod analitik
dogal frekans degeri 1008.27422 olarak elde edilmistir. Yapilan ¢éziimden elde edilmis
olan dogal frekans degeri ise 1008.06824 dir. Her iki ¢0ziimiin arasinda % hata degeri
2.04293 107 olarak elde edilmistir. Burada % hata degeri;

hata = 24r ~ Wanii 510 (126)

W ik

bagintisi ile hesaplanmaktadir.
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ver degistirme
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Sekil 54. ikinci mod

Ikinci mod icin analitik dogal frekans degeri 3024.82267 olarak elde edilmistir.
Yapilan yaklasim ile elde edilen ikinci dogal frekans degeri 3024.20528 olarak elde
edilmistir. Burada da analitik ¢6ziimle sayisal ¢oziim arasindaki hata degeri 2.04107 10
olarak elde edilmistir. Elde edilen mod sekillerinden birinci ve ikinci mod igin sekiller ana

hatlariyla kesin ¢oziimler olarak belirtilebilir[21].

248

ver degistirme

0.5 10 1.5 20 25

Sekil 55. Ugiincii mod
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Ucgiincii mod i¢gin elde edilmis olan analitik dogal frekans degeri 5041.37111 dir.
Yaklasik ¢oziimle elde edilmis olan dogal frekans degeri 5040.61719 olarak elde
edilmistir. Buradaki yiizde hata degeri ise 1.49547 107 dir.

ver degistirme

Sekil 56. Dordiincii mod

Dordiincii mod i¢in elde edilen analitik dogal frekans degeri 7057.91957 tiir.
Doérdiincli mod i¢in elde edilen yaklagim degeri ise 7058.21931 seklindedir. Buradaki
yiizde hata degeri ise 4.24689 107 olarak elde edilmistir.

Farkli diigiim sayilarinda birinci mod igin elde edilen sayisal ¢oziim degerlerinin

analitik degerler[25]’e gore hata degerleri Sekil 57°de verilmistir.
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Sekil 57. Oz deger probleminde birinci mod igin farkli diigiim
sayisinda hata degerleri

Bir ucu ankastre ve diger ucu serbest olan ¢ubuk i¢in elde edilen ¢oziimler Sekil 58-
61°de verilmistir. Bu ¢ozlimlerin elde edilmesinde Hermite fonksiyonlari kullanilarak
diigimlerde yer degistirme ve egim (donme) seklinde iki serbestlik derecesine olanak

tanimmustir.

251 -

ver degistirme
[y
1

0.4

Sekil 58. Enine yer degistirme (Egim sifir) birinci mod
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yer degistirme
L]

15

yer degistirme

Sekil 60. Ugiincii mod (Egim sifir)

15
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yer degistinme

Sekil 61. Dordiincii mod (Egim sifir)

2.4.2.2. Diisey Yer Degistirmeye Bagh Coziim

Diisey yer degistirme olarak kast edilen, yer degistirmenin eksene dik olmasidir. Bu
durumda sadece yer degistirme degil agisal donme degerleri de isleme dahil edilmis
olacaktir. Bu durumda modellemenin yapilabilmesi i¢in Hermite fonksiyonlarinin elde
edilmesi gerekmektedir. Bu durumda her bir diiglim bir degil iki serbestlik derecesine
sahip olacaktir.

Bu da artik problemimizin sinirlarinda elemanin kendisi ve birinci tiirevinin tanimli
olmasi gerektigi anlamma gelmektedir, yani problemlerimiz C' problemleri olarak
tanimlanmaktadir.

Bu problemleri modellemek amaciyla Sekil 62°ten yararlanilacaktir.

M O ) M+dM

V+dlir

L 2
oy

X x+dx

Sekil 62. Egilme etkisindeki ¢gubuk [26]
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2
m=£r2Y (127)
ox
V= oM (128)
Ox
Sekil 62°deki eleman {izerinde kuvvet dengesi yazildiginda
£ :—(V+6—dej+1/ (129)
ox

denklemini elde edilmis olur. (129) denkleminde kesme kuvvetinin birinci tiirevinin elde
edilmesi gerekmektedir. Bu ifade (127) ve (128) denklemlerinden elde edilebilmektedir.

Kesme kuvveti ifadesinin (129) denkleminde yerine yazilmasiyla,

0° o*w
—ax—z(E[ axz jdx :jcw (130)

denklemi elde edilir.

Yiikleme terimi i¢in Newton’un ikinci yasasindan yaralanarak

2
£, = pAdx ZIZ” (131)

ifadesi yazilabilir. Kesme kuvveti ve f, degerleri (129) denklemindeki yerine yazildiginda,

0’ o*w o*w
S [EI o’ j aar (152

denklemi elde edilir. Bu denklem i¢in yine zaman bagimli bir yiikleme terimi
bulunmamaktadir. Ciinkii daha 6nce de belirtildigi gibi 6z deger problemi i¢in zaman
bagimli bir yiikleme s6z konusu olmamaktadir. Elde edilmis olan (132) denklemi diisey

yer degistirmenin s6z konusu oldugu 6z deger probleminin genel yapisini belirtmektedir.
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Yer degistirmeye yapilacak olan yaklasim yine degiskenlerin ayristirilmasi yontemi

ile uygulanacaktir [22].

W (x,£) = W (x)sin(we) (133)

Yer degistirme icin yapilacak olan yaklasim belirlendikten sonra elde edilmis olan
diferansiyel denklemine ka¢ kez kismi integrasyon islemi uygulanmasi gerektiginin
belirlenmesi gerekmektedir. Bu islem yiik terimi iizerindeki tiirevin mertebesine bagli
olarak belirlenmektedir. Burada yilikleme terimi {izerindeki tlirevin mertebesi iki
oldugundan uygulanacak olan kismi integrasyon igsleminin sayisi da iki olmaktadir.

Kismi integrasyon islemine ait bagint1 daha 6nce (97) denklemi ile verilmisti. Bu
islem burada iki kez tekrarlanacaktir. (132) denklemi i¢in eleman bagimsiz Galerkin
yontemi ¢dzlim siireci yine artik denkleminin yazilmasi ile baglatilacaktir.

Artik denkleminin elde edilmesi:

2 2 2
R=_0° [m@ Wj—pAzt?} (134)

I¢Rdx =0 (135)

Bu ifadelerin elde edilmesinden sonra denklem kismi integrasyon islemine tabi

tutulacaktir.

j;z{— o (E[azvzvj—pA Zﬂdxzo (136)

Ox?

Birinci kismi integrasyon isleminden sonra,

o*w
8 2

dg 0 o*w |0 B o*w _
J’01)6 Gx(EI o’ ]dx {¢ Ox [E] X ﬂ IPA¢ ot’ 0 (137)
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denklemi elde edilmektedir. Bu denklemin bir kez daha kismi integrasyon islemine tabi

tutulmas1 gerekmektedir. Ikinci kismi integrasyon isleminden sonra,

d’¢ d¢ o*w 0 o*w o*w
—| EI — EI — =0 (138
Tar {dx( ox’ H {qjax( o ||T1P19 5 =0 039
. d¢ o'w)| . . . g .
yazilabilir. Bu denklemde y EI Y ifadesiyle moment i¢in dogal siir kosulu terimi
X X

2
elde edilirken, [¢88 (EI 86 ﬂ ifadesiyle de kesme kuvveti i¢in dogal sinir kosulu terimi
X e

elde edilmektedir. Ancak 6z deger problemleri incelendiginden bu iki ifadenin karsiligi,
her hangi bir yiiklemenin olmamasindan dolayi, sifira esittir.

Denklemin kismi integrasyon isleminin gergeklestirilmesiyle geride sadece w
terimine yapilacak olan yaklasimin belirlenmesi ve bu yaklagimin (136) denkleminde

yerine yazilarak ¢oziim siirecinin uygulanmasi kalmstir.
W(x) = ¢(x)a (139)

Yapilacak yaklagimin belirlenmesinden sonra W(x) ifadesinin (138) denklemine

uygun hale getirilmesi gerekmektedir.

O*W(x,t)  d*p(x)
d

P asin(wt) (140)
X

oW (x,t)

Py = w@(x)a cos(wt) (141)
% = —w @g(x)asin(wt) (142)

Elde edilen bu denklemler (138) denklemindeki yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
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Iarzg;ﬁ,.(x) E1d2¢j(X)

> ——asin(wt) — J. w’ pA g, (x)9; (x)asin(wt)dx =0 (143)
dx dx

denklemi elde edilir. (143) denklemi matris formunda,
[« Jlaj—w*[M}iaj=0 (144)

seklinde yazilabilir. (144) denklemin yapisinda bulunan w” ve a ifadeleri sirasiyla 6z
degerler ve 6z vektorlerdir. Bu ifadelerin elde edilmesiyle ¢oziimler elde edilebilmektedir.
Bu boliimde goz Oniine alinan problemlerin ¢dziimlerinin tamami 15 adet sekil
fonksiyonunun kullanilarak elde edilmistir. Mod sekilleri genel hatlari ile [27] kaynaginda
belirtilmistir. Enine (¢ubuk eksenine dik) yer degistirme i¢in dogal frekans degerleri

» o | EI

n T L4

bagntisi ile elde edilebilmektedir [25].

Sekil 52°de goriilen cubuk i¢cin E=73GPa, p =2.79e—6, [=32552.083, A=625, L=252
degerleri secilerek iki ucu basit bagl bir cubuga ait ilk dort moda ait mod sekilleri Sekil
63-66’da verilmistir.

= T ) T )
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Sekil 63. Her iki ucundan ankastre bagli cubuk birinci modu
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Sekil 66. Dordiincii mod

Yukarda geometrik degerleri ve malzeme Ozellikleri verilen ¢ubukla ayni olan ve
uclarindan ankaste bagli ¢ubugun Hermite fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen ilk dort
moduna ait mod sekilleri Sekil 67-70’de verilmistir. Her iki ucu ankastre bagli ve bir ucu
ankastre bagli diger ucu serbest olan cubuklar i¢in farkli diigliim sayilar1 ve yaklagim
mertebeleri i¢in elde edilen dogal frekans degerleri ile hata degereleri Tablo 1 ve Tablo

2’de verilmistir.

25

05F e

Sekil 67. Birinci mod (Egim sifir)
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Sekil 69. Ugiincii mod (Egim sifir)
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Sekil 70. Dordiincii mod (Egim sifir)

Tablo 1. Bir ucu ankastre bagli eksenel titresimli ¢gubuk i¢in birinci ve ikinci modlar igin
farkli diigiim sayis1 ve yaklasim derecesiyle elde edilen dogal frekans ve hata

degerleri
Analitik
Coziim
Diigiim 5 15 25
Sayis1 7T | EA
w, =Q2n-1)= .
2\ ML
Lineer 1008.39382 | 1008.07294 | 1008.07155
Yaklagim
1008.274223
Yizde Hata
War =W 109 | 1.1861 107 | 1.9967 10% | 2.0105 10
WAn
fkinci Mod I¢in | 3033.01293 | 3024.83725 | 3024.25844
3024.82267
Yizde Hata
War “Wan 100 0.270 1.0806 102 | 1.8556 107
WAn
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Tablo 2. Her iki ucu ankastre bagh enine (¢ubuk eksenine dik) titesimli ¢ubuk i¢in farkli
diigiim sayis1 ve yaklasim derecesiyle birinci moda icin elde edilen dogal frekans
degerleri ve hata degerleri

Analitik
Diigiim Cozim
Sayist 5 15 25 75 100 _ n27z-2 EI
pL*
Lincer 182.82853 | 181.46158 | 181.43768 | 181.42948 | 181.42934 181.429048
Yaklagim
Hata
Wiy = Wan 100 | 077137 0.01793 0.00458 | 2.3710* | 1.59 10"
WAn
e 182.08949 | 181.44043 | 181.43319 | 181.42906 | 181.42903 181.429048
Yaklagim
Hata 036403 | 0.00627 | 0.00229 | 4.8210° | 1.1510°
Kiibik 181.43648 | 181.43089 | 181.43003 | 181.42940 | 181.42958 181.429048
Yaklagim
Hata 0.0041 0.00102 | 5.4610* | 1.9610* | 2.9510*

2.4.3. Baslangi¢c Simir Deger Problemleri

Baslangic smir deger problemleri incelendiginde dikkati ¢eken husus denklemin

genel yapisinin 6z deger problemleri ile ayn1 olmasidir. Burada farki olusturan tek nokta 6z

deger problemlerinde her hangi bir yilik teriminin igleme dahil olmamasidir. Ancak

baslangi¢ sinir deger problemlerinde zaman bagimli bir yiik terimi mevcuttur. Bunun i¢in
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yer degistirme ifadesinin elde edilebilmesi agisindan zaman integrasyon yontemlerinin

kullanilmas1 gerekmektedir.

2.4.3.1. Baslangi¢ Sinir Deger Problemlerinin Modellenmesi
Baslangi¢ siir deger problemlerinin incelenmesi acisindan Sekil 51°de goriilen tek

eksenli yiikleme altindaki ¢ubuk problemi tekrar géz Oniine alinacaktir. Bir boyutlu

baslangi¢ sinir deger problemlerine ait diferansiyel denklemin genel yapisi

0 ou 0%u
A VLN MWLy 145
ﬁx[ &J PA=S S (x,1) (145)

seklindedir. Baslangi¢ sinir deger problemlerine ait ¢6ziim siirecinde (145) denklemi esas

almacaktir. Burada da ¢6ziim yaklasimi degiskenlerin ayrilmasi [28]
u(x, 1) = u(t)g(x) (146)

seklinde olacaktir.

(145) diferansiyel denklemine ait artik denklemi

0 ou 0’u
R=——|FA— |+ pA—— ,t 147
ax( ax) PA—S S(x,0) (147)

olup bu denkleme ait Galerkin ifadesi,
I wRdx =0 (148)

veya

0 ou o’u
I[—a(EAgj+pA?—f(x,t)}wdx—0 (149)
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0 ou o’u
J'w{—a—x(EAa—xﬂdx + ijW@? - wadx =0 (150)

seklinede yazilabilir. Bu denkleminin kismi integrasyon iglemine tabi tutulmasi durumunda

dw _  dg(x) ou o’u B
EEAdeJ{W[EAaﬂ+ijw?dx—jwfdx_o (151)

yazilabilir. Bu denklem matris formunda,
e+ [k} = () (152

seklinde ifade edilebilir. (152) denkleminde her hangi bir soniimleme terimi yoktur.

Soniimleme teriminin bulunmasi durumunda ise denklemin genel yapisi,
[M]{;,} " [c]{a} VKl = (F) (153)

seklini alir. Bu denklemin yapisindaki matrislerin igyapist eleman bagimsiz Galerkin

yontemi i¢in,

K, =] 49 gy 9
! dx dx

M, = [4,(x)p4, (x)dx

C; = 4, (x)eg, (x)dx (154)

seklindedir. Burada C;; soniimleme terimindeki ¢ soniimleme katsayisidir.

(153) denkleminin ¢dziimiinde agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi kullanilacaksa
(151) denklemindeki w agirlik fonksiyonlar: olarak, eleman bagimsiz Galerkin yonteminde
oldugunun aksine, sekil fonksiyonlarindan farkli fonksiyonlar segilir.

Bir boyutlu baslangi¢ sinir deger problemleri uygun sinir ve baslangic kosullar ile

birlikte uygun bir zaman integrasyon yonteminin se¢imini gerektirmektedir.
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Benzer ¢oziim siireci diisey yer degistirmeye ait baglangic deger problemleri i¢in de
elde edilebilir. Diisey yer degistirme i¢in daha dnce elde edilmis olan (132) denklemine

zaman bagli bir yiikleme teriminin ilave edilmesi yeterli olur. Elde edilen yeni denklem

0’ 0’u 62
- (Ela ] pA——= f(x,1) (155)

seklinde olur. Bu denklemin genel ¢6ziim siirecinin baslangi¢ noktasini olusturan artik

denkleminin

2 2 2
r=_2 (EI le;]—pA gz? — f(x%0) (156)

seklinde olup Galerkin artik denklemi

ijdxzo (157)
veya
0* 0’u 0’u
— L VBT - pd o — f(x,0) ldx =0 158
jw{ axz( asz pA— =[x )}x (158)

seklindedir. Bu denkleminin bir kez kismi integrasyona tabi tutulmasi sonucunda

2
dw o E[a—” dv—| wl Ela—u ~ [ paw U _y (159)
dx Ox Ox? 8x ox? ot*

elde edilir. (159) denkleminin ikinci kez kismi integrasyon isleminden sonra

2 2 2
d'w aw EIa—Z _wl EIa— jAw—dx 0 (160)
dx? ox? dx Ox 8x ox? ot*
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denklemi elde edilmis olur. Bu denklemin matris formunda,
[M]{L;} +[K]fu) = {F) (161)

seklinde yazilir. (161) denkleminin genel yapist incelendiginde daha once eksenel yer
degistirme icin elde edilen (152) denkleminin aynist oldugu goériilecektir. Burada farkli
olan sadece, daha once belirttigimiz gib, kullanilan sekil fonksiyonlar1 ve diigiimlerin bir
yerine iki serbestlik derecesine sahip olmasidir.

Benzer bir yaklagimla parabolik bir denklem bir ¢ubuk i¢indeki sicaklik degisiminin
zamana bagli olarak ifade edilmesi islemiyle de elde edilebilir. Bu denklemin genel ¢6ziim

siireci agagida ayrintili olarak incelenecektir [28]. Problemin diferansiyel denklemi,

o(, 0T oT
——| kA= |+ pAd—= f(x,t 162
ﬁx( 8xj pA— =1 (x0 (162)

olup bu denkleme ait artik ifadesi;
0 ( oT

oT
R=——|kA— |+ pAd—— f(x,t 163
= axj pA—Z-= (%0 (163)

seklindedir. Artik denklemine ait Galerkin denklemi,

j WRdx =0 (164)
veya daha agik olarak
0 orT oT
——| kA— | |dx + 04— — | wfdx =0 165
IW{ ax( 6xﬂx Jwod o = i (165)
yazilabilir.

T sicaklik degerine yapilacak olan yaklagim
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T(x,t) =T(1)p(x) (166)

formunda olup bu ¢6ziim yaklasimi yukarda yer degistirme icin yapilan yaklagim ile
tamamen ayni1 yapidadir. (165) denklemine uygulanan kismi integrasyon isleminden sonra

(166) denkleminin uygun degerleri bu denklemde yerine yazilarak,

dw . dé(x) oT oT
| A= T (et [w(k/l Eﬂ +| pAWG(x)— -dx [wpix =0 (167)

elde edilir. Bu denklem matris formunda,
e} rf+[Klir}=1r) (168

seklinde yazilir. Yer degistirme veya sicaklik dagilimi (168) denklemi uygun bir zaman

integrasyon igleminin secilmesi ile zamana bagli olarak belirlenebilir.

2.4.3.2. Zaman Integrasyon Yéntemleri

Zaman integrasyon yéntemlerini incelemek amactyla hiperbolik denklemler

[M]{U} + [C]{U} +[k Ul ={F} (169)
ve parabolik denklemler

o} + e} -1y (170)

dikkate alinacaktir [29]. Bu yapidaki denklemleri ¢ozerken direkt integrasyon yontemleri
kullanilacaktir. Burada direkt ifadesinden kasit integrasyon islemine baslamadan 6nce her

hangi bir doniisiimiin uygulanmamasi anlamina gelmektedir.
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Direkt integrasyon yontemi iki temel fikre dayanmaktadir. Birincisi (169) denklemini
herhangi bir t zamani i¢in saglatmaktansa bu denklemi parcalanmis olan zaman
dilimlerinden her hangi bir Ar ami igin saglamay1 amaglamaktadir. ikinci diisiince ise yer
degistirme, hiz ve ivme iizerindeki degisimleri dikkate almaktadir. Bundan sonraki
asamalarda zaman integrasyonu isleminde baslangic yer degistirmesi, hiz ve ivmesinin
bilindigini varsayarak (167) denkleminin her hangi bir 0 ile T zamani arasinda n adet esit

zaman dilimi i¢in zaman integrasyonu yontemi uygulanarak ¢6ziim incelenecektir.

2.4.3.2.1. Newmark Yontemi

Newmark zaman integrasyon yontemi lineer ivmelenme yonteminin farkli bir parcasi
olarak dikkate alinabilmektedir. Newmark zaman integrasyon ydnteminde hiz ve ivme

terimleri i¢in yapilacak olan yaklagimlar,

Uin =U,+ [(1 ~-8)U,+6U,,,, }At (171)

U, =U, +UA+ H% - aj U-+al,,, }Aﬂ (172)

denklemleriyle belirtilmistir [29]. Burada 6 ve a parametreleri ¢oziimiin dengede ve
dogru bir bicimde ilerlemesini saglamak amaciyla kullanilmaktadir. Burada denge
denklemini ¢+ A¢ aninda ele alinarak ¢6ziim elde edilmektedir. Bu ifadeleri bilgisayar

programina uygulayabilmek icin asagida belirtilen ¢oziim siirecinin takip edilmesi
gerekmektedir [30].

e K, M ve C matrislerinin elde edilmesi

e U, U o Ve U ifadelerinin uygulanmasi

e Zaman adiminin se¢ilmesi ve sabitlerin belirlenmesi

1 o 1 1 o At(é‘ )
— =—,a, = a, =—-— =—-1,a,=— ,
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Burada 6 ve « ifadeleri icin ¢6ziimiin uygun olarak elde edilebilmesi amaciyla asagidaki

kosullar saglayacak sekilde secilmesi gerekmektedir.

5>0.5 ve a>0.250.5+5)

o Efektif K matrisinin elde edilmesi

K =K +a,M +a,C (174)

Her bir zaman adiminda yapilmasi gereken hesaplamalar:

e Efektif yiik teriminin elde edilmesi

Fun = Ft+At + M(aOUt + azUt—At + a3Ut—2At) (175)
+ C(alUt +aU, , + aSUt—ZAt)

e Yer degistirmelerin elde edilmesi

KU,,, =F (176)

Arzu edilmesi durumunda hiz ve ivme terimleri yer degistirme i¢in elde edilen

denklemlerde yerlerine yazilarak belirlenebilmektedir.

2.4.3.2.2. Parabolik Denklemler I¢in Zaman integrasyon Yéntemleri

Parabolik denklemler (170) denkleminde belirtilen yapidadir. Bu formdaki
denklemler i¢in Onerilmis olan zaman integrasyon yontemlerini birbirinden farkli kilan
sadece kullanilan parametrelerdir.

Coziime gecmeden oOnce {u}y, t=0 anindaki yer degistirmeyi belirttigi
vurgulanmalidir. Bu formdaki denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilan en yaygin yontem alfa

ailesidir. Alfa ailesinde uygulanan genel yaklagim
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(1—a){a} +a{a} :{“}Xtﬂ 0<a<1icn (177)

denklemi ile belirtilmistir [28]. Burada {}, ifadesi parantez i¢indeki ifadenin t=t; aninda
aldig1 degeri belirtmektedir. Af, =¢ —t _, s.inci zaman adimini ifade etmektedir. Eger
zaman aralif1 esit pargalara boliinmiis ise o zaman s anindaki zaman ¢, = sA¢ seklinde

belirlenebilir. Bu durumda (177) denklemi,

ooy =, + acfu} a78)

s+a

{g} =(1- a){a} + a{a} 0<a <1 igin (179)

sekilde ifade edilebilir.
(179) denkleminde yer alan « ’nin farkli degerleri i¢in ;
a =0.5 i¢in Crank-Nicolson Y 6ntemi
a =0.66667 i¢in Galerkin Yontemi
a =1 Geriye Farklar Yontemi
zaman integrasyon semalar1 elde edilebilir.

(170) denkleminin sirastyla s an1 ve s+1 ani i¢in yazilmas: durumunda

ey +[6) b, =1, (180

prfup +k e =1 sy

denklemleri elde edilir. Bu denklemler elde edilirken kiitle matrisinin zamandan bagimsiz
oldugu varsaymmu yapilmaktadir. Daha sonra (177) denkleminin her iki tarafi Az ,, ifadesi

ve kiitle matrisi [M] ile ¢arpilir ve elde edilen denklemler (180) ve (181) denklemindeki

yerlerine yazilirsa zaman integrasyonun gergeklestirilebilmesi i¢in asagidaki denklem
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sistemi elde edilmis olur. Bu denklemlerin herhangi bir t an1 i¢in ¢oziilmesiyle istenilen

degiskenin (yer degistirme veya sicaklik) t anindaki durumu belirlenebilmektedir [28].

[k, ] b =[] ), + 7L (182)

Burada efektif katilik matrisi;

Ky |=[M]+a,[K],,, (183)
k| =[M]-a,[x], (184)
%}s,m =At, [a{F}m +(1- a){F}s] (185)

seklindedir. Efektif yiik terimi (185) denklemi ile ifade edilmistir. Bu denklemlerde yer

alan bilinmeyen a; ve a, katsayilari.

a, =alt,, (186)

a, =(1-a)At,, (187)

seklindedir. (182) denkleminden yararlanilarak istenilen harhangi bir t anindaki yer

degistirme degeri elde edilebilmektedir.

2.4.3.3. Hiperbolik Denklemlerin Coziimii

Bu baslik kapsaminda (169) denklemi ile belirtilen problemlerin ¢dzliimii incelenecek
ve elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasi yapilacaktir. Yapilan

calismalarda Newmark zaman integrasyon yontemi uygulanmistir.
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Sayisal ¢ozlim iiretilen ilk 6rnek problem;

0%u(x,t) B o%u(x,t) B

0
ot? ox?

denklemi
u(x,0)=0

ou(x,0)
ot

0

ve baslangi¢ ve sinir kosullar ile verilmistir.

Bu problemin analitik ¢oziimii;

f(x,t) = cos(t)cos(x) + 2t + gsin(St) sin(3x)

seklindedir [31].

(188)

(189)

(190)

(191)

Problemin eleman bagimziz Galerkin yontemi ile elde edilen ¢oziimii ve hata degeri

Sekil 71 ve Sekil 72°te verilmistir.

ufxt)

— uh(x)
— analitik

0z 04 0é
H

Sekil 71. Birinci problem i¢in yaklagik ve analitik ¢6ziim
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% Hata Dadilirm
DD2 T T T T T

.02 F -

ondt .

0.06 - -

0.08 -

Sekil 72. Birinci problem i¢in hata dagilimi

Bu ornek problemin agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢oziimii Sekil 73 ve Sekil 74’te

verilmigtir.

11r — uhix)
— analitik

uzt -

05 1 1 1 1 1

o 0z 04 04 0s 10

Sekil 73. Ornek problem i¢in agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢dziimii
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% Hata Dagihmt
0m T

001 b

0.02 - 1

003 1

004} .

005 1

0.06 - b

0.07 - 1

0.08 1

0 ! 1 ! 1 !
0 02 04 06 na 1o

Sekil 74. Agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢oziimii i¢in hata dagilim

Ikinci 6rnek problem olarak,

0% u(x,t 0% u(x,t ) _x
852 )—4 (2 ) =sin(t)+e (192)
denklemi ve
u(x,0)=0 (193)
aux0) _ (194)
ot

baslangi¢ ve sinir kosullar se¢ilmistir.
Bu problemin ¢oziimiinde sekil fonksiyonu sayisinin ve etkinlik yaricapinin ¢oziime
olan etkileri incelenecektir.

Problemin analitik ¢éziimii,

FOxt) =t —sin(t) - é(— e gt 4 9p7) (195)
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olarak verilmistir[31]. Problemin eleman bagimsiz Galerkin yontemi ile yapilan ilk ¢6ziim
yaklagiminda 7 adet sekil fonksiyonu ve 0.5 etkinlik yarigap1 degerleri kullanilmistir. Elde
edilen ¢oziim Sekil 75°de ve hata degeri Sekil 76°da verilmistir.

— uhix)
— analitik

15 1 1 1 1 1
o 02 04 06 02 10

A

Sekil 75. Ikinci drnek probleme yapilan birinci yaklagim igin elde edilen
¢Ozlim.

%% Hata Dagthrm
0.01 T T

0.005 -

-0.005 -

-0.01 F -

0015+ b

-0.02 -

0.025 + b

-0.03F -

0.035 ' : ' : '

Sekil 76. Birinci yaklagim i¢in hata dagilin
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Ikinci ve iiglincii yaklasimlar olarak ayni problem 15 adet sekil fonksiyonu ve 0.35
ve 0.5 etkinlik yaricaplar1 kullanilarak ¢6ziilmiistiir.
Yapilan ikinci yaklasim i¢in elde edilen ¢oziim Sekil 77°de, hata dagilimi ise Sekil

78’de verilmistir.

— uh(x)
— analitik

"] 5 1 1 1 1 1
0
Sekil 77. Ikinci probleme yapilan ikinci yaklasim igin elde edilen ¢oziim

% Hata Dagilitrn

-0.002 - -

-0.004 - -

-0.008 F -

-0.008 - -

-0.01 1 -

_DD"]2 1 1 1 1 1
0 0z 0.4 06 0s 10

Sekil 78. Ikinci yaklasim i¢in hata dagilimi



103

Etkinlik yaricap1 olarak 0.5 secilerek, yani tigiincii yaklasimda, elde edilen ¢6ziim ve

hata dagilimi sirasiyla Sekil 79 ve Sekil 80’de goriilmektedir.

— uh(x)
— analitik

ulz,t)

nz 0.4 0é 0.8 1.0
H

Sekil 79. Ikinci probleme yapilan iigiincii yaklasim i¢in elde edilen ¢dziim

% Hata Dagilim

0.002 .

-0.004 | .

0.006 | .

0.005 .

001 .

_0012 1 1 1 1 1

Sekil 80. Uciincii yaklasim i¢in hata dagilimi

Hiperbolik denkleme ait ¢oziimler Sekil 71, Sekil 73, Sekil 75, Sekil 77 ve Sekil
79’da verlmistir. Bu ¢éziimlere karsilik gelen hata dagilimlar1 Sekil 72, Sekil 74, Sekil 76,
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Sekil 78 ve Sekil 80’de verilmistir. Bu c¢oziimler incelendiginde fonksiyon sayisinin
artmasi ¢6ziim hassasiyeti iizerinde 6nemli bir katki saglamaktadir. Sekil 78 ve Sekil 80°de
elde edilen hata dagilimlar1 15 tane sekil fonksiyonu kullanilarak elde edilmistir. Bu
¢oziimleri birbirinden farkli kilan kullanilmis olan etkinlik yaricapi degerleridir.

Benzer sekilde ikinci problem igin agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi ile yapilan
¢Ozlimde birinci yaklasimda sekil fonksiyonu sayisi 7 ve etkinlik yarigcaptr olarak 0.5
secilmistir.

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yoOntemi ile yapilacak olan ikinci yaklagim igin
fonksiyon sayis1 15 ve etkinlik yaricapr degeri 0.35 olarak secilmistir. Elde edilen sayisal
¢Ozlimler ve hata dagilimi birinci yaklasim i¢in Sekil 81 ve Sekil 82°de ikinci yaklagim i¢in

Sekil 83 ve Sekil 84’te verilmistir.

— uh(x)
— analitik

ulxt)

Sekil 81. Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi ile yapilan birinci yaklagim
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% Hata Dagilum
001 T T T T T

.02+ R

004} .

— uh(x)
— analitik

ulzt)
351

251

Sekil 83. Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi ile yapilan ikinci yaklasim
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% Hata Dagilum

-0.002 F b

-0.004 -

-0.008 H -

-0.008 F -

0.01F -

0.2 -

-0.014 L ! | L .
0 0z 04 04 08 10

Sekil 84. Ikinciyaklasimda hata dagilin
Yukarda ¢6ziimii verilen ornek problemde soniimleme terimi yer almamisti. Bu

boliimde soniimlemeyi de igeren Sekil 85’deki problem farkli ylikleme durumlart igin

incelenecektir.

R Y

P 12 mm
1 srum

Sekil 85. P yiikii etkisindeki ¢ubuk [32]

L=48 mm

Bu c¢ubuga etkiyen P yiikiinii P=1000g(t) olacak sekilde zamana bagli olarak ifade
edilecektir. Coziim tretilecek 6rnek uygulamalarda yiiklemeler Sekil 86 ve Sekil 89°da
goriildiigi sekilde olduklar1 kabul edilmistir.
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g(t) A

1.0

>

Sekil 86. Birinci yiikleme

Coziimde malzeme ozelliklert;

Soniim katsayisi :0.4
Elastisite modiilii :3.107
Zaman adim :0.004

olarak sec¢ilmistir.

(ozliimde zaman integrasyon yontemi olarak Newmark yontemi kullanilmistir. Sekil
87°de elde edilen soniimleme davranisinda a =0.29 ve o6 =0.55 olarak sec¢ilmistir. Bu
degerlerden o = 0.6 ifadesini olarak secersek elde edilecek soniimleme davranisi Sekil

88’de goriilmektedir[32].

uiE, i)

1 1 1 1 1 1 1 1
o 1000 2000 3000 4000 5000 68000 7000 8000  S000
ts)

Sekil 87. @ =0.29 ve 6 =0.55 ile birinci yiiklemedeki soniimleme
davranisi
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1 1 1 1 1 1 1 1
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 3000
tz)

Sekil 88. a =0.29 ve 6 = 0.6 olmasi durumunda soniimleme davranisi

3
Bu degerler statik ¢oziim degeri —— formiilii ile elde edilen 0.0085333 degerine

yakinsama gosterdigi i¢in yapilan analizin sonuglar1 uygundur.
Ikinci 6rnek olarak yiikleme durumu Sekil 89’da gésterilen cubuk probleminin

soniimleme davranisi incelenecektir.

g(i) i

1.0

1.0

Sekil 89. Soniimleme problemi i¢in ikinci tip yiikleme

Bu yiikleme durumunda ¢ubugun soniimleme davranisi Sekil 90°da verilmistir[32].
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ulz,t)
0005 |
001 ‘

0.015

0.02

0

Sekil  90.

1 1 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 5000
tis)

Ikinci tip yiikleme igin soniimleme davramsia =0.29
veo =0.55

Sekil 90’da belirtilen ¢oziim yine Newmark zaman integrasyon yontemiyle elde

edilmistir. Burada & =0.29 ve 6 = 0.55 olarak secilmistir. Bu degerlerden alfanin sabit ve

0 =0.6 olarak segilmesi durumunda elde edilen soniimleme davranisi Sekil 91°de

goriilmektedir.

0.0

0.005
gl
izt
-0.005 ‘
-0.01 ‘

0.015

0.02

o

1 1 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
ts)

Sekil 91. a =0.29 ve 6 = 0.6 olmasi durumunda soniimleme davranisi
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2.4.3.4. Parabolik Denklemlerin Co6ziimii

Parabolik denklemler yer degistirme ifadesinin zamana gore birinci tlirevini i¢eren
denklemler oldugu daha 6nce belirtilmisti. Yapilacak olan ¢oziimlerde zaman integrasyon
yontemi olarak Crank-Nicolson yontemi kullanilmstir.

Parabolik denklem i¢in 6rnek olarak

ou(x,t) o*u(x,1)
ot o’

= tsin(x) (196)

denklemi se¢ilmistir [31]. Bu denklem i¢in sinir kosullar1 ve baslangi¢ kosullari;
u(x,0)=0 (197)
u(0,£)=0 (198)
alimmustir. Denklemin analitik ¢6zliimii ise

f(xt) =sin(x)t-1+e') (199)

olarak verilmektedir [31].
Problemin eleman bagimsiz Galerkin yontemi ve etkinlik yaricapt 0.35 olan 7 sekil
fonksiyonu ile elde edilen ¢oziimii ve hata dagilimi Sekil 92-93 te, 15 sekil fonksiyonu

kullanilarak elde edilen ¢6ziim ve hata dagilimi Sekil 94 -95’te verilmistir.
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4.5 T T T T T

— uh{x)
— analitik

ulx,t)
251 .

Sekil 92. Parabolik denklemin 7 sekil fonksiyonu ile ¢oziimii

% Hata Dadilirm
DS T T T T T

02r -

015 b

0.1 -

-0.05 - -

Sekil 93. Hata dagilim
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%10
45 T T T T T
A — ki .
150 — analitik |

ulz,t) .
2

0z 04 06 0z 10

Sekil 94. Parabolik denklemin 15 sekil fonksiyonu ile ¢6ziimii

% Hata Dagihm
025 T T T T T

0.2

0.15

0.1

0.05

0.05

0.1

015

0.z 04 04 0s 1

Sekil 95. Hata dagilimi



3. IRDELEME

Agsiz yontemlerde modelleme islemi diigiimler kullanilarak gergeklestirilmektedir.
Diigiimlerin kullanilmast modelleme isleminin gerceklestirilmesinde 6nemli bir avantaj
saglamaktadir. Daire bigimindeki bir alanin modellenmesi islemi Sekil 3 ve Sekil 4’te
verilmigtir. Bu sekiller incelendiginde modelleme islemi agsiz yontemlerde diigiimler
kullanilarak olduk¢a rahat bir sekilde gergeklestirilebilmektedir. Sonlu Elemanlar
yonteminde ayni rahatliktan s6z ed ilemez. Ciinkii kullanilan elemanlar ¢ogu durumda
dogrusal hatlara sahiptir. Bu yiizden dairesel alanin egri ylizeylerinin istenilen hassasiyette
modellenmesi daha zor ve yorucu bir islemdir. Sonlu elemanlar yontemi i¢in bu eksikligin
giderilmesi kullanilan elemanlarin boyutlariin kiiciiltiilmesi veya kullanilan elemanlarin
derecesinin arttirilmasi ile saglanabilmektedir. Bu islemler de ¢oziim siiresinin artmasina
sebep olmaktadir. Agsiz yontemlerde ise bu tiir zorluklar yoktur. Modelleme islemi
diigiimlerle gergeklestirilmektedir. Bu durum bize ¢oziim siirecinde kullanilacak olan
yaklagimdan bagimsiz olarak ¢6ziim bolgesinin modellenmesi isleminde 6nemli bir avantaj
saglamaktadir.

(Cozlim siirecinde agsiz yontemlerde sonlu elemanlar yonteminden farkli olarak sekil
fonksiyonlar1 analizden 6nce belirli olmayip tamamen analiz esnasinda secilen yaklagimin
derecesine bagli olarak belirlenmektedir. Sekil fonksiyonlarinin elde edilmesi isleminde
tabam1 agirlik fonksiyonlar1 olusturmaktadir. Agirhik fonksiyonlar1 olarak spline
fonksiyonlar1 ve gauss fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu fonksiyonlarin derecesi yiiksek
oldugundan yapilacak olan yaklagimin lineer olarak seg¢ilmis olmasi durumunda dahi elde
edilen sekil fonksiyonlari pek ¢ok durumda oldukga yeterli sonuclar saglamaktadirlar.
Sekil fonksiyonlar1 icin Sekil 10 ve Sekil 13’te belirtilen agirlik fonksiyonlarim
kullanilarak elde edilen ¢oziimler Sekil 11 ve Sekil 14’te verilmistir. Sekillere dikkat
edildiginde bu fonksiyonlar igin yapilan yaklagim lineer olmasina ragmen sekil

fonksiyonlar1 tabanda kullanilmis olan agirlik fonksiyonunun 6zelliklerini tasimaktadir.

2
X

8+x°

fonksiyonlart i¢in test edilmistir. Elde edilen ¢oziimlerde kullanilan sekil fonksiyonu

Elde edilen sekil fonksiyonlarmin etkinlikleri f(x)=sin(x) ve f(x)=

sayisinin artmasi ve yapilan yaklasim tabanin iyilestirilmesi sonuglar iizerinde énemli bir

etkiye sahiptir. Ancak agsiz yontemlerde sekil fonksiyonlar1 kronecker delta 6zelligini
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saglamamaktadir. Kronecker delta 6zelligi S. N. Atluri, H.G. Kim ve Y.J. Cho [16]
tarafindan Onerilmis olan bir doniisiim isleminin sekil fonksiyonlarina uygulanmasi
durumunda elde edilebilmektedir. Sekil fonksiyonlarinin kronecker delta 6zelligine sahip
olmasi agsiz yontemlerde sinir kosullarinin, sonlu elemanlar yonteminde oldugu gibi,
uygulanabilmesi kolayligin1 saglamaktadir. Sinir kosullarinin uygulanmasi konusunda elde
edilen bu kolaylikla sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilmiis olan hemen tiim problemler
agsiz yontemler kullanilarak ta rahatlikla ¢oziilebilir. Burada 6denmesi gereken bedel sekil
fonksiyonlarina uygulanan doniisiim iseminin gerektirdigi hesaplama zamanidir.

Yapilan tez calismasinda agsiz yontemlerden Eleman Bagimsiz Galerkin ve Agsiz
Yerel Petrov-Galerkin yéntemleri kullanilmistir. ki ydntem birbirinden kullanilan
formiilasyon isleminde ayrilmaktadir. Eleman bagimsiz Galerkin yontemi sonlu elemanlar
yonteminde de kullanilan Galerkin yontemini kullanirken agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemi ise Petrov-Galerkin yontemini kullanmaktadir. Galerkin ve Petrov-Galerkin
formiilasyonlari farkli kilan artik denkleminin agirliklandirilmasi isleminde kullanilan
agirlik fonksiyonlaridir.

Galerkin formiilasyonunda artik denklemi agirliklandirilmasi sekil fonksiyonlar
kullanilarak gergeklestirilmektedir. Petrov-Galerkin formiilasyonunda bu islem sekil
fonksiyonlarindan farkli bir fonksiyonla gerceklestirilmektedir (agsiz yontemler igin
Petrov-Galerkin formiilasyonunda spline veya gauss fonksiyonlar: kullanilmaktadir).

Agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminde artik denkleminin agirliklandirilmasi iglemi
icin agirlik fonksiyonlari sekil fonksiyonlarindan bagimsiz olarak segilebildiginden bu
yontem daha ¢ok bir konsept olarak ele alinmaktadir. Ciinkili agirlik fonksiyonunun uygun
secilmesi durumunda herhangi bir agsiz yontemin formiilasyonu elde edilebilmektedir
[10]. Petrov-Galerkin formiilasyonunda artik denkleminin agirliklandirilmasi isleminde
agirlik fonksiyonu olarak sekil fonksiyonunun secilmesi durumunda yontem Galerkin
formiilasyonuna doniismektedir.

Eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemlerinin sonlu
elemanlar yonteminden farkli olduklar1 noktalar;

e (o6ziim bolgesinin aralarinda herhangi bir iliskinin tanimlanmasi gerekli olmayan
diigimler kullanilarak modellenmesi

o Sekil fonksiyonlarinin ¢oziim esnasinda elde edilmesi

e Sistem denklemlerinin elde edilis bigimi
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e Sinir kosullarinin uygulanmasi islemi (doniisiim isleminin uygulanmadigi dikkate
alindiginda bu durum s6z konusudur.)
olarak belirtilebilir.

Yapilan tez ¢aligmasinda agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminin bir konsept olarak
ele alinabilmesinden yaralanilarak agsiz yerel Petrov-Galerkin yOnteminin simetrik hali
olarak ele alinabilen eleman bagimsiz Galerkin yontemi yer yer tercih edilmis ve ¢oziimler
her iki yontemde de gerceklestirilmistir.

Verilen formiilasyonlar ve Matlab Programlama dilinde yazilan programlarin
dogrulugunun test edilmesi amaciyla yoOntemler Oncelikle sinir deger problemlerine
uygulanmistir.

Eksenel yiik etkisinde bulunan ¢ubuk i¢in elde edilen sonuglar eleman bagimsiz
Galerkin yontemi i¢in Sekil 36°da, agsiz yerel Petrov-Galerkin ¢oziimii i¢cin de Sekil 38’de
sunulmustur. Elde edilen hata degerleri birbirinden ¢ok farkli olmayip agsiz yerel Petrov-
Galerkin yontemi i¢in hata dagilimi biraz daha dengeli olmaktadir. Bunun sebebi olarak
yontemin esnekligi belirtilebilir. Artik denkleminin agirliklandirilmasi isleminde agirlik
fonksiyonlarmin kullanim1 yontemi daha esnek kilmaktadir.

Yapilan ¢oziimler incelendiginde agsiz yontemler icin

e Problem ¢6ziimiinde kullanilan diigiim sayisinin arttirilmasi

e Yapilan yaklagim derecesinin arttirtlmast
olumlu sonuglar elde edilmesi ac¢isindan 6nemlidir.

Yapilan tez ¢aligmasinda bir boyutlu problemler olarak sinir deger problemleri, 6z
deger problemleri ve baslangi¢ sinir deger problemleri incelenmistir.

Smir deger problemi olarak eksenel yiik etkisindeki bir cubugun eksenel yiik
altindaki davranisi ve rijit cisim yer degistirmesi problemleri ele alinmistir.

Eksenel yiik etkisindeki ¢ubuk i¢in smir kosullarnt u__, =0, g _, =1lolarak ele

alinmistir. Bu problem i¢in f = 0 olarak se¢ilmistir. Bu kosullar altinda denklemin analitik
¢Oziimii u(x)=x olarak elde edilmektedir. Elde edilen yaklasik ve analitik ¢oziimler
incelendiginde sayisal coziimlerle analitik kesin ¢oziim degerleri tam olarak elde
edilmistir.

Ryjit cisim yer degistirmesi i¢in smir kosullart u _, =u,,u _, =u,olarak ele
alinmaktadir. Bu durumda rijit cisim yer degistirmesi icin analitik ¢6ziim u(x)=u; olarak

elde edilmektedir. Rijit cisim yer degistirmesi i¢in eleman bagimsiz Galerkin ¢oziimleri

Sekil 40 ve Sekil 42°de hata dagilimlari ise Sekil 41 ve Sekil 43’te verilmistir.
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Rijit cisim yer degistirmesi problemine agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemiyle
yapilan yaklasim Sekil 44°de hata dagilimi ise Sekil 45°de goriilmektedir.

Sonuglara dikkat edilirse rijit cisim yer degistirmesi her iki yontemle de neredeyse
kusursuz olarak elde edilmistir. Yine de bu sonuglar incelendiginde agsiz yerel Petrov-
Galerkin yonteminin eleman bagimsiz Galerkin yontemine kiyasla daha etkili oldugu
sOylenebilir.

Sinir deger problemi olarak bir boyutlu 1s1 iletimi problemi de ele alinmistir. Bu
problem i¢in elde edilen eleman bagimsiz Galerkin ¢oziimii Sekil 47°de ve hata dagilimi
Sekil 48’de verilmistir. Eleman bagimsiz Galerkin yontemine benzer bir yaklagim agsiz
yerel Petrov-Galerkin yontemiyle de yapilmistir. Agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemi i¢in
elde edilen ¢oziim Sekil 49°da ve hata dagilimi Sekil 50°de verilmistir. Sekil 48 ve Sekil 50
incelendiginde yine agsiz yerel Petrov-Galerkin yonteminin eleman bagimsiz Galerkin
yontemi ile kiyaslandiginda daha hassas sonuglar sagladig1 goriilmektedir.

Oz deger problemleri icin ise bir ucu ankastre bagli olan ¢ubuk ve iki ucu ankastre
bagli olan ¢ubuk problemleri ele alinmistir. Yapilan analizler iki boliime ayrilmistir.

Birinci bolimde eksenel yer degistirme etkisinde bulunan ve sinir kosullar1 olarak
tanim bolgesinde (bir boyutlu problemler i¢in bu bdlge bir noktadir) ddonmenin olmasi ve
olmamasi durumlar1 incelenmistir. Donmenin olmasi durumu Hermite fonksiyonlari
kullanilarak modellenmistir.

Ikinci boliimde ise egilme etkisinde bulunan ve sinir kosulu olarak tanim bolgesinde
yine donmenin olmasi ve olmamasi durumlari incelenmistir.

Oz deger problemlerinden bir ucu ankastre bagl ¢ubuk i¢in elde edilmis olan ilk
dort mod Sekil 46-49°da verilmistir. Yapilan ¢oziimler i¢in hata dagiliminin ayrintili olarak
incelenebilmesi acisindan farkli diiglim sayilarinda problemin birinci moduna karsilik
gelen 0z degerler iizerinde hata analizi Sekil 50°de verilmistir. Sekil 50°de ¢6ziim
bolgesinde 3 adet diigiim kullanilmasi durumunda % 0.4’liik bir hata elde edilirken diigiim
sayisinin artmastyla birlikte hata degeri de dnemli dlgiide azalmaktadir. Ug diigiim igin
hata degerinin goreceli olarak yiiksek olmasinin sebebi ise ¢6ziim bdlgesinin modellenmesi
acisindan ti¢ diigimiin kullanilmasinin yeterli olmamasidir. Sekil 50’de elde sunulan
¢Oziimler [25] verilen sonuglara gore ¢ok daha diisiik hata degerlerini icermektedir.

A moment matrisinin tersinin alinabilmesi i¢in ¢oziim bdlgesi i¢inde belirli sayida
sekil fonksiyonunun kesigsmesi gerekmektedir. Kesismesi gereken sekil fonksiyonu sayisi

icin minimum say1, P" vektdrii ile belirtilen yaklasim tabaninda bulunan eleman sayismin
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bir fazlasi olarak elde edilebilmektedir. Ornegin P'=[1 x] oldugu dikkate alinirsa ¢6ziim
bolgesi igindeki bir diigiim iizerinde en az ii¢ adet sekil fonksiyonunun tanimli olmasi
gerekmektedir. Bu sebeple ii¢ adet diiglim bu kosulun saglanmasi icin yetersiz olmaktadir.

Yapilmis olan bir ucu ankastre bagli ve iki ucu ankastre bagli ¢ubuklarin birinci
modlar i¢in farkli diigiim sayilarindaki ¢oziimler Tablo 1 ve Tablo 2’de 6zetlenmistir.

Elde edilen mod degerleri analitik ¢oziimler ile karsilastirildiginda hata degerleri
olduke¢a kiiciiktiir. Eleman bagimsiz Galerkin ¢éziimii birinci modlar i¢in kesin ¢dziime
oldukga 1yi bir yakinsama saglamistir.

Baslangi¢ sinir deger problemlerini yansitan denklemler igerdikleri zamana bagh
tiirev mertebesine gore hiperbolik ve parabolik olarak siniflandirilar.

Hiperbolik denklemler yer degistirmenin zamana gore ikinci tiirevini yani ivme
terimini iceren denklemlerdir. Parabolik denklemler ise yer degistirmenin zaman gore
birinci tiirevini igermektedir. Parabolik denklemlere ivme terimini i¢ermeyen denklemler
de denilmektedir.

Her iki denklem grubu i¢in tanimlanmis olan zaman integrasyon yoOntemleri
mevcuttur.

Hiperbolik denklemler i¢in zaman integrasyon yontemlerinden bazilari;

e Merkezi farklar yontemi

e Houbolt yontemi

e Wilson teta yontemi

e Newmark yontemi
olarak siralanabilir. Yapilan tez calismasinda Newmark zaman integrasyon yodntemi
kullanilmistir.

Parabolik denklemler i¢in dnerilmis olan zaman integrasyon yontemlerinden bazilari

e Crank-Nicolson yontemi

e Galerkin yontemi
olarak belirtilebilir. Yapilan tez caligmasinda parabolik denklemler i¢in Crank-Nicolson
zaman integrasyon yontemi kullanilmustir.

Baslangi¢ siir deger problemlerinde agsiz yontemler sadece sistem denklemlerinin
olusturulmasinda ve katilik matrisi, kiitle matrisi ve sonim matrisinin elde edilmesi
islemlerinde kullanilmaktadir. Dolayisiyla ¢oziim iizerinde ¢ok fazla bir etkiye sahip
olmamaktadir. Baglangi¢ sinir deger problemleri i¢in hassas ¢oziimler ancak zaman

admminin kiiciik secilmesi ile elde edilebilir.



4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1. Sonuclar

Yapilan tez caligmasinda;

Agirlik fonksiyonlari spline ve gauss fonksiyonlar1 olarak segilmistir.

Agirlik fonksiyonlari i¢in etkinlik yaricapinin 6nemi ve etkinlik yaricapina bagl
olarak agirlik fonksiyonu yapilart incelenmistir.

Hareketli en kiiclik kareler ¢6ziim siireci formiile edilerek, hareketli en kiigiik
kareler sekil fonksiyonlari elde edilmistir.

Elde edilen sekil fonksiyonlarinin etkinlikleri uygun fonksiyonlar segilerek test
edilmistir.

Hareketli en kiiclik kareler sekil fonksiyonlar1 kronecker delta 6zelligine sahip
olmadiklarindan sekil fonksiyonlar1 i¢in kaynak [16]’da onerilmis olan doniisiim
yontemi kullanilmistir. Bu sayede doniistiiriilen sekil fonksiyonlar1 kronecker
delta 6zelligini saglamaktadir.

Sinir  kosullart doniisiim islemi ile elde edilen yeni sekil fonksiyonlari
kullanilarak sonlu elemanlar yonteminde oldugu gibi uygulanmaistir.

Sinir kosullar1 yer yer penaltt yontemi kullanilarak, eleman bagimsiz Galerkin ve
agsiz yerel Petrov-Galerkin yoOntemlerine ait formiilasyonlar verilerek bu
fomiilasyonlar matlab hazir program kiitliphanesinden de yararlanilarak bir
boyutlu ¢esitli mithendislik problemlerinin ¢oziimlerinde kullanilmistir.

Sinir deger problemleri olarak eksenel yiik etkisinde bulunan bir gubuk problemi
ve rijit cisim yer degistirmesi problemleri ¢oziilmiistiir. Elde edilen sonuglar
analitik degerler ile tam olarak ortiismektedir.

Eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemlerinin
kompozit yapidaki problemlere rahatlikla uygulanabilecegi gosterilmistir.

Oz deger problemleri, eksenel yer degistirmeye bagl ¢oziim ve enine (¢ubuk
eksenine dik) yer degistirmeye bagli ¢oziim olarak iki grupta incelenmistir. Enine
(cubuk eksenine dik) yer degistirmenin modellenebilmesi i¢cin Hermite

fonksiyonlar1 elde edilmis ve kullanilmistir. Oz deger problemleri i¢in Eleman
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Bagimsiz Galerkin yontemi ile elde edilen sonuglar analitik degerlerle tam olarak
ortiismektedir.

e Eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemleri ile bir
boyutlu baslangic sinir deger problemleri icin analitik ¢dziime oldukca yakin
sonuglar iiretilebilecegi goriilmiistiir.

e Parabolik denklemlerin zaman integrasyonu i¢in Crank-Nicolson yontemi
kullanilmastir.

e Hiperbolik denklemlerin ¢oziimiinde Newmark zaman integrasyon yoOntemi
kullanilmastir.

e Segilen agsiz yontemlerle soniimleme etkisinde bulunan sistemlerin davraniglar
incelenmistir.

e Gergeklestirilen bu islemler sonuncunda Eleman Bagimsiz Galerkin ve Yerel
Petrov-Galerkin agsiz yontemlerinin uygulanmasimnin kolay ve bu tez
caligmasinda incelenen problemler i¢in olduk¢a dogru sonuclar iirettikleri
belirlenmistir.

e Bu ozellikleri ile pek ¢ok miihendislik probleminin ¢éziimiinde agsiz yontemlerin
diger sayisal yontemlere alternatif olusturabilecegi gibi bu yontemlerle birlikte de

kullanilabileckleri sonucuna varilmuistir.

4.2. Oneriler

e Yapilan tez ¢calismasinda bir boyutlu problemler ele alinmistir. Formiilasyon ve
gelistirilen yazilim iki ve ii¢ boyutlu pek ¢ok problemlere genisletilebilir.

e Bu c¢alismada sekil fonksiyonlar1 hareketli en kiigiik kareler yontemi kullanilarak
elde edilmistir. Sekil fonksiyonlar1 ¢ekirdek yontemi ve birimlerin parcalanmasi
yontemleri kullanilarak ta elde edilebilir

e Agsiz yontemlerden eleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin
yontemleri i¢in ¢dziim siiregleri olusturulmustur. Diger agsiz yontemlerden nokta
interpolasyon yontemi (Point Interpolation Method), yerel sinir integral esitligi
(Local Boundary Integral Equation) gibi yontemler i¢in ¢oziim siiregleri elde
edilebilir.

e FEleman bagimsiz Galerkin ve agsiz yerel Petrov-Galerkin yontemleri iki boyutlu

problemler i¢in uygun hale getirilebilir.
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e Yapilan tez caligmasinda hiperbolik denklemler i¢in sadece Newmark Yontemi
icin ¢oziimler elde edilmistir. Merkezi farklar, Houbolt yontemi ve Wilson teta
yontemi gibi zaman integrasyon yontemleri i¢in ¢éziimler elde edilebilir.

e Yapilan tez ¢alismasinda sadece lineer problemler ele alinmistir. Non-lineer

problemler incelenebilir.
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EKLER

EK 1.

Ek Tablo 1. Gauss integrasyonunda kullanilacak olan Gauss noktalar1 ve bu noktalara
karsilik gelen agirlik degerleri
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n=1
4 W
0 2.000000000000000
n=2
¢ W
0.577350269189626 1.000000000000000
- 0.577350269189626 1.000000000000000
n=3
¢ W
0.774596669241483 0.555555555555556
0.000000000000000 0.888888888888889
-0.774596669241483 0.555555555555556
n=4
¢ W
0.861136311594953 0.347854845137454
0.339981043584856 0.652145154862546
-0.339981043584856 0.652145154862546
-0.861136311594953 0.347854845137454
n=>5
¢ A4
0.906179845938664 0.236926885056189
0.538469310105683 0.478628670499366
0.000000000000000 0.568888888888889
-0.538469310105683 0.478628670499366
-0.906179845938664 0.236926885056189




Ek Tablo 1 ‘in devami
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n=6
¢ W
0.932469514203152 0.171324492379170
0.661209386466265 0.360761573048139
0.238619186083197 0.467913934572691
-0.238619186083197 0.467913934572691
-0.661209386466265 0.360761573048139
-0.932469514203152 0.171324492379170
n=7
¢ W
0.949107912342759 0.129484966168870
0.741531185599394 0.279705391489277
0.405845151377397 0.381830050505119
0.000000000000000 0.417959183673469
-0.405845151377397 0.381830050505119
-0.741531185599394 0.279705391489277
-0.949107912342759 0.129484966168870
n=8
¢ w
0.960289856497536 0.101228536290376
0.796666477413627 0.222381034453374
0.525532409916329 0.313706645877887
0.183434642495650 0.417959183673469
-0.183434642495650 0.417959183673469
-0.525532409916329 0.313706645877887
-0.796666477413627 0.222381034453374
-0.960289856497536 0.101228536290376
n=9
¢ w
0.968160239507626 0.081274388361574
0.836031107326636 0.180648160694857
0.613371432700590 0.260610696402935
0.324253423403809 0.312347077040003
0.000000000000000 0.330239355001260
-0.324253423403809 0.312347077040003
-0.613371432700590 0.260610696402935
-0.836031107326636 0.180648160694857
-0.968160239507626 0.081274388361574




Ek Tablo 1’in devami
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n=10
¢ W
0.973906528517172 0.066671344308688
0.865063366688985 0.149451349150581
0.679409568299024 0.219086362515982
0.433395394129247 0.269266719309996
0.148874338891631 0.295524224714753
-0.148874338891631 0.295524224714753
-0.433395394129247 0.269266719309996
-0.679409568299024 0.219086362515982
-0.865063366688985 0.149451349150581
-0.973906528517172 0.066671344308688
n=15
4 w
0.98799251802 0.030753241995
0.937273392401 0.0703660474883
0.84820658341 0.107159220467
0.72441773136 0.139570677926
0.570972172609 0.166269205817
0.394151347078 0.186161000016
0.201194093997 0.198431485327
0 0.202578241966
-0.201194093997 0.198431485327
-0.394151347078 0.186161000016
-0.570972172609 0.166269205817
-0.72441773136 0.139570677926
-0.84820658341 0.107159220467
-0.937273392401 0.0703660474883
-0.98799251802 0.030753241995
n=20
¢ W
0.993128599185 0.0176140070678
0.963971927278 0.0406014298819
0.912234428251 0.0626720482976
0.839116971822 0.0832767415506
0.74633790646 0.101930119826
0.636053680727 0.118194531969
0.510867001951 0.131688638458
0.373706088715 0.142096109327
0.227785851142 0.149172986482
0.0765265211335 0.15275338714
-0.0765265211335 0.15275338714
-0.227785851142 0.149172986482

-0.373706088715

0.142096109327




Ek Tablo 1’in devami
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-0.510867001951 0.131688638458
-0.636053680727 0.118194531969
-0.74633790646 0.101930119826
-0.839116971822 0.0832767415506
-0.912234428251 0.0626720482976
-0.963971927278 0.0406014298819
-0.993128599185 0.0176140070678
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