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Doktora Tezi

OZET

COK DEGISKENLI NORMAL DAGILIM ICIN YENI BIR DENEYSEL UYUM
IYILiGI TESTI
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Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Danigsman: Dog. Dr. Orhan KESEMEN
2021, 94 Sayfa

Doktora tezi olarak sunulan bu ¢alismada, ¢ok degiskenli normallik i¢in ¢ok degiskenli
Kolmogorov-Smirnov (MVKS) uyum iyiligi testi sunulmustur. Onerilen test, deneysel
dagilim fonksiyonu ile teorik dagilim fonksiyonu arasindaki farka dayanmaktadir. Bu fark
hesaplanirken ¢ok degiskenli durumda Karsilagilan sorun, degiskenlerin tek degiskenli
durumda oldugu gibi dagilimdan bagimsiz olmamasidir. Ilk olarak, bu sorunu ¢6zmek igin
degiskenler bagimsiz hale getirilmistir ve Rosenblatt dontisiimii degiskenlerin bagimsizlig
i¢in uygulanmistir. Daha sonra teorik ve deneysel dagilim degerleri hesaplanarak, MVKS
test istatistigi hesaplanmigtir. Onerilen bu test, ayn1 algoritma ve kritik tablo degerlerini
kullanarak p boyutlu veriler igin kolay hesaplama saglamaktadir. Ayrica bu tezde, MVKS
testi kritik tablolariin tek degiskenli KS testi kritik tablo ile karsilastirilmasini ve MVKS'in
(ik1 degiskenli durum) mevcut iki degiskenli normallik testleri ile gii¢ karsilastirmalarini da
iceren bir simiilasyon c¢alismast MVKS'in farkli boyutlarinda etkinligini gostermek igin
sunulmustur. Son olarak, MVKS testinin tutarli, kesin ve dogru sonuglar elde ettigini

gostermek i¢in bes farkli cok degiskenli veri setlerine uygulanmastir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik dagilimlar, Uyum iyiligi testi, Cok degiskenli deneysel dagilim

fonksiyonu, Cok degiskenli normallik testi
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DISTRIBUTION
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This thesis presents a multivariate Kolmogorov-Smirnov (MVKS) goodness of fit test
for multivariate normality. The proposed test is based on the difference between the
empirical distribution function and the theoretical distribution function. While calculating
them in multivariate case, the problem is that the variables cannot be distribution-free as in
the univariate case. Firstly, the variables are made independent to solve this problem and the
Rosenblatt transform is applied for independence of variates. Then the theoretical and
empirical distribution values are calculated, and the MVKS test statistic is computed. It
provides an easy calculation for p-dimensional data by using the same algorithm and critical
table values. This thesis demonstrates the effectiveness of the MVKS for different
dimensions with a simulation study which also includes the comparison of the MVKS critical
tables with univariate KS critical table and the power comparisons of the MVKS (bivariate
case) against with the existing bivariate normality tests. Lastly, the MVKS is applied to five
different multivariate data sets to confirm that it achieves consistent, accurate and correct

results.

Key Words: Elliptical distributions, Goodness of fit test, Multivariate empirical distribution

function, Multivariate normality test
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1. GENEL BILGILER

Uyum iyiligi testleri, verilen bir 6rneklemin verilen bir dagilimdan gelip gelmedigini
test etmek i¢in kullanilan istatistiksel bir yontemdir. Normallik testi en yaygin olarak
kullanilan uyum 1iyiligi testlerindendir. Student-t testi, dogrusal regresyon analizi,
diskriminant analizi ve varyans analizi gibi bircok istatistiksel prosediiriin temelinde
normallik varsayimi yatmaktadir. Normallik varsayimi ihlal edildiginde, yorumlama ve
cikarimlar giivenilir ya da gegerli olmayabilir (Razali vd., 2011). Uyum iyiligi testleri
genellikle tek degiskenli dagilimlar igin gelistirilmistir (Massey Jr, 1951; Lilliefors, 1967).
Ancak c¢ok degiskenli dagilimlar icin gelistirilen ¢alismalar daha ¢ok normallik testleri
tizerinde durmaktadir.

Gilinimiizde ¢ok degiskenli normallik testiyle ilgili birgok calisma yapilmistir
(Peacock, 1983; Fasano ve Franceschini, 1987; Justel vd., 1997). Mecklin ve Mundfrom
(2004) ¢ok degiskenli normallik testlerini dort ana baslik altinda toplamistir. Bazi testler ise
dort baslik altina girmediginden bu tezde cok degiskenli normallik testleri {izerine yapilan
calismalar bes baslik altinda incelenmistir. Bu basliklar asagidaki gibi listelenmistir:

o Grafiksel ve korelasyonel yaklagimlari kullanan yontemler

e Uyum 1yiligi testlerinin uyarlanmasiyla elde edilen yontemler

e (Carpiklik ve basiklik katsayilarini kullanan yontemler

e Tutarli yaklagimlar gosteren yontemler

e Diger yontemler

1.1. Grafiksel ve Korelasyonel Yaklagimlar: Kullanan Yontemler

Bir verinin herhangi bir dagilima uygunlugunu test etmeden once, verinin grafiginin
cizdirilmesi testin olast sonucu hakkinda fikir vermesi agisindan Onemlidir. Grafik
yontemlerden en ¢ok kullanilan Q — Q grafikleri, verinin normal dagilima uygunlugu
hakkinda bilgi vermektedir. Q — Q grafikleri siralanmig veriler ve bunlara karsilik gelen
teorik z degerlerinin ¢izimiyle elde edilen grafiklerdir. Grafikte veriler, y = x ¢izgisi
boyunca uzaniyorsa verilerin normal dagilim gosterdigi sdylenebilir. Diger bir deyisle,
istenilen dagilima uygunluk, c¢izilen noktalarin dogrusallig ile ilgilidir. Cizilen noktalarin

dogrusalligr arttikca, arastirilan dagilima uygunluk da artacaktir. Ayrica dogrusalliktan
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sapmalar ¢arpiklik, basiklik, aykirt deger gibi durumlarin oldugunun gostergesidir (Johnson
ve Wichern, 2014). Q — @ grafigi haricinde kullanilan grafik yontemlerden bazilart P — P,

histogram ve box-plot grafikleridir.

Grafiksel ve korelasyonel yaklasimlari ¢ok degiskenli normallik testi i¢in kullanan
caligmalar Healy (1968), Gnanadesikan ve Kettenring (1972), Andrews vd. (1973), Cox ve
Small (1978), Fisher (1983), Porteous (1988), Tsai ve Koziol (1988), Ahn (1992), Koziol
(1993), Singh (1993), Dunn (1995), Fang vd. (1998), Beirlant vd. (1999), Liang ve Bentler
(1999) tarafindan 6nerilmistir.

1.2. Uyum lyiligi Testlerinin Uyarlanmasiyla Elde Edilen Yéntemler

Tek degiskenli dagilimlar i¢in kullanilan uyum iyiligi testlerinin ¢ok degiskenli
dagilimlara uyarlanmasiyla elde edilen testler bu kategoriye girmektedir. Tek degiskenli
uyum iyiligi testlerine Ki-kare, Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, Shapiro-Wilk,
Cramer von Mises, Jarque-Bera, Kuiper, Vasicek testleri 6rnek olarak verilebilir. Bu
yaklasimda, uyum iyiligi testleri deneysel dagilim fonksiyonuna dayanmaktadir. Bircok
calismada, deneysel dagilim fonksiyonu ¢ok degiskenli normallik testi problemine
uyarlanarak ¢6ziim bulunmaya caligilmistir.

Machado (1983) ve Fattorini (1986), Kolmogorov-Smirnov ve Cramer von Mises
testlerine, carpiklik-basiklik katsayilari  ekleyerek c¢ok degiskenli durum igin
genigletmislerdir. Hawkins (1981) ve Paulson vd. (1987), Anderson-Darling testini
uyarlayarak ¢ok degiskenli uyum iyiligi testine iliskin Onerilerde bulunmustur. Koziol
(1982) ise Cramer von Mises testini gelistirerek ¢ok degiskenlik normallik i¢in uyarlamistir.
Royston (1983), Srivastava ve Hui (1987), Mudholkar vd. (1995), Shapiro-Wilk testi
tizerinde galismiglardir. Zhou ve Shao (2014) carpiklik yerine basikligi Shapiro-Wilk testi
ile birlestirip ¢cok degiskenli bir normallik testi 6nermistir. Moore ve Stubblebine (1981),
Quiroz ve Dudley (1991) ve Park (1999) ki-kare uyum iyiligi testinin ¢ok degiskenli duruma
uyarlanmasiyla ilgili caligmalar yapmiglardir.

Peacock (1983) iki boyutlu KS testi i¢cin Monte Carlo metodunu kullanarak bir test
gelistirmistir. Bu test istatistiginin dagilimi neredeyse dagilimdan bagimsizdir. Fasano ve
Franceschini (1987) iki veya ii¢ boyutta rastgele drneklemlere KS testi uygulanabilmesi i¢in

klasik KS testine bir genellestirme islemi uygulamiglardir. Bu g¢alisma ayni zamanda
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Peacock’un 6nerdigi yonteme de bazi iyilestirmeler yapmustir. Looney (1995) tek degiskenli
normallik testlerinin ¢ok degiskenli normalligi test etmek i¢in nasil kullanilabilecegi {izerine
bir ¢alisma yapmistir. Kolmogorov-Smirnov testi gibi bazi ¢ok iyi bilinen tek degiskenli
normallik testlerinin ¢ok degiskenli normallik testine doniistiirmeye Yyonelik Onerilerde
bulunmustur. Cabana ve Cabafia (1997) ¢ok degiskenli dagilimlar igin degistirilmis
Kolmogorov-Smirnov testini gelistirmistir. Justel vd. (1997) dagilimdan bagimsiz ¢ok
degiskenli Kolmogorov-Smirnov testi lizerine bir ¢alisma yapmistir. Bu calismanin iki
boyutta uygulamasina yer verilirken, ikiden fazla boyutlarda hesaplama ana sorun haline
doniismektedir. Lopes vd. (2007), ¢ok boyutlu veri setleri i¢in Kolmogorov-Smirnov testinin
ti¢ degisik varyasyonunu Kullanarak karsilagtirma yapmislardir. Chiu ve Liu (2009) siirekli
cok degiskenli dagilimlar igin uyum iyiligi testi onermislerdir. Onerilen istatistik sadece
ortak dagilimlar1 degil marjinal dagilimlarinin da uyum 1iyiligini, genellestirilmis ¢ok
degiskenli Cramér-von Mises istatistigiyle test etmislerdir.

Uyum 1iyiligi testi yaklasimmi kullanan diger yontemler ise Weiss (1958), Wagle
(1968), Zhu (1995), Hensler vd. (1977), Gallardo vd. (1979), Gallardo ve Quesenberry
(1982), Romeu (1991), Romeu & Ozturk (1993; 1996) ve Quiroz vd. (1998) tarafindan

Onerilmistir.

1.3. Carpiklik ve Basiklik Katsayilarin1 Kullanan Yontemler

Bir dagilimin c¢arpiklik ve basiklik katsayilari, dagilimin 6zellikleri hakkinda
arastirmactya bilgi vermektedir. Fakat dagilimin ¢arpiklik ve basiklik katsay1 degerleri bazen
karar vermede etkili olamamaktadir. Ornegin normal dagilim gdsteren bir veride garpiklik
katsayisinin degerinin sifir ve basiklik katsayisi degerinin ii¢ olmas1 beklenmektedir. Diger
yandan, normal dagilim haricinde simetrik dagilim gosteren herhangi bir dagilim i¢in de
carpiklik katsayisinin sifir degerini almasi beklenir. Benzer durum normal dagilim ile diger
dagilimlar kiyaslandiginda basiklik katsayisi i¢in de gegerli olabilmektedir. Bu yiizden tek
degiskenli normallik testlerinde, uyum iyiligi testleri ¢arpiklik-basiklik yaklasimlarina gore
daha ¢ok tercih edilmektedir (Mecklin ve Mundfrom, 2004). Ancak, ¢arpiklik ve basiklik
katsayilar1 ¢ok degiskenli normallik testi i¢in yapilan ¢alismalar literatiirde mevcuttur.

Mardia (1970; 1974; 1975) carpiklik ve basiklik 6l¢iilerini kullanarak ¢ok degiskenli
normallik testi i¢in yeni bir yontem 6nermistir. Mardia’nin 6nermis oldugu ¢ok degiskenli

normallik testi, yaygin olarak kullanilan testlerden biridir. Bu bdliimdeki diger ¢aligmalar
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Malkovich ve Afifi (1973), Small (1980), Isogai (1982; 1989), Mardia ve Foster (1983),
Bera ve John (1983), Srivastava (1984), Koziol (1989), Mardia ve Kent (1991), Henze
(1994), Jarque ve McKenzie (1995) ve Bogdan (1999) tarafindan onerilmistir.

1.4. Tutarh Yaklasimlar Gosteren Yontemler

Tutarli  yaklasim gosteren yontemler, deneysel Kkarakteristik fonksiyonu
kullanmaktadir ve genellikle Normal dagilimin karakteristik fonksiyonu temel alinarak
gelistirilmistir. Deneysel dagilim fonksiyonunu kullanan ilk ¢alisma Epps ve Pulley (1983)
tarafindan gergeklestirilmistir. Daha sonralar1 ise Murota ve Takeuchi (1981), Csorg6 (1986;
1989), Baringhaus ve Henze (1988), Baringhaus ve Henze (1990), Henze (1997), Fan
(1997), Henze ve Wagner (1997), Ghosh ve Ruymgaart (1992), Naito (1996) tarafindan

deneysel karakteristik fonksiyonunu kullanan ¢aligsmalar 6nerilmistir.

1.5. Diger Yontemler

Cok degiskenli normallik testlerinde genellikle, ¢ok degiskenli bir verinin her bir
bileseni (boyutu) tek degiskenmis gibi ayr1 ayr1 alinmaktadir ve tek degiskenli normallik
testi yapilmaktadir. Burada kullanilan tek degiskenli normallik testlerine Kolmogorov-
Smirnov ve Shapiro-Wilk testleri 6rnek olarak verilebilir. Bu yaklagimda en az bir bilesen
normal dagilim goéstermiyorsa, veri kiimesinin ¢ok degiskenli normal dagilim gostermedigi
varsayilmaktadir. Fakat bu durumun gerceklesmesi i¢in ¢ok degiskenli dagilimin her bir tek
degiskenli marjinal dagilimlarinin normal dagilmasi gerekmektedir. Aksi halde bu yaklasimi
kullanarak ¢ok degiskenli normallikle ilgili karar vermek yaniltici sonuglara neden
olmaktadir (Bilodeau ve Brenner, 2008).

Bazi caligmalar ise 6zel kosullar altinda 6rnegin bazi dagilimlar i¢in veya belirli bir
veri tipi igin Onerilmislerdir. Bunlardan bazilar1 Loh (1986), Hasofer ve Stein (1990),
Richardson ve Smith (1993), Kuwana ve Kariya (1991), Kariya ve George (1995), Kariya
vd. (1999), Slate (1999), Liang vd. (2000) tarafindan onerilmistir.

Diger caligmalarda ise, Alam vd. (1993) tarafindan ¢ok degiskenli verileri dagilimdan
bagimsiz hale getirmek i¢in istatistiksel esdeger bloklar (SEB) teorisinin bir uygulamasi

gerceklestirilmistir ve iki degiskenli durumlar igin istatistiksel esdeger bloklarin
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uygulanmasimi gosterilmistir. Alam ve Williams (1995) ise istatistiksel esdeger bloklara
(SEB) dayali ¢ok degiskenli parametrik olmayan uyum iyiligi testi onermislerdir.

Székely ve Rizzo (2005) oklid uzakligini temel alan gok degiskenli dagilimlarin uyum
iyiligini test etmek i¢in bir yontem dnermistir. Siirticti (2006) ¢ok degiskenli normal dagilimi
test etmek igin ii¢ yeni istatistik gelistirmistir ve bu istatistikleri bilinen test istatistikleriyle
karsilagtirmistir. McAssey (2013) Mahalanobis uzakligini temel alan bir yaklasim ortaya
koymus ve ¢esitli dagilimlar tizerinde 6nerilen yontemin etkinligini incelemistir. Zhang vd.
(2012) ¢ok degiskenli dagilimlar i¢in veri derinligine bagli parametrik olmayan ii¢ gesit
uyum iyiligi testi nermisler ve bu yontemleri, Anderson—Darling ve Greenwood testleriyle

iki degiskenli normal ve diizgiin dagilim i¢in simiilasyonlarla test etmislerdir.

1.6. Deneysel Dagilim Fonksiyonuna Dayah Cok Degiskenli Uyum lyiligi Testleri

Literatiirde, ¢ok degiskenli normallik testleriyle ilgili birgok ¢alisma olmasina ragmen,
bu tezde deneysel dagilim fonksiyonu ile teorik dagilim fonksiyonu arasindaki farki temel
alan deneysel uyum iyiligi testleriyle ilgilenilmistir. Tlgilenilen uyum iyiligi testleri, Peacock
(1983), Fasano ve Franceschini (1987) ve Justel vd. (1997) tarafindan onerilen deneysel

dagilim fonksiyonuna dayali ¢ok degiskenli testlerdir.

1.6.1. Peacock Testi

Peacock (1983) cok boyutlu verilerin deneysel dagilim fonksiyonu ile yokluk
hipotezinde verilen dagilim fonksiyonu arasindaki tutarlilig1 inceleyen yeni bir test istatistigi
Onermistir. Bu test istatistigi Kolmogorov-Smirnov istatistiginin iki boyutta uyarlanmasiyla
elde edilmistir ve dagilimi: Monte Carlo simiilasyonu ile hesaplanmustir. Onerilen yéntemin
giic-spektrum analizini ise, yokluk hipotezinin diizgiin dagilim olmamasi durumunda
gerceklestirmistir.

Tek 6rneklem Kolmogorov-Smirnov testinde yokluk hipotezi, verilen teorik dagilim

fonksiyonu ile oOrneklemden elde edilen deneysel dagilim fonksiyonunun farki
hesaplamaktadir. Orneklem say1s1 arttikca, hesaplanan istatistik (D,,), \/% ile orantili olarak

degismektedir. Bu durumda, D,, istatistiginin olasilik fonksiyonu yaklasik olarak Z, =

D,vn degerine denk olmaktadir. Orneklem sayisinin az olmasiyla, Z, degeriyle iliskili
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verilen giiven diizeyi, n degeri artik¢a yavasca artmaktadir. Biiyiikk 6rneklem durumunda
olasilik dagiliminin integrali P(> Z,,), Esitlik (1) ile hesaplanmaktadir (Kendall ve Stuart,
1979).

P(>Z7,)=2 Z(—nk—l exp(—2k?Z,) (1)
k=1

Birnbaum (1952), Z,, dagilimimnin farkli n degerleriyle degisimini inceleyerek bunlar
tablolagtirmigtir. Peacock, Birnbaum’in tablolastirdigi degerlerini kritik tablo degeri (Z',,)

olarak alip test islemini gerceklestirmistir.

1.6.2. Fasano ve Franceschini Testi

Fasano ve Franceschini (1987), Peacock’in gelistirmis oldugu c¢ok degiskenli
normallik testinin eksik yoOnlerini gostermis ve bu yoOntemi iyilestirerek yeni bir test
onermistir. Onerdikleri test istatisti§inin Peacock testine gore daha hizli, yeteri kadar
dagilimdan bagimsiz oldugunu ve ii¢ boyutlu bir veri i¢in hesaplama zamani acisindan da
uygulanabilir oldugunu gdstermislerdir.

Fasano ve Franceschini (1987), Peacock’in ¢aligmasinda ¢ok boyutlu veriler igin
birikimli dagilim fonksiyonunun hesaplanmasinda bir sorun oldugunu fark etmistir. Bu
sorunu ¢ozmek i¢in, iki boyutlu bir uzayda, birikimli dagilim fonksiyonu hesaplanmak
istenen noktanin (X;,Y;), sol-asagisi, sol-yukarisi, sag-asagisi ve sag-yukarisi olmak iizere
dort farkli bolgede birikimli dagilim fonksiyonunun hesaplanmasi gerektigini belirtmistir.

Bu bolgeler su sekilde ifade edilebilir:

x < X;,y>Y; ‘ x> X, y>Y;
(e <Xy >1) (> %y > %) (i,j=1,..,n) @)

(x<Xi,y<Yj) ‘ (x>Xi,y<Yj)

Bu bolgelerdeki her bir (X;, Y;) noktasi i¢in gézlem degerleri toplanir ve herhangi iki
bolge i¢in mutlak fark degeri maksimum olacak sekilde hesaplanarak Dggs (Birnbaum
Kolmogorov-Smirnov (BKS)) test istatistigi degeri elde edilmektedir. Elde edilen test
istatistigi degeri Peacock’in calismasinda oldugu gibi Z,, = Dggsvn tablo degeriyle

karsilastirilarak karar verilmektedir.
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1.6.3. Justel, Peiia ve Zamar Testi

Justel vd. (1997), dagilimdan bagimsiz ¢ok degiskenli Kolmogorov-Smirnov uyum
iyiligi testini 6nermislerdir. Onerilen test istatistigi Rosenblatt (1952) déniisiimii kullanarak
elde edilmistir.

Verilen rastgele bir 6rneklemde x = {x;, x5, ..., X,}, x € Ri.i.d. rastgele degiskenleri
bir F dagilimindan olsun. Arastirilan hipotez Hy: F = F,, ve karsit hipotez ise Hy: F # F,
verilsin. Burada F, uygunlugu sorgulanan teorik dagilim fonksiyonudur. Tek degiskenli

durumda, Kolmogorov-Smirnov istatistigi,

Dy, = sup|F,(x) = F(x)| ©)
x€R
gibi hesaplanmaktadir. Dagilimdan bagimsiz bu istatistik asagidaki gibi yazilabilmektedir.

D, = sup |G, (w) — F(wW)] (&)

Osu=<1l

Burada, G,(u) deneysel dagilim fonksiyonudur ve u; = Fy(x;), 0 — 1 araliginda

diizgiin dagilima doniismektedir. Y = T'(X) donisiimiinden;
d, = SuplGn(y) -V ---ypl (5)
y

istatistigi elde edilmektedir. Justel vd. (1997) tarafindan nerilen istatistik ise,

Dy = max dy ©

seklindedir. Burada elde edilen test istatistigi degeri, Justel vd. (1997) tarafindan verilen

tablo degerleriyle karsilastirilarak ¢ok degiskenli Kolmogorov-Smirnov testi gergeklestirilir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. =8 A
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1.7. Cahsmada Kullanilacak Dagilimlar

Simiilasyon g¢alismasinda Onerilen yontemin basarisim1 test etmek icin istatistiksel
dagilimlardan yararlanilmigtir. Simiilasyonda kullanilan dagilimlar ¢ok degiskenli simetrik
ve simetrik olmayan dagilimlar olarak iki sinifta incelenmistir. Normal ve Student-t dagilimi
haricinde diger dagilimlarin ortak olasilik yogunluk fonksiyonlari marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin  yardimiyla hesaplanmistir. Ortak olasilik  yogunluk fonksiyonu

f(x1, %3, ... xp,) ile gosterilirse ¢ok degiskenli istenilen bir dagilim,

[ 2, X)) = (1) f(x2) .. f(Xn) (")

bigiminde olusturulmustur (Forbes vd., 2011).

1.7.1. Cok Degiskenli Simetrik Dagilimlar

Ortalama etrafinda verilerin esit dagilarak olusturdugu dagilimlardir. Bu tezde,
simiilasyonlarda, testin giicii igin simetrik dagilimlardan, Laplace, Cauchy, Logistik, Uggen,

Diizgiin, Normal ve Student-t dagilimi kullanilacaktir.

1.7.1.1. Cok Degiskenli Laplace Dagilimi

Tek degiskenli Laplace dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fosma) = g e (-2 ®

o

bi¢ciminde verilmektedir (Balakrishnan ve Nevzorov, 2004; Krishnamoorthy, 2006; Forbes
vd., 2011). Burada p konum parametresini, o ise dlgek parametresini gostermektedir.

Cok degiskenli Laplace dagilimi Esitlik (7) yardimiyla olusturulmustur. Esitlik (7)’de
X1, X5, ..., X, degiskenlerinin her birinin Laplace dagilmasiyla ¢ok degiskenli Laplace
dagilimi elde edilmistir. Diger bir deyisle marjinal dagilimlarin Laplace dagilmasiyla elde

edilen dagilim ¢ok degiskenli Laplace dagilimidir. Burada dikkat edilmesi gereken durum,
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bu dagilimdan, marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ¢arpimiyla iiretilen rastgele
sayilarin birbirleriyle iliskili olmadigidir. Yani, korelasyon degeri sifira yakindir.
Ortalamasi ‘0’ ve varyansi ‘1’ olan iliskisiz iki degiskenli Laplace dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 1(a)’da ve es yiikselti egrisi Sekil 1(b)’de verilmistir.

N

74

x \\v// ’
-1
21
-2 -1 0 1 2
(a) (b)

Sekil 1. ki degiskenli Laplace dagilimi; () grafigi; (b) es yiikselti egrisi

1.7.1.2. Cok Degiskenli Cauchy Dagilimi

Tek degiskenli Cauchy dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu Esitlik (9)’da
verilmistir (Balakrishnan ve Nevzorov, 2004; Krishnamoorthy, 2006; Forbes vd., 2011).

Burada, 4 konum parametresini, o ise 6lgek parametresini gostermektedir.

1
x — u)z] )

o

flouo) =

nah+(

Cok degiskenli Cauchy dagilimi Esitlik (7) yardimiyla olusturulmustur. Esitlik (7)’de
X1, X5, ..., X, degiskenlerinin her birinin Cauchy dagilmasiyla ¢ok degiskenli Cauchy
dagilimi elde edilmistir (Johnson, 2013). Diger bir deyisle, her bir marjinal dagilimin Cauchy
dagilimina sahip olmasi sarttyla, marjinal dagilimlarin ¢arpimiyla elde edilen dagilim ¢ok

degiskenli Cauchy dagilimidir (Forbes vd., 2011). Burada dikkat edilmesi gereken durum,
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bu dagilimdan marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarmin ¢arpimiyla {iiretilen rastgele
sayilarin birbirleriyle iliskili olmadigidir. Yani, korelasyon degeri sifira yakindir.

Iki degiskenli standart Cauchy dagiliminin (u = 0,02 = 1) olasilik yogunluk
fonksiyonunun grafigi Sekil 2(a)’da ve es ylikselti egrisi grafigi Sekil 2(b)’de gosterilmistir.

3 L
0.15 - ol
1 L
M\ o~
f'(':‘:“‘- )
7N |
21
3t
2 0 2
X1
(@) (b)

Sekil 2. ki degiskenli standart Cauchy dagilimi; () grafigi; (b) es yiikselti egrisi

1.7.1.3. Cok Degiskenli Logistik Dagilim
Tek degiskenli Logistik dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

oo (5

e (5)

bi¢iminde verilmektedir (Balakrishnan ve Nevzorov, 2004; Krishnamoorthy, 2006). Burada

fGu0) = (10)

u konum parametresini, o ise 6lgek parametresini géstermektedir.

Cok degiskenli Logistik dagilim Esitlik (7) yardimiyla olusturulmustur. Esitlik (7)’de
X1,X5, ..., X, degiskenlerinin her birinin Logistik dagilmasiyla ¢ok degiskenli Logistik
dagilim elde edilmistir (Johnson, 2013). Cok degiskenli Laplace ve Cauchy dagilimlarina
benzer olarak, marjinal dagilimlarin ¢arpimindan yararlanilarak rastgele sayilar iiretilmistir

(Forbes vd., 2011).
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Iki degiskenli standart Logistik dagiliminin (u = 0,062 = 1) olasihik yogunluk
fonksiyonunun grafigi Sekil 3(a)’da ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 3(b)’de verilmistir.

(a) (b)
Sekil 3. Iki degiskenli standart Logistik dagilimi; (a) grafigi; (b) es yiikselti egrisi

1.7.1.4. Cok Degiskenli U¢cgen Dagilim

Tek degiskenli Uggen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

2(x—a)
C—b-a a<x<b
f(x;a,b,c) = 2(c—x) : hex<ce a<b<c (11)
(c—a)(c—h) -
0 : diger durumlarda

biciminde verilebilir (Balakrishnan ve Nevzorov, 2004; Forbes vd., 2011). Burada a alt
siir1, b tepe degerini ve c st sinir1 degerlerini gostermektedir.

Cok degiskenli Uggen dagilim Esitlik (7) yardimiyla olusturulmustur. Esitlik (7)’de
X1, X5, ..., X, degiskenlerinin her birinin Ucgen dagilima sahip olmasiyla ¢ok degiskenli
Ucgen dagilim elde edilmistir (Forbes vd., 2011). Cok degiskenli Laplace, Cauchy ve
Logistik dagilimlarina benzer olarak marjinal dagilimlarin ¢arpimindan yararlanilarak
rastgele sayilar iiretilmistir.

Uggen dagilimi sifir ortalamali simetrik bir dagilim olarak tanimlanirsa tek parametreli

bir olasilik yogunluk fonksiyonu,
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Dogrulama Kod: eO-FYs9AWh38DBdMWxqjtnQD02dG7TUMZFaZo9L6i2g6NfY GMBIRkQ Dogrulama Adres: https://www.turkiye.gov.tr/karadeniz-teknik-universitesi-ebys



12

a+x
( > ), —a<x<0
a
flx;a) = a—zx’ 0<x<a ,a>0 (12)
a
0, diger durumlarda

bi¢iminde elde edilir. Bu durumda iki degiskenli U¢gen dagiliminin (a = 3) ortak olasilik
yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 4(a)’da ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 4(b)’de

verilmistir.

(a) (b)
Sekil 4. Tki degiskenli Uggen dagilim; (a) grafigi; (b) es yiikselti egrisi

1.7.1.5. Cok Degiskenli Diizgiin Dagilim

Cok degiskenli diizglin dagilim, tek degiskenli diizgiin dagilimin iki veya daha fazla
degiskenli dagilma genellestirilmesidir (Forbes vd., 2011). Cok degiskenli Diizgiin dagilim
Esitlik (7) yardimiyla olusturulmustur. Esitlik (7)’de X;, X5, ..., X, degiskenlerinin her
birinin Diizgiin dagilima sahip olmasiyla ¢ok degiskenli Diizgiin dagilim elde edilmistir
(Forbes vd., 2011).

Tek degiskenli diizgiin dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
f(x;a,b)zm, a<x<bh (13)
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biciminde verilmektedir. Bu esitligi sifir ortalamali simetrik bir dagilim olmast igin,

1
—, —a<x<a
f(x;a) =<2a ,a>0 (14)

0, diger durumlarda

Iki degiskenli Diizgiin dagilimmnin (u = 0, o = 1) olasilik yogunluk fonksiyonunun
grafigi Sekil 5(a)’da ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 5(b)’de verilmistir.

4
2 L

<

> x' 0
2t
4

-4 2 0 2 4
X?
(a) (b)

Sekil 5. ki degiskenli Diizgiin dagilim; (a) grafigi; (b) es yiikselti egrisi

1.7.1.6. Cok Degiskenli Normal Dagilim

Cok degiskenli normal dagilim, tek degiskenli normal dagilimin iki veya daha fazla
degiskenli dagilima genellestirilmesidir. Cok degiskenli normal dagilim Esitlik (7)
yardimiyla marjinal dagilimlarin ¢arpimiyla olusturuldugunda bagimsiz (iliskisiz) bir
dagilim elde edilebilmektedir. Eger iliskili ¢ok degiskenli bir normal dagilim elde edilmek
istenirse, kovaryans matrisi yardimiyla ¢ok degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu Esitlik (15)’deki gibi hesaplanmaktadir (Johnson, 2013; Manly ve Alberto,
2016).

1
FxmE) = xp (-5 - W (x - W) (15)

1
JEIC?
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burada p ortalama vektdriinii, X kovaryans matrisini ve p boyut sayisini gostermektedir.
Kovaryans matrisi simetrik pozitif tanimli bir matristir ve matrisin kosegen elemanlari
degiskenlerin varyans degerini, digerleri ise degiskenlerin birbiriyle olusturdugu kovaryans

degerini vermektedir. Kovaryans matrisi (X),

2
(2 P00, p0'10'p
2
y = p0O10, 0, pO'ZUp (16)
2
pO’lo'p pO'ZO'p O—p

bigiminde tanimlanmaktadir (Johnson, 2013; Manly ve Alberto, 2016). Burada ¢ varyans
degerini, p ise korelasyon degerini gdstermektedir.

Iki degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu Sekil 6°de verilmistir.
Ornek olarak iki degiskenli normal dagilimin ortalamalari [0 0] ve varyanslar
o/ =1, (i=1,2) olarak almarak Sekil 6 gosterilmistir. Ayni ortalama ve varyans
durumunda, degiskenler arasindaki iligskinin olmadigi durum (p = 0) Sekil 6(a)’da ve es
yiikselti egrisi grafigi Sekil 6(b)’de, orta dereceli ters yonlii iliski durumu (p = —0.5) Sekil
6(c)’de ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 6 (d)’de, orta dereceli ayn1 yonli iliski durumu
(p = 0.5) Sekil 6(e)’de ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 6(f)’de ve son olarak kuvvetli
iliskinin oldugu (p = 0.8) durum Sekil 6(g)’de ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 6(h)’da

gosterilmistir.
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© (n
Sekil 6. Iki degiskenli normal dagilim; (a)-(b) p = 0; (c)-(d) p = —0.5; (e)-(f) p = 0.5;
(9)-(h)p =038

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. 2o
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1.7.1.7. Cok Degiskenli Student-t Dagilimi

Cok degiskenli Student-t dagilimi, tek degiskenli Student-t dagilimin iki veya daha
fazla degiskenli oldugu duruma genellestirilmesidir (Johnson, 2013). Cok degiskenli
Student-t dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu Esitlik (17)’de verilmistir (Kotz ve
Nadarajah, 2004).

) _ 1 1 T'((w+p)/2) xlz—1x>—(v+p)/2
JeE) = T TG/ (” ” (17)

Burada I'(.) Gamma fonksiyonunu, v serbestlik derecesini ve p ise boyut sayisini
gostermektedir Cok degiskenli Student-t dagilimi, kovaryans matrisi (£) ve serbestlik
derecesi (v) olmak fiizere iki parametre degerine gore degismektedir (De Sa, 2007;
Krishnamoorthy, 2006). 10 serbestlik dereceli iki degiskenli standart Student-t dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 7(a)’da ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil
7(b)’de gosterilmistir.

(b)
Sekil 7. Iki degiskenli standart Student-t dagilimi; (a) grafigi; (b) es yiikselti egrisi
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1.7.2. Cok Degiskenli Simetrik Olmayan Dagilimlar

Ortalama etrafinda verilerin esit olarak dagilmadigi dagilimlardir. Simiilasyonda ¢ok

degiskenli simetrik olmayan dagilimlardan Ustel ve Ki-kare dagilimlar1 kullanilmistir.

1.7.2.1. Cok Degiskenli Ustel Dagilim

Tek degiskenli Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

X

Faiw = e (-2) (18)

bi¢iminde verilebilir (De Sa, 2007; Krishnamoorthy, 2006). Burada 4 konum parametresini
gostermektedir.

Cok degiskenli Ustel dagilim Esitlik (7) yardimiyla olusturulmustur. Cok degiskenli
Laplace, Cauchy, Logistik ve Ucgen dagilimlarina benzer olarak marjinal dagilimlarin
carpimindan yararlanilarak rastgele sayilar tiretilmistir.

Iki degiskenli Ustel dagilimimin (u = 1) olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil
8(a)’da ve es yiikselti egrisi Sekil 8(b)’de verilmistir.

3
1 4

25
2

N QOO0
:; 05 4 QKKK 15
- 1
0. 0.5
0 0 0

2 3 3 2 0 1 2 3
X2 X1 Xﬂ
() (b)

Sekil 8. Iki degiskenli Ustel dagilim; (a) grafigi; (b) es yiikselti egrisi
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1.7.2.2. Cok Degiskenli Ki-kare Dagilimi

Tek degiskenli Ki-Kare dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

v—2
2

X e

Nl =

fOgv) = ) (19)

(_
2)

bigiminde verilebilir (De Sa, 2007; Krishnamoorthy, 2006; Forbes vd., 2011). Burada I'(.)

Xp
22T (

Gamma fonksiyonunu, v ise serbestlik derecesini gostermektedir.

Cok degiskenli Laplace, Cauchy, Logistik, Uggen ve Ustel dagilimlarina benzer olarak
marjinal dagilimlarin carpimindan yararlanilarak rastgele sayilar iiretilmistir.

10 serbestlik dereceli iki degiskenli Ki-kare dagilimmin olasilik yogunluk
fonksiyonunun grafigi Sekil 9(a)’da ve es yiikselti egrisi grafigi Sekil 9(b)’de gosterilmistir.

20 ———
0.01 -

(@) ()
Sekil 9. ki degiskenli Ki-kare dagilim; (a) grafigi; (b) es yiikselti egrisi

1.8. istatistiksel Karar ve Hata Olasihiklar:

Istatistiksel bir testte %100 bir hipotezin dogrulugunu kanitlamak imkansizdir
(Ramachandran ve Tsokos, 2020). Dolayisiyla istatistiksel testlerde belli bir oranda hata pay1
kabul edilebilir. Istatistiksel hatanmn iki tipi vardir. Bunlardan biri, gercekte H, hipotezi

dogru oldugunda ve H, hipotezi reddedilmisse ortaya ¢ikan hatadir. Bu hataya I. tip hata
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Dogrulama Kod: eO-FYs9AWh38DBdMWxqjtnQD02dG7TUMZFaZo9L6i2g6NfY GMBIRkQ Dogrulama Adres: https://www.turkiye.gov.tr/karadeniz-teknik-universitesi-ebys



19

veya anlamlilik diizeyi de denilmektedir. Bununla beraber, (1 — ) olasilig1 giiven diizeyi
olarak adlandirilmaktadir. Digeri ise, gercekte H hipotezi yanlis oldugunda ve H,, hipotezi
reddedilememisse ortaya ¢ikan hatadir. Bu hataya ise Il. tip hata (8) denilmektedir. (1 — )
olasilig1 da testin giicii olarak adlandirilmaktadir (Neter vd., 1993; Crawshaw ve Chambers,
2001; Wackerly vd., 2014). Istatistiksel kararlar ve hatalar Tablo 1’de sematik olarak
verilmistir. Hatalar yanlis kararlarin bir sonucu olarak ortaya ¢iktigindan ve kararlar rastgele
orneklere dayandigindan, hatalarin kendileriyle iliskili olasiliklara sahip oldugu sonucu

ortaya ¢ikmaktadir (Ramachandran ve Tsokos, 2020).

Tablo 1. Istatistiksel karar ve hata olasiliklar1

Yokluk Hipotezinin Durumu

Hy Dogru H, Yanhs
istatistiksel H, Reddedilemedi.  Dogru Karar (1 — «) Il. Tip Hata (B)
Karar H, Reddedildi. I. Tip Hata () Dogru Karar (1 — )
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu tezde ¢ok degiskenli normal dagilima uygunluk i¢in dagilimdan bagimsiz, p-
boyutlu veri i¢in de ayni tablo degerleri kullanan yeni bir deneysel uyum iyiligi testi
Onerilmistir.

Tek degiskenli deneysel uyum iyiligi testlerinin dayandigi temel yaklagim, deneysel
dagilim fonksiyonu ile teorik dagilim fonksiyon degerleri arasindaki farka dayanmaktadir.
Bir X rastgele degiskeni verilen teorik dagilimdan geldigi varsayilirsa Fy(X) dagilim
degerleri [0,1] arasinda diizglin dagilima sahip olmasi beklenmektedir. Fy(x) dagilim
fonksiyonu keyfi bir dagilim olmasina ragmen F;,(X) degerinin diizgiin dagilmas1 deneysel
uyum iyiligi testin dagilimdan bagimsiz olmasini saglamaktadir.

Mevcut deneysel uyum iyiligi testlerinde tek degiskenli dagilimlar i¢in dagilimdan
bagimsizlik kosulunu saglanirken, ¢ok degiskenli dagilimlar i¢in bu kosul tam olarak
saglanamamaktadir. Dolayisiyla, deneysel dagilim fonksiyonu ile teorik dagilim fonksiyonu
arasindaki farka dayanan test istatistigini, dagilimdan bagimsiz bir sekilde hesaplayabilmek
icin gelistirilen yontemler (Peacock, 1983; Fasano ve Franceschini, 1987; Justel vd., 1997)
ya yaklasik sonuclar vermekte ya da karmasik algoritmalara sahip olmaktadir. Ote yandan,
tek degiskenli normallik testleri birden fazla boyutlarda ¢ok degiskenli normallik testine
uyarlanirken, birikimli dagilim fonksiyonunun hesaplanmasi siralamadan kaynaklanan
sikintilart ortaya ¢ikmaktadir (Lopes vd., 2007).

Bu tezde diger yontemlere gore dagilimdan bagimsiz, tam sonuglar veren ve birden
fazla boyutlarda da basit bir algoritmayla calisan ve ayrica her boyutta ayni kritik tablo
degerlerini kullanan yeni ¢ok degiskenli deneysel uyum iyiligi testi, ¢ok degiskenli normal
dagilima uygunluk i¢in sunulmustur.

Kolmogorov-Smirnov (1933; 1939), Lilliefors (1967) Cramér-von Mises (1928;
1931), Kuiper (1960) uyum iyiligi testleri, deneysel dagilim fonksiyonu ile teorik dagilim
fonksiyonu arasindaki farki dayanan yaklasimlardir. Bu caligmada onerilen yontem, fark
yaklasimi temel alan tim uyum 1iyiligi yontemlerinde uygulanabilmesine ragmen

Kolmogorov-Smirnov testi tizerinde durulacaktir.
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2.1. Kolmogorov-Smirnov Testi

2.1.1. Tek Degiskenli Durum

Verilen rastgele bir 6rneklemde x = {x4, x5, ..., x,}, x € Ri.i.d. rastgele degiskenleri
bir F dagilimindan olsun. Arastirilan hipotez H,: F(x) = Fy(x) ve karsit hipotez ise
Hy:F(x) # Fy(x) verilsin. Burada Fy(x), uygunlugu sorgulanan teorik dagilim

fonksiyonudur. Tek degiskenli durumda, Kolmogorov-Smirnov istatistigi,
Dr, = sup|F,(x) — Fo(x)| (20)
X

bigiminde verilmektedir. Burada F,, Orneklemin deneysel dagilim fonksiyonunu
gostermektedir ve giincel noktanin (x), solunda kalan (x; < x) verilerin sayisinin toplam

veri sayisina boliinmesiyle hesaplanmaktadir (Esitlik (21)).
1 n
Fa@) = =) 106, ) @)
i=1

Burada I(.,.) gosterge fonksiyonu olup,

1, a<bh
0, diger durumlarda

I(a,b) = { 22)

biciminde hesaplanmaktadir. Bu yaklasimdan elde edilen deneysel dagilim degerleri [0,1]
araliginda esit araliktaki degerler olacagindan ideal bir diizgiin dagilim gosterecektir. Ayni
zamanda bu degerler dagilimdan bagimsiz olacaktir. Bununla birlikte, x; rastgele degerleri

F, dagilim fonksiyonundan geliyorsa, teorik dagilim fonksiyonunun degerlerinden,
u; = Fy(x;), (i=12,..,n) (23)

biciminde elde edilen bagimsiz u; degerleri [0,1] araliginda diizgiin dagilimdan rastgele

degerlerden olusacaktir. Dagilim ne olursa olsun elde edilen u; degerlerinin diizgiin dagilim
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gostermesi, teorik dagilim degerlerinin dagilimdan bagimsiz olmasini saglamaktadir. Sonug
olarak hesaplanacak test istatistigi, H, dogruysa iki diizgiin rastgele degisken arasindaki

farktan elde edilecektir.

2.1.2. Cok Degiskenli Durum

Tek degisken i¢in verilen istatistigin ¢ok degiskenli duruma genisletilmesinde verilen
rastgele orneklemde x = {(xli,le-, ...,xpi),i =1,2, ...,n}, x € RP i.i.d. rastgele degiskeni
p degiskenli F ortak dagilim fonksiyonundan olsun. Arastirilan hipotez Hy: F (x) = Fy(X)
ve karsit hipotez ise Hy:F(x) # Fy(x) verilsin. Burada Fy(x) uygunlugu sorgulanan,
ortalamasi (u) ve Kkovaryans matrisi (¥) bilinen ¢ok degiskenli normal dagilim

fonksiyonudur. Kolmogorov-Smirnov istatistigini ¢ok degiskenli duruma,
DY = sup|Fy(x) = Fo ()] (24)
X

bi¢iminde genisletilebilir. Ancak Esitlik (24)’deki deneysel dagilim degerleri ile teorik
dagilim degerleri [0,1] araliginda olmasina ragmen diizgiin dagilimdan gelmedigi gibi
dagilim fonksiyonundan da bagimsiz degildir. Bu istatistigi dagilimdan bagimsiz bir sekilde
hesaplayabilmek i¢in gelistirilen yontemler (Peacock, 1983; Fasano ve Franceschini, 1987;
Justel vd., 1997) ya yaklasik sonuglar vermekte ya da karmasik algoritmalara sahip

olmaktadir.

2.2. Onerilen Cok Degiskenli KS Test Istatistiginin Hesaplanmasi

Cok degiskenli istatistikteki en Onemli problem, tek degiskenlide oldugu gibi
hesaplanan istatistigin dagilimdan bagimsiz olamamasidir. Bu sorunu ¢ozmek igin
Rosenblatt (1952) tarafindan basit bir doniisiim onerilmistir (Justel vd., 1997). Bu doniisiime
gore p degiskenli rastgele degerler tek degiskenli diizgiin dagilimdan gelen rastgele
degerlere doniismektedir. Teorem 1 Rosenblatt doniistimiinii vermektedir.

Teorem 1.(Rosenblatt). X = (Xl, ,Xp) ortak yogunluklu rastgele bir vektor olarak

alinirsa ortak dagilim fonksiyonu,
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fo(xp oy xp) = f1(x1) f2(xz|x1) ---fp(xplxlr ey xp—1), (25)
bigiminde yazilabilmektedir. Bu yaklagima gore doniisiim tanimlanirsa Y = T (X),

Y, = Fl(Xl)

(26)
Yk = Fk(Xk|X1, ""Xk—l)’k = 2, e, P

bi¢iminde verilebilir. Burada Y}, ..., ¥, [0,1] aralifinda rastgele degiskenler olmasina ragmen

diizgiin dagilim gostermezler ve kosullu olasilik yardimiyla bagimsizdir. Ortak dagilim

fonksiyonu, kosullu yerine marjinal dagilim fonksiyonu kullanarak,

Fo(xl, ...,xp) = F;(x1)F,(x;) ---Fp(xp) 27)

biciminde yazilabilirdi. Marjinal dagilim fonksiyonunda, bir rastgele degiskenin yerine

konulmasiyla,
Uk = Fk(Xk)! (k = 1: ,p) (28)

biciminde yeni bir rastgele degisken elde edilir. U, rastgele degiskenleri bagimsiz ve [0,1]
araliginda diizgiin dagilima sahip olur. Ancak ger¢ek hayatta degiskenler her zaman

bagimsiz olmadigindan oncelikle bu degiskenlerin bagimsiz hale getirilmesi gerekir.

2.2.1. Degiskenlerin Bagimsizlastirilmasi

Kovaryans rastgele degiskenler arasindaki dogrusal iligkininin bir dlgiisiidiir (Johnson

ve Wichern, 2014). Bu 6l¢ii asagidaki esitlikle verilebilir.

X, M1 011 012 - O1p][Z1
O I i | o (29)
Xp ‘u,p o-pl O-pz Upp Zp
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Burada Z,, degiskenleri beklenen degeri 0, varyansi 1 olan bir dagilimdan gelmektedir.
p, boyut sayisin1 gostermektedir. X degiskenleri ise Z), degiskenlerinin dogrusal iliskili

birlesimidir. Bu birlesimde elde edilen X}, degiskenlerinin kovaryans matrisi,

V11 V12 wen le
Vor Voz o Vo

biciminde verilmektedir. Kovaryans matrisi simetrik pozitif tanimli bir matristir. Bu matrisin
kosegen elemanlart degiskenlerin varyans degerini, digerleri ise degiskenlerin birbiriyle
olusturdugu kovaryans degerini vermektedir (Manly ve Alberto, 2016). Buradaki kovaryans

matrisinin hesaplanmasi,

p
Vij = Z O-iko-]'ki (l’] =12, :p) (31)
k=1

bi¢giminde ger¢eklesmektedir. Esitlik (29) ve Esitlik (31) kullanilarak asagidaki esitlik
yazilabilir (Hyvarinen vd., 2001; Bach ve Jordan, 2002).

1
A Viie: Vi o Vip] 21X — 1y
Zp Vor Vp2o v Wp Xp — Up

Eger (X1, X5, ..., Xp), Fy dagilimina sahipse, Esitlik (32)’deki Z3, Zy, ..., Z,, degerleri
bagimsizdir ve ortak dagilim fonksiyonu Fy ile gosterilen normal dagilima N (0,1) sahiptir.
Burada, zy;, z5;, ..., Zp; (i = 1,2, ...,n) degerleri, Esitlik (32) ile elde edilen X,;, X5;, ..., Xp;
(i =1,2,...,n) gozlem degerlerinin doniisiimiiyle elde edilen degerleri gostermektedir. Bu
esitlik yardimiyla bagimli X;, degiskenleri yerine Esitlik (32) ile elde edilen bagimsiz Z,

degiskenleri test amaciyla kullanilabilir.
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2.2.2. Deneysel Dagilim Degerlerinin Hesaplanmasi

Bolim 2.1°deki tek degiskenli deneysel dagilim fonksiyonun hesaplanmasi igin
kullanilan yaklasim c¢ok degiskenli noktalarin deneysel dagilim fonksiyonu igin
genisletildiginde,

n

14
Z nl(zk],zkl (=12 ..,1) (33)

j=1 k=1

3| e

Fn(zli; VASTRILY Zpi) =

esitligi elde edilmektedir. Hesaplanan dagilim degeri dagilima bagl olup, yapilan testin
gegerliligini yok etmektedir. Bu sorunu ortadan kaldirmak igin, bu ¢caligmada, ¢ok degiskenli

noktalarin deneysel dagilim fonksiyonu,

Fi(z) = 121 (Fg(zlj,zzj, ...,zpj),Fg(z)) (34)

n .

bi¢ciminde hesaplanmaktadir. Burada, noktalar yerine dagilim degerleri kullanilmaktadir.
Boylece elde edilen degerler, dagilimdan bagimsiz, [0,1] aralifinda diizgiin dagilima sahip
olmaktadir. Dagilim fonksiyonlar1t monoton artan bir fonksiyon olduklarindan Esitlik (34)
yaklagimi deneysel dagilim fonksiyonunun tek degiskenli olmasi halinde Esitlik (28)’le ayni
sonucu vermektedir.

2.2.3. Teorik Dagilim Degerlerinin Hesaplanmasi

Esitlik (32)’1e bagimsiz hale gelen degiskenler yardimiyla hesaplanacak teorik dagilim
fonksiyonu, Esitlik (27) ve Esitlik (28)’deki tanimlamalar yardimiyla,

4
F@ = |u (35)
k=1
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biciminde hesaplanmaktadir. U, rastgele degiskenleri bagimsiz ve [0,1] araliginda diizgiin
dagilimdan rastgele degiskenlerdir. p tane [0,1] aralifinda diizgiin dagilimdan bagimsiz

rastgele degiskenin ¢arpiminin olasilik yogunluk fonksiyonu (Dettmann ve Georgiou, 2009),

CDhogrica) (3)

(») —
Jom 0 =50

dagilim fonksiyonu ise,

o (D
FU(p) (u) = mu Ing_l(U) (37)
k=1

ile verilmektedir. Fy degeri asagidaki gibi Flgp)(u) fonksiyonunda yerine konursa,

To(z) = FP(F5(2)) (38)

bi¢ciminde [0,1] araliginda diizgiin dagilimdan bagimsiz rastgele degerlerin teorik dagilim

fonksiyon degerleri elde edilir.

2.2.4. Onerilen Cok Degiskenli KS Testi

Deneysel dagilim degeri ile teorik dagilim degeri hesaplandiktan sonra dnerilen ¢ok
degiskenli Kolmogorov-Smirnov test istatistigi bu dagilim degerlerinin farkinin mutlak

degerinin maksimumunu bularak asagidaki gibi hesaplanmaktadir.
D” = suplF; (@) — To(2)| (39)
z

Bu test istatistigi hesaplanirken hipotezler asagidaki sekilde kurulmaktadir:
Hy:Veriler ¢cok degiskenli normal dagilimdan gelmistir.

H;:Veriler ¢cok degiskenli normal dagilmdan gelmemistir.
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2.2.5. Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Algoritmasi

Onerilen ¢ok degiskenli Kolmogorov-Smirnov testinin uygulanmas igin bir algoritma
gelistirilmistir. Bu algoritma yardimiyla verilen p-boyutlu bir veri i¢in ¢ok degiskenli KS
istatistigi hesaplanmaktadir. Hesaplanan bu istatistik ile tek degiskenli KS testi kritik tablo

degeri karsilastirilarak arastirma konusu olan Hy hipotezi i¢in karar kurali uygulanmaktadir.
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Algoritma 1. Onerilen ¢ok degiskenli KS testinin algoritmasi

Bagslangi¢c Parametresinin belirlenmesi

Adim 1.  Verileri (x), anlamlilik degerini («), belirle,

Adim 2. Eger Kolmogorov-Smirnov testi kullanilacaksa, Fy(x;8,...)
dagiliminin ortalama vektoriinii ve kovaryans matris parametrelerini
belirle,

Degilse, Lilliefors testi igin veriden ortalama vektoriinii ve

kovaryans matris parametrelerini hesapla,

Degiskenlerin bagimsizlastirilmasi
Adim 3. Tim degerlerden ortalama vektoriinii ¢ikar,

Adim 4.  Sifir ortalamali verileri kovaryans matrisinin karekokiiniin tersi ile

carp.

Test istatistiginin hesaplanmast
Adim 5. Her rastgele degerin F; dagilimindaki degerini sifir ortalama ve
birim kovaryans matris parametreleri yardimiyla hesapla,
Adim 6. (34) esitligi yardimiyla deneysel dagilim fonksiyonunu hesapla,
Adim 7. (38) esitligi ile teorik dagilim degerini diizgiin dagilima ¢evir,
Adim 8. (39) esitligindeki ¢ok degiskenli Kolmogorov-Smirnov istatistigini

hesapla,

Test Istatistigi ile Tablo degerinin karsilastirilmasi
Adim 9.  Test istatistigi ile tablo degerini karsilastir,
Eger,
Dr(lp) < Kn,l—a

ise Hy hipotezini kabul et, degilse reddet.
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3. BURGULAR VE IRDELEME

Onerilen ¢ok degiskenli KS test istatistiginin dogrulugunu ve gegerliligini test etmek
icin iki farkli simiilasyon ¢aligsmasi ve bes farkli gergek veri setinde ¢ok degiskenli normallik
testi yapilmigtir. Simiilasyonun birinci kisminda onerilen ¢ok degiskenli KS test yonteminin
Monte Carlo yaklasimi ile kritik tablo degerleri elde edilmistir. ikinci kisminda ise, iKi
boyutlu 6rneklem i¢in literatiirdeki bazi iki degiskenli KS test istatistikleri ile bu ¢alismada
onerilen iki degiskenli KS test istatistiginin I. tip hata ve gii¢ bakimindan karsilastirilmalari
yapilmistir. Ayrica, onerilen ¢ok degiskenli KS testi, bes farkli gercek hayat problemlerine
uygulanmistir. Tiim islemler Intel® Core (TM) i7-4740 CPU, 16 GB of RAM ozellikli bir
bilgisayar ortaminda ve MATLAB® R17b ve R® 3.6.1 yazilimlari iizerinde kendi

gelistirdigimiz kodlar kullanilarak tiim simiilasyonlar gergeklestirilmistir.

3.1. Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Kritik Tablo Degerlerinin
Hesaplanmasi

Bu boliimde onerilen ¢ok degiskenli KS testinin Monte Carlo yaklagimi ile kritik tablo
degerleri elde edilmistir. Tablolarin her biri farkli boyutlarda (p = 1,2,3,5,10) ve farkh
yiizdelikler ~ {0.75,0.80,0.85,0.90,0.95,0.975,0.99,0.995,0.9975,0.999}  alinarak
olusturulmustur. Tablo degerleri olusturulurken, verilerin bagimli olmasi gbz oniinde
bulundurularak normal dagilimdan veriler iiretilmistir. Cok degiskenli normal dagilimin
ortalama ve kovaryans matrisi rastgele olarak se¢ilmistir. Benzer sekilde farkli ortalama ve
kovaryans matrisi kullanilarak da ayni tablo degerleri elde edilebilmektedir. Ayrica her bir
tablo i¢in ortalama mutlak yiizde hata (mean absolute percentage error (MAPE))
hesaplanmistir. MAPE hesaplanmasinda Esitlik (40) kullanilmistir (Facchinetti, 2009;
Mecibah vd., 2014; Novobilski ve Kamangar, 2001).

Nc¢

1 TS —T¢
MAPE = —z M (40)
N, TS

i=1 t

Burada, N hiicre sayismi, T simiilasyondan elde edilen i. tablo degerini ve TS tek

degiskenli KS testi kritik tablo degerinin i. degerini gostermektedir. MAPE hesaplanirken
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tek degiskenli KS testi kritik tablo degerleri, R programindaki “ks.test” fonksiyonu
yardimiyla elde edilmistir. R programindan elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo

degerleri Tablo 2°de verilmistir.

Tablo 2. R programiyla elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerleri

n 075 080 08 090 095 0975 0.99 0.995 0.9975 0.999

10 0.3062 0.3226 0.3425 0.3687 0.4092 0.4456 0.4889 0.5187 0.5465 0.5804
11 0.2926 0.3083 0.3273 0.3524 0.3912 0.4261 0.4677 0.4964 0.5231 0.5559
12 0.2807 0.2958 0.3141 0.3382 0.3754 0.4090 0.4490 0.4767 0.5025 0.5342
13 0.2702 0.2847 0.3023 0.3255 0.3614 0.3938 0.4325 0.4592 0.4842 0.5149
14 0.2608 0.2748 0.2918 0.3142 0.3489 0.3802 0.4176 0.4435 0.4677 0.4975
15 0.2523 0.2659 0.2823 0.3040 0.3376 0.3679 0.4042 0.4293 0.4528 0.4818
20 0.2198 0.2316 0.2459 0.2647 0.2941 0.3206 0.3524 0.3745 0.3952 0.4209
25 0.1974 0.2079 0.2208 0.2377 0.2640 0.2879 0.3166 0.3365 0.3552 0.3784
30 0.1807 0.1903 0.2021 0.2176 0.2417 0.2636 0.2899 0.3082 0.3254 0.3467
40 0.1571 0.1655 0.1757 0.1891 0.2101 0.2291 0.2521 0.2680 0.2831 0.3017
50 0.1409 0.1484 0.1575 0.1696 0.1884 0.2055 0.2260 0.2404 0.2539 0.2707
60 0.1289 0.1357 0.1441 0.1551 0.1723 0.1879 0.2067 0.2199 0.2322 0.2476
80 0.1119 0.1179 0.1251 0.1347 0.1496 0.1632 0.1795 0.1909 0.2017 0.2150
100 0.1003 0.1056 0.1121 0.1207 0.1340 0.1462 0.1608 0.1710 0.1807 0.1927
150 0.0822 0.0865 0.0918 0.0988 0.1097 0.1196 0.1316 0.1400 0.1479 0.1577
200 0.0713 0.0750 0.0796 0.0857 0.0952 0.1038 0.1142 0.1214 0.1283 0.1368
300 0.0583 0.0614 0.0651 0.0701 0.0778 0.0849 0.0934 0.0993 0.1049 0.1119

Arastirma konusu olan hipotezde ortalama ve kovaryans matrisinin verilmemesi
durumunda eger ortalama ve kovaryans matrisi orneklemden hesaplanirsa Kolmogorov-
Smirnov testi yerine Lilliefors testi tercih edilmektedir. Bu durumda KS tablosu yerine
Lilliefors tablosuna bakilmasi gerekmektedir. Bu tezde, bununla ilgili kritik tablo degerleri
sadece verinin iki degiskenli oldugu durumda hesaplanmistir. Benzer sekilde, Bolim
2.2.5’te verilen algoritma yardimiyla degisken sayisinin 2’den fazla oldugu durumlarda da
tablo degerleri tek degiskenli ve iki degiskenlide oldugu gibi hesaplanabilir. R programindan
elde edilen tek degiskenli Lilliefors testi kritik tablo degerleri Tablo 3’te verilmistir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Tablo 3. R programiyla elde edilen tek degiskenli Lilliefors testi kritik tablo degerleri

n 075 080 08 090 09 0975 099 0.995 0.9975 0.999

10 0.2086 0.2171 0.2276 0.2417 0.2621 0.2804 0.3025 0.3179 0.3325 0.3506
11 0.2003 0.2085 0.2185 0.2321 0.2516 0.2693 0.2906 0.3055 0.3196 0.3371
12 0.1929 0.2008 0.2105 0.2235 0.2423 0.2594 0.2801 0.2945 0.3081 0.3250
13 0.1862 0.1939 0.2032 0.2157 0.2340 0.2506 0.2706 0.2846 0.2978 0.3142
14 0.1802 0.1876 0.1967 0.2086 0.2264 0.2426 0.2620 0.2756 0.2884 0.3044
15 0.1748 0.1819 0.1907 0.2022 0.2196 0.2353 0.2542 0.2674 0.2799 0.2954
20 0.1534 0.1597 0.1674 0.1772 0.1927 0.2067 0.2235 0.2353 0.2463 0.2601
25 0.1383 0.1439 0.1509 0.1596 0.1737 0.1865 0.2018 0.2125 0.2225 0.2350
30 0.1269 0.1321 0.1385 0.1464 0.1594 0.1712 0.1853 0.1952 0.2045 0.2160
40 0.1107 0.1152 0.1207 0.1275 0.1390 0.1493 0.1617 0.1704 0.1786 0.1887
50 0.0994 0.1034 0.1084 0.1144 0.1248 0.1341 0.1453 0.1531 0.1605 0.1696
60 0.0910 0.0947 0.0992 0.1046 0.1142 0.1228 0.1331 0.1402 0.1470 0.1554
80 0.0790 0.0823 0.0862 0.0908 0.0991 0.1067 0.1157 0.1219 0.1278 0.1351
100 0.0708 0.0737 0.0773 0.0813 0.0888 0.0956 0.1037 0.1093 0.1146 0.1212
150 0.0580 0.0604 0.0633 0.0667 0.0728 0.0784 0.0850 0.0896 0.0939 0.0993
200 0.0503 0.0523 0.0549 0.0579 0.0632 0.0681 0.0738 0.0778 0.0816 0.0863
300 0.0411 0.0428 0.0448 0.0475 0.0518 0.0558 0.0605 0.0638 0.0669 0.0707

3.1.1. Tek Degiskenli Durum Icin Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Kritik
Tablo Degerlerinin Hesaplanmasi

Onerilen ¢ok degiskenli KS test istatistiginin tek degiskenli oldugu durumda (p = 1),
ortalamas1 (4 = 3) ve varyansi (62 = 25) olan normal dagilimdan farkli 6rnek ¢aplarinda
orneklemler {iretilerek test istatistikleri hesaplanmistir. 100 000 deneme sonucunda elde
edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerleri Tablo 4’te verilmistir. Tablo 4 icin MAPE
degeri 0.0021 olarak bulunmustur. Tablo 4’iin R programiyla elde edilen tek degiskenli KS
testi kritik tablo degerleriyle benzerligi %99.79’dur.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Tablo 4. Tek degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo
yaklagimi ile elde edilen yiizdelik degerleri

n 075 080 08 090 095 0975 0.99 0.995 0.9975 0.999

10 0.3056 0.3221 0.3419 0.3678 0.4093 0.4453 0.4874 0.5177 0.5458 0.5829
11 0.2925 0.3081 0.3272 0.3525 0.3915 0.4270 0.4680 0.4969 0.5225 0.5598
12 0.2804 0.2949 0.3134 0.3378 0.3748 0.4083 0.4491 0.4753 0.5004 0.5354
13 0.2707 0.2855 0.3032 0.3261 0.3618 0.3950 0.4343 0.4603 0.4874 0.5180
14 0.2607 0.2748 0.2920 0.3147 0.3486 0.3802 0.4155 0.4432 0.4685 0.4945
15 0.2520 0.2656 0.2817 0.3032 0.3365 0.3675 0.4045 0.4296 0.4541 0.4832
20 0.2193 0.2312 0.2458 0.2647 0.2945 0.3211 0.3527 0.3749 0.3971 0.4229
25 0.1973 0.2079 0.2204 0.2373 0.2637 0.2877 0.3168 0.3367 0.3533 0.3747
30 0.1805 0.1899 0.2018 0.2171 0.2415 0.2637 0.2901 0.3079 0.3272 0.3498
40 0.1574 0.1657 0.1760 0.1893 0.2103 0.2297 0.2526 0.2678 0.2822 0.3004
50 0.1411 0.1486 0.1577 0.1699 0.1883 0.2054 0.2253 0.2402 0.2538 0.2720
60 0.1287 0.1356 0.1438 0.1548 0.1721 0.1877 0.2065 0.2193 0.2310 0.2465
80 0.1120 0.1180 0.1252 0.1347 0.1497 0.1631 0.1794 0.1920 0.2014 0.2140
100 0.1005 0.1058 0.1123 0.1208 0.1341 0.1464 0.1614 0.1709 0.1797 0.1911
150 0.0821 0.0864 0.0917 0.0986 0.1096 0.1195 0.1311 0.1393 0.1472 0.1566
200 0.0713 0.0751 0.0797 0.0857 0.0951 0.1034 0.1142 0.1217 0.1285 0.1372
300 0.0582 0.0613 0.0651 0.0701 0.0779 0.0850 0.0936 0.0997 0.1056 0.1125

Tek degiskenli durum (p = 1) i¢in simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleri
(T%) ile R programindan elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T )
(Tablo 2), 0.90,0.95 ve 0.99 giiven diizeylerinde (1 — @) orneklem sayisina gore
karsilastiriimasi Sekil 10°da verilmistir. Sekil 10 incelendiginde her bir giiven diizeyinde TS

ile T¢ nin hemen hemen aymi degerlere sahip oldugu gériilmiistiir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Sekil 10. Simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleriyle (T5) ile R programiyla
elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
karsilagtirllmast (p =1); (@) (1 —a)=0.90; (b) (1—a)=0.95;
) (1—-a)=0.99

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. SO
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Tek degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo yaklagimi
ile elde edilen yiizdelik degerlerini farkli ortalama ve varyans degerleri i¢in de
hesaplanmistir. Ortalama degeri (u) diizgiin dagilimdan [—1000,1000] araliginda ve
varyans degeri (02) diizgiin dagilimdan [0, 100] araliginda rastgele secilerek Kritik tablo
degerleri elde edilmistir. 100 deneme sonundaki ortalama MAPE degeri ise 0.007 olarak
hesaplanmistir. Bu denemelerden elde edilen MAPE degerlerinin kutu grafigi Sekil 11°de
verilmistir. Sekil 11 incelendiginde 100 deneme sonucundaki en diisik MAPE degeri
0.0055, en yliksek MAPE degeri 0.0090, ortanca MAPE degeri ise 0.0069 ¢ikmustir.

| *  Ort MAPE|
Max=0.009 | X .
x
x
4
|
|
|
|
|
|
& Q,=0.0073 | | ]
<
s
Medyan=0.0069 | * -
Q,=0.0066 |- | |
|
|
|
|
|
|
:
|
L
Min=0.0055 |- x -
p=1

Sekil 11. Tek degiskenli durum i¢in 100 denemede elde edilen
MAPE degerlerinin kutu grafigi

3.1.2. Iki Degiskenli Durum ic¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Kritik
Tablo Degerlerinin Hesaplanmasi

Onerilen ¢ok degiskenli KS test istatistiginin iki degiskenli olmasi durumunda

(p = 2), iki degiskenli normal dagilimin ortalama () ve kovaryans matrisi (Z,) sirasiyla,

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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alinrak test istatistikleri hesaplanmistir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta verilerin
birbiri ile bagimli segildigidir. 100 000 deneme sonucunda elde edilen iki degiskenli KS
testi kritik tablo degerleri Tablo 5’teki gibi elde edilmistir. Tablo 5 igin MAPE degeri 0.0019
olarak bulunmustur. Tablo 5’in tek degiskenli KS testi kritik tablo degerleriyle benzerligi
%99.81 olarak hesaplanmustir.

Tablo 5. 1Iki degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo
yaklagimi ile elde edilen yiizdelik degerleri

n 075 080 08 090 095 0975 0.99 0.995 0.9975 0.999
10 0.3061 0.3228 0.3424 0.3681 0.4084 0.4450 0.4903 0.5201 0.5478 0.5792
11 0.2925 0.3082 0.3272 0.3527 0.3920 0.4277 0.4681 0.4957 0.5221 0.5573
12 0.2808 0.2962 0.3142 0.3386 0.3764 0.4100 0.4498 0.4786 0.5034 0.5341
13 0.2699 0.2847 0.3024 0.3255 0.3610 0.3935 0.4325 0.4577 0.4844 0.5180
14 0.2605 0.2745 0.2915 0.3141 0.3480 0.3784 0.4172 0.4432 0.4703 0.5005
15 0.2519 0.2655 0.2820 0.3037 0.3377 0.3688 0.4064 0.4316 0.4537 0.4819
20 0.2201 0.2318 0.2462 0.2647 0.2948 0.3211 0.3523 0.3749 0.3955 0.4224
25 0.1970 0.2076 0.2207 0.2377 0.2641 0.2879 0.3171 0.3359 0.3559 0.3790
30 0.1806 0.1904 0.2025 0.2180 0.2420 0.2640 0.2908 0.3081 0.3255 0.3482
40 0.1572 0.1657 0.1760 0.1895 0.2105 0.2296 0.2518 0.2684 0.2841 0.3016
50 0.1409 0.1483 0.1575 0.1694 0.1887 0.2062 0.2269 0.2414 0.2547 0.2728
60 0.1289 0.1357 0.1441 0.1553 0.1727 0.1878 0.2061 0.2189 0.2302 0.2463
80 0.1120 0.1180 0.1251 0.1345 0.1500 0.1635 0.1791 0.1899 0.2017 0.2158
100 0.1003 0.1057 0.1122 0.1208 0.1340 0.1464 0.1600 0.1702 0.1798 0.1908
150 0.0821 0.0865 0.0918 0.0989 0.1097 0.1196 0.1319 0.1402 0.1486 0.1593
200 0.0712 0.0750 0.0795 0.0855 0.0948 0.1037 0.1144 0.1214 0.1280 0.1363
300 0.0582 0.0614 0.0652 0.0701 0.0780 0.0851 0.0937 0.0993 0.1060 0.1124

Iki degiskenli durum (p = 2) i¢in simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleri (T5)
ile R programindan elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
(Tablo 2), 0.90,0.95 ve 0.99 giiven diizeylerinde (1 — ) Orneklem sayisina gore
karsilastirilmasi Sekil 12°de verilmistir. Sekil 12 incelendiginde her bir giiven diizeyinde TS

ile T¢ nin hemen hemen ayn1 degerlere sahip oldugu goriilmiistiir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Sekil 12. Simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleriyle (T5) ile R programiyla
elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
karsilagtirllmast (p =2); (@) (1 —a)=0.90; (b) (1—a)=0.95;
) (1—-a)=0.99

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. SO
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Iki degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo yaklasimi
ile elde edilen yiizdelik degerleri farkli ortalama ve kovaryans matrisi degerleri icin de
hesaplanmustir. Iki degiskenli ortalama vektdrii (u;) diizgiin dagilimdan [—1000,1000]
araliginda rastgele olarak se¢ilmistir. Ayrica, kovaryans matrisinin (£;) kosegen elemanlari
(varyans degerlerini) diizgiin dagilimdan [0, 100] araliginda ve korelasyon degerleri ise
diizgiin dagilimdan [—1, 1] araliginda rastgele segilerek Kritik tablo degerleri elde edilmistir.
100 deneme sonundaki ortalama MAPE degeri ise 0.0069 olarak hesaplanmistir. Bu
denemelerden elde edilen MAPE degerlerinin kutu grafigi Sekil 13’te verilmistir. Sekil 13
incelendiginde 100 deneme sonucundaki en diisiik MAPE degeri 0.0055, en yiiksek MAPE
degeri 0.0088, ortanca MAPE degeri ise 0.0069 ¢ikmustir.

| *  Ort MAPE
Max=0.0087 | x 1
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Q,=0.0073 | | |
L
o
< Medyan=0.0068 | * .
Q,=0.0085 | | |
|
|
|
|
|
:
|
1
Min=0.0052 - x .
p=2

Sekil 13. iki degiskenli durum icin 100 denemede elde edilen
MAPE degerlerinin kutu grafigi

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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3.1.3. Ug Degiskenli Durum I¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Kritik
Tablo Degerlerinin Hesaplanmasi
Onerilen ¢ok degiskenli KS test istatistiginin 3 degiskenli olmas1 durumunda

(p = 3), ti¢ degiskenli normal dagilimin ortalama (u,) ve kovaryans matrisi (,) sirasiyla,

1 -05 09
p=[-1 2 1]ves,=[-05 2 -01
09 -01 3

alinrak test istatistikleri hesaplanmigtir. 100 000 deneme sonucunda elde edilen ii¢
degiskenli KS testi kritik tablo degerleri Tablo 6’daki gibi elde edilmistir. Tablo 6 igin
MAPE degeri 0.0023 olarak bulunmustur. Tablo 6’in tek degiskenli KS testi kritik tablo
degerleriyle benzerligi %99.77 olarak hesaplanmistir.

Tablo 6. Ug degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo
yaklagimi ile elde edilen yiizdelik degerleri

n 075 080 08 090 095 0975 099 0.995 0.9975 0.999

10 0.3058 0.3222 0.3423 0.3682 0.4090 0.4453 0.4878 0.5181 0.5482 0.5833
11 0.2924 0.3080 0.3280 0.3527 0.3916 0.4270 0.4673 0.4930 0.5217 0.5506
12 0.2814 0.2965 0.3147 0.3384 0.3754 0.4090 0.4482 0.4764 0.5026 0.5300
13 0.2703 0.2847 0.3022 0.3251 0.3609 0.3933 0.4336 0.4596 0.4837 0.5171
14 0.2611 0.2751 0.2922 0.3147 0.3488 0.3802 0.4182 0.4446 0.4672 0.4991
15 0.2522 0.2659 0.2822 0.3042 0.3378 0.3685 0.4041 0.4302 0.4539 0.4800
20 0.2194 0.2316 0.2460 0.2650 0.2945 0.3212 0.3520 0.3727 0.3936 0.4207
25 0.1972 0.2077 0.2207 0.2375 0.2641 0.2878 0.3157 0.3357 0.3546 0.3775
30 0.1805 0.1901 0.2018 0.2177 0.2424 0.2648 0.2915 0.3100 0.3289 0.3501
40 0.1572 0.1658 0.1762 0.1898 0.2107 0.2291 0.2526 0.2683 0.2831 0.3010
50 0.1405 0.1480 0.1573 0.1691 0.1878 0.2046 0.2256 0.2394 0.2528 0.2692
60 0.1290 0.1360 0.1443 0.1550 0.1721 0.1876 0.2059 0.2187 0.2298 0.2425
80 0.1120 0.1179 0.1250 0.1345 0.1494 0.1631 0.1790 0.1911 0.2014 0.2124
100 0.1001 0.1053 0.1119 0.1203 0.1340 0.1465 0.1612 0.1713 0.1819 0.1942
150 0.0823 0.0866 0.0918 0.0989 0.1100 0.1201 0.1326 0.1409 0.1482 0.1585
200 0.0714 0.0751 0.0797 0.0856 0.0952 0.1039 0.1138 0.1213 0.1282 0.1362
300 0.0583 0.0613 0.0652 0.0701 0.0777 0.0848 0.0929 0.0992 0.1045 0.1118

Ug degiskenli durum (p = 3) igin simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleri (T)
ile R programindan elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢) (Tablo

2), 0.90, 0.95 ve 0.99 giiven diizeylerinde (1 — «) 6rneklem sayisina gore karsilastirilmasi

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Sekil 14°te verilmistir. Sekil 14 incelendiginde her bir giiven diizeyinde T ile T nin hemen
hemen ayni degerlere sahip oldugu goriilmiistiir.
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Sekil 14. Simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleriyle (T5) ile R programiyla
elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
karsilastirllmast (p =3); (@) (1 —a)=0.90; (b) (1—a)=0.95;
c)1—a)=10.99

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. SO
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Ug degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo yaklasimi
ile elde edilen ylizdelik degerleri farkli ortalama ve kovaryans matrisi degerleri icin de
hesaplanmstir. Ug degiskenli ortalama vektoriinii (u,), diizgiin dagilimdan [—1000, 1000]
araliginda rastgele olarak segilmistir. Ayrica, kovaryans matrisinin (2,), kdsegen elemanlari
(varyans degerlerini) diizgiin dagilimdan [0, 100] araliginda ve korelasyon degerleri ise
diizgiin dagilimdan [—1, 1] araliginda rastgele segilerek Kritik tablo degerleri elde edilmistir.
100 deneme sonundaki ortalama MAPE degeri ise 0.0068 olarak hesaplanmistir. Bu
denemelerden elde edilen MAPE degerlerinin kutu grafigi Sekil 15°te verilmistir. Sekil 15
incelendiginde 100 deneme sonundaki en diisik MAPE degeri 0.0052, en yliksek MAPE
degeri 0.009, ortanca MAPE degeri ise 0.0069 ¢ikmustir.

| * Ort MAPE

Max=0.0087 - — :

Q,=0.0075 | - 1
L
o
<
=

Medyan=0.007 —k— 1

Q,=0.0066 | L |

Min=0.0057 | L 1

p=3

Sekil 15. Ug degiskenli durum icin 100 denemede elde edilen
MAPE degerlerinin kutu grafigi

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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3.1.4. Bes Degiskenli Durum Icin Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Kritik
Tablo Degerlerinin Hesaplanmasi
Onerilen ¢ok degiskenli KS test istatistiginin 5 degiskenli olmas1 durumunda (p = 5),

bes degiskenli normal dagilimin ortalama (u3) ve kovaryans matrisi (£3) sirasiyla,

3 0.7 -1 0.3 0.2
0.7 1 -04 05 08
uz=[-1 2 1 3 4]veX;=|-1 —-04 2 -0.2 0.9
03 05 -0.2 5 0.1
0.2 0.8 0.9 0.1 4

alarak test istatistikleri hesaplanmistir. 100 000 deneme sonucunda elde edilen bes
degiskenli KS testi kritik tablo degerleri Tablo 7’deki gibi elde edilmistir. Tablo 7 igin
MAPE degeri 0.0066 olarak bulunmustur. Tablo 7’nin tek degiskenli KS testi kritik tablo
degerleriyle benzerligi %99.34 olarak hesaplanmustir.

Tablo 7. Bes degiskenli KS istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo
yaklagimu ile elde edilen yiizdelik degerleri

n 075 080 08 090 095 0975 0.99 0.995 0.9975 0.999

10 0.3073 0.3231 0.3432 0.3693 0.4082 0.4429 0.4870 0.5178 0.5560 0.5832
11 0.2928 0.3087 0.3298 0.3555 0.3927 0.4288 0.4763 0.5024 0.5258 0.5748
12 0.2821 0.2976 0.3168 0.3398 0.3793 0.4144 0.4585 0.4891 0.5119 0.5461
13 0.2692 0.2844 0.3025 0.3260 0.3648 0.3951 0.4343 0.4689 0.4834 0.5211
14 0.2619 0.2753 0.2933 0.3147 0.3511 0.3846 0.4206 0.4430 0.4628 0.4827
15 0.2515 0.2652 0.2817 0.3049 0.3379 0.3710 0.4074 0.4307 0.4536 0.4775
20 0.2199 0.2314 0.2459 0.2653 0.2952 0.3221 0.3567 0.3796 0.3975 0.4228
25 0.1981 0.2090 0.2219 0.2392 0.2676 0.2921 0.3207 0.3389 0.3560 0.3800
30 0.1807 0.1901 0.2014 0.2169 0.2420 0.2641 0.2908 0.3084 0.3299 0.3448
40 0.1569 0.1652 0.1768 0.1901 0.2116 0.2322 0.2524 0.2672 0.2860 0.3067
50 0.1406 0.1479 0.1573 0.1699 0.1898 0.2077 0.2269 0.2395 0.2529 0.2717
60 0.1293 0.1362 0.1441 0.1554 0.1709 0.1871 0.2079 0.2200 0.2320 0.2475
80 0.1114 0.1175 0.1248 0.1339 0.1473 0.1617 0.1788 0.1902 0.1997 0.2061
100 0.0998 0.1052 0.1117 0.1202 0.1337 0.1460 0.1609 0.1676 0.1759 0.1875
150 0.0830 0.0872 0.0923 0.0986 0.1103 0.1196 0.1311 0.1401 0.1487 0.1600
200 0.0717 0.0755 0.0798 0.0859 0.0953 0.1039 0.1151 0.1217 0.1286 0.1359
300 0.0582 0.0614 0.0650 0.0700 0.0781 0.0852 0.0926 0.0975 0.1038 0.1085

Bes degisken durum (p = 5) i¢in simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleri (T5)
ile R programindan elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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(Tablo 2), 0.90,0.95 ve 0.99 giiven diizeylerinde (1 — ) Orneklem sayisina gore
karsilastirilmasi Sekil 16°da verilmistir. Sekil 16 incelendiginde her bir giiven diizeyinde TS

ile T¢ nin hemen hemen ayn1 degerlere sahip oldugu goriilmiistiir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. (Ol Ead
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Sekil 16. Simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleriyle (T5) ile R programiyla

elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
karsilastirllmast (p =5); (@) (1 —a)=0.90; (b) (1—a)=0.95;
(©) (1 - a) = 0.99

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir.
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Bes degiskenli KS istatistiginin 10 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo yaklagimi
ile elde edilen ylizdelik degerleri farkli ortalama ve kovaryans matrisi degerleri i¢in de
hesaplanmustir. Bes degiskenli ortalama vektort (u3), diizgiin dagilimdan [—1000,1000]
araliginda rastgele olarak se¢ilmistir. Ayrica, kovaryans matrisinin (¥3), kosegen elemanlari
(varyans degerlerini) diizgiin dagilimdan [0, 100] araliginda ve korelasyon degerleri ise
diizgiin dagilimdan [—1, 1] araliginda rastgele segilerek Kritik tablo degerleri elde edilmistir.
100 deneme sonundaki ortalama MAPE degeri ise 0.0221 olarak hesaplanmistir. Bu
denemelerden elde edilen MAPE degerlerinin kutu grafigi Sekil 17°de verilmistir. Sekil 17
incelendiginde 100 deneme sonucundaki en diisitk MAPE degeri 0.0169, en yiiksek MAPE
degeri 0.0289, ortanca MAPE degeri ise 0.0219 ¢ikmustir.

| *  Ort MAPE

Max=0.0289 | X 1

X

T

|

|

|

|

|

|
L Q,=0.0232 | ! ]

<
=

Medyan=0.0219 L -
Q,=0.0208 | . |

|

|

|

|

|

|

|

|
Min=0.0169 - x 1

p=5

Sekil 17. Bes degiskenli durum igin 100 denemede elde edilen
MAPE degerlerinin kutu grafigi

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. =8 A
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3.1.5. On Degiskenli Durum I¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin Kritik
Tablo Degerlerinin Hesaplanmasi

Onerilen ¢ok degiskenli KS test istatistiginin 10 degiskenli olmasi durumunda

(p = 10), on degiskenli normal dagilimin ortalama (u,) ve kovaryans matrisi (Z,) sirasiyla,

py =1[680 250 —489 809 534 125 794 —263 —324 237]ve

r 9.60 -0.81 0.03 0.90 0.69 0.87 095 -0.25 -0.36 0.577
—-0.81 38.17 -0.58 0.92 0.86 —-0.27 -0.31 0.39 0.43 0.60
0.03 —-0.58 19.55 0.19 -0.81 0.12 -0.91 0.52 0.32 0.20
0.90 0.92 0.19 81.24 -0.55 0.43 045 -0.31 -0.93 0.69
0.69 0.86 —-0.81 -0.55 72.6 0.54 0.02 0.41 0.58 —0.34
0.87 —=0.27 0.12 0.43 0.54 67.79 0.83 0.15 -0.42 -0.47
095 -0.31 -0.91 0.45 0.02 0.83 91.48 0.78 -0.27 -0.70
—0.25 0.39 0.52 -0.31 0.41 0.15 0.78 82.28 0.89 0.30
—-0.36  0.43 0.32 -0.93 0.58 —-0.42 -0.27 0.89 55.32 0.96
L 0.57 0.60 0.20 0.69 -034 -047 -0.70 0.30 0.96 2.54-

alinarak test istatistikleri hesaplanmistir. 1 000 deneme sonucunda eclde edilen bes
degiskenli KS testi kritik tablo degerleri Tablo 8’deki gibi elde edilmistir. Tablo 8 igin
MAPE degeri 0.0215 olarak bulunmustur. Tablo 8’in tek degiskenli KS testi kritik tablo
degerleriyle benzerligi %97.85 olarak hesaplanmigtir.

Tablo 8. On degiskenli KS istatistiginin 1 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo
yaklagimu ile elde edilen ylizdelik degerleri

n 075 080 08 090 095 0975 099 0.99 0.9975 0.999

10 0.3031 0.3229 0.3417 0.3659 0.4096 0.4562 0.4980 0.5275 0.5378 0.5780
11 0.2913 0.3062 0.3186 0.3458 0.3808 0.4260 0.4623 0.4775 0.4926 0.4993
12 0.2731 0.2855 0.3052 0.3337 0.3676 0.4071 0.4714 0.5053 0.5218 0.5652
13 0.2682 0.2826 0.2980 0.3241 0.3584 0.3927 0.4325 0.4769 0.4968 0.5334
14 0.2669 0.2842 0.3015 0.3220 0.3542 0.3786 0.4236 0.4524 0.4622 0.4874
15 0.2530 0.2657 0.2816 0.3068 0.3474 0.3709 0.3978 0.4200 0.4377 0.5044
20 0.2204 0.2335 0.2482 0.2629 0.2919 0.3120 0.3535 0.3913 0.4018 0.4158
25 0.2014 0.2129 0.2256 0.2395 0.2629 0.2871 0.3082 0.3346 0.3393 0.3619
30 0.1832 0.1913 0.2032 0.2227 0.2446 0.2668 0.2905 0.3079 0.3128 0.3242
40 0.1579 0.1665 0.1810 0.1939 0.2139 0.2315 0.2475 0.2573 0.2702 0.2760
50 0.1396 0.1473 0.1552 0.1697 0.1920 0.2046 0.2267 0.2351 0.2433 0.2540
60 0.1264 0.1332 0.1427 0.1548 0.1695 0.1857 0.2112 0.2159 0.2240 0.2666
80 0.1128 0.1182 0.1254 0.1345 0.1464 0.1566 0.1717 0.1871 0.1911 0.1991
100 0.1014 0.1072 0.1145 0.1245 0.1347 0.1476 0.1557 0.1642 0.1741 0.1923
150 0.0842 0.0891 0.0948 0.1015 0.1129 0.1243 0.1377 0.1467 0.1512 0.1602
200 0.0732 0.0768 0.0810 0.0856 0.0935 0.1008 0.1117 0.1179 0.1214 0.1278
300 0.0579 0.0609 0.0649 0.0696 0.0766 0.0835 0.0918 0.1036 0.1053 0.1118

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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On degisken durum (p = 10) i¢in simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleri (T )
ile R programindan ile elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
(Tablo 2), 0.90,0.95 ve 0.99 giiven diizeylerinde (1 — a) Orneklem sayisina gore
karsilastirilmasi Sekil 18°de verilmistir. Sekil 18 incelendiginde her bir giiven diizeyinde T

ile T¢ nin hemen hemen ayn1 degerlere sahip oldugu goriilmiistiir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. = z
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Sekil 18. Simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleriyle (T°) ile R programiyla

elde edilen tek degiskenli KS testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
karsilagtirilmas1  (p = 10); (@) (1 —a) =0.90; (b) (1 —a) = 0.95;
c)(1—-a)=10.99

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir.
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On degiskenli KS istatistiginin 1 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo yaklasimu ile
elde edilen yiizdelik degerleri farkli ortalama ve kovaryans matrisi degerleri igin de
hesaplanmustir. Bes degiskenli ortalama vektoriinii (i, ), diizgiin dagilimdan [—1000, 1000]
araliginda rastgele olarak se¢ilmistir. Ayrica, kovaryans matrisinin (¥,), kdsegen elemanlari
(varyans degerlerini) diizgiin dagilimdan [0, 100] araliginda ve korelasyon degerleri ise
diizgiin dagilimdan [—1, 1] araliginda rastgele segilerek Kritik tablo degerleri elde edilmistir.
100 deneme sonundaki ortalama MAPE degeri ise 0.0222 olarak hesaplanmistir. Bu
denemelerden elde edilen MAPE degerlerinin kutu grafigi Sekil 19’da verilmistir. Sekil 19
incelendiginde 100 deneme sonucundaki en diisitk MAPE degeri 0.0166, en yiiksek MAPE
degeri 0.0272, ortanca MAPE degeri ise 0.0221 ¢ikmustir.

| *  Ort MAPE
Max=0.0272 X -
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Q,=0.0233 | I 1
w
0. Medyan=0.0221 |+ * .
=
Q1=0.O209 - ! i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Min=0.0166 x 1
p=10

Sekil 19. On degiskenli durum i¢in 100 denemede elde edilen
MAPE degerlerinin kutu grafigi

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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3.1.6. iki Degiskenli Durum Icin Onerilen Cok Degiskenli Lilliefors Testinin
Kritik Tablo Degerlerinin Hesaplanmasi

Arastirma konusu olan hipotezde ortalama ve kovaryans matrisinin verilmemesi
durumunda eger ortalama ve kovaryans matrisi 6rneklemden hesaplanirsa Kolmogorov-
Smirnov testi Lilliefors testine doniismektedir. Bu durumda KS tablosu yerine Lilliefors
tablosuna bakilmasi gerekmektedir. Bu ¢alismada, bununla ilgili kritik tablo degerleri sadece
verinin iki degiskenli oldugu durumda hesaplanmistir. Tablo 9’da farkli anlamlilik
diizeylerinde iki degiskenli Lilliefors testi tablosu gosterilmistir. Tablo 9 elde edilirken,

ortalama ve varyans sirasiyla,

3 1
1 2

u=[1 2]vexr= [
olan normal dagilim kullanilmistir. Benzer sekilde, Bolim 2.2.5’de verilen algoritma
yardimiyla degisken sayisinin 2’den fazla oldugu durumlarda da tablo degerleri tek

degiskenli ve iki degiskenlide oldugu gibi hesaplanabilir.

Tablo 9. iki degiskenli Lilliefors istatistiginin 100 000 deneme sonucundaki Monte-Carlo
yaklagimu ile elde edilen ylizdelik degerleri

n 075 080 08 09 09 0975 099 0.995 0.9975 0.999

10 0.2103 0.2189 0.2293 0.2430 0.2637 0.2829 0.3053 0.3208 0.3341 0.3519
11 0.2019 0.2102 0.2202 0.2334 0.2532 0.2713 0.2922 0.3077 0.3221 0.3381
12 0.1943 0.2023 0.2118 0.2240 0.2434 0.2613 0.2823 0.2957 0.3093 0.3269
13 0.1875 0.1952 0.2046 0.2167 0.2352 0.2528 0.2730 0.2879 0.3009 0.3162
14 0.1818 0.1893 0.1982 0.2099 0.2280 0.2441 0.2643 0.2774 0.2904 0.3062
15 0.1757 0.1830 0.1917 0.2033 0.2211 0.2373 0.2563 0.2692 0.2829 0.2966
20 0.1542 0.1607 0.1683 0.1784 0.1943 0.2082 0.2252 0.2368 0.2476 0.2612
25 0.1391 0.1449 0.1519 0.1610 0.1749 0.1881 0.2034 0.2147 0.2237 0.2363
30 0.1278 0.1330 0.1394 0.1477 0.1606 0.1725 0.1866 0.1972 0.2066 0.2186
40 0.1114 0.1159 0.1214 0.1286 0.1399 0.1506 0.1635 0.1724 0.1815 0.1916
50 0.1000 0.1040 0.1090 0.1155 0.1257 0.1355 0.1463 0.1543 0.1613 0.1693
60 0.0917 0.0954 0.1000 0.1060 0.1152 0.1237 0.1338 0.1407 0.1489 0.1581
80 0.0798 0.0831 0.0872 0.0924 0.1007 0.1081 0.1174 0.1234 0.1288 0.1357
100 0.0717 0.0746 0.0782 0.0828 0.0901 0.0968 0.1050 0.1108 0.1162 0.1235
150 0.0589 0.0613 0.0642 0.0680 0.0741 0.0799 0.0865 0.0912 0.0957 0.1013
200 0.0511 0.0532 0.0557 0.0590 0.0642 0.0690 0.0749 0.0791 0.0828 0.0873
300 0.0419 0.0435 0.0456 0.0483 0.0526 0.0564 0.0615 0.0650 0.0684 0.0725

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Tablo 9 i¢cin MAPE degeri 0.0172 olarak bulunmustur. Tablo 9’un tek degiskenli
Lilliefors testi kritik tablo degerleriyle benzerligi %98.28 olarak hesaplanmistir. MAPE
hesaplanirken literatiirdeki tek degiskenli Lilliefors testi tablosundan (Lilliefors, 1967)
yararlanilmigtir.

Iki degisken durum (p = 2) igin simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleri (T)
ile R programindan elde edilen tek degiskenli Lilliefors testi kritik tablo degerlerinin (T)
(Tablo 3), 0.90,0.95 ve 0.99 giiven diizeylerinde (1 — ) Orneklem sayisina gore
karsilastiriimasi Sekil 20°de verilmistir. Sekil 20 incelendiginde her bir giiven diizeyinde TS

ile T nin hemen hemen aymi degerlere sahip oldugu goriilmiistiir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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Sekil 20. Simiilasyondan elde edilen kritik tablo degerleriyle (T5) ile R programiyla
elde edilen tek degiskenli Lilliefors testi kritik tablo degerlerinin (T¢)
karsilagtirllmast (p =2); (@) (1 —a)=090; (b) (1—a)=0.95;
) (1—-a)=0.99

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. SO
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3.2. Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin I. Tip Hata ve Testin Giicii Bakimindan
Karsilastirilmasi

Bu béliimde iki boyutlu 6rneklem igin Peacock (1983), Fasano ve Franceschini (1987)
ve Justel vd. (1997) tarafindan gelistirilen degiskenli KS test istatistikleri ile dnerilen gok
degiskenli KS testi (iki degiskenli durum) I. tip hata ve gii¢ bakimindan karsilastirilmistir.
Bu karsilagtirmalarda, P (Peacock), FF (Fasano ve Franceschini), J (Justel) ve MVKS
(6nerilen yontem) iki degiskenli KS testlerini temsil etmektedir. Bununla beraber, her bir
simiilasyon 10 000 kez tekrar edilerek I. tip hata («) ve testin giicii degerleri (1 — )
hesaplanmustir.

Simiilasyon ¢aligsmasi ii¢ kisimdan olusmaktadir. Simiilasyonun ilk kisminda I. tip hata
degerleri farkli 6rneklem sayilar1 (n = 15,30,50,100,200,500) i¢in hesaplanmustir.
Simiilasyonun ikinci kisminda yokluk hipotezi iki degiskenli standart normal dagilim olarak
belirlenmistir. Alternatif hipotez de ¢ok degiskenli simetrik (eliptik) dagilimlardan se¢ilmis
ve gii¢ degerleri hesaplanarak karsilastirilmigtir. Simiilasyonun {i¢iincii kisminda yokluk
hipotezi iki degiskenli standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Alternatif hipotez ise
cok degiskenli simetrik olmayan dagilimlardan segilerek testin giicli karsilastirilmalari

yapilmistir.

3.2.1. Onerilen Cok Degiskenli KS Testinin I. Tip Hata Bakimindan
Karsilastirilmasi

P, FF, J ve MVKS yontemleri, I. tip hata bakimindan farkli 6rneklem sayilarinda
(n = 15,30,50,100,200,500) karsilastirilmistir. Yokluk hipotezi iki degiskenli normal
dagilim olarak belirlenmistir. Kovaryans matrisleri ‘X, ve ‘X, ise sirastyla asagidaki gibi

verilmistir.

n=ly o Z=[ps 3

Eger orneklem iki degiskenli normal dagilim gosteriyorsa, her bir testin yokluk
hipotezini %5 seviyesinde reddedilmesi beklenmektedir. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin

‘X, ve ‘X, icin L. tip hata degerleri Tablo 10°da verilmistir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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Tablo 10. P, FF, J ve MVKS yo6ntemlerinin ‘X;’ ve ‘X,’ i¢in I. tip hata degerleri

Orneklem Sayisi
Kovaryans Matrisi Yontem 15 30 50 100 200 500
P 0.0066 0.005 0.0078 0.0093 0.0118 0.016
FF 0.0546 0.0425 0.0452 0.0508 0.0463 0.0586

21 J 0.2505 0.2138 0.1902 0.1656 0.1625 0.1514
MVKS 0.0479 0.0493 0.0499 0.0501 0.0507 0.0486

P 0.0058 0.0062 0.0079 0.0093 0.0091 0.0135

3, FF 0.05 0.0397 0.0416 0.0463 0.0493 0.0552

J 0.2516 0.2127 0.1925 0.1723 0.1575 0.1434
MVKS 0.0508 0.0478 0.0478 0.0507 0.0487 0.0465

Orneklem sayist arttikga P ve J ydntemlerinin I. tip hata degerleri hem X, and X, igin
artmistir. Fakat P yonteminde 1. tip hata degerleri her bir 6rneklem icin %2’y1 gecmezken,
J yonteminde ise %5’den oldukga fazla ¢ikmistir. Kovaryans matrisleri ‘X;’ ve ‘X5’ i¢in L.
tip hatalar incelendiginde bu iki testin tutarli calismadigi goriilmektedir. Diger yandan FF ve
MVKS yontemlerinin |. tip hatalar1 hem X; hem de X, i¢in %5 civarinda degisim
gostermektedir. Bu durum bu yontemlerin diger P ve J yontemlerine gore daha tutarli ve

dogru calistig1 soylenebilir. Ayrica Tablo 10°daki degisim Sekil 21°de gosterilmistir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Sekil 21. P, FF, J ve MVKS yontemleri yontemlerinin ‘Z;” ve ‘X,’ i¢in I. tip
hata degerleri; (a) iki degiskenli normal dagilim, ‘¥;’ kovaryans
matrisi; (b) Iki degiskenli normal dagilim, ‘X, kovaryans matrisi.

Kovaryans matrisinin ‘Z;’ oldugu durumda P, FF, J ve MVKS yontemlerinin I. tip hata
degerlerinin degisimi Sekil 21(a)’da gosterilirken, ‘¥,” oldugu durum da Sekil 21(b)’de
gosterilmistir. FF ve MVKS yontemlerinin %5 etrafindaki dogrusal degisimleri kolaylikla
goriilmektedir. J yonteminin %5’ten fazla olan I. tip hata degerleri, kovaryans matrisi ‘X;’
oldugunda, 6rneklem sayisi arttikga azalirken, I. tip hata degerleri kovaryans matrisi ‘X,’
oldugunda 6rneklem sayis1 arttikca daha da artmaktadir. P yontemi ise dogrusal olarak %1

civarinda degismektedir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. SO
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3.2.2. Cok Degiskenli Simetrik Dagihmlar Icin Testin Giicii Karsilastirilmasi

Cok degiskenli eliptik dagilimlardan Normal, Laplace, Student-t, Cauchy, Logistik,
Ucgen ve Diizgiin dagilimdan rastgele sayilar iiretilerek P, FF, ] ve MVKS y&ntemlerinin
testin giicti (1 — ) degerleri hesaplanmistir. Testin giicii hesaplanirken yokluk hipotezi iki

degiskenli standart normal dagilim olarak belirlenmistir.

3.2.2.1. Cok Degiskenli Normal Dagihm I¢in Testin Giicii Karsilastirilmasi

Cok degiskenli Normal dagilimdan rastgele sayilar {iretilerek testin giicii
(1 — B) hesaplanmistir. Testin giicli hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli standart
normal dagilim olarak belirlenmistir. Tlk olarak ortalamalar1 (uy, tiy, i3, Ha, is) VE KOVaryans

matrisi (Z,) sirasiyla,

251 2% U3 27 Us
[-1 —1] [-0.5 —0.5] [0 0] [0.5 0.5] [1 1]

2y = [0%2 Oiz]

olan iki degiskenli normal dagilim oldugu durumlarda test istatistiginden elde edilen gii¢
degerleri hesaplanmistir. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin ‘X’ igin testin giicii degerleri

Tablo 11°de verilmistir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. -
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Tablo 11. Iki degiskenli Normal dagilim ‘Z;’ icin testin giicii degerleri

Yontem
Orneklem Sayis1 ~ Ortalama P FF J MVKS
Uq 0.8565 0.9757 0.9993 0.987
Us 0.2065 0.4898 0.8635 0.537
n=15 Us 0.0075 0.0546 0.2493 0.0628
0 01949 04781 07555  0.6198
Us 0.8617 0.977 0.9984 0.9917
U1 0.9988 0.9999 1 1
Us 0.5582 0.8002 0.9758 0.8308
n =30 Us 0.0088 0.06 0.227 0.0636
Ua 0.5427 0.7942 0.9242 0.8921
e 0.999 1 1 1
" 1 1 1 1
Us 0.8784 0.9642 0.9973 0.9643
n =50 Us 0.013 0.0691 0.2197 0.0736
Ua 0.8734 0.9628 0.9866 0.9889
e 1 1 1 1
iy 1 1 1 1
Us 0.9976 0.9998 1 0.9999
n =100 Us 0.0242 0.0937 0.2145 0.0885
Ua 0.9984 1 1 1
e 1 1 1 1

Iki degiskenli standart normal dagilimin kovaryans matrisi ‘X;’ sabit kalmak sartiyla
ortalama degerlerindeki (u3 = [0 0]) degisim arttik¢a veya azaldikga testin giicii P, FF, J
ve MVKS metotlarinda da artmaktadir. Orneklem sayis1 artikca testin giicii tiim yontemler
i¢cin artmaktadir. Ayni sartlar altinda kiigiik 6rneklemlerde P yontemi testin giicii bakimindan
diisiik ¢iksa da orneklem biiyiikliigii arttik¢a tliim yontemler i¢in testin giicli artmaktadir
(Sekil 22).

Ortalama vektoriniin u; = [0 0] oldugu durumda Orneklem sayisi arttikga, P
yonteminin gii¢ degeri anlamlilik diizeyine gore (0.05) diisiik, J yonteminin ise yiiksek
cikmistir. FF ve MVKS yontemlerinin testin giicii degerleri 6rneklem sayis1 ne olursa olsun
anlamlilik degerine (0.05) yakin ¢ikmistir (Sekil 22). Burada dikkat edilmesi gereken nokta
korelasyon degerinin 0.2 oldugudur. Kovaryans matrisindeki korelasyonun derecesi arttik¢a,
FF, J ve MVKS yontemlerinin gii¢ degerleri artacaktir. Ayrica, MVKS yontemi tim

orneklemlerde FF yontemine gore daha yiiksek gii¢ degerlerine sahiptir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. - -
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Sekil 22. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli normal dagilim (Z_1) i¢in
testin giicti karsilastirmasi (&) n = 15 (b) n = 30 (¢c) n = 50 (d) n = 100
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Yokluk hipotezi aymi kalmak sartiyla, alternatif hipotezde kovaryans matrisi
p Yy y p
Y, = [015 Ois] bicimde degistirilerek test istatistiginden elde edilen giic degerleri

Tablo 12°de verilmistir.

Tablo 12. Iki degiskenli Normal dagilim ‘Z,’ igin testin giicii degerleri

Yontem
Orneklem Sayis1 ~ Ortalama P FF J MVKS
Uy 0.8873 0.9758 0.9994 0.9638
Us 0.2768 0.5379 0.886 0.4319
n=15 Us 0.02 0.0984 0.2954 0.0911
Ua 0.2945 0.5522 0.6396 0.6781
Us 0.8861 0.9734 0.9892 0.9914
U1 0.9989 0.9999 1 0.9999
Us 0.6818 0.8605 0.9828 0.7254
n =30 Us 0.0324 0.1453 0.327 0.1202
Ua 0.6847 0.8593 0.8394 0.9237
1 0.9989 1 1 1
0y 1 1 1 1
Us 0.9377 0.9807 0.9991 0.9112
n=50 s 00693 02304 03763 01518
Ua 0.9386 0.9826 0.9519 0.9929
e 1 1 1 1
0 1 1 1 1
Us 0.9996 0.9999 1 0.9966
n =100 Us 0.1962 0.4839 0.511 0.2782
iy 1 1 0.9992 1
e 1 1 1 1

Iki degiskenli standart normal dagilimin kovaryans matrisi ‘%,’ sabit kalmak sartryla
ortalama degerlerindeki (u3 = [0 0]) degisim arttik¢a veya azaldikga testin giicii P, FF, J
ve MVKS metotlarinda da artmaktadir. Ayni ortalama ve kovaryans durumunda kiigiik
orneklemlerde P yontemi testin giicli bakimindan diisiik ¢iksa da orneklem biiyiikligi
arttikga Tablo 11°de oldugu gibi tiim yontemler icin de testin giicli artmaktadir. Kovaryans
matrisinin degeri arttikca, yani iki degisken arasindaki iliski arttikca ayni kosullar altinda
Tablo 11°e gore testin giicii degerleri daha yiiksek ¢ikmustir. Orneklem sayisi artikga testin
glicli tiim yontemler i¢in de arttig1 sdylenebilir. Ayrica, ortalama vektoriiniin p; = [0 0]

oldugu durumunda, yokluk ve alternatif hipotezdeki dagilim yaklasik olarak ayni olacaktir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. - -
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Ortalama vektoriiniin 3 = [0 0] oldugu durumunda, anlamlilik diizeyine (0.05) goére P
yonteminin gii¢ degeri en diislik, J yonteminin ise en yiiksek ¢ikmistir. FF ve MVKS
yontemlerinin testin giicli degerleri anlamlilik diizeyine (0.05) gore bakildiginda 6rneklem

sayisi arttikga artmaktadir (Sekil 23).
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Sekil 23. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli normal dagilim (%,) i¢in

testin giicii karsilastirmasi (a) n = 15

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir.
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Yokluk hipotezi ayni kalmak sartiyla, alternatif hipotezde kovaryans matrisi
5 = [018 0i8] bicimde degistirilerek test istatistiginden elde edilen gii¢ degerleri

Tablo 13’te verilmistir.

Tablo 13. iki degiskenli Normal dagilim ‘X3’ igin testin giicii degerleri

Yontem
Orneklem Sayis1 ~ Ortalama P FF J MVKS
e 0.9376 0.9853 0.9993 0.9274
Us 0.4295 0.68 0.9196 0.3719
n=15 Us 0.0611 0.2237 0.397 0.143
Uy 0.4381 0.6834 0.5424 0.7296
Us 0.9391 0.9866 0.969 0.9929
Uy 0.9996 0.9999 1 0.9974
Uy 0.8518 0.9516 0.9931 0.6362
n=30 Us 0.1532 0.4388 0.5318 0.2247
Uy 0.8515 0.9507 0.7541 0.9515
Us 0.9998 1 0.9994 1
Uy 1 1 1 1
Uy 0.9895 0.9989 0.9998 0.8471
n=>50 Us 0.3574 0.7548 0.6851 0.3406
Uy 0.987 0.9975 0.9044 0.9976
Us 1 1 1 1
U1 1 1 1 1
Us 1 1 1 0.9889
n =100 Us 0.9036 0.9975 0.8977 0.6201
Uy 1 1 0.9963 1
Us 1 1 1 1

Iki degiskenli standart normal dagilimmn ortalama degerlerindeki degisim arttik¢a
testin giicti P, FF, J ve MVKS metotlarinda Tablo 11 ve Tablo 12’de oldugu gibi Tablo 13’te
de artmaktadir. iki degisken arasindaki iliski arttikga ayni kosullar altinda Tablo 11 ve
Tablo 12°ye gore testin giicii degerleri daha yiiksek ¢ikmustir. Orneklem sayisi artikga testin
giicli tiim yontemler i¢in de arttig1 sdylenebilir. Tablo 11 ve Tablo 12 ile benzer sekilde ayni
ortalama ve kovaryans durumunda kiigiik 6rneklemlerde P yontemi testin giicli bakimindan
diistik ¢iksa da orneklem biiyiikliigii arttikca tiim yontemler i¢in de testin giicii artmaktadir

(Sekil 24).

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
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Sekil 24. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli normal dagilim (Z_3) i¢in
testin giicti karsilastirmasi (a) n = 15 (b) n = 30 (¢) n = 50 (d) n = 100
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3.2.2.2. Cok Degiskenli Laplace Dagihm I¢in Testin Giicii Karsilastirilmasi

Iki degiskenli Laplace dagilimi kullanilarak testin giicii degerleri P, FF, J ve MVKS

yontemleri i¢in hesaplanmistir. Testin gilicii hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli

standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerlerin = 10, 30,50, 100,200,300

orneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 14°te verilmistir.

Tablo 14. Iki degiskenli Laplace dagilimi igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 30 50 100 200 300
P 0.0181 0.0919 0.3166 0.8905 0.9998 1
FF 0.1522 0.3775 0.6802 0.9839 1 1
J 0.4624 0.7272 0.89 0.9947 1 1

MVKS 0.1862 0.4363 0.6757 0.9526 0.9999 1

Iki degiskenli Laplace dagilimi igin testin giicii degerleri 6rneklem sayisi arttikca tiim
yontemler icin de artmaktadir. Peacock (P) yontemi daha diisiik testin giicii degerlerine
sahiptir. Justel (J) yontemi ise her 6rneklem sayisinda diger yontemlere gore daha yiiksek
giic degerine sahiptir. Fakat Peacock (P) ve Justel (J) yontemlerinin 1. tip hata
karsilastirilmalarinda tutarsiz ve dogru ¢alismadigi gz oniine alindiginda FF (Fasano ve
Franceschini) ve MVKS (6nerilen yontem) arasinda testin giicii karsilastirilmasini yapmak
daha dogru olacaktir. Bu durumda kiigiik 6rneklemlerde onerilen yontem (MVKS) daha
yiiksek giic degerine sahiptir. Orneklem sayis1 arttikca her iki ydntem icin de testin giicii ‘1’

degerine dogru artmaktadir (Sekil 25).
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Orneklem Sayisi (n)
Sekil 25. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli Laplace dagilimi igin testin
giicii karsilastirmasi
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3.2.2.3. Cok Degiskenli Student-t Dagilim i¢in Testin Giicii Karsilastirilmasi
10 serbestlik dereceli iki degiskenli Student-t dagilimi kullanilarak testin giicli
degerleri P, FF, ] ve MVKS yontemleri i¢cin hesaplanmistir. Testin giicii hesaplanirken

yokluk hipotezi iki degiskenli standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerleri

n = 10,30,50,100,200, 300 6rneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 15°te verilmistir.

Tablo 15. Iki degiskenli Student-t dagilimu igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 30 50 100 200 300
P 0.0074 0.0065 0.0061 0.009 0.0145 0.0201
FF 0.0669 0.0495 0.0472 0.057 0.0707 0.0891
J 0.2441 0.229 0.206 0.1887 0.1991 0.204

MVKS 0.0537 0.0582 0.0588 0.0636 0.0751 0.0791

10 serbestlik dereceli iki degiskenli Student-t dagilimi i¢in testin giicii degerleri
orneklem sayist arttikca tiim yontemler i¢in de artmaktadir. Peacock (P) yontemi her
orneklem sayisinda diger yontemlere gore daha diisiik testin giicii degerlerine sahiptir. Justel
(J) yontemi, her orneklem sayisinda diger yontemlere gore daha yiiksek giic degerine
sahiptir. Fakat Peacock (P) ve Justel (J) yontemlerinin 1. tip hata karsilastirilmalarinda
tutarsiz ve dogru ¢alismadig1 goz oniine alindiginda FF (Fasano ve Franceschini) ve MVKS
(6nerilen yontem) arasinda testin giicii karsilastirilmasini yapmak daha dogru olacaktir. Bu
durumda onerilen yontem (MVKS) 6rneklem sayisi ‘10” oldugu durum haricinde daha
yiiksek testin giicli degerlerine sahiptir. Ayrica, drneklem sayisi arttikga her iki yontem igin

de testin giicii degeri artmaktadir (Sekil 26).
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Sekil 26. P, FF, J ve MVKS yo6ntemlerinin iki degiskenli Student-t dagilimi i¢in testin
giicii karsilagtirmasi

3.2.2.4. Cok Degiskenli Cauchy Dagilim i¢cin Testin Giicii Karsilagtiriimasi

Iki degiskenli Cauchy dagilimi kullanilarak testin giicii degerleri P, FF, J ve MVKS
yontemleri i¢in hesaplanmistir. Testin giici hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli
standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerlerin = 10, 30,50, 100,200,300

orneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 16’da verilmistir.

Tablo 16. Iki degiskenli Cauchy dagilimi igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 30 50 100 200 300
P 0.0204 0.1505 0.4787 0.9782 1 1
FF 0.1725 0.4917 0.8191 0.9987 1 1
J 0.4945 0.8298 0.9524 0.9997 1 1

MVKS 0.2236 0.5961 0.8458 0.9954 1 1

Iki degiskenli Cauchy dagilimu icin testin giicii degerleri 6rneklem sayisi arttikca tiim
yontemler i¢in de artmaktadir. Justel (J) yontemi, her 6rneklem sayisinda yukaridaki
dagilimlar i¢in yapilan simiilasyon sonuglarina benzer olarak diger yontemlere gore daha
yiiksek gilic degerine sahiptir. Fakat Peacock (P) ve Justel (J) yontemlerinin 1. tip hata
karsilastirilmalarinda tutarsiz ve dogru ¢alismadigi goz oniine alindiginda FF (Fasano ve
Franceschini) ve MVKS (6nerilen yontem) arasinda testin giicii karsilastiritlmasini yapmak
daha dogru olacaktir. Bu durumda 6nerilen yontem (MVKS), Fasano ve Franceschini (FF)
yontemine gore daha yiiksek gii¢ degerine sahiptir. Orneklem sayisi arttikga tiim ydntemler

igin de testin giicii ‘1’ degerine dogru artmaktadir (Sekil 27).
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Sekil 27. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli Cauchy dagilimi igin testin
giicii karsilagtirmasi

3.2.2.5. Cok Degiskenli Logistik Dagilimi I¢in Testin Giicii Karsilastiriimasi

Iki degiskenli Logistik dagilimi kullanilarak testin giicii degerleri P, FF, ] ve MVKS
yontemleri i¢in hesaplanmistir. Testin giicli hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli

10, 30, 50,100,200,300

standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerleri n

orneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 17°de verilmistir.

Tablo 17. Iki degiskenli Logistik dagilim igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 30 50 100 200 300
P 0.0391 0.1713 0.4963 0.9744 1 1
FF 0.2641 0.55 0.8408 0.9983 1 1
J 0.6542 0.8444 0.951 0.9993 1 1

MVKS 0.2874 0.5048 0.7251 0.9716 1 1

Iki degiskenli Logistik dagilim icin testin giicii degerleri 6rneklem sayisi arttikca tiim
yontemler i¢in de artmaktadir. Justel (J) yontemi, her 6rneklem sayisinda yukaridaki
dagilimlar i¢in yapilan simiilasyon sonuclarina benzer olarak diger yontemlere gére daha
yiiksek gilic degerine sahiptir. Fakat Peacock (P) ve Justel (J) yontemlerinin 1. tip hata
karsilagtirilmalarinda tutarsiz ve dogru ¢alismadigi goz oniine alindiginda FF (Fasano ve
Franceschini) ve MVKS (6nerilen yontem) arasinda testin giicli karsilagtirilmasini yapmak
daha dogru olacaktir. Bu durumda 6nerilen yontem (MVKS), Fasano ve Franceschini (FF)

yontemine gore ‘30,50, 100 6rneklem sayilarinda daha diisiik, diger drneklem sayilarinda
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ise ayni ya da daha yiiksek gii¢ degerine sahiptir. Diger yandan, 6rneklem sayisi arttik¢a tiim

yontemler i¢in de testin giicii ‘1’ degerine dogru artmaktadir (Sekil 28).
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Orneklem Sayisi (n)
Sekil 28. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli Logistik dagilimi i¢in testin
giicii karsilastirmasi

3.2.2.6. Cok Degiskenli Ugcgen Dagilim I¢in Testin Giicii Karsilastirilmasi
Iki degiskenli Uggen dagilimi kullanilarak testin giicii degerleri P, FF, J ve MVKS
yontemleri i¢in hesaplanmistir. Testin giicii hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli

standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerlerin = 10,30,50, 100,200,300

orneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 18’de verilmistir.

Tablo 18. Iki degiskenli Uggen dagilim igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 30 50 100 200 300
P 0.0083 0.0231 0.0612 0.2599 0.789 0.9757
FF 0.0957 0.1526 0.271 0.593 0.9513 0.9976
J 0.3499 0.4682 0.5544 0.7586 0.9639 0.9964

MVKS 0.1033 0.1632 0.2397 0.4348 0.7706 0.9299

Iki degiskenli Uggen dagilim igin testin giicii degerleri rneklem sayisi arttikga tiim
yontemler i¢in de artmaktadir. Peacock (P) yontemi her 6rneklem sayisinda diger yontemlere
gore daha diistik gii¢ degerlerine sahiptir. Ayrica Justel (J) yontemi, her 6rneklem sayisinda
yukaridaki dagilimlar i¢in yapilan simiilasyon sonuglarina benzer olarak diger yontemlere
gore daha yliksek gii¢ degerine sahiptir. Fakat Peacock (P) ve Justel (J) yontemlerinin L. tip

hata karsilastirilmalarinda tutarsiz ve dogru ¢alismadigi g6z oniine alindiginda FF (Fasano
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ve Franceschini) ve MVKS (0nerilen yontem) arasinda testin giicli karsilagtirilmasini
yapmak daha dogru olacaktir. Bu durumda onerilen yontem (MVKS), Fasano ve
Franceschini (FF) yontemine gore ‘50,100,200,300° 6rneklem sayilarinda daha diisiik,
diger 6rneklem sayilarinda ise daha yiiksek giic degerine sahiptir. Diger yandan, 6rneklem

sayis1 arttike¢a tiim yontemler i¢in de testin giicii ‘1’ degerine dogru artmaktadir.
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Orneklem Sayisi (n)

Sekil 29. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli Uggen dagilim igin testin
giicli karsilastirmast

3.2.2.7. Cok Degiskenli Diizgiin Dagihm Icin Testin Giicii Karsilastirilmasi

[lk durumda, alternatif hipotez iki degiskenli diizgiin dagilimin farkli
parametrelerinden segilerek belirlenmistir. 1ki degiskenli diizgiin dagilimin farkli
parametreleri herhangi bir aralik olarak tanimlanmayip, ortalamalari (uq, Uy, U3, Us) VE
kovaryans matrisi (£_4) sirasiyla,

251 [25] U3 27}
[0.50.5] [0.51] [11] [-1-1]

24 = [0%5 Ois]

olarak belirlenmistir. Bu durumda P, FF, J ve MVKS test istatistiklerinden elde edilen gii¢
degerleri Tablo 19’da verilmistir.
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Tablo 19. Iki degiskenli Diizgiin dagilim icin testin giicii degerleri

Ortalama
Orneklem Sayisi Yontem i Ha H3 Ha
P 0.2154 0.564 0.8391 0.8419
n=15 FF 0.4666 0.8337 0.9673 0.9714
J 0.6746 0.9239 0.9813 0.9998
MVKS 0.5913 0.8658 0.9875 0.958
P 0.4382 0.8837 0.9915 0.9917
n=25 FF 0.6883 0.978 0.9995 0.9995
J 0.8133 0.9886 0.9982 1
MVKS 0.8087 0.9785 0.9999 0.9972
P 0.8583 0.9992 1 1
n =50 FF 0.9566 1 1 1
J 0.959 0.9999 1 1
MVKS 0.9783 0.9997 1 1
P 0.9976 1 1 1
FF 0.9999 1 1 1
n=15 ) 0.9985 1 1 1
MVKS 0.9999 1 1 1

Iki degiskenli diizgiin dagilimin kovaryans matrisi sabit kalmak sartiyla ortalama
degerlerindeki degisim arttikca testin giicii P, FF, J ve MVKS metotlarinda da artmaktadir.
Orneklem sayis1 arttikga testin giicii tiim ydntemler i¢in de artmaktadir. Ayni sartlar altinda
kiiciik 6rneklemlerde P ve FF yontemleri testin gilicii bakimindan diger yontemlere gore
diisiik ¢iksa da 6rneklem biiyiikligii arttikca tiim yontemler igin de testin giicli artmaktadir.
Tablo 19 incelendiginde sadece u, ortalamali ve kiigiik 6rneklem sayilarinda (n = 15 ve
n = 25) FF yontemi, MVKS yonteminden testin giici bakimindan daha ytiksek ¢ikmuistir.
Diger durumlarda MVKS ya daha yiliksek ya da ayni testin giicii degerlerine sahiptir
(Tablo 19).
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Sekil 30. P, FF, J ve MVKS yo6ntemlerinin iki degiskenli diizgiin dagilim igin testin
giicii kargilastirmasi (a) n = 15 (b) n = 25 (c) n = 50 (d) n = 100
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3.2.3. Cok Degiskenli Simetrik Olmayan Daghmlar I¢in Test Giicii
Karsilastirilmasi

Cok degiskenli simetrik olmayan dagilimlardan Ustel ve Ki-kare dagilimlarindan
rastgele sayilar tretilerek P, FF, J ve MVKS yo6ntemlerinin testin giici (1 —f)
hesaplanmistir. Testin giicli hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli standart normal

dagilim olarak belirlenmistir.

3.2.3.1. Cok Degiskenli Ustel Dagilimu I¢in Testin Giicii Karsilastirilmasi

Iki degiskenli Ustel dagilim kullanilarak testin giicii degerleri P, FF, J ve MVKS
yontemleri i¢in hesaplanmistir. Testin giicli hesaplanirken yokluk hipotezi iki degiskenli
standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerleri n = 10,11,12,13,14,15

orneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 20’de verilmistir.

Tablo 20. Iki degiskenli Ustel dagilim igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 11 12 13 14 15
P 0.703 0.802 0.8557 0.9072 0.937 0.9657
FF 0.9885 0.9966 0.9988 0.9993 0.9999 1
J 1 1 1 1 1 1

MVKS 1 1 1 1 1 1

Iki degiskenli Ustel dagilim igin testin giicii degerleri kiigiik drneklem sayilarinda
hesaplanmistir. Clinkii Tablo 20°de verilen 6rneklem sayilarindan daha biiyiik 6rneklem
say1s1 durumunda tiim yontemler icin testin giicli degeri ‘1’ ¢ikmaktadir. Diger testin giicii
karsilastirmalarindan farkli olarak testin giici degerleri ¢ok daha yiiksek olarak ortaya
cikmigtir. Bunun nedeni alternatif hipotezdeki dagilimin eliptik (simetrik) yerine simetrik
olmayan bir dagilim se¢ilmesinden kaynaklanmaktadir.

Diger testin giicii hesaplamalarinda oldugu gibi Peacock (P) yontemi her 6rneklem
sayisinda daha diisiik ve Justel (J) yontemi, her 6rneklem sayisinda diger yontemlere gore
daha yiiksek gii¢c degerine sahiptir. Fakat Peacock (P) ve Justel (J) yontemlerinin I. tip hata
karsilastirilmalarinda tutarsiz ve dogru ¢alismadigi géz Oniine alindiginda FF ve MVKS

arasinda testin giicli karsilastirilmasini yapmak daha dogru olacaktir. Bu durumda 6nerilen
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yontem, Fasano ve Franceschini yontemine gore daha yliksek gili¢ degerine sahiptir.

Orneklem sayisi arttikga her iki yontem icin de testin giicii ‘1’ degerine dogru artmaktadir

(Sekil 31).
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Orneklem Sayisi (n) )
Sekil 31. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli Ustel dagilimi igin testin
giicii karsilastirmasi

3.2.3.2. Cok Degiskenli Ki-Kare Dagihm I¢in Testin Giicii Karsilastirilmasi
‘1’ serbestlik dereceli iki degiskenli Ki-kare dagilimmi kullanarak testin giicii
degerleri P, FF, J] ve MVKS yontemleri i¢in hesaplanmigtir. Testin giicii hesaplanirken

yokluk hipotezi iki degiskenli standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Gii¢ degerleri
n = 10,11,12,13,14, 15 6rneklem sayilarinda hesaplanarak Tablo 21’de verilmistir.

Tablo 21. Iki degiskenli Ki-kare dagilim igin testin giicii degerleri

Orneklem Sayisi

Yontem 10 11 12 13 14 15
P 0.5793 0.601 0.7198 0.7862 0.8477 0.8663
FF 0.9524 0.9667 0.987 0.9933 0.9978 0.9982
J 1 1 1 1 1 1

MVKS 1 1 1 1 1 1

Iki degiskenli Ki-kare dagilimi icin testin giicii degerleri kiigiik 6rneklem sayilarinda
hesaplanmigtir. Biiyiikk Orneklemlerde tiim yontemlerin de testin giicii degerleri ‘1’
ciktigindan bu dagilimdaki farkindaligi ortaya koymak icin kiiclik 6rneklem sayilari

incelenmistir. Iki degiskenli Ustel dagilim igin yapilan testi giicii simiilasyonuna benzer
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olarak testin giicii degerleri yiiksek ylizdelerde ortaya ¢ikmistir. Bunun nedeni alternatif
hipotezdeki dagilimin eliptik (simetrik) yerine simetrik olmayan bir dagilim se¢ilmesinden
kaynaklanmaktadir.

Peacock (P) yontemi her 6rneklem sayisinda daha diisiik ve Justel (J) yontemi ise her
orneklem sayisinda testin giicii degeri ‘1’ olarak hesaplanmistir. Fakat Peacock (P) ve Justel
(J) yontemlerinin I. tip hata karsilastirilmalarinda tutarsiz ve dogru ¢alismadigi géz oniine
alindiginda Fasano ve Franceschini (FF) ve onerilen yontem (MVKS) arasinda testin giicii
karsilastiritlmasini yapmak daha dogru olacaktir. Bu durumda onerilen yontem (MVKS),
Fasano ve Franceschini (FF) yontemine gore daha yiiksek giic degerine sahiptir. Hatta

Onerilen yontem tiim orneklem sayilarinda 1’ degerini almistir (Sekil 32).
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Sekil 32. P, FF, J ve MVKS yontemlerinin iki degiskenli Ki-kare dagilimi igin testin
giicii karsilastirmasi

3.3. Gercek Veri Setleri i¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Normallik Testi

Onerilen yéntemin uygulanabilirligini gostermek igin bes farkli gercek veri seti
secilmistir. Bu veriler Fisher'in Iris veri seti (Bibby vd., 1979), Royston'in hematoloji veri
seti (Royston, 1983), besin degerleri veri seti (Zelterman, 2015), sirket bilgileri veri seti

(Marcoulides ve Hershberger, 2014) ve panel sertlik 6lgiisii veri setidir (Johnson ve Wichern,
2014).

3.3.1. Iris Veri Seti Icin Onerilen Cok Degiskenli KS Normallik Testi

Fisher'in Iris veri setine 6nerilen ¢ok degiskenli normallik testi uygulanmistir. Fisher'in

Iris veri seti 3 bitki tlirlinden olugmaktadir. Bunlar ‘Setosa’, ‘Versicolor’ ve ‘Virginica’
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tirleridir ve her bir tiiriin 4 farkli 6zelligi vardir (Bibby vd., 1979). Bu 6zellikler ¢anak

yaprak uzunlugu (CYU), ¢canak yaprak genisligi (CYG), tag yaprak uzunlugu (TYU) ve tag
yaprak genisligidir (TYG). Fisher’in Iris veri seti Tablo 22 ve Tablo 23’de verilmistir.

Tablo 22. Fisher’in Iris veri seti

Iris Setosa Iris Versicolour Iris Virginica

No CYU CYG TYU TYG CYU CYG TYU TYG CYU CYG TYU TYG
1 51 35 14 02 7 32 47 14 63 3.3 6 2.5
2 49 3 1.4 0.2 64 32 45 15 58 27 51 19
3 47 32 13 02 69 31 49 15 7.1 3 59 2.1
4 46 31 15 02 55 23 4 1.3 63 29 56 18
5 5 36 14 0.2 65 28 46 15 6.5 3 58 22
6 54 39 17 04 57 28 45 13 7.6 3 6.6 2.1
7 46 34 14 03 63 33 47 16 49 25 45 17
8 5 34 15 02 49 24 33 1 73 29 63 18
9 44 29 14 02 66 29 46 13 67 25 58 1.8
10 49 31 15 01 52 27 39 14 72 36 61 25
11 54 37 15 0.2 5 2 3.5 1 65 32 51 2

12 48 34 16 02 5.9 3 42 15 64 27 53 19
13 48 3 14 041 6 2.2 4 il 6.8 3 55 2.1
14 43 3 1.1 01 61 29 47 1.4 57 25 5 2

15 58 4 1.2 02 56 29 36 13 58 28 51 24
16 57 44 15 04 6.7 31 44 14 64 32 53 23
17 54 39 13 04 5.6 3 45 15 6.5 3 55 1.8
18 51 35 14 03 58 27 41 1 77 38 67 22
19 57 38 17 03 62 22 45 15 77 26 69 23
20 51 38 15 03 56 25 39 11 6 2.2 5 1.5
21 54 34 17 0.2 59 32 48 138 69 32 57 23
22 51 37 15 04 61 28 4 1.3 56 28 49 2

23 46 36 1 02 63 25 49 15 77 28 67 2

24 51 33 17 05 61 28 47 12 63 27 49 18
25 48 34 19 0.2 64 29 43 13 67 33 57 21
26 5 3 16 02 6.6 3 44 1.4 72 32 6 1.8
27 5 34 16 04 6.8 28 48 14 62 28 48 18
28 52 35 15 02 6.7 3 5 1.7 6.1 3 49 1.8
29 52 34 14 0.2 6 29 45 15 64 28 56 21
30 47 32 16 02 57 26 35 1 7.2 3 58 1.6
31 48 31 16 0.2 55 24 38 11 74 28 61 19
32 54 34 15 04 55 24 37 1 79 38 64 2

33 52 41 15 041 58 27 39 1.2 64 28 56 22
34 55 42 14 02 6 27 51 16 63 28 51 15
35 49 31 15 02 5.4 3 45 15 61 26 56 1.4
36 5 32 12 02 6 34 45 16 7.7 3 6.1 23
37 55 35 13 0.2 67 31 47 15 63 34 56 24
38 49 36 14 0.1 63 23 44 13 64 31 55 18
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Tablo 23. Tablo 22’nin devami

Iris Setosa Iris Versicolour Iris Virginica

No CYU CYG TYU TYG CYU CYG TYU TYG CYU CYG TYU TYG
39 44 3 13 0.2 5.6 3 41 13 6 3 48 1.8
40 51 34 15 0.2 55 25 4 1.3 69 31 54 21
41 5 35 13 03 55 26 44 12 67 31 56 24
42 45 23 13 03 6.1 3 46 14 69 31 51 23
43 44 32 13 0.2 5.8 26 4 1.2 58 27 51 19
44 5 35 16 06 5 23 33 1 68 32 59 23
45 51 38 19 04 56 27 42 13 67 33 57 25
46 4.8 3 14 03 5.7 3 42 1.2 6.7 3 52 23
47 51 38 16 02 57 29 42 13 6.3 25 5 1.9
48 46 32 14 0.2 62 29 43 13 6.5 3 5.2 2

49 53 37 15 02 51 25 3 1.1 62 34 54 23
50 5 33 14 02 57 28 41 13 5.9 3 51 1.8

Her bir Iris tlirlinden 50 gézlem degeri bulunmaktadir. Tiirlerin her bir 6zelliginin
marjinal normallik testleri ve her bir tiiriin 4 degiskenli normallik testi sonuglar1 Tablo 24°te
verilmigtir. Ortalama ve kovaryans matrisi bilinmediginden bu degerler veriden elde
edilmistir. Bu yiizden, KS testi kritik tablosu yerine Lilliefors testi kritik tablosu
kullanilmigtir. Tablo 9’da %95 degerine karsilik gelen kritik tablo degeri 0.1257°dir. “*’ ile

gosterilen degerler %5 seviyesinde anlamli ¢ikan degerlerdir.

Tablo 24. Fisher’in Iris verisi igin ¢ok degiskenli normallik testi sonuglari

Tiir (Iris) MVKS Ozellik MVKS
Canak yaprak uzunlugu 0.1149
Canak yaprak genisligi 0.1047
Setosa 0.0779 Tag yaprak uzunlugu 0.1534"
Tac yaprak genisligi 0.3488"
Canak yaprak uzunlugu 0.0962
. Canak yaprak genisligi 0.1207
Versicolor 0.0637 Tac yaprak uzunlugu 0.1171
Tag yaprak genisligi 0.1477"
Canak yaprak uzunlugu 0.1150
o Canak yaprak genisligi 0.1279*
Virginica 0.0708 Tag yaprak uzunlugu 0.1136
Tag yaprak genisligi 0.1208

Tablo 24’e gore 'Setosa’, 'Versicolor' ve 'Virginica' tiirleri ¢ok degiskenli normal

dagilima (p = 4) sahiptir. Aym1 sonuglar Mardia ve Kent (1991) ve Looney (1995)
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calismalarinda da elde edilmistir. Looney (1995) ¢alismasinda Small (1980), Srivastava
(1984) ve Srivastava ve Hui (1987) tarafindan 6nerilen yontemleri kullanarak Fisher Iris
verisindeki bitki tilirlerinin ¢ok degiskenli normal dagilima sahip oldugunu sdylemistir.
Ayrica Tablo 24’e gore, Setosa tiiriiniin tag yaprak uzunlugu ve genisligi, Versicolor tiiriiniin
tag yaprak genisligi ile Virginica tiiriiniin ¢anak yaprak genisligi tek degiskenli normallik
varsayimini saglamamaktadir. Bununla beraber Looney (1995) calismasinda Setosa tiiriiniin
Ozellikleri tlizerinde bir normallik testi yapmustir. Setosa tiirliniin sadece tag¢ yaprak
genisliginin tek degiskenli normal dagilmadigi sdylemistir. Diger bir ¢alismada ise Siiriicii
(2006), Setosa tiiriiniin tag yaprak uzunlugu ve genisligi 6zelliklerinin tek degiskenli normal

dagilmadigin belirtmistir.

3.3.2. Hematoloji Veri Seti i¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Normallik Testi

Royston’un hematoloji veri seti 6 degiskenden olusmaktadir (Royston, 1983). Bu
degiskenler hemoglobin konsantrasyonu (HB), dolgulu hiicre hacmi (DHH), beyaz kan
hiicre sayisi (BKHS), akyuvar sayist (AS), notrofil sayist (NS) ve serum Kkursun
konsantrasyonudur (SKK). Bu veri setinde her bir degisken i¢in 103 gézlem bulunmaktadir.
Royston’un hematoloji veri seti Tablo 25, Tablo 26 ve Tablo 27°de verilmistir.

Tablo 25. Royston’un hematoloji veri seti

No HB DHH BKHS AS NS SKK
1 13,4 39 4100 14 25 17
2 14,6 46 5000 15 30 20
3 13,5 42 4500 19 21 18
4 15 46 4600 23 16 18
5 14,6 44 5100 17 31 19
6 14 44 4900 20 24 19
7 16,4 49 4300 21 17 18
8 14,8 44 4400 16 26 29
9 15,2 46 4100 27 13 27

10 15,5 48 8400 34 42 36

11 15,2 47 5600 26 27 22

12 16,9 50 5100 28 17 23

13 14,8 44 4700 24 20 23

14 16,2 45 5600 26 25 19

15 14,7 43 4000 23 13 17

16 14,7 42 3400 9 22 13

17 16,5 45 5400 18 32 17

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. - -
Dogrulama Kod: eO-FYs9AWh38DBdMWxqjtnQD02dG7TUMZFaZo9L6i2g6NfY GMBIRkQ Dogrulama Adres: https://www.turkiye.gov.tr/karadeniz-teknik-universitesi-ebys



77

Tablo 26. Tablo 25’in devami

No HB DHH BKHS AS NS SKK
18 15,4 45 6900 28 36 24
19 151 45 4600 17 29 17
20 14,2 46 4200 14 25 28
21 15,9 46 5200 8 34 16
22 16 47 4700 25 14 18
23 17,4 50 8600 37 39 17
24 143 43 5500 20 31 19
25 14.8 44 4200 15 24 19
26 14.9 43 4300 9 32 17
27 155 45 5200 16 30 20
28 145 43 3900 18 18 25
30 14.6 44 4700 23 21 27
31 15.3 45 7900 43 23 23
32 14.9 45 3400 17 15 24
33 15.8 47 6000 23 32 21
34 144 44 7700 31 39 23
35 14.7 46 3700 11 23 23
36 14.8 43 5200 25 19 22
37 15.4 45 6000 30 25 18
38 16.2 50 8100 32 38 18
39 15 45 4900 17 26 24
40 15.1 47 6000 22 33 16
41 16 46 4600 20 22 22
42 15.3 48 5500 20 23 23
43 145 41 6200 20 36 21
44 14.2 41 4900 26 20 20
45 15 45 7200 40 25 25
46 14.2 46 5800 22 31 22
47 14.9 45 8400 61 17 17
48 16.2 48 3100 12 15 18
49 145 45 4000 20 18 20
50 16.4 49 6900 35 22 24
51 14.7 44 7800 38 34 16
52 17 52 6300 19 21 16
53 154 47 3400 12 19 18
54 13.8 40 4500 19 23 21
55 16.1 47 4600 17 28 20
56 14.6 45 4700 23 22 27
57 15 44 5800 14 39 21
58 16.2 47 4100 16 24 18
59 17 51 5700 26 29 20
60 14 44 4100 16 24 18
61 154 46 6200 32 25 16
62 15.6 46 4700 28 16 16
63 15.8 48 4500 24 20 23

64 13.2 38 5300 16 26 20
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Tablo 27. Tablo 26’nin devami

No HB DHH BKHS AS NS SKK
65 14.9 47 5000 22 25 15
66 14.9 47 3900 15 19 16
67 14 45 5200 23 25 17
68 16.1 47 4300 19 22 22
69 14.7 46 6800 35 25 18
70 14.8 45 8900 47 36 17
71 17 51 6300 42 19 15
72 15.2 45 4600 21 22 18
73 15.2 43 5600 25 28 17
74 13.8 41 6300 25 27 15
75 14.8 43 6400 36 24 18
76 16.1 47 5200 18 28 25
77 15 43 6300 22 34 17
78 16.2 46 6000 25 25 24
79 14.8 44 3900 9 25 14
80 17.2 44 4100 12 27 18
81 17.2 48 5000 25 19 25
82 14.6 43 5500 22 31 19
83 14.4 44 4300 20 20 15
84 154 48 5700 29 26 24
85 16 52 4100 21 15 22
86 15 45 5000 27 18 20
87 14.8 44 5700 29 23 23
88 154 43 3300 10 20 19
89 16 47 6100 32 23 26
90 14.8 43 5100 18 31 19
91 13.8 41 8100 52 24 17
92 14.7 43 5200 24 24 17
93 14.6 44 9899 69 28 18
94 13.6 42 6100 24 30 15
95 145 44 4800 14 29 15
96 14.3 39 5000 25 20 19
97 15.3 45 4000 19 19 16
98 16.4 49 6000 34 22 17
99 14.8 44 4500 22 18 25
100 16.6 48 4700 17 27 20
101 16 49 7000 36 28 18
102 155 46 6600 30 33 13
103 14.3 46 5700 26 20 21

Ortalama ve kovaryans matrisi bilinmediginden bu degerler veriden elde edilmistir.
Bu yiizden, KS testi kritik tablosu yerine Lilliefors testi kritik tablosu kullanilmistir. Bu veri

seti i¢in 6 degiskenli KS-Lilliefors test istatistigi sonucu 0.1870 olarak hesaplanmistir.

Bu belge giivenli elektronik imza ile imzalanmistir. [CIDhe iy
Dogrulama Kod: eO-FYs9AWh38DBdMWxqjtnQD02dG7TUMZFaZo9L6i2g6NfY GMBIRkQ Dogrulama Adres: https://www.turkiye.gov.tr/karadeniz-teknik-universitesi-ebys



79

Kritik tablo degeri Tablo 9’dan yaklasik 0.0901 olarak hesaplanabilir ya da yaklasik deger
Lilliefors’un (1967) c¢alismasindaki kritik deger tablosundan da hesaplanabilir. Burada
hesaplanan test istatistiginin degeri kritik tablo degerinden biiyiik oldugundan Royston’un
veri setinin %95 giiven diizeyinde c¢ok degiskenli (p = 6) normal dagilim gdsterdigi
sOylenemez. Ayni sonuglar Looney’in (1995) ¢alismasinda kullanilan Royston (1983),
Small (1980), Srivastava (1984) ve Srivastava ve Hui (1987) tarafindan da gésterilmistir.

3.3.3. Besin Degerleri Veri Seti icin Onerilen Cok Degiskenli KS Normallik Testi

Popiiler seker markalarinin besin degerlerinden olusan 6 degiskenli bir veri seti
secilmistir (Zelterman, 2015). Bu degiskenler kalori, yag, doymus yag, karbonhidrat, seker
ve sodyumdur. Bu veri setinde her bir degisken igin 38 deger bulunmaktadir. Popiiler seker

markalarinin besin degerleri Tablo 28 ve Tablo 29°da verilmistir.

Tablo 28. Popiiler seker markalarinin besin degerleri

Marka Kalori Yag D.Yag Karbonhidrat Seker Sodyum
100 Grand 190 8 5 30 22 90
3 Musketeers 240 7 5 42 36 90
5th Avenue 260 12 5 38 29 120
Almond Joy 220 13 8 26 20 50
Andes Mints 200 13 11 22 20 20
Baby Ruth 275 13 7 39 32 138
Butterfinger 270 11 6 43 29 135
Cadbury Dairy Milk 260 15 9 28 28 0
Charleston Chew 230 6 5 43 30 30
DoveSmooth Milk Choc. 220 13 8 24 22 25
Goobers 200 13 5 20 17 15
Heath Toffee 210 13 7 24 23 135
Hershey’s bar 210 13 8 26 24 35
Hershey’s Skor 200 12 7 25 24 130
Junior Mints 220 4 3 45 42 35
Kit Kat 207 10 7 26 20 22
M&M’s, peanut 250 13 5 30 25 25
M&M’s, plain 230 9 6 34 31 35
Milk Duds 230 8 5 38 27 135
Milky Way 240 9 7 37 31 75
Mounds 240 13 10 29 21 55
Mr Goodbar 250 16 7 25 22 50
Nestle Crunch 220 11 7 30 24 60
Oh Henry! 280 17 7 36 32 65
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Tablo 29. Tablo 28’in devami

Marka Kalori Yag D.Yag Karbonhidrat Seker Sodyum
Payday 240 13 3 27 21 120
Raisinets 190 8 5 32 28 15
Reese’s Fast Break 260 12 5 35 30 190
Reese’s Nutrageous 260 16 5 28 22 100
Reese’s Peanut Butter cups 210 13 5 24 21 150
Reese’s Pieces 200 9 8 25 21 55
Reese’s Sticks 220 13 5 23 17 130
Rolo 220 10 7 33 29 80
Snickers 230 11 4 32 27 115
Symphony 223 13 8 24 23 42
Twix 250 12 7 33 24 100
Whatchamacalit 237 11 8 30 23 144
Whoppers 190 7 7 31 24 100
Zero Candy Bar 200 7 5 34 29 105

Ortalama ve kovaryans matrisi bilinmediginden bu degerler veriden elde edilmistir.
Bu yiizden, KS testi kritik tablosu yerine Lilliefors testi kritik tablosu kullanilmistir. Bu veri
seti i¢in 6 degiskenli KS-Lilliefors test istatistigi sonucu 0.26 olarak hesaplanmustir. Kritik
tablo degeri Tablo 9’dan yaklasik 0.1399 olarak hesaplanabilir ya da yaklasik deger
Lilliefors’un (1967) c¢alismasindaki kritik deger tablosundan da hesaplanabilir. Burada
hesaplanan test istatistiginin degeri, kritik tablo degerinden biiyiik oldugundan popiiler seker
markalarinin besin degerleri veri setinin %95 giiven diizeyinde ¢ok degiskenli (p = 6)
normal dagilim gosterdigi sdylenemez.

Zelterman’in kitabinda Shapiro-Wilk testinin genellestirilmesiyle elde edilen test
sonucunda bu veri setinin 6 degiskenli normal dagilima uymadigini gosterilmistir. Yine ayni
kitapta ¢ok degiskenli normallik testi olan Energy testine gore 6 degiskenli normal dagilima

uydugunu belirtilmistir (Zelterman, 2015).

3.3.4. Sirket Veri Seti I¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Normallik Testi

Rastgele secilen baz1 Yunan sirketlerinin bilgilerinden olusan 2 degiskenli bir veri seti
secilmistir (Marcoulides ve Hershberger, 2014). Bu degiskenler sirketlerin varliklari ve net
gelirleridir. Bu veri setinde her bir degisken i¢in 10 deger bulunmaktadir. Sirketlerin

varliklart ve net gelirleri verisi Tablo 30°da verilmistir.
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Tablo 30. Sirketlerin varliklari ve net gelirleri

Sirket Varhk (Milyon Dolar) Net Gelir (Milyon Dolar)
Cyprus Cement 22.49 1.99
Hanseatic Shipping 17.33 1.17
Amathus Navigation 16.05 1.29
Hellenic Chemical 16.63 0.94
Elma Holdings 22.14 1.05
Cyprus Pipes 24.13 1.17
F. W. Woolworth 9.02 0.23
Zako Ltd. 22.25 3.16
Vassiliko Cement 31.27 3.86
Keo Ltd. 44,98 2.81

Ortalama ve kovaryans matrisi bilinmediginden bu degerler veriden elde edilmistir.
Bu yiizden, KS testi kritik tablosu yerine Lilliefors testi kritik tablosu kullanilmigtir. Bu veri
seti igin 2 degiskenli KS-Lilliefors test istatistigi sonucu 0.2117 olarak hesaplanmistir.
Kritik tablo degeri Tablo 9°dan 0.2637 olarak hesaplanabilir ya da Lillieforsun (1967)
calismasindaki kritik deger tablosundan da hesaplanabilir. Burada hesaplanan test
istatistiginin degeri, kritik tablo degerinden biiyiik olmadigindan sirketlerin varliklar1 ve net
gelirleri veri setinin %95 giiven diizeyinde ¢ok degiskenli (p = 2) normal dagilim gosterdigi
sOylenebilir.

Marcoulides ve Hershberger’in kitabinda genellestirilmis uzakliklarin ki-kare grafigi
ile elde edilen test sonucunda bu veri setinin 2 degiskenli normal dagilima uydugunu

soylemislerdir (Marcoulides ve Hershberger, 2014).

3.3.5. Panel Sertlik Ol¢iisii Veri Seti I¢in Onerilen Cok Degiskenli KS Normallik
Testi

Bir panelin sertligini dlgen ve 4 degiskenden olusan bir veri seti elde edilmistir
(Johnson ve Wichern, 2014). Bu degiskenler panele gonderilen ilk sok dalgasinin l¢iimii
(x1), tahta titrerken elde edilen olgiim (x,) ve statik testlerden elde edilen Glgimlerdir
(x5 ve x,). Bu veri setinde her bir degisken i¢in 30 deger bulunmaktadir. Panel sertliginin

dort 6l¢tim degerleri Tablo 31°de verilmistir.
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Tablo 31. Panel sertliginin dort 6l¢iisii

Panel No X1 Xy X3 X4 Panel No X1 Xy X3 X4
1 1889 1651 1561 1778 16 1954 2149 1180 1281
2 2403 2048 2087 2197 17 1325 1170 1002 1176
3 2119 1700 1815 2222 18 1419 1371 1252 1308
4 1645 1627 1110 1533 19 1828 1634 1602 1755
5 1976 1916 1614 1883 20 1725 1594 1313 1646
6 1712 1712 1439 1546 21 2276 2189 1547 2111
7 1943 1685 1271 1671 22 1899 1614 1422 1477
8 2104 1820 1717 1874 23 1633 1513 1290 1516
9 2983 2794 2412 2581 24 2061 1867 1646 2037
10 1745 1600 1384 1508 25 1856 1493 1356 1533
11 1710 1591 1518 1667 26 1727 1412 1238 1469
12 2046 1907 1627 1898 27 2168 1896 1701 1834
13 1840 1841 1595 1741 28 1655 1675 1414 1597
14 1867 1685 1493 1678 29 2326 2301 2065 2234
15 1859 1649 1389 1714 30 1490 1382 1214 1284

Ortalama ve kovaryans matrisi bilinmediginden bu degerler veriden elde edilmistir.
Bu yiizden, KS testi kritik tablosu yerine Lilliefors testi kritik tablosu kullanilmistir. Bu veri
seti i¢in 4 degiskenli KS-Lilliefors test istatistigi sonucu 0.0867 olarak hesaplanmustir.
Kritik tablo degeri Tablo 9’dan 0.1606 olarak hesaplanabilir ya da Lilliefors’un (1967)
caligmasindaki kritik deger tablosundan da hesaplanabilir. Burada hesaplanan test
istatistiginin degeri, kritik tablo degerinden biiyiik olmadigindan panel sertliginin 6l¢iisii veri
setinin %95 giliven diizeyinde ¢ok degiskenli (p = 4) normal dagilim gdsterdigi soylenebilir.

Johnson ve Wichern kitabinda genellestirilmis uzakliklarin ki-kare grafigi ile elde
edilen test sonucunda bu veri setinin 4 degiskenli normal dagilima uydugunu sdylemislerdir

(Johnson ve Wichern, 2014).
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4. SONUCLAR

Bu tezde deneysel dagilim fonksiyonuna dayanan, dagilimdan bagimsiz, tam sonuglar
veren, birden fazla boyutlarda da basit bir algoritmayla calisan ve ayrica her boyutta ayni
kritik tablo degerlerini kullanan yeni ¢ok degiskenli deneysel uyum iyiligi testi, ¢ok
degiskenli normal dagilima uygunluk i¢in Onerilmistir. Ayrica ki-kare ve Kolmogorov-
Smirnov uyum iyiligi testleri tek degiskenli uyum iyiligi testlerinden en ¢ok kullanilan ve en
cok bilinen iki testtir. Bu tezde de tek degiskenli Kolmogorov-Smirnov testinin ¢ok
degiskenli duruma uyarlanmasiyla ilgilenilmistir.

Onerilen test yonteminin dagilimdan bagimsiz olmasi, dogru ve tutarli calismast, testin
giicii bakimindan diger yontemlere gore yliksek ¢ikmasi, ¢ok boyutlu verilerde basit bir
algoritmayla galigsmasi ve de ¢ok boyutlu verilerde de ayni kritik tablo degerlerini kullanmasi
Onerilen testin diger ¢ok degiskenli normallik testlerine gore tercih edilebilirligini
gostermektedir.

Onerilen gok degiskenli KS test istatistiginin dogrulugunu ve gegerliligini test etmek
icin iki farkli simiilasyon ¢aligmasi yapilmistir. Simiilasyonun birinci kisminda 6nerilen ¢ok
degiskenli KS test yonteminin Monte Carlo yaklasimi ile tablo degerleri elde edilmistir.
Tablolarn  her biri farkli boyutlarda (p = 1,2,3,5,10) ve farkli ylizdelikler
{0.75,0.80,0.85,0.90,0.95,0.975, 0.99,0.995, 0.9975,0.999} alinarak olusturulmustur.
Tablo degerleri olusturulurken, verilerin bagimli olmasi g6z dniinde bulundurularak normal
dagilimdan veriler iiretilmistir. Ayrica her bir tablo icin ortalama mutlak yiizde hata (mean
absolute percentage error (MAPE)) hesaplanmigtir.

Tablolardan elde edilen tim MAPE degerleri incelendiginde 0.0215’den kiigiik
oldugu ve tek degiskenli KS testi tablosuyla benzerliginin en az %97.85 olarak hesaplandigi
goriilmiistiir. Ayrica her bir tablo farkli parametrelerle 100 kez tekrar elde edilmistir ve
MAPE degerleri hesaplanmigtir. MAPE degerlerindeki degisim kutu grafigi ile
gosterilmistir. Kutu grafikleri incelendiginde onerilen ¢ok degiskenli KS testinin kritik
tablosunun tek degiskenli KS testi kritik tablosuyla benzerliginin rastgele olmadigi
ispatlanmistir. Nitekim c¢ok degiskenli normal dagilimin ortalama ve kovaryans matrisi
rastgele olarak secilmistir. Benzer sekilde farkli ortalama ve kovaryans matrisi kullanilarak
da aym tablo degerleri elde edilebilmektedir. Dolayisiyla onerilen MVKS testi igin tiim
boyutlarda ayni kritik tabloyla ¢ok degiskenli normallik testi gergeklestirilebilecektir.
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Diger yandan arastirma konusu olan hipotezde ortalama ve kovaryans matrisinin
verilmemesi durumunda eger ortalama ve kovaryans matrisi 6rneklemden hesaplanirsa
Kolmogorov-Smirnov test yerine Lilliefors testi kullanilmaktadir. Bu durumda KS tablosu
yerine Lilliefors tablosuna bakilmasi gereckmektedir. Bu tezde, bununla ilgili tablo degerleri
sadece verinin iki degiskenli oldugu durumda hesaplanmustir. iki degiskenli Lilliefors kritik
tablosu incelendiginde MAPE degeri 0.0172 olarak bulunmustur ve tek degiskenli Lilliefors
testi tablosuyla benzerligi %98.28 olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla 6nerilen MVKS testi
Lilliefors testi i¢in de ¢aligmaktadir.

Simiilasyonun ikinci kisminda, iki boyutlu 6rneklem icin Peacock, Fasano ve
Franceschini ve Justel vd.’in 6nermis olduklar1 iki degiskenli KS test istatistikleri ile MVKS
testinin (iki degiskenli durum) L. tip hata ve giic bakimindan karsilastirilmalart yapilmistir.
I. tip hata degerleri farkli orneklem sayilarinda (n = 15,30,50,100,200,500) tiim
yontemler icin hesaplanmustir. I. tip hata karsilastirmasi incelendiginde, drneklem sayisi
arttikca P ve J yontemlerinin 1. tip hata degerleri hem X; and X, i¢in artmistir. Fakat P
yonteminde I. tip hata degerleri her bir 6rneklem i¢in %2’yi gegmezken, J yonteminde ise
%5’den olduk¢a fazla ¢ikmistir. Kovaryans matrisleri ‘X;’ ve ‘X,’ i¢in I. tip hatalar
incelendiginde bu iki testin tutarli ¢alismadigi goriilmektedir. Diger yandan FF ve MVKS
yontemlerinin 1. tip hata degerleri hem X; hem de X, i¢in %5 civarinda degisim
gostermektedir. Bu durumda bu yontemlerin diger P ve J yontemlerine gore daha tutarli ve
dogru calistig1 sdylenebilir.

Testin glicii karsilagtirilmalarinda ilk olarak yokluk hipotezi iki degiskenli standart
normal dagilim olarak belirlenmistir. Alternatif hipotez de ¢cok degiskenli simetrik (eliptik)
dagilimlardan secilmis ve gii¢c degerleri hesaplanarak karsilastirilmistir. Daha sonra, yokluk
hipotezi iki degiskenli standart normal dagilim olarak belirlenmistir. Alternatif hipotez ise
cok degiskenli simetrik olmayan dagilimlardan seg¢ilmis ve testin giicli karsilastirilmalari
yapilmistir. Testin giicli karsilastirmalari, simetrik ¢ok degiskenli (Normal, Laplace,
Student-t, Cauchy, Logistik, Uggen ve Diizgiin) ve simetrik olmayan cok degiskenli (Ustel
ve Ki-kare) dagilimlarindan rastgele sayilar tiretilerek yapilmistir. Simetrik dagilimlar igin
yapilan testin giicii karsilastirilmalarinda 6rneklem sayis1 artikga testin giicii tim yontemler
icin de artmaktadir. Ayni sartlar altinda kiigiik 6rneklemlerde P yontemi testin giicii
bakimindan diisiik ¢iksa da 6rneklem biiyiikliigi arttikga tiim yontemler igin de testin giicii
artmaktadir. Genel olarak P yonteminin gii¢ degeri diisiik, J yonteminin ise yiiksek ¢ikmistir.

FF ve MVKS yontemlerinin testin giicii degerleri 6rneklem sayist ne olursa olsun birbirine
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yakin ¢ikmis ve ¢ogu durumda MVKS testi FF testine gore daha yiiksek gii¢c degerlerine
sahip ¢cikmistir. Simetrik olmayan dagilimlar i¢in yapilan testin giicii karsilagtirilmalarinda
orneklem sayisi arttikca testin giicli tim yontemler i¢in de artmaktadir. Ayni sartlar altinda
kiiciik 6rneklemlerde P yontemi testin giicli bakimindan diger yontemlere gore diistik ¢iksa
da orneklem biiyiikligii arttikga tiim yontemler igin de testin giicii artmaktadir. Hatta
orneklem sayist arttikga J ve MVKS testlerinin testin giicii degeri ‘1’ degerine dogru
artmaktadir. Sonug olarak, P ve J yontemlerinin L. tip hata karsilagtirilmalarinda tutarsiz ve
dogru c¢alismadigi g6z Oniine alindiginda FF ve MVKS arasinda testin giicl
karsilagtirilmasin1 yapmak daha dogru olacaktir. Bu durumda MVKS, FF yontemine gore
daha yiiksek gii¢ degerine sahip ¢ikmustir.

Son olarak dnerilen ¢ok degiskenli KS testi bes farkli gercek hayat problemlerinde
uygulanmistir. Gergek verilerden elde edilen ¢ok degiskenli normallik testi sonuglart ile
literatiirdeki deneysel ve teorik dagimlar arasindaki farki kullanmayan diger ¢cok degiskenli
normallik testleri ile elde edilen sonuglar karsilastirildiginda oldukca benzer sonuglar elde
edilmistir. Bu sonugla beraber onerilen MVKS testinin tutarli, kesin ve dogru sonuglar elde

ettigi sOylenebilir.
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5. ONERILER

Doktora tezi olarak sunulan bu ¢alismada, ¢ok degiskenli normallik i¢in ¢ok degiskenli
Kolmogorov-Smirnov (MVKS) uyum iyiligi testi sunulmustur. Bu tez konusu ile ilgili
caligma yapmak isteyecek arastirmact ve uygulayicilara iletmek istenilen Oneriler asagidaki
gibi belirtilmistir:

e Onerilen test, deneysel dagilim fonksiyonu ile teorik dagilim fonksiyonu arasindaki
farka dayanmaktadir. Bu farka dayanan diger tek degiskenli normallik testleri de cok
degiskenli durum i¢in uyarlanabilir.

e Bu tezde Lilliefors testinin sadece iki degiskenli oldugu durumda kritik tablo degeri
hesaplanmistir. Ikiden fazla boyut icin diger tablolarm MAPE ve giic
karsilastirmalarini iceren bir ¢calisma yapilabilir.

e Bu tezde sadece ¢ok degiskenli normal dagilim i¢in uyum iyiligi testi sonuglar
verilmistir. Diger c¢ok degiskenli dagilimlar i¢in de uyum iyiligi testi
gerceklestirilebilir.

o Degiskenler bagimsizlastirilirken ¢ok degiskenli normal dagilimin simetrik
olmasindan yararlanilarak matrisin ters alma islemi gerceklestirilmistir. Diger
dagilimlar i¢in bu bagimsizlastirma islemi Rosenblatt teoremi yardimiyla

genellestirilebilir.
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