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Yiiksek Lisans

OZET

KUTUPSAL KOORDINATLARDA Ki-KARE VE KOLMOGOROV-SMIRNOV UYUM
IYILIGI TESTLERI

Ayse PAK
Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dal1
Danisman: Yrd. Dog¢. Dr. Orhan KESEMEN
2017, 67 Sayfa

Kutupsal koordinat sistemi, iki boyutlu bir sistemdir. Bu sistem, matematik, fizik,
mithendislik, denizcilik, robot teknolojisi, ugak savarlar, insansiz hava araglari, telefon
vericileri gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Kutupsal koordinat sisteminde, iki koordinat arasindaki iligskinin a¢1 ve uzaklik
degerleri ile daha kolay ifade edildigi durumlarda kullanilir. Boyle bir iliski de
trigonometrik formiiller yardimiyla belirlenir.

Bu calismada, bazi iki degiskenli dagilim fonksiyonlari kutupsal koordinat
sisteminde tanimlanmis ve bunlardan rastgele sayilar iiretilmistir. Bu tanimlamalarda,
olasilik yogunluk fonksiyonun agisal degisimi sabit alinirken uzamsal degisimi tek
degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu temel alinarak yapilmistir.

Kutupsal sistemde iiretilen rastgele sayilar i¢in gelistirilen Ki-Kare ve Kolmogorov-

Smirnov uyum iyiligi testleri denenmis ve benzetimlerinin sonuglari tablo halinde

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kutupsal Dagilim Fonksiyonlari, Kutupsal Dagilim
Fonksiyonlarindan Rastgele Sayr Uretme, Kutupsal Verilerde
Histogram, Kutupsal Sistemde Ki-Kare Uyum lyiligi Testi, Kutupsal
Sistemde Kolmogorov-Smirnov Uyum lyiligi Testi.
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Master Thesis

SUMMARY

CHI-SQUARE AND KOLMOGOROV-SMIRNOV GOODNESS OF FIT TESTS IN
POLAR COORDINATES

Ayse PAK

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistical and Computer Science Graduate Program
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Orhan KESEMEN
2017, 67 Pages

The polar coordinate system is a two-dimensional system. This system is used in
many areas such as mathematics, physics, engineering, maritime, robot technology,
airplanes, unmanned aerial vehicles, telephone receivers.

In the polar coordinate system, the relationship between the two coordinates is used
in situations where it is more easily expressed with angular and spatial values. Such a
relationship is also determined by the help of trigonometric formulas.

In this study, some bivariate distribution functions are defined in the polar coordinate
system and random numbers are produced from them. In these definitions, when the
angular change of the probability density function is fixed, the spatial variation is made
based on univariate probability density function.

In the polar system, developed for random numbers generated Chi-Square and
Kolmogorov-Smirnov goodness of fit tests have been tried and the results of the

simulations are tabulated.

Key Words: Polar Distribution Functions, Random Number Generation In Polar
Distribution Functions, Histogram In Polar Data, Chi-Square Goodness Of
Fit Test In Polar System, Kolmogorov Smirnov Goodness Of Fit Tests In
Polar System.
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1. GENEL BIiLGILER

Istatistik teorisinin temel dayanagini dagilim fonksiyonlar1 olusturmaktadir. Dagilim
fonksiyonlar1 icin daha cok tek degiskenli dagilimlar iizerinde durulmaktadir. iki
degiskenli durumlarda iki degiskenin ortak dagilim fonksiyonlari kullanilmaktadir. Bu
ortak dagilim fonksiyonlar1 bazi hesaplamalarda sorunlara neden oldugundan bu
fonksiyonlarin daha ¢ok marjinal ve kosullu dagilim fonksiyonlar: tercih edilmektedir. Her
dagilim fonksiyonunun temsil ettigi rastgele degisken X, aldig1 degerler kiimesinin
icerigine gore siirekli ve kesikli olarak incelenmektedir. Bu calismada yalnizca siirekli

dagilim fonksiyonlari iizerinde durulmustur.
1.1. Tek Degiskenli Dagilim Fonksiyonlari

Rastgele degisken, dnceden sonucu bilinmeyen bir olayin ger¢eklesmesi durumunda
ortaya ¢ikabilecek sonuglari temsil eder. X siirekli rastgele bir degisken olsun. X bir
aralikta ya da birden fazla aralikta sonsuz degeri alabiliyorsa X’e siirekli rastgele degisken
denir.

X € (—o0,+00) araliginda tanimlanan bir siirekli rastgele degisken olsun. Eger X

stirekli rastgele degiskenin x’den kiigiik olmasi olasiligi (Ramachandran ve Tsokos, 2014),

Fy(x) =Pr[X <x], x € (—o, ) Q)

bigiminde verilen Fy(x) fonksiyonuna X’in birikimli dagilim fonksiyonu (CDF) denir. Bu
dagilim fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglamalidir (Hines vd., 2008).

1. 0<SFi(x)<1, —oo<x< o,

2. lim,__, Fx(x) = 0velim,_,, Fxy(x) =1,

3. Fx(x) azalmayan bir fonksiyondur,

4. Eger Fy(x) fonksiyonu siirekli ise, limg_o[Fy(x + &) — Fxy(x)] = 0 esitligi

saglanmalidir.
Stirekli dagilim fonksiyonu icin verilen 4. kosula gore X rastgele de8iskenin bir

degere esit olmas1 olasiligi,



Pr(X =x) = }Si_r%[FX(x +6)—Fx(x)]=0, 6>0 (2)

bigiminde verilmektedir. Dolayistyla bir noktadaki olasilik 0 olmaktadir. Ote yandan Fy(x)

fonksiyonun bir noktadaki tiirevi ise,

d
fx(x) = d_xFX(x) 3)

biciminde verilmektedir. Burada fx(x), olasilik yogunluk fonksiyonu (PDF) olarak ifade
edilmektedir. Ayni1 sekilde tersten gidersek birikimli dagilim fonksiyonu,

Felx) = f fe() dt 4

biciminde bulunabilir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun asagidaki kosullari saglamasi

gerekir (Neter vd., 1988).
1. fx(x) =0,
2. [, fxG)dx =1,

3. fx(x) parcali stireklidir.

Baz1 yaygin dagilim fonksiyonlarinin olasilik yogunluk fonksiyonlari ve birikimli

dagilim fonksiyonu devam eden boliimlerde verilmistir.
1.1.1. Diizgiin Dagilim

X stirekli rastgele degiskeninin tanim bolgesi sonlu bir {a < X < b} araligi olsun.

Diizgiin dagilima sahip X’in olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
) as<x<b
fx;ab)=<b—a )

0, diger yerlerde

bigiminde verilmektedir. Diizgiin dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu [1,3] araliginda

tanimli olursa Sekil 1’deki biciminde gosterilir.
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Sekil 1. Diizgiin dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

X diizgiin rastgele degiskenin dagilim fonksiyonu ise,

1
b—adt' a<x<bh (6)

X
Fx(x;a,b) = f

bigiminde tanimlanmaktadir. Bu esitlikte aralik disindaki PDF degerleri 0 oldugundan (6)
esitligi,

X
1
FX(x;a,b)=] —dt, a<x<bh (7
a

b—a

bigiminde yazilabilir. (7) esitliginde integral alinir sinirlar yerine konursa CDF ifadesi,

0, x<a
Fy(x;a,b) = x—d a<x<b 8
X(l!) b_a' ()
kl, x>b

bi¢iminde bulunur. Sekil 1’de verilen 6rnek PDF grafiginin CDF grafigi Sekil 2’de

verilmistir.
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Sekil 2.  Diizgiin dagilimin dagilim fonksiyonunun grafigi

1.1.2. Ustel Dagilim

Ustel dagilmm PDF ifadesi, [0,%) araliginda azalan bir fonksiyon olarak

tanimlanmaktadir. X siirekli rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

e ™™ x>0
fx(x;2) = , A>0 )
0, x <0

bigiminde verilmektedir. Ustel dagiliminin A = 1 parametresine gore PDF grafigi Sekil

3’deki gibidir.

Sekil 3. Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

Birikimli dagilim fonksiyonu ise,

x
Fy(x, A =j Ae Mdt, 1>0
X( ) o (10)



biciminde tanimlanir. Bu tanima gore {istel dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu,

0, x<O0
Fy(x,A) = (11)
1—e™, x>0

bi¢ciminde yazilabilir. A = 1 parametreli CDF fonksiyonunun grafigi,

2.5 3 3.5 4

Sekil 4. Ustel dagilimin dagilim fonksiyonun grafigi

bi¢iminde verilmektedir.
1.1.3.Normal Dagilim

Olasilik ve istatistik biliminde en Onemli dagilim normal dagilimdir. Normal
dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,
1 1(@)2

e 2\ o
oV2m

fle;u,0) = —00<x < (12)

biciminde verilmektedir. u = 2 ve ¢ = 0.7 parametreli normal dagilimin PDF grafigi Sekil

5’te verilmistir.



Sekil 5. Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

Normal dagilimin CDF ifadesi,

x 1 _(t-w?
Fx(x;u,0) = ] NP 207 dt (13)

bi¢giminde tanimlanmaktadir (Ramachandran ve Tsokos, 2014). (13) esitliginde integral
islemi analitik olarak gerceklestirilemedigi icin sayisal yontemler kullanilarak tablo
degerleri hesaplanmaktadir. Hesaplanan tablo degerlerine gore Sekil 5’te verilen PDF

grafigi verilen normal dagilimin CDF grafigi,

= 0.5

Sekil 6. Normal dagilimin dagilim fonksiyonunun grafigi

bi¢iminde verilmektedir.

1.1.4.Ucgen Dagilim

Olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi tiggen seklinde olan dagilima iiggen dagilimi

denir ve iiggen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,



(0, x<a

2(x —a)
<x<c
- —, <x<
f(x;a,b,c)=<( 2(6[?5696) a) .
(b—a)(c—a)’ sx<b
\0, x>Db

(14)

bicimindedir. {a = 1, ¢ = 2, b = 3} parametreli iicgen dagilimin PDF grafigi Sekil 7’de

verilmistir.
1k . i
X 05- 1
0 | 1 | . | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3.5 4
X
Sekil 7. Uggen dagilimin olasilik fonksiyonunun grafigi
Uggen dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu ise,
0, x<a
(x —a)?
<
N R T R
X(x! a, !C) =9 (b _ X)Z < (15)
(b—a)(b—rc) T
\1, x>Db

bi¢ciminde bulunmaktadir. Sekil 7°de PDF grafigi verilen tiggen dagilimin CDF grafigi,
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Sekil 8. Uggen dagilimin dagilim fonksiyonunun grafigi

biciminde verilmektedir.

1.2. ki Degiskenli Dagihm Fonksiyonlar:

Glinimiizde iki degiskenli dagilim fonksiyonlarindaki caligmalar giderek Onem

kazanmaya baslamistir (Kesemen vd., 2016). iki degiskenli olasilik fonksiyonlar:

tanimlanirken iki degiskenin ortak olasilik fonksiyonu dikkate alinmaktadir. Ortak olasilik

fonksiyonlar1 ile yapilan islemlerde fonksiyonlar daha karmasik hale gelmesi iglemlerin

yapilmasint zorlastirmaktadir. Bu durumda ortak olasilik fonksiyonlar1 yerine bu

fonksiyonun marjinal ve kosullu olasilik fonksiyonlar1 kullanilmaktadir.

1.2.1.Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Olasilik teorisinde, (X,Y) (—oo0, ) arasinda tim degerleri alabilen siirekli bir

rastgele degisken olsun. Eger bu rastgele degiskenlerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

genelde fyy(x,y) olarak gosterilir. fx y(x,y) fonksiyonun iki degiskenli olasilik yogunluk

fonksiyonu olabilmesi i¢in asagidaki kosullar1 saglamasi gerekir. Bu kosullar,
1. f(x,y)=0, Vx,y
2. [2 0% fluy)dxdy =1

bi¢iminde verilir.



1.2.2. Ortak Birikimli Dagilim Fonksiyonu

(X,Y) iki boyutlu bir rastgele degisken olsun. Bu rastgele degiskenlerin ortak

birikimli dagilim fonksiyonu asagidaki bi¢cimde hesaplanmaktadir.

Fix,y)=PX =xY <y) (16)

Olasilik yogunluk fonksiyonu yardimiyla birikimli dagilim fonksiyonu,

Yy  rx
F(x,y) =j_ j_ f(u,v)du dv (17)

bigiminde bulunur.

1.2.3. Marjinal Olasilik Yogunluk Fonksiyonlar

Birgok problemde iki degiskenli ortak olasilik yogunluk fonksiyonlari ile yapilan
islemlerde sikintilar ¢iktigi i¢in bu fonksiyonlarin marjinal fonksiyonlar1 tercih
edilmektedir.

(X,Y) iki degiskenli siirekli rastgele degiskenler olsun. X rastgele degiskenin

marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu

fx (%) :f_ fxy(x,y) dy (18)

biciminde tanimlanir. Ayni sekilde Y rastgele degiskenin marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu,

fr) = f fey(6,y) dx (19)

bigiminde bulunur.
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1.2.4.Marjinal Birikimli Dagilim Fonksiyonlari

Marjinal birikimli dagilim fonksiyonlar1 tek degiskenli dagilim fonksiyonlarinda
oldugu gibi marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari yardimiyla bulunur. X rastgele

degiskeninin birikimli dagilim fonksiyonu,

Fe(x) = f fe () dx (20)

biciminde bulunur. Ayni sekilde Y rastgele degiskenin marjinal birikimli dagilim

fonksiyonu,

y
Fy(y) = f_ fr(y) dy (21)

bi¢iminde bulunur.
1.2.5. Kosullu Olasihik Yogunluk Fonksiyonlari

(X,Y) rastgele degiskenleri birbirinden bagimsiz olduklarinda ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu iki degiskenin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunun g¢arpimi
seklinde yazilabilir. Ancak degiskenleri bagimli olmasi durumunda ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu marjinal fonksiyonu ile kosullu fonksiyonlarinin ¢arpimi sekilde yazilabilir.

Y rastgele degiskeninin degeri verildiginde X rastgele degiskeninin kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonu,

Few Gely) =1 f(x(y y)) 22)

biciminde bulunmaktadir. Aymi sekilde X ratgele degiskeninin degeri verildiginde Y

rastgele degiskeninin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,
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f(x,y)
fx () (23)

fY|X(Y|x) =

bi¢iminde bulunur.
1.2.6. Kosullu Birikimli Dagilim Fonksiyonlar:

Kosullu birikimli dagilim fonksiyonlari, kosullu olasilik yogunluk fonksiyonlar

yardimiyla bulunabilmektedir. X rastgele degiskenin kosullu birikimli dagilim fonksiyonu,

FarGel) = | fue el (24)

biciminde bulunur. Benzer sekilde Y rastgele degiskenin kosullu birikimli dagilim

fonksiyonu,

y
Fyx () = f fox 1) dy (25)

bi¢iminde bulunur.
1.3. Grafiksel Veri Ozetleme (Histogram)

Histogram, verilerin grafiksel olarak Ozetlenmesinde en yaygin kullanilan bir
gosterim seklidir. Bu gosterimde Once esit araliklarda siniflar belirlenir. Daha sonra
siiflara diisen verilerin sayilart (frekanslar) bulunur. Bu frekanslarin gosterildigi siitun

grafikler cizilerek histogram elde edilir.
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Sikliklar (frekanslar)

0
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Siniflar

Sekil 9. Tek degiskenli verilerin sikliklarini gosteren grafik (Histogram)

Histogramlarin elde edilmesinde kullanilan esit araliklar iki degiskenli Kartezyen

koordinatlarda esit alanlar olarak verilmektedir.

2]
/

Sikliklar (frekanslar)

Siniflar Siniflar

Sekil 10. Iki degiskenli verilerin sikliklarimi gdsteren grafik (Histogram)

Veriler genelde esit araliklarda veya alanlardaki sikliklarin gdsteriminde kullanildig:

gibi farkli araliklarda veya alanlarda da gosterilmektedir.

1.4. Uyum lyiligi Testleri

Bir veri kiimesinin verilen dagilimdan gelip gelmediginin arastirilmas i¢in kullanilan
testlere uyum iyiligi testleri denir. Bu alanda ilk ¢alisma Pearson tarafindan 1900 yilinda
Ki-kare testi olarak gelistirilmistir (Gibbons ve Chakraborti, 2011). Bu yontemin basit ve
birgok alana kolayca uygulanabilir olmasi testin giiniimiize kadar giincelligini korumasin

saglamistir. Ayrica Ki-kare dagilimmin bilinmesi ¢ogu zaman tercih edilen klasik bir
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teknik haline gelmesini saglamistir. Daha sonraki yilarda daha duyarli teknikler olan
deneysel dagilim fonksiyonuna dayali tekniklerin gelistirilmistir.

Deneysel dagilim fonksiyonuna dayali uyum iyiligi testlerinden en yaygin kullanilani
Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligi testidir. Bu test yontemi daha ¢ok normallik testlerinde
kullanilmasma ragmen diger dagilimlar i¢in de kullanilmaktadir. Kolmogorov-Smirnov
testi yapilirken kitle parametreleri arastirmaci tarafindan bilindigi varsayilir. Ancak ¢ogu
durumda parametreler bilinmez. Bu durumda Lilliefors testi tercih edilmektedir. Fakat,
Anderson-Darling testi veya Shapiro-Wilk testi normallik sinamasi olarak hem Lilliefors
testinden hem de Kolmogorov-Smirnov tek 6rneklem normallik testinden daha giiglii

oldugu gosterilmistir (Gibbons ve Chakraborti, 2011).

1.4.1.Ki-Kare Uyum lyiligi Testi

Ki-kare testi elde edilen gbzlem verilerinin segilen bir dagilima uyup uymadigini test
etmek i¢in kullanilan basit bir yontemdir. Bu yontem, biyoloji, cografya, miihendislik, tip
ve psikoloji gibi birgok alanda yaygin bir bigimde kullanilmaktadir.

Bu testin temeli sifir (yokluk) hipotezi (H,) ve karsit hipotez (H;) seklinde verilen
iki hipoteze dayanmaktadir. Bu hipotezler,

H,: Gozlem degerleri Fy(x) dagilimindan gelmektedir,

Hy: Gozlem degerleri Fy(x) dagilimindan gelmemektedir,
biciminde verilmektedir. Burada F,(x) gozlem degerlerinin geldigi one siiriilen dagilim
fonksiyonudur. Ayrica testlerin yapilmasinda bir yanilma payr (a) belirlenerek testler
gerceklestirilir.

Stirekli fonksiyonlarda Ki-kare testi yapilabilmesi i¢in Oncelikle sinif sayisinin ve
siif araliginin belirlenmesi gerekir. Smif sayist (c¢) belirlenmesinde literatiirde degisik

calismalar olmasina ragmen ¢ogu zaman arastirmacinin tercihine birakilir. Sif genisligi,

Xpn — X1
Ax =

c (26)

biciminde bulunur. Burada x; verideki en kiigiik degeri, x,, ise verideki en biiylik degeri

gostermektedir. j. sinifin alt siniri,
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Lj =x+ (] —1).Ax, j=12,..,c (27)
biciminde hesaplanirken {ist siniri,
Uj =x,+j.Ax, j=12,..,c (28)

bi¢iminde hesaplanmaktadir.

Her sinif araligina diisen gozlem sayisi (gozlenen frekanslar),

0_2":{1, LSx<U
U - 0, diger yerlerde’ b et (29)
i=

bi¢iminde hesaplanirken beklenen frekanslar,

B =nlR(U) = o)} j =12, c @0

bigiminde hesaplanmaktadir. Beklenen ve gozlenen frekanslar yardimiyla ki-kare degeri,
c 2
2 _ Z (0, - E)
Ah / Ej (31)
j=1

bi¢ciminde hesaplanir.

Bir sonraki adim verilen yanilma payina gore H hipotezinin gerceklesmesi igin Ki-
kare dagilimindan (1 — @) giiven katsayisin veren y2Z,_, degerinin bulunmas gerekir. Bu
ise ki-kare tablosundan (O'connor vd., 2012) yararlanarak bulunur. Sonug¢ olarak (32)
esitsizliginin dogru olmasi durumunda H kabul edilmis olur. Aksi durumda karsit hipotez

kabul edilmis olur.

Xh < Xpi-a (32)

Burada v degeri serbestlik derecesini gosterir ve v = ¢ — 1 olarak bulunur.
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1.4.2. Kolmogorov-Smirnov Uyum lyiligi Testi

Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligi testi, Deneysel dagilim fonksiyonlu testler
igerisinde en ¢ok bilinenidir.

Kolmogorov-Smirnov testi ilk olarak 1933 yilinda Kolmogorov tarafindan
gelistirilmistir. Bu test yontemi rastgele secilmis bir 6rneklem grubuna uygulanmistir.
Smirnov ise 1939 yilinda Kolmogorov testini iki bagimsiz 6rneklem grubu i¢in kullanilan
uyum iyiligi testine uyarlamistir. Daha sonralar1 benzerliklerinden dolay1 bu test yontemi
Kolmogorov-Smirnov testi olarak isimlendirilmistir (Massey Jr, 1951; Sheskin, 2003).

Tek 6rneklem Kolmogorov-Smirnov testi i¢in x = {xy, x5, ..., X, } 6rnek degerlerinin
bagimsiz ve siirekli 6zdes bir dagilimdan F(x) elde edildigi varsayilsin. Bu dagilim i¢in

asagidaki yokluk hipotez,

Hy: F(x) = Fo(x) (33)
ve karsit hipotez,

Hy: F(x) # Fo(x) (34)

verildiginde bu dagilimm Fy(x) dagilimina esit oldugunu smamak i¢in Kolmogorov-
Smirnov testi yapilir. Kurulan hipotezi dogrulugunu test etmek icin Oncelikle test

istatistiginin belirlenmesi gerekir. Kolmogorov-Smirnov test istatistigi D,,,

Dy, = max_; (|F, (x;) — Fo(x;)]) (35)

bigiminde hesaplanir. Burada F,(x) fonksiyonu deneysel dagilim fonksiyonu olarak

tanimlanmakta ve

I, %)
E,(x;) = ;l , 1=12,..,n (36)

bi¢iminde hesaplanmaktadir. Burada I(x;,x) fonksiyonu gosterge fonksiyonu olarak

tanimlanmakta ve
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n

1, x, <x;
I(xin) = Z {0’ X > x: (37)

k=1
bi¢ciminde hesaplanmaktadir.
1.1. iki Degiskenli Uyum lyiligi Testleri

Iki degiskenli uyum iyiligi testlerinde ki-kare testi tek degiskenlide oldugu gibi
kullanilmaktadir (Royen, 1991; Morrison, 1998). iki degiskenlide yalnizca smif aralig
yerine sinif alan1 tanimlanmaktadir. Bu alanlar esit olmasi ii¢ boyutlu histogramlarin iki
degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonuna benzerliginin gorsel olarak ortaya konmasinda
yararli olmaktadir.

Iki degiskenli ki-kare test istatistigi,

O — Ei)’
1= Z( JkE Jk) (38)

bigiminde hesaplanmaktadir. Burada C, ve C, sirasiyla yatay ve disey smnif sayisini
vermektedir. Bu teste serbestlik derecesi v = C,C,, — 1 olarak hesaplanmaktadir.

Iki degiskenli deneysel dagilim tabanli (Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, ...)
uyum iyiligi testleri birgok ¢alisma bulunmaktadir (Bakshaev ve Rudzkis, 2017; Justel vd.,
1997). Bu c¢alismalar hesaplama alanini1 4 pargaya bolerek bunlarin igerdikleri dagilim
fonksiyonlarima gore uyum 1iyiligi testleri yapmaktadirlar. Ancak bu ydntemler tam
anlamiyla oturmadiklari i¢in bu ¢alismada yalnizca tek degiskenli marjinal fonksiyonlar

icin Kolmogorov-Smirnov uyum iyiligi testleri kullanilmistir.
1.2. Kutupsal Koordinat Sistemi

Kutupsal koordinat sistemi iki boyutlu bir koordinat sistemi olarak bilinmektedir. Tki

boyutlu bir diizlemde bulunan bir noktanin (x, y) baslangi¢ noktasina (0,0) dogru uzanan
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bir dogru pargasinin uzunlugu (r) ve bu dogru pargasinin yatayla yaptigi a1 (6) cinsinden
ifade edilmesidir.

Kutupsal koordinat sistemi bir nokta a¢1 ve uzaklik ile daha kolay ifade edildigi
durumlar i¢in kullanilmaktadir. Kutupsal koordinat sistemlerinin kullanim alanlar
denizcilik, miihendislik, robot teknolojisi, telefon vericiler, ucak savarlar gibi alanlarda
kullanilmaktadir. Ornegin denizcilik alaninda radar islemleri ve hedefi belirleme amaciyla
kullanilir, robot teknolojisinde robotun hangi yonde nasil kullanilacagi belirlemek
amaciyla kullanilir.

Kutupsal sistemde agilar, genel olarak ya derece ya da radyan cinsinden ifade edilir.
Kullanim alanindaki ihtiyaca gore ya derece segilir yada radyan segilir. Ornegin;
Denizcilik uygulamalarinda derece 6l¢iisii kullanilirken, Fizik uygulamalarinda 6zellikle
de donilis mekanigi gibi uygulamalarda radyan 6l¢iisii kullanilmaktadir. Eger verilen 6lgii

degeri radyan cinsinden verilmis ve derece 6l¢iisiine ihtiyag¢ var ise radyandan dereceye,

P° = % 180
- (39)

biciminde bulunurken, derece oOlgiisii verilmis ise ve radyan Olgiisiine ihtiya¢ var ise

dereceden radyana,

0 =—m (40)

bi¢iminde bulunur.
Kartezyen koordinat sisteminde verilen bir nokta (x,y) ikilisi ile gosterilmektedir.
Bu ikilinin kutupsal koordinat sisteminde gosterimi (6,7) biciminde gosterilmektedir

(Sekil 11).
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r.Cos(6) 0,7r) = (x,y)

6 = atan2(y, x)

Sekil 11. Kartezyen ve kutupsal koordinat sistemleri arasindaki iliskilerin
gosterimi

Kartezyen koordinat sisteminden kutupsal koordinat sistemin doniisiim yapilirken,

r= @A (@1)
ve

0 = atan2(y,x) (42)
esitlikleri kullanilirken, kutupsal koordinattan kartezyen koordinata doniisiimlerde

x =1.cos(6) (43)
ve

y = r.sin(0) (44)

esitlikleri kullanilmaktadir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Iki degiskenli dagilim fonksiyonlar1 genelde kartezyen koordinatlarda
tanimlanmaktadir. Ancak bazi uygulamalarda kutupsal gosterimin oldugu alanlarda
bulunmaktadir. Bu alanlarda yapilacak iglemlerin kutupsal degiskenlerle yapilmasi daha
saglikli sonuglar verecektir. Bu uygulama alanlarina,

e Denizcilikte gemilerin konumlarini belirlenmesinde,

e Savunma sanayisinde radar ile nesne belirlenmesinde,

¢ Robot Teknolojisinde robot kolunun hareket ettirilmesinde,

e Ucak savarlar hedef belirlemesinde,

e Insansiz hava araglarinin hedef belirleme ve yonlendirilmesinde,

e Telefon ve televizyon vericilerine gore istatistiklerin elde edilmesi,
e Havaya zehirli gaz yayan bir fabrikanin etkisinin incelenmesi,

bi¢iminde 6rnekler verilebilir.
2.1. Kutupsal Dagihim Fonksiyonlar:

Olasilik teorisinde iki degiskenli olasilik fonksiyonlarinin kullanimi giderek
artmaktadir (Kesemen vd., 2016). Kartezyen koordinatlarda daha ¢ok kullanim alani bulan
iki degiskenli dagilim fonksiyonlar1 bir¢ok durum i¢in kutupsal koordinat sistemine ihtiyag
duymaktadir. Kutupsal dagilim fonksiyonlarinda kutupsal koordinatlar kullanilir. Bu
koordinatlar baslangi¢ noktasindan olan uzaklik (r) ve yatay eksenle yaptigi a¢1 (6) dir.

Kartezyen koordinatlarda kullanilan iki degiskenli birikimli dagilim fonksiyonu,

Yy X
Fxy(x,y) = j_ f_ fxy(x,y) dx dy (45)

bi¢ciminde tanimlanirken kutupsal birikimli dagilim fonksiyonu (Papoulis ve Pillai, 2002;
Ertel ve Reed, 1999),

6 ,r
For@) = [ [ for@.r)rdr s 46)
0 0
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bigiminde tanimlanmaktadir. Burada,

fxy(x,y) = for(6,7) (47)
denkligi s6z konusu ise,

dA =dxdy =rdrdo (48)

esitligi ise en kii¢iik hesaplama birimi olarak alinmaktadir (Kreyszig, 1999). Bu birim Sekil
12°de gosterilmistir.

-
>

X

Sekil 12. Kutupsal en kii¢iik birim alanin gosterimi

2.1.1. Kutupsal Diizgiin Dagilim Fonksiyonu
(5) esitliginde tek degiskenli kartezyen koordinat sisteminde diizgiin dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonu gosterilmektedir. Agisal degisim sabit alinarak kutupsal

koordinatta diizgiin dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(6,r;a,b) =c (49)

biciminde tanimlanmaktadir. Burada olasilik yogunluk fonksiyonu baslangic noktasi

etrafinda simetrik bir dagilim gostermektedir. Ote yandan pozitif eksendeki kisim y ekseni
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etrafinda dondiiriildiigiinden ¢ 6lgek sabitinin ne olacagini bulmak gerekir. Bu islem i¢in

olasilik yogunluk fonksiyonun tanim boélgesi icerisinde integrali tanimlanip 1 esitlenirse,

2w b
f f cpdpdf =1 (50)
0 a

esitligi elde edilir. Burada integral alinirsa,

b
=1 (51)

a

2
p
2 —
me =

esitligi elde edilir. Bu esitlikten c sabiti ¢ekilirse,

1

= 2

bigiminde bir esitlik bulunur. Bu esitlige gore (49) esitligi yeniden diizenlenirse,

1
—— ., a<r<b
for(6,7;0,b) = {m(b? —a?) (53)

0, diger yerlerde

esitligi elde edilir. Bu fonksiyonun a =1 ve b =2 parametreli olasilik yogunluk

fonksiyonun grafigi Sekil 13’te verilmistir.



22

0.1 4

X 0.05

Sekil 13. a =1 ve b =2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu

Bulunan olasilik yogunluk fonksiyonundan r'ye bagli dagilim fonksiyonu,

0 ,r
For(6,750) = j f for(dhp; 0 p dp d

0

bi¢ciminde tanimlanir ve integrali alinirsa,

T
1
For(0,7;a,b) = 9]; 2T —a)” dp
s
|

esitligi elde edilir ve smirlar yerine konursa birikimli dagilim fonksiyonu,

_o_#
-2 |(b% —a?)

r? — azl

0
For(0,150,b) = Py lm

(54)

(55)

(56)

bi¢iminde elde edilir. Bu fonksiyonun a =1 ve b = 2 parametreli birikimli dagilim

fonksiyonun grafigi Sekil 14’te verilmistir.
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Sekil 14. a =1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimin
birikimli dagilim fonksiyonu

Kutupsal diizgiin dagilimin R’ye gore marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu (53)

esitligi yardimyla,

21 1

fr(r;a,b) =f L d¢ (57)

0

biciminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip sinirlar yerine konursa kutupsal diizgiin

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

2r
fr(r;a,b) = b —a) (58)

bi¢iminde bulunur. a =1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimin R’ye gore

marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 15°te verilmistir.
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()

0 ] | 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

X

Sekil 15. a =1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimm R’ye gore marjinal
olasilik yogunluk fonksiyonu

(66) esitligi [a, r] sinirlarinda r’ye gore integrali alinirsa,

Fo(r; a,b) fr 24
r;a,b)=| ———<dp
R =)

2 r (59)

_ P
GRS

a

esitligi elde edilir ve sinirlar yerine konursa,

r2 _ g2
Fr(r;a,b) = a2 (60)

bigiminde kutupsal diizgiin dagilimin R’ye gore marjinal birikimli dagilim fonksiyonu
bulunmus olur. a = 1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimin R’ye gére marjinal

birikimli dagilim fonksiyonunun grafigi Sekil 16°te verilmistir.
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0 | | | | | | =
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

X

Sekil 16. a =1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimm R’ye gore marjinal
birikimli dagilim fonksiyonu

Kutupsal diizgiin dagilimin ©’ye gore kosullu dagilim marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu (53) esitligi yardimiyla,

|
fo(6;a,b) =f 2% — o) rdr (61)

biciminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip sinirlar yerine konursa kutupsal diizgiin

dagilimin ©’ya gore olasilik yogunluk fonksiyonu

1
fe(6;a,b) = o (62)

bigiminde bulunur. (70) esitligi [0, 8] sinirlarinda 8’ya gore integrali alinirsa,

91
Fo(Giab) = [ o-do

0
61 (63)

" 2m

0

esitligi elde edilir ve smirlar yerine konursa,

0



26

biciminde kutupsal diizgiin dagilimin ©®’ya gdére marjinal birikimli dagilim fonksiyonu
bulunmus olur. a = 1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimin ©’ya gore marjinal

olasilik yogunluk fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafikleri Sekil

17°da verilmistir.

90 0.2 90 1
120 60 120 60
150 30 150 0.5 30
180 180 0
210 330 210 330
240 300 240 300
270 270
(a) (b)

Sekil 17. a =1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimin ©’ya gore marjinal
olasilik yogunluk fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun
grafigi; (a) Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu; (b) Marjinal birikimli
dagilim fonksiyonu.

2.1.2. Kutupsal Ustel Dagihim Fonksiyonu

(9) esitliginde tek degiskenli kartezyen koordinat sisteminde tistel dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonu gosterilmektedir. Agisal degisim sabit alinarak kutupsal koordinatta

tistel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

£(0,1;2) = cle ™" (65)
biciminde tanimlanmaktadir. Burada olasilik yogunluk fonksiyonu baslangic noktasi
etrafinda simetrik bir dagilim gostermektedir. Ote yandan pozitif eksendeki kisim y ekseni
etrafinda dondiiriildiigiinden ¢ 6lgek sabitinin ne olacagini bulmak gerekir. Bu islem i¢in

olasilik yogunluk fonksiyonun tanim bolgesi igerisinde integrali tanimlanip 1 esitlenirse,
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2w o0
J. f cle™*pdpdp =1 (66)
o Jo

esitligi elde edilir. Burada integral alinirsa,

o)

21C

Te—M>(—1 — Ap) o= 1 (67)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten ¢ sabiti ¢ekilirse,

'3 (68)

bigiminde bir esitlik bulunur. Bu esitlige gore (65) esitligi yeniden diizenlenirse,

2,—Ar

2T

for(6,151) = (69)

esitligi elde edilir. Bu fonksiyonun A = 2 parametreli olasilik yogunluk fonksiyonun

grafigi Sekil 18’da verilmistir.



28

Sekil 18. A = 2 parametreli kutupsal tistel dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu

Bulunan olasilik yogunluk fonksiyonundan r'ye bagli dagilim fonksiyonu,

6 ,r
For@ 1) = | [ for(ipio) dpde (70)
0 0

bi¢ciminde tanimlanir ve integrali alinirsa,

9 T
Fon(6,77) = 5 | 2ep dp
0

(71)
= —|— —Ap r
- [ (1+ Ap)e |O]
esitligi elde edilir ve smirlar yerine konursa birikimli dagilim fonksiyonu,
For(0,7;2 —i[1— 14 Ar)e ]
@,R( T ) - 2T ( r)e (72)

bi¢iminde elde edilir. Bu fonksiyonun A = 2 parametreli birikimli dagilim fonksiyonun

grafigi Sekil 19°de verilmistir.
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Sekil 19. A = 2 parametreli kutupsal tstel dagilimin birikimli dagilim
fonksiyonu

Kutupsal istel dagilimin R’ye gore marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu (69)
esitligi yardimyla,

2 Aze—lr

futri) = | r dg 73)

0 2T

biciminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip siirlar yerine konursa kutupsal iistel

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fa(r;2) = 22re (74)

bigiminde bulunur. A = 2 parametreli kutupsal istel dagilimin R’ye gdre marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 20°de verilmistir.
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0.2 -
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Sekil 20. A = 2 parametreli kutupsal iistel dagilimin R’ye gére marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu

(74) esitligi [0, r] simirlarinda r’ye gore integrali alinirsa,

T
Fr(r; ) = f AMpe = dp
0

(75)
= gl Ap)e"lp|;
esitligi elde edilir ve sinirlar yerine konursa,
Frr; D) =1— 1+ Ar)e ™ (76)

bigiminde kutupsal iistel dagilimin R’ye goére marjinal birikimli dagilim fonksiyonu
bulunmus olur. A = 2 parametreli kutupsal istel dagilimm R’ye gdore marjinal birikimli

dagilim fonksiyonunun grafigi Sekil 21°da verilmistir.

1 I T [ e ——
<
~x 05 -
L
0 | 1 | 1 | 1 | -
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
X

Sekil 21. A = 2 parametreli kutupsal iistel dagilimin R’ye gdre marjinal birikimli dagilim
fonksiyonu
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Kutupsal iistel dagilimin ©’ye gore kosullu dagilim marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu (69) esitligi yardimiyla,

o) /lze—lr

fo0id) = | S rar )

biciminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip sinirlar yerine konursa kutupsal iistel

dagilimin ©’ya gore olasilik yogunluk fonksiyonu

1
fo(6;2) = o (78)

bigiminde bulunur. (78) esitligi [0, 8] sinirlarinda 6’ya gore integrali alinirsa,
0 1 4

21 ¢

6 (79)

Fo(0i) = |

0

¢

T 2m

0

esitligi elde edilir ve siirlar yerine konursa,

0

biciminde kutupsal {iistel dagilimin ©’ya gore marjinal birikimli dagilim fonksiyonu
bulunmus olur. A = 2 parametreli kutupsal istel dagilimm ©’ya gore marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafikleri Sekil 22°de

verilmistir.
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90 0.2 90 1
120 60 120 60
150 30 150 0.5 30
180 0 180 0
210 330 210 330
240 300 240 300
270 270
(a) (b)

Sekil 22. 1 = 2 parametreli kutupsal iistel dagilimin ©’ya gbre marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafigi; (a) Marjinal
olasilik yogunluk fonksiyonu; (b) Marjinal birikimli dagilim fonksiyonu.

2.1.3. Kutupsal Normal Dagihim Fonksiyonu

(12) esitliginde tek degiskenli kartezyen koordinat sisteminde normal dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu gosterilmektedir. Agisal degisim sabit alinarak kutupsal

koordinatta normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

r2

f6,r;0)=c e 202 (81)

2mo

biciminde tanimlanmaktadir. Burada olasilik yogunluk fonksiyonu baslangic noktasi
etrafinda simetrik bir dagilim gosterdiginden p = 0 olarak alinmistir. Ote yandan pozitif
eksendeki kisim y ekseni etrafinda dondiiriildiigiinden ¢ olgek sabitinin ne olacagini
bulmak gerekir. Bu islem icin olasilik yogunluk fonksiyonun tanim bdlgesi icerisinde

integrali tanimlanip 1 esitlenirse,

21 o 1 p
c e 202pdpdf =1
j;) -fo o pap (82)
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esitligi elde edilir. Burada integral alinirsa,

_P %
—\2moc e 207 i =1 (83)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte degerler yerine konup c sabiti ¢ekilirse,

1
V2o (84)

c

bi¢iminde bir esitlik bulunur. Bu esitlige gore (81) esitligi yeniden diizenlenirse,

r2

e 202 (85)

for(6,1;0) = o2

esitligi elde edilir. Bu fonksiyonun o = 1 parametreli olasilik yogunluk fonksiyonun

grafigi Sekil 23’de verilmistir.

0.15
0.1+
=
0.05 4
= —
=7 b —_—
0 7 (ot N
4 R OSSNy
ST S22

-.—-—ﬂ%"' S

Sekil 23. o = 1 parametreli kutupsal normal dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu

Bulunan olasilik yogunluk fonksiyonundan R'ye bagli dagilim fonksiyonu,
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6 ,r
For(6,750) = f f for(hp; o) dp deb
0 0

bi¢iminde tanimlanir ve integrali alinirsa,

2

p
0 (Te 202
For(8,150) = Ef praly dp
0
60 _p?

= —|—e 202

21

)

esitligi elde edilir ve siirlar yerine konursa birikimli dagilim fonksiyonu,

6 _rr
F@,R(H,T; O') = Ell — e 20'2]

(86)

(87)

(88)

bigiminde elde edilir. Bu fonksiyonun ¢ = 1 parametreli birikimli dagilim fonksiyonun

grafigi Sekil 24’da verilmistir.

1 -~
X 0.5
N ———
NS
0

Sekil 24. o = 1 parametreli kutupsal normal dagilimin birikimli dagilim

fonksiyonu
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Kutupsal normal dagilimin R’ye gore marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu (85)
esitligi yardimryla,

21 rz

o2 e 20°rd¢ (89)

fu(rio) = fo

bigiminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip smirlar yerine konursa kutupsal normal

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

r2

fr(r;o) = % e 202 (90)

bi¢giminde bulunur. ¢ = 1 parametreli kutupsal normal dagilimin R’ye goére marjinal

olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 29°de verilmistir.

0.8 T T

04 .

()

Sekil 25. 0 =1 parametreli kutupsal normal dagilimin R’ye gore marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonu

(90) esitligi [0, r] sinirlarinda r’ye gore integrali alinirsa,

2

rp _p_
Fr(r; 0) =f —e 20%dp
0 O

- 1)

= —e 207

0

esitligi elde edilir ve siirlar yerine konursa,
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r2

Fr(r;o) =1—e 207 (92)

bi¢iminde kutupsal normal dagilimin R’ye goére marjinal birikimli dagilim fonksiyonu
bulunmus olur. ¢ = 1 parametreli kutupsal normal dagilimin R’ye gére marjinal birikimli

dagilim fonksiyonunun grafigi Sekil 26’te verilmistir.

x 0.5

Sekil 26. ¢ = 1 parametreli kutupsal normal dagilimm R’ye gére marjinal birikimli
dagilim fonksiyonu

Kutupsal normal dagilimin ©’ye gore kosullu dagilim marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu (85) esitligi yardimiyla,

o) T'Z

1 _r
fo(6;0) = fo T e 202 rdr (93)

bi¢iminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip smirlar yerine konursa kutupsal normal

dagilimin ©’ya gore olasilik yogunluk fonksiyonu

1
fo(6;0) = o (94)

bigiminde bulunur. (94) esitligi [0, 8] sinirlarinda 6’ya gore integrali alinirsa,
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6

1
F@(H; O') = f Ed¢
0

¢9

" on

0

esitligi elde edilir ve smirlar yerine konursa,

0
Fb(@;o) ::EE

(95)

(96)

bi¢giminde kutupsal normal dagilimin ©’ya gére marjinal birikimli dagilim fonksiyonu

bulunmus olur. ¢ = 1 parametreli kutupsal normal dagilimm ©’ya gére marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafikleri Sekil 27°da

verilmigtir.
90 0.2
120 60
150 30
180 0
210 330
240 300
270
()

90 1
120 60
150 0.5 30
180 0
210 330
240 300
270
(b)

Sekil 27. ¢ =1 parametreli kutupsal normal dagilimin ©’ya gore marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafigi; (a)

Marjinal
fonksiyonu.

olasilik yogunluk fonksiyonu;

(b) Marjinal birikimli dagilim
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2.1.4. Kutupsal Koordinatlarda U¢gen Dagihm

(14) esitliginde tek degiskenli kartezyen koordinat sisteminde tiggen dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu gosterilmektedir. Bu dagilimda tepe noktast keyfi bir
konumda bulunmaktadir. Kutupsal koordinatlarda tepe noktasi baslangic noktast

secildiginden tiggen dagilimin 6zel bir bi¢iminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

2.2 g<x<b
—— _’ x

fG;b)y=4b b? 97)
0, diger yerlerde

biciminde verilmektedir. Bu fonksiyonda b parametresi dagilimin sonlandigi konumu
vermektedir. Agisal degisim sabit alinarak kutupsal koordinatta tiggen dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

F0,75b) = ¢ (; - z—:) (98)

biciminde tanimlanmaktadir. Burada olasilik yogunluk fonksiyonu baslangic noktasi
etrafinda simetrik bir dagilim gosterdiginden tepe noktasi baslangigta almmustir. Ote
yandan pozitif eksendeki kisim y ekseni etrafinda dondiiriildiigiinden c¢ 6lgek sabitinin ne
olacagimi bulmak gerekir. Bu islem icin olasilik yogunluk fonksiyonun tanim bolgesi

igerisinde integrali tanimlanip 1 esitlenirse,

LGkbc(%—i—g)pdpd¢=1 (99)

esitligi elde edilir. Burada integral alinirsa,

b

—1 (100)
0

4Amcp?  4mcp®
2b 3b?

esitligi elde edilir. Bu esitlikten c sabiti ¢ekilirse,
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c=— (101)
bi¢iminde bir esitlik bulunur. Bu esitlige gore (98) yeniden diizenlenirse,

3
for(6,1;b) =— (1 - %) (102)

esitligi elde edilir. Bu fonksiyonun b = 2 parametreli olasilik yogunluk fonksiyonun

grafigi Sekil 28°de verilmistir.

Sekil 28. b = 2 parametreli kutupsal tiggen dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu

Bulunan olasilik yogunluk fonksiyonundan r'ye bagli dagilim fonksiyonu,

0 ,r
For(0,1;b) = f f for(¢,p;0) dp de (103)
0 Jo

bi¢iminde tanimlanir ve integrali alinirsa,
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FooOrb) =0 [ —=(1-")pd
G),R( T3 b) = om( —E)p p

0 2 r (104)
= ﬁlﬁ(gb - 27‘) ]
0
esitligi elde edilir ve smirlar yerine konursa birikimli dagilim fonksiyonu,
0 [r?
For(6,7;b) = s (3b—2r) (105)

bi¢giminde elde edilir. Bu fonksiyonun b = 2 parametreli birikimli dagilim fonksiyonun

grafigi Sekil 29°de verilmistir.

Sekil 29. b = 2 parametreli kutupsal tiggen dagilimin birikimli dagilim
fonksiyonu

Kutupsal tiggen dagilimim R’ye gore marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu (102)
esitligi yardimryla,

21

fa(r;b) = fo % (1- %) rde (106)
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biciminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip sinirlar yerine konursa kutupsal tiggen

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fari) = g5 (1-7)

(107)

bi¢iminde bulunur. b = 2 parametreli kutupsal tiggen dagilimin R’ye gbre marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 36’te verilmistir.

0.8 T T

06

()
=

02

0 | 1 | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Sekil 30. b = 2 parametreli kutupsal iicgen dagilimin R’ye gore marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonu

(107) esitligi [0, r] sinirlarinda r’ye gore integrali alinirsa,

"6p p
F(r;b)=] —(1—=) dp
R 0 bZ( b)

r? "
25(319—21")
0

esitligi elde edilir ve siirlar yerine konursa,

2

Fo(rib) = % (3b — 2)

(108)

(109)

biciminde kutupsal normal dagilimin R’ye gore marjinal birikimli dagilim fonksiyonu

bulunmus olur. b = 2 parametreli kutupsal tiggen dagilimin R’ye gore marjinal birikimli

dagilim fonksiyonunun grafigi Sekil 31°de verilmistir.
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x 0.5

Sekil 31. b = 2 parametreli kutupsal ti¢ggen dagilimmm R’ye goére marjinal birikimli
dagilim fonksiyonu

Kutupsal normal dagilimin ©’ye gore kosullu dagilim marjinal olasilik yogunluk

fonksiyonu (102) esitligi yardimiyla,

fo(6;b) = Lb%(l —%) rdr (110)

biciminde yazilabilir. Bu esitlikte integral alinip sinirlar yerine konursa kutupsal normal

dagilimin ©’ya gore olasilik yogunluk fonksiyonu

foB:b) = o (111)

bigiminde bulunur. (111) esitligi [0, 8] sinirlarinda 6’ya gore integrali alinirsa,

o1
F@(e;b)=f —d¢

0
o0 (112)

2T

0

esitligi elde edilir ve siirlar yerine konursa,

0
Fg(6;b) = o (113)
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biciminde kutupsal normal dagilimin ®’ya gore marjinal birikimli dagilim fonksiyonu
bulunmus olur. b = 2 parametreli kutupsal tiggen dagilimin ©’ya gore marjinal olasilik

yogunluk fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafikleri Sekil 32°de

verilmigtir.
90 02 90 1
120 60 120 60
150 30 150 0.5 30
180 180 0
210 330 210 330
240 300 240 300
270 270
(a) (b)

Sekil 32. b = 2 parametreli kutupsal tiggen dagilimin ©’ya gore marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu ve marjinal birikimli dagilim fonksiyonunun grafigi; (a) Marjinal
olasilik yogunluk fonksiyonu; (b) Marjinal birikimli dagilim fonksiyonu.

2.2. Kutupsal Koordinatlarda Histogram

Histogramlar verilerin sikliklarim1 gosterirken olasilik yogunluk fonksiyonuna
benzemesi i¢in tek degiskenlilerde esit aralik, iki degiskenlilerde esit alan kullanilmaktadir.
Dolayisiyla iki degiskenli verilerin histogram gosterimi kartezyen koordinatlarda
yapildiginda esit alanlar kullanilirken kutupsal koordinatlarda esit alanli dilimler
kullanilmasi gerekir.

Kutupsal histogram bulunurken agisal degisim esit aralikta alinmistir. Buna gore tiim

¢cember 21 olarak alinip bu cember Cy tane dilime boliiniirse her dilimin araligi,

2T

M) = —
Y=

(114)



olarak bulunabilir. Bu araliga gore tiim dilimlerin sinirlart,

lp] :] Alp; ] = 0,1,2,,C9

(115)

biciminde bulunur. AY =m/6 oldugu duruma gore grafiksel gosterimi Sekil 33’de

verilmistir.
90 90
120 60 120 60
150 30 150 30
180 0 180 0
99 94 ... 9 9 9, 9,9,
210 330 210 330
240 300 240 300
270 270
(@) (b)

Sekil 33. Kutupsal i1zgaralarin gosterimi; (a) Esit artimli (aralikli) yaricaplara gore
1zgaralar; (b) Esit dilim alanina gore 1zgaralar.

Kutupsal koordinatlar1 acilar esit dagitildigr i¢in dilim alanlarin esitli§i icin
yarigaplarm degisken secilmesi gerekir. Bu durumda i¢ ¢ember (go) ile dis ¢ember (gc,)
arasinda C, tane daire dilimine boliinmesi istenirse her ¢gember diliminin esit olmasi i¢in

her daire dilim alanin,

Ac,

A, =
k Cr

, k=12,..,C, (116)

olmasi gerekir. Bu esitlikten yol ¢ikarak,
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4 DY (96— 95
e S (117)

esitligi yazilabilir. k = 1 i¢in (117) esitligi diizenlenirse,

A A : — gk
TIP(g% —g2)= 71/)(%) (118)

esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

, ., 9t —3b
91 =90 =~ (119)
T
esitligi elde edilir. Bu esitlikte g# cekilirse,

2 2

dc, — 90
gi=—7—+9 (120)

T

esitligi elde edilir. Ayn1 sekilde ikinci ¢emberdeki dilimlerin yarigaplart igin alan esitligi

kullanilirsa,
, 96 — 95
92 =91 = (121)
T
esitligi yazilabilir. Bu esitlikte g5 cekilirse,
2 2
dc, — Y90
9:=——+uai (122)
r
esitligi bulunur. Bu esitlikte gZ yerine (120) esitligi yazilirsa (122) esitligi
2 2
9c, — 9o
g3 = 2=—"———+g5 (123)

Cr
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bigimine doniisiir. Islem devam edilerek iigiincii gember dilimlerinin yar1 ¢api,

2 2
9c, — Yo
gi == ta
r

bi¢iminde bulunur. Burada g3 yerine (123) esitligi konursa,

9é. — g6

2=3
g3 C,

+ 95

esitligi elde edilir. Bu esitlik genellestirilirse k. gember diliminin iist yarigap,

9¢. — 95

2 _
gk =k C,

+ gg, k=012,..,c

bi¢iminde elde edilir.

2.3. Kutupsal Dagihim Fonksiyonlarinda Rastgele Say1 Olusturma

(124)

(125)

(126)

Onceki béliimlerde tanmimlanan kutupsal dagilim fonksiyonlarinin degiskenleri © ve

R degiskenlerinin marjinal dagilim fonksiyonlari,

For(6,7) = Fo(6)Fr(r)

(127)

kosulunu sagladiklar1 icin bu iki degisken birbirinden bagimsiz olarak alinnustir. iki

degiskenli kutupsal dagilim fonksiyonundan rastgele sayi iiretirken iki degiskenin ayr1 ayri

marjinal dagilim fonksiyonlarindan yararlanilmistir.

Bu ¢alismada, marjinal dagilim fonksiyonlarindan rastgele sayi iiretilirken en yaygin

iki yontem kullanilmistir. Bu yontemler;
e Ters Doniisiim,

e Ret-Kabul
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yontemleridir. Bu yontemlerden ters doniisiim yontemi en saglam yontem olmasina
ragmen bazen bazi dagilimlarin tersinin alinmasinda sorunlardan dolay: ret-kabul yontemi
kullanilir (Devroye, 1986).

Bu calismada, rastgele say1 iiretmek icin kutupsal diizgiin dagilim, kutupsal iistel
dagilim, kutupsal normal dagilim ve kutupsal tiggen dagilimdan yararlanilarak rastgele say1

tretilmistir.

2.3.1. Kutupsal Diizgiin Dagihm Fonksiyonundan Rastgele Say1 Uretmek

Kutupsal diizgiin dagilimdan rastgele say1 tiretmek icin (60) esitligini U gibi [0,1)

araliginda diizgiin dagilimdan tretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,

R? — a?

b2 —aZ u (128)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte R degiskeni ¢ekilirse,

R =a% + U(b? — a?) (129)
esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla kutupsal diizgiin dagilim i¢in R bilesenin rastgele

sayist Uiretilmis olur. Kutupsal diizgiin dagilimin © bileseni i¢in (64) esitligini U gibi [0,1)

araliginda diizgiin dagilimdan iiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,

—=U (130)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte O cekilirse,
0 =2nU (131)

esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak ® bilesenin rastgele sayisi iiretilebilir.
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Omek a = 1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimdan 10.000 tane rastgele

say1 iretilip bunlart esit alanli kutupsal histogrami Sekil 34’te ve esit aralikli kutupsal

histogram ise Sekil 35’te verilmistir.

S
=

400

Sikliklar

200

Sekil34 a =1 ve b =2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimdan
tretilen 10.000 tane rastgele saymnin esit alanli Kutupsal

histograma.

1000 (3

500

Sikliklar

Sekil35 a =1 ve b =2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimdan
tretilen 10.000 tane rastgele sayinin esit aralikli kutupsal

histogrami.
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2.3.2. Kutupsal Ustel Dagihm Fonksiyonundan Rastgele Say1 Uretmek

Kutupsal iistel dagilimdan rastgele say1 iiretmek icin (76) esitligini U gibi [0,1)

araliginda diizglin dagilimdan tiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,
1—(1+AR)e ™R =U (132)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte R degiskeni analitik olarak ¢ekilemedigi i¢in bu kutupsal

dagilimdan R bileseni i¢in rastgele say1 iiretimi Ret-kabul yontemi yardimiyla yapilmigtir.

Ret-kabul yontemine gore secilen yardimci fonksiyonu,

g(r) = e (133)
olarak verilsin. Bu fonksiyondan rastgele say1 iiretimi i¢in

V= —%log(l - U) (134)

esitligi kullanilabilir. (133) esitligi yardimiyla,

£
g =€ (135)

kosulunu sagliyorsa en kiiciik ¢ degeri ne olmalidir. Bu esitsizlikte (74) ve (133) yerine

konursa,
Are=Ar
o ¢ (136)
esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
c=Ar (137)

esitsizligi elde edilir.
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Algoritma 1. Ret-kabul ile rastgele say1 liretimi.

Adim 1. V rastgele degerini g(r)’nin dagilim fonksiyonundan iliret,

Adim 2. U, [0,1) araliginda diizgiin dagilimdan rastgele sayi liret,

gv)

. Eg <
Adim 3. Eger U_c.f(V)

ise R=V atamasini yap; Degilse Adim 1’e git.

Yukarida verilen algoritma yardimiyla kutupsal iistel dagilim ig¢in R bilesenin
rastgele sayisi tiretilmis olur. Kutupsal tistel dagilimin © bileseni igin (80) esitligini U gibi

[0,1) araliginda diizgiin dagilimdan iiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,

—=U (138)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte © cekilirse,

0 =2nU (139)
esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak © bilesenin rastgele sayis1 iiretilebilir.

Ornek A = 1 parametreli kutupsal iistel dagilimdan 10.000 tane rastgele say iiretilip

bunlari esit alanli kutupsal histogrami Sekil 36°da ve esit aralikli kutupsal histogram ise

Sekil 37°de verilmistir.
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1500 ~

1000 o #
=\

500

Sikliklar

Sekil 36. A =2 parametreli kutupsal {istel dagilimdan {iretilen
10.000 tane rastgele saymin esit alanli kutupsal histogrami.

600 ~
o T
WP i
<Al
400 L

Sikliklar

Sekil 37. 2 =2 parametreli kutupsal istel dagilimdan {iretilen
10.000 tane rastgele sayinin esit aralikli kutupsal histogrami.

2.3.3. Kutupsal Normal Dagilim Fonksiyonundan Rastgele Say1 Uretmek

Kutupsal normal dagilimdan rastgele say1 tiretmek icin (92) esitligini U gibi [0,1)

araliginda diizgiin dagilimdan iiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,
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RZ

1—e22=U (140)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte R degiskeni ¢ekilirse,

R = 0y/~2log(1 ~U) (141)
esitligi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla kutupsal diizgiin dagilim i¢in R bilesenin rastgele

sayist Uretilmis olur. Kutupsal normal dagilimin 0 bileseni igin (96) esitligini U gibi [0,1)

araliginda diizgiin dagilimdan iiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,

—=U (142)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte O cekilirse,

0 =2nU (143)

esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak © bilesenin rastgele sayisi tiretilebilir.
Omek o = 1 parametreli kutupsal normal dagilimdan 10.000 tane rastgele sayi iiretilip
bunlari esit alanlt kutupsal histogrami Sekil 38’de ve esit aralikli kutupsal histogram ise

Sekil 39°da verilmistir.
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800

600

400 ~

Sikliklar

200

Sekil 38 o =1 parametreli kutupsal normal dagilimdan {iretilen
10.000 tane rastgele saymin esit alanli kutupsal histogrami.

600 ~

400

Sikliklar

200

Sekil 39 o =1 parametreli kutupsal normal dagilimdan iiretilen
10.000 tane rastgele sayinin esit aralikli kutupsal histogrami.

2.3.1. Kutupsal U¢gen Dagilim Fonksiyonundan Rastgele Say1 Uretmek

Kutupsal tiggen dagilimdan rastgele say1 tiretmek igin (109) esitligini U gibi [0,1)

araliginda diizgiin dagilimdan iiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,
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RZ
s Bb—2R)=U (144)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte R degiskeni cekilirse cok uzun bir esitlik elde edilir. Islem
kisaligi i¢in, bu kutupsal dagilimdan R bileseni i¢in rastgele sayi tiretimi Ret-kabul
yontemi yardimiyla yapilmistir.

Ret-kabul yontemine gore secilen yardimci fonksiyonu,

s =7(1-7) (145)
olarak verilsin. Bu fonksiyondan rastgele say1 tiretimi igin,

V=b—-bV1-U (146)
esitligi kullanilabilir. (145) esitligi yardimiyla,

f)
) sc (147)

kosulunu sagliyorsa en kiigiik ¢ degeri ne olmalidir. Bu esitsizlikte (107) ve (145) yerine

konursa,

sc (148)

esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

3r

c= 5 (149)

esitsizligi elde edilir.
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Algoritma 1. yardimiyla kutupsal iiggen dagilim i¢in R bilesenin rastgele sayisi iiretilmis
olur. Kutupsal liggen dagilimm © bileseni igin (113) esitligini U gibi [0,1) araliginda

diizgiin dagilimdan iiretilmis bir rastgele degiskene esitlenirse,

0
= U (150)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte O cekilirse,
(151)

0 =2nU

esitligi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak © bilesenin rastgele sayis1 iiretilebilir.

Ornek A = 1 parametreli kutupsal iiggen dagilimdan 10.000 tane rastgele sayu iiretilip

bunlar1 kutupsal histogrami1 Sekil 40°te verilmistir.

1000 ~

500 A

Sikliklar

Sekil 40. b = 2 parametreli kutupsal ti¢gen dagilimdan {retilen
10.000 tane rastgele sayinin esit alanli kutupsal histograma.
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800 -~
600

3

= 400 4

= P

[4)] e e,

{/h_'. 5 \r

200 4 G p

Sekil 41 b =2 parametreli kutupsal ti¢gen dagilimdan {iretilen
10.000 tane rastgele sayinin esit aralikli kutupsal histograma.

2.4. Kutupsal Koordinatlarda Uyum Iyiligi Testi

Bu calismada kutupsal koordinatlarda tanimlanmis dagilimlar i¢in uyum iyiligi
testleri igin ki-kare ve Kolmogorov-Smirnov testleri kullanilmistir. Bu testler uyum iyiligi

testleri arasinda en yaygin iki yontem olduklari i¢in tercih edilmistir.

Uyum iyiligi testlerinde marjinal dagilim fonksiyonlarinin kullanimi ile yapilacak
olan testlerde uzamsal ve agisal degiskene gore yapilacak iki ayr testin sonuglarinin ayni
anda her ikisinin de H, hipotezinin kabul edilebilirligi (1 — a)? esitligine (Marques de Sa,
2007) gore hesaplanir. Bu durumda yamilma paym (& = 1 — (1 — @)?) artacag igin
istenmeyen sonuclar elde edilecektir. Soruna gecici bir ¢oziim olarak agisal degiskenin

diizgiin dagildig1 varsayimi yapilarak uzamsal degiskenin uyum iyiligi testi yapilmstir.

2.5. Kutupsal Ki-Kare Uyum lyiligi Testi

Ki-kare uyum iyiligi testi hem iki degiskenli dilimli alan yapida hem de marjinal

fonksiyonlar1 kullanilarak yapilmistir.
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2.5.1.1ki Degiskenli Dilimli Ki-Kare Testi

Iki degiskenli tek 6rneklem ki-Kare testi icin (8,7) = {(6;,7;), i = 1,2, ...,n} 6rnek
degerlerinin bagimsiz ve siirekli 6zdes bir dagilimdan F (6, 7) elde edildigi varsayilsin.

Bu testte sifir (yokluk) hipotezi (H,) ve karsit hipotez (H;) asagidaki gibi iki
hipoteze dayanmaktadir. Bu hipotezler,

H,: Gozlem degerleri Fy (0, r) dagilimindan gelmektedir (F(6,7) = Fy(6,1)),

H,: Gozlem degerleri Fy(0,r) dagilimindan gelmemektedir (F(0,1) # Fy(6,1)),
bi¢ciminde verilmektedir. Burada F,,(6,1) gozlem degerlerinin geldigi 6ne siiriilen dagilim
fonksiyonudur. Ayrica testlerin yapilmasinda bir yanilma payir (a) belirlenerek testler
gercgeklestirilir.

Stirekli fonksiyonlarda ki-kare testi yapilabilmesi i¢in dncelikle sinif sayilarinin ve
simif alanlarmin belirlenmesi gerekir. Smif sayilar1 (Cy, C,) belirlenmesinde literatiirde
degisik calismalar olmasina ragmen ¢ogu zaman arastirmacinin tercihine birakilir. Agisal
ve uzamsal sinif sinirlar1 (115) ve (126) esitliklerinde verilmistir. Bu esitliklere gore her

siif bolgesine diigen gozlem sayisi (gbzlenen frekanslar),

0. = 2 L ($j-1 <6 <) A(gr-1 <73 < gi)s
e L) o, diger yerlerde (152)

G=12..Cuk=12..,C)

biciminde hesaplanirken beklenen frekanslar,

Ej = n[Fo(¥, gx) — Fo(¥j, 9r-1) — Fo(¥j-1, 9x) + Fo(¥j-1, Gr-1) ],

153
(G=12..,Cok=12,..C) (153)

bigiminde hesaplanmaktadir. Beklenen ve gozlenen frekanslar yardimiyla Ki-kare degeri,
Co Cr 2
yZ = Z Z (0jx — Ege) 154
" Ejx (154)

j=1k=1

bi¢ciminde hesaplanir.
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Bir sonraki adim verilen yanilma payina gore H, hipotezinin gerceklesmesi gereken
ki-kare dagilimindan (1 — «) giiven katsayisini veren xz,_, degerinin bulunmas: gerekir.
Bu ise ki-kare tablosundan (O'connor vd., 2012) yararlanarak bulunur. Sonug olarak (155)
esitsizliginin dogru olmasi durumunda H, kabul edilmis olur. Aksi durumda karsit hipotez

kabul edilmis olur.

Xi < Xo1-a (155)
Burada v degeri serbestlik derecesi olup v = CyC, — 1 esitligi ile bulunur.
2.5.2.Marjinal Ki-Kare Testi

Marjinal dagilim fonksiyonlarina gore uyum iyiligi testi yapildiginda acisal
degiskenin diizgiin dagildigi varsayimi yapilarak ki-kare testi yapilmistir. Tek degiskenli
tek orneklem kutupsal ki-kare testi i¢in r ={r;, i =1,2,..,n} Ormek degerlerinin
bagimsiz ve siirekli 6zdes bir marjinal dagilimdan F () elde edildigi varsayilsin.

Bu testte sifir (yokluk) hipotezi (H,) ve karsit hipotez (H;) asagidaki gibi iki
hipoteze dayanmaktadir. Bu hipotezler,

H,: Gozlem degerleri Fy(r) dagilimidan gelmektedir (Fr(r) = Fy(1)),

H,: Gozlem degerleri Fy(r) dagilimindan gelmemektedir (Fg(r) # Fy (7)),
biciminde verilmektedir. Burada Fy(r) gozlem degerlerinin geldigi one siiriilen dagilim
fonksiyonudur. Ayrica testlerin yapilmasinda bir yanilma payr () belirlenerek testler
gerceklestirilir.

Siif sayist (C,) belirlenmesinde literatiirde degisik ¢alismalar olmasina ragmen
¢ogu zaman arastirmacinin tercihine birakilir. Smif genisligi iki bigimde bulunur. Birincisi
en biiylik deger ile en kii¢lik degerin esit araliklara boliinmesi, ikincisi ise keyfi alt ve tist

sinirlarin esit araliklara boliinmesidir.

A h—Nn
I=7¢ (156)

biciminde bulunur. Burada 7; verideki en kiiciik degeri, r;,, ise verideki en biiyiik degeri

gostermektedir. j. sinifin st sinirin ,
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gj =r + (] — 1).Ag, ] = 1;2; ---'Cr (157)

bi¢iminde hesaplanmaktadir.

Her sinif araligina diisen gozlem sayisi1 (gozlenen frekanslar),

n
0= Z{O, diger yerlerde’ 7~ L2, G (158)
=

biciminde hesaplanirken beklenen frekanslar,

E}' = n[Fo(g]) - Fo(gj_l)]; ] = 1121 ey Cr (159)

biciminde hesaplanmaktadir. Beklenen ve gozlenen frekanslar yardimiyla ki-kare degeri,
c 2
2 _ Z (0,-E)
Xn : E; (160)
J=1

bigiminde hesaplanir. Hesaplanan Ki-kare istatistigini y7 ile (1 — a) giiven diizeyinde ve

v = C, — 1 serbestlik derecesindeki ki-kare tablo degeri karsilastirilmasi,

X < Xo1-a (161)

bigiminde yapilir. Test istatistigi tablo degerinden kiigiik ise H, hipotezi kabul edilir. Aksi
durumda karsit hipotez H; kabul edilir.

2.6. Kutupsal Kolmogorov-Smirnov Uyum lyiligi Testi
Marjinal dagilim fonksiyonlarina goére uyum iyiligi testi yapildiginda agisal

degiskenin diizgiin dagildig1 varsayimi yapilarak Kolmogorov-Smirnov testi yapilmistir.
Tek  degiskenli tek  Orneklem  kutupsal  Kolmogorov-Smirnov  testi  igin
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r={r, i =1,2,..,n} 6mek degerlerinin bagimsiz ve siirekli ozdes bir marjinal
dagilimdan Fy(r) elde edildigi varsayilsin.

Bu testte sifir (yokluk) hipotezi (H,) ve karsit hipotez (H,),

H,: Gozlem degerleri Fy(r) dagilimmdan gelmektedir (Fg(r) = Fy(1)),

H,: Gozlem degerleri Fy(r) dagilimindan gelmemektedir (Fg(r) # Fy (7)),
biciminde verilmektedir. Burada Fy(r) gozlem degerlerinin geldigi one siiriilen dagilim
fonksiyonudur. Ayrica testlerin yapilmasinda bir yanilma pay1 (a) belirlenerek testler
gergeklestirilir.

Kurulan hipotezi dogrulugunu test etmek i¢in Oncelikle test istatistiginin

belirlenmesi gerekir. Kolmogorov-Smirnov test istatistigi D,,,

Dy, = maxi_ (|E,(r) — Fo(r) ) (162)

bi¢iminde hesaplanir. Burada F,(r) fonksiyonu marjinal deneysel dagilim fonksiyonu

olarak tanimlanmakta ve

_Imr)
E,(r;) = m— i=12,..,n (163)

biciminde hesaplanmaktadir. Burada I(r;,7) fonksiyonu gosterge fonksiyonu olarak

tanimlanmakta ve
n 1 <
_ y Tk ST
Kmﬂ_i&.m>n (164)

k=1

bi¢ciminde hesaplanmaktadir.



3. BULGULAR VE SONUCLAR

Bu boliimde kutupsal dagilim fonksiyonlar1 igin gelistirilen ki-kare ve Kolmogorov-
Smirnov uyum iyiligi testlerinin bagariminin 6l¢iilmesi amacglanmistir. Bu iglem icin dort
farkli dagilim fonksiyonu sec¢ilmistir. Her dagilimdan sirasiyla 50,100,200,300 ve 500
ornek boyutunda drneklemler alimmustir. Bu érneklemler 2 boyutlu ki-kare (2B — x?), 1
boyutlu ki-kare (1B — x?) ve 1 boyutlu Kolmogorov-Smirnov (1B — KS) testleri
kullanilmistir. Her 6rneklem boyutu i¢in bu islem 10,000 kez tekrar edilerek H, kabul
yiizdeleri bulunmustur. Tiim benzetimlerde yanilma paytr ¢ = 0.05 kullanilmistir.

a = 1 ve b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimdan {iretilen rastgele sayilarinin
yiizde bagarimlar1 Tablo 1’de verilmistir. Tablo 1’deki tiim degerler %95 civarinda oldugu

goriilmektedir.

Tablo 1. Kutupsal diizgiin dagilimimn marjinal birikimli dagilim fonksiyonu i¢in benzetim

sonugclari
n 2B — x? 1B — x? 1B — KS
(%) (%) (%)

50 94.14 94.79 96.17
100 94.43 94.84 95.81
200 95.12 95.20 96.13
300 95.10 95.05 94.95
500 95.13 94.73 95.33

A = 2 parametreli Kutupsal istel dagilimdan {iretilen rastgele sayilarmin yiizde
basarimlar1 Tablo 2°de verilmistir. Tablo 2°de 2B — x? siitunu disindakiler %95 civarinda
bir basarim gosterirken 2B — y? siitunu %95°den kiiciik degerler gostermektedir. Ancak
ornek boyutu artikga bu oran %95’e yaklagmaktadir. Bunun nedeni her sinifa diisen
beklenen frekans degerinin 5’ten kii¢iik olmasidir. Bu durumda beklenen frekansi 5’ten
kiigiik siniflar komsu siniflar ile birlestirilerek yeniden siniflandirma yapilabilir. Diger bir

yaklasim ise her sinif esit beklenen degere sahip olacak bicimde siniflandirma yapmaktir.
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Tablo 2. Kutupsal iistel dagilimin marjinal birikimli dagilim fonksiyonu igin benzetim

sonuglari
n 2B — x? 1B — x? 1B — KS
(%) (%) (%)

50 89.54 94.67 96.16
100 91.42 95.04 95.91
200 92.60 94.97 96.12
300 93.16 95.09 95.91
500 93.85 95.06 95.39

o =1 parametreli kutupsal normal dagilimdan {iretilen rastgele sayilarinin yiizde

basarimlar1 Tablo 3’te verilmistir. Tablo 3’te 2B — y? siitunu disindakiler %95 civarinda

olmasina ragmen 2B — y? siitunu aynen Tablo 2’de oldugu gibi 6rnek boyutu artikga %95

yaklagmaktadir.

Tablo 3. Kutupsal normal dagilimin marjinal birikimli dagilim fonksiyonu i¢in benzetim

sonuglari
n 2B — x? 1B — x? 1B — KS
(%) (%) (%)

50 91.98 94.95 96.61
100 92.65 95.38 95.97
200 93.44 95.14 95.55
300 93.91 94.95 95.73
500 94.24 95.03 95.51

b = 2 parametreli kutupsal diizgiin dagilimdan {iretilen rastgele sayilarmin yiizde

basarimlar1 Tablo 4’te verilmistir. Tablo 4’teki sonuglar Tablo 2’de ve Tablo 3’tekilere

benzer sekilde ¢ikmistir. Bu sonuglar gore kutupsal dagilimlar i¢in marjinal uyum 1yiligi
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testlerinin calisti1 sdylenebilir. Iki degiskenli Ki-kare testi ise beklenen frekanslar1 yeteri

diizeyde ayarlanabilirse kullanilabilir.

Tablo 4. Kutupsal liggen dagilimin marjinal birikimli dagilim fonksiyonu igin benzetim

sonugclari
n 2B — x? 1B — x? 1B — KS
(%) (%) (%)
50 92.90 95.11 96.33
100 94.04 95.04 96.26
200 94.75 95.00 95.77
300 94.71 95.16 95.79
500 94.56 95.26 95.44




. ONERILER

Bu calismada agisal degisimin dagilim fonksiyonu diizgiin dagilim olarak
secilmistir. Diger dagilim cesitleri se¢ilip bunlardan rastgele sayi iiretilip bunlarin
uyum iyiligi testleri uygulamalar gelistirilebilir.

Bu calismada iki degiskenli kutupsal dagilim fonksiyonlar1 tanimlanirken
degiskenlerin birbirinden bagimsiz olmasi kosulu getirilmis ve buna gore uyum
1yiligi testleri gelistirilmistir. Bu testlerin degiskenlerinin bagimli olmasi durumu
icinde yontemler gelistirilebilir.

Iki degiskenli kutupsal dagilim fonksiyonlarindan elde edilen verilere dogrudan
ki-kare testi uygulanabilirken Kolmogorov-Smirnov testleri dogrudan
kullanilamamaktadir. Dolastyla iki degiskenli kutupsal dagilim fonksiyonlarina
dogrudan Kolmogorov-Smirnov testinin uygulanabilmesi i¢in yeni yaklagimlar
gelistirilebilir.

Bu calismada kartezyen koordinat sisteminde tanimlanan dagilimlarin kutupsal
koordinat  sistemindeki  denklikleri  tanimlanmistir.  Kutupsal  dagilim
fonksiyonlarinin marjinal dagilim fonksiyonlari tanimlanarak bunlardan kutupsal
koordinatlarda rastgele sayilar iiretilmistir. Bu sayilara uyum iyiligi testleri
uygulanarak basarimlart OSlgiilmistiir. Ayn1 ¢alismalar silindirik ve kiiresel
koordinat sistemleri i¢in de gelistirilebilir.

Bu calismada ret-kabul ve ters donilisim yontemi kullanilarak rastgele sayi
dretilmistir. Diger rastgele sayr iiretme algoritmalari kullanilarak bunlarin
kullanilan yontemlere gore basarimlar1 karsilastirilabilir.

Bu calismada yapay veriler iiretilerek teorik ¢alismalarin basarimlar1 6l¢iilmiistiir.
Gergek yasam verileri kullanilarak yontemin uygulamalar1 yapilabilir. Kartezyen
koordinat sistemine gore tistiinliikleri ve kesiklikleri belirlenebilir.

Bu caligmada uyum iyiligi testi olarak ki-kare ve Kolmogorov-Smirnov testleri
iizerinde durulmustur. Diger uyum 1iyiligi testleri {izerinde de durulabilir ve
basarimlar1 karsilagtirilabilir.

Bu calismada kutupsal koordinatlar i¢in uyum 1iyiligi testleri gelistirilmistir.

Kutupsal koordinatlar i¢cin parametrik testler de gelistirilebilir.
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e Bu calismada marjinal dagilim fonksiyonlar1 kullanilarak yapilan uyum iyiligi
testlerinde agisal degisken i¢in diizgiin dagildig1 varsayilarak uzamsal degiskenin
marjinal dagilimina gore uyum iyiligi testi uygulanmigtir. Ancak bu varsayimin
gecerli olmadig1 durumlarda iki degiskenli kutupsal dagilimlar i¢in Kolmogorov-

Smirnov testi gelistirilebilir.
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