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ONSOZ

“Cokgensel Alan icerisinde iki Degiskenli Keyfi Bir Dagilimdan Rastgele Sayi
Uretilmesi” isimli bu tez Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Istatistik
ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Programi’nda hazirlanmistir.

Basta tez calisma siirecince bana bu konuyu Oneren, sevdiren ve beni arastirmaya
yonlendiren Karadeniz Teknik Universitesi, Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri boliimii
Ogretim {liyelerinden danismam hocam Yrd. Dog¢. Dr. Orhan KESEMEN’e ¢ok degerli
bilgilerini benimle paylastig1 i¢in ve bilim adami olma yolundaki ilk adimlarimi atarken
yolumu aydinlattig1 i¢in goniilden tesekkiirii borg¢ bilirim. Ayrica yetismemde katkisi olan
tiim hocalarima ve tez ¢alismas: siirecinde higbir yardimdan kaginmayan arkadagim Ozge
TEZEL’e tesekkiir ederim.

Son olarak, onlardan aldigim gii¢ ile hayattaki tiim zorluklar1 yenebilecegime
inandigim, beni hep seven ve destekleyen aileme en derin sevgi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Bu aragtirmanin literatiire katki saglamasini dilerim.
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Trabzon 2014
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OZET

COKGENSEL ALAN ICERISINDE iKi DEGISKENLI KEYFi BIR DAGILIMDAN
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Bu ¢alismada ret-kabul, ters dontisiim ve karma yontemleriyle iki degiskenli keyfi bir
dagilimdan ¢okgensel bir alan igerisinde rastgele sayilar iiretilmistir. Ik olarak iki
degiskenli bir uzayda rastgele say1 iiretilirken dogal olarak neden dikdortgensel bir bolge
kullanmak gerektigi ortaya konulmustur. Ancak pratik uygulamalarda her zaman
dikdortgensel bir alan olamayacag icin iki boyutlu bir alanda ¢okgensel bir yaklasim
kullanilarak istenen alan tanimlanmaya ¢alisilmistir. Oncelikle istenen bdlgeyi tanimlamak
i¢cin ¢cokgensel bir yaklagim kullanilarak ¢cokgeni tanimlayan diiglim noktalar1 bulunmustur.
Bulunan bu noktalara gore ¢okgensel bolge Delaunay tiggenleme algoritmasi ile tiggenlere
ayrilmigtir. Elde edilen tiim tdggenlerin dagilim fonksiyonundaki olasilik degerleri
hesaplanarak bu degerlerin agirliklarina gore rastgele bir liggen secilmistir. Segilen liggen
icerisinde verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna gore rastgele sayi iiretilmistir.

Iki degiskenli dagilim fonksiyonlarindan gelistirilen algoritmalar yardimiyla cesitli
geometrik alanlarda rastgele say1 iiretimi i¢in iki ayr1 6rnek belirlenmistir. Bu 6rneklerden
bir tanesinde liggensel bir bolgede rastgele sayi liretimi ele alinirken, digerinde Afrika ana
kitast sekliyle smirlandirilmis bir bolge ele alinmistir. Keyfi olarak belirlenen olasilik
yogunluk fonksiyonundan 100 ve 1000 tane olmak tizere iki farkli hacimde rastgele sayu,

ret-kabul, ters doniisiim ve karma yontemle iiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: iki degiskenli dagilim fonksiyonu, Cokgen tabanli olasilik yogunluk
fonksiyonu, Cokgensel alanlar, Rastgele say1 iiretimi.
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SUMMARY

GENERATE RANDOM NUMBERS FROM ARBITRARY BIVARIATE
DISTRIBUTION IN POLYGONAL AREA
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In this study, random numbers from bivariate distribution function are generated in
polygonal region with accept-reject, inverse transformation and hybrid methods. Naturally
why rectangular region is needed to use while generating random numbers in two
dimension is revealed firstly. However, a rectangular area is not always used in real
problems (not simulation or theory problems) for this reason the desired area is aimed to
define using a polygonal approach. Firstly, all nodal points of defining polygon are found
by using polygonal approach for defining the desired region. The polygonal area is divided
into triangles by Delaunay triangulation algorithm using these points. A random triangle is
selected by weight based on the value obtained by calculating all the triangles' probability
values from distribution function. Then, random number is generated according to the
probability density function in selected triangles.

Two samples are determined for random number generation in various polygonal
areas by using algorithms which are developed from bivariate distribution functions. One
of these samples, random number generation is discussed in triangular region and other,
generating random number is discussed in a region that bounded by shape of African
mainland. Lastly, random numbers are generated in these regions from arbitrary
probability density function using accept-reject, inverse transformation and hybrid methods

in simulation study.

Key Words: Bivariate distribution functions, Polygonal based probability density
function, Polygonal areas, Random number generation.
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1. GENEL BIiLGILER

Rastgele sayilar ve simiilasyon ¢ok uzun siiredir bilim diinyasinda popiiler bir konu
olmustur. Ozellikle matematik ve istatistik alanlarinda, iizerinde ¢ok ¢alisilmis ve hala
calisilan konulardandir. Rastgele sayilarin biyoloji, finans, sigorta, fizik, matematik,
kriptografi, simiilasyon, bilgisayar oyunlari, istatistiksel Ornekleme ve uygulamalari,
istatistiksel hesaplama gibi ¢cok genis uygulama alanlar1 vardir. Bu yiizden rastgele sayilar
bir¢ok alanda énemli bir yer tutmaktadir [1].

Eski zamanlarda, zar atma, carkifelek, rulet ve kart oyunlar1 gibi yontemler
kullanilarak elle veya mekanik olarak rastgele sayilar iiretilmis ve sadece mekanik (ya da
elektronik) aygitlarin "gergekten" rastgele sayilar elde edecegi diistiniilmiistiir. Bu eskKi
geleneksel yontemler, genel kullanim i¢in ¢ok yavas bir sekilde ¢aligmaktadir, ayrica dijital
olmayan yontemlerle olusturulan diziler ¢ogaltilamamaktadir [2]. Bilgisayarin icadiyla
birlikte rastgele say1 iiretebilmek miimkiin hale gelmistir. Bir bilgisayarda dijital olarak
rastgele sayilar iretmek, tablo hazirlanmasi ve bilgisayarin belleginde depolanmasi
asamalarindan olusur [3]. 1955 yilinda RAND sirketi [4] tarafindan, bir milyon rastgele
sayl igeren bir rastgele sayilar tablosu olusturulmustur. Bu yontemin avantaji tekrar
tiretilebilir olmasi, dezavantaji ise hiz eksikligi ve tablonun yorucu riski olmasidir. Bu tiir
dezavatajlar yiizlinden, bilgisayarlarda rastgeleligi elde etmenin tek yolu deterministik
yontemler kullanmaktir. Gergek rastgelelik harig, iki tiir rastgele say1 iireteci vardir. Bunlar

sozde ve yari rastgele say1 liretegleridir (PRNG-QRNG) [2,5-7].

1.1. Sozde Rastgele Sayilar

Doksanli yillarin baslarinda sdzde rastgele sayi iireteciyle ilgili genel kabul edilebilir
bir algoritma bulunmamaktaydi. 1998 yilinda, Japon matematik¢iler Matsumoto ve
Nishimura 219937 — 1 periyotlu ilk s6zde rastgele say iiretme algoritmas1 olan Mersenne-
Twister algoritmasini gelistirmislerdir [1].

Giliniimiizde ise modern yontem bir bilgisayar yardimiyla basarili sézde rastgele
sayilar iiretmektir. Bu sdzde rastgele sayilar deterministik olarak iiretilmesine ragmen

hepsi [0,1) araligina indirgenen diizgiin dagilima sahip dizilerdir.



So6zde rastgele say1 iiretmekte yaygin olarak kullanilan yontem x, baslangi¢c degerini
kullanarak baglar. Bu deger ayni zamanda tohum (gekirdek) olarak adlandirilir. Ve

yinelemeli olarak x,, ‘e kadar n tane rastgele say1 bu tohum degerinden iiretilir.

X, = (ax,_1) mod(m) 1)

n =1 olmak iizere, a ve m pozitif tam sayilardir. ax,_, degeri m’ye bdliiniir ve
kalan x, degeri olarak alinir. Boylece her bir iretilen x,, sdzde rastgele sayr degerleri
[0,m) araliginda diizglin dagilima sahip rastgele sayilar olur. Bu rastgele sayilar m
sayisina boliinerek [0,1) araliginda ondalikl1 bir say1 bigimine doniistiiriiliir.

Esitlik 1°deki denklem carpimsal eslesik yontem olarak adlandirilir. Sonlu sayidaki
m degeri i¢in iretilen rastgele sayilar dizisi kendisini tekrar etmek zorunda kalacaktir ve
tim dizi tekrar etmeye baglayacaktir. Boylece farkli baslangi¢ degeri, a ve m katsayilari
icin dizinin kendisini tekrar etme sikliginin boyutu degisecektir. Bu nedenden dolayi, a ve
m sabitlerinin se¢imi i¢in bazi kriterler belirlenmistir.

Genellikle a ve m sabitleri {i¢ kritere gore secilmektedir:

1. Herhangi bir baglangi¢ tohumu igin, liretilen rastgele sayilar dizisi, [0, m)
araliginda diizgiin dagilmis bir rastgele say1 dizisi olmak zorundadir.

2. Herhangi bir baslangi¢ tohumu igin, iiretilen rastgele sayilar dizisinin kendisini
tekrar etme siklig1 oldukca az olmalidir. Cok biiyiik araliklarla dizi baslangi¢
degerine donmelidir.

3. Tim degerler bilgisayar ortaminda dogru bir sekilde iiretilebilmelidir [8].

Aragtirmalar, yukaridaki ii¢ sartin saglanabilir olmasinin, m'nin bilgisayar kelime
islemcisine uygun biiylik bir asal say1 segilmesine bagli oldugunu gostermistir. 32 bitlik
kelime islemcisinde ilk bit isaret biti olmak iizere, m = 231 — 1 ve a = 7° katsayilar
secildiginde en ideal sonuglar alindig1 gosterilmistir. 36 bitlik kelime islemcisinde ise,
m = 235 — 31 ve a = 5° katsay1 degerleri i¢in s6zde rastgele sayi iireteci en ideal sekilde
caligmaktadir [8].

Bir diger sozde rastgele sayi tireteci Esitlik (2)’de gosterilmistir.

X, = (ax,_1 + ¢) mod(m) @)



Bu tiir tretecler karisik eslenik yontem (mixed congruential method) olarak
adlandirilir. Carpim ve toplam kisimlarindan olugmaktadir. Bu tiir bir iireteg
kullanildiginda, m katsayist bilgisayar kelime islemcisine esitlendiginde, oldukea etkili
sonuclar alinmaktadir.

Bilgisayar sistemleri ve simiilasyonlarinin baslangi¢ noktasi olan sdzde rastgele
sayilar yukaridaki gibi lreteclerle iiretilmektedir. Bununla beraber, bagimsiz diizgiin
rastgele degiskenlerin olusturmus oldugu dizinin degerlerine yaklasim olarak sdézde
(yalanci) rastgele say1 dizisi olusturulmaktadir [8].

Sekil 1°de iki degiskenli s6zde rastgele say1 iireteciyle iiretilmis rastgele sayilarin

grafigi ¢izilmistir.
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Sekil 1. Sozde rastgele sayi iireteciyle iiretilmis rastgele sayilar
1.2. Yar1 Rastgele Sayilar

Yart rastgele say1 liretecinin nasil ¢alistigini anlatabilmek igin ilk olarak Monte-Carlo
yonteminin tanimlanmasi gerekir. d boyutlu bir uzayda f integrallenebilir bir fonksiyon

olmak tizere,



1% =[0,1]% tammlandiginda, f fonksiyonunun I¢ iizerinde integrali Monte Carlo

yontemi olarak tanimlanir ve esitlik (3)’deki gibi gosterilir.

[ fes~ %Zf(xa ®

burada X;’ler I¢ de tanimli bagimsiz rastgele sayilardir.

Yari-Monte Carlo yontemi ile Monte Carlo yontemi arasindaki fark X;’lerin nasil
secildigidir. Yari-Monte Carlo yontemi, Halton, Sobel, Faure gibi diisiik uyusmazlik
dizileri kullanirken, bilinen Monte Carlo yontemi sozde rastgele dizisi kullanmaktadir.
Ayrica, disik uyusmazlik dizilerinin kullanmanin avantaji yakinsamanin daha hizli

olmasidir [9]. Sekil 2°de Halton dizisi ile iiretilmis yar1 rastgele sayilarin grafigi ¢izilmistir.
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Sekil 2. Halton dizisi ile tiretilmis yar1 rastgele sayilar

Sekil 2’de iki degiskenli diizgiin dagilimdan rastgele sayilarin dagilimi
gosterilmektedir. Bu dagilim dikkatlice incelendiginde, Sekil 1’deki sozde rastgele

sayilarin dagilimina gore daha homojen bir dagilim oldugu goriilmektedir. Sekil 2’deki



rastgele tretilen sayilar, Sekil 1°deki gibi birbirine yakin degildir. Diger yandan sozde
rastgele say1 lreteci ile yar1 rastgele say1 iireteci arasindaki ana fark sdzde rastgele sayi
iiretecinin yar1 rastgele sayi iiretecinin aksine rastgele sayilar1 kullanmayip deterministik
olarak hesap yapmasidir [1].

Biiyiik sayilar kanunu geregince, n’nin sonsuza dogru gitmesi, Esitlik 3’deki

yaklagim i¢in neredeyse gercege yakin sonuglar saglamaktadir, ayrica beklenen integral

hatas1 \/iﬁ ile smrhidir, d boyutuna bagli degildir. Bu durumdan dolayr Monte Carlo

yontemlerinin genis bir uygulama alani vardir [9].
1.3. Tek Degiskenli Dagilimlar

Bir rastgele degiskenin aldig1 degerler sonlu ya da sayilabilir sonsuzlukta ise kesikli
rastgele degisken, bir aralikta ya da birden c¢ok aralikta her degeri alabiliyorsa siirekli
rastgele degisken denir [10].

Olasilik fonksiyonu, bir rastgele degiskenin ister kesikli ister siirekli olsun,
alabilecegi degerlerle, bu degerleri alma olasiliklar1 arasindaki iliskiyi gosteren bir
bagmtidir. X rastgele degiskeninin x degerini almasi olasiligt, p(x) = P(X = x) seklinde
ifade edilmektedir.

Kesikli bir rastgele degiskenin verilen bir araliktaki degerleri almasi olasiligi,

belirtilen araliktaki biitiin degerlere ait olasiliklarinin toplamiyla gosterilir [11].

b
P(a<X<bh)= z p(x) 4)

X kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunun p(x) olabilmesi i¢in,
p(x) =0, Vx ®)

ve

Z p(x) =1 (6)



kosullarin1 saglamalidir [10].

Stirekli bir rastgele degiskenin verilen bir araliktaki degerlerini almasi olasiligi,
belirtilen araliktaki olasilik fonksiyonunun integrali alinarak hesaplanmaktadir. Diger bir
deyisle, integral almakla yapilan is, belirtilen aralikta alan hesaplamakla ayn1 isleme denk

gelmektedir [11].

b
P(a<X<bh)= jf(x)dx (7

Ayrica, siirekli bir degiskenin, herhangi bir degeri almasi olasiligi sifir oldugundan

olasilik ifadesi Esitlik 8’deki gibi iki sekilde de tanimlanabilir.
Pla<X<b)=Pa<X<b) (8)
X siirekli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunun f (x) olabilmesi i¢in,
f(x)=0,—0 < x <o ©)

ve

j fOdx =1 (10)

kosullar1 saglanmalidir [11].
1.3.1. Birikimli Dagilhim Fonksiyonu
Dagilim fonksiyonu bir rastgele degiskenin herhangi bir degerden daha kiigiik deger

almasi olasiligin1 hesaplayan bir fonksiyondur ve F(x) ile gosterilir. F(x) dagilim

fonksiyonu,



F(x)=P(X <x) (11)

bi¢iminde ifade edilir.

X rastgele degiskeni kesikli ise,

FGO =) p() (12)

biciminde gosterilir.

X rastgele degiskeni siirekli ise,

F(x) = f f(x)dx (13)

biciminde gosterilir.

X rastgele degiskeninin [a,b] araliginda olasilik degeri Esitlik 14°deki gibi
hesaplanmaktadir [10].

P(a<X<b)=F(b)—F(a) (14)

1.4. ki Degiskenli Dagihmlar

Iki degiskenli dagilimlar iki boyutlu uzayda tanimli fonksiyonlardir ve matematiksel

olarak, (f(x,y): (x,y) € R) bi¢iminde gosterilmektedir.
1.4.1. Ortak Olasilik Kiitle Fonksiyonu

X ve Y kesikli rastgele degiskenler olmak iizere, X ve Y’nin ortak olasilik kiitle

fonksiyonu,

p(x,y) =PX =x,Y =y)yadaPX=x &Y =y) (15)



biciminde gosterilmekte ve

ZZPW) =1 (16)
x Yy

kosulunu saglamaktadir [12].
1.4.2. Marjinal Olasilik Kiitle Fonksiyonu

X ve Y kesikli rastgele degiskenler olmak iizere, X’in olasilik kiitle fonksiyonu
px(x) =P(X =x), Y’nin olasithk kiitle fonksiyonu py(y) =P =y) ile
gosterilmektedir.

Her bir olasilik kiitle fonksiyonunun belirtilen alanlarda toplam degeri 1’dir.

pr(x) =1, Zpy(y) =1 (17)
x y

X ve Y’nin ortak olasilik kiitle fonksiyonundan, X ve Y’nin marjinal olasilik
fonksiyonlar1 Esitlik 19-20°de verilen formiillerle hesaplanmaktadir [12].
Ortak olasilik kiitle fonksiyonu,

p(x,y) =PX =x,Y =y) (18)

X’in marjinal olasilik kiitle fonksiyonu,
px(®) = ) py) (19)
y

Y’in marjinal olasilik kiitle fonksiyonu,

py(y) = Z p(x,y) (20)



biciminde gosterilmektedir.

1.4.3. Kosullu Olasilik Kiitle Fonksiyonu

Y’in y degerini alma olasilig1 verildiginde, X’ nin x degerini alma kosullu olasilig;

PX=xY=y) _py)
P(Y =y) py(¥)

pxly) =PX =x|Y =y) =

(21)

X’in x degerini alma olasilig1 verildiginde, Y nin y degerini alma kosullu olasiligs;

P X - ,Y = ,
PO =PV =yIK =)= P(Xx: x) 2~ I;(xx(j))

bi¢iminde hesaplanmaktadir [12].
1.4.4. Ortak Dagilhm Fonksiyonu

X ve Y’nin ortak dagilim fonksiyonu Esitlik 23°deki gibi,

Fr(xy) = ) ) Py

x
i=1 j=1
hesaplanmaktadir. Hesaplanan bu dagilim fonksiyonu,
0<Fyy(x,y) <1
kosulunu saglamalidir.
1.45. X veY Degiskenlerinin Bagimsizlik Durumu

X ve'Y rastgele degiskenleri birbirinden bagimsiz olabilmesi i¢in,

(22)

(23)

(24)
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p(x,y) = px(x) py () (25)
ve
Fyy(x,y) = Fx(x) Fy(y) (26)

esitliklerden herhangi birini saglamalidirlar [12].

1.4.6. Ortak Olasihik Yogunluk Fonksiyonu

X ve'Y siirekli rastgele degiskenler olmak iizere, X ve Y nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu ii¢ boyutlu uzayda bir hacim olusturmaktadir. Yiizey fonksiyonunun altinda

kalan hacim 1’¢ esit olmalidir [12]. Bu ifadeye gore,

flx,y) =0 Vx,y 27)
ve
f f £(x,y)dxdy = 1 (28)

kosulunu saglamalidir.

1.4.7. Marjinal Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

X ve Y siirekli rastgele degiskenler olmak iizere, X’in marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonu  fy(x), Y’nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu  fy(y) ile
gosterilmektedir.

X ve Y’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan, X ve Y’nin marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 29-30°da verilen esitliklerdeki formiillerle hesaplanmaktadir [12].

X’in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,
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) = [ feuyydy (29)

ve Y’nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,

nw=j7@mm (30)

biciminde verilmektedir.

X ve Y’nin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin (—oo, ) araliginda integral degeri,

Tofx(x) =1, joofy(y) =1 (31)

esitlikte verildigi gibi 1’e esit olmalidir.
1.4.8. Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Y’in y degeri verildiginde, X nin kosullu olasiligy;

_f&xy) (32)

f&ly) = flx]Y =y) 0)

X’in x degeri verildiginde, Y nin kosullu olasiligy;

_ &y
ﬂﬂ@—f@ﬁ—x%—&&) (33)

seklinde hesaplanmaktadir [12].

1.4.9. Ortak Dagihim Fonksiyonu
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X ve Y’nin ortak dagilim fonksiyonu 34’deki esitlikte,

x Y

Fry () = f f £, y)dydx (34)

bi¢iminde verilmistir [12]. Bu esitlik,

0<Fyy(x,y) <1 (35)
kosulunu saglamalidir.

1.4.10. X ve Y Degiskenlerinin Bagimsizlik Durumu

X veY rastgele degiskenlerinin birbirinden bagimsiz olmasi,

frr(xy) = fx(x) fy () (36)
ve

Fyy(x,y) = Fx(x) Fy () (37)
kosullarina baghdir [12].

1.4.11. Dagihm Fonksiyonu ile Olasiik Yogunluk Fonksiyonu Arasindaki iliski

Dagilim fonksiyonunun x ve y degiskenlerine gore kismi tiirevleri,

azFXY(x»}’)

38
d0xdy (38)

floy) =

bigiminde verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna esittir [12].
Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlari,
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dFy(x)

fr) = 222 = By () (39
ve
_ IFy (y) o
fr) = T = Fy(y) (40)

bigiminde verilen marjinal dagilim fonksiyonun tiirevi ile elde edilmektedir.

1.5. Olasilik Kiitle/Yogunluk Fonksiyonundan Rastgele Degisken Uretilmesi

Tiim rastgele 6rnekleme yontemleri, temelde standart diizgiin dagilimli bir rastgele
degiskenin degerlerini, olasilik dagilimi verilen bir rastgele degiskenin degerlerine
doniistiiren ve iirete¢ olarak adlandirilan birer algoritmadir. Rastgele drnekleme yapmanin

ters doniisiim ve ret-kabul yontemi olmak tizere, genelde iki temel yaklagimi vardir [13].

1.6. Ret-Kabul Yontemiyle Rastgele Say1 Uretilmesi

Ret-kabul yontemi, 1951 yilinda von Neumann tarafindan gelistirilmistir. Yontemde
belirlenen dagilimdan rastgele 6rnek alinarak, secilen 6rneklemin istenilen dagilim igin
uygun olup olmadigina karar verilir [14]. Ret-kabul yontemi herhangi bir dagilimdan
gozlemler olusturmak i¢in kullanilan temel bir yontemdir. Bu yontem n-boyutlu uzayda
herhangi bir dagilim i¢in kullanilabilir. Ret-kabul yontemi, rasgele bir 6rnek degiskeninin
yogunluk/kiitle fonksiyonunun altinda kalan bdlgede diizgiin dagildigi varsayimina
dayanmaktadir [13,15,16].

1.6.1. Kesikli Dagihmdan Rastgele Say1 Uretilmesi

X rastgele degiskeninin olasilik kiitle fonksiyonu p;,

pj =P{X =} 4D
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biciminde gosterilmektedir.
Algoritma 1 yardimiyla p; olasilik kiitle fonksiyonuna sahip X rastgele degiskeni
tiretilmektedir [8].

Algoritma 1. Tek degiskenli olasilik kiitle fonksiyonundan rastgele degisken iiretilmesi

Adim 1: p; olasilik kiitle fonksiyonun tanim araligindan esit olasilikla rastgele bir
say1 tiret (£).

Adim 2: Diizgiin dagilimdan bir rastgele say1 tiret (1~U (0, Pnax))-

Adim 3: Egern < P(X = &) ise & kabul; aksi halde, ¢ reddet ve Adim 1’¢ git.

Algoritma 1’in, Tablo 1’deki olasilik kiitle fonksiyonuna sahip bir rastgele degerler
icin 100 kez calistirilmas1 durumunda, ret-kabul bolgeleri ve kabul bolgesine diisen

rastgele sayilarin histogram grafigi Sekil 3’de gosterilmistir.

Tablo 1. Olasilik kiitle fonksiyonu
x1:1 x2:2 X3:3 x4:4‘

0.3 0.2 0.4 0.1

0.45

04r ¥
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* %
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025
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011

0.05-

ok K ek ok RE K ek EE * ok
NOBRRE F Bk kR KR K| e F

Wk ok bk kR K B k%

L N e M ok bk F Wk

(a) (b)

Sekil 3. (a) 100 rastgele 6rnegin ret-kabul bélgelerine diismesi (b) Kabul boélgesine
diisen rastgele degiskenlerin histogram grafigi

Sekil 3(a)’da, tiretilen 100 tane rastgele 6rnegin, 70 tanesi mavi bolge ile gosterilen
kabul bolgesine, geri kalan 30 tane rastgele say1 ise kirmizi bolge ile gosterilen ret
bolgesinde yer almaktadir. Kabul edilen 70 rastgele 6rnegin histogram grafigi ise Sekil

3(b)’de gosterilmistir.
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1.6.2. Siirekli Dagiimdan Rastgele Say1 Uretilmesi

X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ile ifade edilmek tiizere,
Algoritma 2 yardimiyla f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip X rastgele degiskeni
tiretilmektedir [8].

Algoritma 2. Tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonundan rastgele sayi iiretilmesi

Adim 1: f (x) olasilik yogunluk fonksiyonunu belirle.

Adim 2: Fonksiyonun tanim araligindan esit olasilikla bir rastgele say1 iiret (§).
Adim 3: Diizgiin dagilimdan bir rastgele sayi tiret (1~U (0, frnax))-

Adim 4: Egern < f(&) ise & kabul; aksi halde, ¢ reddet ve Adim 2’e git.

Algoritma 2’nin 100 kez caligtiritlmasi sonucunda, iki modlu bir olasilik yogunluk
fonksiyonundan rastgele tiretilmis 100 6rneklem igin ret-kabul bolgeleri ve kabul bolgesine

diisen rastgele sayilarin histogram grafigi Sekil 4’de gosterilmistir.

Max f(x)

()

Sekil 4. (a) 100 rastgele 6rnegin ret-kabul bolgelerine diismesi (b) Kabul bolgesine
diisen rastgele sayilarin histogram grafigi

Sekil 4(a)’da, tiretilen 100 tane rastgele ornegin, 52 tanesi mavi bolge ile gosterilen
kabul bolgesine, geri kalan 48 tane rastgele sayr ise kirmizi bolge ile gosterilen ret
bolgesinde yer almaktadir. Kabul edilen 52 rastgele 6rnegin histogram grafigi ise Sekil

4(b)’de gosterilmistir.
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1.6.3. Iki Degiskenli Siirekli Rastgele Say1 Uretilmesi

X,Y rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) ile ifade edilmek
tizere, Algoritma 3 yardimiyla f(x,y) ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip (X,Y)
rastgele degiskeni tretilmektedir [8].

Algoritma 3. Iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonundan rastgele say1 iiretilmesi

Adim 1: Olasilik yogunluk fonksiyonunu belirle.
Adim 2: Hem X’in tamimlandigi sinirlar igerisinden ve hem de Y’nin tanimlandigi

sinirlar igerisinden diizgiin dagilimdan iki rastgele sayi tiret (rq, 13).

Adim 3: Diizgiin dagilimdan bir rastgele say1 tiret (n~U (0, frnax))-
Adim 4: Eger n < f(ry, 1) ise 1y ve r, kabul et; aksi halde, r; ve r,’yi reddet ve
Adim 2’e git.

Esitlik 42°deki gibi verilmis bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan Algoritma 3
kullanilarak, 2000 tane rastgele sayi iiretilmistir. Uretilen 2000 tane rastgele sayidan 1017
tanesi mavi ile gosterilen kabul bolgesine geri kalan rastgele sayilar ise kirmizi ile
gosterilen ret bolgesine diismiistiir (Sekil 5(b)). Kabul bolgesi diisen 1017 tane rastgele
saymin histogram grafigi ve beklenen frekanslarin histogram grafigi Sekil 6’da

gosterilmistir.

xX+y
f(XJ’)=T, 0<xy<2 (42)
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(b)
Sekil 5. (a) Ortak olasilik yogunluk fonksiyonun gosterimi (b) Uretilen X,Y rastgele

sayilarinin ret ve kabul bolgelerine diismesi

Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu tanimlandigi araliklarin disinda sifir degerini

almaktadir (Sekil 5(a)).

(b)

Sekil 6.  (a) Kabul edilen rastgele sayilarin histogram grafigi (b) Beklenen frekanslarin
stitun grafigi

H,: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 42°de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan
gelmistir.
H;: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 42°de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan
gelmemistir.
Gozlenen ve beklenen frekanslar {izerinden Ki-kare testi yapildiginda,

Xi =11.8588 < )(§=15_a=0_05 = 24.9958 oldugundan %95 giiven diizeyinde H, hipotezi
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reddedilemez. Uretilen rastgele sayilar Esitlik 42°de verilen ortak olasilik yogunluk
fonksiyonundan gelmistir (¢ = StnifSayist — 1).

1.7. Ters Doniisiim Yontemi ile Rastgele Say1 Uretilmesi

Ters donlisiim yontemi, rastgele oOrneklemeye tam ve dogrudan kuramsal bir
yaklagim oldugundan, en sik basvurulan yontemdir. Bu yontemin dogrudan uygulanmasi,
ancak dagilim fonksiyonunun diizgiin ve siirekli bir fonksiyon olmasi durumunda soz
konusudur. Bir dizgenin girdi ve ¢iktilarinin hepsi bu dzellikte olmayabilir. Sanal deney
modelindeki kimi degiskenlerin dagilimi deneysel, kesikli ve kesin siirekli artmayan
nitelikte olabilir. Bu tiir dagilimlarin ters dagilim islevleri tanimlanabildigi ve bunlardan
etkin olarak sanal gézlem firetilebildigi durumlarda da, ters doniisim yonteminin belli
bigimleri uyarlanabilir [17,18].

Tersi aliabilen bir fonksiyon verildiginde istenen bir bolgede etkili bir bigimde
sOzde rastgele sayilar olusturulabilmektedir. Ancak tersi alinamayan dagilim fonksiyonlari

icin ise sayisal yontemler kullanilmaktadir.
1.7.1. Kesikli Dagihmdan Rastgele Say1 Uretilmesi
X rastgele degiskeninin olasilik kiitle fonksiyonu
Pix=x}=p;, j=0,1,.. (43)

esitlik 43’deki gibi tanimlandiginda, U standart diizgiin dagilimdan bir rastgele say1 olmak

lizere,
(xO, U< po
X1, Po<U<po+p
X=F ) o (44)
j-1 j
Xj) pisU< Zpi
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44 esitligi saglandiginda, X rastgele degiskeninin olasilik kiitle fonksiyonundan

rastgele say1 tiretilmektedir [8].

Algoritma 4. Tek degiskenli olasilik kiitle fonksiyonundan rastgele degisken iiretilmesi

Adim 1: Olasilik kiitle fonksiyonunu tanimla (p).

Adim 2: Birikimli olasilik degerlerini bul (P;).

Adim 3: Standart diizglin dagilimdan bir rastgele sayi iiret (U).
Adim 4: Eger U < P, ise X = x, ve dongiiden ¢ik.

Eger U < P, ise X = x; ve dongiiden ¢ik.
Eger U < P; ise X = x, ve dongiiden ¢ik.

Adim 5: Uretilmek istenilen rastgele say1 miktarina gelindiginde dur; aksi halde,
Adim 3’e git.

Tablo 2’deki gibi tanimlanan bir olasilik kiitle fonksiyonundan 1000 tane rastgele

say1 Algoritma 4 kullanilarak tiretilmistir.

Tablo 2. Olasilik kiitle fonksiyonu
x1=1 1] x,=2 | x3=3 | x,=4

0.302 | 0.1709 | 0.3038 | 0.2233

H,: Uretilen rastgele sayilar Tablo 2’de verilen olasilik kiitle fonksiyonundan gelmistir.

H;: Uretilen rastgele sayilar Tablo 2’de verilen olasilik kiitle fonksiyonundan gelmemistir.
Gozlenen ve beklenen frekanslar tizerinden Ki-kare testi yapildiginda,

X2 = 1.5245 <)(§=3'a=0_05 = 7.8147 oldugundan %95 giiven diizeyinde H, hipotezi

reddedilemez. Uretilen rastgele sayilar Tablo 2°de verilen olasilik kiitle fonksiyonundan

gelmistir (¢ = StnifSayist — 1). Uretilen rastgele sayilarin histogram grafigi Sekil

7(a)’da gosterilmistir.
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(b)

Sekil 7. (a) Uretilen 1000 rastgele saymn histogram grafigi (b) Beklenen frekanslarin
stitun grafigi

Diger yandan x; degerleri, xo < x; < x, < -+ <Xx; seklinde siralandifinda X’in
dagilm  fonksiyonu, F(x;) = Y& ,p; olmaktadir (x; i =0). Bu durumda
F(xj-1) < U < F(x;) oldugunda X = x; olmaktadir. Diger bir deyisle, U rastgele sayisi
tiretildikten sonra dagilim fonksiyonunda F(x;_;) — F(x;) aralif1 hesaplanarak X’in degeri
bulunabilmektedir. Bu ifadeye esdeger olarak da F(U)’nun tersi de ayni islemi
yapmaktadir. Bu ylizden bu yontem ayrik ters doniisiim yontemi olarak adlandirilmaktadir.

Ayrica, bu yontemle bir kesikli rastgele sayr olusturmak icin harcanan zaman,

birikimli dagilim fonksiyonunda hesaplanan araliklarin sayisiyla dogru orantilidir. Bu

durumda, p]-’lerin azalan sirada kullanilmasi xj’lerin olasilik degerlerinin bulunmasinda

daha kullanigh olmaktadir [8].

1.7.2. ki Degiskenli Kesikli Rastgele Say1 Uretilmesi

X,Y rastgele degiskeninin olasilik kiitle fonksiyonunu pyy(x,y) ile ifade edilirse bu

fonksiyon

pxy(x,y) = P{X = x,Y = y} (45)

biciminde gosterilmektedir. Algoritma 5 yardimiyla pyy olasilik kiitle fonksiyonuna sahip

X, Y rastgele degiskeni tiretilmektedir [19].
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Algoritma 5. iki degiskenli olasilik kiitle fonksiyonundan rastgele sayi iiretilmesi.

Adim 1;
Adim 2:

Adim 3:
Adim 4:
Adim 5:
Adim 6:
Adim 7:

Adim 8:

Adim 9:

Ortak olasilik kiitle fonksiyonunu belirle (pxy).

Ortak olasilik kiitle fonksiyonundan X’in marjinal olasilik degerlerini bul
(px)-

X’in marjinal olasiliklarindan birikimli marjinal olasiliklarini hesapla (Py).
Y’nin kosullu olasilik degerlerini hesapla hy (y|X).

Y’nin birikimli kosullu olasilik degerlerini hesapla Hy (y|X).

Diizgiin dagilimdan iki tane rastgele sayi iiret (1y, 1y ).

Eger ry < Px(1) ise X = x; ve dongiiden ¢ik.

Eger ry < Px(2) ise X = x, ve dongiiden ¢ik.

Eger ry < Px(n) ise X = x,, ve dongiiden ¢ik.
Eger ry < Hy(1) ise Y = y; ve dongiiden ¢ik.
Eger ry < Hy(2) ise Y = y, ve dongiiden ¢ik.

Eger ry < Hy(n) ise Y = y,, ve dongiiden ¢ik.
Uretilmek istenilen rastgele sayr miktarina gelindiginde dur, degilse Adim

6’ya git.

Algoritma 5, 1000 kez calistirilmistir. Tablo 3°te verilmis bir ortak olasilik kiitle

fonksiyonundan iiretilmis 1000 rastgele sayinin histogram grafigi ve beklenen frekanslarin

grafigi Sekil 8’de gosterilmistir.

Tablo 3. Ortak olasilik kiitle fonksiyonu

pxy(X =1Y) Pxy(X =2,Y) pxy(X =3,Y) pxy(X =4,Y)
Pxy(X,Y =1) 0.1106 0.1240 0.0378 0.1310
pPxy(X,Y =2) 0.1230 0.0858 0.0742 0.0214
pxy(X,Y =3) 0.0172 0.0132 0.1300 0.1318
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(b)

Sekil 8. (a) Uretilen 1000 rastgele saymin histogram grafigi (b) Beklenen frekanslarin

stitun grafigi

Uretilen rastgele sayilar Tablo 3’de verilen ortak olasilik kiitle fonksiyonundan
gelmigtir.

Uretilen rastgele sayilar Tablo 3’de verilen ortak olasilik kiitle fonksiyonundan
gelmemistir.

Gozlenen ve Dbeklenen frekanslar iizerinden Ki-kare testi yapildiginda,

Xf =8.186 < x2_114=005 = 19.6751 oldugundan, %95 giiven diizeyinde H, hipotezi

reddedilemez. Uretilen rastgele sayilar Tablo 3’de verilen ortak olasilik kiitle

fonksiyonundan gelmistir (¢ = StnifSayist — 1).

Diger yandan, ortak olasilik kiitle fonksiyonu, (46) esitligindeki gibi,

pxy (x,¥) = px(x) py (¥) (46)

marjinal X ve marjinal Y’nin olasiliklarinin ¢arpimiyla olusturulabiliyorsa yani diger bir

deyisle X ve Y birbirinden bagimsiz ise, kosullu olasiliklara gerek kalmadan da Algoritma

6 ile rastgele sayi tiretilebilmektedir.
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Algoritma 6. iki degiskenli olasilik kiitle fonksiyonundan rastgele sayi iiretilmesi

Adim 1: X’in ve Y’nin marjinal olasiliklarini belirle (py, py).

Adim 2: X’in marjinal olasiliklarindan birikimli marjinal olasiliklarini hesapla (Py).
Adim 3: Y’in marjinal olasiliklarindan birikimli marjinal olasiliklarint hesapla (Py).
Adim 4: Diizgiin dagilimdan iki tane rastgele say1 tiret (ry, 1y).

Adim 5: Eger ry < Px(1) ise X = x; ve dongiiden ¢ik.

Eger ry < Px(2) ise X = x, ve dongiiden ¢ik.

Eger ry < Pyx(n) ise X = x,, ve dongiiden ¢ik.
Adim 6: Egerry < Py(1) ise Y = y; ve dongiiden ¢ik.
Egerry < Py(2) ise Y =y, ve dongiiden ¢ik.

Eger ry < Py(n) ise Y =y, ve dongiiden ¢ik.
Adim 7: Uretilmek istenilen rastgele say1 miktarina gelindiginde dur, degilse Adim

4’¢ qit.

Algoritma 6, 1000 defa caligtirnllmistir. Tablo 4-5’deki gibi verilmis marjinal
olasiliklar ile olusturulmus ortak olasilik kiitle fonksiyonundan tiretilmis rastgele sayilarin

histogram grafigi ve beklenen frekanslarin grafigi Sekil 9°da gosterilmistir.

Tablo 4. X’in marjinal olasiliklart
(px)

px (x)
px(X =1) =0.2951
px(X =2) =0.3281
px(X = 3) = 0.0460
px(X =4) =0.3308

Tablo 5. Y’nin marjinal olasiliklar
(py)

pr(¥)
py(Y =1) = 0.6271
py(Y = 2) = 0.0967
py(Y = 3) = 0.2762
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Tablo 6. Ortak olasilik kiitle fonksiyonu (pxy)

Pxy (X, y) = Dx Xy

0.185 0.206 0.029 0.207
0.029 0.032 0.004 0.032
0.081 0.091 0.013 0.091

(b)

Sekil 9. (a) Uretilen 1000 rastgele sayinmn histogram grafigi (b) Beklenen frekanslarin
stitun grafigi

Hy: Uretilen rastgele sayilar Tablo 6’da verilen ortak olasilik kiitle fonksiyonundan
gelmistir.
Hy: Uretilen rastgele sayilar Tablo 6’da verilen ortak olasilik kiitle fonksiyonundan
gelmemistir.
Gozlenen ve Dbeklenen frekanslar iizerinden Ki-kare testi yapildiginda,
Xh=6.9717 < xé—11 4005 = 19.6751 oldugundan, %95 giiven diizeyinde H, hipotezi
reddedilemez. Uretilen rastgele sayilar Tablo 6°da verilen ortak olasilik Kkiitle

fonksiyonundan gelmistir (¢ = SinifSayist — 1).
1.7.3. Siirekli Dagihmdan Rastgele Say1 Uretilmesi
Rastgele say:1 {iiretilmek istenen dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x),

dagilim fonksiyonu F(x) olmak iizere, ters doniisiim yontemiyle rasgele say1 tiretmek igin

Esitlik 47 kullanilmaktadir [8]. U standart diizgiin dagilimdan bir rastgele sayidir.
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F(x)=U

X=F1U)

(47)

Fy(x) = P{X < x}

1.7.4.

={FY(U) <x}

Iki Degiskenli Siirekli Rastgele Say1 Uretilmesi

X,Y rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu f(x,y) ile ifade edilmek

tizere, Algoritma 7 yardimiyla f(x,y) ortak olasilik fonksiyonuna sahip (X,Y) rastgele

degiskeni iiretilebilmektedir [19].

Algoritma 7. Iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonundan rastgele say1 iiretilmesi

Adim 1:
Adim 2:

Adim 3:

Adim 4:
Adim 5:
Adim 6:
Adim 7:
Adim 8:
Adim 9:
Adim 10:

Adim 11:

Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu belirle (£ (x, )).

Ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan X’in marjinal olasilik yogunluk
fonksiyonunu bul (fx(x)).

X’in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonundan dagilim fonksiyonunu
hesapla (Fx(x)).

X’in dagilim fonksiyonunun tersini bul (Fy(x)).

Y’nin kosullu olasilik fonksiyonunu hesapla (hy (v]X)).

Y’nin kosullu dagilim fonksiyonunu hesapla (Hy (y|X)).

Y nin kosullu dagilim fonksiyonunun tersini hesapla (Hy 1 (y|X)).

Diizgiin dagilimdan iki tane rastgele say1 liret (1, 1v).

X’in dagilim fonksiyonun tersinde 7y yerine koy ve X’i iiret (X = Fx ' (ry)).
Adimm 9’de iiretilen X rastgele sayisini ve ry’yi, Adim 7°de hesaplanan
kosullu dagilim fonksiyonun tersinde yerine yaz ve Y’yi (iret
(Y = Hy'(y = v X)).

Istenilen sayida rastgele say1 ikilisi (X,Y) iiretildiyse dur, aksi halde Adim
8’ye git.

Esitlik 48°deki gibi verilmis bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan Algoritma

7 kullanilarak, 1000 tane rastgele sayi iiretilmistir. Uretilen 1000 tane rastgele sayinin

histogram grafigi ve beklenen frekanslarin histogram grafigi Sekil 11°de gdsterilmistir.
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x+y
8 )

flx,y) = 0<x,y<2 (48)

0.5

Sekil 10. Ortak olasilik yogunluk
fonksiyonunun gosterimi

Ortak olasilik yogunluk fonksiyonu tanimlandigi araliklarin disinda sifir degerini
almaktadir (Sekil 10).

(b)

Sekil 11. (a) Uretilen 1000 rastgele saymin histogram grafigi (b) Beklenen frekanslarin
siitun grafigi

Hy: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 48’de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan
gelmistir.
H;: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 48°de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan

gelmemistir.
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Gozlenen ve Dbeklenen frekanslar iizerinden Ki-kare testi yapildiginda,
Xr = 9.1906 < xZ_15a=005 = 24.9958 oldugundan, %95 giiven diizeyinde H, hipotezi
reddedilemez. Uretilen rastgele sayilar Esitlik 48’de verilen ortak olasilik yogunluk
fonksiyonundan gelmistir (¢ = SinifSayist — 1).

1.8. Uggenlestirme (Delaunay) Algoritmasi

Delaunay algoritmasi, 1934 yilinda Boris Delaunay [20] tarafindan gelistirilmistir.
Her ii¢ noktadan bir ¢ember gegecek ve higbir gevrel ¢emberin iginde nokta kalmayacak
sekilde, bir bolgeyi tiggen pargalara bolen bir algoritmadir [21].
Delaunay ticgenlestirme algoritmasi asagidaki belirtilen 6zellikleri saglamaktadir.
1. Algoritmanin ¢aligmaya basladig1 baslangi¢ noktasi ne olursa olsun algoritma her
seferinde ayn1 liggenlemeyi yapmaktadir.
2. Olusan tiggenlerin es agilik 6zelligi vardir. Bu durum noktanin kendisinden uzakta
bulunan noktalarla dogrudan tiggen kurabilmesinin oniine gegmektedir.
3. Algoritma sonucunda olusan ¢evrel ¢cemberlerin icerisinde nokta bulunmamaktadir.
4. Her bir noktay: birlestiren dogru pargalari olusturulan tiggenlerin bir kenarini temsil
etmektedir [21-24].
Sekil 12(a)’daki keyfi olarak ¢izilmis ¢okgensel bir alan olusturulmustur. Bu
cokgensel alanda Delaunay tiggenlestirme algoritmasi uygulandiginda, Sekil 12(b)’deki

gibi, liggenlere boliinmiis bir alan elde edilmektedir.

(@) (b)
Sekil 12. (a) Keyfi olarak ¢izilmis ¢okgensel alan (b) Delaunay

iicgenlestirme algoritmasi uygulanmis ¢okgensel alan



28

Sekil 13’de ise her ii¢ noktadan bir ¢evrel ¢ember gececek sekilde gokgenin

pargalandigini ve ¢izilen tiim gevrel ¢cemberlerin i¢inde nokta bulunmadig: gosterilmistir.

Sekil 13. Cevrel cemberlerin

gosterimi

1.9. Ki-Kare Uyum lyiligi Testi

[statistik biliminde, drneklemin geldigi popiilasyonun dagilimi érneklem dagilimimi
olusturmaktadir. Orneklemin geldigi yigindaki birimlerin nasil dagildigmi bilmek
istatistikte hangi testin kullanilacaginin belirlenmesinde olduk¢a 6nemlidir. Bu yiizden,
orneklemin hangi dagilimdan geldiginin test edilmesi gerekmektedir [25].

[statistiksel bir test yapilacagi zaman, dogru bir sonug igin, kullanilacak olan testin
belli varsaymmlar1 saglanmis olmasi gerekmektedir. Gerekli varsayimlar: saglamadan
kullanilan testler, kullanim amacina uygun olmayarak hatali sonuglar verecektir. Her testin
kendine 6zel varsayimlar1 olacagi gibi ¢ogu test, sonug ¢ikarilacak verinin normal dagilmis
olmasi varsayimi altinda ¢alismaktadir. Bu tiir testler parametrik testler olarak adlandirilir.
Normal dagilmayan bir veri i¢in parametrik olmayan test yontemlerinin kullanilmasi
gerekmektedir. Diger yandan orneklem sayisinin az oldugu durumlarda da hangi testin
kullanilacagin1 belirlemek i¢in, 6rneklemin nasil dagildiginin test edilmesi gereken diger
bir durumdur. Orneklemin normal ya da baska herhangi bir dagilimdan gelip gelmedigi test
etmek icin uyum 1iyiligi testleri kullanilmaktadir. Bu amagla kullanilan uyum iyiligi
testlerinden biri ki-kare uyum iyiligi testidir [26].

Ki—kare testi 1900 yilinda Pearson [27] tarafindan ortaya atilmistir. Ki-kare istatistigi
uyumun yeterliligi i¢in karar vermek amaciyla kullanilir. “Uyum” terimi goézlenen

orneklem dagilimlarinin ya da deneysel sonuclarla elde edilen dagilimlarin, beklenen ya da
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normal, binom, Poisson ve diizgiin dagilim gibi kuramsal dagilimlarla karsilastirilmasi igin
kullanilir. Beklenen frekanslarin egrisi gozlenen frekanslarin egrisi iizerine ¢izilir ve ki-
kare istatistigi uyumun yeterli olup olmadigini belirler [10]. Bu testteki istatistik,

sapmalarin karelerinin toplaminin beklenen frekansa boliinmesiyle elde edilmistir [25].

C(F — 02
=y L= (49)

Gozlenen orneklemin belirli smif araliklarindaki frekans degerleri (f;), kuramsal
olarak hesaplanan o sinif araliklarindaki beklenen degerlerine (e;), yakin oldugunda ki-
kare istatistigi sifira yaklagmaktadir. Bu durumda 6rneklemin dagilimiyla, kuramsal olarak
verilen dagilim arasinda fark yok denilmektedir. Ki-kare uyum iyiligi testi bu sekilde

calismaktadir.
1.9.1. Cokgensel Alanlarda Ki-Kare Uyum lyiligi Testi

Ki-kare uyum iyiligi testi birgok uygulamada gozlenen degerlerin tek degiskenli
dagilimlara uyup uymadigini kontrol etmek i¢in kullanilmistir. Ancak iki boyutlu bir
alanda elde edilen gozlem degerleri test edilmesi igin dortgensel bir alanla gergevelenmesi
gerekmektedir. Ancak bilindigi gibi gercek yasamda elde edilen veriler her zaman dortgen
alan i¢inde olmazlar [28].

Keyfi bir alan i¢inde gozlenen verilerin bilindik bir geometrik sekil ile
tanimlanmasinda en uygun yontem cokgensel tanmimlamadir [29]. Cokgensel bir alan
icerinde tanimlanan olasilik yogunluk degerinden beklenen frekans sayisim1 bulmak i¢in
integralinin alinmasi gerekir. Bu ise olduk¢a zor olmaktadir.

Cokgensel alanda ki-kare uyum 1iyiligi testi yapabilmek icin, ¢okgensel alan uygun
ticgenlere boliinerek (Sekil 14) hem sinif sayisi belirlenebilir hem de bu alandaki beklenen
frekans sayis1 hesaplanabilmektedir. Beklenen frekans sayisi, licgen ilizerinden integral
alinmasinda tliggen tepe noktasindan iki parcaya bdliinerek hesaplanabilmektedir. Ayni
sekilde {iggen igerisine diisen gozlenen frekans sayisi da algoritmik olarak

hesaplanabilmektedir [29].
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Eger licgen sayisi ki-kare testi icin yeterli degilse her liggen kendi igeriSinde
kenarortaylar1 yardimiyla dort parcaya veya altt parcaya bdliinerek islemler

gerceklestirilmektedir [28] (Sekil 15).

Sekil 14. Cokgensel alanin tiggenlere boliinmesi

(@) (b)

Sekil 15. Uggenlerin kenarortaylar kullanilarak yeni {icgenlere boliinmesi

1.10. ikiye Yarilama Yontemi

Ikiye yarilama metodu matematik biliminde kok bulma problemi olarak
adlandirilmaktadir. Bir araligi tekrar tekrar ikiye boler ve kokiin mutlaka igerisinde oldugu
alt aralig1 bir sonraki adim i¢in isleme alir. Kolay uygulanabilir ve saglam bir yontemdir
[30].

Ikiye yarilama ydnteminin 6zellikleri asagidaki gibidir [31].

1. f,[a, b] araliginda stirekli bir fonksiyon ve f(a), f(b) zit isaretli olmalidur.
2. Fonksiyonu sifir yapan bir m noktasi olmalidir. (f (p) = 0)

3. Fonksiyonun kokii birden fazla oldugunda da ¢aligmaktadir.
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4. [a,b] aralig1 her dongiide fonksiyonun kokiinii igeren yari alt araliklara
boliiniir.

Ikiye yarilama y&nteminin algoritmasi [30] Algoritma 8’de verilmistir.

Algoritma 8. Ikiye yarilama yontemi algoritmasi

Adim 1: f fonksiyonunu, & durma noktasini ve fonksiyonun tanimlandigi [a, b]

araligin belirle.

Adim 2: a;=a,b;,=b,p;, = asz olarak belirle.
Adim 3: Eger f(p;) = 0ise p = p; ve dur, degilse Adim 4’¢ git.
Adim 4: Eger f(p;) ve f(a;) ayni isaretli ise a;.; = p; Ve b;;, = b; olarak belirle,
Degilse, a;,1 = a; Ve b;,, = p; olarak belirle.
Adim 5: € > |aj;1 — b;41| dur aksi halde Adim 3’e git.
L
fB) +

flp) +
a - d pla, x
) 1
f[{ﬂ - -—
fi:l Fa 5|1
s P2 b,

a; py by
1 1

Sekil 16. ikiye Yarilama Y&ntemi[30]



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. ki Degiskenli Dagiimlarda Ki-Kare Testi Simiilasyonu

Dortgensel bir alanda tanimlanmis iki degiskenli bir olasilik yogunluk
fonksiyonundan tretilen rastgele sayilarin, belirtilen olasilik yogunluk fonksiyonundan
gelip gelmedigi Ki-kare ile test edilmisti. Aymi sekilde ¢okgensel alanlarda da {iretilen
rastgele sayilarin segilen olasilik yogunluk fonksiyonundan gelip gelmedigi de ki-kare ile
test edilmisti. Bu kisimda, yukarida bahsedilen ki-kare testinde hesaplanan Kki-kare
degerlerinin gercekte ki-kare dagilip dagilmadigi, simiilasyonla gosterilmek istenmistir.
Ayrica serbestlik derecesinin ne oldugu ya da ne olacag: ile ilgili belirsizligi ortadan
kaldirmakta bu simiilaSyonun amacini olusturmaktadir.

Esitlik (47)’deki gibi tanimlanmis bir ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan 100
tane rastgele say1 fUretilmis ve bu sayilarin (47) esitligindeki olasilik yogunluk
fonksiyonundan gelip gelmedigi ki-kare testi ile test edilmistir. Ki-kare testi igin serbestlik
derecesi sinif sayisinin bir eksigi olarak alinmistir. Sinif sayisi ise gézlenen frekanslarin ya
da beklenen frekanslarin boyutu kadar olmaktadir.

Ki-kare testi 1000 kez tekrarlanmis ve hesaplanan 1000 tane ki-kare degerleri
kullanilarak bu degerlerin 15 serbestlik dereceli ki kare dagilimindan gelip gelmedigi tek
orneklem Kolmogorov-Smirnov testi [25,32] ile analiz edilmistir. Serbestlik derecesi
beklenen frekans sayisinin veya gozlenen frekans sayisinin bir eksigi olarak

hesaplanmaktadir.

1
fy)=7 0<xy<2 (50)
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1F 1
091 1 0.9
08 1 0.8
071 1 07
06 1 0.6
051 1 05
041 1 04r
031 1 031
021 1 0.2
011 1 01
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
(@) (b)

Sekil 17. Birikimli ki-kare dagilim fonksiyonu (a) Hesaplanan ki-karelerin birikimli
dagilimi1 (b)15 serbestlik dereceli birikimli ki-kare dagilim1

Sekil 17(a)’da her bir dongiide hesaplanan 1000 tane ki-kare degerlerinin birikimli
dagilim grafigi cizilmistir. Sekil 17(b)’de ise 15 serbestlik dereceli Ki-kare dagilimi

kuramsal olarak ¢izilmistir. Elde edilen histogram grafikleri Sekil 18’de gosterilmistir.

(b)

Sekil 18. (a) Hesaplanan Ki-karelerin histogram grafigi (b)15 serbestlik dereceli ki-kare
dagiliminin histogram grafigi

Hy: Ornekler 15 serbestlik dereceli ki-kare dagilimdan gelmistir.

H;: Ornekler 15 serbestlik dereceli ki-kare dagilimdan gelmemistir.

Tek 6rneklem Kolmogorov-Smirnov testi igin iki birikimli dagilim fonksiyonunun
farklarindan maksimum degeri alinarak test istatistigi D, = 0.0343 olarak hesaplanmistir.

Tek 6rneklem Kolmogorov-Smirnov tablo degeri ise n=1000 i¢in D;,p;, = 0.0430,
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Dy, < Dygpio oldugundan %95 giiven diizeyinde H, reddedilemez. Ornekler 15

serbestlik dereceli ki-kare dagilimimdan gelmistir.

b _ 136 _ 136
tablo—\/ﬁ— 1000

= 0.0430 (51)

2.2. Ucgensel Alanlarda Rastgele Say1 Uretilmesi

Ucgensel alan igerisinde rastgele say1 iiretmek icin kullanilacak tekniklerden ret-
kabul teknigi Boliim 2.3.1.’de karma teknik ise Boliim 2.3.3°te genellestirilmis bir yapida
anlatilmistir. Bu boliimde ters doniisiim yontemi ile liggensel alanda rastgele say1 liretme

tizerinde durulacaktir.
2.2.1. Ters Doniisiim Yontemi

Dortgensel alanlarda iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonlarinin sabit sinirlara
gore integral hesab1 oldukga kolay olmasina ragmen {iggensel alanda integral alma islemi
biraz karmagiktir. Bu karmasikligi ortadan kaldirmak i¢in Sekil 19(a)’da Q tiggen
bolgesinin kdse koordinatlarindan x bilesenlerinin {x,, x5, x.} ortancasi bulunur. Bu
ortancadan y eksenine paralel olarak ¢ekilen bir dogru tiggeni iki parcaya bolerek Sekil
19(b) integral alinmasini kolaylastirmaktadir.  bolgesi iki tiggene boliinerek (£, Qg) ayri

ayr1 integral hesabi yapilir ve bunlarin toplama,
|| reyaxay+ || reyaxay 52)
Qr Qr

bi¢iminde toplam integral bulunabilmektedir.
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(@) (b)
Sekil 19. Uggensel bolgenin gosterimi; (a) Q bolgesi; (b) Q;, ve Qy iiggensel bolgelerinin
belirlenmesi

; tiggeninin marjinal fonksiyonu,

AB
|| fCoy)dy, maexy, +cac < yp
AC
gxL(x) = (53)

| AC
| fx,y)dy, mgexp + cac > b
AB

bi¢iminde verilmektedir. Burada AB, A ve B noktalarindan gecen dogru denklemi; AC, A
ve C noktalarindan gegen dogru denklemidir. Elde edilen marjinal fonksiyonun dagilim

fonksiyonu,

X

Gy () = f gxu()dx, X € [xq 1] (54)

Xa

bi¢iminde bulunur. Tiim bélgenin hacmi (olasilik degeri) ise,
Xb
L= GG = | gn(odx (55)
Xa

bi¢iminde elde edilir. Ayni sekilde Qp liggenin marjinal fonksiyonu,
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BC
| fOoy)dy, mgexy + cac < b

gxr(x) = J

AC
| e (56)
(f_ fCoy)dy, mgexy + cac > vy

BC

bi¢iminde verilmektedir. Burada BC, B ve C noktalarindan gegen dogru denklemi; AC, A
ve C noktalarindan gegen dogru denklemidir. ikinci iiggenin marjinal fonksiyondan

dagilim fonksiyonu,

Gxr(x) =1, +J gxr(¥)dx,  x € [xp, %] (57)

Xb

bi¢iminde elde edilir.

X = x verildiginde (1; bolgesinin Y’li kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

_f&X,y)
B Ix1(X) (58)

hy,(y|x) = hy, (¥|1X = x)

bi¢iminde tanimlanir. Bu esitlik X < x;, ise gecerlidir. Aksi durumda, Qg bodlgesinin Y’li

kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu,

_f&Xy)
B Ixr(X) (59)

hyr(|x) = hyr (¥1X = x)

bi¢iminde bulunur. Q; bolgesinin X = x verildiginde kosullu dagilim fonksiyonu,

y y
Hy, (y; yolx) = f hy,(ylx) dy = g (X)f fX,y) dy (60)
Yo XL Yo

biciminde bulunur. Ayni1 bi¢imde Qy bolgesinin X = x verildiginde kosullu dagilim

fonksiyonu,
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y y
HreGol) = | hea Ol dy = —o= [ rcxy) dy 1)
Yo XR Yo

bi¢iminde bulunur. Bulunan bu analitik esitlikler Algoritma 9a’daki sirasiyla verilen ortak

olasilik yogunluk fonksiyonuna gore hesaplanir.

Algoritma 9a. Ters Doniisiim yontemi ile tiggensel alanda rastgele sayr iiretme

algoritmasinin “analitik kismi1”

Adim 1: Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu f(x,y) ve Q iiggensel bolgenin sinirlari
belirle.

Adim 2: Q bolgesini ortanca apsise (x;,) gore iki tiggene (Q;, Qg) bol.

Adim 3: Her tiggenin marjinal fonksiyonlarini (53) ve (56) esitliginde oldugu gibi hesapla.

Adim 4: Sol iggenin marjinal fonksiyonunun [x,, x;, ] araliginda integralini al (I;).

Adim 5: Adim 3’deki marjinal fonksiyonlarin dagilim fonksiyonlarini (54) ve (57)
esitliklerinde oldugu gibi hesapla.

Adim 6: X = x verildiginde (); ve Qp bolgelerinin kosullu olasilik fonksiyonlarinin
dagilim fonksiyonlarin1 (60) ve (61) esitliklerine gore hesapla. Bu dagilim

fonksiyonlarinin ters fonksiyonlarini belirle.

Algoritma 9a’da analitik olarak yapilan hesaplamalar Algoritma 9b’de kullanilarak

ticgensel alanda rastgele say1 tiretimi gergeklestirilmis olur.

Algortima 9b. Ters donlisim yontemi ile ticgensel alanda rastgele say1 iiretme

algoritmasinin “simiilasyon kismi1”

Adim 1: ,~U(0,1) ve &,~U(0,1) biciminde diizgiin dagilimdan iki tane rastgele say
uret.
Adim 2: &, rastgele sayisini asagidaki esitlikte oldugu gibi smir dagilim fonksiyonun

tersinde.

Gxi (&), & <1,
X = (62)
G)?I%(fx)r ’fx > IL



38

yerine koyarak iki degiskenli rastgele sayinin X bilesenini tiret (Sekil 20(a)).
Adim 3: X noktasinin ) bolgesinin alt sinirini kestigi D (X, yy) noktasinin y, bilesenini

asagidaki dogru denklemelerine gore hesapla.

{mABX+cﬁ, MmgeXp +cac > Y VE &, < I,
Yx =

mgeX + cge, MacXp +cac > Y VE & > (63)
|
\nacX + cae, - maexy + Cac < Vi

burada m, (*) dogrusunun egimini c, ise (¥) dogrusunun sabitini gostermektedir.
Adim 4: §,, rastgele sayisini, y, ve X degerini agagidaki esitlikte oldugu gibi kosullu

dagilim fonksiyonun tersinde,

H;Ll(gy;:Vxlx)' S <1,
Y= (64)
H;Rl(’fy;yxlx)' x> 1,

yerine koyarak iki degiskenli rastgele sayisinin Y bilesenini tiret (Sekil 20(b)).

Adim 5: Yeni bir sayi tiretilecekse Adim 1’e giderek islemi tekrarla.

1051 105
95} 95|
85t vl
75¢ 751
Alx,y,)
65 I I 1 I 65 I I I
70 80 90 X 110 70 80 90 X 110
(a) (b)

Sekil 20. Uggensel alanda iki degiskenli rastgele sayi iiretimi; (a) iki degiskenli rastgele
sayinin X bilesenin iiretilmesi; (b) iki degiskenli rastgele saymin Y bilesenin
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uretilmesi

2.3. Cokgensel Alanda Rastgele Say1 Uretilmesi

Genelde iki degiskenli istatistiksel hesaplamalar dikdortgensel alanda yapilmaktadir.
Ancak gercek hayatta istatistiksel verilerin dortgensel bir alanda olma olasilig1 oldukca
diisiiktiir. Bunun yerine keyfi bir alanda istatistiksel hesaplama yapma geregi ortaya
¢ikmaktadir. Bu ¢alismada Ankara ilinin sinirlart Sekil 21(a)’da verilmistir. Sinirlar1 keyfi
olarak verilen bu alanda hesaplama yapabilmek i¢in bu alanin sinirlarinin ¢okgensel bir
yapida tanimlanmasi gerekir. Keyfi bir alan1i ¢okgensel olarak tanimlayabilmek igin
sinirlarin baskin noktalar1 belirlenir. Bu baskin noktalar ister elle, ister bilgisayarda
kullanilan baskin nokta algoritmalarindan boélme-birlestirme, sirali yaklasim, cevre
boliitleme, Teh-Chin algoritmalart vb. kullanilarak otomatik yapilabilmektedir [33-37]
(Sekil 21(b)).

180 — T T T 180

160 | 1 160 |

140 1 140

120 1 120

100} 1 100}

80| 1 80|

60| 1 60|

40 1 40

20 0 50 160 150 20 0 50 160 150

(a) (b)

Sekil 21. Cokgensel alan tanimlamasi; (a) Keyfi bir alan; (b) Alan {izerinde baskin
noktalarin belirlenmesiyle elde edilen gokgensel alan

Cokgensel alanda rastgele say1 iretirken hem ret-kabul hem de ters doniisiim
yonteminde gerek duyulacak olan, bir noktanin ¢okgenin igerisinde olup olmadiginin
arastirilmasidir. Bu problem ¢okgen igerisindeki nokta problemi olarak bilinmektedir [37].
Bu problemin ¢ozliimii ig¢in, rastgele secilen (X,Y) noktasindan y = x,,;, dogrusuna
cekilen dik bir dogru parcasinin, ¢okgeni olusturan tiim dogrular1 ka¢ noktadan kestiginin

belirlenmesi gerekir. Kesilen nokta sayisi tek ise nokta ¢okgenin iginde, eger ¢ift ise nokta
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¢okgenin disindadir. Bu islem i¢in MATLAB® yaziliminda inpolygon komutu

bulunmaktadir.
2.3.1. Ret Kabul Yontemi
Dikdortgensel bir alan igerisinde keyfi ortak dagilim fonksiyonundan rastgele bir

say1r olusturmak i¢in ilk anlatilacak teknik ret-kabul teknigidir. Dortgensel ret-kabul

teknigine gore rastgele sayi iiretme algoritmasi,

Algoritma 10. Cokgensel alanda ret-kabul teknigine gore rastgele sayi iiretme algoritmasi.

Adim 1: Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu f(x,y) ve ¢okgensel bolgenin diigiim
koordinatlarin1 (xy, y,) belirle.
Adim 2: X~U(Xmins Xmax) V€ Y ~UVmin» Ymax) biciminde diizgiin dagilimdan iki tane
rastgele say1 liret.
Buradaki degiskenler ¢cokgeni olusturan noktalardan,
Xmin = min(x;)
Xmax = max(xy)
Ymin = min(xy)
Ymax = max(yy)
bi¢iminde belirlenmektedir.
Adim 3: Olusturulan bu sayinin (X,Y), ¢okgen igerisinde olup olmadigini kontrol et. Eger
say1 cokgen icerisinde degilse Adim 2’e giderek tekrar bir say1 (X, Y) tret.
Adim 4: z~U(0, finay) biciminde diizglin dagilimdan bir tane rastgele say: iiret. Burada
fmax degeri, f(x,y) fonksiyonun f(x,y) € Q bolgesindeki en biiyiik degeridir.
Adim 5: Eger z > f(X,Y) ise iretilen iki degiskenli rastgele sayiy1 (X,Y) reddet ve Adim
2’ye git, degilse (X,Y) rastgele sayisini kabul et.

bigiminde verilmektedir.
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2.3.2. Ters Doniisiim Yontemi

Ters doniisiim yontemine gore rastgele sayi iiretmek i¢in ¢okgensel alanin 6ncelikle
ticgenlere boliinmesi gerekir. Bunun i¢in Delaunay algoritmasi [20] kullanilir. Cokgensel

alan birgok tiggene boliindiikten sonra her bir tggenin (£;) olasiik degeri (liggen

igerisindeki olasilik degeri, P;),
P = j f(x, y)dxdy (65)
@

biciminde tanimlanir. Ucgensel bir bolgede integral almak igin Sekil 19(b)’de

gosterildigi gibi liggen iki parcaya bdliiniir. Daha sonra bunlarin integrali,

Xp AB Xc BC

p=|] A_{ Feydyas|+| [ [ reoyayar (66)

Xa xp AC
biciminde ayr1 ayr1 hesaplanarak toplanir. Bu integrallerde dogrularin integral sinirlari
yer degistirebileceginden integralin pozitif ¢ikmasi i¢in mutlak degeri alinmaktadir.

Tiim tiggenlerin olasilik degerlerinin toplama,
Xh=1 (67)

olasilik aksiyomlar1 geregi 67 esitliginde oldugu gibi 1’e esit olmasi gerekir.
Bu olasilik degerlerine gore iiggenler rastgele secilir. Secilen {iggenin icerisinde
rastgele sayilar tiretmek i¢in Boliim 2.2.°de verilen algoritma kullanilir. Ters doniisiim

yontemi ile gokgensel alanda rastgele sayi iiretme algoritmas,

Algoritma 11. Ters donilisim yontemi ile ¢okgensel alanda rastgele sayir tiretme

algoritmasi

Adim 1: Cokgensel alan1 Delaunay iiggenleme yontemi ile tiggenlere bol, (Sekil 22(a)).
Eger ¢okgensel alan digbiikey bir alan degilse Sekil 22(a)’da goriildigi gibi

licgenleme algoritmasi cokgenin disinda da iiggen bulmaktadir. Bu sorunu ¢6zmek
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icin her tiggenin agirlik merkezi bulunur ve bu merkezlerden ¢okgenin disina
diisenler silinir (Sekil 22(b)).

Adim 2: Olusan her bir ti¢genin Sekil 19(b)’de goriildiigii gibi iki {iggene bdliinerek
bunlarin se¢ilme olasiliklarmi P;, 66 esitligi yardimiyla hesapla.

Adim 3: P; olasiliklarina gore rastgele bir tiggen seg.

Adim 4: Secilen ii¢ggen igerisinde rastgele bir sayiyr (X,Y) Algoritma 9b yardimiyla

belirle.

biciminde verilmektedir.

180 — T T T 180

160} 160
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120} 120}

100} 100}
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60} 60|

40} 40+

20 0 56 160 150 20 0 50 160 150

(@) (b)

Sekil 22. Cokgensel alana Delaunay tliggenleme yonteminin uygulanmasi; (a) ¢okgensel
alanin iiggenlere boliinmesi; (b) ¢okgen disinda tiggenlenmis bolgelerin atilmast

Tersi alinabilen bir fonksiyon verildiginde istenen bir bolgede etkili bir bigcimde
sOzde rastgele sayilar olusturulabilmektedir. Ancak tersi alinamayan dagilim fonksiyonlari

icin ise sayisal yontemler kullanilmaktadir.

2.3.3. Karma Yontem

Cokgensel bir alan igerisinde iki degiskenli dagilimlardan rastgele say1 iiretmek icin
diger bir yaklasim ise karma tekniktir. Boliim 1.7.4°de verilen, dortgensel alanda ters
donilisim yontemi ile rastgele say1 liretme algoritmasi kullanilarak iki degiskenli rastgele
sayillar (X,Y) elde edilmektedir. Bu rastgele sayilardan ¢okgenin igine diisenler kabul

edilip digerleri reddedilerek istenen rastgele sayilar elde edilmektedir.
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Algoritma 12. Karma yonteme gore ¢okgensel alan igerisinde iki degiskenli dagilim

fonksiyonundan rastgele say1 liretme algoritmasi.

Adim 1: Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu f(x,y)’1i belirle.
Adim 2: Standart diizgiin dagilimdan iki tane rastgele sayi iiret (x, &y).
Adim 3: £x’in degerini asagidaki ters marjinal dagilim fonksiyonunda yerine koyarak,
X =Gx'(¢x)
X rastgele say1 bileseni tiret.
Adim 4: X ve &y degerlerini asagidaki Y’nin ters kosullu dagilim fonksiyonunda yerine
koyarak,
Y = Hy'(§y|X = x)
Y rastgele say1 bilesenini iiret.
Adim 5: Olusturulan bu saymin (X,Y), ¢okgen icerisinde olup olmadigini kontrol et. Eger
say1 ¢okgen icerisinde degilse Adim 2’ye giderek tekrar bir say1 (X, Y) iiret.

2.4. Simiilasyon Calismasi

Boliim 2.2 ve 2.3’te gelistirilen algoritmalar yardimiyla cesitli geometrik alanlarda
rastgele say1 iretimi i¢in iki ayr1 ornek belirlenmistir. Bu 6rneklerden bir tanesinde
ticgensel bir bolgede rastgele say1 liretimi ele alinirken, digerinde Afrika ana kitas1 sekli ele
alimmistir. Simiilasyon ile ret-kabul, ters doniisiim ve karma yontemle iiretilen rastgele
sayilarin verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan gelip gelmedigi ve rastgele say1
iretme yontemlerinden hangisinin daha hizli ¢alistiginin  bulunmast amaglanmistir.
Simiilasyon Intel® Core(TM) i7-4770 CPU, 16 Gb Ram o&zellikli bir bilgisayarda

yapilmistir. Programlama dili olarak Matlab® yazilimi kullanilmigtir.
2.4.1. Ucgensel Bolgede Rastgele Say1 Simiilasyonu

Birinci 6rnekte iiggensel bir alanda sinirlandirilmis bir olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
foy)=5.(x+y), (xy)€Q (68)
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bi¢iminde tanimlanmistir. Burada olasilik yogunluk fonksiyonu 3 koseden olusan ) =
{pr: (e, vie) = {(1,1),(3,5),(5,3)}, k =1,2,3} bir bolge ile smirlandirilmistir. Bu bolge
Sekil 23°de verilirken ayni bolge igerisindeki olasilik yogunluk fonksiyonu Sekil 24’de

gosterilmektedir.

0 1 2 3 4 5 6
X

Sekil 23. Qmek I’in tanimlanmasi:
Uggensel bolge

03,
025
02 .
0.15
0.1

005

Sekil 24. Ucggensel bolge igerisindeki olasilik
yogunluk fonksiyonu

Verilen olasilik yogunluk fonksiyonundan {i¢ farkli yonteme gore rastgele sayilar
tiretilmistir. Bu rastgele sayilar 100 ve 1000 olmak {izere iki farkli hacimde iiretilmistir.

Yapilan bu islem 10000 defa tekrarlanarak bir benzetim gergeklestirilmistir. Benzetimin
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bir asamasinda elde edilen 1000 rastgele sayr ti¢ yontem igin de Sekil 25-27°de

gosterilmigtir.

0 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Sekil 25. Ters doniisiim yontemiyle iiretilen
rastgele sayilar

0.3 L 0.22

0.25 0.2

01

0.08

0.06

Sekil 26. Ret-kabul yontemiyle iiretilen rastgele
sayilar
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0

0 ! 2 3 4 5 6
Sekil 27. Karma yontemle {iretilen rastgele
sayilar

2.4.2. Ucgensel Bolgede Uretilen Rastgele Sayilarin Ki-Kare Testi

Ucgensel bolgede iiretilen rastgele sayilarin verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna
uyup uymadigini gostermek i¢in Ki-kare uyum iyiligi testi kullanilmistir. Ki-kare uyum
1yiligi testini tliggensel bir bolgede kullanmak i¢in Oncelikle bolgenin siniflara ayrilmasi
gerekmektedir. Genelde iki degiskenli Ornekler igin dortgensel araliklarda siniflama
yapilmaktadir. Ancak tggensel bir bolgede dortgensel siniflandirma yapmanin
zorlugundan dolay1 bolge tiggenlere boliinerek siniflandirma yapilmigtir (Sekil 28(a)). Ayni
kiigiik tiggenlerdeki beklenen frekanslarda dnceki boliimlerde bahsedilen pargali tiggenler

tizerinden integral alinarak hesaplanabilmektedir (Sekil 28(b)).
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Sekil 28. Uggensel bolgede beklenen frekans hesabi; (a) Uggensel bolgenin kiigiik
iicgenlere boliinmesi; (b) Her bir kiiciik tiggenin beklenen frekanslari

Uc yonteme gore iiretilen rastgele sayilari test etmek igin iiggensel alan kiigiik

ticgenlere boliinerek gozlenen frekanslart bulunmaktadir (Sekil 29-31).

1200 : " 120 i -

100] e 100] e 20
; N 70 1 SRS

165
160
155

150

45

40

35

(a) (b)

Sekil 29. Gozlenen frekanslar; (a) Ret-kabul yontemiyle iiretilen rastgele sayilarin
gozlenen frekanslari; (b) Her bir kiigiik ticgenin beklenen frekanslari
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Sekil 30. Gozlenen frekanslar; (a) Ters doniisiim yontemiyle liretilen rastgele sayilarin
gozlenen frekanslari; (b) Her bir kiigiik ticgenin beklenen frekanslari

100 G 100] e 70
. . S L 80 . . S L

155
150
155

150

45

40

35

(@) (b)

Sekil 31. Gozlenen frekanslar; (a) Karma yontemle liretilen rastgele sayilarin gézlenen
frekanslari; (b) Her bir kiiciik iicgenin beklenen frekanslari

Her bir yontem i¢in gozlenen ve beklenen frekanslar kullanilarak 10000 defa ki-kare
testi yapilmistir. Denemeler sonucunda elde edilen sonuglar 6zet halinde Tablo 7°de

gosterilmistir.
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Tablo 7. N=10000 defa yapilan denemeler sonucunda elde edilen sonuglar

n=100 n=1000
YoOntem
HKY (x?) OHZ(sn) HKY (x?) OHZ (sn)
Ret-Kabul 0.9480 0.0373 0.9509 0.3651
Ters Donilisiim 0.9493 0.0266 0.9487 0.2595
Karma 0.9512 0.0243 0.9499 0.2422

*(HKY: Hipotezin kabul yiizdesi; OHZ: Ortalama hesaplama zamani)

Hy: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 68°de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan
gelmistir.
Hy: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 68°de verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan

gelmemistir.

Ret-kabul, ters doniisim ve karma yontemle iiretilen rastgele sayilar %95 giiven
diizeyinde test edilmistir. Bu ii¢ yontemde H,, hipotezi iki érnek hacmi i¢in de yaklagik
olarak %95 oraninda kabul edilmistir. Serbestlik derecesi sinif sayisinin bir eksigi 15
olarak alinmigtir. Diger yandan, karma yontemin, ortalama hesaplama zamani bakimindan

diger iki yontemden daha hizli ¢alistig1 gortilmiistiir.
2.4.3. Cokgensel Bolgede Rastgele Say1 Simiilasyonu

Ikinci 6rnekte gokgensel alan olarak Afrika ana kitasinin sekli segilmistir. Afrika ana

kitasinin tiimii diizlemsel bir alan olarak kabul edilip ona gore rastgele say1 iiretilmistir.

1
fey) =5 (x+y), (xy)€q (69)

Burada olasilik yogunluk fonksiyonu Afrika ana kitasi iizerinden olusturulan bir

bolge ile sinirlandirilmistir. Burada olasilik yogunluk fonksiyonu 26 kdseden olusan

(0.95,4.71), (1.74,4.79), (1.82,4.53), (2.18,4.38), (2.33,4.53),)
(2.84,4.43), (3.12,3.74), (3.43,3.33), (3.84,3.33), (3.71,3.02),
0_)(28261), (32243), (33197), (3172), (3.05151),
(2.59,0.92), (2.23,087), (2,1.31), (1.82,1.82) (1.92,2.23),
(1.69,2.66), (1.74,2.92), (1.46,3.07), (0.82,2.97), (0.38,3.38),
L(0.36,3.89) )
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bir bolge ile sinirlandirilmistir Bu bolge Sekil 32°de verilirken ayni bolge igerisindeki
olasilik yogunluk fonksiyonu $ekil 33’de gosterilmektedir.

5.5

5f

451

4

3.5

3

25-

2+

1.5

1+F

051

(o]

0 1 2 3 4
Sekil 32. Ornek 2’in tanimlanmast:
Cokgensel bolge

| | 3 o 0.18
025

0.16

Sekil 33. Cokgensel bolge icerisindeki olasilik yogunluk fonksiyonu

Verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna gore ii¢ farkli teknige gore rastgele sayilar
iretilmistir. Bu rastgele sayilar 100 ve 1000 olmak iizere iki farkli hacimde iiretilmistir.
Yapilan bu islem 10000 defa tekrarlanarak bir benzetim gergeklestirilmistir. Benzetim bir

asamasinda elde edilen 1000 rastgele say1 ti¢ yontem i¢in de Sekil 34-36’da gosterilmistir.



51

5.5 : : . .
5| 1
a5t -
al 1
35} -
al 1
25 -
2l 1
15} -
1t 1
0.5} -
S e

Sekil 34. Ters doniisiim yontemiyle iiretilen
rastgele sayilar

08\ T 0.2

025) e

Sekil 35. Ret-kabul yontemiyle iiretilen rastgele sayilar
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Sekil 36. Karma teknikle iiretilen rastgele
sayilar

2.4.4. Cokgensel Bolgede Uretilen Rastgele Sayilarin Ki-Kare Testi

Cokgensel bolgede iiretilen rastgele sayilarin verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna
uyup uymadigin1 gostermek i¢in Ki-kare uyum iyiligi testi kullanilmistir. Ki-kare uyum
tyiligi testini ¢cokgensel bir bolgede kullanmak icin oncelikle bolgenin siniflara ayrilmasi
gerekmektedir. Genelde iki degiskenli 6rnekler i¢in dortgensel bir araliklarda siniflama
yapilmaktadir. Ancak cokgensel bolgede dortgensel siniflandirma yapmanin zorlugundan
dolay1 bolge delaunay yontemiyle tiggenlere boliinerek siniflandirma yapilmistir (Sekil 37).
Ayn kiiciik tiggenlerdeki beklenen frekanslarda onceki boliimlerde bahsedilen parcali

tiggenler lizerinden integral alinarak hesaplanabilmektedir (Sekil 38).
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(a) (b)

Sekil 37. Uggenleme, (a) Cokgensel bdlgenin iiggenlenmesi; (b) Cokgen disindaki
ticgenlerin silinmesi

(@) (b)

Sekil 38. Cokgensel bolgede beklenen frekanslar hesabi; (a) Cokgensel bolgenin kiigiik
iicgenlere boliinmesi; (b) Her bir kiiciik tiggenin beklenen frekanslari

Her teknige gore iiretilen rastgele sayilari test etmek i¢in kiiglik siniflara boliinerek

gozlenen frekanslari bulunmaktadir (Sekil 39-41).
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(b)

(a) Ret-kabul yontemiyle {iretilen rastgele sayilarin

(b) Her bir kiigiik ticgenin beklenen frekanslari

(a)

Sekil 39. Gozlenen frekanslar;

gozlenen frekanslari;

(b)
Sekil 40. Gozlenen frekanslar; (a) Ters doniisiim yOntemiyle iiretilen rastgele sayilarin

(@)

(b) Her bir kiigiik tiggenin beklenen frekanslari

gozlenen frekanslari;
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(a)

45

40

135

130

125

120

15
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(b)

Sekil 41. Gozlenen frekanslar; (a) Karma yontemle iiretilen rastgele sayilarin gézlenen
frekanslari; (b) Her bir kiiciik ticgenin beklenen frekanslari

Her bir yontem igin gozlenen ve beklenen frekanslar kullanilarak 10000 defa ki-kare

testi yapilmistir. Denemeler sonucunda elde edilen sonuglar 6zet halinde Tablo 8’de

gosterilmistir.

Tablo 8. N=10000 defa yapilan denemeler sonucunda elde edilen sonuglar

n=100 n=1000
Yontem
HKY (x?) OHZ(sn) HKY (x?) OHZ (sn)
Ret-Kabul 0.9518 0.3702 0.9490 0.7388
Ters Donlisiim 0.9487 0.0624 0.9512 0.1235
Karma 0.9538 0.1969 0.9524 0.3936

*(HKY: Hipotezin kabul yiizdesi; OHZ: Ortalama hesaplama zamani)

Hy: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 69°da verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan

gelmistir.

Hy: Uretilen rastgele sayilar Esitlik 69°da verilen ortak olasilik yogunluk fonksiyonundan

gelmemistir.
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Ret-kabul, ters doniisiim ve karma yoOntemle iiretilen rastgele sayilar %95 giiven
diizeyinde test edilmistir. Bu ii¢c yontemde H, hipotezi iki 6rnek hacmi i¢in de yaklasik
olarak %95 oraninda kabul edilmistir. Serbestlik derecesi sinif sayisinin bir eksigi 47
olarak almmustir. Diger yandan, ters doniisiim yonteminin, ortalama hesaplama zamani

bakimindan diger iki yontemden daha hizli ¢alistig1 goriilmiistiir.



3. BULGULAR VE SONUCLAR

Iki degiskenli dagilim fonksiyonlarindan gelistirilen algoritmalar yardimiyla gesitli
geometrik alanlarda rastgele say1 iiretimi igin iki ayr1 6rnek belirlenmistir. Bu 6rneklerden
bir tanesinde liggensel bir bolgede rastgele say1 iiretimi ele alinirken, digerinde Afrika ana
kitasinin sekli ele alinmistir. Her iki 6rnek igin de tamim araliklari, iiggen ve Afrika ana
kitas1 sekli ile sinirlandirilmis olan ayni olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilmistir. Bu
olasilik yogunluk fonksiyonundan 100 ve 1000 tane olmak {izere iki farkli hacimde
rastgele sayi, ret-kabul, ters doniisiim ve karma yontemler kullanilarak tretilmistir.

Yapilan bu islem 10000 kez tekrarlanarak bir simiilasyon gergeklestirilmistir.
Simiilasyonda ret-kabul, ters doniisiim ve karma yontemle iiretilen rastgele sayilarin
istenilen dagilimdan gelip gelmedigi ve rastgele say1 iiretme yontemlerinden hangisinin
daha hizli calistiginin bulunmasi amaglanmistir. Uretilen rastgele sayilarin verilen olasilik
yogunluk fonksiyonundan gelip gelmediginin testi i¢in Ki-kare uyum iyiligi testi
kullanilmustir.

[k 6rnekte tamim aralig licgen alanla sinirlandirilmus iki degiskenli keyfi bir olasilik
yogunluk fonksiyonundan, 100 ve 1000 tane olmak tizere iki farkli hacimde rastgele say1
10000 kez iiretilmistir. Ret-kabul, ters doniisim ve karma yontemle {iretilen rastgele
sayillar %95 giiven diizeyinde test edilmistir. Bu ii¢ yontemde, H, hipotezi 10000
denemede iki ornek hacmi i¢in de yaklasik olarak %95 oraninda kabul edilmistir.
Anlamlhilik diizeyi
a = 0.05 olarak alindigindan, elde edilen bu kabul yiizdesi licgensel alanda rastgele say1
tiretme algoritmasimin her bir yontem igin dogru bir sekilde calistigin1 gostermektedir.
Diger yandan, karma yontemin, ortalama hesaplama zamani bakimindan diger iki
yontemden daha hizli ¢alistig1 goriilmustiir.

Ikinci 6rnekte tanim araligi Afrika ana kitasi sekli ile sinirlandirilmus iki degiskenli
keyfi bir olasilik yogunluk fonksiyonundan, 100 ve 1000 tane olmak ftizere iki farkli
hacimde rastgele say1 10000 kez {iretilmistir. Ret-kabul, ters doniisiim ve karma ydntemle
tiretilen rastgele sayilar %95 giiven diizeyinde test edilmistir. Bu li¢ yontemde, H,, hipotezi
10000 denemede iki 6rnek hacmi i¢in de yaklasik olarak %95 oraninda kabul edilmistir.
Anlamlilik diizeyi @ = 0.05 olarak alindigindan, elde edilen bu kabul yiizdesi ¢okgensel

alanda rastgele say1 liretme algoritmasinin her bir yontem i¢in dogru bir sekilde ¢aligtigini
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gostermektedir. Diger yandan, ters doniisim ydnteminin, ortalama hesaplama zamani
bakimindan diger iki yontemden daha hizli calistig1 goriilmiistiir.

Sonug olarak, bu g¢alisma ile ret-kabul, ters doniisiim ve karma yontemlerle tanim
aralig1 keyfi bir ¢okgensel alanla sinirlandirilmis iki degiskenli keyfi bir olasilik yogunluk
fonksiyonundan sézde rastgele sayilar, gelistirilen algoritmalar sonucunda basit, anlasilir,

tutarl bir sekilde tiretilmistir.



4. ONERILER

Tanim aralig1 keyfi bir ¢okgensel alanla sinirlandirilmis iki degiskenli bir olasilik
yogunluk fonksiyonundan istatistiksel simiilasyonlarin gerceklestirilmesi birgok
pratik probleme ¢oziim olusturabilir. Ornegin deprem gériilme riski yiiksek olan
bolgelerden daha yiiksek olasilikla deprem iiretmek.

Iki degiskenli olasilik fonksiyonlarinin gergek hayattaki uygulama alanlari iizerine
model kurularak istatistiksel olarak ¢ikarim ve analiz yapilabilir. Bu uygulama
alanlarina deprem ve yangin bolgeleri simiilasyonlari, su¢ ve trafik yogunlugu
kestirimi, orman bolgeleri modellemesi 6rnek olarak verilebilir.

Keyfi bir g¢okgensel alan igerisinde iki boyutlu konum tabanli istatistiksel
caligmalarin artmasini saglanabilir.

Keyfi bir ¢okgensel alan igerisinde veriyi en iyi temsil eden iki degiskenli olasilik

yogunluk fonksiyonunun belirlenmesi i¢in bir ¢alisma yapilabilir.
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