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Yiiksek Lisans Tezi

OZET
MARTINGALLER UZERINE BIR CALISMA
Mensure CAN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
[statistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Danisman: Dog. Dr. Zafer KUCUK
2012, 81 Sayfa

Ortaya c¢ikist bahis stratejilerine dayanan martingal, olasilik teorisinde kosullu
beklenen deger temeline dayanan bir stokastik siirectir. Martingaller bir¢ok uygulama
alaninda kullanilmaktadir. Bilinen uygulama alanlarindan biride hisse senedinin gelecek
degerine iliskin belirsizligini ortadan kaldirarak finans matematiginde kullanilmasidir.

Bu ¢alisma ii¢ ana béliimden olusmaktadir. ilk béliimde ¢alismada kullanilacak olan
temel kavramlar iizerinde durulmustur. Ikinci béliimde martingallerin genel tanimlari ve
baz1 uygulamalar1 ele alinmistir. Son béliimde ise martingallerin finans matematigine
uygulanmasina yer verilmistir.

Martingal teorisi, modern finans matematigindeki en 6nemli teorilerden biridir ve
oldukca genis bir alana sahiptir. Bu yiizden bu ¢aligmada martingal teorisinin menkul

kiymetlerin fiyatlandirilmasi ile dogrudan iligkili yonleri lizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler : Martingal, Stokastik siire¢, Hisse senedi, Bahis stratejileri, Finans
matematigi, Menkul kiymet
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Master Thesis
SUMMARY

A STUDY ON MARTINGALES
Mensure CAN

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistic and Computer Sciences Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Zafer KUCUK
2012, 81 Pages

The emergence of Martingales which is a sthocastic process based on conditional
expected value in probability theory rely on betting strategies. Martingales are used in
various areas. One of the well known application areas of martingales is annihilating the
ambiugity of future stock values in financial mathematics.

This study consists of three main sections. In the first part, general information is
given about basic concepts that will be used in study. In the second part, general
definitions of martingales and some application are discussed. In the last part, martingales
are applied to finance mathematics are included.

Matingale theoryis one of the most important theories related to financial
mathematics and it has a considerably wide study area. Therefore in this study directly
related parts of stock pricing in martingale theory has been mentioned.

Key Words : Martingale, Stochastic process, Stock, Bet strategies, Finance mathematics,
Instrument
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SEMBOLLER DiZiNi

AW, : Wede ki kiigtik degisimler

AS; . §¢’deki kiigiik degisimler

dWw; : Sonsuz kiigiik araliklar lizerindeki stokastik degisimler
ds; : Sonsuz kiigiik araliklar iizerindeki stokastik degisimler
A . Kiiciik bir aralik

dt : Sonsuz kiigiik bir aralik

St . Rastgele fiyat siireci

B; : T vadeli iskontolu tahvilin t < T zamanindaki fiyati
o(A) : Taylor agilimindaki yiikksek mertebeli terimler

e "™ Biy, : Tahvil fiyati

e St iu : Hisse senedi fiyati

EF() . P olasilig1 kullanilarak hesaplanan kosullu beklenti
AX, : Martingal farki

NE : t zamanina kadar ki iyi haberlerin sayis1

NE : t zamanina kadar ki kotii haberlerin sayisi

A6A : Iyi haberlerin olma olasilig1

ABA : Kotii haberlerin olma olasiligi

dX; : X deki her bir sonsuz kii¢iik degisim ani

At : Baglangicta elde tutulan miktar

Bt, : Baglangicta elde tutulan miktar

B, . Risksiz menkul kiymetin t; zamanindaki fiyatini
St; - Riskli menkul kiymetin ¢; zamanindaki fiyati.

Fi . t zamanina kadar gézlenmis fiyatlardan elde edilen informasyon



1. GENEL BIiLGILER

Ortaya cikist bahis stratejilerine dayanan martingal, olasilik teorisinde kosullu
beklenen deger temeline dayanan bir stokastik siiregtir. Martingaller lizerinde islemler
yapabilmek ve martingalleri daha iyi kavrayabilmek icin Oncelikle bazi kavramlar

verilmelidir. Bu kavramlar i¢inden ilk olarak sinif kavrami verilmistir.

Tamm 1.1 (Sinif). Q bir deneyde gerceklesebilecek sonuglar kiimesi olsun. Herhangi

bir Q kiimesinin alt kiimelerinden olusan kiimeler kiimesine sinif denir. n elemanli bir

kiimenin alt kiimelerinden olusan tiim miimkiin smiflarin sayisinin 22" —1 oldugu

bilinmektedir.

Tamm 1.2 (Cebir). Q bos olmayan bir kiime ve 6rnek uzay olsun. ’da bir U sinifi,

1. QeU,
2. VA €U kimesiicinA4 € U,
3. ABeEU= AUBE€EU,

ozelliklerine sahipse, U smifina ()’da bir cebir denir.

Tanmm 1.3 (o - Cebir). Q bos olmayan bir kiime ve 6rnek uzay olsun. Q’da bir
F smifi,

1. QeF,
2. VA E€E F kiimesiigin A € F,
3. VA, €EF, n=1,2,.. Up-14,€F,

ozelliklerine sahipse F sinifina (2’da bir o - cebir denir.
Q sonlu sayida elemana sahip oldugunda Q’da ki her cebir ayn1 zamanda bir o -
cebirdir ve her o - cebir bir cebirdir. Ancak ) sonsuz sayida elemana sahip oldugunda

(V’da ki bazi cebirler o - cebir degildir.



Tamm 1.4 (Borel - Cebri). Orek uzay reel sayilar kiimesi (Q = R) olsun. Reel
sayilar dogrusu tizerindeki agik araliklar goz oniine alinsin. Reel sayilar dogrusu tizerindeki
acik araliklar, a,b € R ve a < b olmak iizere, (a,b) seklindedir. Buna gore asagidaki

smiflar goz oniine alinsin:

e F,={(ab):a, b€ Rvea < b}, acik araliklari sinifi,
o F,={[ab]:a,b € Rvea < b}, acik araliklar1 sinifi,
e F;={(ab]:a b € Rvea < b}, acik araliklar1 sinifi.

Burada tanimlanan siiflarin hig biri o- cebir degildir. Ciinkii Q = R alindigindan ve
R = (—o,) olup « bir reel sayr olmadigindan Q ¢ F,;, Q & F, ve Q ¢ F; ’diir. Bu
siiflar birer o- cebir olmamasina ragmen, bu siniflar1 kapsayan en az bir o- cebir vardir. R’
deki acik araliklarin tirettigi en kiigiik o- cebire Borel o- cebri denir (Akdi, 2010).

Cebir ve o - cebir kavramlarina ait 6rnekler asagida verilmistir.

Ornek 1.1. Q = {1, 2, 3, 4} herhangi bir stokastik deneye uygun bir 6rnek uzay olsun.

(’nin alt kiimelerinden olusan asagidaki siniflar ele alinsin:

F = {13,{3},{1,3},{2,4},{1,2,4},{2,3,4}, 0,0},
F, ={{3,4},{1,2},0,0},

Fs =1{0,0},
F,={{13,{3},{1,2,4},{2,3,4},0,0}.

Buradan F;, F, ve F5 siiflarinin birer cebir oldugu kolayca goriliir. () sonlu elemanli
oldugu i¢in aym zamanda o - cebirdir. Fakat F, sinifi (1’da bir cebir degildir. Ciinkii
ornegin, {1} U {3} = {1,3} ¢ F,’diir. Yani birlesim islemine gére kapali degildir. Iki o -
cebirin kesisimi her zaman ¢ - cebir olmalidir. Fakat iki o - cebirin birlesimi o - cebir

olmayabilir. Bu o6zellik asagidaki 6rnekle gosterilebilir.

Ornek 1.2. Omek 1.1°deki F; ve F, o - cebirleri ele ahnirsa, F; ve F, o -

cebirlerinin kesisimi F; N F, = {@, Q} bir o - cebir olmasina ragmen, birlesimi



FiUF, ={{1},{3},{1,2},{1,3},{3,4},{1,2,4},{2,3,4}, 0,0}

bir g - cebir degildir.
Bu tanimlarin yan1 sira ¢alismada en ¢ok kullanilan ve temel olan, olasilik 6l¢iisii,

olasilik uzay1 ve rastgele degisken kavramlari asagidaki gibidir.

Tamm 1.5 (Olasilik Olgiisii). F sinufi, Q’da bir o - cebir olsun. F o - cebrinde

tamimlanmis P (A) fonksiyonu,

1. VA€ FiginP(A) =0,
2. P(Q) =1,
3. VA, €F, n=12,.., A;NA; =0 ,i+# jigin,

P (EJA) = i P(Ay),
n n=1

=1

ozelliklerine sahipse P fonksiyonuna F iizerinde bir olasilik 6l¢iisii denir. P(A) degerine

A’nin olasilik dl¢iisii veya kisaca A nin olasilig1 denir.

Tanmm 1.6 (Olasilik Uzay1). Q bos olmayan bir kiime, F, ’da bir ¢ - cebir ve P ise
F’de tanimlanmis bir olasilik 6l¢iisii olmak iizere (), F, P) t¢liisiine olasilik uzay1 denir.

Olasilik uzayi bir stokastik deneyin matematiksel modelini ifade eder.

Tamim 1.7 (Rastgele Degisken). (Q, F, P) bir olasilik uzayi ve &: Q0 = R olmak iizere,
Vx € Ricin{w € Q:¢&(w) < x} € F ise & fonksiyonuna bir rastgele degisken denir.

&EQ-R
w = ¢(w)

olmak tizere, Vx € R i¢in {w € Q:é(w) < x} €F, Q € F ise {w: ¢(w) < x} € F’nin bir

rastgele degisken oldugu gosterilebilir.



Gergekten de, {¢>x}=Qn {EZ} = {¢ < x} € F oldugundan {& > x} bir
rastgele degiskendir. Benzer sekilde {¢ < x}, {& < x} ve {& > x} ’de birer rastgele
degiskendir.

Bir rastgele degiskene ait dagilim fonksiyonunun matematiksel gosterimi ise

asagidaki tanimda verildigi gibidir.

Tanmmm 1.8 (Dagilim Fonksiyonu). (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve & bir rastgele
degisken olmak iizere, P;(B) = P{¢ € B} olasiligina § rastgele degiskeninin dagilim
denir. Pz(B) dagiliminin tamm kiimesi B Borel cebridir. Bir rastgele degiskenin
dagilmmda B = (—,x) ve x €R almrsa Fg(x) = P(E € (—oo, x)) =P <x)

fonksiyonuna ¢ rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.

Tamim 1.9 (Kosullu Dagilim Fonksiyonu). (£, F, P) olasilik uzayinda ¢ bir rastgele

degisken, A ise pozitif olasilikli bir olay olsun. Bu durumda,

P(¢ <x,A)

F(xl) = P(§ < xlA) =— 55—,

x €R (1.1)

fonksiyonuna A verilmisken ¢ rastgele degiskeninin kosullu dagilim fonksiyonu denir.
Burada kolaylik bakimindan virgiil ile kesisim gosterilmektedir. A € F ve {{ < x, A} € F
olmak tizere (1.1) fonksiyonu Vx € R i¢in tanmimlanmistir. Bu fonksiyon R’de dagilim
fonksiyonudur (Shahbazov, 2005).

Tamm 1.10 (Kosullu Olasilik Fonksiyonu). ¢ ve n kesikli rastgele degiskenler olsun.
p(x,y) =P =x,m=1y) ve her bir y€R igin, pn(y) =P(m =y)>0 olsun. Bu
durumda,

p(x,y)

P(xb’):W, x €R

oranina 1) = y iken ¢ rastgele degiskeninin kosullu olasilik fonksiyonu denir (Shahbazov,
2005).



Tamm 1.11 (Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonu). évenrastgele degiskenlerinin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) ve her bir y € R i¢in f,(y) > 0 olsun. Bu

durumda

f(x,y)
)

flxly) =

fonksiyonuna n = y iken & rastgele degiskeninin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu
denir (Shahbazov, 2005).

Tamm 1.12 (Lebesgue Integrali). (Q, F,P (.)) olasilik uzayinda reel degerli ¢(w)
rastgele degiskeni ve g(x) Borel fonksiyonu verildiginde asagidaki integral g6z Oniine

alinsin:

f 9(&(w))P(dw). (1.2)

Bu integral Lebesgue anlaminda bir integraldir. {(w) rastgele degiskeni reel degerli

oldugundan (1.2) formiiliinde ¢ (w) = x € R olarak alinirsa,

P(dw) = P{w:¢(w) € (x,x + dx)}
= P{w:x < é(w) < x + dx}
= P{w:¢é(w) < x + dx} — P{w: {(w) < x}
= Fe(x + dx) — Fe(x) = dF¢(x)

elde edilir. Burada F;(x), {(w) rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Buna gore
(1.2) integrali,

[ se@)ran = [ geodr.
Q —o00

seklini alir (Nasirova vd., 2009).



Tamm 1.13 (Beklenen Deger). (Q,F, P(.)) olasilik uzayinda reel degerler alan bir

¢(w) rastgele degiskeni verildiginde eger fQ ¢(w)P(dw) integrali varsa, bu integralin

degerine & (w) rastgele degiskenin beklenen degeri denir ve
B(s@) = [ §@)P(dw)
Q

seklinde ifade edilir (Nasirova vd., 2009). Ozel halde beklenen deger asagidaki gibidir.
&, bir rastgele degisken ve g:R - R, VB € B(R) igin {x: g(x) € B} € B(R)

ozelligine sahip bir fonksiyon olmak iizere, E(g(§)) degerine g(&) fonksiyonunun
beklenen degeri denir. Kesikli ve siirekli rastgele degisken igin asagidaki gibidir:

1. & Kesikli bir rastgele degisken ve
D Ig@If () <o
X

oldugunda,

E(9©) = ) gof @),

2. & stirekli bir rastgele degisken ve

+00
] 19(OIf () dx < oo
oldugunda,
+00

E(g(®)) = j g () f(x)dx.

—00



1.1. Beklenen Degerin Ozellikleri
1. P{w:é(w)=c}=11ise E(f(a))) = c‘dir.

Ispat. Beklenen degerin ifadesi kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir:

E(E(w)) = f ¢(w)P(dw) = f cP(dw) = cf P(dw) =cP(Q) = c.
Q

Q Q

2. Egeré(w)=0veE(¢(w))=0isehhhy. &(w)=0dr.

Ispat. £(w) > 0 oldugunda E(¢(w)) > 0 olur. Bu ise E(¢(w )) = 0 varsayimina
zittir. Buradan h.h.h.y. £(w) = 0 oldugu elde edilir.

3. a<é&(w) < bise, ave b birer sabit olmak iizere, a < E(&(w)) < b olur.

Ispat. a < &(w) < b olsun. Bu esitligin her iki tarafi negatif olmayan P(dw) ile

carpilir ve () tizerinden integrali alinirsa,

hfaP(da)) Shff(w)P(dw) Sle(da))

elde edilir. Buradan da

af P(dw) < E(§(w)) < bf P(dw)
QO

Q

bulunur. Buise a < E(&(w)) < b oldugunu gosterir.

4. c bir sabit olmak lizere, E(cf(w)) =cE (f(w))’dlr.



Ispat. ¢ bir sabit olmak iizere, beklenen degerin ifadesi kullanilarak asagidaki esitlik

yazilabilir:

E(cf(w)) = J. cé(w)P(dw) = cf ¢((w)P(dw) = cE(E(w)).
Q

Q

5. a Ve b birer sabit olmak iizere, E (af(w) + b) = aE(&(w)) + b olur.

Ispat. a ve b birer sabit olmak iizere, beklenen degerin ifadesi kullanilarak asagidaki

esitlik yazilabilir:

E(ag(w) + b) = f (a(w) + b)P(dw)
Q

= f af(w)P(da))+be(dw)
Q

Q

a| é&(w)P(dw)+ b | P(dw)
I J

= aE(f(w)) + bP(Q)
ak(&(w)) + b.

6. ¢&(w) ven(w) beklenen degerleri mevcut iki rastgele degisken ise toplamlarinin

da beklenen degeri vardir ve bu beklenen deger, beklenen degerlerin toplamina esittir. Yani,
E(§(w) +n(w)) = E(§(@)) + E(n(w))
olur.

Ispat. Beklenen degerin ifadesi kullanilarak, & (w) ve n(w) rastgele degiskenlerinin

toplaminin beklenen degeri asagidaki sekilde yazilabilir:



E(£() +n(w)) = f (£(@) + n())P(dw)
Q

- [ c@)P) + | (r@)Pw)
Q Q

=E(§(0)) + E(n(w))

7. Her hangi bir A olayinin olasiligi, bu olayin gostergesinin (indikatdriiniin)

beklenen degerine esittir. Yani P(A) = E (I 4 (a)))’dlr (Nasirova vd., 2009):

1, weA

— olmak tzere
0, wed ’

Ispat. I,(w) = {

E(I(w)) = f L;(w).P(dw)

Q

_ f L(0). P(dw) + f I, (). P(dw)

a J

>

0
= 1.P(4) = P(A).

Ozel halde beklenen degerin 6zellikleri asagida verildigi gibi ifade edilir:

1. a ve b sabitler ve ¢ rastgele degisken ise E(aé + b) = aE(¢) + b,

a. a=0iseE(b) =b,
b. a=1iseE(+b)=E(&)+b

‘dir. Yani bir rastgele degiskenin bir sabitle toplaminin beklenen degeri, rastgele

degiskenin beklenen degeri ile ayni sabitin toplamina esittir:

c. b=0iseE(aé) = aE(§).
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Yani bir rastgele degiskenin sabitle ¢arpimimin beklenen degeri, sabit degerle rastgele

degiskenin beklenen degerinin ¢arpimina esittir:
d a=1 b=-E@) =—-niseE[{-E)]=EE—p) =0.

Yani ¢ rastgele degiskeninin kendi ortalamasindan sapmasinin ortalamasi sifirdir.

(&¢,7m) iki boyutlu rastgele degisken ve { = g(&,n) olarak alinsin.

a. (§,m) kesikli rastgele degisken ve p(x,y) = P(§ =x;, n = yj),i =12,..,m;

j=1.2,..,nise

E(Q) = i zn: g(xy;) . p(x0 ;).

i=1j=1
b. (& 1), f(x,y) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rastgele degiskense,

400 400

E(Q) = f j 9(,y). f(x,y)dxdy.

—00 —O00

2. Beklenen degerleri E(¢) ve E(n) olan & ve n rastgele degiskenlerinin ortak
olasilik fonksiyonu f(xl-,yj), i=12,..,m j=1.2,..,nolsun. Bu takdirde,

EG+m=EQ)+E®m)

’dir. Yani iki rastgele degiskenin toplaminin ortalamasi onlarin ortalamalari toplamina
esittir.

3. Beklenen degerleri E() ve E(n) olan bagimsiz ¢ ve 7 rastgele degiskenlerinin
ortak olasihik fonksiyonu f(x;y;); i =12,..,m; j=12,..,n olsun. Bu takdirde
E(én) = E(¢)E(n)’dir. Yani iki bagimsiz rastgele degiskenin ¢arpiminin beklenen degeri,
beklenen degerlerin ¢arpimina esittir (Akdeniz, 2010).

Kosullu beklenen deger ve 6zellikleri asagidaki gibi verilir.
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Tammm 1.14 (Kosullu Beklenen Deger). (Q, F, P) olasilik uzayi, B € F bu uzayda
P(B) > 0 olasilikl1 bir olay ve 7 ise bir rastgele degisken olsun. Bu takdir de,

E(n; B)
P(B)

EMm|B) =

oranina 7 rastgele degiskeninin B verilmisken kosullu beklenen degeri denir. Burada
E(m;B) = E(mlg) , Iz ise B olaymin gostergesidir (indikatoriidiir). E(n) < oo ise,
E(m; B) < oo, buna gore E(n|B) < . 1 = I4 6zel durumu igin kosullu beklenen deger

kosullu olasiliga ¢evrilir:

E(l;) _ P(AB)

ELIB) =55y = 2

= P(A|B).

1 ve B bagimsiz ise E(n|B) = E(n) olur. Gergekten 1 ve Ip bagimsiz tanimli degiskenler
oldugundan,

E(nlg) = EME(Ig) = P(B)E(n)

dir. Bu esitligin her iki tarafi P(B) ile boliiniirse istenen elde edilir (Shahbazov, 2005).

1.2. Kosullu Beklenen Degerin Ozellikleri

1. Eger E|n| < oo ise her bir x € Q, P(§ € Q) = 0 igin E(n|¢ = x) mevcuttur.
Burada Q, X’in deger kiimesidir. Gergekten,

o(x) = f Y1fCoy)dy
R

olsun. Bu durumda
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[yrenar| < o [ otodx =Bl <
R R

oldugundan her bir x € Q icin

fﬁmw@<w
R

olacaktir. Buradan ve

1
E(nlx) = Z yp(y|x) = %ZyP(x,y)

YERy

formiiliinden istenen elde edilir.

2. g:R - R Borel fonksiyonu ve E(g(n)) < oo olsun. Bu durumda

BE =) = [ g0)dFo)
R

formiilii dogrudur. Buradan kesikli £ ve n rastgele degiskenleri igin

E@IE =0 = ) g0)P0 =yl =),

YERy,

siirekli & ve n rastgele degiskenler i¢gin ise

Ewmn&:m=fngwuwy
R

formilu elde edilir.
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3. g:R* > R Borel fonksiyonu ve E(g(¢,1)) < o olsun. Bu durumda her bir
c € Rz icin E(g(§,m)I¢ = ¢) = E(g(c,m)|¢ = c)’dir. Gergekten de,

E ,n); & =
Bg(emlg = o) = ZLRIE 20

= E(g(c,nl¢ = o).

4. & ve n bagimsiz rastgele degiskenleri icin asagidaki sonug¢ elde edilir
(Shahbazov, 2005).

P+n=n|n=k)=PE+k=n).

1.3. o - cebire Gore Kosullu Beklenen Deger

(Q,F, P) olasilik uzayi, G € F bir ¢ - cebir ve E|é| < oo olsun. Bu takdir de
asagidaki iki kosulu saglayan & = E(§]G)(w), w € Q rastgele degiskenine ¢ rastgele

degiskeninin G’ye gore kosullu beklenen degeri denir.

a. E(¢|G), G - dlgiilebilirdir.
b. VB € G igin,

fE(EIG)P(dw) =f £P(dw).
B

B

Bu kosullart saglayan her bir tanimli degiskene E(£|G) nin versiyonu denir. b kosulu su

sekilde de yazilabilir.
E(§;B)=E(§B), BEG.

o - cebire gore beklenen deger bir rastgele degisken olarak ifade edilir. Her bir A € F

olayinin G’ye gore kosullu olasilig1

P(A|G) = E(1416)
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seklinde tanimlanir. ¢ rastgele degiskeninin 7 rastgele degiskenine gore kosullu beklenen

degeri E(&|n) ile gosterilir ve

EGIm) = Elam)

seklinde tanimlanir. Burada o(n) = 0{{77 €EB}:B € QS(R)} ile n rastgele degiskeninin

tirettigi o - cebir gosterilmektedir. Dolayisiyla a(n), {n € B}, B € B(R) olaylarini ig¢eren
en kiiciik o - cebirdir (Shahbazov, 2005).

Ornek 1.3. Q= {w;, w,, w3, w,} Ve F = Giic(Q) olmak iizere, her bir w 'nin
olasthgr P(w;) = 1/4 ve &(wy) = k? olarak verilsin. G = {0, {w,, w,}, {ws, w,}, Q}
olmak iizere G € F yani G, F 'nin alt o -cebri ise &(w) = E(¢]G)(w) asagidaki gibi

bulunur.

Coziim. w = (w,,w,) icin, § rastgele degiskeninin deger kiimesi, D = {1,4,9,16}

olmak iizere,

EEI6) @) = 125+ 225 =245 =2
W= gTe T2 T Y
elde edilir. w = (w3, w,) igin,

1 9 16 25

1
_ 2 g2 _ 2 0 _ 42
E(|G)(w) =3 2+4 > 2+ > >

elde edilir. Boylece ¢ rastgele degiskeninin G o - cebrine gore kosullu beklenen degeri,

(5

2
E(§16)(w) =!
Lé P w = (w3, w,)
2

s w = (0, wy)

seklinde gosterilir.
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Ornek 1.4. A bir olay olmak iizere A olaymin dogurdugu o - cebir olusturulsun.

Coziim. o(4) = {0,A4,A,Q}, c = {c,} € F herhangi olaylar smfi ve bu olaylar
smifinin dogurdugu bir ¢ - cebir olsun. Yani Q = {1,2,3,4} ve ¢; = {{1},{2}} olsun.
Bunun dogurdugu minimal o - cebir, a(c;) = {0, {1},{2},{1,2}, {3,4},{1,2,3},{2,3,4}, O}

olur.

1.4. o - cebire Gore Kosullu Beklenen Degerin Temel Ozellikleri
1. ¢, G - olgilebilir ise h.h.hy, E(¢|G) = & dir.

Ispat. ¢ € G oldugundan, tanimdan VA € G igin,

j E(£16)P(dw) = f £(w) P(dw)
A A

olur.
2. ¢ € R olmak iizere, h.h.hy. & = ciise E(¢|G) = c olur.

Ispat. c her G o - cebrine gore dlciilebilir oldugundan, & = c iken her A € G igin o -

cebrine gore kosullu beklenen degerin tanimini gostermek yeterlidir:

ff(w)P(dw) = f cP(dw)
A

A

3. Herbir ¢4, ¢, € R sayilari igin, h.h.h.y.
Efci§ + c2nl|G] = ¢ E(S|G) + c2E(|G)

esitligi dogrudur.
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Ispat. VA € G igin,

f E(ci€ + c|6)P(dw) = f (c:6 + cm)P(dw)

A A

= f E()P(dw) + ¢, f n(w)P(dw)
A

A

= clf E(¢|G)P(dw) +czf E(n|G)P(dw).

A A
4. & <nise hhhy. E(¢|G) < E(n|G) olur.

Ispat. & < niken, VA € G igin,

j £(0)P(dw) < f n(@)P(dw)
A

A

o - cebrine gore kosullu beklenen degerin tanimindan,

j E(£16)P(dw) = j £(0)P(dw) < j n(w)P(dw) = j E(|6)P(dw).
A A

A A
5. & G - olgiilebilir ise, E(E(¢]G)) = E(&)dir.

Ispat. &, G - olgiilebilir oldugudan, VA € G ve A = Q ise,

j E(E(€16))P(dw) = f E(¢(0)|6)P(dw) = f £() P(dw) = E(§)

A:A=Q A:A=Q A:A=Q

dir.
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6. n, G - olgiilebilir rastgele degisken ve E|&| < oo, E|én| < oo ise, h.h.h.y.

E(¢nlG) = nE(€G).

Ispat. & ve n pozitif degerli rastgele degiskenler ve A€ G olsun.n =1, T €G, n

basit bir rastgele degisken olmak iizere,

f nE€16)P(dw) = f RE(EIG)P(dw) = f E(E16)P(dw) + f E(16)P(dw)
ANT

A A ANT

f E(16)P(dw) = j £1P(dw) = j EnP(dw).
A

ANT ANT
7. |EGIG)| = E(I§]]6) dir.

Ispat. Bu esitsizlik onceki ozelligi —|&| < & < |é] esitsizligine uygulayarak elde
edilir. § =&t — ¢, &t = max{0, ¢}, ¢~ = min {0, ¢} olmak {lizere, esitlik dogrulanir:

IECGIO| = [EET6) —EETIO| < |EETIG) + E(I6)] = |E(E16)]
= E(IE116).

8. G =7F, ={0,Q} enkiigiik o - cebri ise, E(¢|F.) = E(&)’dir.

ispat. 1.3 boliimiinde verilen tanimdan, VA € F, = {@, Q} icin,
f E(|F)P(dw) = f £(@)P(dw) = f £(0)P(dw) + f £(0)P(dw)
A A A:A=0Q A:A=Q

- f £(0)P(dw) = E(©).

A:A=Q



18

vardir (Pozynak, 2009).

Ispat.

f E(E(EFo)|FD)P(dw) = f E(€|Fy)P(dw) = j £(0)P(dw), A€ F,,

A A A

f E(E(E1FD)|Fo)P(dw) = f E(1F)P(dw) = j £(@)P(dw), A€ F,.
A

A A

Teorem 1.15 (Hemen Hemen Her Yerde Yakinsama). (€, F, P) bir olasilik uzay1 ve
&1, &, ..., &, bir rastgele degiskenler dizisi € bir rastgele degisken olmak tizere, P(A) = 0

olan A € F ve Vo € A i¢in,
Tlglgo $n(w) =& (w)

oluyorsa (&,,) dizisine hemen hemen her yerde &’ ye yakinsak denir ve

h.h.h.y.
$n —¢

biciminde gosterilir. Asagidaki sekilde de ifade edilir:
Plw: lim &, (0) = §(w)} =1

veya
P(: lim £,(w) # §(@)) = 0.

Hemen hemen her yerde yakinsama, bir olasilikla yakinsama, kesin yakinsama ayni

anlama gelmektedir. Bu ¢alismada kisaca “h.h.h.y.” seklinde ifade edilmistir.
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Teorem 1.16 (Monoton Yakinsama Teoremi). (2, F, P) bir olasilik uzay1 ve &, &, ...
fonksiyonlar1[0, o) araliginda her noktada tanimli azalmayan F- Slgiilebilir fonksiyonlar
olsun. Vw € Q ven > 1igin, 0 < &, (w) < &,41(w)ise yani rastgele degiskenler pozitif

ve monoton ise, n — oo’a yaklastiginda h.h.h.y.,

£(@) = lim £,(w),
E (Jim £u(@)) = lim E(¢()),

Teorem 1.17 (Baskin Yakinsama Teoremi). ¢ ve 7 rastgele degiskenler olmak tizere,
n — oo ‘a yaklastiginda, h.h.h.y. &, = & ve E|&,| < o, n = 0 olsun. Eger beklenen degeri

sonlu n rastgele degiskeni igin,

SUPpsolénl <1

kosulu saglandiginda n — « igin E|¢| < oo ve E(&,,) = E(&) olur.
Baskin yakinsama teoremi, ’nin sinirli olmast durumunda, sinirli yakinsama teoremi

olarak da adlandirilir (Onalan, 2010).

Teorem 1.18 (Jensen Esitsizligi). Bir aralikta siirekli olan f fonksiyonu bu araliktan

alinmis Vx, y i¢in,

f(x;ry> Sf(x) erf(y)

esitsizligini saglarsa, bu fonksiyona konveks (disbiikey) fonksiyon,

f<x;ry) 2f(x) erf(y)

esitsizligini saglarsa, bu fonksiyona konkav (i¢biikey) fonksiyon denir.

Konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi asagidaki gibidir:
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e Konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi
f(E@) <E(f(D),
e Konkav fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizligi,

fE®) = E(f(©)).

G c F bir alt o - cebir olmak iizere, konveks ve konkav fonksiyonlar i¢in kosullu

Jensen esitsizligi,
e Konveks fonksiyonlar i¢in kosullu Jensen esitsizligi
f(EGI®) < E(fF(DIG),
e Konkav fonksiyonlar igin kosullu Jensen esitsizligi
FEGI®) = E(FDIE).
‘dir (URL-2, 3 ve 4, 2011).
Teorem 1.19 (Holder Esitsizligi). (Q,F,P) bir olasilik uzayi, ¢ ve n rastgele

degiskenler olsun. p + q = pq olmak {izere, p,q € (1,) sayilar1 i¢in, E|{|P < oo ve

E|é]9 < oo olsun. Bu durumda,

Elén| < (Elflp)%. (E|n|q)$

esitsizligine Holder esitsizligi denir. G € F bir alt o - cebir olmak {izere, Holder

esitsizliginin o - cebire gore kosullu beklenen deger igin gosterimi ise asagidaki gibidir:

E(EnIG) < (EIEPIG)P. (Elnl9|G)e.
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Teorem 1.20 (Fatou Lemmasi). &, = 0, n = 1 ise,
lim E(&,) 2 E (lim&,)
n—-oo n—-oo

seklinde ifade edilir (Shahbazov, 2005).

Tamm 1.21 (Stokastik Stireg). (Q, F, P) bir olasilik uzayt T € R = (—o0,0) olsun.
Reel degerli é(w,t) fonksiyonu her t € T igin Q 6rnek uzayinda tanimlanmis rastgele
degisken ise & (w, t) fonksiyonuna rastgele fonksiyon denir.

Rastgele fonksiyonlar bazen, X(w, t), Y(w,t) sembolleri ile bazen ise w argiimani
olmadan, £(t), n(t) sembolleri ile de gosterilir.

Eger T = R* ise ve t parametresi zaman ifade ediyorsa bu durumda ¢&(w,t)
rastgele fonksiyonuna stokastik siire¢ denir.

Bu tanimdan goriildiigii gibi rastgele degiskenden farkli olarak stokastik siireg, w’nin

yanisira zamana da bagli bir fonksiyondur (Aliyev, 2009).

Tanmm 1.22 (Poisson Siireci). Olasilik teorisinden bilinmektedir ki, Poisson
dagilimina sahip rastgele degiskenin beklenen deger ve varyansi birbirine ve A’ya esittir.
N(t) = N(w,t), w € Q, t =0 dogal sayilar kiimesinden degerler alabilen bir stokastik

slire¢ olsun. Bu durumda agagidaki kosullar1 saglayan N (t) siirecine Poisson siireci denir:

1. N() =0,
2.  N(t)’nin artislar1 bagimsizdir. Yani 0 < t, < t; < -+ t, < oo, n=1,2,.., i¢gin
N(t;) — N(ty), N(ty) — N(ty),..., N(t,) — N(t,—,) artislar1 bagimsizdir,
3. Vs<ticin N(t) — N(s) artisi, A(t — s) beklenen degerine sahip olan Poisson
dagilimina sahiptir (Aliyev, 2009):

(A(t B S))n e_’l(t_s)

PIN(®) = N(s) = n} = ——

A>0.

Tamm 1.23 (Wiener Siireci). (0, F, P) olasilik uzayinda w € Q, t > 0 olmak tizere

W(t) = W(w,t) siirecinin agagidaki kosullart sagladigi varsayilsin:
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1. W(0) =0,

2. W(t) siirecinin artiglar1 bagimsizdir. Yani 0 = t, < t; < -+ < t, < o0,
n=1,2,.. i¢in W(ty) —W(ty), W(ty) —W(ty),.., W(t,) —W(t,—,) artislan
bagimsizdir,

3. Her0<s<tigin W(t) —W(s) artis1 (0, t —s) parametreli normal dagilima

sahiptir:
Fr_(x) =PW(t)—W(s) <x}= N Jxe_ Z(ltlis)du
VJ2m(t —s)

Bu durumda W (t) siirecine Wiener siireci denir (Aliyev, 2009).



2. MARTINGALLER

Olasilik teorisinde, martingal stokastik bir siirectir (Ornegin bir dizi rasgele
degiskenler). Daha erken bir zamani temsil eden s’ye kadar olan gdzlemler verilmis
oldugunda, t zamanindaki bir gdzlemin kosullu beklenen degeri erken bir zamani gdsteren
s *deki gozleme esit olur. Martingal adil bir oyunun modelidir.

Martingalin temeli, 18. yiizyil Fransa’sinda popiiler olan bir bahis stratejileri sinifina
dayanmaktadir. Bu stratejilerin en basiti, bahsin para tura geldiginde kazanildig1 yazi
geldiginde kaybedildigi bir oyun i¢in dizayn edilmistir. Strateji bahis¢inin her kayip
tizerine bir Onceki bahsini ikiye katladig1 ve boylece ilk kazanimla eski kayiplarin hepsini
geri aldigi ve kar olarak ilk bahisteki miktar1 kazandigi bir diizen seklindedir (URL-5,
2010). Martingal aslinda adil kumar oyunlar1 i¢in matematiksel bir modeldir. Bir adil
oyunda her bir oyun ge¢cmisten bagimsiz olup ne zarar nede kar saglar.

Martingal teorisi biiyiik dlgtide Paul Levy (1886-1971) ve J. L. Doob (1911-2002)
tarafindan gelistirilmistir. Doob “Stochastic Process” adli eserinde martingal teorinin
kumar problemleri disinda da kullanilabilecegini gostermistir. Giiniimiizde martingal teori
kumar problemlerinde ileri bir teknik olmasmin yaninda olasilik teorisindeki temel

araglardan biri olup, stokastik modelleme alaninda biiyiik bir etkiye sahiptir (Onalan, 2010).

Tanim 2.1 (Martingal). Bir (Q,F,P) olasilik uzayinda tanimhi {X,},—, rastgele
degiskenler dizisi ve {F,},s0 0 - cebirler ailesi F, € F, € F, € -« € F, < F olsun. Eger

asagidaki kosullar saglaniyor ise, {X,, F,}nso Stokastik dizisine martingal denir:

1 E|Xn| < oo, n=01,..,
2. X, F, - olciilebilirdir,
3. E(Xpt1lF) =X, hhhy.

Eger 3. kosulda E (X,,1|F,) = X, yerine E(X,,+1|F,) = X,, ifadesi kullanilirsa, bu diziye

submartingal, E (X,4+1|F,) < X,, ifadesi kullanilirsa siipermartingal denir.
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Ornek 2.1.n = 0,1, ... olmak iizere, {{,} bagimsiz rastgele degiskenler dizisi ve

X, = X & olsun. X, F, - 6lgiilebilir olduguna gore, X, dizisinin,

e E(&,) = 0 oldugunda martingal,
e E(&,) = 0 oldugunda submartingal,

e E(&,) < 0oldugunda siipermartingal,

oldugu gosterilsin.

Coziim.

e E(&,) = 0oldugunda E(&,,1|F,) = 0°dwr. Burada E (X,,|F,) = X,, oldugundan,

E(Xn+1 |j:'n) = E(Xn + En+1 ITn)
= E(anj:n) + E($n+1|jjn) =Xy

dir. Bu durumda X, dizisi bir martingaldir.
e E(&,) = 0oldugunda E(&,,1|F,) = 0’dir. Burada E(X,,|F,) = X,, oldugundan,

E(Xn+1 |Tn) = E(Xn + €n+1 ITn)
= E(anj:n) + E(fn+1|j:n) = Xn

dir. Bu durumda X, dizisi bir submartingaldir.
e E(&,) < 0oldugunda E(¢,,1|F,) < 0’dir. Burada E(X,,|F,) = X,;oldugundan,

E(Xn+1 |Tn) = E(Xn + €n+1 ITn)
= E(anj:n) + E(fn+1|j:n) < Xn

dir. Bu durumda X,, dizisi bir stipermartingaldir.
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Ornek 2.2. n = 0,1, ... olmak iizere, {§,} bagimsiz rastgele degiskenler dizisi ve
E(&,) = 1olsun. I1,,, F, - 6lgiilebilir olduguna gore, I1,, = -, &; dizisinin bir martingal

oldugu gosterilsin.

Coziim. E(¢,) =1 oldugunda, E(&,41|F,) =1 ’dir. Burada E(II,|F,) =11,

oldugundan,

E(Hn+1|Tn) = E(ann+1|Tn)
= E(Hann) E(€n+1|Tn)
= HTL

dir. Bu durumda I1,, dizisi bir martingaldir.

Ornek 2.3. n =0,1,... olmak iizere, {,} bagimsiz rastgele degiskenler dizisi ve
F, = a(Xy, ..., Xp) olsun. X,,, F, - olgiilebilir olduguna gore, E(&,) = 0 ve X, = &, olmak

lizere, n = 1i¢in

Xn = ka—1 $k

dizisinin martingal oldugu gosterilsin.

Coziim. E(¢,) =0 oldugunda, E(&,|F,) = E(&41|F,) =0 ’dir.  Burada
E(X,|F,) = X, oldugundan,

E(Xni1|F) = E(Xy + (Gn-$ns)1F)
= E(Xn|F) + E((n-$nt )1 F0)
= E(Xn|F) + ECGulFIE (§aa| )
= Xn + E($)E($ns1)
= Xn

dir. Bu durumda X,, dizisi bir martingaldir.
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Ornek 2.4. &;,&, ... ayn1 dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenler dizisi ve

E(&) = 0olsun. Z,, F, - dlgiilebilir olduguna goére, n > 1 igin
Zy = (Ti=16)? —nE(&") = S7 —nE(&°)

dizisinin bir martingal oldugu gdosterilsin.

Coziim. E(§) =0, S, =YY", & ve S2.; = (S, + &,41)? olmak iizere,
E(Zpe1|Fo) = E(S21 — (n+ DE(&7)IF,)
= E((Sp + &ns)® — nEEP) — E(D)|F)
= E(S3 + 28n41Sn+&i — nEGH) — EGDIF)
= E(S3 — nE(§)|F) + 2E (§ns1SnlF) + E(E2411F) — E(EF|F)
= E(S; —nEED)|F)
= Zn

dir. Boylece Z,, dizisi bir martingaldir.

Ornek 2.5. &,&, ... ayn1 dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenler dizisi ve

Sy, =Y%, & olsun. 2 # 0 olmak iizere, (1) = E(e**) mevcut olsun. Bu durumda,
F, = 0(&,) olmak tzere X,,, F, - 6l¢iilebilir olduguna goére, n > 1 igin

oASn

= o

dizisinin martingal oldugu gosterilsin.

Coziim. Bu durumda,

B e/151 _ E(e/lsl) B
500 = () = e -
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oldugunu kolayca gérmek miimkiindiir. Buna gore,

eASn+1 eASn+én+1)
Bl Fa) = £ <[<p(/1)]”+1 % ) =F ([co(z)]n[go@)] % )
e)lSne)l(fTH,l) e)lSn e/’lsl
- <[<pu>]n[¢u>] 4 > =F <MT>] 4 ”)E <m 7 >
= E(XIF)E(X,|F)
= XnE(X1)

:Xn

elde edilir.
Bir kesikli zamanli X,, dizisinin tanimi1 ve 6rnekleri yukarida verildi. Simdi ise bu

tanim surekli zaman durumu i¢in verilsin.

Tamm 2.2 (Siizgecg). (Q, F, P) olasilik uzay1 ve T kiimesi R’nin bir alt kiimesi olsun.
F’nin alt o - cebirlerinin bir sistemi {F;:t € T} artan bir sistemse, yani Vs,t € T,s <t

icin F; € F, ise {F,: t € T} sistemine siizgec denir.

Tammm 2.3 (Stizgeg¢ Uzay). {F;} slizgecinin olusturdugu uzay (Q,F,{F;:t € T}, P)
veya kisaca (Q, F,{F.}, P) bir siizge¢ uzay olarak adlandirihir. Eger Vt € T igin X;, F; -

olgtilebilir ise X, F; - uyarlanmistir denir.

Tanmm 2.4 (Martingal). (Q,F,{F.},P) slizge¢ uzayinda tamiml stokastik siireg
X ={X;(w), w € Q,t €T} asagidaki sartlar1 saglarsa ({F;},P) ’ye gore bir martingal

olarak adlandirilir:

I. X, F¢- uyarlanmustir.
Ii. X bir L, siirecidir, yani X integrallenebilirdir.
iii. (Q, F,P)’de Vs,t €T, s < tigin h.h.hy. E(X;|F;) = X, ise X martingal,
V. (Q, F;,P)’de Vs,t €T, s < tigin h.h.hy. E(X;|F;) = X, ise X submartingal,
V. (Q, F;,P)’de Vs,t €T, s < tigin h.h.hy. E(X:|F;) < X, ise X siipermartingal.
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Burada L, smifi birinci dereceden kuvveti integrallenebilir fonksiyonlar smifidir ve

asagidaki sekilde tanimlanir:

~
=
I

Xt:thP{da)}<oo |
Q

Tanimdan da gorildiigli gibi martingaller, submartingaller ve slipermartingaller
s,t €T, s<ti¢in yukaridaki gibi E(X;|%) kosullu beklenen degerin durumlarinda

tanimlanan stokastik stire¢lerdir.

Bu ozelliklere gore t artarken, bir submartingal ortalama {izerinden artar, bir
slipermartingal ortalama iizerinden azalir ve bir martingal siirekli ortalama {izerinde kalir

(Yeh, 1995).
Ornek 2.6. Wiener siirecinin bir martingal oldugu gésterilsin.
Coziim. F., = o{W,; u € T; u < s} olsun. Bu durumda,
E(W;|F<s) = EW, — Wy + Wg|F)
= E(W, — Wg|Fss) + E(W|Fs)
=E(W, — W;) + W
= W
elde edilir. Burada, Wiener stirecinin E (W, — W;) = 0 dzelliginden yararlanilmistir.
Ornek 2.7. Poisson siirecinin bir submartingal oldugu gosterilsin.
Coziim. F.; = 0{N,; u € T;u < s} olsun. Bu durumda,
E(N¢|F<s) = E(Ny — Ng + Ng|F<s)

= E(N; — Ng|F<s) + E(N¢|F<s)
= E(Nt — NS) + N = N
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elde edilir. Burada, Poisson siirecinin A >0 ve s<t igin E(N, —N;) = A(t—5s),

ozelliginden yararlanilmistir.

Ornek 2.8. N, poisson siireci olsun. N, = N, — At siirecinin martingal oldugu

gosterilsin.
Coziim. F., = o{N,'; u € T; u < s} olsun. Bu durumda,

E(N/'|F<s) = E(N, — Ny’ + Ny'|F<s)
= E(N; — N'|F<s) + E(N,'|Fs)
=E(N, — Ny') + N/’
= E(N; — At — Ng + As) + N’
=E(N,) — At — E(N,) + As + N,
=At—At—As+ As+ N,
= NS’

elde edilir. Burada, Poisson siirecinin E(N; — N;) = A(t —s) , A > 0 o0zelliginden

yararlanilmistir.

Onerme 2.5. X = {X,:t € T}, (Q,F, {F,}, P) siizge¢ uzayinda tamml stokastik bir

siire¢ olmak tizere,

1. X bir martingal ise, 0 zaman Vt € T i¢in E (X,) = sabittir.

2. X bir submartingal ise, 0 zaman t — oo iken E (X;) artandir.

3. X bir slipermartingal ise, o zaman t — oo iken E(X;) azalandir.

4. Bir submartingal olan X, ancak ve ancak Vt € T i¢in E(X,) =sabit ise bir
martingaldir.

5. Bir siipermartingal olan X, ancak ve ancak Vt € T igin E(X;) =sabit ise bir

martingaldir.
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Ispat. 1, 2 ve 3 ozellikleri sirastyla Tanim 2.4.%iin iii, iv ve v sonuglarina yakindir.
Bu yilizden 2’nin ispati i¢in Tamim 2.4.’in ivV’i asagidaki gibi kullanilabilir. X bir
submartingal oldugundan, (Q,%;, P)’de h.h.h.y.,

E(X:|F) = X
olmalidir. Her iki tarafinda beklenen degeri alinirsa,

E[E(X|F)] Z E(X,), s <t
olur. Burada kosullu beklenen degerin 6zelliginden,

E[E(X:|F)] = E(Xy)
oldugundan,

E[E(X|F)] = E(X,) = E(Xs)
elde edilir. Bu ylizden E(X;), t —» o iken artandir. 1 ve 3 o6zellikleri de benzer sekilde
ispatlanabilir. 4’1 ispatlamak i¢in ise, X ’in bir submartingal oldugu varsayilsin vet € T
icin E (X;) =sabit olsun. Bu durumda (Q, F;, P)’de s,t € T, s < t igin h.h.h.y.

EX|Fs) = X
dir. Diger taraftan,

E[E(X|F)] = E(X,) = E(Xs)

dir. Yani,

f E(X,|F)P(dw) = f XP(dw).
Q Q
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Boylece (Q, F;, P)’de h.h.h.y.
E(X¢|Fs) = X

’dir. Bu ise X’in bir martingal oldugunu gosterir. 5 6zelliginde verilen stipermartingal

icinde ispat benzer sekildedir (Yeh, 1995).

Onerme 2.6. Bir martingal, submartingal ve siipermartingal i¢in Tanim 2.4.’deki

monotonluk sartlari iii, iv ve v sirasiyla asagidaki kosullara denktir.

iii . thP(dw) =]XSP(dw), E€EF, s,t €T, s<t,
E E

iv'. thP(dw)ZszP(dw), EEF, steT, s<t,
E E

v. thP(dw)SszP(dw), EEF, steT, s<t.
E E

Onermenin dogrulugunu gostermek igin, drnek olarak iv ve iv' kosullarinin denkligi ele

alinsin. E (X;|F;) nin tanimindan,
[ xep@w) = [ ExIE P, vEES,
E E

oldugu bilinmektedir. Béylece eger iv elde edilirse, iv’de elde edilir. Ayn1 zamanda iv’

elde edilirse, son esitlikten,

jE(th}"s)P(dw) ZfXSP(dw), VE € F,

E
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olur. Bu durumda hem E (X;|F,;)’nin hem de X’ nin F; - olgiilebilirliginden iv elde edilir.

iii ile iii"niin ve v ile v "’niin denkligide benzer sekilde ispatlanabilir.

Onerme 2.7. T = Z* oldugunda, Tanim 2.4°deki iii, iv ve v kosullar1 sirasiyla

asagidaki kosullara esittir. (Q, F,, P)’de h.h.h.y.,

iii". EX,41|F) =X, n€ZF,
iv'. E(X,1|F) =X, n €,
v, EXpi1lF) <X, n€Z.

Ispat. Onermenin ispat1 igin iv ve iv" ele almsin. iv’iin ve iv ’nii ifade ettigi acik¢a
goriilir. Bunu ifade etmek i¢in n,m € Z* ve n < m olsun. Bu durumda iv’niin tekrarl

uygulamasindan, (Q, F,, P)’de h.h.h.y.,

E(XmlTn) = E[E(Xmlg:m—l) |Tn] = E(Xm—llfpn)
= E[E(Xm—llj:m—z)lj:n] = E(Xm—z I:Fn)

= E(Xn+1|j:n) = Xy

elde edilir ve iv ispatlanir. iii ile iii’ "niin ve v ile v ’niin esitligide benzer sekilde

ispatlanabilir.

Onerme 2.8. X = {X,:t € T}, (Q, F, {F.}, P) siizge¢ uzayinda tamml stokastik bir
siire¢ ve (Q,F,P) ’nin siizgeci, X *den fiiretilen {FZ}, yani F¥ = 6{X,:s € T,s < t},
t € T olsun. Eger X, ({F;}, P)’ye gore bir martingal, submartingal veya siipermartingal ise,

({F{ 3, P)’ye gore de bir martingal, submartingal veya siipermartingaldir.

Ispat. X, ({F.}, P)’ye gore bir submartingal oldugundan X,, {F,} - dlciilebilirdir ve
boylece Vt € T igin, FX < F, dir. FX’in tammindan X siireci {FX} - uyarlanmustir.
Boylece Onerme 2.7.’ye gore X ’in ({Ttxt},P) ’ye gore bir submartingal oldugunu

gostermek i¢in submartingalin tanimini asagidaki gibi dogrulamak yeterlidir:
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f X P(dw) = f X, P(dw), E € FX, s,t €T, s <t.
E E

VE € F, igin X, ({F.}, P)’ye gore bir submartingaldir. £¥ c F, oldugundan, yukaridaki
esitlikte goriildiigii gibi VE € FX icinde ({F{},P) ’ye gore X bir submartingaldir.

Martingal ve slipermartingal i¢inde ispat benzer sekildedir.

Onerme 2.9. Y = {Y;:t € T} olmak iizere, (Q, F, {F; }, P) siizge¢ uzayinda taniml

uyarlanmisg bir L;- siireci X = {X;:t € T} igin asagidaki durumlar elde edilir.

1. X, ancak ve ancak hem submartingal hemde siipermartingal ise bir martingaldir.

2. X, ancak ve ancak —X bir siipermartingal ise bir submartingal veya ancak ve
ancak —X bir submartingal ise bir siipermartingaldir.

3. X bir martingal ise, ¢ € R i¢in cX’de bir martingaldir

4. X bir submartingal ise, ¢ = 0 igin cX ‘de submartingaldir. X bir siipermartingal
ise, ¢ < 0 igin cX’de bir stipermartingaldir.

5. X ve Y her ikiside bir martingal ise, X + Y ’de bir martingaldir. X ve Y her
ikiside bir submartingal ise, X +Y ’de bir submartingaldir. X ve Y her ikiside bir
stipermartingal ise, X + Y’de bir siipermartingaldir.

6. X bir martingal ve Y bir submartingal ise, X + Y’de bir submartingaldir. X bir

martingal ve Y bir siipermartingal ise, X + Y’de bir siipermartingaldir.

2.1. Konveks (Disbiikey) Teoremleri

X = {X;:t € T}, olasiik uzaymda tanimhi bir stokastik siire¢ olmak {izere, R’de
taniml gergek degerli bir f fonksiyonu f(x) ile ve {f o X, :t € T} ise f o X ile gosterilsin.
Burada X* = {X, v0:t € T}veX VY ={X, VY;:t € T} ile gosterilsin.

Teorem 2.1.1. (Q,F,{F;},P) siizge¢ uzayinda tanimh X ve Y stokastik siirecleri
submartingaller ise, X V Y’de submartingaldir. Benzer sekilde, X ve Y stokastik siiregleri

slipermartingaller ise, X A Y ’de slipermartingaldir.
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Ispat. X ve Y submartingaller olmak iizere, Vt € T icin X, ve Y, , F; - Olgiilebilir
oldugundan, X; VY; ‘de F; - Ol¢iilebilirdir ve bdylece X; V Y; uyarlanabilir bir siiregtir.
X, Y: €L1(Q,F:, P) ve | X, VY| < |X: |+ |Y: ] oldugu i¢in X, VY; € L(Q,F;, P) dir.
Boylece X V'Y bir L;- siirecidir. s,t € T, s < t i¢in,

X VY, > X,,
X, VY, >V,

ise, (Q,F,, P)’de h.h.h.y.,

EX; VY |Fs) 2 EXe [Fs) = X,
EX VY |F) 2 E(Y |Fs) 2 Y5

olur. Boylece (Q, F;, P)’de h.h.h.y.

EX: VY |F) 2 X VY

dir. Buda X; VY; ‘nin bir submartingal oldugunu gosterir. X; ve Y; siipermartingaller

oldugunda X; A Y;’nin de bir sipermartingal oldugu benzer sekilde gosterilir.

Sonu¢ 2.1.2. X = {X;:t € T}, (Q F,{F.}, P) slizge¢ uzayinda, stokastik bir siireg

olsun.

1. X bir submartingal ise, 0 zaman X *’da bir submartingaldir.
2. X bir siipermartingal ise, o zaman X~ ’de submartingaldir.
3. X bir martingal ise, X' ve X" negatif olmayan submartingaller oldugunda

X =X'— X" esitligi vardir.

Ispat.

1. X bir submartingal ise, Y = 0 bir martingal oldugundan, Teorem 2.1.1.’den

X* = X v 0 bir submartingaldir.
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2. X bir siipermartingal ise, Y = 0 bir martingal oldugundan, teorem 2.1.1.den
X; A 0 bir siipermartingaldir. Bu durumda X~ = —(X A 0) bir submartingaldir.

3. X bir martingal ise, X* bir submartingaldir. X bir siipermartingal ise, X~ bir
submartingaldir. X = X* — X~ oldugundan, X siireci iki negatif olmayan submartingalin
farkidir.

Teorem 2.1.3. X = {X;:t € T}, (Q F,{F;}, P) siizge¢ uzayinda taniml1 uyarlanmig
bir L;- siireci ve f, R’de tanimli gercek degerli artan bir fonksiyon olmak iizere, Vt € T
igin f o X; € L,(Q,F;, P) olsun.

1. Xbir submartingal vef bir konveks fonksiyon ise, f o X bir submartingaldir.
2. Xbir siipermartingal vef bir konkav fonksiyon ise, f o X bir siipermartingaldir.
3. X bir martingal oldugunda ve f fonksiyonunun monotonluk sart1 kaldirildiginda

1 ve 2 dzellikleri yine gecerlidir.

Ispat.

1.  X’in bir submartingal oldugu varsayilsin. f, R’de taniml gercek degerli artan bir
fonksiyondur. f o X uyarlanmuis bir siiregtir. X bir submartingal oldugunda, s,t €T, s <t

icin, (Q, F;, P)’de h.h.h.y.,

i, E(X,|F,) = X, dir.
ii. f artan fonksiyon oldugunda, f(E(X.|%;)) = f(X,) dir.
iii. Kosullu Jensen esitsizliginden, E(f (X)) |Fs) = f(E(X.|F,)) dir.

ii ve iii°den, (Q, %, P)’de h.h.h.y.,

E(f(X)lFs) = f(Xs)

elde edilir. Boylece f(X) bir submartingaldir.
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X bir martingal oldugunda i’deki esitlik elde edilir ve bdylece ii’deki esitlik f’in
artan bir fonksiyon oldugunu varsaymadan da elde edilir. Bu durumda f(X), f’in
monotonluk sart1 ortadan kaldirildiginda bir submartingaldir.

2. X’in bir siipermartingal oldugu varsayilsin. Bu durumda s,t € T, s < t igin
(Q,F, P)’de h.h.hy.,

E(X:|Fs) < X
dir. f artan bir fonksiyon oldugundan,

FEXAF)) < f(Xs)

dir. Eger f konkav ise,- f konvekstir. Boylece kosullu Jensen esitsizliginden,

E(—f(X)IF) = —f(EX|F))

dir. Bu durumda (Q, F;, P)’de h.h.h.y.,

E(f(X)lFs) < f(X5)

dir. Buda f(X)’in bir siipermartingal oldugunu gosterir.

2.2. Kesikli Zaman Artan Siirecleri ve Doob Gosterimi

Tamm 2.2.1. Artan bir siire¢ ifadesiyle (Q,F,{F,:n € Z*}, P) siizge¢ uzayinda

tanimli asagidaki kosullar1 saglayan A, n € Z* stokastik siireci kastedilmektedir.

1. A, {F,}- uyarlanmustir.

2. A bir L;- siirecidir.

3. (2,F,,P)’de bir bos kiime A varsa, Ay(w) = 0 olmak iizere Vw € A€ igin
{A,(w): n € Z*} artan bir dizidir.
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4. Vo € Qigin {A,(w):n € Z*}, Ag(w) = 0 olmak iizere artan bir dizidir. Eger

A, 1, 2 ve 3 kosullarin1 saglarsa, hemen hemen kesin artan bir siire¢ olarak adlandirilir.

Hemen hemen Kkesin artan bir siire¢ olan A, , Vn € Z* igin her zaman bir

submartingaldir. Bu durumda

Any1 2 Ay

oldugundan, (Q, .., P) olasilik uzayinda h.h.h.y.

E(An+1 |Tn) = E(Anlj:n) = A,

olur. Eger M bir martingal, A hemen hemen kesin artan siiregse ve bir submartingalse

Onerme 2.9.’dan

X=A+M

bir submartingaldir. Doob Gdsterimi teoremi kesikli zamanli bir submartingalin her zaman
bir martingalin ve hemen hemen kesin artan bir siirecin toplami oldugunu gosterir. Kesikli

zamanl siireglerin dngoriilebilirligi asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.2.2. VneN i¢in X ={X,:n€Z*}, F,_, - Olgiilebilir ise, bir
(Q,F,{F,},P) siizge¢c uzaymda tanimli uyarlanmis kesikli zamanl X,, siireci F, -
ongoriilebilir siireci olarak adlandirilir. X, (Q, F, { F;}, P) siizge¢ uzayinda uyarlanmis bir
L, siireci ve Y, = 0 olmak iizere Vt € T i¢in Y; = X; — X, seklinde tanimlanan bir L, -
stireci ise, X’in martingal, submartingal veya siipermartingal olmasina gore, Y’de sirasiyla

martingal, submartingal veya siipermartingaldir.

Teorem 2.2.3 (Doob Gosterimi). X , (Q,F,{F,},P) siizge¢ uzayinda tanimli

uyarlanmig bir L, siireci olsun. Bu durumda X’nin Doob gosterimi soyledir:

X=Xo+M+A.
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Burada X, = 0, M, M, = 0 olan bir martingal ve A ise A, = 0 olan 6ngoriilebilir bir L,
stirecidir. (Q, ., P)’de h.h.h.y., Vo i¢in M(.,w) = M'(.,w) ve A(.,w) = A’(., w) olmak
tizere, X = X, + M'+ A”de Doob gosteriminin bir bagka benzer gosterimidir. Gosterimde
kullanilan A, Ay = 0 olmak iizere 6ngoriilebilir hemen hemen kesin artan bir L, - siireci

ise, slizge¢ uzayda tanimli uyarlanmis bir L, - siireci olan X bir submartingaldir.

ispat.

1. X uyarlanmig bir L; - siireci ve Ay = 0 olmak {iizere A siireci tanimlansin.

vn € N igin,

Ay =0
Ap=Ap_1+ E(Xn - Xn—llg:n—l)

dir. vn € N i¢in A,,, F,_1- 6lgiilebilir oldugunda A 6ngoriilebilir bir siiregtir. Vn € Z* i¢in
A,, integrallenebilirdir. Bu durumda A bir L; siirecidir. Vn € N i¢in X — A siireci elde
edilebilir. (Q, F,,_1, P) ’de h.h.h.y.,

E(Xn - Aann—l) = E(anfpn—l) - E(An—llfpn—l) - E(Xn - Xn—llfn—l)

=Xn-1—4n
dir. Bu sonu¢ X — A’nin bir martingal oldugunu gosterir. Eger M = (X — A) — X, ise,
Ay = 0 oldugunda, M, = 0’dir. Boylece X = Xy + M + A Doob gosterimi elde edilir.

2. Gosterimin tekligini ispatlamak i¢in uyarlanmis bir L, - siireci X asagidaki

sekilde verilsin.

X=Xo+M+A=Xo+M + A

Burada M ve M’, M, =0 ve M," = 0 olan martingaller, A ve A’ 6ngoriilebilir L; -

siirecleridir.

X=Xo+M+A
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gosteriminden, M,, ’nin martingal 0Ozelliginden ve A, ’nin Ongdrilebilirliginden,

(Q,F,_;, P)’de hhhy.,

E(Xn - Xn—llj:n—l) = E((Mn + An) - (Mn—l + An—l)lTn—l)
=Ap—An (2'1)

elde edilir. Benzer sekilde

X=Xo+M + A4
gosteriminden (Q, F,_4, P)’de h.h.h.y. ,

E(Xn — Xn_1|Fno1) = Ap — Ap_y’
elde edilir. Boylece Vn € N igin, (Q, F,_4, P)’de h.h.h.y.,

Ap —Apy = Ay — Any (2.2)
dir. Burada A ve A’ siireglerinin her ikiside A, = 0 ve A,’ = 0 oldugundan (Q, F,, P)’de
h.h.hy. A, = Ay’ ’dir. (2.2) esitligi, (Q,F,, P)’de h.h.h.y. A; = A;' oldugunu ifade eder.
(2.2)’nin tekrarli uygulamalari, Vn € N i¢in (Q,F,_,,P)’de h.h.hy. A4, = A, esitligini
verir. Z* nin sayilabilirliginden (€, Fy, P)’de bir bos kiime A vardir. Oyle ki, Vo € A°
icin AC,w)=A"(,w)’dir. M=X—-X,—A ve M'=X—X,— A" iken, son esitlik
VYo € A icin M(.,w) = M'(., w)’y1 ifade eder.

3. X bir submartingal ve X = X, + M + A onun Doob gosterimi olsun. M bir
martingal iken,

A=X—-M-X,

bir submartingaldir ve bdylece A’ nin ongoriilebilirligindenVn € N i¢in (Q,F,,_4, P) ’de
h.h.h.y.,

A, = E(Aann—l) = Apq
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elde edilir. N sayilabilir bir grup oldugundan (9, F,,, P)’de bos bir kiime A vardir. Oyle ki
w € A€ oldugunda biitin n € N i¢in 4,,_;(w) < A,(w) ’dir. Bu A’nin hemen hemen
kesin artan bir siire¢ oldugunu gosterir. Diger taraftan A’nin hemen hemen kesin artan
stire¢ oldugu varsayildiginda A bir submartingaldir. M bir martingal iken X = X, + M + A

bir submartingaldir.

2.3. Martingal Doniisiimii

Martingal doniisiimii martingallere gore stokastik integralin bir prototipidir. Stirekli

zamanda stokastik integralin kesikli zaman analogudur.

Tamm 2.3.1. X = {X,;:n € Z*} bir martingal, submartingal veya siipermartingal ve
C ={Cp:n €L}, (OF, {F,},P) siizge¢ uzayinda tanimli ongoriilebilir bir siire¢ olsun.

C’ye gore X’in martingal doniisiimiinden C e X stokastik siireci, n € N igin

(CeX)o=0

(CoeX)p = z Cre (X — Xk—1)
k=1

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.3.2. Cy, C » X’in taniminda rol oynamaz. k = 1,2, ...,n icin Cj, X) ve
X} —1, biitlin F,- Ol¢iilebilirdir. Bu durumda C e X uyarlanmis bir siiregtir. Eger C sinirl bir

stireg ise, X bir L;- siireci oldugunda,

n
> e e = Xiees) € Ly (@, Fyy, P)
k=1

dir. Boylece C » X de bir L, siirecidir. Eger hem C hem de X, L,- siiregleri ise, Holder

esitsizliginden,
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n
Z Cro Xy — Xp—1) € L1(Q, Fp_1, P)
k=1

dir. Boylece C « X bir L, - siirecidir.
Teorem 2.3.3 (Martingal Déniisiimii). (Q, F, {F,:n € Z*}, P) siizge¢ uzayi olsun.

1. C, smirlh ongorilebilir negatif olmayan bir siire¢ ve X, slizge¢ uzayinda bir
martingal, submartingal veya slipermartingal ise, C ¢ X martingal doniisiimii (C e X), =0
olmak iizere sirastyla bir martingal, submartingal veya siipermartingaldir.

2. C, swmrh 6ngoriilebilir bir siireg ve X bir martingal ise, (C « X), = 0 olmak
tizere C » X bir martingaldir.

3. 1 ve 2’de verilen C {izerindeki sinirlilik kosulu hem C’nin hem de X’in L,-

stirecleri olmast durumunda yer degistirilebilirdir.

Ispat. Onerme 2.3.2° den, 1, 2 ve 3%in her birindeki hipotez altinda C ¢ X
uyarlanmig bir L4- siirecidir. Vn € N i¢in, C,,’nin F,,_ Olciilebilirliginden, (Q, F,_4, P)’de
h.h.h.y.,

E((C* X)plFp-) = E <z Cie (Xic = Xie-1)l ?H)

k=1
+E(Cn- {Xn - Xn—l}lj:n—l)
n-—1

= Z Cr- {Xk - Xk—l} + C,. {E(anipn—l) — Xn-1} (2.3)
k=1

=(CeX)p_q1+Cp. {E(an:n—l) - Xn—l}
elde edilir (Yeh, 1995).

1. C ’nin smirlh oldugu ve negatif olmadigi varsayilsin. C, =0 olmak

tizere (Q, F,_1, P)’de h.h.h.y.,
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e X bir martingal ise, E(X,|Fp—1) = Xn—1 Ve Cp. {E(X,|Fp_1) — Xpn_1} = 0°dur.

Bu durumda,

E((Ce X)ann—l) =(Ce X)n—l
elde edilir. Yani C ¢ X bir martingaldir.

e X bir submartingal ise, E(X,|Fn-1)=X,_, bir submartingal ve
CpnAE(Xp|Fpn_1) — Xpn_1} = 0°dir. Bu durumda,

E((C * X)nlFp-1) 2 (C* X)p_q
elde edilir. Yani C X bir submartingaldir

e X Dbir silipermartingal ise, E(X,|F,_1) < X,_; bir submartingal ve
Cpn{E(Xp|Fp—1) — Xpn—1} < 0°dir. Bu durumda,

E((C * X)nlFp-1) < (C*X)pq
elde edilir. Yani C o X bir siipermartingaldir.

2. C ’nin smirh ve X ’in bir martingal oldugu varsayilsin. Bu durumda
(Q,Fp_1,P)’de h.h.hy.,

EXn|Frn-1) = Xn_1
dir. Boylece (2, F,,_1, P)’de h.h.h.y.,

ColE(Xn|Fp-1) — Xp-1} =0
dir. (2.3) esitliginde bu bilgi kullanilarak, (Q, F,,_4, P) ‘de h.h.h.y.,

E((C * X)n|Fn-1) = (C* X)n_4

elde edilir ve buda C ¢ X “in bir martingal oldugunu gosterir.
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Tanmm 2.34. T, (O, F,{F,:n € Z*}, P) siizge¢ uzaymnda duragan bir siire¢ olsun.
¢® ={c{":n € Z+} olmak tizere C™ nin ongoriilebilir oldugu ifade edilir. n € Z* igin

C,(lT) = lin<r(w)) Seklinde gosterilir. Diger bir deyisle,

1, n<T(w
C,SLT)((U) = Linsr(op(@) = {0 n> Tgag

Teorem 2.3.5. X bir submartingal, bir martingal veya bir siipermartingal ve T ,

(Q, F,{F,}, P) siizgec uzayinda bir duragan siire¢ oldugunda
X =X, + (Cn(T) * Xn)

dir. Tanim 2.3.1. ve Tanim 2.3.4.’den (C7 o X)o = 0ven € Nicin,

n
(€M e X), = D Tery e = Xier)
k=1

= lpery X1 — Xo} + 1per (X2 = X4} + - + Lgery {Xn — X021
n—1

= —Xo-lp<ry + ) Xk Alkery — Ligs12ny} + Xn- Lineny
k=1

sonucu elde edilir. Son esitlikte bulunan ifadeler agilacak olursa,

Xo- 1{1sT} = XO{]-{OST} - 1{T=0}} = Xo{ln - 1{T=0}} = Xo — Xo- 1{T=0}
ve

Liesry — Lesr<ry = Lr=ip k=1,..,n—-1

esitlikleri elde edilir. Buradan asil denklem,
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n-—1
(C(T) . X)n =—Xo+ Xk 1{T=k} + X 1{nST}
k=0

= —Xo + Xrpn = —Xo + X3"
seklinde elde edilir. Yani

XiPh=Xo+(CMeX), mneN.

X(’I;A=XTA0=X0=XO+(C(T).X)O, n=0.
Boylece ispat tamamlanmis olur (Yeh, 1995).

Teorem 2.3.6. X bir submartingal, bir martingal veya bir siipermartingal ve T
(Q, F,{F,}, P) siizge¢ uzayinda bir duragan siire¢ oldugunda X" = {X;,,:n € Z*}

duragan siireci bir submartingal, bir martingal veya bir siipermartingaldir ve n € Z* igin

o E(Xram) = E(X,) bir submartingal,
e E(Xpa) = E(Xp) bir martingal,
o E(Xrp) < E(X,) bir siipermartingaldir.

Ispat. X bir L, - siireci ise, X™"’da bir L, - siirecidir. Teorem 2.3.5’den

X™ =Xy + (€D o X)
elde edilir. €™ simirli negatif olmayan 6ngoriilebilir bir siire¢ oldugundan, Teorem
2.3.3.’¢ gore, X bir submartingal, bir martingal veya bir siipermartingal ise, (C™ o X), =

0 olmak iizere €™ e X ‘de swasiyla bir submartingal, bir martingal veya bir

siipermartingaldir. Boylece X™" bir submartingal, bir martingal veya bir siipermartingaldir.
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2.4. Temel Submartingal Esitsizlikleri

Bir submartingal ortalama {izerinden artar. Bu monotonluk sartindan bir
submartingalin 6rnek fonksiyonlarinin davranigini tahmin etmek igin bazi basit esitsizlikler

elde edilir.

2.4.1. Secimsel Durma ve Doob’un Secimsel Durma Teoremi

X uyarlanmis bir siire¢ ve T siizge¢ uzayda bir duragan siire¢ ise, o zaman, zaman
parametresi kesikli oldugunda da, siirekli oldugunda da X, her zaman rastgele bir
degiskendir. X ’in Olgiilebilir bir siire¢ oldugu varsayilirsa o zaman X; rastgele

degiskendir. X7 nin integrallenebilirligi dikkate alinmalidir.

Teorem 2.4.1 (Doob’un Segimsel Durma Teoremi). X, (Q,F,{F,}, P) slizgeg
uzayinda bir submartingal ve T duragan bir siire¢ olsun. (Q, F,, P)’de h.h.h.y. T’nin sonlu

oldugu varsayildiginda asagidaki sartlarin her biri altinda,

E(Xo) < E(X7) < .

a. T smrhdir. Yani tim w € Q igin T(w) < m olacak sekilde bir m € Z*
mevcuttur.

b. X siirhdir. Yani K = 0 olmak iizere tim (n,w) € Z* X Q i¢in |X,,(w)| < K
olacak sekilde bir K mevcuttur.

c. T integrallenebilirdir ve X sinirlt artiglara sahiptir. Yani L > 0 olmak iizere tiim
(n,w) € Nx Q icin |X,(w) — X,_1(w)| < L olacak sekilde bir L mevcuttur.

d. RxQ’daX < 0’dir. Eger X,, bir martingalse o zaman a, b, ¢ sartlarinin her biri
altinda E(X;) = E(X,) dur.

Ispat. Eger X bir submartingal ise, X7 = {Xyp,:n € Z*} duragan siirecide Teorem
2.3.5.°e gore bir submartingaldir. Bu durumda, R’de tanimhi E(X7,0) = E(X,) esitligi ile
E(Xrp,) alttan smirlandirilan artan bir dizidir. Eger bazi w € Q’lar igin T(w) < oo ise,

N € Z* olmak iizere n = N i¢in, T(w) An = T (w) mevcuttur. Bundan dolay:
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lim X7z, (w) = lim X(T(w)An, w) = X(T(w), w) = Xr(w).
n—-oo n—-oo
Boylece eger T, (Q, F,,, P)’de h.h.h.y. sonlu ise, (Q, F,,, P)’de h.h.h.y.,

hm XT/\TL :XT' (24)

n—oo

1) Teorem 2.4.1.’in a’s1 kabul edilmis oldugunda T A n = T’dir. Boylece
E(Xo) < E(Xrpm) = E(X7)

dir. Bu yiizden E(X;) < oo ’dur. X bir martingal ise, Teorem 2.3.6.°dan XT ’de bir
martingaldir. Bu ise E(X7am) = E(Xy) oldugunu gosterir. Boylece E(X;) = E(X,) elde
edilir.

2) Teorem 2.4.1.in b ’s1 kabul edilmis olsun. Tim (n,w) € Z* XQ igin
| X, ()| < K kosulu, (n,w) € Z* X Q igin |XT(w)An (a))| < K oldugunu ifade eder. Bu

durumda (2.4)’den, sinirli yakinsama teoremi uygulanabilir ve
E(X7) = limy,_e E(X7pn) = E(Xo)
elde edilir. n € Z* i¢in |E (X7an)| < K oldugundan
E(Xo) <EXr) <K
elde edilir. Eger X bir martingal ise, X ’de bir martingaldir. Bu yiizden n € Z* igin

E(Xrpn) = E(Xy)’dir. Buise E(Xr) = E(X,) oldugunu ifade eder.

3) Teorem 2.4.1.’in ¢’s1 kabul edilmis olsun. V(n, w) € Z* X Q i¢in

T(w)An

Xran(@) = Xo(@) = D K@) = X1 (@)}
k=1

ifadesi elde edilir. Bu durumda Vn € Z* i¢in,
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TAn

Xran = Xol < Y 1K = Keeal S LT A < LT
k=1

elde edilir.
T’nin integrallenebilirligi (Q, F,,, P)’de h.h.h.y. T’nin sonlu oldugunu ifade eder. Bu
yiizden (2.4) uygulanabilirdir. Bu durumda (Q, ,,, P)’de h.h.h.y.

limy, 00 (X7an — Xo) = X7 — X
dir. Boylece baskin yakinsama teoreminden X — X, integrallenebilirdir ve

E(Xr — Xo) = limy 00 (X7an — Xo) = X7 — X = 0
dir. Bu X7 ’nin integrallenebilir ve E(X,) < E(X7) < o oldugunu gosterir. Eger X bir
martingal ise, 2)’de ayn1 nedenden E (X;) = E(X,) dur.

4) Teorem 2.4.1.’in c¢’s1 kabul edilmis olsun. Bu durumda (n,w) € Z* X Q igin
X(n, w) < 0 oldugundan,

XT(n,w) =X(T(w)An,w) <0
dir. (Q,F,,P)’de hhhy. T < o oldugunda, (Q,F,,P) ’de h.h.hy. w i¢in X;(w) =
X(T(w), w) < 0’dir. Bu durumda esitlik (2.4)’den ve pozitif olmayan fonksiyonlarin bir
dizisinin st sinir1 i¢in Fatou’s Lemmasindan,

0= E(Xy) = lim,,_,o SUPE (X7pn) = E(Xp)
ifadesi elde edilir.

Sonug 2.4.2. X sinirh artigh bir martingal olsun. € smirli dngoriilebilir bir stireg ve T

stizge¢ uzay (Q, F,{F,}, P)’de integrallenebilir bir duragan siire¢ olsun. O zaman C’ye
gore, X’in C » X martingal doniisiimii i¢in E[(C ¢ X);] = 0’dur.
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Ispat. K, L > 0 olsun. Béylece n € Z* i¢in |C,,| < K ven € Nigin |X,, — X,,_4| < L
dir. X bir martingal ve C sinirli 6ngoriilebilir bir siire¢ oldugunda, Teorem 2.3.3.°iin

2’sinden (C ¢ X), = 0 olmak tizere C X bir martingaldir. Tanim 2.4.1.’den n € N igin,
[(CeX)y—(CoX)pql =1C, (X — Xp—1)| < KL

dir. Bu durumda teorem 2.4.1’in c’si saglanir ve boylece
E[(CeX)r] =E[(C*X)o] =0

elde edilir.

Teorem 2.4.3 (Sinirli Duragan Siirecler I¢in Doob’un Secimsel Ornekleme Teoremi,
Kesikli Durum). X bir submartingal olsun. S ve T (Q,F,{F,}, P) siizge¢ uzaymda bazi
m € Z*’ler igin § < T < m’kosulunu saglayan duragan siiregler olsun. Bu durumda
(Q, Fg, P)’de h.h.h.y.,

E(X7|Fs) = X, (2.5)
olur. Buradan her iki tarafin beklenen degeri alinirsa

E(Xr) = E(X), (2.6)
E(Xm) = E(X7) = E(Xo), (2.7)

elde edilir. Eger X bir martingal ise, 2.5, 2.6 ve 2.7 esitlikleri elde edilir.

Ispat. S ve T duragan siiregler oldugunda, Xg ve X, , sirasiyla Fs ve Fr
Olgiilebilirdirler. S ve T ’nin  smrlilign Teorem 2.4.1°den Xg ve Xy ’nin

integrallenebilirligini ifade eder.

]

Siizgeg uzayda tammli D, 57! = {D,SS’T :n € Z*} stokastik siireci, n € Z* igin

S, T
DT(l I= Lisen<ry = linery — Lin<sy
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olarak tanimlanmis olsun. {S <n < T} = @ oldugunda, DéS’T] = 0’dir. Boylece siizgeg

]

uzayda sinirli negatif olmayan bir D,, ST1 siireci tanimlanir. Vn € N i¢in

n-1 ¢

{nST}z{T<n}C=(U {T=k}) €F, .

k=0
elde edilir. 1g,<ry, Fpn_1 ve benzer sekilde 1g,<5y, Fr— Olgiilebilirdir. Boylece Vn € N
i¢cin D,(lS‘T], Fn—1 Olgiilebilirdir. Bu ise, Dn(S'T] nin integrallenebilir bir siire¢ oldugunu

]

gosterir. Dn(s Tl simirll negatif olmayan bir siire¢ oldugundan, Dn(S'T] ’den X, 'nin

D, ¢ X,, martingal doniisiimii Teorem 2.3.3’den (DT e X) , = 0 olmak iizere bir

submartingaldir. n € N i¢in Tanim 2.3.1.’den,

n
(DS e X), = Z Lisekery (X — Xi—1)
k=1

n n
= Z 1{ksT} (Xk - Xk—l) - Z 1{kss} (Xk - Xk—1)
k=1 k=1

= (XTAn - Xo) - (XSAn - Xo)

X7an — Xsan

dir. Bu sonu¢ Teorem 2.3.5.’in ispatinda yapilan hesaplamadan elde edilir. S < T < m i¢in
(DT e X)m = X = Xs
elde edilir. D™ o X,, bir submartingal oldugunda,
E((DS™ e X)) 2 E(DS™ e X)) = E(0) = 0
elde edilir ve boylece E (Xy — Xg) = 0 olur. Buradan (2.6) ispatlanmis olur. (2.5)’in ispati

icin agagidaki esitligi gostermek yeterlidir. E(X7|Fs) ve Xg her ikiside Fs- olgiilebilir
oldugundan,
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f XpdP > f X;dP, A€ T (2.8)
A A

gostermek i¢in yeterlidir.

(2.8)’1 ispat etmek i¢in, A € F; olmak iizere, (Q, F, P)’de iki rastgele degisken S, ve
T, tamimlanir. A’da S, = S ve A°’de S, = m’dir. Benzer sekilde A’da T, = S ve A°’de
T, = m oldugunda S, ve T, duragan siireglerdir. Aslinda A € F; i¢in,

Q€eF, , n=m

{SAsn}z{{SSn}nAETn, n<m

elde ederiz ve benzer sekilde A € F; c Fr oldugunda T, i¢inde Oyledir. S, ve T, duragan

stiregler ve Sy < T4, < m olmak iizere (2.6) uygulanabilirdir . Boylece

E(Xr,) = E(Xs,) (2.9)

dir. Burada

E(Xr,) = ] XrdP + j X P(dw)

A A€

ve benzer sekilde,

E(Xs,) = j X¢dP + j X P(dw)
A A€

dir. Bu iki esitlikten ve (2.9)’dan

jXTP(dw) ZJXSP(dw)
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elde edilir. Boylece (2.8) ispatlanir. 0, T ve m smirli duragan siiregler ve 0 < T <m
oldugunda, (2.6)’dan (2.7) elde edilir. Eger X bir silipermartingal ise, — X bir
subrmartingaldir. Yani  stipermartingal i¢in (2.5), (2.6) ve (2.7) esitsizlikleri ters

cevrilecektir. Bir martingal hem bir submartingal hemde bir siipermartingal oldugundan

(2.5), (2.6) ve (2.7) esitsizlikleri elde edilir.

Sonug¢ 2.4.4. T, bazim € Z* i¢in T <m smirhlik sartin1 saglayan (Q, F, {F,}, P)

siizge¢ uzayinda tanimli duragan bir siire¢ olsun. X = {X,,,n € Z*} olmak {izere,
1) Eger X siizge¢ uzayda bir submartingal ise,

(X2 < —E(Xo) + 2E(X) <3 sup E(IX,]), (2.10)

n=0,...m
2) Eger X siizge¢ uzayda bir siipermartingal ise,

E(1Xrl) < E(Xo) + 2E0) <3 sup E(X, ), (2.11)

n=0,..,
esitsizlikleri vardir.

Ispat.

1) X’in bir submartingal oldugu varsayilsin.

Xr=X7 — X7 ve|Xr|l=XF + X7
oldugunda,

| Xr| + X7 = 2X7

elde edilir. Boylece,
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E(IXr)) = —E(X7) + 2E(X7 (2.12)

dir. X bir submartingal oldugunda, Sonug 2.1.2.’den X bir submartingaldir. X ve X* i¢in
Teorem 2.4.3.’lin (2.7)’sini uygulayarak,

—E(Xr) < —E(X,) ve E(XF) < E(X3%)
elde edilir. (2.12)’de bunlar kullanilarak (2.10) elde edilir.

2) X bir siipermartingal oldugunda —X bir submartingaldir. —X i¢in (2.10)’u
uygulayarak,

E(I-Xr]) < —E(=Xo) + 2E((=Xm)™)
elde edilir. Yani

E(1Xr]) = E(Xo) + 2E(Xm)
dir.

Sonu¢ 2.4.5. X = {X,,n € Z*}, (Q, F,{F,}, P) siizge¢ uzayinda uyarlanmis bir L,
stireci olsun. X, ancak ve ancak S < T olmak iizere E(X;) = E(Xs) oldugunda her ikisi de
sinirlt olan S ve T duragan siiregleri igin bir submartingaldir. E(X;) = E(Xs) ise X bir

martingaldir.

Ispat. Kosulun gerekliligi Teorem 2.4.3.’{in (2.6)’dan kaynaklanmaktadir. Kosulun
uygunlugu ispatlanabilir. Ancak S < T olmak fizere, iki sinirli duragan siire¢ S ve T
icin E(X7) = E(Xs) oldugu varsayilsin. X uyarlanmig bir L; siireci oldugunda, X’in bir
submartingal oldugunu gostermek icin, Vn,m € Z*, n < m olmak iizere, Onerme 2.6.’ya

gore,

j XmP(dw) > J X,P(dw), VEEF, (2.13)
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oldugunu gostermek yeterlidir. E € F, 'nin verilmesiyle, E’de S =n, E¢’de S =m ve
Q’da T =m olmak tlizere (Q,F,P)’de S ve T rastgele degiskenleri tanmlansin. Bu

durumda S her k € Z* i¢in bir duragan siiregtir ve

@ETk ) k<n

EeF, cFy, n<k<m

.QETk ) m<k
seklinde ifade edilir.

T duragan bir siiregtir. Boylece S < T olmak iizere S ve T simirli duragan siiregleri

ve yukaridaki varsayimdan E (X;) = E(Xs) elde edilir. Burada,

E(X;) =meP(dw)+ meP(dw),

E E€

E(Xs) =]XnP(dw)+ ijP(dw),

E E€

dir. Boylece (2.13) elde edilir ve X bir submartingaldir. Eger X bir submartingal ise, —X’de
bir submartingaldir. Boylece yukaridaki sonuglardan, ancak ve ancak S < T olmak iizere S
ve T smirli duragan siregleri i¢in E(X;) < E(Xs) ise X bir siipermartingaldir. Bir
martingal hem bir siipermartingal hemde bir submartingal oldugundan, ancak ve ancak
S <T olmak tizere S ve T smirli duragan siiregleri i¢in E(X;) = E(Xg) ise X bir

martingaldir.

2.4.2. Maksimum ve Minimum Esitsizlikler

Bir submartingal X = {X,;:n € Z*} i¢in, Doob’un maksimum esitsizligi, X,, 'nin
beklenen degerine dayanarak {X,(w), ..., X;n (w)} nin maksimumunun pozitif bir A sayisini

asan olasiliginin bir tahminini verir.
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Teorem 2.4.6 (Sonlu Durum I¢in Doob’un Maksimum ve Minimum Esitsizlikleri). X,

(Q, F,{ E,}, P) siizgec uzaymda bir submartingal olsun. Ym € Z* ve 1 > 0 igin,
n g y g

AP {ni%?.‘_’fm Xy 22} < f XpmP(dw) < E(X}) (2.14)
e, X2}
ve
AP{ min X, <-1}< f X,,P(dw) — E(X,)
n=0,...m
{n=r%.i..r.l.m X">_)L} (2.15)
< E(Xy) — E(Xo)
elde edilir.

Ispat.
1) (2.14)’i ispat etmek i¢in, Q’da bir T fonksiyonu tanimlansin:

min{n =0, ..,m: X,(w) = 1},

m, yukaridaki kiime bos kiimeyse (2.16)

T@Oz{

T’nin bir duragan siire¢ oldugunu gostermek i¢in n € Z* igin {T = n}’i gostermek

yeterli olur.

{T=n}={Xy<A..Xp1<AX,=ZA€F, n=0,...m—1,
{T=m}={Xy <A ...,Xpp1 <AL X 2B U{Xy<A..Xn <AEF,

Ve n>m igin,

{T=n}=0€fF,
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olur. Kisaca

A={ max X, =1}
n=0,...m

olsun. X bir submartingal ve T, m ile sinirlandirilmis bir duragan siire¢ oldugunda Teorem
2.4.3.”lin (2.13)’den,

E(X,,) = E(X;) = f X, P(dw) + f X,P(dw) (2.17)

A A€

elde edilir. Eger A = @ ise, (2.14) elde edilir. Eger A # @ ise, bu kiimede, (2.16)’dan
Xr = Aelde edilir. (2.16)’dan A°’de T = m de elde edilir. Boylece (2.17)’den,

E(X,,) = AP(4) + f X, P(dw)

A€

olur ve bdylece

AP(A) < E(X,,) — J X,,P(dw) = j X P(dw) < f X:P(dw)
Q

A€ A

dir. Buradan (2.14) esitsizligi ispatlanmis olur.

2) (2.15) esitsizligini ispatlamak igin,

min{n = 0,..,m: X, (w) < -1}

m  yukaridaki kiime bog kiimeyse (2.18)

S(w) = {

olsun. Aslinda S duragan bir siiregtir ve T i¢in yapilanlar S i¢inde yapilabilir. Kisaca,

B = {min, -, X, < —A}olsun. Teorem 2.4.3.’{in (2.7)’den,
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E(Xy) <E(Xs) = f XsP(dw) + f XsP(dw) (2.19)

B¢

ifadesi elde edilir. Eger B = @ ise, (2.15) elde edilir. Eger B # @ ise, bu kiimede,
(2.18)’den Xy < —A elde edilir. (2.16)’dan B€’de S =m de elde edilir. Boylece
(2.19)’dan,

E(X,) < —AP(B) + f X, P(dw)

BC

dir. Boylece

AP(B) < —E(X,) + f X, P(dw) < —E(X,) + f X P(dw).
Q

B¢
elde edilir. Buradan (2.15) ispatlanmis olur.

Sonu¢ 2.4.7. X, (Q,F,{ F,}, P) siizge¢ uzayinda bir siipermartingal ise ve m € Z*

ve A > 0 ise,
AP{ max X, 22} < E(Xo) - f X,,P(dw),
n=0,...m
(2.20)
{ max Xn</1}
n=0,.. m
< E(Xy) + E(X2)
AP{ min X, < —/1} < - f X,,P(dw) < E(X3).
n=0,...m

n xpsa)
{umin, X
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Sonug¢ 2.4.8. X, (Q,F,{ F,}, P) siizge¢ uzaymnda bir L,- martingali olsun. O zaman
vm € Z* ve 1 > 0 igin,

22P{ max |X,| 22} < E(x3)
n=0,...m
dir.

ispat. X,, bir L,- martingali oldugunda X,* = {X?:n € Z*}, Sonug 2.2.4°den bir

submartingaldir. Teorem 2.4.6.’nin (2.14)’nden,
22P{ max |X,| 22} < E(x3)
n=0,...m

dir.

X, 'nin, (Q,F,{ F,}, P) slizge¢ uzayinda negatif olmayan bir submartingal oldugu
goz oniinde bulunduruldugunda her m € Z* ve 1> 0 i¢in, iki rastgele degisken
¢ = maxu—g _.m Xn Ve n = X, negatif olmayandir ve Teorem 2.4.6.’nin (2.14)’ne gore

asagidaki esitsizligi saglar. 4 > 0 i¢in,

AP(§ = 1) < f 7P (dw)
€2

dir.



3. MARTINGALLERIN FINANS MATEMATIGINDE UYGULANMASI

Finans pazarinin esas 6zelliklerinden biri belirsizlik durumu igermesidir. Buna gore
herhangi bir hisse senedinin t anindaki degerini onceden kesin olarak tahmin etmek
genellikle miimkiin olmamaktadir. Bu yiizden de bir hisse senedinin t anindaki degeri bir
rastgele degisken olarak diistiniiliir.

Finans pazarinin matematiksel modelini inceleyen finans matematiginde ilk sonug
1900 yilinda Fransiz matematik¢i Bachelier tarafindan alinmistir. Bachelier Fransa
borsasinda hisse senetlerinin degerinin zamanla degisimini incelemistir. Ayrica
giinimiizde Brownian Hareketi olarak adlandirilan stokastik siirecin tanimini vermistir
(1905). Ancak daha sonra Brownian hareketinin daha gelismis matematiksel modeli 1923
yilinda Nobert Wiener tarafindan verilmistir. Bachelier’in aldig1 sonuglar, zamaninda
degerini almamis ve uzun siire unutulmustur.

Finans pazarinin incelenmesinde olasilik teorisinin kullanilmasi 1952 yilinda ABD’li
bilim adami1 Markovits’in ¢aligmalar1 ile yeniden glindeme gelmistir. Onun calismasi
portfoy teorisi ile ortaya c¢ikmistir. Markovits hisse senetlerinin portfoyiiniin
olusturulmasinda her bir hisse senedinin gelecek degerine rastgele degisken gibi bakmis ve
o rastgele degiskenin beklenen degerini beklenen kar, varyansimi ise risk olarak
tanimlamistir. Markovits’in  bu ¢alismas1 finans matematiginde bir devrim olarak
degerlendirilmistir ve matematigin finansta kullaniminin temelini olusturmustur. Daha
sonra diger ABD’li bilim adami Tobin, Markovits’in teklif ettigi modeli biraz daha
gelistirmistir. 1965 yilinda Samuelson yeniden Bachelier modeline donerek onu daha da
gelistirmistir. Samuelson geometrik veya ekonomik Brown hareketi kavramini bilime
getirmistir. Olasilik teorisinin finansal uygulamalarindan biride Black ve Scholes’in 1973
yilinda yaptig1 ¢alismadir. Black ve Scholes bu ¢alismada normal dagilimdan yararlanarak
opsiyonlar diye adlandirilan kiymetli kagitlarin degerinin bulunmasi i¢in bir formiil ileri
siirmiislerdir.

Martingaller finans matematigi uygulamalarinda kullanilmaktadir. Bu uygulamalara

girmeden Once finansa ait bazi bilgileri verilmistir.
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Tamm 3.1 (Trend). Belirli bir zaman dilimi araliginda belli bir seyri olusturan
degerlerde ortaya ¢ikan siirekli artma ya da azalmalari ifade eder. Ekonomik anlamda trend

piyasanin gittigi yonii gosterir. Bu yon piyasanin inis ¢ikislaridir (URL 6 ve 7, 2011).

Tamm 3.2 (Likidite). D6viz, menkul kiymet, gayrimenkul gibi herhangi bir aktifin
kisa siirede ve sorunsuz bir sekilde (deger kaybina ugramadan) nakde gevrilebilmesini

ifade eder (URL-8, 2011).

Tammm 3.3 (Arbitraj). Farkli iilkelerin piyasalarinda kote edilen doviz kurlar
arasindaki farkliliktan yararlanarak kazan¢ saglamak amaciyla bir paranin, ucuz oldugu
piyasadan alinip pahali oldugu piyasalarda satilmasi islemidir.

Menkul kiymetler, kiymetli madenler, kiymetli evrak gibi degerler de, iki piyasa
arasindaki fiyat farklarindan yararlanmak amaciyla fiyatlarin diisiik oldugu yerlerden
alinarak fiyatlarin yiiksek oldugu yerlerde satilabilmektedirler. Turkcell hisseleri menkul
kiymet arbitrajina 6rnek verilebilir. Ciinkii hem NewYork borsasinda hem de IMKB’de

islem gérmektedir (URL-9, 2010).

Tammm 3.4 (Tahvil). Devletin veya anonim ortakliklarin en az 1 yil ve daha uzun
vadeyle, 0diing para bulmak amaciyla, itibari degerleri esit ve ibareleri ayni olmak iizere
cikardiklart bor¢ senetleridir. Tahviller, elinde bulunduran i¢in alacaklilik hakki doguran

ve diizenli araliklarla faiz geliri getiren sabit getirili menkul kiymetlerdir (URL-10, 2011).

Tamm 3.5 (Opsiyon). Ekonomi diinyasinda opsiyon sdzlesmeleri herhangi bir varligi
belirli bir vadede ya da vadeye kadar belirli bir miktarda, belirli bir fiyattan alma ya da
satma hakki veren sozlesmelerdir.Opsiyonlarin uygulanabilme vadelerine gore ise iki tiirii
vardir:

e Amerikan tipi opsiyon

e Avrupa tipi opsiyon

Amerikan tipi opsiyonlar vadeden 6nce herhangi bir tarihte opsiyon alicis1 tarafindan
kullanilabilirler. Avrupa tipi opsiyonlar ise yalnizca vadesinde kullanilabilirler. Bu yiizden

Amerikan tipi opsiyonlarin degeri genelde Avrupa tipi opsiyonlarin fiyatlarindan yiiksektir
(URL-11, 2011).


http://tr.wikipedia.org/wiki/Ekonomi
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3.1. Stokastik Finansal Modellemede Martingal Metodlar:

Martingaller, modern finans teorisindeki en Onemli araglardan biridir. Burada
martingal teorisinin temel 6zellikleri verilecektir. Bunun yaninda martingal teorisi oldukca
genis oldugundan, sadece teorinin menkul kiymetlerin fiyatlandirilmas: ile dogrudan
iliskili yonleri tizerinde durulacaktir.

AW,, W, de ki kiigiik degisimler, AS;, S;’deki kiigiik degisimler, dW; ve dS; ise
sonsuz kiigiik araliklar tizerindeki stokastik degisimleri gostermektedir. Bu diferansiyeller,
siirekli bir zamanda gozlenmis olan sonsuz kii¢iik stokastik degisimler olarak
yorumlanabilir. h ve A kiiciik bir aralig1, dt sonsuz kiigiik bir aralig1 gostermektedir.

Martingal teori, gozlenmis olan zaman serilerini, izlemis olduklar trendlere gore
smiflandirir. Eger bir stokastik siirecin yoriingeleri periyodiklik ya da makul trendler
gostermiyorsa bu stokastik siirecin martingal gibi davrandigi soylenir. Ortalamanin
lizerinde artma gosteren siire¢ submartingal, ortalamanin altinda artan siire¢ siipermartingal
olarak adlandirilir.

Bir t zaman indeksi ile indekslenmis rastgele degiskenlerin bir toplulugu
gozlemlensin. Burada zamanin siirekli oldugu ve siirekli zamanli stokastik siireclerle
ilgilenildigi kabul edilmektedir. G6zlenmis olan siireg, {S;:t € [0, 0]} ile informasyon
kiimelerinin bir ailesi {F,:t € [0, 0]} ile gdsterilsin. Ilgilenilen probleme bagl olarak F,
farkli tipteki informasyonu gosterecektir. F,, finansal piyasalarda t zamanina kadar
gozlenmis fiyatlardan elde edilen informasyonu gosterecektir. s <t < T olmak {izere
informasyon kiimeleri ailesi F5; © F; © Fr Ozelligini saglayacaktir. Daha 0Onceki
boliimlerde de belirtildigi gibi {F;:t € [0, T]} kiimesine siizge¢ ad1 verilir.

Martingal teorisinde siirecin zamanin belirli noktalarindaki degerini diisiinmek
gerekecektir. Bu ise [0,T] siirekli zaman araliginda, 0 =ty <t; < - <tp_ 1 <ty =T
seklinde cesitli zaman periyotlarini gésteren bir {¢t;} dizisi secilerek yapilabilir. k — oo’da
(t; — t;_1) = 0 oldugundan [0, T] aralig1 gittikge daha kiigiik pargalara boliiniir. Burada
sonlu [0, T] aralig1 iizerinde, S; rastgele fiyat siireci ele alinsin. Belirli bir ¢; zamaninda,
fiyat siirecinin degeri, S, olacaktir. Eger S;’nin degeri, her bir t = 0 igin F; informasyon
kiimesi tarafindan igeriliyorsa, {S;:t € [0,T]} siirecine, {F;:t € [0,T]} informasyon
kiimesine gore uyarlanmistir denir. Yani F, informasyon kiimesi verilmis oldugunda, S;

degeri bilinir (Onalan, 2004).
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Ornek 3.1. S,’nin bir martingal siireci izledigi kabul edilsin. u > 0 uzunlugundaki

bir aralik tizerinde S;’deki degisimin kestirimi diisiiniilsiin:

Et(St+u - St) = Et(5t+u) - Et(St)-

St,, F; informasyon kiimesine gore uyarlanmis oldugundan E.(S;) = S, dir. S; martingal

oldugundan,

Et(St+u) = E(St+u|j:t) =5

olur. Buradan,

Et(St+u - St) =0

elde edilir. Yani, keyfi bir u > 0 aralig1 lizerinde, S;’deki degisimin en iyi tahmin edicisi
sifirdir. Diger bir deyisle martingal siireglerinde gelecek hareketlerin yonlerini kestirmek
imkansizdir. Bu ise martingal gibi davranan siire¢lerin temel karakteristigidir.

Eger bir siirecin yoriingeleri uzun veya kisa vadeli trendler goésteriyorsa, siire¢ bir
martingal degildir. (Bir martingalin bir 6rneklem egrisi kisa vadeli trendlere benzer kaliplar
ihtiva edebilir. Bununla birlikte bu yukariya veya asagiya dogru olan trendler tamamen
rastgele ve herhangi bir sistematik karaktere de sahip degildirler). Martingal taniminin ¢ok

onemli bir 6zelligini vurgulamakta fayda vardir.

e  Bir martingal siireci her zaman bir informasyon kiimesi ve bir olasilik 6l¢iimii ile

tanimlanir.

Eger informasyonun igerigi veya siirecle ilgili olasiliklar1 degistirilirse siire¢ bir
martingal olmayabilir. Bunun terside dogrudur. Martingal gibi davranmayan bir X, siireci
verilmis olsun. Bu durumda, ilgili olasilik ol¢iimii P degistirilerek X, bir martingale

doniistiiriilebilir.
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3.2. Menkul Kiymet Fiyatlamada Martingal Kullanimi

Yukaridaki tanima gore, informasyon kiimelerinin bir ailesi verilmis oldugunda,
S¢’nin gelecek hareketleri tam olarak kestirilemiyorsa, S; martingal siireci gibi davranir.
Bir iskontolu tahvilin fiyatinin zamanla artmasi beklenir. Genelde ayni sey hisse senedi
fiyatlar1 i¢inde dogrudur. Onlarinda ortalamanin iizerinde artmasi beklenir. Bu durumda,

Bq, T vadeli iskontolu tahvilin t < T zamanindaki fiyatin1 gosteriyorsa,

B; < E.(By), t<u<T

olur. Iskontolu tahvilin fiyatinin bir martingal gibi hareket etmedigi agik¢a goriiliir. Benzer
sekilde, S; hisse senedi fiyatt da, pozitif bir beklenen degere sahip oldugundan bir

martingal gibi davranmaz. Kii¢iik bir A aralig1 i¢in,

E¢(Sesn — Sp) =1A.

U, pozitif beklenen getiri oranidir. Buradaki yaklasiklik, E;(S;ya — S¢) nin Taylor serisi

aciliminda, A’y1 igeren daha yiiksek mertebeden terimlerin diisiiriilmesindendir.

E¢(Se4n —Sp) =14+ 0(4).

0(A), Taylor agilimindaki yiiksek mertebeli terimleri gostermektedir ve A — 0 oldugunda
o(A) — 0 olur. Yukaridakine benzer ifadeler opsiyonlar iginde s6z konusudur. Ornegin
opsiyonlar zaman degerine sahiptirler. Zaman azaldik¢a Avrupa tipi opsiyonun fiyatida
azalir (diger sartlar ayn1 kalmak sartiyla). Boyle bir siire¢ siipermartingal olarak adlandirilir.

Menkul kiymet fiyatlar1 g¢ogunlukla submartingal veya silipermartingal siireci
izliyorsa, neden martingallerle ilgilenilir. Cilinkii martingal olmayan bircok menkul kiymet
martingallere dontistiiriilebilir. Yani risksiz orandan iskonto edilmis olan tahvil veya hisse
senedi fiyatlar1 martingal olacak sekilde bir P olasihik dagilimi bulunabilir. Eger bu
yapilabiliyorsa,

e Tahvil fiyatlar igin, EP(e ™Byyy) =By, 0<u<T —t

e Hisse senedi fiyatlar icin, EZ (e 7™S,,,) =S, 0 < u.
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Bu esitlikler tiirev menkul kiymetlerin fiyatlamasinda da ¢ok kullamishidir. Onemli bir
sorun bu donilisiimiin nasil yapilacagidir. Submartingal siireclerini martingal siireglerine

dontistiirmenin iki yolu vardir.

1. e S, veya e "B, ’den beklenen trendi ¢ikartmaktir. Bu sayede trend
civarindaki sapmalar tamamen kestirilemez yapilmis olur. Boyle doniistiiriilmiis
degiskenler bir martingal olur. Bu metodoloji martingaller ig¢in gosterim sonuglarini
kullanmaya denktir.

2. Bu yontem biraz daha karmasik fakat kullamiglidir. Submartingali dogrudan
dontistiirmek yerine onun olasilik dagilimina bir doniisiim uygulanabilir. Yani,

Ef(e7™Si) > Ss, u>0 (3.1)

ise burada Ef (.) P olasiligi kullanilarak hesaplanan kosullu beklentidir. Su halde asagidaki
esitligi saglayacak sekilde denk bir P olasilig1 bulunabilir:

Ef(e7™Si) =Si u>0. (3.2)

Bu durumda e~"tS, bir martingal olur. (3.1)’i (3.2)’ye déniistiiren olasilik dagilimlarina

denk martingal Sl¢iimleri denir (Onalan, 2004).

3.3. Stokastik Modellemede Martingaller

Arbitraj firsatlariin yoklugunda, piyasa dengesi tiim iskonto edilmis menkul kiymet

fiyatlar1 S, nin martingal gibi davranacak sekilde bir P olasilig1 bulunabilecegini ifade eder:

EP(e ™S, y|F) =S, u>0.

Bu yiizden martingaller menkul kiymet fiyatlamada ¢ok &nemlidirler. X,, P olasiligina ve

{F} informasyonuna gore martingal 6zelligine sahip bir menkul kiymet fiyat siireci ise,

Eﬁ(Xt+A|Tt) = X;
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olur. Siirekli zamanda X; ne tip yoriingelere sahiptir? Bu sorunun cevabini verebilmek i¢in

once, martingal farklar1 yani AX,’ler tanimlanmalidir:

AXy = Xevn — X¢.

X; bir martingal oldugundan,

EP(AX,|F) =0

olur. Bu esitlik, zaman araligi A ’nin ne kadar kiiciik olduguna bakilmaksizin bir
martingalin artimlarinin toplam olarak kestirilemez olmasi gerektigini soyler. Fakat siirekli
zamanla calisildigindan cok kiiclik A’lar disiiniilebilir. Bu durumda martingaller ¢ok
diizensiz yoriingelere sahip olmalidirlar. Ancak, X; sonsuz kiigiik A zaman araliklarinda
herhangi bir gozle goriilebilir trend gostermemelidir. Eger boyle bir trende sahipse siire¢
kestirilebilir olmalidir. Boyle diizensiz yoriingeler iki farkli sekilde olabilir. Ydriingeler
stirekli ise siirece siirekli martingal denir. Bu, A — 0’da tiim € > 0 i¢in P(AX; > ¢€) olmasi
gerektigi anlamina gelir. Yoriingeler sigramalar gosteriyorsa siirece sag siirekli martingal
adr verilir. Sag siirekli martingallerde yoriingeler sigramalarla kesilmistir. Sigrama
zamanlar1 tg, tq,t,, ... ‘de martingal sag siireklidir. Ozellikle arbitraj teoremi verilmis
oldugunda, yoriingelerinin diizensiz davranigt ve sigramalarin miimkiin olmast menkul
kiymet fiyatlarinin teorik olarak gostermek i¢in istenir.

Ikinci momente sahip siirekli bir X, martingali ile ilgilenilsin.

E(X?) < oo, t>0

olsun. Boyle bir siire¢ sonlu varyansa sahip olup siirekli kare integrallenebilir martingal
olarak adlandirilir. Diger bir deyisle siirekli kare integrallenebilir martingaller sinifi
Brownian hareketine ¢ok yakindir. Buradan degisimlerin kestirilemezligi ve sigramalarin
yoklugu siirekli zamanda Brownian Hareketi’nin iki ozelligidir. Eger stirekli kare
integrallenebilir martingal bir menkul kiymet fiyatini modellemek i¢in uygunsa, fiyat

stirecinin kiigiik artimlar i¢in normallik varsayimi yapilabilir.



65

Ornek 3.2. Kiigiik zaman araliklar1 A siiresince gozlenen iki bagimsiz Poisson
stirecini kullanarak bir martingal kurulsun. Finansal piyasalarin iyi ve kotii haberlerden
etkilendigi kabul edilsin. Burada N¢, t zamanina kadar ki iyi haberlerin sayis1 ve NB, t
zamanina kadar ki kotii haberlerin sayisin1 géstermektedir.

Haberlerin finansal piyasalara gelisi, ge¢misle iliskisiz olup, iyi ve kotii haberler
bagimsizdir. Sonug olarak kiicilik bir A aralig siiresince iyi ve kotli haberlerden en ¢ok bir
tanesi olabilir. Her iki tip haber i¢inde olma olasilig1 aynidir. Boylece A siiresince ANC,

AN® artimlarinin olasiliklar1 yaklasik olarak asagidaki sekilde verilir:

P(ANE =1) = P(ANE = 1) = 2A.

Bu durumda, M; su sekilde tanimlanir:

M, = Nf — NP

bir martingal olacaktir. Bunu gérmek i¢in M, nin artimlar1 asagidaki gibi tanimlansin:

AM, = ANS — AN,

Kosullu beklenti operatorii uygulanirak,

Et(AMt) = Et(ANtG) - Et(ANtB)

yaklasik olarak,

E.(ANE) = 0(1 — 2A) + 1.AA = AA

benzer sekilde,

E,(ANE) = 0(1 = 2A) + 1.AA = 2A
E.(AM,) = AA — AA = 0.
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Bu durumda, I; informasyon kiimesi verilmis oldugundan M, deki artimlar Kestirilemezdir.
Yani M, bir martingaldir. A siiresince iyi ve kotii haberlerin olasiliklar1 aymi ve AA ise M,
bir martingaldir. Eger iyi haberlerin olma olasilig1 kétii haberlerinkinden biiyiikse,

P(ANE =1) = A°A > P(ANEZ = 1) = 2BA
ise M;, I’ ye gbre bir martingal olmayacaktir. Ciinkii,

E,(AM,) = A°A — 2BA > 0

dir. Bazi olasilik ve informasyon kiimesi degistiginden siirecin martingal karakteristigi

degisebilir (Onalan, 2004).

3.4. Martingal Olan Siirecler

3.4.1. Brownian Hareketi

X¢’nin artiglarinin normal dagilmis siirekli zamanli siire¢ oldugu kabul edilsin. Boyle
bir siirece Brownian Hareketi denir. Her t i¢in X, nin degeri gozlendiginde X, deki her bir
sonsuz kiigiik degisim an1 dX; ile gosterilsin. X; ’deki artimsal degisimler bagimsizdir
(zamana gore). Bu sartlar altinda, eger A kiiciik bir araliksa, A siiresindeki artmalar AX;, uA
ortalama ve oA varyansi ile bir normal dagilima sahip olacaktir. Bunun anlamu,

AX~N(ul, o?A) (3.3)
‘dir. Bu artirnmlarin iligkisizligi asagidaki sekilde ifade edilebilir:

E((AX, — ud)(AX, — b)) = 0.

X, bir martingal mi? X, siireci sonsuz kiigiik artiglarin birikimidir. Yani,
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t+T

Xevr = Xo + f Xy
0

integralinin iyi tanimlanmis oldugu kabul edilsin. Bu durumda beklentileri hesaplanabilir.
(3.3)’deki olasilik dagilimina gore beklenen degeri alinsin ve X, iizerinde t zamanina kadar

gbzlenmis informasyon verilmis olsun.

t+T

E;(Xt17) = Eq Xt+f aXy |
0

Fakat t zamaninda AX;,r ’nin gelecek degerleri kestirilebilir. Ciinkii kiigiik A araliklari

stiresinceki tiim degisimler uA’ye esit beklentiye sahiptir. Bunun anlami sudur:

t+T

E, f dX, | = uT.
0

Boylece,
E;(Xerr) = X + pA

olur. Acikca su anki ve gecmis X, ilizerindeki informasyona ve (3.3)’deki olasilik
dagilimina gore {X;} bir martingal degildir.

Yeni bir Z; = X; — ut siirecinin martingal oldugunu gostermek kolaydir:

E(Ziir) = Et(Xt+T —u(t+ T))
= E(X; + (Xeor — X)) —u(t +T)
=Xt + EXpyr — X)) —u(t+T)
=Xt + Ee(Xewr) — Xe —ut —puT
= X; +ul — ut — uT
= Xe —uT
=7,
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Bu durumda, Z; bir martingaldir. Boylece bir deterministik fonksiyon ¢ikararak X,’yi bir

martingale doniigtiirmek mimkiindiir.

3.4.2. Kareler Siireci

Kiiciik zaman araliklart A siiresince, iligkisiz artmali bir S; siireci ele alinsin.

Baslangic noktas1 S, = 0 olmak iizere,

AS;~ N(0,a2A).
Yeni bir siire¢ tanimlansin:

Z, = S?.
Buna gore Z;, S;’nin karekoklerinden olusan negatif olmayan bir siiregtir. Z; bir martingal
mi? Cevap hayirdir. Ciinkii Z’nin artmalarinin karelerinin toplami kestirilebilir. Bir kii¢iik
A araligi i¢in Z, deki artiglarin beklenen degeri,

Ec(Sta — SE) = Ec((Se(St = Sexn)? — SE) = Et(Seya — Sp)?
dir. S;’nin gegmisi su anla iliskisiz oldugundan ¢arpim terimleri diiser. Bunun anlami sudur:

E(AZ,) = o2A.

Yani Z,’deki artiglar kestirilebilir oldugundan Z; bir martingal degildir. Fakat Z; ’de

ortalamay1 degistirerek bir martingal elde edilebilir.
E(Ziyr — 0¥ (T +10)) = Z, — ot

Z,’den ot gikarilarak bir martingal bulunur. Bir stokastik siire¢ martingal degilse 6zel bir

ortalama & (t) ¢ikararak siire¢ martingale doniistiirtilebilir.
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Finansal piyasalarda bir riskli menkul kiymetin gozlenmis olan piyasa degerinin
onun risksiz faiz orani ile iskonto edilmis beklentisine esit olmasi beklenmeyebilir. Yani
bir risk primi vardir. Béylece herhangi bir riskli malin fiyati, risksiz faiz orani ile iskonto
edildigi zaman bir martingal olmayacaktir. Fakat 6nceki tartismadan, boyle menkul kiymet
fiyatlar1 belki martingale doniistiiriilebilir. Boyle bir donilisim finansal mallarin

fiyatlandirilmasi i¢in ¢ok uygundur.

3.4.3. Sag Siirekli Martingaller

Tekrar N; poisson sayma siireci ele alinsin. N, bir sayma siireci oldugundan ve
sigramalar zamanla biiyiiyeceginden N, zamanla artacaktir. Bdylece N, bir martingal
olmayabilir. N; nin artan bir trende sahip oldugu agiktir. N doniistiiriilmiis poisson siireci

olmak iizere,

bir martingal olacaktir. Acik¢a N/ kestirilemeyen artiglara sahiptir ve bir sag siirekli

martingaldir. Ayrica varyansit sonludur ve siirekli kare integrallenebilir martingaldir.

3.4.4. Martingal Gosterimi

Stirekli zamanl siireclerin biiyiik bir kismi uygun ortalamalara ¢ikarmak suretiyle
martingallere doniistiiriilebilir. Bu kisimda, bu 6zel durumlar formiilize edilerek Doob-
Meyer ayrisim tartisilacaktir. Once temel bir drnek verilsin. Bu drnegin incelenmesinin

nedenleri:

e  Siirekli zamanin bir parcalanmast ile ¢alisarak, menkul kiymetleri fiyatlandirmak
icin pratik bir yontem sunmaktadir.

e Boyle bir yapi ile baslanarak ito integralinin kompleks yapisini anlamak daha
kolay olmaktadir.

e  Ornek, menkul kiymet fiyatlar: ile iliskili ¢esitli yoriingelere nasil olasiliklar

atanacag1 ve bir olasilik uzaymin tartisiimasini saglamaktadir (Onalan, 2004).
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Ornek 3.3. Yatirimeinin S, finansal malinin fiyating;
t0:0<t1<"'<tk_1<tk:T

zamanlarinda gozlendigi kabul edilsin. Eger t;_; ve t; zamanlar1 arasindaki araliklar ¢ok
kiiciikse ve piyasa likit ise malin fiyati, t; — t;_; siiresince en ¢ok yukariya veya asagiya
hareket edecektir. Bu, her bir t; aninda sadece iki miimkiin deger vardir diye formiilize

edilsin.

AS. = { 1, p olasiligi ile
ti ™ | -1, (1 —p)olasihgrile

Bu degisimlerin birinin digerinden bagimsiz oldugu kabul edilsin. Ayrica eger p = % ise
AS;,’nin beklenen degeri sifir olacaktir. Aksi takdirde fiyat degisimlerinin ortalamasi
stfirdan farklidir. Bu sartlar verilmis oldugunda 6nce baz olasilik uzay:1 kurulsun. k farkli
zaman noktasinda AS; gozlensin. S; ’deki degisimin olasihig: {p, (1 —p)} sadece bir
marjinal olasilik dagilimidir. ilgilenilen sey fiyat degisimlerinin bir dizisinin olasiligidir.
Diger bir deyisle gesitli yoriingelerle iliskili olasiliklar tartisilacaktir (6rnegin yatirimet mal
fiyatlarinda su an yiikselen veya diisen trendin uzunlugu ile ilgilenebilir). Bunun yapilmasi
bir olasilik uzaymin kurulmasm gerektirir. Ilk once fiyat degisimlerinin tiim miimkiin
orneklem egrilerinin kurulmasina ihtiyag vardir. Bu uzaya Ornek uzay denir. Onun

elemanlar1 +1’lerin ve —1’lerin dizileridir. Tipik bir 6rneklem egrisi,
{ASe, =—1,..,AS,, = +1}

seklindedir. k sonlu S, baslangig¢ noktasi oldugundan, artimsal degisimler eklenerek, mal
fiyatlar1 tarafindan izlenen yoriinge kolayca belirlenebilir. Bu sekilde, tiim miimkiin
yoriingelerin kiimesi kurulabilir. Yani 6rnek uzay kurulabilir. Sonra bu yoriingelerle iliskili
bir olasilik tanimlanir. Fiyat degisimleri bagimsiz (ve k sonlu) oldugu zaman bunu yapmak
kolaydir. Belirli bir dizinin olasili1 her bir fiyat degisiminin olasiliklar1 ¢arpilarak bulunur

Ki t,’da +1 ile baslayan, sonra t; ’ya kadar degisen,
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AS* ={AS, =1,AS,, = —1,...,AS,, = —1}
asagidaki olasiliga sahip olacaktir (k olay oldugu kabul edilerek);
k k
P(AS*) = p2(1 —p)2.
Bir yoriingenin olasiligi, ilk k/2 periyot siiresince siirekli artar ve t, zamanina kadar

strekli azalir. k sonlu oldugundan ornek uzayda sonlu sayida ydriinge vardir. Bu

yoriingelerin her birine bir olasilik atanir.

k
S, =S, + Z(sti =5, (3.4)
i=1

St icin en yiiksek miimkiin deger Sty + k’dir. Eger tiim degisimler AS;,i=12,.., k, +1

ise bu sonug elde edilecektir. Bu sonucun olasiligi,
P(Sy, = St, + k) = p~.
S¢, 'nin en kiigiik degeri S, — k’dir. Bunun olasilig,
P(St, =St — k) =(1 - p)¥
ile verilir. Bu ekstrem durumlarda, S;, =S, +k veya S;, =S;, —k olan sadece bir
yorlinge vardir. Burada k, gézlenmis olan artimsal degisimler sayisini, m, +1’lerin sayisint

ve m < k olmak iizere k — m, —1’lerin sayisin1 gostermektedir:

Stk =St0+m_(k_m),
P(St, = Sty +2m —k) = ¢ p™ (1 —p)k ™ (3.5)

Burada,
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e k!
G ™ = m! (k —m)!

ile verilen binom dagilimi k — oo’ da bu dagilim normal dagilima yakinsar.

3.4.5. Hisse Senedi Fiyatimin Martingal Olmasinin Gosterilmesi

(3.4) denklemi ile tanimlanmis olan {S;}, AS; geg¢mis fiyat degisimlerinin
artmalarindan ibaret informasyon kiimesine gore bir martingal mi? (3.5)’de verilmis olan

olasiliklar altinda beklentiler diisiiniilsiin:
EP(St,|Styr ASt,s s ASt,_,) = Sk-1 + ((+Dp + (-1 (1 — p)).

Sag taraftaki ikinci terim AS, * nin beklentisidir. p = 1/2 ise bu terim sifirdir.
EP(St,|Sty ASt,, s ASt,_,) = Sk-1.

p # 1/2ise{S,}, {I; } informasyon kiimesine gore martingal olmayacaktir. Z;, asagidaki

sekilde tanimlansin Ki buda I;, *ya gore tekrar martingal olacaktir.

k

Ze, = (St + (1 —2p)) + Z (as,, + (1 - 2p)),

i=0
Zy, =St + (1= 2p). (k + 1).

3.4.6. Doob-Meyer Gosterimi

Burada herhangi bir t; zamaninda bir yukari hareketin olasihiginin bir asagiya
hareketin olasiligindan daha biiyiik oldugu durumu diisiiniilsiin. Bu durumda gozlenmis

olan yoriingelerle genel bir yukartya dogru trend beklenir.
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1
§<p<1 (3.6)

Daha once gosterildigi gibi,

Ep(Stk|St0'5t1’ ""Stk—l) = Stk—l + (1 - Zp),
EP(S;, |Sey Stpr s Styy) > Stp, -

(3.6)’ya gore 2p > 1 oldugundan {S;, } bir martingaldir.

S, =—(1=2p).(k+ 1)+ Z,

degisken martingal

3.7)

Burada Z;, bir martingaldir. Boylece bir submartingali artan deterministik bir degisken ve
bir martingale ayrilmis olur. (3.7)’deki ifade Doob-Meyer ayrisiminin basit bir durumudur.
Bu terim ¢ogunlukla siirekli zamanli martingaller i¢in kullanilir. Burada bir siirekli zamanl
araligin bir kesikli zamana parcalanmasi ile ¢aligilacaktir.

Bir yiikselen trendli submartingalin bir deterministik trend ve bir martingale ayrigimi,
stirekli zamanda sonlu sayida noktada gézlenmis bir siireg i¢in yapilmistir.

Eger {X;, 0 <t < oo}, {I} ailesine gore bir sag siirekli submartingal ise ve eger tim

t icin E(X;) < oo ise 0 zaman X; asagidaki gibi ayristirilabilir:

Xt=Mt+At

Burada M;, sag siirekli martingali ve A;, I; ye gore Olgiilebilir artan bir siireci
gostermektedir.

Bu teorem sunu gosterir. Eger siirekli bir sekilde gdzlenen mal fiyatlar1 sigramalar ve
ayni zamanda da yukariya dogru trende sahipse, o zaman onlar, ¢ zamanina kadar
gbzlenmis olan bir siire¢ ¢ikartilarak martingale doniistiiriilebilir. Eger orijinal siirekli
zamanh siire¢ herhangi bir sicrama gostermiyor fakat siirekli ise, o zaman sonugtaki

martingalde siirekli olacaktir.
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3.4.7. Doob Gosteriminin Kullanim

t €[0,T] ve bir S; baz mali iizerine yazilmig bir alim opsiyonunun degeri C;

asagidaki fonksiyonla verilmis olsun:
Cr = max(S; — K,0).

Burada T, opsiyonun vadesini gosterir. t < T, t zamaninda C;’nin tam degeri bilinmez.
Fakat t zamanina kadar elde edilebilir informasyon I, ’yi kullanilarak onun igin bir

tahminci hesaplanabilir:

E*(Crlly) = EF (max(Sy — K, 0)| I,).
Buradaki beklenti, fiyat hareketlerini idare eden, dagilim fonksiyonuna gore alinmistir. Bu
kestirici verilmis olsun. Bu durumda C, adil piyasa degeri EF (max(S; — K, 0)|1,) nin 6zel

bir sekilde iskonto edilmis degerine esit olacak midir?

Iskonto icin, sabit risksiz faiz oran1 r kullanilsin:
C, = e " T-OEP (max(S; — K, 0) |1,).

Bu denklemin €, nin adil piyasa degerini verip vermedigi e "*C;’nin bir martingal olup

olmamasina baglidir. Eger 6yle ise,
EP(e "t Cr|C)) = e ¢,

Esitligin her iki tarafida e~ ile ¢arpilirsa,
EP(emT-9¢,|c)=C,, t<T

olur ve e "t C, bir martingal olur.

Yatirimceilarin riski sevmedikleri varsayimi altinda bir riskli menkul kiymet i¢in su

yazilabilir:
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EP(e7"T=95.|S) > ..

Yani e™"tS, bir submartingal olacaktir. Fakat Doob-Meyer ayrisimina gore, e~ "tS,

ayristirilirsa,
e_rtSt = At + Zt (38)

Burada A;, I;’ye gore artan bir siire¢ ve Z;, I,’ye gore bir martingaldir. Eger A kolayca

elde edilebiliyorsa, (3.8)’deki ayrisim kullanilabilir.

3.5. Stokastik Integral

Buraya kadar elde edilen sonuglar yeni bir martingal M ’yi tanimlamak i¢in

kullanilabilir. Burada H;,__, I,

._, ¢© gore uyarlanmis herhangi bir siirectir. Z;’de P dlgtimii

ve I;’ye gore herhangi bir martingal oldugunda siire¢ asagidaki sekilde tanimlanir:

k
Mtk = Mto + Z Hti—1 (Zti - Zti—1)

=1

ve I;’ye gore bir martingal olacaktir. Bu gdsterimin arkasinda yatan temel fikir sudur. Z,

bir martingaldir ve artiglart kestirilemezdir. Hy, |, Iy, ,’e gore uyarlanmistir. Bunun anlami
sudur. I, ’ler verilmis oldugunda H;, ’ler sabitlerdir. O zaman Z. ’deki artiglar H;,__ ile

iliskisiz olacaktir. Bu gozlemler kullanilarak asagidaki hesaplanabilir:

k
Ey, (Mtk) = My, + Ey, <Z Eti—1 (Hti—1 (Zti - Zti—1))>'

i=1

Fakat Z;,* deki artislar t;_; zamanlarinda kestirilemezdir.

<Et0 (Eti_l(-))) = Eto ).
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Bu durumda, H,, E.,_ (Z;) = 0’dir. Buda
Eto(Mtk) = Mto

oldugunu gosterir. M, martingal Ozelligine sahiptir. Bu sekilde tanimlanmis M, bir
stokastik integralin ilk 6rnegidir.

sup;(t; — t;_1) = 0’ da benzer bir sonug bulunabilir mi? Soyle bir ifade bulunabilir.

t
M, = M, + f H,dZ, (3.9)
0

Burada, dZ,,, sifir ortalamali bir sonsuz kiigiik stokastik artmay1 gosteriyor.

3.5.1. Finansal Uygulama (Ticaret Kazanclar)

Stokastik integraller finans teorisinde 1ilging uygulamalara sahiptirler. Bu
uygulamalardan bir tanesini vermek igin, t; ticaret zamanlarinda bir risksiz ve bir riskli

menkul kiymete yatirim yapan bir yatirimei disiiniilsiin.
O=ty<t; <<ty ,<t,=T

Burada a;,_, t;’de ticaret baglamadan elde tutulan risksiz menkul kiymetin hisselerinin
sayisini ve By, , t;’de ticaret baglamadan elde tutulan riskli menkul kiymetin hisselerinin
sayisint gostermektedir. Bu rastgele degiskenler I; - uyarlanmis olacaktir (yani ¢;
zamaninda yatirimei elde tuttugu riskli ve risksiz menkul kiymet miktarini bilir). a;, ve
B:, baslangigta elde tutulan miktar olup rastgele degildir. Burada B, risksiz menkul
kiymetin t; zamanindaki fiyatin1 ve Sy, riskli menkul kiymetin ¢; zamanindaki fiyatidir.
Ticaret stratejilerinin kendini finanse eden oldugu kabul edilsin. Yani t; zamanindaki

yatirimlar sadece t;_; zamanindaki yatirimlar ile finanse edilmektedir. Diger bir deyisle;

ati_lﬁti + ﬁti—lsti = atiﬁti + ﬁtiSti l = 1, 2, W, n (310)
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Bu stratejiye gore yatirimcinin bugilinkii yatirim tam olarak onun Onceki periyottaki
yatirimi ile finanse edilmistir. (3.10)’un sol tarafi i¢in tekrarli olarak doniisiim ve asagidaki

tanimlar uygulanirsa,

:Bti = IBti_1 + (lBti - 'Bti—l)’
Sti = Sti—l + (Sti - Sti_l)v

asagidaki ifade elde edilir:

i-1
atoBto + Be,Be, + Z (atj (,Bth - .Bj) + B (Stj+15tj))
Jj=1 (3.11)
= atiﬁti + Btisti'

Burada sag taraf t; zamanindan sonra karar vericinin servetidir. (3.11)’in sag tarafi
stokastik integralin kurgusu ile aynidir. Su halde, stokastik integraller yatirimcilarin biitce

kisitlarin1 modellemek icin dogal modellerdir (Onalan, 2004).



4. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

Bu c¢alismada temeli bahis stratejilerine dayanan martingal teorisi iizerinde
durulmustur. Martingal teorisine giris yapilmadan 6nce sigma cebire gore kosullu beklenen
degerin ozellikleri ve bu oOzelliklerin temelini olusturan olasilik teorisinin kavramlari
ayrintili olarak verilmistir.

Martingallerin ~ 6zellikleri ayrintili  olarak incelenmistir. Bunun yaninda
submartingaller ve siipermartingaller {izerinde durulmustur = Martingal teorisinin,
martingaller, submartingaller ve silipermartingaller olmak iizere tanimlar1 ve teoremleri
incelenmis olup, bunlara ait sonuglar ispatlariyla verilmistir.

Ayrica finans matematigine ait temel kavramlar verilmistir. Martingal teorisinin
finans matematiginde kullanilmasiyla ilgili gerekli tanimlar incelenmistir. Bunun yaninda
martingal teorisi oldukga genis oldugundan, bu ¢alismanin finans kisminda sadece teorinin

menkul kiymetlerin fiyatlandirilmasi ile dogrudan iligkili yonleri iizerinde durulmustur.



5. SONUCLAR

Bu calismada martingaller ve temel oOzellikleri iizerinde durulmustur. Verilen
tanimlar ve teoremler martingallerin yapisinini1 anlamakta kolaylik saglamistir.

Submartingallerden ya da siipermartingallerden martingallerin elde edilebildigi ve
martingal siireglerinde gelecek hareketlerin yonlerini kestirmenin imkansiz oldugu
gorilmistir. Yani bir siirecin gelecek hareketi kestirilemiyorsa martingal olarak
adlandirilir.  Bunun yami sira menkul kiymet fiyatlar1 ¢ogunlukla submartingal veya
siipermartingal olmasina ragmen, martingalin daha ¢ok kullanilmasinin nedeninin,
martingal olmayan bir ¢ok menkul kiymetin martingale doniistiiriilebilmesinden

kaynaklandig1 goriilmiistiir.



6. KAYNAKLAR

Akdeniz, F., 2010, Olasilik ve Istatistik, Genisletilmis 15. baski, Nobel Kitabevi, Adana.

Akdi, Y., 2010, Matematiksel Istatistige Giris, Genisletilmis 2. Baski, Gazi Kitabevi,
Ankara.

Aliyev, R., 2010, Stokastik Siirecler Teorisine Giris, KTU Matbaas1, Trabzon.

Bezandry, P.H. ve Diagana, T., 2011, Almost Periodic Stochastic Process, Springer,
Washington.

Bobrowski, A., 2005, Functional Analysis For Probability and Stochastic Processes,
Cambridge Univesity Press, New York.

Cerit, C. ve Yiiksel, M., 2004, Olasilik, Alfa Basim Yayim Dagitim, [stanbul.

Chow, Y.S. ve Teicher, H., 1998, Probability Theory: Independence, Interchangeability,
Martingales, Second Edition, Springer-Verlag.

Feller, W., 1971, An Introduction to Probability Theory and Its Applications,1, 2, John
Wiley, New York.

Hunsberger, D.V. ve Bilingsley, P., 1973, Elements of Statistical Inference, Ally and
Bacon, Inc. Boston.

Inal, C. ve Glinay, S., 1982, Olasilik ve Matematiksel Istatistik, Hacettepe Universitesi
Fen Fakiiltesi Basimevi, Ankara.

Klebaner, F. C., 2005, Introduction to Stochastic Calculus with Applications, Second
Edition, Imperial College Press, London.

Larsen, R.J. ve Marx, M.L., 2004, , Introduction to Mathematical Statistics and Its
Applications, Third Edition, Prentice Hall.

Nasirova, T., Khaniyev, T., Yapar, C., Unver, I. ve Kiiciik, Z., 2009, Olasilik, KTU
Matbaasi, Trabzon.

Onalan, O., 2010, Stokastik Siiregler, Avciol Basim Yayin, Istanbul.

Onalan, O., 2004, Finans Miihendisliginde Matematiksel Modelleme, Avciol Basim Yayin,
Istanbul.

Oztiirk, F., 1993, Matematiksel istatistik, A. U. F. F. Déner Sermaye Isletmesi Yayinlari,
Ankara.



81

Pozynak, A. S., 2009, Advanced Mathematical Tools for Automatic Control Engineers
Stochastic Techniques, Elsevier, Oxford.

Revuz, D. and Yor, M., 1999, Continuous Martingales and Brownian Motion, 3nd Ed.,
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, Germany.

Shahbazov, A. A., 2005, Olasilik Teorisine Giris, Birsen Yayevi, Istanbul.
Shiryayev, A. N., 2006, Probability, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo.

Shigekawa, 1., 1998, Stochastic Analysis, American Mathematical Society, United States
of America.

Williams, D., 1991 Probability with Martingales, Cambridge University Press, United
Kingdom.

Yeh, J., 1995, Martingales and Stochastic Analysis, World Scientific, Singapore.

Yildirak, K., Caligkan, N. ve Cetinkaya, S., 2008, Tiirev Uriin Fiyatlama Teknikleri,
Literatiir Yayinlar1, Istanbul.

URL-1, http://en.wikipedia.org/wiki/Monotone_convergence_theorem, 18 Ekim 2011.
URL-2, http://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%27s_inequality, 15 Ekim 2011.

URL-3, http://en.wikipedia.org/wiki/Convex_function, 15 Ekim 2011.

URL-4, http://en.wikipedia.org/wiki/Concave_function, 15 Ekim 2011.

URL-5, http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_%28probability_theory%?29
10 Eyliil 2010.

URL-6,http://muhasebeturk.org/ecopedia/405-t/3646-trend-nedir-ne-demek-anlami
tanimi.html, 18 Ekim 2011.

URL-7, http://www.teknikyorum.com/borsanedir.asp, 18 Ekim 2011.

URL-8, http://borsa.terimleri.com/Likidite.html, 30 Kasim 2011.

URL-9, http://ekonomiturk.blogspot.com/2010/03/arbitraj-nedir.html, 18 Ekim 2011.

URL-10, http://www.imkb.gov.tr/products/BondsMain.aspx, 30 Kasim 2011.

URL-11, http://tr.wikipedia.org/wiki/Opsiyon_%28finans%29, 10 Nisan 2011.

URL-12, Chen H.C. and Ismail M.M.,
ggg:l//www.cs.rpi.edu/~magdon/ps/conference/martingaIeNIPSOS.pdf, 25 Ocak

URL-13, http://galton.uchicago.edu/~lalley/Courses/313/Martingales.pdf, 27 Eylil 2011.


http://en.wikipedia.org/wiki/Monotone_convergence_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%27s_inequality
http://en.wikipedia.org/wiki/Convex_function
http://en.wikipedia.org/wiki/Concave_function
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_%28probability_theory%29
http://muhasebeturk.org/ecopedia/405-t/3646-trend-nedir-ne-demek-anlami%20tanimi.html
http://muhasebeturk.org/ecopedia/405-t/3646-trend-nedir-ne-demek-anlami%20tanimi.html
http://www.teknikyorum.com/borsanedir.asp
http://borsa.terimleri.com/Likidite.html
http://ekonomiturk.blogspot.com/2010/03/arbitraj-nedir.html
http://www.imkb.gov.tr/products/BondsMain.aspx
http://tr.wikipedia.org/wiki/Opsiyon_%28finans%29
http://www.cs.rpi.edu/~magdon/ps/conference/martingaleNIPS05.pdf
http://galton.uchicago.edu/~lalley/Courses/313/Martingales.pdf

OZGECMIS

Mensure CAN, 3 Agustos 1986 tarihinde Konya’nin Eregli ilgesinde dogdu. 2000
yilinda Sehit Kamil Atalay Ilkdgretim Okulu’ndan mezun oldu. 2004 yilinda Eregli
Lisesi’nden (YDA) mezun oldu. Ayni yil girdigi tiniversite sinavinda Karadeniz Teknik
Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Boliimii’nii kazandi.
2008 yilinda bu béliimden mezun oldu. Ayni yil Selguk Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Istatistik Anabilim Dalinda tezli yiiksek lisans programma basladi ve halen
Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Istatistik Anabilim Dalinda
egitimine devam etmektedir.

Aralik 2009 tarihinde Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Ana Bilim Dalinda 2547 Sayili Yiiksek Ogretim Kanunun 50-d maddesi
kapsaminda arastirma gorevlisi olarak caligmaya bagladi. Halen bu gorevine devam

etmektedir. Ayrica iyi derecede ingilizce bilmektedir.



