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Yüksek Lisans Tezi 

ÖZET 

MARTĠNGALLER ÜZERĠNE BĠR ÇALIġMA 

MenĢure CAN 

Karadeniz Teknik Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Ġstatistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı 

DanıĢman: Doç. Dr. Zafer KÜÇÜK 

2012, 81 Sayfa 

 

Ortaya çıkıĢı bahis stratejilerine dayanan martingal, olasılık teorisinde koĢullu 

beklenen değer temeline dayanan bir stokastik süreçtir. Martingaller birçok uygulama 

alanında kullanılmaktadır. Bilinen uygulama alanlarından biride hisse senedinin gelecek 

değerine iliĢkin belirsizliğini ortadan kaldırarak finans matematiğinde kullanılmasıdır. 

Bu çalıĢma üç ana bölümden oluĢmaktadır. Ġlk bölümde çalıĢmada kullanılacak olan 

temel kavramlar üzerinde durulmuĢtur. Ġkinci bölümde martingallerin genel tanımları ve 

bazı uygulamaları ele alınmıĢtır. Son bölümde ise martingallerin finans matematiğine 

uygulanmasına yer verilmiĢtir. 

Martingal teorisi, modern finans matematiğindeki en önemli teorilerden biridir ve 

oldukça geniĢ bir alana sahiptir. Bu yüzden bu çalıĢmada martingal teorisinin menkul 

kıymetlerin fiyatlandırılması ile doğrudan iliĢkili yönleri üzerinde durulmuĢtur. 

 

Anahtar Kelimeler : Martingal, Stokastik süreç, Hisse senedi, Bahis stratejileri, Finans    

matematiği, Menkul kıymet 
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The emergence of Martingales which is a sthocastic process based on conditional 

expected value in probability theory rely on betting strategies. Martingales are used in 

various areas. One of the well known application areas of martingales is annihilating the 

ambiugity of future stock values in financial mathematics. 

This study consists of three main sections. In the first part, general information is 

given about basic concepts that will be used in study. In the second part, general 

definitions of martingales and some application are discussed. In the last part, martingales 

are applied to finance mathematics are included. 

Matingale theory is one of the most important theories related to financial 

mathematics and it has a considerably wide study area. Therefore in this study directly 

related parts of stock pricing in martingale theory has been mentioned. 

 

Key Words : Martingale, Stochastic process, Stock, Bet strategies, Finance mathematics,      

Instrument 
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1. GENEL BĠLGĠLER 

 

Ortaya çıkıĢı bahis stratejilerine dayanan martingal, olasılık teorisinde koĢullu 

beklenen değer temeline dayanan bir stokastik süreçtir. Martingaller üzerinde iĢlemler 

yapabilmek ve martingalleri daha iyi kavrayabilmek için öncelikle bazı kavramlar 

verilmelidir. Bu kavramlar içinden ilk olarak sınıf kavramı verilmiĢtir. 

 

Tanım 1.1 (Sınıf).   bir deneyde gerçekleĢebilecek sonuçlar kümesi olsun. Herhangi 

bir   kümesinin alt kümelerinden oluĢan kümeler kümesine sınıf denir.   elemanlı bir 

kümenin alt kümelerinden oluĢan tüm mümkün sınıfların sayısının    
   olduğu 

bilinmektedir. 

 

Tanım 1.2 (Cebir).   boĢ olmayan bir küme ve örnek uzay olsun.  ‟da bir   sınıfı,  

 

1.    , 

2.       kümesi için     , 

3.                , 

 

özelliklerine sahipse,    sınıfına  ‟da bir cebir denir.  

 

Tanım 1.3 (  - Cebir).   boĢ olmayan bir küme ve örnek uzay olsun.  ‟da bir 

  sınıfı,  

 

1.    , 

2.      kümesi için     , 

3.                      
 
     , 

 

özelliklerine sahipse   sınıfına  ‟da bir   - cebir denir.  

   sonlu sayıda elemana sahip olduğunda  ‟da ki her cebir aynı zamanda bir   - 

cebirdir ve her   - cebir bir cebirdir. Ancak   sonsuz sayıda elemana sahip olduğunda 

 ‟da ki bazı cebirler   - cebir değildir. 
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Tanım 1.4 (Borel  - Cebri). Örnek uzay reel sayılar kümesi       olsun. Reel 

sayılar doğrusu üzerindeki açık aralıklar göz önüne alınsın. Reel sayılar doğrusu üzerindeki 

açık aralıklar,       ve     olmak üzere,       Ģeklindedir. Buna göre aĢağıdaki 

sınıflar göz önüne alınsın: 

 

                         , açık aralıkları sınıfı, 

                         , açık aralıkları sınıfı, 

                         , açık aralıkları sınıfı. 

 

Burada tanımlanan sınıfların hiç biri  - cebir değildir. Çünkü     alındığından ve 

         olup   bir reel sayı olmadığından     ,      ve     ‟dür. Bu 

sınıflar birer  - cebir olmamasına rağmen, bu sınıfları kapsayan en az bir  - cebir vardır.  ‟ 

deki açık aralıkların ürettiği en küçük  - cebire Borel  - cebri denir (Akdi, 2010). 

Cebir ve   - cebir kavramlarına ait örnekler aĢağıda verilmiĢtir. 

 

Örnek 1.1.             herhangi bir stokastik deneye uygun bir örnek uzay olsun. 

 ‟nın alt kümelerinden oluĢan aĢağıdaki sınıflar ele alınsın:  

 

                                            , 

                    , 

        , 

                                . 

 

Buradan       ve     sınıflarının birer cebir olduğu kolayca görülür.   sonlu elemanlı 

olduğu için aynı zamanda   - cebirdir. Fakat    sınıfı  ‟da bir cebir değildir. Çünkü 

örneğin,                 ‟dür. Yani birleĢim iĢlemine göre kapalı değildir. Ġki   - 

cebirin kesiĢimi her zaman   - cebir olmalıdır. Fakat iki   - cebirin birleĢimi   - cebir 

olmayabilir. Bu özellik aĢağıdaki örnekle gösterilebilir. 

 

Örnek 1.2. Örnek 1.1‟deki     ve       - cebirleri ele alınırsa,    ve       - 

cebirlerinin kesiĢimi              bir   - cebir olmasına rağmen, birleĢimi 
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bir   - cebir değildir. 

Bu tanımların yanı sıra çalıĢmada en çok kullanılan ve temel olan, olasılık ölçüsü, 

olasılık uzayı ve rastgele değiĢken kavramları aĢağıdaki gibidir. 

 

Tanım 1.5 (Olasılık Ölçüsü).   sınıfı,  ‟da bir   - cebir olsun.       - cebrinde 

tanımlanmıĢ      fonksiyonu,  

 

1.      için       , 

2.       , 

3.               ,           ,     için,  

     

 

   

         

 

   

  

 

özelliklerine sahipse   fonksiyonuna   üzerinde bir olasılık ölçüsü denir.      değerine 

 ‟nın olasılık ölçüsü veya kısaca  ‟nın olasılığı denir. 

 

Tanım 1.6 (Olasılık Uzayı).   boĢ olmayan bir küme,    ‟da bir   - cebir ve   ise 

 ‟de tanımlanmıĢ bir olasılık ölçüsü olmak üzere         üçlüsüne olasılık uzayı denir. 

Olasılık uzayı bir stokastik deneyin matematiksel modelini ifade eder. 

 

Tanım 1.7 (Rastgele DeğiĢken).         bir olasılık uzayı ve        olmak üzere, 

       için                  ise   fonksiyonuna bir rastgele değiĢken denir. 

 

        

                      

 

olmak üzere,       için               ,     ise             ‟nin bir 

rastgele değiĢken olduğu gösterilebilir.  
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Gerçekten de,                             olduğundan      bir 

rastgele değiĢkendir. Benzer Ģekilde             ve      ‟de birer rastgele 

değiĢkendir.  

Bir rastgele değiĢkene ait dağılım fonksiyonunun matematiksel gösterimi ise 

aĢağıdaki tanımda verildiği gibidir. 

 

Tanım 1.8 (Dağılım Fonksiyonu).         bir olasılık uzayı ve   bir rastgele 

değiĢken olmak üzere,              olasılığına   rastgele değiĢkeninin dağılımı 

denir.        dağılımının tanım kümesi   Borel cebridir. Bir rastgele değiĢkenin 

dağılımında          ve     alınırsa                          

fonksiyonuna   rastgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonu denir.  

 

Tanım 1.9 (KoĢullu Dağılım Fonksiyonu).         olasılık uzayında   bir rastgele 

değiĢken,   ise pozitif olasılıklı bir olay olsun. Bu durumda, 

 

                
        

    
             (1.1) 

  

fonksiyonuna   verilmiĢken   rastgele değiĢkeninin koĢullu dağılım fonksiyonu denir. 

Burada kolaylık bakımından virgül ile kesiĢim gösterilmektedir.     ve           

olmak üzere (1.1) fonksiyonu      için tanımlanmıĢtır. Bu fonksiyon  ‟de dağılım 

fonksiyonudur (Shahbazov, 2005). 

 

Tanım 1.10 (KoĢullu Olasılık Fonksiyonu).   ve   kesikli rastgele değiĢkenler olsun.  

                  ve her bir     için, 
 
 

 
             olsun. Bu 

durumda,  

 

       
      

     
     

 

 

oranına     iken   rastgele değiĢkeninin koĢullu olasılık fonksiyonu denir (Shahbazov, 

2005).  
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Tanım 1.11 (KoĢullu Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu).  ve rastgele değiĢkenlerinin 

ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu        ve her bir     için         olsun. Bu 

durumda  

 

fonksiyonuna     iken   rastgele değiĢkeninin koĢullu olasılık yoğunluk fonksiyonu 

denir (Shahbazov, 2005).  

 

Tanım 1.12 (Lebesgue Ġntegrali).             olasılık uzayında reel değerli      

rastgele değiĢkeni ve      Borel fonksiyonu verildiğinde aĢağıdaki integral göz önüne 

alınsın: 

 

               (1.2) 

 

Bu integral Lebesgue anlamında bir integraldir.      rastgele değiĢkeni reel değerli 

olduğundan (1.2) formülünde          olarak alınırsa, 

 

                         

                   

                                                    

                                             

 

elde edilir. Burada      ,      rastgele değiĢkeninin dağılım fonksiyonudur. Buna göre 

(1.2) integrali, 

  

             

 

            

 

  

  

 

Ģeklini alır (Nasırova vd., 2009). 
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Tanım 1.13 (Beklenen Değer).            olasılık uzayında reel değerler alan bir 

     rastgele değiĢkeni verildiğinde eğer           
 

 integrali varsa, bu integralin 

değerine      rastgele değiĢkenin beklenen değeri denir  ve  

 

                  

 

 

 

Ģeklinde ifade edilir (Nasırova vd., 2009). Özel halde beklenen değer aĢağıdaki gibidir. 

 , bir rastgele değiĢken ve              için                 

özelliğine sahip bir fonksiyon olmak üzere,         değerine     fonksiyonunun 

beklenen değeri denir. Kesikli ve sürekli rastgele değiĢken için aĢağıdaki gibidir: 

 

1.    kesikli bir rastgele değiĢken ve 

 

             

 

 

 

olduğunda,   

 

                 

 

  

 

2.   sürekli bir rastgele değiĢken ve  

 

               

  

  

 

 

olduğunda, 
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1.1. Beklenen Değerin Özellikleri 

 

1.               ise           „dir. 

 

Ġspat.  Beklenen değerin ifadesi kullanılarak aĢağıdaki eĢitlik yazılabilir: 

 

                                   

   

         

 

2. Eğer        ve             ise h.h.h.y.       ‟dır. 

 

Ġspat.        olduğunda           olur. Bu ise             varsayımına 

zıttır. Buradan h.h.h.y.        olduğu elde edilir. 

 

3.          ise,   ve   birer sabit olmak üzere,             olur. 

 

Ġspat.          olsun. Bu eĢitliğin her iki tarafı negatif olmayan       ile 

çarpılır ve   üzerinden integrali alınırsa,  

 

       

 

           

 

        

 

 

 

elde edilir. Buradan da 

 

       

 

                

 

 

 

bulunur. Bu ise             olduğunu gösterir. 

 

4.   bir sabit olmak üzere,                  ‟dır. 
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Ġspat.   bir sabit olmak üzere, beklenen değerin ifadesi kullanılarak aĢağıdaki eĢitlik 

yazılabilir: 

 

                                         

  

  

 

5.   ve   birer sabit olmak üzere,                       olur. 

 

 Ġspat.   ve   birer sabit olmak üzere, beklenen değerin ifadesi kullanılarak aĢağıdaki 

eĢitlik yazılabilir: 

 

                          

 

  

                                                    

  

 

                                                    

  

 

                                                

                                                  . 

 

6.      ve      beklenen değerleri mevcut iki rastgele değiĢken ise toplamlarının 

da beklenen değeri vardır ve bu beklenen değer, beklenen değerlerin toplamına eĢittir.Yani,  

 

                              

 

olur. 

 

Ġspat.  Beklenen değerin ifadesi kullanılarak,      ve      rastgele değiĢkenlerinin 

toplamının beklenen değeri aĢağıdaki Ģekilde yazılabilir:  
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7. Her hangi bir   olayının olasılığı, bu olayın göstergesinin (indikatörünün) 

beklenen değerine eĢittir. Yani              ‟dır (Nasırova vd., 2009): 

 

Ġspat.         
        

         
    olmak üzere, 

 

                     

 

 

                                             

             
 

 

 

                                 

 

Özel halde beklenen değerin özellikleri aĢağıda verildiği gibi ifade edilir: 

 

1.   ve   sabitler ve   rastgele değiĢken ise                ,  

 

a.      ise       , 

b.     ise                

 

„dir. Yani bir rastgele değiĢkenin bir sabitle toplamının beklenen değeri, rastgele 

değiĢkenin beklenen değeri ile aynı sabitin toplamına eĢittir: 

 

c.     ise               
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Yani bir rastgele değiĢkenin sabitle çarpımının beklenen değeri, sabit değerle rastgele 

değiĢkenin beklenen değerinin çarpımına eĢittir: 

 

d.                ise                      

 

Yani   rastgele değiĢkeninin kendi ortalamasından sapmasının ortalaması sıfırdır. 

      iki boyutlu rastgele değiĢken ve          olarak alınsın. 

 

a.        kesikli rastgele değiĢken ve                              ; 

          ise 

 

               

 

   

 

   

           

 

b.      ,        olasılık yoğunluk fonksiyonuna sahip sürekli rastgele değiĢkense, 

 

                        

  

  

  

  

  

 

2. Beklenen değerleri      ve      olan   ve   rastgele değiĢkenlerinin ortak 

olasılık fonksiyonu         ,                      olsun. Bu takdirde,  

 

       =           

 

‟dir. Yani iki rastgele değiĢkenin toplamının ortalaması onların ortalamaları toplamına 

eĢittir. 

3. Beklenen değerleri      ve       olan bağımsız   ve   rastgele değiĢkenlerinin 

ortak olasılık fonksiyonu         ;                      olsun. Bu takdirde 

              ‟dir. Yani iki bağımsız rastgele değiĢkenin çarpımının beklenen değeri, 

beklenen değerlerin çarpımına eĢittir (Akdeniz, 2010). 

KoĢullu beklenen değer ve özellikleri aĢağıdaki gibi verilir. 
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Tanım 1.14 (KoĢullu Beklenen Değer).         olasılık uzayı,      bu uzayda 

       olasılıklı bir olay ve   ise bir rastgele değiĢken olsun. Bu takdir de, 

 

       
      

    
 

 

oranına   rastgele değiĢkeninin   verilmiĢken koĢullu beklenen değeri denir. Burada  

             ,    ise   olayının göstergesidir (indikatörüdür).        ise,  

        , buna göre         .       özel durumu için koĢullu beklenen değer 

koĢullu olasılığa çevrilir: 

 

        
      

    
 

     

    
         

 

  ve   bağımsız ise             olur. Gerçekten   ve    bağımsız tanımlı değiĢkenler 

olduğundan, 

 

                          

 

dir. Bu eĢitliğin her iki tarafı      ile bölünürse istenen elde edilir (Shahbazov, 2005). 

 

1.2. KoĢullu Beklenen Değerin Özellikleri 

 

1. Eğer        ise her bir    ,          için          mevcuttur. 

Burada  ,  ‟in değer kümesidir. Gerçekten, 

 

                 

 

 

 

olsun. Bu durumda   
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olduğundan her bir     için  

 

          

 

   

 

olacaktır. Buradan ve  

 

                
 

     
    

         

 

formülünden istenen elde edilir. 

2.        Borel fonksiyonu ve           olsun. Bu durumda  

 

                        

 

 

 

formülü doğrudur. Buradan kesikli   ve   rastgele değiĢkenleri için  

 

                           

    

  

 

sürekli   ve   rastgele değiĢkenler için ise 

 

                         

 

 

 

formülü elde edilir. 
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3.         Borel fonksiyonu ve             olsun. Bu durumda her bir 

     için                             ‟dir. Gerçekten de,  

 

              
             

      
                 

 

4.   ve   bağımsız rastgele değiĢkenleri için aĢağıdaki sonuç elde edilir 

(Shahbazov, 2005).  

 

                        

 

1.3.   - cebire Göre KoĢullu Beklenen Değer 

 

        olasılık uzayı,     bir   - cebir ve        olsun. Bu takdir de 

aĢağıdaki iki koĢulu sağlayan                    rastgele değiĢkenine   rastgele 

değiĢkeninin  ‟ye göre koĢullu beklenen değeri denir. 

 

a.          - ölçülebilirdir. 

b.      için, 

 

             

 

         

 

 

 

Bu koĢulları sağlayan her bir tanımlı değiĢkene       ‟nin versiyonu denir.   koĢulu Ģu 

Ģekilde de yazılabilir. 

 

                          

 
 

  - cebire göre beklenen değer bir rastgele değiĢken olarak ifade edilir. Her bir     

olayının  ‟ye göre koĢullu olasılığı  
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Ģeklinde tanımlanır.   rastgele değiĢkeninin   rastgele değiĢkenine göre koĢullu beklenen 

değeri        ile gösterilir ve  

 

                 

 

Ģeklinde tanımlanır. Burada                      ile   rastgele değiĢkeninin 

ürettiği   - cebir gösterilmektedir. Dolayısıyla                   olaylarını içeren 

en küçük   - cebirdir (Shahbazov, 2005). 

 

Örnek 1.3.                  ve          olmak üzere, her bir  ‟nın 

olasılığı            ve          olarak verilsin.                         

olmak üzere     yani  ,  ‟nin alt  -cebri ise                 aĢağıdaki gibi 

bulunur. 

 

Çözüm.             için,   rastgele değiĢkeninin değer kümesi,               

olmak üzere, 

 

            
 

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

elde edilir.           için,  

 

            
 

 
   

 

 
 

 

 
 

  

 
 

  

 
 

 

elde edilir. Böylece   rastgele değiĢkeninin     - cebrine göre koĢullu beklenen değeri,  

 

          

 
 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 

         

         
 

 

Ģeklinde gösterilir. 
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Örnek 1.4.    bir olay olmak üzere   olayının doğurduğu   - cebir oluĢturulsun. 

 

Çözüm.                ,          herhangi olaylar sınıfı ve bu olaylar 

sınıfının doğurduğu bir   - cebir olsun. Yani             ve              olsun. 

Bunun doğurduğu minimal   - cebir,                                                 

olur. 

 

1.4.   - cebire Göre KoĢullu Beklenen Değerin Temel Özellikleri 

 

1.     - ölçülebilir ise h.h.h.y,         ‟dir.  

 

Ġspat.     olduğundan, tanımdan      için, 

 

                  

  

      

 

olur.                                                                           

2.      olmak üzere, h.h.h.y.     ise          olur. 

 

Ġspat.   her     - cebrine göre ölçülebilir olduğundan,     iken her     için   - 

cebrine göre koĢullu beklenen değerin tanımını göstermek yeterlidir: 

 

                  

  

 

 

     

3. Her bir         sayıları için, h.h.h.y. 

 

                               

 

eĢitliği doğrudur. 
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Ġspat.      için, 

 

                                  

  

     

                                                                       

  

 

                                    

 

               

 

  

 

4.     ise, h.h.h.y.               olur. 

 

Ġspat.     iken,      için,  

 

                     

  

 

 

  - cebrine göre koĢullu beklenen değerin tanımından, 

 

                                                

    

 

 

5.     - ölçülebilir ise,               ‟dir. 

 

Ġspat.     - ölçülebilir olduğudan,      ve     ise, 

 

                                

     

     

          

           

 

dir. 
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6.     - ölçülebilir rastgele değiĢken ve                 ise, h.h.h.y.  

 

                  

 

Ġspat.   ve   pozitif değerli rastgele değiĢkenler ve     olsun.     ,    ,   

basit bir rastgele değiĢken olmak üzere, 

 

                             

 

                         

        

 

                                    

   

                    

    

 

 

7.                  ‟dir. 

 

Ġspat. Bu eĢitsizlik önceki özelliği            eĢitsizliğine uygulayarak elde 

edilir.        ,             ,              olmak üzere, eĢitlik doğrulanır: 

 

                                                        

                                       

 

8.            en küçük   - cebri ise,             ‟dir. 

 

Ġspat. 1.3 bölümünde verilen tanımdan,              için, 
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9.         ise, h.h.h.y.                                     eĢitliği 

vardır (Pozynak, 2009). 

 

Ġspat. 

 

                   

 

                          

  

        

                   

 

                          

  

        

 

Teorem 1.15 (Hemen Hemen Her Yerde Yakınsama).          bir olasılık uzayı ve  

           bir rastgele değiĢkenler dizisi   bir rastgele değiĢken olmak üzere,        

olan     ve       için, 

 

   
   

           

 

oluyorsa      dizisine hemen hemen her yerde  ‟ ye yakınsak denir ve  

 

  

        
       

 

biçiminde gösterilir. AĢağıdaki Ģekilde de ifade edilir: 

 

        
   

              

 

veya 

  

        
   

               

 

Hemen hemen her yerde yakınsama, bir olasılıkla yakınsama, kesin yakınsama aynı 

anlama gelmektedir. Bu çalıĢmada kısaca “h.h.h.y.” Ģeklinde ifade edilmiĢtir. 
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Teorem 1.16 (Monoton Yakınsama Teoremi).         bir olasılık uzayı ve         

fonksiyonları      aralığında her noktada tanımlı azalmayan  - ölçülebilir fonksiyonlar 

olsun.       ve     için,                ise yani rastgele değiĢkenler pozitif 

ve monoton ise,    ‟a yaklaĢtığında h.h.h.y., 

 

        
   

       

     
   

          
   

          

 

Teorem 1.17 (Baskın Yakınsama Teoremi).   ve   rastgele değiĢkenler olmak üzere, 

    „a yaklaĢtığında, h.h.h.y.       ve         ,     olsun. Eğer beklenen değeri 

sonlu   rastgele değiĢkeni için,  

 

             

 

koĢulu sağlandığında     için        ve            olur.  

Baskın yakınsama teoremi,  ‟nın sınırlı olması durumunda, sınırlı yakınsama teoremi 

olarak da adlandırılır (Önalan, 2010). 

 

Teorem 1.18 (Jensen EĢitsizliği). Bir aralıkta sürekli olan   fonksiyonu bu aralıktan 

alınmıĢ      için, 

 

  
   

 
  

         

 
 

 

eĢitsizliğini sağlarsa, bu fonksiyona konveks (dıĢbükey) fonksiyon, 

 

  
   

 
  

         

 
 

 

eĢitsizliğini sağlarsa, bu fonksiyona konkav (içbükey) fonksiyon denir.  

Konveks ve konkav fonksiyonlar için Jensen eĢitsizliği aĢağıdaki gibidir:  
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 Konveks fonksiyonlar için Jensen eĢitsizliği  

 

                , 

 

 Konkav fonksiyonlar için Jensen eĢitsizliği, 

 

                 

 

    bir alt   - cebir olmak üzere, konveks ve konkav fonksiyonlar için koĢullu 

Jensen eĢitsizliği, 

 

 Konveks fonksiyonlar için koĢullu Jensen eĢitsizliği  

 

                    , 

 

 Konkav fonksiyonlar için koĢullu Jensen eĢitsizliği  

 

                     

 

„dir  (URL-2, 3 ve 4, 2011).  

 

Teorem 1.19 (Hölder EĢitsizliği).         bir olasılık uzayı,   ve   rastgele 

değiĢkenler olsun.        olmak üzere,          sayıları için,         ve 

        olsun. Bu durumda,  

 

              
 

         
 

  

 

eĢitsizliğine Hölder eĢitsizliği denir.     bir alt  - cebir olmak üzere, Hölder 

eĢitsizliğinin   - cebire göre koĢullu beklenen değer için gösterimi ise aĢağıdaki gibidir: 
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Teorem 1.20 (Fatou Lemması).     ,     ise , 

  

   
   

           
   

    

 

Ģeklinde ifade edilir (Shahbazov, 2005). 

 

Tanım 1.21 (Stokastik Süreç).         bir olasılık uzayı             olsun. 

Reel değerli         fonksiyonu her     için   örnek uzayında tanımlanmıĢ rastgele 

değiĢken ise        fonksiyonuna rastgele fonksiyon denir. 

 Rastgele fonksiyonlar bazen,                 sembolleri ile bazen ise    argümanı 

olmadan,            sembolleri ile de gösterilir. 

 Eğer       ise ve    parametresi zamanı ifade ediyorsa bu durumda         

rastgele fonksiyonuna stokastik süreç denir.  

Bu tanımdan görüldüğü gibi rastgele değiĢkenden farklı olarak stokastik süreç,  ‟nın 

yanısıra zamana da bağlı bir fonksiyondur (Aliyev, 2009).  

 

Tanım 1.22 (Poisson Süreci). Olasılık teorisinden bilinmektedir ki, Poisson 

dağılımına sahip rastgele değiĢkenin beklenen değer ve varyansı birbirine ve  ‟ya eĢittir. 

                     doğal sayılar kümesinden değerler alabilen bir stokastik 

süreç olsun. Bu durumda aĢağıdaki koĢulları sağlayan      sürecine Poisson süreci denir: 

 

1.       , 

2.     ‟nin artıĢları bağımsızdır. Yani                          , için 

                                           artıĢları bağımsızdır, 

3.      için            artıĢı,        beklenen değerine sahip olan Poisson 

dağılımına sahiptir (Aliyev, 2009): 

 

               
         

   
              

 

 

 Tanım 1.23 (Wiener Süreci).          olasılık uzayında    ,     olmak üzere 

              sürecinin aĢağıdaki koĢulları sağladığı varsayılsın: 
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1.       , 

2.      sürecinin artıĢları bağımsızdır. Yani                   

       için                                          artıĢları 

bağımsızdır, 

3. Her       için           artıĢı         parametreli normal dağılıma 

sahiptir: 

 

                       
 

        
  

  
  

        

 

  

  

 

Bu durumda       sürecine Wiener süreci denir (Aliyev, 2009). 



 

 

 

2. MARTĠNGALLER 

  

Olasılık teorisinde, martingal stokastik bir süreçtir (örneğin bir dizi rasgele 

değiĢkenler). Daha erken bir zamanı temsil eden  ‟ye kadar olan gözlemler verilmiĢ 

olduğunda,   zamanındaki bir gözlemin koĢullu beklenen değeri erken bir zamanı gösteren 

  ‟deki gözleme eĢit olur. Martingal adil bir oyunun modelidir. 

 Martingalin temeli, 18. yüzyıl Fransa‟sında popüler olan bir bahis stratejileri sınıfına 

dayanmaktadır. Bu stratejilerin en basiti, bahsin para tura geldiğinde kazanıldığı yazı 

geldiğinde kaybedildiği bir oyun için dizayn edilmiĢtir. Strateji bahisçinin her kayıp 

üzerine bir önceki bahsini ikiye katladığı ve böylece ilk kazanımla eski kayıpların hepsini 

geri aldığı ve kar olarak ilk bahisteki miktarı kazandığı bir düzen Ģeklindedir (URL-5, 

2010). Martingal aslında adil kumar oyunları için matematiksel bir modeldir. Bir adil 

oyunda her bir oyun geçmiĢten bağımsız olup ne zarar nede kar sağlar.  

 Martingal teorisi büyük ölçüde Paul Levy (1886-1971) ve J. L. Doob (1911-2002) 

tarafından geliĢtirilmiĢtir. Doob “Stochastic Process” adlı eserinde martingal teorinin 

kumar problemleri dıĢında da kullanılabileceğini göstermiĢtir. Günümüzde martingal teori 

kumar problemlerinde ileri bir teknik olmasının yanında olasılık teorisindeki temel 

araçlardan biri olup, stokastik modelleme alanında büyük bir etkiye sahiptir (Önalan, 2010).  

 

 Tanım 2.1 (Martingal). Bir          olasılık uzayında tanımlı        
  rastgele 

değiĢkenler dizisi ve           - cebirler ailesi                 olsun. Eğer 

aĢağıdaki koĢullar sağlanıyor ise,            stokastik dizisine martingal denir: 

 

1.                       , 

2.   ,    - ölçülebilirdir, 

3.                h.h.h.y.  

 

Eğer  . koĢulda               yerine               ifadesi kullanılırsa, bu diziye 

submartingal,               ifadesi kullanılırsa süpermartingal denir.  
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Örnek 2.1.         olmak üzere,      bağımsız rastgele değiĢkenler dizisi ve 

       
 
    olsun.   ,    - ölçülebilir olduğuna göre,    dizisinin, 

 

         olduğunda martingal, 

         olduğunda submartingal, 

         olduğunda süpermartingal, 

 

olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm. 

 

         olduğunda             ‟dır. Burada             olduğundan, 

 

                         

                                                      

 

dir. Bu durumda     dizisi bir martingaldir.  

         olduğunda             ‟dır. Burada             olduğundan, 

 

                         

                                               

 

dir. Bu durumda     dizisi bir submartingaldir. 

         olduğunda             ‟dır. Burada            olduğundan, 

 

                         

                                               

 

dir. Bu durumda    dizisi bir süpermartingaldir. 
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Örnek 2.2.         olmak üzere,      bağımsız rastgele değiĢkenler dizisi ve 

        olsun.   ,    - ölçülebilir olduğuna göre,        
     dizisinin bir martingal 

olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm.         olduğunda,              ‟dir. Burada             

olduğundan, 

 

                        

                                             

                            

 

dir. Bu durumda    dizisi bir martingaldir. 

 

Örnek 2.3.         olmak üzere,      bağımsız rastgele değiĢkenler dizisi ve 

               olsun.   ,    - ölçülebilir olduğuna göre,         ve       olmak 

üzere,     için  

 

        

 

   

    

 

dizisinin martingal olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm.         olduğunda,                      ‟dır. Burada 

            olduğundan, 

 

                                          

                                                           

                                                              

                                    

                                     

 

dir. Bu durumda    dizisi bir martingaldir. 
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Örnek 2.4.          aynı dağılıma sahip bağımsız rastgele değiĢkenler dizisi ve  

        olsun.   ,    - ölçülebilir olduğuna göre,     için 

 

       
 
           

     
       

    

 

dizisinin bir martingal olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm.        ,        
 
     ve      

           
  olmak üzere,  

 

                           
           

       

                                              
       

       
       

                                       
              

       
       

       

                                   
       

                           
          

      

                                      
       

       

                        

 

dir. Böylece    dizisi bir martingaldir. 

 

Örnek 2.5.         aynı dağılıma sahip bağımsız rastgele değiĢkenler dizisi ve 

      
 
    olsun.     olmak üzere,              mevcut olsun. Bu durumda, 

         olmak üzere   ,    - ölçülebilir olduğuna göre,     için 

 

   
    

       
   

 

dizisinin martingal olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm. Bu durumda, 
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olduğunu kolayca görmek mümkündür. Buna göre, 

 

             
      

         
       

           

             
     

                 
            

             
       

    

       
      

    

      
     

                                               

                                          

                                 

 

elde edilir. 

Bir kesikli zamanlı    dizisinin tanımı ve örnekleri yukarıda verildi. ġimdi ise bu 

tanım sürekli zaman durumu için verilsin. 

 

Tanım 2.2 (Süzgeç).         olasılık uzayı ve   kümesi  ‟nin bir alt kümesi olsun. 

 ‟nin alt   - cebirlerinin bir sistemi          artan bir sistemse, yani       ,     

için       ise          sistemine süzgeç denir. 

 

Tanım 2.3 (Süzgeç Uzay).      süzgecinin oluĢturduğu uzay                  

veya kısaca              bir süzgeç uzay olarak adlandırılır. Eğer      için   ,    - 

ölçülebilir ise    ,    - uyarlanmıĢtır denir.  

 

Tanım 2.4 (Martingal).              süzgeç uzayında tanımlı stokastik süreç 

                  aĢağıdaki Ģartları sağlarsa         ‟ye göre bir martingal 

olarak adlandırılır: 

 

i.  ,   - uyarlanmıĢtır. 

ii.   bir    sürecidir, yani   integrallenebilirdir. 

iii.         ‟de        ,     için h.h.h.y.             ise   martingal, 

iv.              ‟de        ,     için h.h.h.y.             ise   submartingal, 

v.              ‟de        ,     için h.h.h.y.             ise   süpermartingal.  
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Burada    sınıfı birinci dereceden kuvveti integrallenebilir fonksiyonlar sınıfıdır ve 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır: 

 

          

 

          

 

Tanımdan da görüldüğü gibi martingaller, submartingaller ve süpermartingaller   

     ,      için yukarıdaki gibi          koĢullu beklenen değerin durumlarında 

tanımlanan stokastik süreçlerdir. 

Bu özelliklere göre   artarken, bir submartingal ortalama üzerinden artar, bir 

süpermartingal ortalama üzerinden azalır ve bir martingal sürekli ortalama üzerinde kalır 

(Yeh, 1995).   

 

Örnek 2.6. Wiener sürecinin bir martingal olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm.                    olsun. Bu durumda, 

 

                          

                                             

                             

                      

 

elde edilir. Burada, Wiener sürecinin             özelliğinden yararlanılmıĢtır.  

 

Örnek 2.7. Poisson sürecinin bir submartingal olduğu gösterilsin. 

 

Çözüm.                     olsun. Bu durumda, 
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elde edilir. Burada, Poisson sürecinin      ve       için                , 

özelliğinden yararlanılmıĢtır. 

 

Örnek 2.8.    poisson süreci olsun.           sürecinin martingal olduğu 

gösterilsin. 

 

Çözüm.                     olsun. Bu durumda, 

 

    
                          

                                     
    

                  

                                     
    

     
  

                                                  
  

                                                 
  

               
  

   
  

 

elde edilir. Burada, Poisson sürecinin                ,     özelliğinden 

yararlanılmıĢtır. 

 

Önerme 2.5.           ,              süzgeç uzayında tanımlı stokastik bir 

süreç olmak üzere, 

 

1.   bir martingal ise, o zaman      için        sabittir. 

2.   bir submartingal ise, o zaman     iken        artandır. 

3.   bir süpermartingal ise, o zaman     iken        azalandır. 

4. Bir submartingal olan  , ancak ve ancak      için       sabit ise bir 

martingaldir. 

5. Bir süpermartingal olan  , ancak ve ancak       için        sabit ise bir 

martingaldir.  
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 Ġspat. 1, 2 ve 3 özellikleri sırasıyla Tanım 2.4.‟ün iii, iv ve v sonuçlarına yakındır. 

Bu yüzden 2‟nin ispatı için Tanım 2.4.‟ün iv‟ü aĢağıdaki gibi kullanılabilir.   bir 

submartingal olduğundan,          ‟de h.h.h.y.,  

 

             

 

olmalıdır. Her iki tarafında beklenen değeri alınırsa,  

 

                       

 

olur. Burada koĢullu beklenen değerin özelliğinden, 

 

                    

 

olduğundan, 

 

                         

 

elde edilir. Bu yüzden      ,     iken artandır. 1 ve 3 özellikleri de benzer Ģekilde 

ispatlanabilir. 4‟ü ispatlamak için ise,  ‟in bir submartingal olduğu varsayılsın ve     

için       sabit olsun. Bu durumda         ‟de           için h.h.h.y.  

 

            

 

dir. Diğer taraftan,  

 

                         

 

dir. Yani,  
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Böylece         ‟de h.h.h.y. 

 

            

 

‟dir. Bu ise  ‟in bir martingal olduğunu gösterir. 5 özelliğinde verilen süpermartingal 

içinde ispat benzer Ģekildedir (Yeh, 1995).    

 

Önerme 2.6. Bir martingal, submartingal ve süpermartingal için Tanım 2.4.‟deki 

monotonluk Ģartları iii, iv ve v sırasıyla aĢağıdaki koĢullara denktir. 

 

                      

 

         

 

                      

                     

 

         

 

                      

                    

      

         

 

                               

 

Önermenin doğruluğunu göstermek için, örnek olarak iv ve     koĢullarının denkliği ele 

alınsın.         ‟nin tanımından, 

 

   

 

               

 

            

 

olduğu bilinmektedir. Böylece eğer iv elde edilirse,    ‟de elde edilir. Aynı zamanda     

elde edilirse, son eĢitlikten, 
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olur. Bu durumda hem         ‟nin hem de   ‟nin    - ölçülebilirliğinden iv elde edilir. 

iii ile     ‟nün ve v ile   ‟nün denkliğide benzer Ģekilde ispatlanabilir. 

 

Önerme 2.7.      olduğunda, Tanım 2.4‟deki iii, iv ve v koĢulları sırasıyla 

aĢağıdaki koĢullara eĢittir.         ‟de h.h.h.y.,  

 

                                , 

                               ,  

                               . 

 

Ġspat. Önermenin ispatı için iv ve      ele alınsın. iv‟ün ve     ‟nü ifade ettiği açıkça 

görülür.  Bunu ifade etmek için        ve     olsun. Bu durumda     ‟nün tekrarlı 

uygulamasından,         ‟de h.h.h.y., 

 

                                       

                                                             

                             

                                          

 

elde edilir ve iv ispatlanır. iii ile      ‟nün ve v ile    ‟nün eĢitliğide benzer Ģekilde 

ispatlanabilir.              

                                                                                                

Önerme 2.8.            ,              süzgeç uzayında tanımlı stokastik bir 

süreç ve        ‟nin süzgeci,  ‟den üretilen    
  , yani    

                ,  

     olsun. Eğer  ,         ‟ye göre bir martingal, submartingal veya süpermartingal ise, 

    
      ‟ye göre de bir martingal, submartingal veya süpermartingaldir.  

 

Ġspat.  ,         ‟ye göre bir submartingal olduğundan   ,      - ölçülebilirdir ve 

böylece      için,   
    ‟dir.    

 ‟in tanımından    süreci    
   - uyarlanmıĢtır. 

Böylece Önerme 2.7.‟ye göre  ‟in     
      ‟ye göre bir submartingal olduğunu 

göstermek için submartingalin tanımını aĢağıdaki gibi doğrulamak yeterlidir:   
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       için  ,         ‟ye göre bir submartingaldir.   
     olduğundan, yukarıdaki 

eĢitlikte görüldüğü gibi      
  içinde     

      ‟ye göre   bir submartingaldir. 

Martingal ve süpermartingal içinde ispat benzer Ģekildedir. 

 

Önerme 2.9.            olmak üzere,               süzgeç uzayında tanımlı 

uyarlanmıĢ bir   - süreci            için aĢağıdaki durumlar elde edilir. 

 

1.  , ancak ve ancak hem submartingal hemde süpermartingal ise bir martingaldir. 

2.  , ancak ve ancak    bir süpermartingal ise bir submartingal veya ancak ve 

ancak    bir submartingal ise bir süpermartingaldir. 

3.   bir martingal ise,      için   ‟de bir martingaldir 

4.   bir submartingal ise,     için    „de submartingaldir.   bir süpermartingal 

ise,      için   ‟de bir süpermartingaldir. 

5.   ve   her ikiside bir martingal ise,    ‟de bir martingaldir.   ve   her 

ikiside bir submartingal ise,    ‟de bir submartingaldir.   ve   her ikiside bir 

süpermartingal ise,    ‟de bir süpermartingaldir. 

6.   bir martingal ve   bir submartingal ise,    ‟de bir submartingaldir.   bir 

martingal ve   bir süpermartingal ise,    ‟de bir süpermartingaldir. 

 

2.1. Konveks (DıĢbükey) Teoremleri 

 

          , olasılık uzayında tanımlı bir stokastik süreç olmak üzere,  ‟de 

tanımlı gerçek değerli bir   fonksiyonu      ile ve             ise     ile gösterilsin. 

Burada                 ve                    ile gösterilsin. 

 

Teorem 2.1.1.               süzgeç uzayında tanımlı    ve   stokastik süreçleri 

submartingaller ise,    ‟de submartingaldir. Benzer Ģekilde,   ve   stokastik süreçleri 

süpermartingaller ise,     ‟de süpermartingaldir. 
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Ġspat.   ve   submartingaller olmak üzere,      için    ve    ,     - ölçülebilir 

olduğundan,        „de    - ölçülebilirdir ve böylece         uyarlanabilir bir süreçtir. 

                   ve                       olduğu için                   ‟dir. 

Böylece     bir   - sürecidir.           için, 

 

            , 

             

 

ise,         ‟de h.h.h.y.,  

 

                              , 

                               

 

olur. Böylece         ‟de h.h.h.y. 

 

                       

 

dir. Buda        „nin bir submartingal olduğunu gösterir.    ve    süpermartingaller 

olduğunda      ‟nin de bir süpermartingal olduğu benzer Ģekilde gösterilir.      

                                                                                                                                  

Sonuç 2.1.2.                          süzgeç uzayında, stokastik bir süreç 

olsun. 

 

1.   bir submartingal ise, o zaman   ‟da bir submartingaldir. 

2.   bir süpermartingal ise,  o zaman   ‟de submartingaldir. 

3.  bir martingal ise,     ve     negatif olmayan submartingaller olduğunda 

          eĢitliği vardır. 

 

Ġspat. 

 

1.   bir submartingal ise,     bir martingal olduğundan, Teorem 2.1.1.‟den  

       bir submartingaldir. 
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2.   bir süpermartingal ise,      bir martingal olduğundan, teorem 2.1.1.‟den  

     bir süpermartingaldir. Bu durumda           bir submartingaldir.  

3.   bir martingal ise,    bir submartingaldir.   bir süpermartingal ise,     bir 

submartingaldir.         olduğundan,   süreci iki negatif olmayan submartingalin 

farkıdır.       

                  

Teorem 2.1.3.            ,                süzgeç uzayında tanımlı uyarlanmıĢ 

bir   - süreci ve  ,  ‟de tanımlı gerçek değerli artan bir fonksiyon olmak üzere,      

için                  olsun. 

 

1.  bir submartingal ve  bir konveks fonksiyon ise,     bir submartingaldir. 

2.  bir süpermartingal ve  bir konkav fonksiyon ise,     bir süpermartingaldir. 

3.    bir martingal olduğunda ve   fonksiyonunun monotonluk Ģartı kaldırıldığında 

1 ve 2 özellikleri yine geçerlidir. 

 

Ġspat.  

 

1.  ‟in bir submartingal olduğu varsayılsın.  ,  ‟de tanımlı gerçek değerli artan bir 

fonksiyondur.     uyarlanmıĢ bir süreçtir.   bir submartingal olduğunda,            

için,         ‟de h.h.h.y.,  

 

i.             ‟dir.  

ii.   artan fonksiyon olduğunda,                    ‟dir. 

iii. KoĢullu Jensen eĢitsizliğinden,                          ‟dir. 

 

ii ve iii‟den,         ‟de h.h.h.y., 

 

                    

 

elde edilir. Böylece      bir submartingaldir. 



36 

 

 

 

   bir martingal olduğunda i‟deki eĢitlik elde edilir ve böylece ii‟deki eĢitlik  ‟in 

artan bir fonksiyon olduğunu varsaymadan da elde edilir. Bu durumda     ,  ‟in 

monotonluk Ģartı ortadan kaldırıldığında bir submartingaldir. 

2.  ‟in bir süpermartingal olduğu varsayılsın. Bu durumda           için 

        ‟de h.h.h.y., 

 

            

 

dir.   artan bir fonksiyon olduğundan,  

 

                   

 

dir. Eğer   konkav ise,–   konvekstir. Böylece koĢullu Jensen eĢitsizliğinden,  

 

                            

 

dir. Bu durumda         ‟de h.h.h.y.,  

 

                   

 

dir. Buda      ‟in bir süpermartingal olduğunu gösterir. 

 

2.2. Kesikli Zaman Artan Süreçleri ve Doob Gösterimi 

 

Tanım 2.2.1. Artan bir süreç ifadesiyle                    süzgeç uzayında 

tanımlı aĢağıdaki koĢulları sağlayan         stokastik süreci kastedilmektedir. 

 

1.  ,       - uyarlanmıĢtır. 

2.   bir   - sürecidir. 

3.         ‟de bir boĢ küme    varsa,          olmak üzere        için 

              artan bir dizidir. 
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4.      için              ,          olmak üzere artan bir dizidir. Eğer 

 ,     ve   koĢullarını sağlarsa, hemen hemen kesin artan bir süreç olarak adlandırılır. 

 

Hemen hemen kesin artan bir süreç olan   ,       için her zaman bir 

submartingaldir. Bu durumda  

 

          

 

olduğundan,          olasılık uzayında h.h.h.y.  

 

                          

 

olur. Eğer   bir martingal,   hemen hemen kesin artan süreçse ve bir submartingalse 

Önerme 2.9.‟dan 

 

      

 

bir submartingaldir. Doob Gösterimi teoremi kesikli zamanlı bir submartingalin her zaman 

bir martingalin ve hemen hemen kesin artan bir sürecin toplamı olduğunu gösterir. Kesikli 

zamanlı süreçlerin öngörülebilirliği aĢağıdaki gibi tanımlanır.  

 

Tanım 2.2.2.      için            ,      - ölçülebilir ise, bir 

              süzgeç uzayında tanımlı uyarlanmıĢ kesikli zamanlı    süreci    - 

öngörülebilir süreci olarak adlandırılır.  ,               süzgeç uzayında uyarlanmıĢ bir 

   süreci ve      olmak üzere      için          Ģeklinde tanımlanan bir   - 

süreci ise,  ‟in martingal, submartingal veya süpermartingal olmasına göre,   ‟de sırasıyla 

martingal, submartingal veya süpermartingaldir.  

 

Teorem 2.2.3 (Doob Gösterimi).  ,               süzgeç uzayında tanımlı 

uyarlanmıĢ bir    süreci olsun. Bu durumda  ‟nin Doob gösterimi Ģöyledir: 
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Burada     ,  ,      olan bir martingal ve   ise      olan öngörülebilir bir    

sürecidir.         ‟de h.h.h.y.,    için                ve                olmak 

üzere,           ‟de Doob gösteriminin bir baĢka benzer gösterimidir. Gösterimde 

kullanılan  ,      olmak üzere öngörülebilir hemen hemen kesin artan bir     - süreci 

ise, süzgeç uzayda tanımlı uyarlanmıĢ bir    - süreci olan   bir submartingaldir.  

 

 Ġspat. 

 

1.   uyarlanmıĢ bir    - süreci ve      olmak üzere   süreci tanımlansın. 

     için, 

 

     

                        

 

dir.      için   ,     - ölçülebilir olduğunda   öngörülebilir bir süreçtir.       için 

   integrallenebilirdir. Bu durumda   bir     sürecidir.      için     süreci elde 

edilebilir.            ‟de h.h.h.y.,  

 

                                                      

                                                   

 

dir. Bu sonuç    ‟nın bir martingal olduğunu gösterir. Eğer             ise, 

     olduğunda,     ‟dır. Böylece          Doob gösterimi elde edilir. 

2. Gösterimin tekliğini ispatlamak için uyarlanmıĢ bir   - süreci   aĢağıdaki 

Ģekilde verilsin. 

 

                  

 

Burada   ve   ,      ve       olan martingaller,   ve    öngörülebilir    - 

süreçleridir.  
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gösteriminden,   ‟nin martingal özelliğinden ve   ‟nin öngörülebilirliğinden, 

          ‟de  h.h.h.y.,  

 

                                            

                                                          

 

(2.1) 

elde edilir. Benzer Ģekilde  

 

            

 

gösteriminden           ‟de h.h.h.y. ,  

 

                  
         

 

elde edilir. Böylece      için,           ‟de  h.h.h.y.,  

 

          
                 (2.2) 

 

dir. Burada   ve    süreçlerinin her ikiside       ve       olduğundan          ‟de  

h.h.h.y.         ‟dür. (2.2) eĢitliği,          ‟de h.h.h.y.         olduğunu ifade eder. 

(2.2)‟nin tekrarlı uygulamaları,      için           ‟de h.h.h.y.       eĢitliğini 

verir.   ‟nın sayılabilirliğinden         ‟de bir boĢ küme   vardır. Öyle ki,      
 

için               ‟dır.          ve            iken, son eĢitlik 

     
 için               ‟yı ifade eder. 

3.   bir submartingal ve          onun Doob gösterimi olsun.   bir 

martingal iken,  

 

          

 

bir submartingaldir ve böylece  ‟nın öngörülebilirliğinden     için           ‟de 

h.h.h.y.,  
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elde edilir.   sayılabilir bir grup olduğundan         ‟de boĢ bir küme   vardır. Öyle ki 

     olduğunda bütün     için               ‟dır. Bu   ‟nın hemen hemen 

kesin artan bir süreç olduğunu gösterir. Diğer taraftan  ‟nın hemen hemen kesin artan 

süreç olduğu varsayıldığında   bir submartingaldir.   bir martingal iken          

bir submartingaldir.              

                                                                                                                             

2.3. Martingal DönüĢümü 

 

Martingal dönüĢümü martingallere göre stokastik integralin bir prototipidir. Sürekli 

zamanda stokastik integralin kesikli zaman analoğudur. 

 

Tanım 2.3.1.             bir martingal, submartingal veya süpermartingal ve 

           ,              süzgeç uzayında tanımlı öngörülebilir bir süreç olsun. 

 ‟ye göre  ‟in martingal dönüĢümünden     stokastik süreci,     için 

 

                   

                                

 

   

 
 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Önerme 2.3.2.   ,    ‟in tanımında rol oynamaz.           için   ,    ve 

    , bütün   - ölçülebilirdir. Bu durumda      uyarlanmıĢ bir süreçtir. Eğer   sınırlı bir 

süreç ise,   bir   - süreci olduğunda, 

 

                          

 

   

 

 

dir. Böylece    ‟de bir    sürecidir. Eğer hem   hem de  ,   - süreçleri ise, Hölder 

eĢitsizliğinden,  
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dir. Böylece     bir    - sürecidir. 

 

Teorem 2.3.3 (Martingal DönüĢümü).                   süzgeç uzayı olsun.  

 

1.    sınırlı öngörülebilir negatif olmayan bir süreç ve    süzgeç uzayında bir 

martingal, submartingal veya süpermartingal ise,      martingal dönüĢümü           

olmak üzere sırasıyla bir martingal, submartingal veya süpermartingaldir. 

2.     sınırlı öngörülebilir bir süreç ve   bir martingal ise,          olmak 

üzere      bir martingaldir. 

3. 1 ve 2‟de verilen   üzerindeki sınırlılık koĢulu hem  ‟nin hem de  ‟in    - 

süreçleri olması durumunda yer değiĢtirilebilirdir. 

 

Ġspat. Önerme 2.3.2‟ den, 1, 2 ve 3‟ün her birindeki hipotez altında      

uyarlanmıĢ bir   - sürecidir.      için,   ‟nin      ölçülebilirliğinden,           ‟de 

h.h.h.y., 

 

                               

   

   

      

                                                         

                                                                

   

   

 

                                                                       

 

elde edilir (Yeh, 1995). 

 

(2.3) 

1.  ‟nin sınırlı olduğu ve negatif olmadığı varsayılsın.       olmak 

üzere           ‟de h.h.h.y., 
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   bir martingal ise,                  ve                       ‟dır. 

Bu durumda,  

 

                         

 

elde edilir. Yani     bir martingaldir. 

   bir submartingal ise,                 bir submartingal ve 

                      ‟dır. Bu durumda,  

 

                        

 

elde edilir. Yani     bir submartingaldir 

   bir süpermartingal ise,                 bir submartingal ve 

                      ‟dır. Bu durumda,  

 

                        

 

elde edilir. Yani     bir süpermartingaldir. 

2.  ‟nin sınırlı ve  ‟in bir martingal olduğu varsayılsın. Bu durumda 

          ‟de h.h.h.y.,  

 

                

 

dir. Böylece           ‟de h.h.h.y.,  

 

                      

 

dır. (2.3) eĢitliğinde bu bilgi kullanılarak,            „de h.h.h.y., 

 

                          

 

elde edilir ve buda     „in bir martingal olduğunu gösterir. 
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Tanım 2.3.4.  ,                   süzgeç uzayında durağan bir süreç olsun. 

        
   

        olmak üzere     ‟nin öngörülebilir olduğu ifade edilir.      için 

  
   

           Ģeklinde gösterilir. Diğer bir deyiĢle,  

 

  
                     

        

        
  

 

Teorem 2.3.5.   bir submartingal, bir martingal veya bir süpermartingal ve    , 

             süzgeç uzayında bir durağan süreç olduğunda   

 

           
        

 

dir. Tanım 2.3.1. ve Tanım 2.3.4.‟den         
 

   ve     için, 

 

        
 

                  

 

   

 

                                                                        

                                               

   

   

                             

 

sonucu elde edilir. Son eĢitlikte bulunan ifadeler açılacak olursa, 

 

                                                       

 

ve 

 

                                 

 

eĢitlikleri elde edilir. Buradan asıl denklem, 
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Ģeklinde elde edilir. Yani 

 

  
              

 
      

  
                      

 
           . 

 

Böylece ispat tamamlanmıĢ olur (Yeh, 1995). 

 

Teorem 2.3.6.   bir submartingal, bir martingal veya bir süpermartingal ve   

             süzgeç uzayında bir durağan süreç olduğunda                 

durağan süreci bir submartingal, bir martingal veya bir süpermartingaldir ve      için  

 

               bir submartingal,  

               bir martingal,   

               bir süpermartingaldir. 

 

Ġspat.    bir    - süreci ise,    ‟da bir    - sürecidir. Teorem 2.3.5‟den  

 

                

 

elde edilir.      sınırlı negatif olmayan öngörülebilir bir süreç olduğundan, Teorem 

2.3.3.‟e göre,   bir submartingal, bir martingal veya bir süpermartingal ise,           

  olmak üzere        „de sırasıyla bir submartingal, bir martingal veya bir 

süpermartingaldir. Böylece      bir submartingal, bir martingal veya bir süpermartingaldir. 
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2.4. Temel Submartingal EĢitsizlikleri 

 

Bir submartingal ortalama üzerinden artar. Bu monotonluk Ģartından bir 

submartingalin örnek fonksiyonlarının davranıĢını tahmin etmek için bazı basit eĢitsizlikler 

elde edilir.  

 

2.4.1.  Seçimsel Durma ve Doob’un Seçimsel Durma Teoremi 

 

           uyarlanmıĢ bir süreç ve   süzgeç uzayda bir durağan süreç ise, o zaman, zaman 

parametresi kesikli olduğunda da, sürekli olduğunda da    her zaman rastgele bir 

değiĢkendir.  ‟in ölçülebilir bir süreç olduğu varsayılırsa o zaman    rastgele 

değiĢkendir.   ‟nin integrallenebilirliği dikkate alınmalıdır. 

 

Teorem 2.4.1 (Doob‟un Seçimsel Durma Teoremi).  ,              süzgeç 

uzayında bir submartingal ve   durağan bir süreç olsun.         ‟de h.h.h.y.  ‟nin sonlu 

olduğu varsayıldığında aĢağıdaki Ģartların her biri altında, 

 

              . 

 

a.   sınırlıdır. Yani tüm     için        olacak Ģekilde bir      

mevcuttur.  

b.   sınırlıdır. Yani      olmak üzere tüm             için           

olacak Ģekilde bir   mevcuttur. 

c.   integrallenebilirdir ve   sınırlı artıĢlara sahiptir. Yani     olmak üzere tüm 

            için                   olacak Ģekilde bir   mevcuttur.  

d.    ‟da    ‟dır. Eğer    bir martingalse o zaman a, b, c Ģartlarının her biri 

altında            ‟dır. 

 

Ġspat. Eğer   bir submartingal ise,                  durağan sürecide Teorem 

2.3.5.‟e göre bir submartingaldir. Bu durumda,   ‟de tanımlı                eĢitliği ile 

         alttan sınırlandırılan artan bir dizidir. Eğer bazı    ‟lar için        ise, 

     olmak üzere     için,             mevcuttur. Bundan dolayı 
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Böylece eğer  ,         ‟de h.h.h.y. sonlu ise,         ‟de h.h.h.y.,  

 

   
   

         (2.4) 

 

1) Teorem 2.4.1.‟in  ‟sı kabul edilmiĢ olduğunda      ‟dir. Böylece  

 

                    

 

dir. Bu yüzden        ‟dur.   bir martingal ise, Teorem 2.3.6.‟dan   ‟de bir 

martingaldir. Bu ise               olduğunu gösterir. Böylece             elde 

edilir. 

2) Teorem 2.4.1.‟in  ‟sı kabul edilmiĢ olsun. Tüm             için 

          koĢulu,            için                 olduğunu ifade eder. Bu 

durumda (2.4)‟den, sınırlı yakınsama teoremi uygulanabilir ve 

 

                            

 

elde edilir.      için             olduğundan 

 

                 

 

elde edilir. Eğer   bir martingal ise,   ‟de bir martingaldir. Bu yüzden       için 

             ‟dır.  Bu ise             olduğunu ifade eder. 

3) Teorem 2.4.1.‟in  ‟sı kabul edilmiĢ olsun.             için 

  

                              

      

   

 

 

ifadesi elde edilir. Bu durumda       için, 
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elde edilir. 

  ‟nin integrallenebilirliği         ‟de h.h.h.y.  ‟nin sonlu olduğunu ifade eder. Bu 

yüzden (2.4) uygulanabilirdir. Bu durumda         ‟de h.h.h.y.  

 

                       

 

dır. Böylece baskın yakınsama teoreminden       integrallenebilirdir ve  

 

                                  

 

dır. Bu   ‟nin integrallenebilir ve               olduğunu gösterir. Eğer   bir 

martingal ise,  2)‟de aynı nedenden            ‟dır. 

4) Teorem 2.4.1.‟in  ‟sı kabul edilmiĢ olsun. Bu durumda            için 

         olduğundan,  

 

                      

 

dır.          ‟de h.h.h.y.     olduğunda,         ‟de h.h.h.y.   için       

           ‟dır. Bu durumda eĢitlik (2.4)‟den ve pozitif olmayan fonksiyonların bir 

dizisinin üst sınırı için Fatou‟s Lemmasından,  

 

                                

 

ifadesi elde edilir.    

        

Sonuç 2.4.2.   sınırlı artıĢlı bir martingal olsun.   sınırlı öngörülebilir bir süreç  ve   

süzgeç uzay             ‟de integrallenebilir bir durağan süreç olsun. O zaman   ‟ye 

göre,  ‟in     martingal dönüĢümü için            ‟dır. 
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Ġspat.       olsun. Böylece      için        ve     için             

dir.   bir martingal ve   sınırlı öngörülebilir bir süreç olduğunda, Teorem 2.3.3.‟ün 

2‟sinden          olmak üzere      bir martingaldir. Tanım 2.4.1.‟den     için, 

 

                                   

 

dir. Bu durumda teorem 2.4.1‟in  ‟si sağlanır ve böylece 

 

                      

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.4.3 (Sınırlı Durağan Süreçler Ġçin Doob‟un Seçimsel Örnekleme Teoremi, 

Kesikli Durum).   bir submartingal olsun.   ve                süzgeç uzayında bazı 

    ‟ler için      ‟koĢulunu sağlayan durağan süreçler olsun. Bu durumda 

        ‟de h.h.h.y., 

 

             (2.5) 

  

olur. Buradan her iki tarafın beklenen değeri alınırsa  

 
 

                (2.6) 

                   (2.7) 

  

elde edilir. Eğer   bir martingal ise, 2.5, 2.6 ve 2.7 eĢitlikleri elde edilir. 

 

Ġspat.   ve   durağan süreçler olduğunda,    ve   , sırasıyla    ve    

ölçülebilirdirler.   ve  ‟nin sınırlılığı Teorem 2.4.1.‟den    ve   ‟nin 

integrallenebilirliğini ifade eder. 

 Süzgeç uzayda tanımlı   
         

     
       stokastik süreci,       için 
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olarak tanımlanmıĢ olsun.           olduğunda,   
     

  ‟dır. Böylece süzgeç 

uzayda sınırlı negatif olmayan bir    
     

 süreci tanımlanır.      için 

  

                    
   

   
 

 

      

 

elde edilir.       ,       ve benzer Ģekilde       ,      ölçülebilirdir. Böylece      

için   
     

,      ölçülebilirdir. Bu ise,   
     

‟nin integrallenebilir bir süreç olduğunu 

gösterir.    
     

 sınırlı negatif olmayan bir  süreç olduğundan,    
     

‟den    ‟nin 

  
         martingal dönüĢümü Teorem 2.3.3‟den                olmak üzere bir 

submartingaldir.     için Tanım 2.3.1.‟den, 

 

                     

 

   

           

                                           

 

   

                 

 

   

          

                                                    

                                          

 

dir. Bu sonuç Teorem 2.3.5.‟in ispatında yapılan hesaplamadan elde edilir.       için 

 

                    

 

elde edilir.   
         bir submartingal olduğunda,  

 

                                       

 

elde edilir ve böylece            olur. Buradan (2.6) ispatlanmıĢ olur. (2.5)‟in ispatı 

için aĢağıdaki eĢitliği göstermek yeterlidir.          ve    her ikiside   - ölçülebilir 

olduğundan, 
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      (2.8) 

 

göstermek için yeterlidir. 

 (2.8)‟i ispat etmek için,      olmak üzere,        ‟de iki rastgele değiĢken    ve 

   tanımlanır.  ‟da      ve   ‟de     ‟dir. Benzer Ģekilde  ‟da      ve   ‟de 

     olduğunda    ve    durağan süreçlerdir. Aslında      için, 

 

         
                             
              

  

 

elde ederiz ve benzer Ģekilde         olduğunda    içinde öyledir.    ve    durağan 

süreçler ve         olmak üzere (2.6) uygulanabilirdir . Böylece  

 

     
       

  (2.9) 

  

dır. Burada 

 

     
                

   

 

 

ve  benzer Ģekilde, 

 

     
                

   

 

 

dir. Bu iki eĢitlikten ve (2.9)‟dan  
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elde edilir. Böylece (2.8) ispatlanır.  ,   ve   sınırlı durağan süreçler ve       

olduğunda, (2.6)‟dan (2.7) elde edilir. Eğer   bir süpermartingal ise, –   bir 

subrmartingaldir. Yani  süpermartingal için (2.5), (2.6) ve (2.7) eĢitsizlikleri ters 

çevrilecektir. Bir martingal hem bir submartingal hemde bir süpermartingal olduğundan 

(2.5), (2.6) ve (2.7) eĢitsizlikleri elde edilir.      

 

Sonuç 2.4.4.  , bazı      için      sınırlılık Ģartını sağlayan              

süzgeç uzayında tanımlı durağan bir süreç olsun.             olmak üzere, 

 

1) Eğer   süzgeç uzayda bir submartingal ise, 

 

                   
       

       
       , (2.10) 

  

2) Eğer   süzgeç uzayda bir süpermartingal ise,  

 

                   
       

       
       , (2.11) 

  

eĢitsizlikleri vardır. 

 

Ġspat. 

 

1)  ‟in bir submartingal olduğu varsayılsın. 

 

      
    

  ve        
    

  

 

olduğunda, 

 

           
   

 

elde edilir. Böylece,  
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   (2.12) 

dir.   bir submartingal olduğunda, Sonuç 2.1.2.‟den    bir submartingaldir.   ve    için 

Teorem 2.4.3.‟ün (2.7)‟sini uygulayarak,   

 

              ve     
       

    

 

elde edilir. (2.12)‟de bunlar kullanılarak (2.10) elde edilir.  

2)   bir süpermartingal olduğunda    bir submartingaldir.    için  (2.10)‟u 

uygulayarak,  

 

                             

 

elde edilir. Yani 

  

                    
   

 

‟dir.            

                                                               

Sonuç 2.4.5.            ,              süzgeç uzayında uyarlanmıĢ bir    

süreci olsun.  , ancak ve ancak     olmak üzere             olduğunda her ikisi de 

sınırlı olan   ve    durağan süreçleri için bir submartingaldir.             ise   bir 

martingaldir. 

 

Ġspat. KoĢulun gerekliliği Teorem 2.4.3.‟ün (2.6)‟dan kaynaklanmaktadır. KoĢulun 

uygunluğu ispatlanabilir. Ancak     olmak üzere, iki sınırlı durağan süreç    ve   

için              olduğu varsayılsın.   uyarlanmıĢ bir    süreci olduğunda,  ‟in bir 

submartingal olduğunu göstermek için,               olmak üzere, Önerme 2.6.‟ya 

göre, 

 

                 

  

       (2.13) 
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olduğunu göstermek yeterlidir.     ‟nin verilmesiyle,  ‟de    ,   ‟de     ve 

 ‟da     olmak üzere        ‟de   ve   rastgele değiĢkenleri tanmlansın. Bu 

durumda   her      için bir durağan süreçtir ve 

 

 

                                      
              
                                          

  

 

Ģeklinde ifade edilir. 

   durağan bir süreçtir. Böylece      olmak üzere   ve   sınırlı durağan süreçleri 

ve yukarıdaki varsayımdan             elde edilir. Burada,  

 

                       

  

 

 

 

                       

   

  

 

dır. Böylece (2.13) elde edilir ve   bir submartingaldir. Eğer   bir submartingal ise, – ‟de 

bir submartingaldir. Böylece yukarıdaki sonuçlardan, ancak ve ancak     olmak üzere   

ve   sınırlı durağan süreçleri için             ise   bir süpermartingaldir. Bir 

martingal hem bir süpermartingal hemde bir submartingal olduğundan, ancak ve ancak 

    olmak üzere   ve   sınırlı durağan süreçleri için             ise   bir 

martingaldir.              

                                                                                 

2.4.2. Maksimum ve Minimum EĢitsizlikler 

 

Bir submartingal             için, Doob‟un maksimum eĢitsizliği,    ‟nin 

beklenen değerine dayanarak                ‟nın maksimumunun pozitif bir   sayısını 

aĢan olasılığının bir tahminini verir. 
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Teorem 2.4.6 (Sonlu Durum Ġçin Doob‟un Maksimum ve Minimum EĢitsizlikleri).  , 

              süzgeç uzayında bir submartingal olsun.       ve     için,  

 

      
       

                   
   

    
       

     

 (2.14) 

 

ve  

 

      
       

                       

    
       

      

    

                                               
         

 

(2.15) 

elde edilir. 

 

Ġspat. 

 

1)  (2.14)‟i ispat etmek için,  ‟da bir   fonksiyonu tanımlansın: 

 

      
                                     
                             

      (2.16) 

  

 ‟nin bir durağan süreç olduğunu göstermek için      için      ‟i göstermek 

yeterli olur. 

 

                                               

                                                 

 

ve       için,  
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olur. Kısaca  

 

      
       

      

 

olsun.   bir submartingal ve  ,   ile sınırlandırılmıĢ bir durağan süreç olduğunda Teorem 

2.4.3.‟ün (2.13)‟den, 

 

                               

   

 (2.17) 

  

elde edilir. Eğer     ise, (2.14) elde edilir. Eğer     ise, bu kümede, (2.16)‟dan 

     elde edilir. (2.16)‟dan   ‟de     de elde edilir. Böylece (2.17)‟den, 

 

                    

  

 

 

olur ve böylece 

 

                    

  

             
      

  

 

 

dır. Buradan (2.14) eĢitsizliği ispatlanmıĢ olur. 

2) (2.15) eĢitsizliğini ispatlamak için,   

 

      
                             
                                 

    (2.18) 

  

olsun. Aslında   durağan bir süreçtir ve   için yapılanlar   içinde yapılabilir. Kısaca, 

                    olsun. Teorem 2.4.3.‟ün (2.7)‟den, 
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 (2.19) 

 

ifadesi elde edilir. Eğer     ise, (2.15) elde edilir. Eğer     ise, bu kümede, 

(2.18)‟den       elde edilir. (2.16)‟dan   ‟de      de elde edilir. Böylece 

(2.19)‟dan, 

 

                     

  

 

 

dır. Böylece 

 

                     

  

           
      

 

  

 

elde edilir. Buradan (2.15) ispatlanmıĢ olur. 

 

Sonuç 2.4.7.  ,               süzgeç uzayında bir süpermartingal ise ve       

ve     ise, 

 

      
       

                        

    
       

     

 

                                                 
   

(2.20) 
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Sonuç 2.4.8.  ,               süzgeç uzayında bir   - martingali olsun. O zaman 

      ve     için, 

 

       
       

            
   

 

 

dır.  

 

 Ġspat.    bir   - martingali olduğunda   
     

       , Sonuç      ‟den bir 

submartingaldir. Teorem 2.4.6.‟nın (2.14)‟nden, 

 

       
       

            
     

 

dir. 

   ‟nin,               süzgeç uzayında negatif olmayan bir submartingal olduğu 

göz önünde bulundurulduğunda her      ve     için, iki rastgele değiĢken               

               ve      negatif olmayandır ve Teorem 2.4.6.‟nın (2.14)‟ne göre 

aĢağıdaki eĢitsizliği sağlar.     için, 

 

               

     

 

 

dir.



 

 

 

3. MARTĠNGALLERĠN FĠNANS MATEMATĠĞĠNDE UYGULANMASI 

 

Finans pazarının esas özelliklerinden biri belirsizlik durumu içermesidir. Buna göre 

herhangi bir hisse senedinin   anındaki değerini önceden kesin olarak tahmin etmek 

genellikle mümkün olmamaktadır. Bu yüzden de bir hisse senedinin   anındaki değeri bir 

rastgele değiĢken olarak düĢünülür. 

Finans pazarının matematiksel modelini inceleyen finans matematiğinde ilk sonuç 

1900 yılında Fransız matematikçi Bachelier tarafından alınmıĢtır. Bachelier Fransa 

borsasında hisse senetlerinin değerinin zamanla değiĢimini incelemiĢtir. Ayrıca 

günümüzde Brownian Hareketi olarak adlandırılan stokastik sürecin tanımını vermiĢtir 

(1905). Ancak daha sonra Brownian hareketinin daha geliĢmiĢ matematiksel modeli 1923 

yılında Nobert Wiener tarafından verilmiĢtir. Bachelier‟in aldığı sonuçlar, zamanında 

değerini almamıĢ ve uzun süre unutulmuĢtur.  

Finans pazarının incelenmesinde olasılık teorisinin kullanılması 1952 yılında ABD‟li 

bilim adamı Markovits‟in çalıĢmaları ile yeniden gündeme gelmiĢtir. Onun çalıĢması 

portföy teorisi ile ortaya çıkmıĢtır. Markovits hisse senetlerinin portföyünün 

oluĢturulmasında her bir hisse senedinin gelecek değerine rastgele değiĢken gibi bakmıĢ ve 

o rastgele değiĢkenin beklenen değerini beklenen kar, varyansını ise risk olarak 

tanımlamıĢtır. Markovits‟in bu çalıĢması finans matematiğinde bir devrim olarak 

değerlendirilmiĢtir ve matematiğin finansta kullanımının temelini oluĢturmuĢtur. Daha 

sonra diğer ABD‟li bilim adamı Tobin, Markovits‟in teklif ettiği modeli biraz daha 

geliĢtirmiĢtir. 1965 yılında Samuelson yeniden Bachelier modeline dönerek onu daha da 

geliĢtirmiĢtir. Samuelson geometrik veya ekonomik Brown hareketi kavramını bilime 

getirmiĢtir. Olasılık teorisinin finansal uygulamalarından biride Black ve Scholes‟in 1973 

yılında yaptığı çalıĢmadır. Black ve Scholes bu çalıĢmada normal dağılımdan yararlanarak 

opsiyonlar diye adlandırılan kıymetli kağıtların değerinin bulunması için bir formül ileri 

sürmüĢlerdir. 

Martingaller finans matematiği uygulamalarında kullanılmaktadır. Bu uygulamalara 

girmeden önce finansa ait bazı bilgileri verilmiĢtir. 
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Tanım 3.1 (Trend). Belirli bir zaman dilimi aralığında belli bir seyri oluĢturan 

değerlerde ortaya çıkan sürekli artma ya da azalmaları ifade eder. Ekonomik anlamda trend 

piyasanın gittiği yönü gösterir. Bu yön piyasanın iniĢ çıkıĢlarıdır (URL 6 ve 7, 2011).  

 

Tanım 3.2 (Likidite). Döviz, menkul kıymet, gayrimenkul gibi herhangi bir aktifin 

kısa sürede ve sorunsuz bir Ģekilde (değer kaybına uğramadan) nakde çevrilebilmesini 

ifade eder (URL-8, 2011).   

 

Tanım 3.3 (Arbitraj). Farklı ülkelerin piyasalarında kote edilen döviz kurları 

arasındaki farklılıktan yararlanarak kazanç sağlamak amacıyla bir paranın, ucuz olduğu 

piyasadan alınıp pahalı olduğu piyasalarda satılması iĢlemidir.  

Menkul kıymetler, kıymetli madenler, kıymetli evrak gibi değerler de, iki piyasa 

arasındaki fiyat farklarından yararlanmak amacıyla fiyatların düĢük olduğu yerlerden 

alınarak fiyatların yüksek olduğu yerlerde satılabilmektedirler. Turkcell hisseleri menkul 

kıymet arbitrajına örnek verilebilir. Çünkü hem NewYork borsasında hem de ĠMKB‟de 

iĢlem görmektedir (URL-9, 2010).  

 

Tanım 3.4 (Tahvil). Devletin veya anonim ortaklıkların en az 1 yıl ve daha uzun 

vadeyle, ödünç para bulmak amacıyla, itibari değerleri eĢit ve ibareleri aynı olmak üzere 

çıkardıkları borç senetleridir. Tahviller, elinde bulunduran için alacaklılık hakkı doğuran 

ve düzenli aralıklarla faiz geliri getiren sabit getirili menkul kıymetlerdir (URL-10, 2011). 

 

Tanım 3.5 (Opsiyon). Ekonomi dünyasında opsiyon sözleĢmeleri herhangi bir varlığı 

belirli bir vadede ya da vadeye kadar belirli bir miktarda, belirli bir fiyattan alma ya da 

satma hakkı veren sözleĢmelerdir.Opsiyonların uygulanabilme vadelerine göre ise iki türü 

vardır: 

 Amerikan tipi opsiyon 

 Avrupa tipi opsiyon 

 

Amerikan tipi opsiyonlar vadeden önce herhangi bir tarihte opsiyon alıcısı tarafından 

kullanılabilirler. Avrupa tipi opsiyonlar ise yalnızca vadesinde kullanılabilirler. Bu yüzden 

Amerikan tipi opsiyonların değeri genelde Avrupa tipi opsiyonların fiyatlarından yüksektir 

(URL-11, 2011). 

http://tr.wikipedia.org/wiki/Ekonomi
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3.1. Stokastik Finansal Modellemede Martingal Metodları 

 

Martingaller, modern finans teorisindeki en önemli araçlardan biridir. Burada 

martingal teorisinin temel özellikleri verilecektir. Bunun yanında martingal teorisi oldukça 

geniĢ olduğundan, sadece teorinin menkul kıymetlerin fiyatlandırılması ile doğrudan 

iliĢkili yönleri üzerinde durulacaktır.  

      ‟de ki küçük değiĢimler,         ‟deki küçük değiĢimler,      ve     ise 

sonsuz küçük aralıklar üzerindeki stokastik değiĢimleri göstermektedir. Bu diferansiyeller, 

sürekli bir zamanda gözlenmiĢ olan sonsuz küçük stokastik değiĢimler olarak 

yorumlanabilir.   ve    küçük bir aralığı,    sonsuz küçük bir aralığı göstermektedir. 

Martingal teori, gözlenmiĢ olan zaman serilerini, izlemiĢ oldukları trendlere göre 

sınıflandırır. Eğer bir stokastik sürecin yörüngeleri periyodiklik ya da makul trendler 

göstermiyorsa bu stokastik sürecin martingal gibi davrandığı söylenir. Ortalamanın 

üzerinde artma gösteren süreç submartingal, ortalamanın altında artan süreç süpermartingal 

olarak adlandırılır. 

Bir   zaman indeksi ile indekslenmiĢ rastgele değiĢkenlerin bir topluluğu 

gözlemlensin. Burada zamanın sürekli olduğu ve sürekli zamanlı stokastik süreçlerle 

ilgilenildiği kabul edilmektedir. GözlenmiĢ olan süreç,               ile informasyon 

kümelerinin bir ailesi              ile gösterilsin. Ġlgilenilen probleme bağlı olarak    

farklı tipteki informasyonu gösterecektir.   , finansal piyasalarda   zamanına kadar 

gözlenmiĢ fiyatlardan elde edilen informasyonu gösterecektir.       olmak üzere 

informasyon kümeleri ailesi          özelliğini sağlayacaktır. Daha önceki 

bölümlerde de belirtildiği gibi              kümesine süzgeç adı verilir.  

Martingal teorisinde sürecin zamanın belirli noktalarındaki değerini düĢünmek 

gerekecektir. Bu ise       sürekli zaman aralığında,                     

Ģeklinde çeĢitli zaman periyotlarını gösteren bir      dizisi seçilerek yapılabilir.    ‟da 

            olduğundan       aralığı gittikçe daha küçük parçalara bölünür. Burada 

sonlu       aralığı üzerinde,    rastgele fiyat süreci ele alınsın. Belirli bir    zamanında, 

fiyat sürecinin değeri,    
 olacaktır. Eğer   ‟nin değeri, her bir     için    informasyon 

kümesi tarafından içeriliyorsa,              sürecine,               informasyon 

kümesine göre uyarlanmıĢtır denir. Yani    informasyon kümesi verilmiĢ olduğunda,    

değeri bilinir (Önalan, 2004). 



61 

 

 

 

Örnek 3.1.   ‟nin bir martingal süreci izlediği kabul edilsin.     uzunluğundaki 

bir aralık üzerinde   ‟deki değiĢimin kestirimi düĢünülsün: 

 

                             

 
 

   ,     informasyon kümesine göre uyarlanmıĢ olduğundan          ‟dir.    martingal 

olduğundan, 

 

                        

 

olur. Buradan, 

 

                          

 
 

elde edilir. Yani, keyfi bir      aralığı üzerinde,   ‟deki değiĢimin  en iyi tahmin edicisi 

sıfırdır. Diğer bir deyiĢle martingal süreçlerinde gelecek hareketlerin yönlerini kestirmek 

imkansızdır. Bu ise martingal gibi davranan süreçlerin temel karakteristiğidir. 

Eğer bir sürecin yörüngeleri uzun veya kısa vadeli trendler gösteriyorsa, süreç bir 

martingal değildir. (Bir martingalin bir örneklem eğrisi kısa vadeli trendlere benzer kalıplar 

ihtiva edebilir. Bununla birlikte bu yukarıya veya aĢağıya doğru olan trendler tamamen 

rastgele ve herhangi bir sistematik karaktere de sahip değildirler). Martingal tanımının çok 

önemli bir özelliğini vurgulamakta fayda vardır. 

 

 Bir martingal süreci her zaman bir informasyon kümesi ve bir olasılık ölçümü ile 

tanımlanır. 

 

Eğer informasyonun içeriği veya süreçle ilgili olasılıkları değiĢtirilirse süreç bir 

martingal olmayabilir. Bunun terside doğrudur. Martingal gibi davranmayan bir    süreci 

verilmiĢ olsun. Bu durumda, ilgili olasılık ölçümü   değiĢtirilerek    bir martingale 

dönüĢtürülebilir. 
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3.2. Menkul Kıymet Fiyatlamada Martingal Kullanımı 

 

Yukarıdaki tanıma göre, informasyon kümelerinin bir ailesi verilmiĢ olduğunda, 

  ‟nin gelecek hareketleri tam olarak kestirilemiyorsa,    martingal süreci gibi davranır. 

Bir iskontolu tahvilin fiyatının zamanla artması beklenir. Genelde aynı Ģey hisse senedi 

fiyatları içinde doğrudur. Onlarında ortalamanın üzerinde artması beklenir. Bu durumda, 

  ,   vadeli iskontolu tahvilin     zamanındaki fiyatını gösteriyorsa, 

 

                

 

olur. Ġskontolu tahvilin fiyatının bir martingal gibi hareket etmediği açıkça görülür. Benzer 

Ģekilde,    hisse senedi fiyatı da, pozitif bir beklenen değere sahip olduğundan bir 

martingal gibi davranmaz. Küçük bir   aralığı için,             

 

                                   

 
 

 , pozitif beklenen getiri oranıdır. Buradaki yaklaĢıklık,            ‟nin Taylor serisi 

açılımında,  ‟yı içeren daha yüksek mertebeden terimlerin düĢürülmesindendir. 

 

                     

 

    , Taylor açılımındaki yüksek mertebeli terimleri göstermektedir ve     olduğunda 

       olur. Yukarıdakine benzer ifadeler opsiyonlar içinde söz konusudur. Örneğin 

opsiyonlar zaman değerine sahiptirler. Zaman azaldıkça Avrupa tipi opsiyonun fiyatıda 

azalır (diğer Ģartlar aynı kalmak Ģartıyla). Böyle bir süreç süpermartingal olarak adlandırılır.  

Menkul kıymet fiyatları çoğunlukla submartingal veya süpermartingal süreci 

izliyorsa, neden martingallerle ilgilenilir. Çünkü martingal olmayan birçok menkul kıymet 

martingallere dönüĢtürülebilir. Yani risksiz orandan iskonto edilmiĢ olan tahvil veya hisse 

senedi fiyatları martingal olacak Ģekilde bir    olasılık dağılımı bulunabilir. Eğer bu 

yapılabiliyorsa, 

 Tahvil fiyatları için,                               

 Hisse senedi fiyatları için,                         . 
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Bu eĢitlikler türev menkul kıymetlerin fiyatlamasında da çok kullanıĢlıdır. Önemli bir 

sorun bu dönüĢümün nasıl yapılacağıdır. Submartingal süreçlerini martingal süreçlerine 

dönüĢtürmenin iki yolu vardır. 

 

1.        veya       ‟den beklenen trendi çıkartmaktır. Bu sayede trend 

civarındaki sapmalar tamamen kestirilemez yapılmıĢ olur. Böyle dönüĢtürülmüĢ 

değiĢkenler bir martingal olur. Bu metodoloji martingaller için gösterim sonuçlarını 

kullanmaya denktir. 

2. Bu yöntem biraz daha karmaĢık fakat kullanıĢlıdır. Submartingali doğrudan 

dönüĢtürmek yerine onun olasılık dağılımına bir dönüĢüm uygulanabilir. Yani, 

 

  
                   (3.1) 

  

ise burada   
     P olasılığı kullanılarak hesaplanan koĢullu beklentidir. ġu halde aĢağıdaki 

eĢitliği sağlayacak Ģekilde denk bir    olasılığı bulunabilir: 

 

  
                       . (3.2) 

 

Bu durumda        bir martingal olur. (3.1)‟i (3.2)‟ye dönüĢtüren olasılık dağılımlarına 

denk martingal ölçümleri denir (Önalan, 2004).  

 

3.3. Stokastik Modellemede Martingaller 

 

Arbitraj fırsatlarının yokluğunda, piyasa dengesi tüm iskonto edilmiĢ menkul kıymet 

fiyatları   ‟nin martingal gibi davranacak Ģekilde bir    olasılığı bulunabileceğini ifade eder: 

 

                           . 

 
 

Bu yüzden martingaller menkul kıymet fiyatlamada çok önemlidirler.   ,    olasılığına ve 

     informasyonuna göre martingal özelliğine sahip bir menkul kıymet fiyat süreci ise, 
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olur. Sürekli zamanda    ne tip yörüngelere sahiptir? Bu sorunun cevabını verebilmek için 

önce, martingal farkları yani    ‟ler tanımlanmalıdır: 

 

            . 

 
 

   bir martingal olduğundan, 

 

              

 
 

olur. Bu eĢitlik, zaman aralığı  ‟nın ne kadar küçük olduğuna bakılmaksızın bir 

martingalin artımlarının toplam olarak kestirilemez olması gerektiğini söyler. Fakat sürekli 

zamanla çalıĢıldığından çok küçük  ‟lar düĢünülebilir. Bu durumda martingaller çok 

düzensiz yörüngelere sahip olmalıdırlar. Ancak,    sonsuz küçük   zaman aralıklarında 

herhangi bir gözle görülebilir trend göstermemelidir. Eğer böyle bir trende sahipse süreç 

kestirilebilir olmalıdır. Böyle düzensiz yörüngeler iki farklı Ģekilde olabilir. Yörüngeler 

sürekli ise sürece sürekli martingal denir. Bu,    ‟da tüm     için          olması 

gerektiği anlamına gelir. Yörüngeler sıçramalar gösteriyorsa sürece sağ sürekli martingal 

adı verilir. Sağ sürekli martingallerde yörüngeler sıçramalarla kesilmiĢtir. Sıçrama 

zamanları            „de martingal sağ süreklidir. Özellikle arbitraj teoremi verilmiĢ 

olduğunda, yörüngelerinin düzensiz davranıĢı ve sıçramaların mümkün olması menkul 

kıymet fiyatlarının teorik olarak göstermek için istenir. 

Ġkinci momente sahip sürekli bir    martingali ile ilgilenilsin. 

 

    
         

 
 

olsun. Böyle bir süreç sonlu varyansa sahip olup sürekli kare integrallenebilir martingal 

olarak adlandırılır. Diğer bir deyiĢle sürekli kare integrallenebilir martingaller sınıfı 

Brownian hareketine çok yakındır. Buradan değiĢimlerin kestirilemezliği ve sıçramaların 

yokluğu sürekli zamanda Brownian Hareketi‟nin iki özelliğidir. Eğer sürekli kare 

integrallenebilir martingal bir menkul kıymet fiyatını modellemek için uygunsa, fiyat 

sürecinin küçük artımlar için normallik varsayımı yapılabilir.  
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Örnek 3.2. Küçük zaman aralıkları   süresince gözlenen iki bağımsız Poisson 

sürecini kullanarak bir martingal kurulsun. Finansal piyasaların iyi ve kötü haberlerden 

etkilendiği kabul edilsin. Burada   
 ,   zamanına kadar ki iyi haberlerin sayısı ve   

 ,   

zamanına kadar ki kötü haberlerin sayısını göstermektedir. 

Haberlerin finansal piyasalara geliĢi, geçmiĢle iliĢkisiz olup, iyi ve kötü haberler 

bağımsızdır. Sonuç olarak küçük bir   aralığı süresince iyi ve kötü haberlerden en çok bir 

tanesi olabilir. Her iki tip haber içinde olma olasılığı aynıdır. Böylece   süresince    , 

    artımlarının olasılıkları yaklaĢık olarak aĢağıdaki Ģekilde verilir: 

 

     
          

       .  

 

Bu durumda,    Ģu Ģekilde tanımlanır:  

 

     
    

   

 

bir martingal olacaktır. Bunu görmek için   ‟nin artımları aĢağıdaki gibi tanımlansın: 

 

       
     

 . 

 
 

KoĢullu beklenti operatörü uygulanırak,  

 

              
         

    

 

yaklaĢık olarak,  

 

      
                        

 

benzer Ģekilde,  
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Bu durumda,    informasyon kümesi verilmiĢ olduğundan   ‟deki artımlar kestirilemezdir. 

Yani    bir martingaldir.   süresince iyi ve kötü haberlerin olasılıkları aynı ve    ise    

bir martingaldir. Eğer iyi haberlerin olma olasılığı kötü haberlerinkinden büyükse, 

 

     
              

          

 

ise   ,   ‟ ye göre bir martingal olmayacaktır. Çünkü, 

 

                             

 

dır. Bazı olasılık ve informasyon kümesi değiĢtiğinden sürecin martingal karakteristiği 

değiĢebilir (Önalan, 2004). 

 

3.4. Martingal Olan Süreçler 

 

3.4.1.  Brownian Hareketi 

 

  ‟nin artıĢlarının normal dağılmıĢ sürekli zamanlı süreç olduğu kabul edilsin. Böyle 

bir sürece Brownian Hareketi denir. Her   için   ‟nin değeri gözlendiğinde   ‟deki her bir 

sonsuz küçük değiĢim anı     ile gösterilsin.  ‟deki artımsal değiĢimler bağımsızdır 

(zamana göre). Bu Ģartlar altında, eğer   küçük bir aralıksa,   süresindeki artmalar    ,    

ortalama ve     varyansı ile bir normal dağılıma sahip olacaktır. Bunun anlamı,  

 

              (3.3) 

 

„dir. Bu artırımların iliĢkisizliği aĢağıdaki Ģekilde ifade edilebilir: 

 

                     .  

 

   bir martingal mi?    süreci sonsuz küçük artıĢların birikimidir. Yani, 
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integralinin iyi tanımlanmıĢ olduğu kabul edilsin. Bu durumda beklentileri hesaplanabilir. 

(3.3)‟deki olasılık dağılımına göre beklenen değeri alınsın ve    üzerinde   zamanına kadar 

gözlenmiĢ informasyon verilmiĢ olsun. 

 

                   

   

 

    

 

Fakat   zamanında      ‟nin gelecek değerleri kestirilebilir. Çünkü küçük   aralıkları 

süresinceki tüm değiĢimler   ‟ye eĢit beklentiye sahiptir. Bunun anlamı Ģudur: 

 

       

   

 

       

 

Böylece, 

 

                

 

olur. Açıkça Ģu anki ve geçmiĢ   üzerindeki informasyona ve (3.3)‟deki olasılık 

dağılımına göre      bir martingal değildir.  

Yeni bir          sürecinin martingal olduğunu göstermek kolaydır: 
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Bu durumda,    bir martingaldir. Böylece bir deterministik fonksiyon çıkararak   ‟yi bir 

martingale dönüĢtürmek mümkündür.  

 

3.4.2.  Kareler Süreci 

 

Küçük zaman aralıkları   süresince, iliĢkisiz artmalı bir    süreci ele alınsın. 

BaĢlangıç noktası       olmak üzere, 

 

             .      

 

Yeni bir süreç tanımlansın: 

 

     
 . 

 

Buna göre   ,   ‟nin kareköklerinden oluĢan negatif olmayan bir süreçtir.    bir martingal 

mi? Cevap hayırdır. Çünkü  ‟nin artmalarının karelerinin toplamı kestirilebilir. Bir küçük 

  aralığı için   ‟deki artıĢların beklenen değeri, 

 

       
    

                  
    

              
  

 

dir.   ‟nin geçmiĢi Ģu anla iliĢkisiz olduğundan çarpım terimleri düĢer. Bunun anlamı Ģudur: 

 

          . 

 

Yani   ‟deki artıĢlar kestirilebilir olduğundan    bir martingal değildir. Fakat   ‟de 

ortalamayı değiĢtirerek bir martingal elde edilebilir. 

 

                       . 

 

  ‟den  
   çıkarılarak bir martingal bulunur. Bir stokastik süreç martingal değilse özel bir 

ortalama      çıkararak süreç martingale dönüĢtürülebilir. 
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Finansal piyasalarda bir riskli menkul kıymetin gözlenmiĢ olan piyasa değerinin 

onun risksiz faiz oranı ile iskonto edilmiĢ beklentisine eĢit olması beklenmeyebilir. Yani  

bir risk primi vardır. Böylece herhangi bir riskli malın fiyatı, risksiz faiz oranı ile iskonto 

edildiği zaman bir martingal olmayacaktır. Fakat önceki tartıĢmadan, böyle menkul kıymet 

fiyatları belki martingale dönüĢtürülebilir. Böyle bir dönüĢüm finansal malların 

fiyatlandırılması için çok uygundur. 

 

3.4.3.  Sağ Sürekli Martingaller 

 

Tekrar    poisson sayma süreci ele alınsın.    bir sayma süreci olduğundan ve 

sıçramalar zamanla büyüyeceğinden    zamanla artacaktır. Böylece    bir martingal 

olmayabilir.   ‟nin artan bir trende sahip olduğu açıktır.   
  dönüĢtürülmüĢ poisson süreci 

olmak üzere, 

 

  
                       

 

bir martingal olacaktır. Açıkça   
  kestirilemeyen artıĢlara sahiptir ve bir sağ sürekli 

martingaldir. Ayrıca varyansı sonludur ve sürekli kare integrallenebilir martingaldir. 

 

3.4.4.  Martingal Gösterimi 

 

Sürekli zamanlı süreçlerin büyük bir kısmı uygun ortalamalara çıkarmak suretiyle 

martingallere dönüĢtürülebilir. Bu kısımda, bu özel durumları formülize edilerek Doob-

Meyer ayrıĢımı tartıĢılacaktır. Önce temel bir örnek verilsin. Bu örneğin incelenmesinin 

nedenleri: 

 

 Sürekli zamanın bir parçalanması ile çalıĢarak, menkul kıymetleri fiyatlandırmak 

için pratik bir yöntem sunmaktadır. 

 Böyle bir yapı ile baĢlanarak ito integralinin kompleks yapısını anlamak daha 

kolay olmaktadır. 

 Örnek, menkul kıymet fiyatları ile iliĢkili çeĢitli yörüngelere nasıl olasılıklar 

atanacağı ve bir olasılık uzayının tartıĢılmasını sağlamaktadır (Önalan, 2004). 
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Örnek 3.3. Yatırımcının    finansal malının fiyatını; 

 

                                    

 

zamanlarında gözlendiği kabul edilsin. Eğer      ve    zamanları arasındaki aralıklar çok 

küçükse ve piyasa likit ise malın fiyatı,         süresince en çok yukarıya veya aĢağıya 

hareket edecektir. Bu, her bir    anında sadece iki mümkün değer vardır diye formülize 

edilsin. 

 

    
  

                  
                      

  

 

Bu değiĢimlerin birinin diğerinden bağımsız olduğu kabul edilsin. Ayrıca eğer   
 

 
  ise 

    
‟nin beklenen değeri sıfır olacaktır. Aksi takdirde fiyat değiĢimlerinin ortalaması 

sıfırdan farklıdır. Bu Ģartlar verilmiĢ olduğunda önce baz olasılık uzayı kurulsun.   farklı 

zaman noktasında     gözlensin.    
‟deki değiĢimin olasılığı           sadece bir 

marjinal olasılık dağılımıdır. Ġlgilenilen Ģey fiyat değiĢimlerinin bir dizisinin olasılığıdır. 

Diğer bir deyiĢle çeĢitli yörüngelerle iliĢkili olasılıklar tartıĢılacaktır (örneğin yatırımcı mal 

fiyatlarında Ģu an yükselen veya düĢen trendin uzunluğu ile ilgilenebilir). Bunun yapılması 

bir olasılık uzayının kurulmasını gerektirir. Ġlk önce fiyat değiĢimlerinin tüm mümkün 

örneklem eğrilerinin kurulmasına ihtiyaç vardır. Bu uzaya örnek uzay denir. Onun 

elemanları   ‟lerin ve   ‟lerin dizileridir. Tipik bir örneklem eğrisi, 

 

     
          

      

 

Ģeklindedir.   sonlu    
 baĢlangıç noktası olduğundan, artımsal değiĢimler eklenerek, mal 

fiyatları tarafından izlenen yörünge kolayca belirlenebilir. Bu Ģekilde, tüm mümkün 

yörüngelerin kümesi kurulabilir. Yani örnek uzay kurulabilir. Sonra bu yörüngelerle iliĢkili 

bir olasılık tanımlanır. Fiyat değiĢimleri bağımsız (ve   sonlu) olduğu zaman bunu yapmak 

kolaydır. Belirli bir dizinin olasılığı her bir fiyat değiĢiminin olasılıkları çarpılarak bulunur 

ki   ‟da    ile baĢlayan, sonra   ‟ya kadar değiĢen, 
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aĢağıdaki olasılığa sahip olacaktır (k olay olduğu kabul edilerek); 

 

        
 
      

 
              

 

Bir yörüngenin olasılığı, ilk     periyot süresince sürekli artar ve    zamanına kadar 

sürekli azalır.   sonlu olduğundan örnek uzayda sonlu sayıda yörünge vardır. Bu 

yörüngelerin her birine bir olasılık atanır. 

 

   
    

      
      

                          

 

   

 (3.4) 

 

   
 için en yüksek mümkün değer    

  ‟dır. Eğer tüm değiĢimler     
          ,     

ise bu sonuç elde edilecektir. Bu sonucun olasılığı, 

 

     
    

        

 

   
‟nın en küçük değeri    

  ‟dır. Bunun olasılığı,  

 

     
    

                         

 

ile verilir. Bu ekstrem durumlarda,    
    

   veya    
    

   olan sadece bir 

yörünge vardır. Burada  , gözlenmiĢ olan artımsal değiĢimler sayısını,     ‟lerin sayısını 

ve     olmak üzere       ‟lerin sayısını göstermektedir: 

 

   
    

                             

     
    

         
               (3.5) 

 

Burada,  
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ile verilen binom dağılımı    ‟ da bu dağılım normal dağılıma yakınsar. 

 

3.4.5. Hisse Senedi Fiyatının Martingal Olmasının Gösterilmesi  

 

(3.4) denklemi ile tanımlanmıĢ olan     
      

 geçmiĢ fiyat değiĢimlerinin 

artmalarından ibaret informasyon kümesine göre bir martingal mi? (3.5)‟de verilmiĢ olan 

olasılıklar altında beklentiler düĢünülsün: 

 

      
    

     
         

                          

 

Sağ taraftaki ikinci terim     
‟ nın beklentisidir.       ise bu terim sıfırdır. 

 

      
    

     
         

        

 

      ise     
      

  informasyon kümesine göre martingal olmayacaktır.    
 aĢağıdaki 

Ģekilde tanımlansın ki buda    
‟ya göre tekrar martingal olacaktır. 

 

   
     

               
            

 

   

 

   
    

                         

 

3.4.6. Doob-Meyer Gösterimi 

 

Burada herhangi bir    zamanında bir yukarı hareketin olasılığının bir aĢağıya 

hareketin olasılığından daha büyük olduğu durumu düĢünülsün. Bu durumda gözlenmiĢ 

olan yörüngelerle genel bir yukarıya doğru trend beklenir. 
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      (3.6) 

 

Daha önce gösterildiği gibi, 

 

      
    

    
        

       
       , 

      
    

    
        

       
 . 

 

(3.6)‟ya göre      olduğundan     
  bir martingaldir. 

 

   
                           

        

     
         

 
(3.7) 

 

Burada    
 bir martingaldir. Böylece bir submartingali artan deterministik bir değiĢken ve 

bir martingale ayrılmıĢ olur. (3.7)‟deki ifade Doob-Meyer ayrıĢımının basit bir durumudur. 

Bu terim çoğunlukla sürekli zamanlı martingaller için kullanılır. Burada bir sürekli zamanlı 

aralığın bir kesikli zamana parçalanması ile çalıĢılacaktır. 

Bir yükselen trendli submartingalin bir deterministik trend ve bir martingale ayrıĢımı, 

sürekli zamanda sonlu sayıda noktada gözlenmiĢ bir süreç için yapılmıĢtır.  

Eğer           ,      ailesine göre bir sağ sürekli submartingal ise ve eğer tüm 

  için         ise o zaman    aĢağıdaki gibi ayrıĢtırılabilir: 

 

                    

 

Burada   , sağ sürekli martingali ve   ,   ‟ye göre ölçülebilir artan bir süreci 

göstermektedir. 

Bu teorem Ģunu gösterir. Eğer sürekli bir Ģekilde gözlenen mal fiyatları sıçramalar ve 

aynı zamanda da yukarıya doğru trende sahipse, o zaman onlar,   zamanına kadar 

gözlenmiĢ olan bir süreç çıkartılarak martingale dönüĢtürülebilir. Eğer orijinal sürekli 

zamanlı süreç herhangi bir sıçrama göstermiyor fakat sürekli ise, o zaman sonuçtaki 

martingalde sürekli olacaktır.  
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3.4.7. Doob Gösteriminin Kullanımı 

 

        ve bir    baz malı üzerine yazılmıĢ bir alım opsiyonunun değeri    

aĢağıdaki fonksiyonla verilmiĢ olsun: 

 

              . 

 

Burada  , opsiyonun vadesini gösterir.       zamanında   ‟nin tam değeri bilinmez. 

Fakat   zamanına kadar elde edilebilir informasyon   ‟yi kullanılarak onun için bir 

tahminci hesaplanabilir: 

 

                            . 

 

Buradaki beklenti, fiyat hareketlerini idare eden, dağılım fonksiyonuna göre alınmıĢtır. Bu 

kestirici verilmiĢ olsun. Bu durumda    adil piyasa değeri  
                 ‟nin özel 

bir Ģekilde iskonto edilmiĢ değerine eĢit olacak mıdır?  

Ġskonto için, sabit risksiz faiz oranı   kullanılsın: 

 

                              . 

 

Bu denklemin   ‟nin adil piyasa değerini verip vermediği  
     ‟nin bir martingal olup 

olmamasına bağlıdır. Eğer öyle ise, 

 

                    . 

 

EĢitliğin her iki tarafıda      ile çarpılırsa, 

 

                                        

 

olur ve        bir martingal olur.  

Yatırımcıların riski sevmedikleri varsayımı altında bir riskli menkul kıymet için Ģu 

yazılabilir: 
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                    . 

 

Yani        bir submartingal olacaktır. Fakat Doob-Meyer ayrıĢımına göre,        

ayrıĢtırılırsa, 

 

             (3.8) 

 

Burada   ,   ‟ye göre artan bir süreç ve   ,    ‟ye göre bir martingaldir. Eğer   kolayca 

elde edilebiliyorsa, (3.8)‟deki ayrıĢım kullanılabilir. 

 

3.5. Stokastik Ġntegral 

 

Buraya kadar elde edilen sonuçlar yeni bir martingal    
‟yi tanımlamak için 

kullanılabilir. Burada      
,      

 ‟e göre uyarlanmıĢ herhangi bir süreçtir.    ‟de   ölçümü 

ve   ’ye göre herhangi bir martingal olduğunda süreç aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır:  

 

   
    

       
    

      
     

 

   

   

 

ve   ‟ye göre bir martingal olacaktır. Bu gösterimin arkasında yatan temel fikir Ģudur.    

bir martingaldir ve artıĢları kestirilemezdir.      
      

‟e göre uyarlanmıĢtır. Bunun anlamı 

Ģudur.      
‟ler verilmiĢ olduğunda      

‟ler sabitlerdir. O zaman     
‟deki artıĢlar      

 ile 

iliĢkisiz olacaktır. Bu gözlemler kullanılarak aĢağıdaki hesaplanabilir: 

 

   
    

     
    

       
      

    
      

  

 

   

   

 

Fakat    
‟ deki artıĢlar      zamanlarında kestirilemezdir. 

 

    
      

         
   . 
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Bu durumda,       
     

    
   ‟dır. Bu da  

 

   
    

     
 

 

olduğunu gösterir.    martingal özelliğine sahiptir. Bu Ģekilde tanımlanmıĢ    bir 

stokastik integralin ilk örneğidir. 

               ‟ da benzer bir sonuç bulunabilir mi? ġöyle bir ifade bulunabilir. 

 

                         

 

 

 (3.9) 

 

Burada,    , sıfır ortalamalı bir sonsuz küçük stokastik artmayı gösteriyor.  

 

3.5.1.  Finansal Uygulama (Ticaret Kazançları) 

 

Stokastik integraller finans teorisinde ilginç uygulamalara sahiptirler. Bu 

uygulamalardan bir tanesini vermek için,     ticaret zamanlarında bir risksiz ve bir riskli 

menkul kıymete yatırım yapan bir yatırımcı düĢünülsün. 

 

                    

 

Burada      
,   ‟de ticaret baĢlamadan elde tutulan risksiz menkul kıymetin hisselerinin 

sayısını ve      
,   ‟de ticaret baĢlamadan elde tutulan riskli menkul kıymetin hisselerinin 

sayısını göstermektedir. Bu rastgele değiĢkenler    - uyarlanmıĢ olacaktır (yani    

zamanında yatırımcı elde tuttuğu riskli ve risksiz menkul kıymet miktarını bilir).    
 ve  

   
 baĢlangıçta elde tutulan miktar olup rastgele değildir. Burada    

, risksiz menkul 

kıymetin    zamanındaki fiyatını ve    
, riskli menkul kıymetin    zamanındaki fiyatıdır. 

Ticaret stratejilerinin kendini finanse eden olduğu kabul edilsin. Yani    zamanındaki 

yatırımlar sadece      zamanındaki yatırımlar ile finanse edilmektedir. Diğer bir deyiĢle; 

 

     
   

      
   

    
   

    
   

                 (3.10) 
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Bu stratejiye göre yatırımcının bugünkü yatırım tam olarak onun önceki periyottaki 

yatırımı ile finanse edilmiĢtir. (3.10)‟un sol tarafı için tekrarlı olarak dönüĢüm ve aĢağıdaki 

tanımlar uygulanırsa, 

 

   
      

     
      

 , 

   
      

     
      

 , 

 

aĢağıdaki ifade elde edilir: 

 

          
   

      
      

        
      

   
       

   

   

 

              
   

    
   

. 

(3.11) 

Burada sağ taraf    zamanından sonra karar vericinin servetidir. (3.11)‟in sağ tarafı 

stokastik integralin kurgusu ile aynıdır. ġu halde, stokastik integraller yatırımcıların bütçe 

kısıtlarını modellemek için doğal modellerdir (Önalan, 2004). 



 

 

4. YAPILAN  ÇALIġMALAR VE BULGULAR 

 

 Bu çalıĢmada temeli bahis stratejilerine dayanan martingal teorisi üzerinde 

durulmuĢtur. Martingal teorisine giriĢ yapılmadan önce sigma cebire göre koĢullu beklenen 

değerin özellikleri ve bu özelliklerin temelini oluĢturan olasılık teorisinin kavramları 

ayrıntılı olarak verilmiĢtir. 

  Martingallerin özellikleri ayrıntılı olarak incelenmiĢtir. Bunun yanında 

submartingaller ve süpermartingaller üzerinde durulmuĢtur  Martingal teorisinin, 

martingaller, submartingaller  ve süpermartingaller olmak üzere tanımları ve teoremleri 

incelenmiĢ olup, bunlara ait sonuçlar ispatlarıyla verilmiĢtir. 

Ayrıca finans matematiğine ait temel kavramlar verilmiĢtir. Martingal teorisinin 

finans matematiğinde kullanılmasıyla ilgili gerekli tanımlar incelenmiĢtir. Bunun yanında 

martingal teorisi oldukça geniĢ olduğundan, bu çalıĢmanın finans kısmında sadece teorinin 

menkul kıymetlerin fiyatlandırılması ile doğrudan iliĢkili yönleri üzerinde durulmuĢtur.  



 

 

5. SONUÇLAR 

 

 Bu çalıĢmada martingaller ve temel özellikleri üzerinde durulmuĢtur. Verilen 

tanımlar ve teoremler martingallerin yapısınını anlamakta kolaylık sağlamıĢtır.  

 Submartingallerden ya da süpermartingallerden martingallerin elde edilebildiği ve  

martingal süreçlerinde gelecek hareketlerin yönlerini kestirmenin imkansız olduğu 

görülmüĢtür. Yani bir sürecin gelecek hareketi kestirilemiyorsa martingal olarak 

adlandırılır.  Bunun yanı sıra menkul kıymet fiyatları çoğunlukla submartingal veya 

süpermartingal olmasına rağmen, martingalin daha  çok kullanılmasının nedeninin, 

martingal olmayan bir çok menkul kıymetin martingale dönüĢtürülebilmesinden 

kaynaklandığı görülmüĢtür. 
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