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Rastgele yiiriiylis siireci, bagimsiz ve ayni1 dagiliml rastgele degiskenlerin toplamu ile
ifade edilen bir stokastik siirectir. Rastgele yiiriiyiis siireci bircok uygulama alaninda
kullanilmaktadir. Bilinen uygulama alanlarindan biri de hisse senedi fiyat hareketlerinin
degisiminin rastgele yliriiyiis siireci ile modellenmesidir.

Bu ¢alisma ii¢ ana bolimden olusmaktadir. ilk bsliimde calismada kullanilacak olan
temel kavramlar {izerinde durulmustur. Ikinci béliimde rastgele yiiriiyiis siirecinin genel
tanimi ve bazi uygulamalari ele alinmistir. Son bdliim ise yapilan ¢aligsmalara ayrilmis olup
binomial ve trinomial model uygulamalar1 yapilmistir ve elde edilen sonuglar irdelenmistir.

Rastgele yiirliylis siireci opsiyon fiyatlama modeli olan binomial ve trinomial
modelin temelini olusturmaktadir. Binomial model ve trinomial model kesikli zamanli bir
stirecte hisse senedi fiyat hareketlerini belirli bir zaman araliginda inceler. Bu ¢aligmada
modeller ile ilgili 6rnekler verilerek MATLAB Grafik Kullanici Araytiizii (GUI) yardimiyla
analiz edilmistir. Bu analizler sonucunda binomial ve trinomial modele ait sonraki
doénemler igin fiyat tahminleri, satin alma (Call) ve satma (Put) opsiyonu fiyat tahminleri
hesaplanmistir. Béylece binomial ve trinomial modelin rastgele yiiriiylis siirecine uydugu

gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Rastgele Yiiriiyiis Siireci, Binomial Model, Trinomial Model, Satin

Alma Opsiyonu, Satma Opsiyonu, Hisse Senedi Fiyati
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SUMMARY
RANDOM WALK PROCESSES AND SOME APPLICATIONS
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Random walk process is a stochastic process that is expressed with independent and
identically distributed random variables. Random walk process is used in many application
areas. One of the most known application areas is that change stock price movements are
modeling with random walk process.

This study consists of three main sections. On the first part, general information is
given about basic concepts that will be used in study. In the second part, general definition
and some applications of random walk process are discussed. The last part is allocated for
the studies that binomial and trinomial models applications are done and the results are
research extensively.

Random walk process is the basis of binomial and trinomial option pricing model. In
the discrete time process, binomial and trinomial models examine stock price movements
in a specific time period. In this study, there are some examples about these models that are
analyzed by using MATLAB Graphical User Interface (GUI). As a result of this analysis,
option price forecasts, call and put option price forecasts of binomial and trinomial models
are calculated for the next periods. Thus it is shown that binomial and trinomial models fit

random walk process.

Key Words: Random Walk Process, Binomial Model, Trinomial Model, Call Option, Put
Option, Stock Price
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Rastgele yiirliylis ardisik rastgele adimlardan olusan yoriingelerin matematiksel
ifadesidir. Rastgele yiiriiyiis i¢in, bir molekiiliin s1v1 ya da gaz igerisinde izledigi yol, bir
hayvanin yiyecek aramak igin takip ettigi yol, bir hisse senedinin bir donem igerisindeki
fiyat hareketleri ve bir kumarbazin oyun esnasinda parasinin degisim miktar: gibi birgok
ornek verilebilir. Rastgele ylirliylis stireci bilgisayar bilimlerinde, fizikte, ekolojide,
ekonomide, psikolojide ve diger alanlarda temel bir model olarak kullanilmaktadir.
Rastgele yiirliylis zaman parametresi bakimindan farklilik gosterir. Cogu kez rastgele
yuriiylis kesikli zamanhidir ve &y, &;,&,, ... rastgele degiskenlerinde oldugu gibi indisler
dogal sayidir (URL-1, 2011).

Rastgele yiiriiylis problemi ilk kez Karl Pearson tarafindan ortaya atilmistir. Karl
Pearson sarhos bir adamin yiiriiylis problemini ele almistir. Bu problemde bir adam
hareketine orijinde baslamakta ve rastgele yonlerde L uzunluklu bir adim atmaktadir. Bu
adimdan sonra rastgele bir ag¢i ile L uzunluklu baska bir adim atar ve bu siireci n defa
tekrarlar. Burada n adim sonunda orijinden uzakliginin olasilik dagiliminin ne oldugu
problemi ortaya ¢ikiyor. Pearson aslinda bu problemi ¢6zememistir ama 1905 yilinda ‘The
problem of the random walk’ adl1 yazisin1 Nature dergisinde yaymlatmistir. Bir hafta sonra
Lord Rayleigh ayni gazetede bu sorun i¢in bir cevap yaymnlamistir. Ciinkii, Rayleigh
rastgele yiirtiyiis problemini farkl bir yolla 1880 yilinda ¢6zmiistiir (URL-2, 2009).

Georege Polya 1921 yilinda tamsayili bir kafes tizerinde rastgele yiiriiyiis teoremini
ispatlamistir (URL-3, 2002). Polya, adim sayis1 biiytidiik¢e rastgele yiiriiyiis yapan birinin
bir olasiligt ile orijine donlip donmeyecegini aragtirmistir. Bu arastirmanin sonucunda ise
yalnizca yiiriiyiis bir ve iki boyutta gergeklestirildiginde orijine bir olasilig1 ile doniisiin
miimkiin oldugunu ancak boyut sayisi ii¢ ve daha fazla oldugunda ise orijine bir olasilig
ile doniislin miimkiin olmadigini ifade etmistir.

Ekonomide rastgele yiiriiylis menkul kiymetlerin fiyatlarinin incelenmesinde
kullanilmistir. 1900 yilinda Fransiz matematik¢i Louis Bachlier ‘Theory de la Speculation’
adli tezinde menkul kiymet fiyatlarindaki gilinliik degisimlerin rastgele oldugunu ifade
etmistir. Rastgele Yiiriiyiis Teorisi, menkul kiymetlerin gelecek fiyatlarinin gegmis fiyatlar

kullanilarak tahmin edilemeyecegini, ge¢mis verilerin menkul kiymetin o anki fiyatina



yansimis oldugunu ifade etmektedir. Rastgele Yiiriiylis Teorisi, bir par¢acigin atacagi her
yeni adimin 6nceki adimlarina bakilarak tahmin edilemeyecegi veya havaya atilan hilesiz
bir madeni paranin tura gelmesinin bir sonraki atista da tura gelecegi anlamina
gelmeyecegini ifade etmektedir. Aymi sekilde, teori menkul kiymet fiyatlarinin ge¢mis
fiyat hareketlerine dayanilarak tahmin edilemeyecegini, pargacigin atacagi adimlarin ayni
yonde Olmasinin veya madeni paranin ard arda tura gelmesinin veya menkul kiymetin
fiyatinin ard arda yiikselmesinin ya da azalmasmin sadece rastgele olabilecegini ifade
etmektedir. Teori ilk olarak, 1964 yilinda Paul H. Cootner tarafindan yazilan ‘The Random
Character of Stock Market Prices’ isimli kitapta tanitilmistir. 1965 yilinda Paul Samuelson
tarafindan konu tizerine yeni bir ¢alisma yapilmis ve Bachelier’in 1900°de ortaya koydugu
diistinceler bu ¢alismanin sonrasinda Rastgele Yiiriiyilis Teorisi olarak Finans Bilimi’nde ve
uygulamada tam olarak yerini almistir. Bu gelismenin ardindan konu {izerine hiz kazanan
caligmalarin sonucunda 1970 yilinda Fama, Rastgele Yiiriiylis Teorisi’ni gelistirmistir [21].

Rastgele yiirliylis siireci opsiyon fiyatlama modeli olan binomial ve trinomial
modelin temelini olusturmaktadir. Ik kez 1979 yilinda John C.Cox, Stephen A.Ross ve
Mark Rubinstein [9] tarafindan bulunan binomial model rastgele yiiriiyiis siirecinin 6zel bir
halidir. Ciinkii, binomial model sonraki adimda baslangi¢c fiyatinin belli olasiliklarla
artacagini ve azalacagini varsaymaktadir. Ayni sekilde ilk kez 1986 yilinda Phelim Boyle
[6] tarafindan ortaya atilan trinomial model de rastgele yiiriiyiis stirecidir. Trinomial model
temelde binomial modele benzemektedir ve binomial modelin genisletilmis halidir.
Binomial modelden farki ise bir donem sonra iki fiyat yerine {i¢ farkli fiyat
hesaplamaktadir. Trinomial model donem sonunda fiyatlarin artacagini, sabit kalacagini ve

azalacagini varsaymaktadir.

1.2. Temel Kavramlar

Tamim 1.2.1 (Rastgele Degisken). (Q, T, P) bir olasilik uzayi ve

&EQ— R

w — §(w)

olmak iizere, Va € R igin, {w € Q:é(w) < a} = {7 1(—mw,a]} €J ise & fonksiyonuna

(’da bir rastgele degisken denir.


http://en.wikipedia.org/wiki/Phelim_Boyle

Tamim 1.2.2 (Bernoulli Denemesi). Elemanlari birbirinden bagimsiz bir deneme
dizisinde her denemenin:

i) 1ki olas1 sonucu varsa ve

i1) Bu sonuglarin gergeklesme olasiliklari denemeden denemeye degismiyorsa

bu tiir denemeye Bernoulli denemesi ad1 verilir.

Tamm 1.2.3 (Bernoulli Dagihimi). Bir Bernoulli denemesinin sonuglar1 A ve B ile
ve bunlarin ger¢eklesme olasiliklari da P(A) = p,P(B) =1 —p = q ile gosterilsin ve
burada A = B€’dir. A olay1 gergeklestiginde ¢ rastgele degiskeni 1 degerini, B olay1

gerceklestiginde ise 0 degerini alsin,
P =x)=p*¢'™, x=0,11
ile verilen fonksiyon Bernoulli olasilik fonksiyonu olarak bilinir.

Tamm 1.2.4 (Binom Dagihimi). Bir Bernoulli denemesi n kez tekrarlandiginda
sonuglardan biri A, digerini B ve bunlarin bir denemede gerceklesme olasiliklari sirasiyla p
ve q ile gosterilsin. Burada p,q > 0 ve p + q = 1’dir. A sonucunun x kez gerceklesme

olasilig1
P(¢=x)=b(x;n,p) = (Z) p*q"™; x=0,12,..,n

ile verilir. b(x; n, p)’ye binom olasilik fonksiyonu denir. ¢ rastgele degiskenine de binom

dagilima sahip rastgele degiskendir denir.

Tamim 1.2.5 (Catalan Sayilar1). Cesitli sayma problemlerinde kullanilan Catalan
sayilar1 Belgikali matematik¢i Eugene Charles Catalan (1814 — 1894) tarafindan

bulunmustur. n inci Catalan sayist binom katsayilarinin terimleri ile verilir:

Ch =

1 /on (2n)! .
n+1(n)_(n+1)!n!' n = O igin.



n = 0,1,2,3, ... degerleri i¢in Catalan sayilari,
10,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796,58786,208012,742900, 2674440,
9694845,35357670,129644790,477638700,1767263190, 6564120420,
24466267020,91482563640,343059613650,1289904147324 ...
seklindedir.

Ozellikleri:

1. ¢, sayist i¢in alternatif bir gosterim asagidaki gibidir:

Cp = (2:) - (nzfl)’ n = 0 igin.

Bu ifade yukarida tanimda verilen ifadeye esdegerdir, ¢iinkii (nz_:l 1) = # (Zrzl)’dlr.

2. Catalan sayilar1 agagidaki iliskiyi saglar,

n
co=1vecy1 = Z CiCp_i, n=0,
i=0

ayrica

1 o m2
n
Cn:n+1;(i>

dir.
3. Benzer sekilde

22n + 1)

co=1lvec = c
0 n+1 n+2 n

dir. Bu yontem Catalan sayilarin1 hesaplamada daha etkilidir.

4. Asimptotik olarak, Catalan sayisi ¢, = % ifadesine yaklagir. Yani burada


http://en.wikipedia.org/wiki/1_(number)
http://en.wikipedia.org/wiki/2_(number)
http://en.wikipedia.org/wiki/5_(number)
http://en.wikipedia.org/wiki/14_(number)
http://en.wikipedia.org/wiki/42_(number)
http://en.wikipedia.org/wiki/132_(number)

. Cn
im—n— =1
n3/2\

dir.

5. Catalan sayis1 ¢, sadece n = 2 — 1 oldugunda tektir. Diger Catalan sayilar1 ise
cifttir.

Kombinatorikte ¢oziimleri Catalan sayilari ile verilen bir¢ok sayma problemi vardir.
Asagida bazi1 6rnekler yer almaktadir.

1. n tane parantez ¢ifti olsun ve onlarin gecerli grup formu olusturulsun. Burada,
"gecerli" kelimesinin anlami, her acik parantez kapali bir parantez ile eslesmelidir.
Omegin, "(())" ifadesi gegerlidir, ama "())() (" ifadesi gegerli degildir. Yani, bir parantez
dizisinde agik ve kapali parantezler esit sayida ise gegerlidir. 0 < n <5 i¢in miimkiin

gruplar asagidaki tabloda gosterilmistir.

Tablo 1.1. n’in baz1 degerleri igin olusturulabilecek miimkiin parantez gruplari

n=0|%* 1 yol
n=10 1 yol
n=2100 () 2 yol
n=31000,(00,000) (00, (0N 5 yol

n=410000,0000) 00, 0(00), 00N, |14yol
(OO0, (00, (OO0, (CONO;
(000, (OO, (DO, (COON, ((COI)

2. ¢, kosegenden yukar1 gegmeyen karelere boliinmiis bir nxn’lik kare hiicrelerinin
kenarlar1 boyunca monoton yollarin sayisidir. Bir monoton yol sol kdsenin en altinda
baslar, sag kdsenin en iistiinde biter ve tamamen saga veya yukart dogru oklarla gosterilen

yonlerde olusur. Asagida n = 3 i¢in olusabilecek miimkiin yollar gdsterilmistir.



3. ¢, sayist n+ 2 kenarli bir konveks c¢okgenin koselerini diizglin ¢izgilerle
birlestirerek ticgenlere ayirmanin farkli yollarinin sayisidir. Asagidaki sekilde n =4

durumu i¢in altigenler gosterilmistir (URL-4, 2010).

ZAVAv RDAN,

4. Tumi orijinal ¢izginin iistiinde kalan n tane yukari ¢izgi ve n tane asag ¢izgi ile
kac tane "dag aralig1" olusturulabilir? Eger hi¢ ¢izgi kullanilmazsa bir tane dag aralig: elde

edilir. Asagida 0 < n < 3 igin olusturulabilecek dag araliklarinin listesi verilmistir.

Tablo 1.2. n’in baz1 degerleri igin Olusturulabilecek miimkiin dag araliklari

n=20 * 1 yol
n=1 A 1 yol
n=2 A 2 yol
AVAN A
n=3 Al 5 yol
A JAVA N A
NWN N\ AN\ TN

Tamm 1.2.6. Asagidaki ifadenin dogru oldugu bilinmektedir:



Ispat. Maclauren serisine gore acilim asagidaki gibidir:

2 3

FG) = F(0) + [/ (@ + f"(0) 37 + £ (0) 37 + -

Asagida f (x) fonksiyonu Maclauren serisine gore agildiginda;

1
f(x)=ﬁ, f(0)=1,
f'(x) = m, f'(0) =2,
f"(x) = m, f"(0) =12,
120
f""(x) = —(1 )T f"'(0) = 120.

elde edilir. Boylece f(x) fonksiyonu asagidaki gibidir:

x2 x3
fO) =142x+1275+ 1207+ -+

=1+ 2x+ 6x% +20x3 + -

= 8)x°+(i)x+(;})x2+(g)x3+---

Boylece ispat tamamlanmis olur.

1.3. Opsiyonlarla ilgili Genel Terimler

Tamm 1.3.1 (Opsiyon). Opsiyon latince bir terim olup se¢im anlamina gelmektedir.
Ekonomi diinyasinda opsiyon sdzlesmeleri herhangi bir varligi belirli bir vadede ya da
vadeye kadar belirli bir miktarda, belirli bir fiyattan alma ya da satma hakki veren
sozlesmelerdir (URL-5, 2010).


http://tr.wikipedia.org/wiki/Latince
http://tr.wikipedia.org/wiki/Ekonomi

Tamm 1.3.2 (Satin Alma Opsiyonu (Call Option)). Satin alma opsiyonu iki taraf
arasinda yapilan anlagsmadir. Hisse senedi satin alma opsiyonu, taraflardan birine 6nceden
karar verilmis bir tarih i¢in belirlenen bir fiyat iizerinden diger tarafin belli sayidaki hisse

senedini satin alma hakki vermektedir (Alpan, 1999).

Tamm 1.3.3 (Satma Opsiyonu (Put Option)). Satma opsiyonu iki taraf arasinda
yapilan bir anlasmadir. Taraflardan biri digerine belirlenen miktarda hisse senedini yine
belirlenen bir fiyattan belirlenen tarihte satma hakki vermektedir. Hisse senedini Satma
hakkini alan taraf i¢in higbir zorlama yoktur. Opsiyonun vadesi geldiginde isterse satma
hakkini kullanarak hisse senetlerini karsi tarafa satar eger istemezse satma hakkinm

kullanmaz (Alpan, 1999).

Tammm 1.3.4 (Hisse Senedi Opsiyonu). Hisse senedi opsiyonlari, sahibine
sO0zlesmenin vadesinde veya vadeye kadar olan siire igerisinde opsiyona konu teskil eden
hisse senetlerini s6zlesmede belirtilen fiyat iizerinden ve belirtilen miktarda satin alma
veya satma hakki veren opsiyon tiiriidiir. Kisaca, hisse senedi opsiyonunda opsiyon

so0zlesmesinde konu olan varlik hisse senedidir (Kirca, 2000).

Tamm 1.3.5 (Avrupa Tipi Opsiyon). Opsiyon sahibine belirli miktar hisse senedini

belirlenen fiyat lizerinden sadece vadesinde kullanim hakki vermektedir.

1.4. Opsiyon Fiyatim Belirleyen Faktorler

Her opsiyon bir bagka varliga bagli olan bir finansal varliktir. Hisse senedi
opsiyonunun fiyatini etkileyen alti1 temel faktor vardir. Bu faktorler asagidaki gibi ifade
edilebilirler:

1) Opsiyonun lizerine yazildig1 varligin piyasa fiyati

i1) Opsiyonun kullanim fiyati

ii1) Opsiyonun iizerine yazildig1 varligin fiyat degiskenligi (volatilite)

1v) Opsiyonun vadesine kalan siire

v) Risksiz faiz orani

vi) Opsiyonun vadesine kadar olan siirede beklenen 6demeler (hisse senetleri igin net

nakit kar pay1 6demeleri).



Opsiyon fiyatlama yontemleri degerlendirilirken dikkat edilmesi gereken en onemli
nokta yukaridaki kriterler kullanilarak elde edilen opsiyon fiyatlarinin teorik fiyatlar
oldugu gercegidir (Kirca, 2000).

Tamim 1.4.1 (Hisse Senedi Piyasa Fiyati). Opsiyon fiyatini etkileyen diger faktorler
sabit kalmak kosulu ile hisse senedinin fiyati yiikseldik¢e ve kullanim fiyatini astik¢a hisse
senedi fiyat1 ile kullamim fiyati arasindaki degisim biiylik olmaktadir. Hisse senedinin
piyasa fiyatinin yilikselmesi satin alma opsiyonunun talebini ve dolayisiyla fiyatini
artirmaktadir. Ancak hisse senedinin piyasa fiyatinin yiikselmesi satma opsiyonuna olan

talebi azaltir ve opsiyonun fiyatini diigiiriir (Alpan, 1999).

Tanim 1.4.2 (Kullanim Fiyat1). Iki hisse senedi opsiyonu ayn1 vade tarihine ve ayni
hisse senedi piyasa fiyatina sahiptir. Bu iki opsiyonun kullanim fiyati farklidir. Eger hisse
senedinin fiyat1 artarsa kiiciik kullanim fiyatli satin alma opsiyonundan elde edilecek
kazang yiiksek kullanim fiyatli olan satin alma opsiyonunun kazancindan biiytiktiir. Bu
karsilastirmadan opsiyonun kullanim fiyat1 arttik¢a satin alma opsiyonundan elde edilecek
kazancin azalacagi ortaya ¢ikmaktadir.

Eger hisse senedinin fiyati artarsa kiigiik kullanim fiyatli satma opsiyonundan elde
edilecek kazang yiiksek kullanim fiyatli olan satma opsiyonunun kazancindan kiigiiktiir. Bu
karsilagtirmadan opsiyonun kullanim fiyati1 arttikca satma opsiyonundan elde edilecek

kazancin artacagi ortaya ¢ikmaktadir (Alpan, 1999).

Tamm 1.4.3 (Volatilite). Volatilite ile kastedilen zaman i¢inde opsiyona konu olan
varlifin pesin piyasadaki fiyatinda meydana gelen dalgalanmanin biiyiliklik ve siklik
derecesidir. Volatilite ne kadar yliksek olursa opsiyon fiyat1 da o kadar yiiksek olacaktir.
Fiyat1 biiylik 6l¢iide dalgalanan bir menkul kiymet, onun {izerine opsiyon satin alan kisiye
opsiyonun vadeye kadar kalan zaman araligi iginde fiyata iliskin tahminlerinin
gerceklesmesi konusunda biiyiik bir sans vermis olacaktir. Bu nedenle s6z konusu
opsiyonu satin alan kisi bu opsiyon i¢in daha yiiksek bir fiyat 6demeye razi olur (Yilmaz,

1995).

Tamm 1.4.4 (Vadeye Kalan Siire). Hisse senedi getirilerini standart sapmasi vadeye

kalan zamanin karesi ile dogru orantili olarak artig gdsterir. Opsiyonun fiyatin1 etkileyen
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diger faktorler sabit kalmak kosulu ile vadeye kalan zaman arttikga hisse senedinin
volatilitesi (standart sapmasi) artmaktadir. Varyansin artmasi opsiyonun fiyatini
artirmaktadir. Opsiyonun 0mrii uzadikga fiyati1 da artmaktadir.

Opsiyon sOzlesmesinin vadesi opsiyonun fiyatinin belirlenmesinde onemli faktordiir.
Opsiyon sozlesmeleri kisa siireli menkul degerlerdir. Opsiyon vadesinde kullanilmadig:

zaman degersiz hale gelmektedir (Alpan, 1999).

Tamm 1.4.5 (Risksiz Faiz Oram). Risksiz faiz oran1 opsiyon fiyati i¢in belirleyici
bir faktordiir. Ekonomide risksiz faiz haddi yiikseldik¢e opsiyon fiyatinin yiikselecegi, faiz

oranlarinin diismesiyle ise opsiyon fiyatlarinin diisecegi varsayilmaktadir (Alpan, 1999).

Tammm 1.4.6 (Temettii (Kar Payi)). Hisse senedinde temettii 6demesi oldugu
durumlarda opsiyon alicis1 bundan yararlanamayacaktir. Bu nedenle yiiksek bir temettii
O0demesi yapilmasi satin alma opsiyonu fiyatinin diismesine neden olacaktir. Opsiyonun bir

satma opsiyonu olmast durumunda ise temettii etkisi tam ters yonde olacaktir (Akalin,

2006).



2. RASTGELE YURUYUS SURECI ILE iLGILI BAZI UYYGULAMALAR
2.1. Bir Parcacigin Rastgele Yiiriiyiisii

Rastgele yiiriiyiis bir¢ok bilim dalini ilgilendiren bir konu olmustur, ama 6zellikle
olasilik teorisinin ilgi alanina girer. Bir parcacigin orijinden ayrildig1 ve rastgele olarak p
olasilig1 ile saga ve q olasilig1 ile sola hareket ettigi farz edilsin. Par¢acik her defasinda
birim adimlarla hareket etsin. Ornek olarak, eger sola dogru 5 adim hareket ederse, onun
konumu —5’de olacaktir. Boyle harekete bir boyutlu kesikli zamanli rastgele yiiriiylis
stireci denir. Burada asil ama¢ nadim sonra parcacigin orijinden x mesafede olma
olasiligin1 bulmaktir (Monte, 1999).

Simdi, parg¢acigin n adim sonra x konumunda olma olasilig1 hesaplansin. Par¢acigin
hareketinin bir Bernoulli siireci ile modellendigi varsayilsin. Parcacigin i inci adimi &;
rastgele degiskeni ile gosterilsin. —1 parcacigin sola dogru bir adiminmi1 gostermektedir, 1
degeri ise saga dogru bir adimin1 gostermektedir. Boylece S, = & + &, + -+ + &, rastgele
degiskeni n adim sonra parcacigin konumunu vermektedir. S,, rastgele degiskeninin
dagilimimni bulmak i¢in x ile S, rastgele degiskeninin aldigi degerler gosterilsin. Saga
dogru adim sayisi r ile sola dogru adim sayisi ise [ ile ifade edilsin. O halde, x =r — [ ve

n = r + ’dir. Bunu asagidaki ifade takip eder:

r=%(x+n)vel=%(n—x).

Verilmis [ adim ile n toplam adim arasinda olusan (Tll) yol vardir. Bu ayn1 zamanda x

noktasma varma yollarinin sayisidir ve her yolun olasiligi p”q"’dir. Buradan — x = 20’dir.

Bu yiizden, x noktasinda olasilik dagilimi asagidaki formiil ile verilir:

n Tl = _ .
P(S, = x) = (l)P q, egerx—n+2k,k€lee.

0, diger yerlerde
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p=q= % oldugu zaman bu yiirliylise simetrik rastgele yiiriiyiis denir. n adim sonra x

konumunda olma olasiligi P(S,, = x) Tablo.2.1°de gosterilmistir. Bu tablo agik¢a 0’larin

serpistirildigi bir Pascal {iggenidir.

Tablo 2.1. Simetrik rastgele yiiriiyiis

n\x |5 —-4]-3]-2[-1] o] 1] 21]37]4]s
0 1
1 1 0 1
2 2
2 1 [0 | 2] o |1
4 4 4
3 1 0 3 0 3 0 1
8 8 8 8
4 1 0 4 0 6 0 4 0 1
16 16 16 16 16
5 | 1 10 0 | 10 0 1
32 32 32 32 32 32

Tablodan gérmek miimkiindiir ki pargacik eger hi¢ adim atmamigsa 0 konumunda
olma olasilig1 P(S,, = 0) = 1’dir. Eger parcacik bir adim atmigsa, ya sola dogru ya da saga

dogru bir adim atar. Bu durumda ya —1 konumunda ya da 1 konumunda olur. Yani iki
durum vardir. O halde P(S, = —1) = % ve P(S,=1)= %’dlr. Boylece pargacigin diger

konumlarda olma olasiliklart da ayni sekilde bulunur. Bu 6zel durumun olasilik dagilimi

asagida verilmistir:

n

=0 =) = ()

Simetrik rastgele ylirliyliste her yol esit olasilikli oldugundan, olasilik kombinasyonal
olarak yorumlanabilir. Olasilik x’e varmanin farkli yollarmin sayisinin 6rnek uzayin

boyutuna béliinmesidir. Ornek uzay n uzunluklu tiim olasi yollarin kiimesidir. Pargacigin
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her noktada iki se¢imi oldugu ve pargacik toplam n adimda yol aldig1 i¢in toplam olasi

durumlarin sayis1 2™ dir.
Su andan itibaren rastgele yiirliyligiin simetrik, yani p = % oldugu varsayilmaktadir.

Parcacigin ilk doniisliniin 2n. adimda olmasi olasilig1 nedir? Bu durumda Catalan sayilar
(URL-4, 2010) devreye girer. Simdi, sadece pargacigin ilk adiminin sola dogru oldugu
durum disiiniilsiin, ¢linkii zaten saga dogru olan durum sola dogru olan durumun
simetrigidir.

Parcacigin ilk doniis problemi ele alinsin. Parcacik ilk adimini sola dogru atsin.
Sonraki 2n — 2 adim da, pargacik 2n —1 adim da —1’in sagina ge¢mez boylece —1
konumunda olur. Daha sonra, son adim pargacigl orijine geri gotiiriir. Bu ifade, ilk
dontigiin 2n. adimda olmasi kosulu ile pargacigin alabilecegi farkli yollarin toplam sayisini
hesaplar. Ozetle, asagidaki adimlar dizisi gerceklesir:

Adim 1: Pargacik sola dogru bir adim atsin.

Sonraki 2n — 2 adim: Parcacik 2n — 2 adimda ya —1 noktasinda ya da bu noktanin
solunda olabilir ve (2n — 1). adimin sonunda —1 noktasinda olmasi gerekir.

2n adim: Pargacigin ilk doniisii ilk adimini saga ve orijin noktasina attiginda
meydana gelir.

Dolayisiyla, parcacigin alabilecegi yollarin sayist agik¢a c,_; Catalan sayisidir

(URL-4, 2010), ¢iinkii kisitlama sadece 2n — 2 adimin ortasi igin gegerlidir. n inci Catalan

sayisinin ¢, = ﬁ(zr?) ifadesine esit oldugu bilinmektedir. Bu yiizden (n — 1) inci

Catalan sayis1 acikca

s =7 (1)

dir. Parcacigin saga dogru ilk adim atmasina izin verilmesi, parcacigin yolunu ikiye

1(2n—2

katlayacaktir. Bu yilizden toplam yol 2; 1 )’dlr. [k déniis olasiigini hesaplamak

icin, sadece bu miktar1 toplam Ornek uzaym biiyiikliigiine bolmek yeterlidir. Doniis 2n
adimda tamamlandigindan, 6rnek uzayin eleman sayis1 22" °dir. Bu yiizden, pargacigin 2n

adim sonra ilk kez orijin noktasina ulagmas1 olasilig1
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2%(2:—_12): 2

dir. Buna 6rnek olarak 2n = 6 adimdaki ilk doniis olasiligi elde edilsin. Bu olasilik

asagidaki gibidir:
gy o 1
25 (5):2° = =

Pargacigin 2n adimda orijin noktasinda oldugu verilmistir, bu durumda ilk doniisiin
2n. adimda olmas1 olasilig1 nedir? Bu problem 6nceki problem gibidir. Tek fark 6rnek
uzayin kiigilmiis olmasidir. Biitiin miimkiin yollar1 diisiinmek yerine, simdi verilen toplam
yollarin sayisi diisliniilsiin, sonunda pargacik daha once gectigi ya da gegmedigi orijin

noktasinda olacaktir. Parg¢acigin 2n adim sonra orijinde olmasi olasiligin1 bulmak i¢in,
P(S,, = 0) = (Zn) p%(Zn) q%(Zn)
2n n

esitligi kullanilacaktir. p = q =% oldugunda, bu ifade (27‘:1) /2% olur. Bu ifade de pay,

eger parcacik 2n. adimda orijinde ise aldig1 yollarin sayisim1 gosterir. Bu kosullu olasilik
icin ithtiya¢ duyulan 6rnek uzaydir.
Eger pargacigin ilk doniisii 2n. adiminda ger¢eklesmis ise, o zaman pargacigin aldig

1(2n—2

yollarin sayis1 2; -1 )’d1r. Baska bir deyisle, pargacigi 2n adimda orijine geri

gotiiren, pargacigin aldigi yollarin sayisi (i?) ifadesine esittir. Son olarak bu iki sayiy1

birbirine bolerek,

1(2n—2)_(2n) 2 (2n-2)  (2n)!

2— —
n—1 n

n “Tn(n—-D!(n-1! nln!
ve sadelestirerek asagidaki sonu¢ bulunur:

2n(2n —1) B 2n 1
n2 2n(2n—-1) 2n-1

2
—
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2.2. R™)de Rastgele Yiiriiyiis

Tamm 2.2.1. {&, };7-; bagimsiz ayn1 dagilima sahip kesikli rastgele degiskenler dizisi
olsun. Her pozitif n tamsayisi i¢in rastgele degiskenlerin toplam1 S,, ile gosterilsin, yani
Sn = Xr=1 &k olsun. {S,, };-, dizisine rastgele yiirliyiis siireci denir.

Eger &, nin degerleri R™’den ise {S,} dizisine R™’de bir rastgele yiiriiyiis siireci
denir. Rastgele yiiriiyiis yapan bir parcacigin n = 0 aninda R™’de orijine yerlestirildigi
diisiiniilsiin. S,, dizisinin toplam1 n saniye sonunda pargacigin konumunu gosterir. Boylece,
parcacik [n — 1,n] zaman araliginda S,,_, konumundan S,,’ye hareket eder (ya da sigrar).
Bu hareketi gosteren vektor &,’ye esit olan S, — S,,_;’dir. Bunun anlami, bir rastgele
yiiriiyiiste sigramalar bagimsiz ve ayni dagilimlidir. Ornek olarak, eger m = 1 ise parcacik
hareketine orijinde baslar ve her saniye sonunda bir birim saga ya da sola hareket eder.
Eger m = 2 ise parcacik hareketine orijinde baslar ve her saniye sonunda doért miimkiin
yonden (sag, sol, yukar1 ve asagi) birine gider. Eger m = 3 ise bir parcacik hareketine
orijinde baslayip herhangi alt1 yonden (sol, sag, ileri, geri, yukar1 ve asagi) birine hareket
eder. Sekil 2.1’de MATLAB Grafik Kullanict Arayiizii (GUI) kullanilarak ii¢ boyut i¢in
rastgele ylriiyiis siireci elde edilmistir. Bu yliriiylislerde si¢gramalarin olasiliklar1 & ’nin

dagilimi tarafindan verilir.

0y

w0

400
50

50 ; ; | ; 30 i i
0 2000 4000 600D 8000 10000-100 50 0 50 100 -100 50

s | i o i 0y Byt 0

Sekil 2.1. Ug farkl1 boyutta (bir-iki-iic) gerceklesen rastgele yiiriiyiis siireci
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2.2.1. Reel Dogru Uzerinde Rastgele Yiiriiyiis

Ik once rastgele yiirilyiisiin R’de gerceklesen en basit hali, yani &, rastgele

degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonunun

1/2,eger x = +1ise
0,diger durumlarda

fr0 =
oldugu diisiiniilsiin. Bu durumda n uzunluklu biitiin yollarin sayis1 ayn1 olasiliga sahiptir,
yani 27™dir. Bazen rastgele yiiriiyiis bir poligonal dogru ya da yol olarak gosterilebilir,
diizlemde yatay eksen zamani ve dikey eksende S, degerini gosterir. {S,} kismi
toplamlarin dizisi géz Oniine alindiginda oncelikle (n,S,) noktalarmin grafigi ¢izilir ve
sonra her k <n igin (k,S;) ve (k+ 1,S,,,) noktalar1 diizgiin bir dogru pargasi ile
birlestirilir. Yolun uzunlugu, yol iizerindeki baslangi¢ ve bitig noktalarinin zaman degerleri

arasindaki farkina esittir. Bu durum Sekil 2.2°de gosterilmistir:

(k+1,8¢41)

(k, Sk
k k+1

SV

Sekil 2.2. (0,0) ile (n, S,,) arasinda gergeklesen rastgele yiiriiylis siireci

2.2.2. Déniisler ve i1k Déniisler

Teorem 2.2.1. Orijinde harekete baslayan bir pargacigin her an igin saga ve sola
adim atma olasiliklar1 birbirine esit olup 1/2’dir. Bu durumda 2m aninda pargacigin

orijine doniis olasiligi



17

m

- (e

= (10 6)
zm m/\2/) \2
dir. Tek numarali adimlarda orijine doniis olasiligi 0’dir.

Ispat. Eger S, = 0 ise bir denklestirme olustugu ya da n aninda orijine bir déniis
oldugu soylenebilir. Bu sadece n bir ¢ift tamsay1 oldugunda gergeklesir. 2m aninda orijine

doniis olasiligini hesaplamak i¢in sadece orijinde baslayip ve orijinde biten 2m uzunluklu
yollarin sayisina gerek duyulur. Aciktir ki, boyle durumlarin sayisi (anzn) ve her durumun

olasilig 272™ dur. Q

Eger m > 0 ve biitiin k < m igin Sy, # 0 ise rastgele yiiriiyiisiin ilk doniisiiniin 2m
aninda oldugu soylenir. Ornegin, Sekil 2.2°de ilk déniis k aninda meydana gelir. Bu olaym
olasilig1 g,,, ile gosterilir (ayn1 zamanda g, = 0 olsun). Ug noktalar disinda yatay eksene
dokunmayan (0,0) ve (2m,0) noktalar1 arasinda 2m uzunlugundaki yollarin sayisi
Gom22™ dir.

Teorem 2.2.1°in kosullar1 altinda asagidaki teoremi ispatlamak kolaydir.

Teorem 2.2.2. n = 1 igin {ry; } ve {g,x} olasiliklar1 arasinda

Ton = GoTon + J2Ton—2 t+ * + Gonlo
iliskisi vardir.

Ispat. (0,0) ve (2n,0) ug noktalarina sahip olan 2n uzunlugunda r,,2%" sayida yol
vardir. Orijine ilk donilis anina baglh olarak, boyle bir grup yol n kiimeye boliinmiistiir.
Orijine ilk doniisii 2k aninda olan bir yol toplulugu hicbir i¢ noktasi yatay eksen tizerinde
olmayan (0,0)’dan (2k,0)’a bir baslangig parcasi igerir. Ayrica baska bir kisitlama
olmadan bu parga tizerinde (2k,0)’dan (2n,0)’a son bir parga igerir. Boylece, orijine ilk

doniisli 2k aninda olan yollarin sayis1 asagidaki gibidir:

2k 2n—-2k _ 2n
9212 op 2k 2 = GokTan—2k2°"
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Eger bu esitligin her iki tarafi k’ya gore toplanirsa,
T9n 22" = GoTon2?™ + GoTon_22%™ + -+ + gon1o2?"
2n JoT2n 92T2n-2 Y92nTo

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi 22™’e boliindiigiinde ispat tamamlanir. a

Iki dizinin konvoliisyonu benzer bir sekilde tanimlanmistir. Teorem 2.2.2, {r,,}
dizisinin, {ry,} dizisi ile {g,,} dizisinin konvoliisyonuna esit oldugunu ifade etmektedir.
Boylece eger her bir dizi bir iireten fonksiyon yardimiyla gosterilirse, g,, degerini bulmak

icin Teorem 2.2.2 kullanilabilir.

Teorem 2.2.3. Teorem 2.2.1’in kosullar1 altinda, m > 1 i¢in 2m aninda orijine ilk

doniis olasilig1 icin asagidaki formiil dogrudur:

2m
__Tom _ (m) _ (2.1)
T 2m—1 (2m—1)22m

Io2m

Ispat. Asagidaki iiretici fonksiyonlar tanimlansin:

RGO = ) romi™, GO = ) gomx™
0 m=0

m=

Teorem 2.2.2°den,

m
om = Z 92k Tom—2k
k=0

oldugu bilinmektedir. Bu ifade m iizerinden toplanarak R(x) degeri asagidaki gibi elde

edilir:
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R(x) =

= (907'0 + gom2xX + -+ goTomx™ + )
+(garox + go12x? + 4 GoTom—nx™) + -

R(x)G(x) ifadesinin degeri asagidaki gibi elde edilir:

[0e]

R(x)G(x)

D15 TDV]s
3
i

GoTomx™ + Z Golomx™+t 4+

=0 m=0
= (goTo + GoTzx + -+ + GoTamx™ + ++-)
+(ga10X + goraX? + -+ Golom_ox™) + -,

3

Buradan iki ifadenin de birbirine esit oldugu goriliir. Yani,

Boylece,

R(x) =1+ R(x)G(x)

Tomx™ Z Jomx™ Z TamX™ (go + g2x + -+ Gomx™ + -+)

(2.2)
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esitligi elde edilmis olur (sag taraftaki 1’in varlig1 1, = 1 olmasindan dolayidir ve Teorem
2.2.2 sadece m > 1 i¢in gegerlidir). Her iki tireten fonksiyon (—1,1) araliginda yakinsaktir
¢linkii biitiin katsayilar mutlak deger olarak en fazla birdir. Boylece (2.2) esitliginden
yararlanarak

R(x)—1 (2.3)

G(x) = R(x) o

elde edilir. Eger R(x) fonksiyonu ig¢in bir ifade bulunursa, G(x) i¢in de bir ifade
bulunabilir. Teorem 2.2.1°den,

R(x) = (znT) g-2mym
0

m=

dir. Asagidaki ifadenin dogru oldugu Tanim 1.2.6’dan bilinmektedir:

Eger son esitlikte x yerine x/4 yazilirsa,

1
RO ==

esitligi elde edilir. Bundan dolayi (2.3)’den yararlanilarak asagidaki esitlik yazilabilir:

Rx)—1 (1-x)"2-1
R(x) ~— (1-x)12

=1-(1-x)v2 (2.4)

Binom ag¢ilimi kullanilarak g,,, degerini hesaplamak miimkiin olmasina ragmen (2.4)

ifadesinin tiirevi alinarak asagidaki esitlik elde edilir:
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(1-x7"2 R(x)

A

Bu yiizden g,,, katsayilar1 R(x) serisinin integrali alinarak bulunabilir:

f@x—f Zerzx ~1d

m=1

Burada R(x) serisi yakinsak oldugu i¢in toplam ifade ile integral ifade yer degistirebilir.
Boylece yukaridaki ifade asagidaki gibi yazilabilir:

f@ x—ZZer Zf m- 1dx—22r2m 2

m=1 m=1

Buradan,

G(x) = Z omx™ =5 Z om-27_—

m21 m=1

dir. m > 1 i¢in,

Tom-2 (ZnT—_f) _ (ZnT) _ om

Gam = 5 T Tm2zm1 T 2m— 122" 2m—1
elde edilir, ¢linkii (Zm B 2) = — (2m>’dlr. Boylece teoremin ispati tamamlanmig
’ m-—1 2m-1)\'m
olur. Q

Dolayisiyla 1, olasihgi g, olasiliginin (2m — 1) katina esittir. Yani ilk kez 2m

aninda orijine doniis olasilig1 daha kiiciiktiir.
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2.2.3. Miimkiin Doniis Olasihigi

R™’de simetrik rastgele yiiriiylis siirecinde pargacigin orijine mimkiin donis

olasilig1 nedir? Oncelikle bu soru m = 1 i¢in ve daha sonra genel durumda incelenecektir.
Ornek 2.2.1 (R’de Miimkiin Déniis). Ornek uzay sonlu uzunluktaki biitiin
yiiriiyiiglerin kiimesi ve bu kiime sayilamaz oldugundan miimkiin doniis olasilig1 diisiincesi
dikkatle ele alinmalidir. Kolaylik icin, w,, pargacigin ilk doniisiiniin n adimdan sonra
olmamast olasiligt olsun. Bdylece, w,, sayist sonlu bir kiime olan n uzunluklu biitlin
yiirliylislerin 6rnek uzayina baghdir. w,, sayisina dayanarak parcacigin orijine miimkiin

doniis olasiligt w, = lim,_,, w, oOlur. Bu limit vardir ve en biiyiik degeri birdir ¢iinkii

{wy, }neq dizisi sonlu bir dizidir. g,, olasiliklarina dayanarak,

n
Won = Z 92i
i=1

oldugu goriilebilir. Dolayisiyla,

n
w, = lim w,, = lim Z‘gZi = Z‘gZi
n—-oo n—->0oo
i=1 '

dir.

6= ) gomx™
m=0

bigiminde tanimlanan {ireten fonksiyonu x € (—1,1) i¢in yakinsaktir. Aslinda,

— om
2m—1

9om

esitliginin yardimiyla bu serinin +1 i¢inde yakinsak oldugunu gostermek miimkiindiir.

Ayni zamanda G(x) = 1 — (1 — x)'/2 oldugu bilindiginden, w, = G(1) = 1 elde edilir.
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Boylece pargacik 1 olasiligi ile orijine doner. Bu ifade aym1 zamanda asagidaki gibi de

gosterilebilir:

__"m _ Tom-2
2m—1 2m

gom

Bu esitlikten yararlanarak g,,, = 15,,_2 — Ty sitligi elde edilir. Buradan,

(o] [ee]
Z 9om = Z (rom—2 —Tom) =T =T+ 1 =Ty + -+ Ty — Tom + -
m=1 m=1
= ro = 1
dir. Yani w, = 1 esitligi dogrudur. Q

Ornek 2.2.2 (R™de Miimkiin Déniis). Simdi rastgele yiiriiyiisiin birden fazla

boyutta gergeklestigi durum ele alinsin. R™’de orijine ilk doniisiin 2n aninda olmasi

olasilig1 gg’:f) olsun ve rz(:ln ) olasilig1 da benzer sekilde tanimlansin. g%) ve rz(,,ll) olasiliklar1
daha once tanimlanan g,, Ve 1y, olasiliklarina esittir. Ayrica eger ro(m) =1ve g(gm) =0
olarak tanimlanirsa, biitiin m = 1 i¢in

rZ(Trln) = g(()m)rz(?) + ggm)rz(rrln—)z ot ggrg)ro(m) (2.5)

elde edilir. Onceki ifadeyi genellestirmek icin

R™E) = ) i, 6 =) gl
n=0 n=0

esitlikleri tammlansm. (2.5) esitligi kullanilarak R (x) = 14+ R™ (x)G™ (x)
esitliginin 6nceki gibi oldugu goriiliir. Bu fonksiyon daima (—1,1) araliginda yakinsaktir,

¢linki biitlin katsayilarin en biiyiik degeri 1 olabilir. Aslinda Ym i¢in
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w™ = Z gon) <1
n=0

esitsizligi saglandigindan G serisi x = 1’de yakinsaktir ve bunun yani sira G ™ (x)

fonksiyonu ise x = 1’de soldan siireklidir:
: (m) — i (m),n _ ~(m)
lim 6™ (x) = lim > g{0x" = 6™ (1),
n=0
Dolayisiyla,

RM(x) -1
W*(m) =lim 6™ (x) = limL
xT1 x11 RM(x) (2.6)

esitligi elde edilir. W*(m) say1s1 bulmak icin lim,; R (x) ifadesini belirlemek yeterlidir.

™ = lim R(™ (x)
xT1

olsun.

F(m) — Z i
n=0

(m

oldugunu gostermek miimkiindiir. Bunu ispat etmek i¢in TZn) katsayilarinin negatif

olmadig1 dikkate alindiginda R (x) serisi [0,1) araliginda monoton olarak artar. Bdylece
VK igin,

K (o)
Z < lim RM(x) =r™m < Z ™
n=0

n=0

olur. K —» oo iken,
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Fm) — Z (™
n=0

oldugu goriiliir. Bu ise iddianin dogru oldugunu gosterir. (2.6) esitligine gore eger r'" <

ise miimkiin doniisiin olasilig1

rim —1q

r (m)

ifadesine esittir ve ™ ifadesi sonsuza giderken miimkiin déniisiin olasiligi ise 1’¢ esittir.

Yani

rm —1

= lim =1

(m) _
We G e

(m

dir. Ornegi tamamlamak igin Yy 7y ) toplami1 tahmin edilmelidir.

n

Bir boyutlu yiirliylis, yani m = 1 igin rz(l) = (27?) 272" geklindedir ve Stirling

formiilii (URL-6, 2010) kullanilarak rz(,?~ — elde edilir. Boylece

Vrn
(00] (o] 1
FO = Z D Z _
mm
n=0 n=0
iraksak bir seri oldugundan r = co’dir. Dolayisiyla W*(l) = 1’dwr, yani bir boyutlu

yiirilyiiste orijine miimkiin doniis olasilig: 1°dir. Iki boyutlu yiiriiyiiste, yani m = 2 ise

n

@ _ (2n)! 1
on = Z k'k!(n—k)! (n—k)! 42n

k=0

esitligi elde edilir. Buradan,
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) < (2n)! n!n! 1
on =

Linin! (n =)kl (n— k) k! 42n

n

S RO ==

k=
dir. Asagidaki esitlik dogrudur:
& 2
n
2. () =
k=0

Dolayisiyla yukarida ki esitlik yardimiyla,

@_ 1 (Zn)2

2n 42n

esitligi elde edilir. Stirling formiilii kullanilarak

2n

(2n)! V2n2n (z?n) _oom
o G (@ )

22n ..
~—"dir. Boylece,

ifadesi elde edilir. Yani, (21?) =

@ 1 (2% 1
T — | == = —
2n 42n VTN mn

elde edilir. Buradan,

(00} oo 1
o-F-52
r = T
2n m
n

=0 n=0

0
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()

serisinin 1raksak oldugu sonucu cikar. Bu yiizden w,~ =1, R?’de yani iki boyutlu

yiirilyiiste miimkiin déniisiin olasilig1 1°dir. Ug boyutlu yiiriiyiiste yani m = 3 oldugunda

NON Z (2n)! 1
MLtk (= = (= j = k)6

1 Z nint (1)

:67jkj!j!k!k!(n—j—k)!(n—j—k)!

1 (2")2( 1 n! )2
T 2m\p i\ 3"kl (n = j = k)!
I

esitligi elde edilir. M sayisi j + k < n ile j ve k’nin negatif olmayan biitiin degerleri igin

n!
Jlkl(n—j —k)!

ifadesinin en biiyiik degerini gostersin. Stirling formiilii kullanilinca, belirli bir ¢ sabiti i¢in

M~ %’dlr. Dolayisiyla,

(3)
Ton’ = _22” 2<3n jlk!(n — ]—k)')

ik

esitsizligi elde edilir. Buradan sag taraftaki ifadenin degerinin en gok 7 oldugu goriilir.

Burada ¢’ bir sabittir ve

[ee]

F3) — Z r®

n=0

serisi yakinsaktir. Bundan dolay W*(3) kesinlikle birden kiiciiktiir. Bunun anlam1 R3’de
orijine miimkiin doniisiin olasilig1 kesinlikle birden kiigiiktiir (aslinda yaklasik olarak

0.65°d1r) (Grinstead ve Snell, 1997).
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Sonuglar1 6zetlemek gerekirse bir pargacik en fazla iki boyutta rastgele yiiriiyiis
yaptiginda orijine donebilir. Boyut sayisi ikiden fazla oldugunda orijine doniis olasilig

birden kiigiik olmaktadir. |

2.3. Siirsiz Rastgele Yiiriiyiis

Rastgele yiiriiyiis, bagimsiz ve ayni dagilimli rastgele degiskenlerin toplami ile ifade
edilen stokastik bir siirectir. Bu siirecin analizinde iireten fonksiyonlar 6nemli ara¢ olarak
kullanilmaktadir. Kesikli parametreli rastgele yiiriiyiis ile ilgili ¢esitli problemler geometrik
kavramlar vasitasi ile daha kolay ifade edilir ve ¢oziilir. Bu nedenle yoriinge metodu
kullanilmaktadir. Bu metot yardimiyla kombinatorik analiz, olasilik ve istatistik
alanlarinda 6nemli sonuglar elde edilmistir. Bu boliimde rastgele yiirliylis siirecinin daha
genel tanimi, kesikli parametreli rastgele yiirliylis teorisinin temel problemleri ve

uygulamalar1 hakkinda gerekli bilgiler verilecektir.

Tamim 2.3.1. &, ¢&,, ... bagimsiz rastgele degiskenler ve her bir P(§, =1) =p ve
P&, =—-1)=q=1—-p olmak iizere S, =0,S,, =¢&; + -+ &,,n =1 dizisine smirsiz
rastgele yiriiyiis, &,’ye ise rastgele yiriylisiin adimi denir. p = q = 1/2 ise S, dizisine
simetrik rastgele yiriiylis adi verilir. Rastgele ylriiylise diizlemdeki dik koordinat
sisteminde (n,S,),n = 0 noktalarinin dizisi gibi bakilabilir. Bu durumda S, =0 ve
S = x olmak tizere (0,S,),(1,S,), ..., (n —1,5,_1), (n, S,) noktalarin1 dogru pargalari ile
birlestiren kirtk hatta (0,0)’dan (n,x)’e yol veya yoriinge denir ve (S,...,S,) ile
gosterilir. Tanima gore her bir yoriinge ksegen (diagonal) iizerinde asagiya veya yukariya
yonelmis birim parcalarindan (adimlardan) olugmaktadir (Sekil 2.3). Kolaylik acisindan
yukar1 (asag1) yonli parcaya pozitif (negatif) parca, x-ekseninin iistiinde yerlesen
yoriingeye ise pozitif yoriinge denir. Sekil 2.3’de (0,0) noktasimi (4,2) noktasi ile
birlestiren yoriinge pozitif, fakat (9,1) veya (6, —2) noktalari ile birlestiren yoriinge pozitif
degildir. Tanima gore (S, ..., S,) pozitif yoriinge ise her bir S, > 0’dur.
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(01)

v

Sekil 2.3. Yorilinge ornekleri

Sk = Sk_1 + & esitligine gore (S, ...,S,) yoriingesinin her bir (k,S;) noktasi
onceki (k —1,S,_1) noktasinin uzunluk birimi kadar (bir adim) p olasilig1 ile yukariya
veya q olasihig ile bir adim asagiya hareketi elde edilir. (S, ...,S,) yoriingesine (0,0)
noktasindan harekete baslayan bir par¢acigin bu yoriinge lizerinde rastgele yiirliyilisiiniin
(n, S,) noktasinda sonuglanmasi gibi bakilabilir. Kolaylik i¢in S,, = k ise rastgele yiiriiyiis
n aninda k durumundadir denir. Tanima gére n aninda k durumunda olan pargacik n + 1
aninda p olasiligr ile k + 1 veya q olasiligr ile k — 1 durumuna gecer. Mesela baslangic
aninda 0 durumundan ¢ikan parg¢acik birim zaman sonunda p olasiligi ile (1,1) veya q

olasiligr ile (1, —1) durumuna gelecektir (Sekil 2.4).
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A Sn
. 4D
P
0 7 T
-1 (1, -1)

Sekil 2.4. 0 durumundan ¢ikan bir parcacigin rastgele yiiriiylisii

n ve k’nin her ikisi ¢ift veya tek sayr ise (0,0) noktasindan (n, k) noktasina uzanan

yorilinge sayisi soyle bulunur:

n
Nnk)=Cn,(n+k)/2) = <(n + k)) : (2.7)
2

Gergekten x ile (0,0)’dan (n, k)’ya gegis igin gereken pozitif adim sayis1 gosterilsin.
Bu taktirde x — (n —x) = k esitliginden x = (n+ k)/2 bulunur. Boylece (0,0)’dan
(n, k)’ya her bir yoringe (n+ k)/2 tane pozitif, (n — k)/2 tane de negatif parcadan
olusur. Buna gore boyle yoriingelerin sayis1 (2.7)’de gosterilen ifadeye esit olacaktir.
Ngp(n, k) sayist (a,b) noktasindan (n,k) noktasmna uzanan tiim yoriinge sayisini
gostersin. Boyle yoriingelerin kiimesi, (0,0) noktasindan ve (n — a,k —b) noktasina

uzanan yoriinge kiimesine denktir ve boylece asagidaki esitlik yazilabilir:
Ngp(n, k) =N —a,k —Db). (2.8)

2.3.1. Yansima Prensibi

a=>0,b>0,n>ave k>0 tam sayilar olmak tizere (a, b)’den (n, k)’ya uzanan

pozitif olmayan yoriinge sayis1 sdyle bulunur:

Ngp(n,k) = N(n—a,k + b). (2.9)
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Ispat. Q;, ile (a,b) den (n, k)’ya pozitif olmayan ydriinge kiimesi, Q,—p ile de
(a,—b)’den (n,k)’ya tim yoriinge kiimesi gosterilsin. Bu kiimeler arasinda bire bir

esleme mevcuttur.

Sﬂ A
b b
(a,b) )
0 >
(C' 0) n
-b
(al _b)

Sekil 2.5. (a, b)’den (n, k)’ya uzanan yoriinge

Gergekten T € Q,, yoriingesi x-eksenine ilk defa (c,0) noktasinda dokundugu
varsayilsin (Sekil 2.5). Bu yoriingenin (a,b) ve (c,0) noktalar1 arasindaki kolunun x-
eksenine gore simetrigini almakla elde edilen yoriingeye (yani (a, —b) noktasindan (n, k)
noktasina uzanan yoriinge) T’ye karsilik getirilsin. Tersine her bir T* € Q, —p yOriingesi
b,k > 0 oldugundan x-eksenini kesmek zorundadir. Bu yoriinge x-eksenini ilk defa (c, 0)
noktasinda kesiyor olsun. Bu durumda 7*’mn (a, —b) ve (c, 0) noktalar1 arasindaki kolunun
x-eksenine gore simetrigini almakla elde edilen yoriinge ((a,b) ve (n, k) noktasi
birlestiren yoriinge) T* yoriingesine karsilik getirilsin. Sozii edilen kiimeler denk ve Q, _p

kiimesinin de eleman sayisi N(n — a, k + b) oldugundan teoremin ispat1 tamamlanur.

Sonug¢. Yansima prensibinin kosullar1 altinda (a,b)’den (n,k)’ya uzanan pozitif

yorilinge sayisi asagidaki esitlikle verilir:

Nip(n,k) = N(n—a,k —b) —N(n—a,k + b). (2.10)
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2.3.2. Oy Teoremi

(0,0)’dan (n,k)’ya uzanan pozitif yoriinge sayis1 n = 1,2, ... olmak lizere soyle

bulunur:

N*(n, k) = (k/n)N(n, k). (2.11)

Ispat. Teoremden sozii edilen her bir pozitif yoriinge Sekil 2.6’da gosterildigi gibi
(1,1) noktasindan geger:

SV

Sekil 2.6. (0,0)’dan (n, k)’ya uzanan pozitif yoriinge

(1,1) noktasindan (n, k) noktasina pozitif yoriinge sayisi (2.7) ve (2.10) formiilleri

yardimiyla hesaplanir:

N*(nk)=N(n—-1,k—1)—Nn-1,k+1)
n—1 n—1
=|ln+k —|\n+k
2 2
_ (n—1)! (n—-1)!
T om+k n—k\. (m+k\y m—k
(-7 ) (-1
k k k
=m-1! =—|n+k|==Nnk).
n n

(59 ()
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Ornek 2.3.1. Bir secimde A aday1 a tane oy, B adayi ise b tane oy kazanmis olsun.

A’nin oy sayisina gore daima B’den ileride olma olasiligi nedir?
Coziim. Her bir i = 1,2, ..., a + b sayilar1 igin

1, k —inci oy A'ya verilirse
$k = ' 1
-1, k —nci oy B ye verilirse

ve S, =& +é& + -+ &, olsun. Aciktir ki, S,,, = a — b’dir. (0,0)’dan (a + b,a — b)
noktasina yoriinge sayist N(a + b,a — b)’dir. "A aday1 B’den daima ileride gelir" olayini
gergeklestiren her bir yoriinge (1,1) noktasindan gegen pozitif yoriingededir. Bu tiir

yoriinge sayis1 Oy Teoremine gore
a—>b
N*(a+b,a—b) =——N(a+ b,a—Db)
a+b

olur. Boylece aranan olasilik asagidaki gibidir:

_N+(a+b,a—b)_a—b
"~ N(a+ba—b) a+b

p

Ornek 2.3.2. Sinirsiz rastgele yiiriiyiiste (0,0) noktasmdan (2n, 0) noktasma pozitif
yoriinge sayist bulunmak istensin. Sozii edilen her bir yoriinge (2n — 1,1) noktasindan
gectiginden dolayr aranan yoriinge sayisi (0,0) noktasindan (2n — 1,1) noktasina kadar

olan pozitif yoriinge sayisina esittir.

Coziim. Oy Teoreminden ve (2.7) esitliginden aranan say1 asagidaki gibi elde edilir:

N*2n-11) =

s—N@n-11)

1 _ 1
:2n—1(2nn 1):2(2n—1)(21?)'
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2.3.3. Gegis Olasiliklari

(Sp),n = 1 smursiz rastgele yiiriiylis olmak tizere pi(}l) = P(S, =j/Sy, = i) kosullu

olasiligina n adimda i durumundan j durumuna gegis olasiligi denir.

Teorem 2.3.1. k ve n’nin her ikisi ¢ift veya tek sayi ise pgl) sOyle bulunur:

n
p(()r;{) =(n+k |p®th/2qn-0/2 | =0 +1, ... (2.12)
2

Ispat. Parcacigin adim atmas1 Bernoulli denemesi ve bu adimi pozitif olmas1 ise

basarili sonu¢ sayilsin. Bu takdirde pé’,? olasiligt n denemede basar1 sayisinin
(n + k)/2’ye esit olmasi olasiligi olur ve binom formiiliine gore (2.12) dogrudur.

Ayrica (2.12) formiilii yoriinge metodu ile asagidaki gibi de ispat edilebilir. Tanima
gore pg,? olasiligi (0,0) ve (m, k) arasindaki yoriingelerden birinin ger¢eklesme
olasiligidir. Béyle tamimlanmis her yoringe (n + k)/2 tane pozitif ve (n —k)/2 tane

negatif parcadan olusan yoriingenin gerceklesme olasiigi p@*8/2qM=1/2qir - Ote

n

yandan (0,0) noktasindan (n, k) noktasina gelen yoriinge sayisi ise (n_’rk>’dlr. Buradan ve
2

olasiligin toplamsallik (aditivlik) 6zelliginden (2.12) sonucuna ulagilir. (2.12) formiiliinden

asagidaki sonuclar elde edilir:

n

. . (2.13)
pi(}”L) — pgT;)_l =|n+j—i p(n+]—1)/2q(n+]+1)/2’
2
2n
=0, i = () oy, (2.14)
(2n) _ en+1) _ (2n+ 1\ i1 n
s =0 = (01T ) e (2.15)

Burada (2n + 1) adimda 0 durumundan 0 durumuna gegis olasiligi da 0’dir. Cilinkii

0 noktasindan harekete baslandiginda tek adimda O noktasina doniis miimkiin degildir.
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Ayni sekilde (2n) adimda 0 durumundan 1 durumuna gegis olasiligi 0’dir. Ciinkii 0

noktasindan harekete baslandiginda ¢ift adimda 1 noktasina doniilemez.

Ornek 2.3.3. Simetrik rastgele yiirilyiiste asagidaki esitlik dogrudur:

Z psy = oo. (2.16)
n=1

Coziim. (2.14) formiiliinde p = 1/2 alinarak,

@n) _ (Zn) goon - @M 5, 135...2n—1)
“ An (n)? 7l 2

bulunur. Buradan

135..2n—1) > 1.3(2/3).5(4/5) ... 2n — 1) 2n — 2)/(2n — 1)
=124.2n-2)=2"1(n-1)! =2"n!/(2n)

dir. Bu ifadeden yararlanarak,

00— nl2n 2n

elde edilir. Bu durumda ),_;1/(2n) = oo’dir, ¢iinkii bu seri raksak seridir. Ayrica

p&™+D = 0 oldugundan (2.16) elde edilir.

Teorem 23.2. p

M) .n
ij ij S

nin {ireten fonksiyonu p;;(s) = X3-0p;; olmak tizere

asagidaki esitlikler dogrudur:

Poo(s) = (1 — 4pqs?)~1/2, (2.17)
Po1(s) = (Poo(s) —1)/(2gs). (2.18)
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Ispat. (2.14) formiilii kullanilarak

[00] (0]

poo = ) (M worsm = (*1) wasH

olarak elde edilir. Buradan,

Z (2:) s"=(1-4s)"Y20<4s< 1

n=0

esitliginde s yerine pqs? yazilirsa (2.17) elde edilir. (2.15) formiilii kullanilarak ve
= pqs? almarak asagidaki ifade elde edilir:

2n+1 n+1n2n+1_ z 2n+1 n
n+1 s = ps (n+1)x'

n=0 n=0

Yukaridaki esitlikten ve (2111_:_ 11) = (27;1) [2 — (n+ 1)71] esitliginden

(o]

Po1(s) = ZPSZ(Z;)xn_%Z( )(n+1) ~1,m+1
n=0

n=0

bulunur. Sol taraftaki ikinci serinin (1 —V1- 4x)/2’ye esit oldugu (2.17) fonksiyonunun

(0, x) aralig: tizerinde integrali aliarak

(1-4w)Y?" 1-vVI—4x
) - 2

X
j(1 — 4u)" Y2 du =
0

bi¢iminde bulunur. Buradan da (2.18) esitligi elde edilir:
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2ps +v1—4x—1_1—v1—4x_ 1[ 1 1]
V1 —4x 2gs 2qsV1—4x  2qsly1—4x

_ A —4pgsH 2 -1 (poo(s) = 1)
2qs 2qs

Po1(s) =

2.3.4. 11k Varis Olasiliklar

(Sp),n = 1 rastgele ylirliyiis ve

T;j = min{n > 1: 5, = j/S, = i}, (2.19)

f;gn) = P{Tl] = n} = P{Sl ¢j;---:5n—1 #:j'Sn =]/SO = L}

olsun. Burada T;; ile i durumundan j durumuna ilk varis zamani ve flf.”)’de i durumundan

j durumuna ilk defa n inci adimda gegis olasiligidir. T;;’ye i durumuna doniis zamani
denir. Rastgele yiiriiylisiin bir durumdan baska bir duruma ulagmasi i¢in bu durumlar

arasindaki her bir durumda bulunmasi gerekir. Buna gore i < j i¢in
Tij = Tijs1 + Tispisz + -+ Tjog ) (2.20)

biciminde gosterilebilir, buradaki terimler bagimsiz ve ayni1 dagilimli rastgele
degiskenlerdir. Bu basit baginti rastgele yiiriiyiisiin 6zelliklerini anlamakta 6nemli rol

oynamaktadir. pi(}l) ve fi§.n) olasiliklar1 birbirinden kesinlikle farklidir. Bunlarin her ikisi de

i’den j’ye n adimda gecis olasiligidir, fakat ﬁ§n) olasiliginda n’den kiiciik adimda j

durumuna gecis yasaktir. Asagidaki teorem pg,? ve fo(,:l ) olastliklart arasmdaki bagintiy1

ifade etmektedir.

Teorem 2.3.3 (isabet Am1 Teoremi). S, =0 ve k # 0 tam sayr olmak iizere

asagidaki formiil dogrudur:

k
) - ln—lp((;,?,n > 1. (2.21)
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Ispat. k >0 oldugunda Ty, =n ise S,_; =k—1 ve X, =+1 olur. Burada
N¥(n—1,k—1) ifadesiyle (0,0)’dan (n—1,k —1)’e uzanan yoériingeler igerisinde
sonuncu defa k’ya bir ny aninda varis yapan yoriingelerin sayist gosterilsin (Sek.2.7).

Bayle her yoriingenin gergeklesme olasiligi ayy, = p™+K/2qm=K/2>qyr.

A
y
k+1 ¢
k
k_ln
®
0 . o R R
Ng n X

P P PP J

Sekil 2.7. (0,0)’dan (n — 1, k — 1)’e uzanan yoriingeler

Yansima prensibine gore N¥(n— 1,k —1) = N(n — 1,k + 1) olur. Buradan ve (2.19)
formiiliinden

) = P{Toe =1} = [N(n— L,k — 1) = N(n — 1,k + 1]ty

[/ n—1 n—1
= <n+k 1>_<n+k>
[\ 2 2

(n—1)! (n—1)!

- _(n-;k_l)!(n;k)! (n;-k)!(n;k_l)! Ik
k k k
ani = =N, k) an =—p§?
(n-é-k)!(n;k)! n n

Unk

=(n-1)!
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elde edilir. k < 0 igin benzer yolla £V = —Epg,? elde edilir. Bu ise teoremin ispatini

tamamlar. (2.21) formiili kullanilarak Ty ’nin beklenen degeri

ETy, = Z nP{Ty, = n} = Z ol p = || Z () (2.22)
n=0 n=0

seklinde elde edilir. Gergekten (2.17) ve (2.18) formiilleri kullanilarak, yani
Po1(s) = Z pé’f) s
n=0

ifadesinde s = 1 alinirsa py; (1) = X0 Op(") elde edilir. Bu ifadeden yararlanarak

ETyy = Y % = pon(1) = (oo (1) = 1/ 20)
n=0

1
= 5((1 —4pq)™Y? - 1)

oldugu goriiliir. Buradan,

P+@?=1

p®+q* +2pq =1,

p® +q* —2pq =1 - 4pq,
(p —q)* =1-4pq,

esitliklerinin yardimyla |p — q| = (1 — 4pq) /2 esitligi elde edilir. Boylece,

ET _1(;_1)_w
7 29 \Ip —ql 2qlp — q|

dir. p > q durumu i¢in
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1-(p—q@) _1-p+gq 2q _
ETo, = = = =@-97!
2qp-a) 2qp-q) 2q(p-9q)
esitligi bulunur. Eger p = q = % ise
(2n+1) _ (Zn + 1) p-2n-1 _ (2n+ 1)!
Po1 n+1 T nl(n+ 1)!22n+1
_2n+1 135..2n-1)
- 2(n+1) nl2n
dir. Ornek 2.3.3’iin ¢dziimiinden yararlanilarak,
2n+1 1.35..2n—-1) S 2n+1 1
2(n+1) 2"n! 2(n+1) 2n
1 1 1 1

S nGn+2) 4n 22n+2)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda,

511
4 In + 4

serisi 1raksaktir, dolayisiyla bu ifadenin toplami oo’dir. Bu ise ETy; = o oldugunu

gosterir. Yukaridaki islemler sonucunda k = 1 i¢in ETy; asagidaki gibi elde edilir:

oo,p =1/2
ETO]_: _1 .
-9 " p>q

Ornek 2.3.4. Asagidaki esitliklerin dogru oldugunu gosterelim:

1
(2n) _ (2n+1) _ 2n+ 1\ n+1n
or =0 Jor 2n+1(n+1)p €

(2n+1)

1
_ (2n) _ 2n n
00 =0, 00 _Zn—_l(n)(pq) .
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Coziim. (2.24) esitligi (2.15) ve (2.21) formiillerinden elde edilir:

@n+1) _ 1 p(2n+1) _ 1 (2n+ 1) n+1.m
01 2n+ 1001 n+illn+1 a

@ _ 1 ew_
01 —%pm =0

Burada tam olasilik formiiliine dayanarak (2.25) formiiliindi, yani ilk defa 2n. adimda
0 durumundan 0 durumuna gegis olasiligimi bulmak igin iki islem gergeklestirilir.
Oncelikle ya p olasilig1 ile 1 durumuna gegcilir daha sonra kalan 2n — 1 adimda 1
durumundan 0 durumuna gegilir ya da q olasiligi ile —1 durumuna gegilir ve sonra kalan

2n — 1 adimda —1 durumundan 0 durumuna gegilir. Bu islem asagidaki gibi yazilir:

o(ozn) =P(Tyo=2n—1Dp+P(T_1o =2n—1)q
=P(To_1 =2n—Dp + P(Ty; = 2n—1)q

@n-1) , (2n-1)
=pfoit Ctafy .

Sag tarafta bulunan olasiliklarin (2.21)’deki ifadenin yerine koyup, (2.12) formiili
kullanilirsa (2.25) elde edilir:

@n __ P _@n-1 a9 @n-v__2%2 (2n-1 n
00 T op_qPo-1 TP Zn—l( n )(pq)-

Teorem 2.3.4. Asagida verilen esitlikler dogrudur:

for(s) = Es™t = (1~ /1~ 4pqs?)/(2qs), (2.26)

1-|p—ql (2.27)

Ispat. Asagidaki stokastik esitlik ele alinsin:

01— 1+T_11, q:P(Xlz_l).
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Bu stokastik esitlikte 0 durumundan 1 durumuna ilk gegis am1 goriildiigi gibi iki
sekilde ifade edilebilir. Burada 0 durumundan 1 durumuna ya p olasiligi ile gegilir ya da g
olasiligr ile 0 durumundan —1 durumuna gegilir. Daha sonra —1 durumundan 1 durumuna
ilk gecis am1 T_;; kadardir. Buradan Es’ot = ps + gsEs™11 denklemi elde edilir. Diger
taraftan T_,; = T_;o + Tp; olarak yazilabilir, burada sag tarafta bulunan terimler ayni

dagilimli bagimsiz rastgele degiskenlerdir, ayrica T_,,~Tp; olduguna gore

fo1(s) = Z P{Ty; = n}s™ = EsTo1 = FgT-10
n=0

esitliginin yardimyla EsT™-11 = EsT-10EsTo1 = f,(s)? elde edilir. Bu ifade yukaridaki
esitlikte yerine konulursa fo;(s) i¢in fy1(s) = ps + gsfy1(s)? kuadratik denklemi elde

edilir. Bu denklemin iki koku vardir:

Ma(s) = (1+/1=4pqs?)/(24s).

Burada s — o iken A;(s) = o, A,(s) = 0 olur. Ureten fonksiyon sinirli oldugundan

A1 (s) tireten fonksiyon olamaz. Boylece

for(s) = 2,(s) = (1 — 1 — 4pgs?)/(2gs)

dir, yani (2.26) esitligi dogrudur. (2.26) esitliginden yararlanarak (2.27) esitligi asagidaki
gibi elde edilir:

for (D) = Y P(Tyy =n} = (1 - T=4pq) /24
n=0

_1-|p—gql

Buradan p = q =  igin
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BTN
(= — 1221 |21 2l
25

ve ayrica p < q igin

1+p—q p
1 == -
fo1(1) 24 p

olarak bulunur. Dolayisiyla P(Ty; < o) =min(1,§)’d1r. (2.26) formiilinde p ve ¢q

olasiliklarinin yerleri degistirilerek T, 1n lireten fonksiyonu bulunur:

fio(s) = EsTo = (1 —J1- 4pq52)/(2ps). (2.28)

Teorem 2.3.4’den su ilging sonug ¢ikar: Simetrik rastgele ylirtiyiiste P(Ty; < ) =1

dir, ancak ETy; = oo’dur.

Teorem 2.3.5. Asagida verilen esitlikler dogrudur:

foo(s) =1 —4/1—4pgs?, (2.29)

4
ETOO —_ pq . (2'31)
lp —ql
. { 1+T10, X1=1i5‘e
Ispat. Ty =
Pt = 47y, Xy = —1ise

stokastik esitligi kullanilarak EsToo = psEsTio + gsEsT™10 denklemi bulunur. Bu durumda
yukaridaki denklem ve T_;,~Ty; oldugu dikkate alinarak fuo(s) = psfio(s) + gsfo1(s)
denklemi bulunur. fy; ve f;, fonksiyonlarmin (2.26) ve (2.28)’deki ifadeleri burada yerine

konuldugunda (2.29) asagidaki gibi elde edilir:
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(1 -1 —4pqs?) N (1 -1 —4pqs?)
qs
2ps

foo(s) = ps 2qs

=1-—./1-—4pgqs=.

(2.30) formiilii

foo(D) = ZP{TOO =n}=1-41-4pgs?
n=0

=1-|p—ql=P(Ty <)
esitliginden elde edilir ve (2.31) formiilii ise

4pqs
J1-— 4pq52’
4pqs _ 4pq 4pq

V1—4pgs?l__, _,/1—4pq B lp —ql

foo(s) =

EToo = folo(l) =

esitliklerinden yaralanilarak bulunur. Bu formiillerden p = 1/2 durumu igin Ty, mn sonlu
fakat beklenen degerinin sonsuz oldugu goriliir. Ayrica (2.29) esitligi (2.25) esitliginden
de elde edilebilir (Shahbazov, 2005).

2.4. Bir Oyuncunun iflas Problemi

Bir oyuncunun iflas problemi rastgele ylirliylis silirecinin bilinen en iyi
uygulamalarindandir. Bu uygulama da rastgele yiirliyiisiin simetrik olma varsayimi ortadan
kalkmaktadir. Bunun yerine p ve q olasiliklar1 p +q =1 olmast kosuluyla negatif

olmayan reel sayilardir. Rastgele yiiriiyiisiin sigramalarinin ortak olasilik fonksiyonunun

_(p, eger x = lise
fe(x) = {q, eger x = —1ise

oldugu varsayilmaktadir. Burada rastgele yiiriiylis, tura gelme olasiligi p ve yazi gelme

olasilig1 g olan diizgiin bir paranin atilisinin yapildig1 bir deney olarak diisiiniilebilir. Bu
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durum i¢in bagka bir alternatif formiilasyon ise bir oyuncunun her oyunda kazanma
olasiliginin p oldugu rakibine kars1 oynadigi oyundur.

Bu tipteki rastgele yiiriiyiis ‘Bir Oyuncunun iflas Problemi’ olarak bilinir. Bir
oyuncu s miktar bahis ile oyuna baslasin ve oyuncu kazanci M ya da 0 degerine ulasana
kadar oynamaya devam etsin. Ayni zamanda oyuncu "son derece zengin" bir rakip ile kars1
karsiya gelebilir. Bu durumda, oyuncunun ortaya koydugu para 0 oldugu zaman sadece
yutucu bir durum olusur. Bu varsayim altinda oyuncunun en sonunda iflas etmesi olasilig
istenir.

Oncelikle oyuncu 1TL ile oyuna baslasin ve iflas etmesi olasilig1 g, olsun. Bu
durumda oyuncu ya q olasiligr ile 1TL kaybedip iflas eder ya da p olasiligi ile 1TL kazanip
daha sonra g, olasiligi ile iflas eder. Yani, q; = q + pq, esitligi elde edilmis olur. Bir
sonraki adim olarak oyuncu 2TL ile oyuna baglasin. Bu durumda ise oyuncu ya q olasilig1
ile 1TL kaybedip q; olasiligi ile iflas eder ya da p olasiligi ile 1TL kazanip daha sonra g5
olasilig: ile iflas eder. Yani, q, = qq1 + pqs esitligi elde edilir. Bu islem bu sekilde
yapilmaya devam edilsin. Oyuncu k TL ile oyuna devam etsin. ilk ortaya koydugu para k
oldugunda M’ye ulagsmadan 6nce oyuncu iflas etsin. Burada oyuncunun ortaya koydugu
paranin 0’a ulagmasi olasilig1 yani iflas etmesi olasilig1 q; ile gosteriliyor. Bu durumda
oyuncu ya p olasiligr ile 1TL kazanip qp,q olasiligi ile iflas eder ya da q olasiligi ile 1TL
kaybedip g,_; olasilig1 ile iflas eder. O halde q, 1 < k < M — 1 i¢in asagidaki esitlik

elde edilir:

Ak = Pqk+1 t 4qk-1-

Burada eger oyuncunun ortaya koydugu para k’ya esit ise 0 zaman parasi ya p olasiligi ile
k + 1 olur ya da aym sekilde g olasiligi ile k — 1 olur. Ik durumda miimkiin iflas etme
olasilig1 gy, dir ve ikinci durumda bu olasilik qj_,’dir. Burada q, = 1 ve gy = 0’dur.

p + q = 1 oldugundan yukaridaki esitlik asagidaki gibi yazilabilir:

P + Qax = PAk+1 + 9QQk-1,
P(CIk+1 - CIk) = Q(Qk - Qk—1)

veya
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q
Qr+1 — 9k = I—)(Qk — Qk-1)-

Bu esitlikten asagidaki esitlik elde edilir:

k
Qr+1 — Qi = (g) (@1 — qo0)- (2.32)

Tek bilinmeyenin q; oldugu bir esitlik elde etmek igin asagidaki esitlikten yararlanilir.
Burada g, = 1 ve g = 0’dur:

M-1
Z(Qkﬂ_%) =q1—qt42—q1t -+ qu —qu-1
k=0

=dqu —qo = —1.

Boylece,

M-1

(O @ = -0 Y (9=
D 41— q0) = (91 — q0) Z (p) 1.
k=0

k=0

esitligi elde edilir. Eger p # q ise yukaridaki ifade asagidaki sekilde olur:

(g - )(q/p)’"—l_
LY

Eger p ve q degerleri 1/2’ye giderse,

L/t -1
(p,q)—)(%%) (Q/p) -1

dir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa

(g1 — qo)M = -1
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esitligi elde edilir. p # q oldugu varsayildiginda

o __G/p-1
B9 = "M -1

olur. Herhangi bir z sayis1 (1 < z < M) i¢in asagidaki esitlik yazilabilir:

z—1 z—-1 q K
9z — 4o = Z(qk+1 —qr) = (91 — q0) z (‘)
k=0 k=0 p

(a/p)*-1_ (G/p)*—-1
(q/p) —1 (q/p)M -1

= (q1 — q0)

Dolayisiyla,

(q/p)’ -1 _(a/p)" —(q/p)?

N Y LS S ey T

esitligi elde edilir. Son olarak eger p ve q degerleri 1/2’ye giderse asagidaki ifadenin

dogrulugunu gostermek kolaydir:

- /T -G/ M-z
(p,q)—)(%%) (Q/p)M -1 M

Dolayisiyla g, = %’dlr. Bu formiillerin ikisi de z = 0 i¢in gegerlidir.

Oyuncunun ortaya koydugu paranin 0’a hi¢ ulasmadan M’ye ulasmasi olasiliginin
miktar1 p,, 0 < z < M olsun. Oyun siiresiz olarak devam ettiginden her z i¢in p, + q, = 1
oldugu belli degildir. Bununla beraber yukaridaki gibi ayn1 yontem kullanilirsa, eger p # g
ise o zaman asagidaki islemler yapilarak p, i¢in bir ifade bulunabilir.

Oncelikle oyuncu 1TL ile oyuna baslasin. Bu durumda oyuncunun iflas etmemesi
icin p olasiligi ile 1TL kazanip p, olasiligr ile oyuna devam etmesi gerekir. Yani, py = 0
Ve p; = qpo + pp, = pp,, elde edilir. Aynmi sekilde 2TL ile oyuna basladiginda oyuncunun
iflas etmemesi i¢in ya g olasilig1 ile 1TL kaybedip p, olasilig: ile iflas etmeden oyuna

devam etmelidir ya da p olasihigi ile 1TL kazanip p; olasilig: ile iflas etmeden oyuna
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devam etmelidir. Yani, p, = qp; + pps esitligi elde edilir. Bu sekilde devam edilerek k

miktar para ile oyun oynanirsa iflas etmeme olasilig1 asagidaki gibidir:

Pk = qPr-1 + PPr+1-

q, i¢in yapilan islemlerden yararlanarak p, i¢in asagidaki esitlik elde edilir:

_G/pF-1.
P2 = /mM -1

Eger p ve q degerleri 1/2’ye giderse o halde

o /-1 z
@.2~(33) @/p"-1 M

dir. Buradan p, = %’dlr. Dolayisiyla bu durumda her z igin p, + q, = 1°dir ve boylece

oyun 1 olasiligi ile sona erer.

2.4.1. Parasimin Miktari Sonsuz Olan Rakibe Karsi Oynanan Oyun

Eger oyuncu parasinin miktari sonsuz olan bir rakibe karsi oyun oynarsa oyuncunun
miimkiin iflas etme olasiligi, yukarida hesaplanan q, ifadesinde M yerine oo koyarak elde

edilir. Eger q < p ise g, olasiligi

lim (/o™ - (q¢/p)* O~ (%)Z B (g)l
Moo (q/pM-1  0-1 \p

zZ
dir. Bu durumda g, olasilig (%) ifadesine yaklasir. Eger g > p ise olasilik 1’e yaklasir.

Ciinkdi,

lim (¢/P)" = (a/p)* _ .
Moo (q/p)M -1
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dir. p ve q degerleri 1/2’ye giderse q, =1 —2z/M olur. Bdylece eger M — oo ise
miimkiin iflas olasilig1 1’¢ yaklasir (Grinstead ve Snell, 1997).

2.4.2. Oyuncularin Oyunu Kazanma Olasiliklari

A ve B gibi iki oyuncu olsun ve bir oyunu kazanma olasiliklari sirastyla p ve g olsun.
Oyuncular sirastyla a ve b bahisleri ile oyuna baslasinlar. P, ve P, olasiliklar sirasiyla A

ve B oyuncusunun oyunu kazanma olasiligi olmak iizere bu iki degerin birbirine orani

asagidaki gibidir:
nom® (@)
P, ?=a+1 (%)l ((%)aﬂ et (%)a+b) (2.33)

(2.33) ve P, + P, = 1 esitlikleri kullanilarak asagidaki sonuglar bulunur:

a+1 27 i i
OO O]

a b_ a_
fa (%) ((‘Jq//l;)) - 11 - ((qq//z;)) - 11'

(q/p)**? - (q/p)* _»p
© (q/p)e-1 b

_ (q/p)*** - (q/p)* __ (q/p)**° -1
Pa+Pb—Pa+Pa (q/p)a_l —Pa (q/p)a—l =1.

Bu durumda eger p # q ise

_ (g/p)* -1
“ (q/p)+P -1

dir. Eger p ve q degerleri 1/2’ye giderse
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im P o= lig A/P-1 _ a
-G * -G @/P*P -1 a+b

dir. Yani A oyuncusunun oyunu kazanma olasilig1 P, = ﬁ ifadesine esittir. Ayn1 sekilde

. b . . o
B oyuncusunun oyunu kazanma olasilig1 ise P, = - ifadesine esittir.

Omek olarak A oyuncusu 3 TL ve B oyuncusu 5TL ile oyuna baslasin. Oyunda
p=q= % olasiliklar1 bu sekilde segilmistir. Bu durumda A oyuncusunun oyunu kazanma

olasilig1 P, = 0.375 ve oyunu kaybetme olasilig1 0.625’dir. Ayni sekilde B oyuncusunun
oyunu kazanma olasiligi P, = 0.625 ve oyunu kaybetme olasilig1 0.375°dir. Bu oyun igin
sonuglar asagida Sekil 2.8’de gosterilen MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii (GUI) ile

hazirlanan arayiiz yardimryla bulunmustur.

[CEmme™ % ¢ | e

[ | 3 |
[ o ] o5

ffffffffffff

1 ve B oyvuncudlarimmng bir ovinu bazanma olasiililar
srrasmila pove g alsun, Chuncndar a ve b bakislert ile ayvina
basiasiwiar. P a ve F_b olastfifiar: A ve B oyuncilarins
v bazarma olastiticlarn olsun, O_ave O ble Ave B
ovuncularan iflas etme olastiiclars olsun.

Sekil 2.8. Bir oyunda oyuncularin kazanma ve iflas etme olasiliklari

2.5. Rastgele Yiiriiyiis Siireci Icin Ark Siniis Kanunu

Rastgele yiiriiyiis siirecinin en bilinen 6rneklerinden biri olan ark siniis kanunu ifade
etmek i¢in Oncelikle bu kanunu en iyi sekilde agiklayan Ornek olan yazi-tura oyunu

hakkinda genel bilgi verilsin.
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2.5.1. Yazi-Tura Oyunu

A ve B oyunculart bir yazi-tura oyunu oynasinlar. Bu oyunda diizgiin bir para
defalarca atilsin. Her tura atildiginda A oyuncusu B oyuncusundan 1 TL alsin ve her yazi
geldiginde ise A oyuncusu B oyuncusuna 1TL versin. Ornek olarak bir paranin 40
atiliginin sonuglari agagidaki gibidir:

YTYTTYYTYYTYTTTTYTYTTTYYYTTTTYTTYTYYTYTT.

Bu sonugclarin grafigi ise asagidaki gibi elde edilmistir:

40-adimli rastgele yarayis

kazang

0 5 10 15 20 25 30 35 40
adim

Sekil 2.9. Bir paranin 40 atiliginin yapildig1 yazi-tura oyunu sonucunda A
oyuncusunun kazanci

Bu oyun sonunda A oyuncusu 6 TL kazanmis olur. O halde A oyuncusunun j TL
kazanma olasilig1 nedir sorusu sorulabilir, burada j sayis1 —40 ile 40 arasinda her hangi bir
cift say1 olabilir. Turalarin sayis1 yazilarin sayisina esit oldugunda en yiiksek olasilikla
Jj’nin degerini 0 olarak tahmin etmek uygundur. Benzer sekilde en diisiik olasilikla
Jj = x40 olarak tahmin edilir. Bu oyunda bir diger soru ise bir paranin 40 atiliginin kaginda
A oyuncusu ondedir? Sekil 2.9’a bakarak A oyuncusunun kazanglari pozitif oldugu zaman
onde oldugu goriilmektedir, eger 6nde olmasini saglayan atilislar 6grenilmek istenirse A
oyuncusunun kazanci 0 oldugu zaman bir kural elde edilmelidir. Kural ise soyledir; A
oyuncusunun kazanci 0 oldugu zaman eger onceki atista ondeyse ve eger dnceki atista

arkada degilse A oyuncusu dndedir. Bu kurala gore yukarida verilen 40 atis 6rneginde A
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oyuncusunun &nde olma anlar1 28°dir. Onseziye dayanarak en yiiksek ihtimalle 6nde olma
anlarinin 20 oldugu ve en diisiik ihtimalle 6nde olma anlarinin ise 0 ya da 40 oldugu
sOylenebilir. Bu oyun i¢in bir paranin 10000 atilis1 yapilmistir ve MATLAB programi

kullanilarak simiilasyon elde edilmistir. Sonuglar asagidaki grafiklerde gosterilmistir:

0.14 T T T T T T T T T

012 1

01fF 1

0.08 1

olasilik

0.06 | 1

|‘ L.
10 15

20 25

0.04 |

0.02F ‘ ‘ |
: |
2 5 -10

PRI |
-25 -20 -1

-5 u] 5
kazang

Sekil 2.10. A oyuncusunun kazanglarinin dagilimi

0.14 T T T T T T T T T

01F 1

olasilik

0.04 -

D 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35

-5 0 40 45

dnde olma ani

Sekil 2.11. A oyuncusunun 6nde olma anlarinin dagilimi
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A oyuncusunun final kazanci hakkindaki Onsezi olduk¢a dogrudur, ancak A
oyuncusunun o6nde oldugu anlarin sayist hakkindaki Onsezi ise tamamen yanlistir.
Simiilasyon en diisiik olasilikla 6nde olma anlarinin sayisinin 20 oldugunu ve en yiiksek
olasilikla ise 0 ya da 40 oldugunu gosteriyor. Bu aslinda dogrudur, A oyuncusunun
kazanglarinin grafigine bakarak ve biliylik sayida atiglarin yapildig1 yazi-tura oyunu
oynayarak bunun dogru oldugu gosterilebilir. Sekil 2.12’de bir paranin 1000 atilisinin
yapildig1 oyun ve benzer sekilde Sekil 2.13’de ise bir paranin 10000 atilisinin yapildig
oyun i¢in MATLAB programi ile simiilasyon yapilarak asagidaki grafikler elde edilmistir:

1000-adiml rastgele yurayos
. T T T T T T T T T ]

20+ -

konurm

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
adim

Sekil 2.12. Bir paranin 1000 atilisinin yapildig1 yazi-tura oyununda A
oyuncusunun kazanglari
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10000-adimli rastgele yarayis
150
100
50

oFH

konum

=0k 4

-100 | B

-150 F B

1 1 1 1 1 1 1 1 1
u} 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 S000 10000
adim

Sekil 2.13. Bir paranin 10000 atilisinin yapildig1 yazi-tura oyununda A
oyuncusunun kazanglari

Sekil 2.13’de A oyuncusu zamanin ¢ogunda ileridedir. Bu dikkate deger bir olaydir,
ancak oyun yeteri kadar devam ederse A oyuncusunun kazanglari 0’a geri gelmeye devam

edecektir ama bunun olmasi i¢in ¢ok uzun bir zamanin ge¢gmesi gerekmektedir.

2.5.2. Ark Siniis Kanunu

2m uzunluklu bir rastgele yiirliylisiin orijine son doniisiiniin 2k aninda olmasit

olasilig1 asagidaki ifade ile verilsin:

olGy

22m

= Tk 2m—-2k 0< k <m.

(k = 0 durumu higbir pozitif anda orijine doniis olmayan biitiin yollarin sayisini igerir).
Burada son doniisii 2k aninda orijinde olusan bir yol birlestirilmis iki yoldan meydana
gelir. {lki orijinde baslayip orijinde biten 2k uzunluklu bir yoldur ve digeri ise orijinde
baglayan ama hi¢bir zaman orijine donmeyen 2m — 2k uzunluklu bir yoldur. Eger 2k

aninda son deklestirmeye sahip olan 2m uzunluklu bir rastgele yiiriiyiisiin olasilig1 a,y 2,
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olarak gosterilirse dyy om = ToxT2m-2k €sitligl elde edilir. a’nin basit bir fonksiyonunun

dagilimi i¢in asimptotik denklik asagidaki gibidir:

1
T2k~ ="

Vrk

Dolayisiyla m — k — oo iken,

1

a ~—_——
2lezm v k(m — k)

ifadesi elde edilir. Bu son ifade

1
nm\/(k/m)(l —k/m)

olarak yazilabilir. Boylece eger 0 < x < 1 i¢in

1

fe = mx(1 — x)

tanimlanirsa,

1 (k
Az2k2m = Ef <E)
olarak elde edilir. ~ isaretinin sebebi ise artik k’nin biiyiik deger olarak alinmasinin gerekli
olmamasidir. Bunun anlami [0,1] araliginda siirekli yogunluk fonksiyonu f(x) ile a,y 2,
kesikli dagilimimin yerleri degistirilebilir ve iyi bir yaklasim elde edilebilir. Ozellikle eger

x sayisi (0,1) araliginda sabit bir reel say1 ise

Z Azk,2m = foxf(t) dt

k<xm



56

ifadesi elde edilir. Bu f(x)’in bir ters tiireve sahip oldugu sonucunu verir. Béylece

2
Qzom =~ —arcsin Vx

k<xm

olarak yazilabilir.

Bu son fonksiyonun grafiginden bir minimumunu x = 1 / 2’de aldig1 ve bu nokta
civarinda simetrik oldugu goriiliir. ifade edildigi gibi m anindan sonra 2m uzunluklu
yollarin yaris1 hi¢bir denklestirmeye sahip degildir. Bir rastgele yiiriiyiis (0,0) ile (m, S,,)
arasinda baglantili olan bir poligonal (¢okgen) c¢izgi iizerinde gosterilebilir. Bu yorum
altinda uzunlugu 2m olan rastgele yiiriiylisiin 2m poligonal ¢izgi bolmelerinin
(segmentinin) 2k tanesinin t ekseninin yukarisinda olma olasilig1 by 5y, dir.

byk 2m olasihigr ¢ogu kez iki oyunculu bir oyuna dayanarak agiklanir (bu oyun
hatirlanilacagi gibi yazi-tura oyunudur). Eger rastgele yliirliylis n aninda t-ekseninin
yukarisinda ya da rastgele ylirliylis n aninda t-ekseni iizerinde ama n — 1 aninda t-
ekseninin yukarisinda ise A oyuncusunun 6nde olacagi sdylenir (0 aninda hi¢bir oyuncu
onde olmayacaktir). Burada 2m uzunluklu bir oyunda A oyuncusunun onde oldugu atis
sayist kag¢ tanedir sorusu sorulabilir. Cogu kisinin bu soruya cevabi m defadir. Ama
sonraki teorem A oyuncusunun en diisiik ihtimalle 6nde olacagi anin m oldugunu ve en

yiiksek ihtimalle 6nde olma aninin ise 0 ya da 2m oldugunu ifade eder.

Teorem 2.5.1. Eger iki oyuncu 2m uzunluklu bir Yazi-Tura oyunu oynarlarsa ilk

oyuncunun 2k aninda 6nde olma olasilig1 ay o, sayisina esittir.

Ispat. Teoremi ispat etmek icin kullanilan bk 2m = Az 2m ifadesinin dogru oldugu
tanimlardan goriilmektedir. Bu durumda b, 0m = Tom V€ bgom = T2m ifadeleri dogru
oldugundan b,y 21 = Aok 2m €sitligini 1 < k < m — 1 igin gegerli oldugunu ispat etmek
yeterlidir. Bunun i¢in t-ekseninin yukarisinda 1 < k < m — 1 i¢in 2k pargaya sahip olan
2m uzunluklu yollarin sayisin1 hesaplayarak b’yi ve g’yi igeren bir yineleme elde
edilmelidir. Bu yollar toplulugunu hesaplamak i¢in ilk doniisiin 2j aninda gergeklestigi
kabul edilir ve burada 1 < j < m — 1°dir. Burada diisiiniilecek iki durum vardir. Ilk 2j

sonuglari esnasinda yol ya t-ekseninin yukarisinda ya da altindadir. Ik durumda yolun tam



57

olarak t = 2j ve t = 2m arasinda t-ekseninin yukarisinda (2k — 2j) ¢izgi bolmelerine
sahip oldugu dogrudur. Ikinci durumda yolun tam olarak t = 2j ve t = 2m arasinda t-
ekseninin yukarisinda 2k ¢izgi bolmelerine sahip oldugu dogrudur.

Simdi yukarida tanimlanmis cesitli sekildeki yollarin sayis1 hesaplanmalidir. ilk
doniisii 2j aninda meydana gelen ve t-ekseninin yukarisina uzanan ¢izgi bdlmelerinin
hepsinin 2j uzunluklu yollarmin sayis1 (1/2)2%/ g, ; ifadesine esittir. Bu ayn1 zamanda ilk
doniisti 2j aninda gergeklesen ve t-ekseninin asagisina uzanan ¢izgi bolmelerinin hepsinin
2j uzunluklu yollarinin sayisina esittir. t-ekseninin yukarisinda tam olarak (2k — 2j) ¢izgi
bdlmelerine sahip olan (2m — 2j) uzunluklu yollarin sayist byg_3j2m—2; dir. Son olarak,
t-ekseninin yukarisinda tam olarak 2k ¢izgi bélmelerine sahip olan (2m — 2j) uzunluklu

yollarmn sayist by o dir. Boylece asagidaki esitlik elde edilir:

1< 1
bak2m = EZ ngbZk—Zj,Zm—Zj 2 z bZk,Zm—Zj-

j=1

Son olarak, by 2m = Azk 2m esitliginin m < n igin dogru oldugunu gostermeye calisalim.

Teorem 2.2.2°den asagidaki esitlik elde edilir:

m-—
1
by, = P 92]a2k —2j2m-2j T E 2j%2k,2m—-2j

j=

k m-—
1
92j T2k—2jT2m—2k t E 2j 2k 2m—-2j-2k

1 1

= 5 Tem-2k Z 92jT2k—2j + 5 T2k Z 92jT2m-2j-2k
1 1

= 5 Tem-2kT2k + 5 T2kT2m-2k = T2kT2m-2k:

NIH

Boylece byy 2y = pp 2n €sitligi ispati tamamlar. a
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012 E

0.1F p

0.08 B

olasihik

0.06 E

0.04 -

D 1 1 1 1
- 5 10 15 20 25 30 35

40 45

dnde olma ani

Sekil 2.14. A oyuncusunun 6nde olma anlar1

Sekil 2.14’de A oyuncusunun 6nde olma anlarimin dagilimi gosterilmektedir. Bu
grafik 40 atistan olusan bir Yazi-Tura oyununun 10000 defa gergeklesmesiyle elde
edilmistir. Bu grafigin simiilasyonu MATLAB programi ile yapilmustir.

Sonraki teorem ark siniis yogunlugunun genis bir alanda gecerli oldugunu ifade
etmektedir. Eger F(x) =1 — F(—x) ise siirekli dagilim fonksiyonu F(x)’in simetrik
oldugu bilinmektedir (eger ¢ simetrik dagilim fonksiyonuna sahip bir rastgele degisken ise
her hangi bir x i¢in, P({ < x) = P(¢ = —x) yazilabilir). F’nin siirekli ve simetrik oldugu
yerlerde F(x) dagilimina sahip her toplanan sayinin n uzunluklu bir rastgele yiiriiyiise
sahip oldugu durumda yiirilylisiin ilk maksimum indisi i¢in tek indis k’dir. Burada
Sk > Soy s S > Sk—1,Sk = Ska1s r Sk = Sy dir. Tk maksimum indis olarak K, rastgele

degiskeni tanimlanir. Asagida K,, rastgele degiskenini igeren teorem verilmistir.

Teorem 2.5.3. Simetrik ve siirekli dagilim fonksiyonu F ve « ise O ile 1 arasinda

sabit bir reel say1 olsun. Bu durumda n — oo iken
2
P(K, < na) - ;arcsmx/a

dir (Grinstead ve Snell, 1997). Q



3. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
3.1. Binomial Rastgele Yiiriiyiis

Rastgele yiiriiylis teorisi hisse senedi fiyatlarinin ge¢mis fiyat hareketleri ile tahmin
edilemeyecegini ve bu fiyat hareketlerinin rastgele oldugunu belirtmektedir. Ciinkii hisse
senedi fiyatinin ard arda artmasi ya da azalmasi rastgeledir, hisse senedi fiyatinin bir
donem artmasi sonraki donemde artacagi anlamina gelmez. Rastgele yiiriiylis siirecinde
oldugu gibi bir pargacigin ilk adimini saga atmasi sonraki adimini da saga atacagi anlamina
gelmez ¢iinkii adimlar birbirinden bagimsizdir. Dolayisiyla binomial model de bir rastgele
yiuriiylis siirecidir. Ciinkii binomial model hisse senedi fiyatinin bir donem sonra artmasi ya
da azalmasi gibi iki durumdan olusmasi nedeniyle rastgele yiiriiyiis siirecine uymaktadir.
Ayni sekilde trinomial model de binomial modelin genigletilmis hali oldugundan rastgele
yuriiylis siirecidir. Trinomial modelin binomial modelden farki ise bir donem sonra iki
yerine ti¢ farkli fiyat segenegi sunmasidir. Trinomial model, zaman aralig1 sonunda veya
vadede hisse senedi fiyatinin belli olasiliklarla artacagini, sabit kalacagini ve azalacagini

varsaymaktadir.

3.2. Hisse Senedi Fiyatimin Binomial Model ile Hesaplanmasi

Bilindigi gibi kesikli zamanl siireg rastgele bir siirectir. Bu siire¢ zaman i¢inde belirli
anlarda hisse senedi fiyatlarinin davraniglarimi belirlemektedir. Kesikli zamanl siirecte
parametre zamandir. Belirli degerleri alan zaman T = {0,1,2,3, ..., n} seklinde bir zaman
dizisi meydana getirir. Burada T giin, ay, y1l gibi bir zaman araligin1 gostermektedir. S
hisse senedinin fiyatin1 ifade eden bir degisken olmak flizere S; degiskeni de hisse
senedinin ¢ amindaki deerini gostermektedir. Ornegin S, hisse senedinin baslangic
anindaki degerini gostermektedir. Benzer sekilde zaman parametresi 1 giinliik zaman
araliklarii tanimliyorsa S;’de 1 giiniin sonundaki hisse senedinin degeri olacaktir.

Binomial model kesikli zamanli bir siiregte hisse senedi fiyat hareketlerini inceleyen
bir modeldir. Buna gore binomial model hisse senedi fiyatlarin1 belirlenen zaman
araliklarinda hesaplamaktadir. Eger S; degiskeni binomial model ile hesaplanan
So,S1, -, Sy degerlerini py, py, ..., Py, Olasiliklar ile aliyorsa ve p; + p, + -+ + p,, = 1 sart1

gerceklesiyorsa binom dagilimina sahiptir denilmektedir. Buna gore binomial modelde S;
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kesikli bir rastgele degiskendir. Olasilik teorisinde binom dagilimi; gerek kendi 6zellikleri
gerekse normal dagilimin esasini olusturmasi nedeniyle biiyiik 6nem tagimaktadir.

Binom modelinde hisse senedinin fiyatinin artmasi olasiligi p, hisse senedinin
fiyatinin azalmasi olasilig1 1 — p olmak iizere hisse senedinin belirlenen zaman araliginda

(1 glin vs.) n deneme iginde x Kere fiyatinin artmasi olasiligi ¢ = 1 — p olmak tizere,

p(x) = (Z) p*q "

denklemi yardimiyla hesaplanmaktadir (Alpan, 1999).

3.3. Tek Donemli Binomial Model

Tek donemli binomial model, tiim binomial ve hatta terim sayist daha fazla olan
(multinomial) modellerin temelini olusturmaktadir. Tek donemli binomial modelde bir
menkul kiymetin belirli ¢ok kisa bir zaman araliginin sonundaki fiyati sadece iki deger
alabilmektedir. Modelin adi1 da bu iki terimlilik durumundan kaynaklanmaktadir. Binomial
modelin sekilsel tasviri ise temelde bir karar agacindan ibarettir (Gokge, 2001).

Cox-Ross-Rubenstein  modeli olarak bilinen binomial model farkli zaman
araliklarinda hisse senedinin fiyatini iki se¢enek dahilinde tahmin eder. Binomial modelde
bir zaman araligindan diger zaman araligina gecerken hisse senedi fiyatinin belli olasilikla
artacag1 (p) veya azalacagi (1 — p) Ongoriiliir ve ilerideki zaman araliginda bir 6nceki
zaman araligindaki hisse senedi fiyatina bagh iki farkli fiyat bulunur. Dolayisiyla hisse
senedi fiyat hareketleri kesikli bir dagilim olan binom dagilimimin karakterine uymaktadir.
Bu modelde zaman araliklarinin uzunlugu miimkiin oldugunca kisa tutulmalidir. Bu se-
kilde bulunan hisse senedi fiyatinin giivenilirligi artirilir.

Hisse senedinin gelecekteki fiyatini bulmaya calisgan binomial siireci tanimlayan
binomial model hisse senedi fiyatinin her degeri alabilecegini varsayan fizikteki
molekiillerin hareketlerini tanimlayan Brown siirecinin kisitlandirilmis bir seklidir. Buna
gore binomial modeldeki kisitlar hisse senedi fiyatinin bir sonraki zaman araliginda ya
artacagl ya da azalacagi seklinde sadece iki duruma bagli olarak tanimlanmaktadir.

Belirli zaman araliklarinda hisse senedinin fiyatin1 hesaplayabilen binom modeli

Sekil 3.1’deki gibi ifade edilir. Burada baglangigta hisse senedinin fiyatt S =S,
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degerindedir. At gibi bir zaman sonra hisse senedinin fiyat1 p olasiligi ile uS yada 1 —p

olasilig1 ile dS degerine esit olacaktir.

Sekil 3.1. Tek donem igin hisse senedi fiyatini binomial model ile
tahmin etme

Binomial modelde belirlenen herhangi bir At zaman araligi i¢inde hisse senedinin
beklenen getiri oran1 uAt ile ve getiri oranlarmn varyansi a?At ile hesaplanmaktadir. Bir
binomial modelde yer alan u,d ve p degiskenlerine bagli olarak asagidaki esitlikler

yazilabilir:

At
O'\/A_t d:l _er _d.

u=e
u u—d

Birinci zaman araligi sonunda hisse senedinin fiyati Se#At ile hesaplanmaktadir.
Buna gore olasilik degerleri de dikkate alinarak birinci zaman araligi sonundaki hisse

senedi fiyati1 bulunur, r yillik faiz oran1 ve t. zaman aralig1 sonunda hisse senedi fiyatinin

rAt

degisim orani e olmak Tlizere gelecekte (t.zaman aralifi sonunda) riskin olmadigi

rAt

ortamda hisse senedi fiyatin1 hesaplayan S,e#At ifadesi S,e™* ifadesine esit olmaktadur.
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...................................................................................

Sekil 3.2. Binomial model ile t. zaman araligi sonunda olusan
hisse senedi fiyatinin bulunmasi

Sekil 3.2 t. zaman aralifi sonunda hisse senedi fiyatin1 ifade eden S;.;’in p;
olasilikla u;S; degerini ve 1 — p; olasilikla d.S; degerini alacagin1 gostermektedir. t.
zaman aralig1 sonunda hisse senedi fiyat1 binomial model ile asagidaki formiil yardimiyla

bulunur:

See™ = E(Se41) = Se(peue + (1 = pdy) .
Buradan

e™t = pauy + (1 - pp)d,

elde edilir. S;,; degerinin varyansi, dolayisi ile standart sapmasi asagidaki esitlik ile

hesaplanir:

Var(Seer) = E(See)?) — (ESen))’
= (S)*{p:(ue)? + (1 —p)(d)?* — [prue + (1 — pr)d.)?}
= (50)2(pe(u)? + (1 — p)(d)? — e,

e™t = pu, + (1 — p.)d, hisse senedi fiyatinin bir zaman arah@ sonundaki degisim
oranin1 gostermektedir. Bu esitligin baslangigla vade sonu arasindaki tiim zaman
araliklarinda genellestirebilmesi i¢in p; = p, u; = u, d; = d esitlikleri kabul edilir. Bu
esitliklerin kabul edilmesi hisse senedi opsiyonunun fiyatin1 tahmin etmeden 6nce hisse

senedinin fiyatlarinin hesaplandigi baslangic ile opsiyonun vadesi arasindaki rastgele
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stiregteki tiim zaman araliklarinda hisse senedi fiyatinin artis oran1 (u), azalis oran1 (d) ve

olasilik degerleri (p) sabit kabul edilmektedir. Buna gore asagidaki denklem yazilir:
pu+ (1 —p)d = e™:,
Buradan binomial modelin parametrelerinin en agik formlar1 asagidaki gibidir:

er\/E _ e—m/ﬂ
P = oVt _ ooVt

oAt d = e~ VAt

u=e , u=

1
d

Binomial model ile hisse senedinin gelecekteki zaman dilimlerinde fiyati tahmin
edilerek buradan hisse senedine bagli olarak yazilmis satin alma opsiyonunun bugiinkii

fiyat1 tahmin edilir.

Cr = C, = max(0,uS — E)

1-p Cr = C4; = max(0,dS — E)

Sekil 3.3. Tek donem igin hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyatini
tahmin etme
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Pr = B, = max(0,E —uS)

1-p Py = P; = max(0,E — dS)

Sekil 3.4. Tek donem igin hisse senedi satma opsiyonunun fiyatini tahmin
etme

Ayrica hisse senedi satma opsiyonunun bugiinkii fiyat1 yukarida gosterilen sekildeki
gibi tahmin edilir. Bir satin alma (Call) opsiyonunun kullanildigi andaki kullanim fiyati
hisse senedinin fiyatindan biiyiik ise opsiyon iptal edilecektir. Cilinkii opsiyon sahibi hisse
senedini piyasadan daha ucuza temin edebilecektir. Bu durumda opsiyon degersizdir ve
degeri sifira esittir. Vade sonunda T aninda satin alma opsiyonunun fiyati C; asagidaki

denklem ile bulunur:

Cr = max(0,S; — E).

Binomial model ile vade sonuna dogru ve vade i¢inde bulunan hisse senedi fiyati1 Sy
olmak tiizere vade sonundaki satin alma opsiyonunun fiyatt C; = S; —E esitligi ile
hesaplanir. Bu esitligin sonucu negatif ¢ikarsa C; = 0 olur.

Benzer sekilde satma (Put) opsiyonu, opsiyonu alan tarafindan ileride hisse senedi
fiyatinin diisme ihtimalini g6z Oniine alinarak yapilan bir islemdir. Satma opsiyonunu alan
taraf opsiyonun kullanma zamani geldiginde hisse senedi opsiyonundaki kullanim fiyati bu
hisse senedinin piyasadaki fiyatindan biiylik ise opsiyonu kullanir ve elindeki hisse
senetlerini kullanim fiyatindan satar. Aksi halde hisse senedi opsiyonunun kullanim fiyati
piyasadan kii¢iikse opsiyonunu kullanip hisse senetlerini piyasadan daha ucuza satmaz yani
opsiyonu kullanmaz. Vade sonunda T aninda hisse senedi satma opsiyonunun fiyati Py

asagidaki denklem ile bulunur:

PT = maX(O,E - ST)
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Binomial model ile vade sonuna dogru ve vade iginde bulunan hisse senedi fiyat1 Sy
olmak iizere vade sonundaki satma opsiyonunun fiyati P, = E — S esitligi ile hesaplanir.
Bu esitligin sonucu negatif ¢ikarsa P = 0 olur.

Cr ve Pp sirastyla bir satin alma ve satma opsiyonunun T anindaki degerleridir. T
aninda eger bu opsiyonlar satin alinmak istenirse C; ve Pr’nin degeri kadar para 6demek
gerekir. Buradaki T an1 opsiyonun vadesini ifade etse de opsiyonun fiyatinin hesaplandigi
an t ve opsiyonun vadesi T olmak iizere bu zamanlar arasinda herhangi bir anda opsiyonun
fiyat1 (primi) opsiyon fiyatlandirma modelleri ile hesaplanir. Bu sekilde opsiyonun
vadeden once el degistirmesi saglanir.

Opsiyon fiyatlandirma modellerinden olan binomial model ile vadeye kadar farkli
zaman araliklarinda hisse senedinin belli olasiliklar dahilinde gergeklesecek olan fiyatlari
bulunur. Bu tahmin edilen fiyatlara bagli olarak hisse senedi lizerine yazilmis olan
opsiyonun fiyati bulunur. Binomial model ile baslangicta opsiyonu satin almak igin
odenecek fiyat bulunurken oncelikle hisse senedinin vadedeki ve vadeye kadar olan zaman

araliklarindaki hisse senedi fiyatlar1 bulunur.

3.4. iki Donemli Binomial Model

Iki dénemli binomial model Sekil 3.5°de gdsterilmistir. Goriildiigii gibi ikinci zaman
aralifi sonunda ii¢ degisik hisse senedi fiyati olugsmaktadir. Bu fiyatlar u?S,udS ve
d?S’dir.

Sekil 3.5. Iki donem igin hisse senedi fiyatlarmin binomial model ile
hesaplanmasi
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Cyy = max(0,u?S — E)
c Cyq = max(0,udS — E)

Cdd = maX(O, dZS - E)

............................................................................................................................................

Sekil 3.6. Iki dénem icin hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyatini
tahmin etme

Binomial model ile ikinci zaman araligi sonunda Sekil 3.6’den de goriildiigi gibi
hisse senedi satin alma opsiyonu i¢in ii¢ degisik fiyat olusmaktadir. ilk fiyat vade sonunda
hisse senedi fiyat1 S; = u2S olmak iizere satin alma opsiyonu C,,, = S; — E ifadesine esit
olmaktadir. Bu esitligin sonucu negatif ¢ikarsa C,,, = 0 olur. Diger iki fiyatta bu islem
sonucu elde edilir. Bundan sonra baglangica dogru var olan zaman araliklarinda satin alma

opsiyonunun belli olasiliklarla ger¢eklesebilecek fiyatlari asagidaki gibi hesaplanir:

Cy = (Cuup + Cyua (1 — p))e—rAt’
Ca = (Cugp + Caa(1 —p))e™™,
C = (Cup + C4(1 —p))e ¢,

Boylece baslangi¢ noktasina kadar gelinerek opsiyonun ilk satildigi ana iligkin satin

alma opsiyonunun fiyatt olan € degeri bulunur. Bu opsiyon fiyati bir tahmindir.
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P, = max(0, E—u?S)

L P P,y = max(0, E — udS)

Pgq = max(0,E — d2S) |

.................................................................................................................................................

Sekil 3.7. Iki donem igin hisse senedi satma opsiyonunun fiyatini tahmin
etme

Binomial model ile ikinci zaman araligi sonunda Sekil 3.7’den de goriildiigi gibi
hisse senedi satma opsiyonu i¢in ii¢ degisik fiyat olusmaktadir. ilk fiyat vade sonunda hisse
senedi fiyati S; = u?S olmak iizere satma opsiyonu P, = E —S; ifadesine esit
olmaktadir. Bu esitligin sonucu negatif ¢ikarsa B, = 0 olur. Diger iki fiyatta bu islem
sonucu elde edilir. Bundan sonra baglangica dogru var olan zaman araliklarinda satma

opsiyonunun belli olasiliklarla ger¢eklesebilecek fiyatlari asagidaki gibi hesaplanir:

P, = (Puup + Pud(1 - p))e—rAt’
Py = (Puap + Paa(1 —p))e ™,
P = (Pyp+Py(1—p))e ¢

Boylece baslangic noktasina kadar gelinerek opsiyonun ilk satildig1 ana iliskin satma
opsiyonunun fiyati olan P degeri bulunur. Bu opsiyon fiyatinin tahmin degeridir.

Belirlenmis bir miktardaki hisse senedi, opsiyonun yazildigi anda belirlenmis bir
fiyat iizerinden ilerideki bir vadede, opsiyon sahibine hisse senedini satin almasini (call)
veya satmasini (put) saglayacak bir hak demek olan satin alma (call) ve satma (put)

opsiyonlariin fiyatlandirilmasini igeren 6rnekler asagida verilmistir:

Ornek 3.4.1. Vadesi bir y1l olan Avrupa tipi hisse senedi satin alma opsiyonunun
kullanim fiyat1 $80 olsun. Baslangigta hisse senedi fiyatinin piyasadaki fiyat1 $75 ve yillik

faiz oran1 %10, hisse senedinin yil i¢indeki fiyat degisim oranlarinin standart sapmasi
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%20 olduguna gore bir yillik vadeyi ti¢ aylik dort zaman araligina bolerek binomial model
ile hisse senedinin iizerine yazilmig olan satin alma opsiyonun fiyat1 tahmin edilmek

istensin.

Coziim. Opsiyon Avrupa tipi oldugu i¢in kesinlikle vadesinde kullanilacaktir. Bu
ornekteki satin alma opsiyonu sahibine (satin alana) bir y1l sonunda hisse senedini $80°dan
alma hakk1 vermektedir. Buna gore opsiyonu satin alan hisse senedinin piyasa fiyati bir yil
sonunda $80°dan kiiciikse opsiyonu kullanmaktan vazgecerek hisse senedini piyasadan
$80’m altinda bir fiyattan satin alacaktir. Bu durumda opsiyon kullanilmadig: igin degeri
sifir olacaktir. Eger hisse senedinin piyasa fiyati $80°1n iizerinde ise opsiyon sahibi satin
alma hakkini kullanarak opsiyonu satan kisiden hisse senedini $80 Odeyerek satin
alacaktir. Bu durumda hisse senedi satin alma opsiyonunun vade sonundaki degeri, hisse
senedinin piyasa fiyat1 ile opsiyonun kullanim fiyati arasindaki farkina esittir. Problemde

verilenler asagidaki gibidir:
S =$75, E=9%80, r=%10, o=%20, T =1y, At=0.25(3/12).
Bunlara gore binomial modelin parametreleri asagidaki gibidir:

u = e?Vht = ¢02V025 = 1 1052,

1
d=-= e~VAt — 0.9048,

a = e™ =1.0253,

a—d _1.0253—0.9048
u—d 11052 —0.9048

1-p=1-0.6013 = 0.3987.

p = = 0.6013,

Sekil 3.8’de gosterilen binomial modelin diigiim noktalarindaki hisse senedi fiyatlari
ve hisse senedi satin alma opsiyonu fiyatlarr MATLAB’da hazirlanan arayliz yardimiyla

hesaplanarak asagidaki gibi elde edilmistir:
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111.89 |[ 4
31.89
C || 101.24
23.21
91.6 212
16.26
82.88 82.88
11.09 6.8 75
75 75 0
7.41 3.99 67.86
67.86 o
234 61.4
D 61.4 0 B
0 55.56
0 50.27
0

Sekil 3.8. Bir yillik Avrupa tipi satin alma (Call) opsiyonu fiyatinin dért zaman
aralig1 icin binomial model ile hesaplanmasi

Diigiimlerdeki Hisse Senedi Fiyatlari

diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xu*=75x1.1052* = 111.89.

diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S xuxd?®=75x 11052 x 0.9048° = 61.4.

diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xu®=75x 110523 = 101.24.

diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

St = 75 (Baslangi¢ Fiyatt).
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Diigtimlerdeki Hisse Senedi Satin Alma Opsiyonu Fiyatlari

A |diigiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

E =80,5; = 111.89,C; = max(0,111.89 — 80) = 31.89.

B | dugiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

E = 80,5, = 61.4,C; = max(0,61.4 — 80) = 0.

C |digiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

Cr = (31.89 x 0.6013 + 11.6 x 0.3987) x ¢~ 02501 = 23 21,

D |diiglimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

Cr = (11.09 x 0.6013 + 2.34 x 0.3987) x e~ 025%01 = 741,

Ornek 3.4.2. 5 aylik temettii 6demeyen Avrupa tipi hisse senedi satma (put)
opsiyonu satildigi zaman hisse senedi piyasa fiyat1 $60 olsun. Opsiyonun kullanim fiyati
yine $60, yillik faiz oran1 0.12, hisse senedinin fiyat degisimlerinin yillik volatilitesi 0.45
ve vade 5/12 olarak verilmistir. Binomial modelde zaman araligin1 1 ay olarak kabul edip

satma opsiyonunun baslangictaki fiyat: bulunsun.

Coziim. Hisse senedini 5 ay sonunda $60’dan satma hakkinin fiyatin1 hesaplamak

i¢in verileri dikkate alarak binomial modelin parametreleri asagidaki gibi hesaplanir:

S =%$60, E=%$60, r=%12(yillik), o = %45(yullik),
T —t=0.4167 yil(5ay/12 ay), At =0.0833(1ay/12 ay),
u = e9VAt — ,0.45V0.0833 — 1 1387

1
d=—= e~9VAt — 08782, a = e™ = 1.01,
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a
b= u—d_ 0.506, 1—p=1-0.506 =0.494.

Sekil 3.9°de gosterilen binomial modelin diigiim noktalarindaki hisse senedi fiyatlar
ve hisse senedi satma opsiyonu fiyatlari MATLAB’da hazirlanan arayiiz yardimiyla

hesaplanarak asagidaki gibi elde edilmistir:

11486 |[ g
0
100.88
0
88.59 88.59
0 0
77.8 77.8
0.85 0
68.32 68.32 68.32
2.88 1.74 ¢ 0
60 60 60
5.96 5.03 3.57
52.69 269 52.69
9.32 8.5 7.3 A
‘;g-i; 46.27
40.63 13.72 40.63
19.36 19.36
35.68
2431 31.33
28.66

.....................................................................................................................................................................................................

Sekil 3.9. Bes aylik Avrupa tipi satma (Put) opsiyonu fiyatinin bes zaman araligi igin
binomial model ile hesaplanmasi

Diigiimlerdeki Hisse Senedi Fiyatlari

A | diglimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xu?xd®=60x1.1387% x 0.87823 = 52.609.

B | diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xu®>=60x 1.1387> = 114.86.
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¢ |diiglimiindeki hisse senedi fiyati:

Syr=Sxu®xd=60x 1.1387% x 0.8782 = 68.32.

Diigtimlerdeki Hisse Senedi Satma Opsiyonu Fiyatlar

A | digiimiindeki hisse senedi satma opsiyonunun fiyati:

E =60,5; = 52.69, Pr = max(0,60 — 52.69) = 7.3.

B | diigtimiindeki hisse senedi satma opsiyonunun fiyati:

E = 60,S; = 114.86, P; = max(0,60 — 114.86) = 0.

C |diigiimiindeki hisse senedi satma opsiyonunun fiyati:

Py = (0 X 0.506 + 3.57 X 0.494) x ¢~ 0:0883x0.12 — 1 74,

3.5. Hisse Senedi Fiyatimin Trinomial Model ile Hesaplanmasi

Uygulamada getirdigi kolayliklar nedeniyle binomial model siklikla tercih edilse de
daha karmasik opsiyon problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilabilecek esneklige sahip
degildir (Figlewski, 1971). Trinomial model, hisse senedi fiyat hareketlerinin
modellenmesinde ve opsiyonlarin degerinin niimerik olarak elde edilmesinde binomial
model gibi siklikla kullanilmaktadir (Horasanli, 1997).

Trinomial model baslangigtan vade sonuna kadar olan zaman periyodunu farkh
saylida zaman araliklarina boler. Bu zaman araliklarinda hisse senedi fiyatin1 tahmin edip
adim adim ileriye giderek vadedeki hisse senedi fiyatin1 bulmaktadir. Her adimda yani
farkl1 bir zaman aralifinda ortaya ii¢c hisse senedi fiyat segenegini Ongdérmektedir.
Trinomial model zaman araligi sonunda veya vadede hisse senedi fiyatinin belli
olasiliklarla artacagini, sabit kalacagini ve azalacagini varsaymaktadir. Binomial modelde

oldugu gibi trinomial modelde de zaman araliklarinin uzunlugunun miimkiin oldugunca
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kisa alinmasi zaman araliklar1 sonundaki hisse senedinin fiyat tahmininin dogruluk
derecesini arttiracaktir (Alpan, 1999).

Trinomial model binomial modelinin genisletilmis halidir ve binomial modelin
parametrelerini  kullanmaktadir. Trinomial modelin binomial modelden farki, hisse
senedinin bir zaman araligi sonunda fiyatinin ayni1 kalacagini varsayarak hisse senedi
fiyatinin alacagi degerleri ii¢ secenek halinde incelemesidir. Dolayisiyla hisse senedi fiyat
hareketlerini daha iyi modellemektedir. Ancak yapilacak bilgisayar hesaplamalarinda

trinomial model daha uzun siirede sonug verecektir (Horasanli, 1997).

St+1n+1 = US

St,n =S —— Str1n =S

5t+1,n—1 =dS

Beeeeeeeenententattttttttetettitiiiiiitentnttttttttttettetettittttetenttnttttttttttttettttttttrenrtrtntatattttttetoel

Sekil 3.10. Tek dénem i¢in hisse senedi fiyatinin trinomial model ile
tahmin edilmesi

Sekil 3.11. iki dénem igin hisse senedi fiyatinin trinomial model ile
tahmin edilmesi
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Trinomial modelde baslangigtan vade sonuna kadar olan zaman araliklarindaki hisse
senedinin fiyatina bagli olarak hisse senedi iizerine yazilmis opsiyonlarin vade sonundaki
fiyati bulunur. Bundan sonra vade sonundan baslangica dogru olan zaman araliklarinda
opsiyon fiyatlar1 bulunur. Daha sonra baslangicta opsiyonun ilk satildigi an olan baslangig¢

anindaki opsiyonun fiyati tahmin edilir.

u?s
‘LLS uS
Py
5=350 uds s=5, . -
q
dS Pa
ds
d?S

...................................................................................................................................................................................

Sekil 3.12. Binomial model ile trinomial modelin Karsilastiriimasi

Binomial modelde iki zaman araligi sonunda {i¢ hisse senedi fiyatina ulasildig1 halde
trinomial modelde bir zaman aralig1 sonunda ii¢ ayr1 hisse senedi fiyati elde edilir.

Trinomial modelde baslangictaki hisse senedi fiyati S olduguna gore bir zaman
aralig1 sonunda u artig orani ile hisse senedinin fiyati uS, g sabit kalma orani ile S ve d
azalma orani ile dS olarak bulunur.

Hisse senedi fiyat degisim oranlart u,q ve d arasinda 0 < d < q < u gibi bir iligki
vardir. Bir zaman araligi sonunda trinomial modelde uS, S, dS fiyatlarina sirasiyla

Pu» Pq» DPa Olasiliklari ile ulasilir. Bu olasiliklarin toplami 1’e esit olmalidir:

Putpg+pra=1 0<p, <1 0<p,<1, 0<p;<1

Lognormal dagilim gosteren degiskenlerde oldugu gibi hisse senedi fiyatinin bir

zaman aralig1 sonundaki artig orani1 asagidaki gibi hesaplanir:

Py + pgq + pad = e
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Trinomial modelin parametreleri hisse senedinin veya opsiyonunun fiyatinin artma

orani u Ve p, olasiligi, sabit kalma orani q ve p, olasiligi, azalma oran1 d ve py olasiligi

asagidaki formiiller yardimiyla hesaplanir:

u= 8201/At/2' q= 1, d = e—Za,/At/Z,
erAt/Z _ e—Zo,/At/Z

- eZm/At/Z — e~ 20 At/2

Pu=1p% pg=2r(1—p), pa=(1-p)

p

Buraya kadar yapilan tiim hesaplamalar hisse senedi opsiyon anlagmasinin
baslangigtaki fiyatin1 bulmak icin yapilmistir. Opsiyon sekli Avrupa tipi ise satin alma
veya satma opsiyonu diye ayirt etmeden hisse senedi opsiyon anlagmasinin fiyati V ile
gosterilsin. t. zaman araligindaki hisse senedi opsiyonunun fiyatini (Vt,n) bulmak i¢in 6nce
t. zaman araligindan bir sonraki araliktaki opsiyonun fiyatinin beklenen degerinin

hesaplanmas1 gerekmektedir:

E(WVir1) = (Pth+1,n+1 +pgVisin + Pth+1,n—1)-

Buradaki n herhangi bir zaman araliginda ortaya ¢ikan olasi hisse senedi fiyatlarinin
sayisidir. (t + 1). zaman araliginda beklenen degeri bulunan hisse senedi opsiyonunun t.
zaman araligindaki fiyati (Vt,n) bulunmalidir. Beklenen deger E(V,.,) ile e ™™ oram
iskonto edilerek t. zaman araligindaki hisse senedi opsiyonunun fiyatinin bugiinkii degeri

bulunur:

Vt,n = e_rAt(pth+1,n+1 + qut+1,n + pth+1,n—1)-

Burada Vi1 n+1, Vitins Visrn—1 degerleri (t + 1). zaman araligindaki hisse senedi
opsiyon fiyatlar1 satin alma opsiyon fiyatlar: olsun. Ornegin (t + 1). zaman aralifinda n.
secenekte bulunan hisse senedinin fiyat1 S;;;, opsiyonun kullanma fiyat1 E’den bilyiikse
opsiyon kullanilacak ve degeri Viiy, = Sy, — E ile hesaplanacaktir. Aksi halde

St+1n < E olursa hisse senedi opsiyonunun degeri 0 olacaktir. Buna goére trinomial
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modelde C. , degerinin opsiyon satin alma (Call) opsiyonu olarak kabul edilmesi halinde

bu deger asagidaki esitlik ile hesaplanir:
Ct+1,n = maX(St+1'n - E, 0), n= 0,1,2, ey t.
Diger satin alma opsiyonlar1 ise asagidaki gibi hesaplanir:

Ceviner = maX(St+1,n+1 —E, 0),

Cev1n-1 = maX(St+1,n—1 —E, 0)-

Bu opsiyon fiyatlarindan yararlanarak t. zaman araliginda n. se¢enekte bulunan hisse

senedi satin alma opsiyonu fiyati

Ct,n = e_rAt(puCt+1,n+1 + qut+1,n + pdCt+1,n—1)

esitligi ile bulunur. Trinomial modelde eger P, degeri opsiyon satma (put) opsiyonu

olarak kabul edilirse bu deger asagidaki esitlik ile bulunur:
Piy1n =max(E — S;410,0), n =012, ...t
Diger satma opsiyonlari ise agagidaki gibi hesaplanir:

Pryin+1 = max(E = St+1in+1r 0);

Peyin-1 = max(E = St+1n-1r 0)-

Bu opsiyon fiyatlarindan yararlanarak t. zaman araliginda n. Secenekte bulunan hisse

senedi satma opsiyonu fiyati

Pn= e_rAt(PuPt+1,n+1 + pgPryin + det+1,n—1)

esitligi ile bulunur.
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Ornek 3.5.1. Vadesi bir yil olan Avrupa tipi hisse senedi satin alma opsiyonunun
kullanim fiyat1 $80 olsun. Baslangigta hisse senedi fiyatinin piyasadaki fiyat1 $75 ve yillik
faiz oram1 %10, hisse senedinin yil i¢indeki fiyat degisim oranlarinin standart sapmasi
%20 olduguna gore bir yillik vadeyi ii¢ aylik dort zaman araligina bolerek Trinomial

model ile hisse senedinin iizerine yazilmis olan satin alma opsiyonun fiyati tahmin edilsin.

Coziim. Opsiyon Avrupa tipi oldugu i¢in kesinlikle vadesinde kullanilacaktir. Bu
ornekteki satin alma opsiyonu sahibine (satin alana) bir y1l sonunda hisse senedini $80’dan
alma hakki vermektedir.

Buna gore opsiyonu satin alan hisse senedinin piyasa fiyat1 bir y1l sonunda $80’dan
kiiciikse opsiyonu kullanmaktan vazgegerek hisse senedini piyasadan $80’mn altinda bir
fiyattan satin alacaktir. Bu durumda opsiyon kullanilmadig: i¢in degeri sifir olacaktir. Eger
hisse senedinin piyasa fiyatt $80’in iizerinde ise opsiyon sahibi satin alma hakkin
kullanarak opsiyonu satan kisiden hisse senedini $80 6deyerek satin alacaktir. Bu durumda
hisse senedi satin alma opsiyonunun vade sonundaki degeri, hisse senedinin piyasa fiyati
ile opsiyonun kullanim fiyati arasindaki farka esittir. Problemde verilenler asagidaki

gibidir:
S =$75, E=9%80, r=%10, o=%20, T =1y, At=0.25(3/12).
Bunlara gore trinomial modelin parametreleri ise asagidaki gibidir:

u= eZO'w/At/Z — eO.4 0.25/2 _ 11519’
1

d=—= e~20VAt/2 = 08681,q = 1,

a=e™t/2 =1.0126,

a—d _ 1012608681 _ 05002
u—d 11519 — 0.8681 ’
1—p=1-0.5092 = 0.4908,
pu = p? = (0.5092)% = 0.2593,

py = 2p(1 —p) =2 % 0.5092 x 0.4908 = 0.4998,

p:

pa = (1 —p)? = (0.4908)% = 0.2409.
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Sekil 3.13’de trinomial model ile hisse senedi fiyatlar1 ve satin alma opsiyonu

fiyatlar1 hesaplanmaistir.

A || 13204
52.04
114.63 114.63
34.63 34.63
C || 9951 99.51 99.51
20.28 19.77 19.51
86.39 86.39 86.39 86.39 p
10.32 9.29 8.04 6.39
75 75 75 75 75
168 3.82 2.82 1.61 0
D 65.10 65.10 65.10 65.10
0.91 0.40 0 0
56.52 56.52 56.52
0 0 0
49.06 49.06
0 0
42.59
0

Sekil 3.13. Bir yillik Avrupa tipi satin alma (Call) opsiyonu fiyatinin dért zaman
araligi i¢in trinomial model ile hesaplanmasi

Digiimlerdeki Hisse Senedi Fiyatlar

A |diiglimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xu* =75x 1.1519* = 132.04.
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B |diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xuxq®=75x%1.1519 x 13 = 86.39.

C |dugiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sr =8, Xu?xq=75x11519% x 1 = 99.51.

D | diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

S; = 75 (Baslangi¢ Fiyatt).

Diigiimlerdeki Hisse Senedi Satin Alma Opsiyonu Fiyatlari

A |diigiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

E =80,5; = 132.04, C; = max(0,132.04 — 80) = 52.04.

B | diigiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

E =80,5; = 86.39,C; = max(0,86.39 — 80) = 6.39.

C | diigiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyat:

Cr = (34.63 x 0.0493 + 19.51 x 0.3454 + 6.39 X 0.6053) x e~025%01 = 23 21,

D | dugiimiindeki hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyati:

C, = (11.09 x 0.6013 + 2.34 X 0.3987) x ¢~ 0-25%01 = 741,

Ornek 3.5.2. 5 aylik temettii ddemeyen Avrupa tipi hisse senedi satma (put)
opsiyonu satildigi zaman hisse senedi piyasa fiyat1 $60 olsun. Opsiyonun kullanim fiyati

yine $60, yillik faiz oran1 0.12, hisse senedinin fiyat degisimlerinin yillik volatilitesi 0.45
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ve vade 5/12 olarak verilmistir. Trinomial modelde zaman araligin1 bir ay olarak kabul

edip satma opsiyonunun baslangigtaki fiyat1 bulunmak istensin.

Coziim. Hisse senedini bes ay sonunda $60’dan satma hakkinin fiyatini hesaplamak

i¢in verileri dikkate alarak trinomial modelin parametreleri asagidaki gibi hesaplanir:

S =%$60, E=%60, r=%12(yillik), o = %45(yullik),
T —t=0.4167 yil(5ay/12 ay), At =0.0833(1ay/12 ay),
u= ech/At/Z — eO.9 0.0833/2 _ 1.2016 q= 1

1

d = a = e—ZO'VAt/Z = 08322, a = eTAt/Z = 1005,

a—d
7 =0.4678, 1—p=1-0.4678 = 0.5322,

bp=—
p, = p? =0.2188,
pq = 2p(1 —p) = 0.4979,

pa = (1 —p)? = 0.2833.
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A 150.31
0
125.09 125.09
0 0
104.10 104.10 104.10
0 0 0
B 86.63 86.63 86.63 86.63
022 0 0 0
72.09 72.09 72.09 72.09 72.09
2.30 157 0.79 0 0
60 60 60 60 60 60
6.88 6.14 5.28 4.23 2.82 0
49.93 49.93 49.93 49.93 49.93
11.97 11.40 10.78 10.13 10.07
41.55 41.55 41.55 41.55
18.56 1841 1844 1845
c 34.58 34.58 34.58
2542 2542 2542
28.77 28.77
31.22 31.23
23.95
36.05

Sekil 3.14. Bes aylik Avrupa tipi satma (Put) opsiyonu fiyatinin bes zaman araligi
i¢in trinomial model ile hesaplanmasi

Digiimlerdeki Hisse Senedi Fiyatlar

diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sy =S, xu®>=60x 12016 = 150.31.
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B | diigiimiindeki hisse senedi fiyati:

Sr=8Xuxq=60x12016 x1=72.09.

C | diigtimiindeki hisse senedi fiyati:

Sp =S, xd?xq=60x 0.83222 x 1 = 41.55.

Diigiimlerdeki Hisse Senedi Satma Opsiyonu Fiyatlar1

A | diigiimiindeki hisse senedi satma opsiyonunun fiyati:

E = 60,S; = 150.31, P, = max(0,60 — 150.31) = 0.

B | diigiimiindeki hisse senedi satma opsiyonunun fiyatt:

Py = (0% 0.2188 + 0.79 x 0.4979 + 4.23 x 0.2833) x ¢~0-0833%0.12 — 1 57

C |diiglimiindeki hisse senedi satma opsiyonunun fiyati:

Py = (10.13 X 0.2188 + 18.44 x 0.4979 + 25.42 x 0.2833) x ¢~ 0-0833%0.12
= 18.41.

Burada ayni iki &rnek hem binomial hem de trinomial model igin ¢odziildii. Ilk
ornekte binomial modelde dort donem sonunda bes farkli fiyat secenegi elde edilirken,
trinomial modelde ise dort donem sonunda dokuz farkli fiyat segenegi elde edilmistir.
Binomial model hisse senedi baslangig fiyatt $75 oldugunda dort donem sonra en yiiksek
fiyatt 111.89 ve en disiik fiyatt 50.27 olarak tahmin etmektedir. Binomial model
opsiyonun ilk satildigi an olan baslangi¢ anindaki satin alma opsiyonu fiyatin1 7.41 olarak
tahmin etmektedir. Ayni sekilde trinomial model ise vade sonunda en yiiksek fiyat1 132.04
ve en disiik fiyat1 42.59 olarak tahmin etmektedir. Trinomial model opsiyonun ilk satildigi

an olan baglangi¢ anindaki satin alma opsiyonu fiyatin1 4.68 olarak tahmin etmektedir.
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Ikinci 6rnekte binomial modelde bes donem sonunda alt1 farkli fiyat secenegi elde
edilirken, trinomial modelde ise bes donem sonunda on bir farkli fiyat secenegi elde
edilmektedir. Binomial model hisse senedi baslangi¢ fiyat1 $60 oldugunda dort déonem
sonra en yiiksek fiyat1 111.86 ve en diisiik fiyat1 31.30 olarak tahmin etmektedir. Binomial
model opsiyonun ilk satildigi an olan baslangi¢ anindaki satma opsiyonu fiyatin1 5.96
olarak tahmin etmektedir. Ayni1 sekilde trinomial model ise vade sonunda en yiiksek fiyati
150.31 ve en diisiik fiyat1 23.95 olarak tahmin etmektedir. Trinomial model opsiyonun ilk
satildig1 an olan baslangi¢ anindaki satma opsiyonu fiyatin1 6.88 olarak tahmin etmektedir.

Dolayisiyla binomial model daha kisa siirede sonu¢ vermesine ragmen trinomial
model daha genis bir fiyat aralifi tahmin etmektedir. Trinomial model agac yapisi

nedeniyle binomial modelden daha etkili sonuglar ortaya ¢ikarmaktadir.



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada rastgele yiiriiyiis slireci incelendi ve bilinen en temel uygulamalari i¢in
MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii (GUI) yardimiyla araytizler olusturuldu. Bu arayiizler
rastgele yliriiylis siirecinin teorik yapisini anlamakta kolaylik saglamistir.

Binomial ve trinomial modelin rastgele yliriiyiis siirecine sahip oldugu ornekler
yardimiyla gdsterilmistir. ki model iginde ayn1 6rnekler ¢oziilerek modellerin hesapladig
opsiyon fiyatlar1 karsilastirilmistir. Binomial model yaygin olarak kullanilmasina ragmen
trinomial model daha etkili sonuglar ortaya koymaktadir. Bu Ornekleri ¢ozmek igin
MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii (GUI) kullanilarak binomial ve trinomial model i¢in
araylizler yapilmistir. Bu arayiizler yardimiyla istenen sonuglar kolayca elde
edilebilmektedir.
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6. EKLER

Bu tez ¢alismasinda MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii (GUI) yardimiyla yukarida

bahsi gecen konularla ilgili arayiizler olusturulmustur.

i ERET T

RASTGELE YORDYOS SORECT

1007

5047

R

ool -~
100

100 3 50 i i i i i 50
8000 10000-60 -40 -20 0 20 40 60 -200 100

ki Boyutlu Yiiruyas Ug Boyutlu Viirdyig

% 10000 P 0s Stfirla Grafif Sil

0 2000

Ek Sekil 1. Rastgele yiiriiyiis siireci icin MATLAB Grafik Kullanici Arayiizii

Ek Sekil 1’de 10000 uzunluklu simetrik rastgele yiiriiylis i¢in grafikler yukaridaki
arayiiz yardimiyla elde edilmistir. Burada adim sayist ve olasilik degeri degistirilerek

cesitli sekillerde rastgele yliriiyiis siirecinin grafiklerini elde etmek miimkiindjir.
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n A ovumcusunun bazanmioe olasiig A ovuncnsunun iffas olasiiig
B ayuncusunun baranmwia olastiign B oyvincusunun iflas olasthgn

1 ve B aymrcularinig bir ovini kazanma olasiivclar
szrastyia pove ¢ olsun, COhvuncular a ve b bakisleri ils ovina
baglastniar. F_a ve F_b alasiiiciars A ve B ovuncularomn
o kazranma alastivciar: alsun. O a ve O b'de A ve B
ocvircilarieir iflas efme olasiticlar: olsis.

Ek Sekil 2. Bir oyunda oyuncularin kazanma ve kaybetme olasiliklar1 icin MATLAB
Grafik Kullanic1 Araytizii

Ek Sekil 2’de iki oyuncunun oynadiklari bir oyun sonunda oyunu kazanma ve

kaybetme olasiliklar1 yukaridaki arayiiz yardimiyla hesaplanmaktadir.

L ¢ = - e S

AL SV AT
0.14 T T T T T T T 014 T T T T T
012+ 4 012 -
01r 1 0t .
0.08f 1 o008t .
0.06} 0.06F i
H
004 r b 0.04 ~
o | | | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
T . ol | .. . 7
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -10 0 10 20 30 40 50

Fharzagizemn dgffny Tnde obns snizeanin Jogbmr

= 22002 = £ Hasgnia

Ek Sekil 3. Ark siniis kanunu i¢in MATLAB Grafik Kullanict Arayiizii

Ek Sekil 3’de bir paranin 40 atilistnin 10000 defa tekrarlandigi bir oyun igin
grafikler yukaridaki arayliz yardimiyla elde edilmistir. Burada ilk grafik ilk oyuncunun
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kazanglarinin dagilimini vermektedir. ikinci grafik ise ilk oyuncunun énde oldugu anlarin

dagilimini vermektedir.

BINOMEIAL MODEL

25 3 L 4 45

Satin_Alma Opsiyonu

Ek Sekil 4. Binomial Model icin MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii

Ek Sekil 4 binomial model i¢in hazirlanmig arayiizdiir. Burada hisse senedi opsiyonu
icin baslangi¢ fiyati, kullanim fiyati, risksiz faiz orani, volatilite, vade, donem sayis1 ve
opsiyon tipi verildiginde yukaridaki arayilizden yararlanarak opsiyon tahmin degerleri ve

fiyatlar1 hesaplanmaktadir.

Y Hisse Senedi Fiya | ==

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help o
1 2 3 4 5
1 75 828873 91.6052 101.2394 111.3869
2 0 67.8628 [ 628673 91.6052
3 0 0 61.4048 67.8628 7o
4 0 0 0 55.59614 61.4048
5 0 0 0 0 502740

Ek Sekil 5. Hisse senedi fiyat1 icin MATLAB Grafik Kullanict Arayiizii
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MATLAB Grafik Kullanici arayiiziinde fiyat butonuna basildiginda Ek Sekil 5 ile
gosterilen tablo elde edilmektedir. Bu tablo sonraki donemlere ait binomial model ile

hesaplanan hisse senedi fiyatlarinin tahmin degerlerini gostermektedir.

File Edit Wiew Insert Tools Desktop Window Help

1 2 3 4
7.4158 11.0908 16.2626 232148
0 23417 3.9925 6.6069
0 0 0 0
0 0
0

0

Ek Sekil 6. Hisse senedi satin alma opsiyonu i¢in MATLAB Grafik Kullanict
Arayizi

MATLAB Grafik Kullanici arayiiziinde satin alma opsiyonu butonuna basildiginda
Ek Sekil 6 ile gosterilen tablo elde edilmektedir. Bu tablo sonraki donemlere ait binomial

model ile hesaplanan hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyatlarinin tahmin degerlerini

gostermektedir.

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help L
1 | 2 | 3 4 5
1 6.3145 27210 0.7357 0 0
2 0 121372 5.8588 1.9435 0
3 0 0 18.5852 121372 3
4 0 1] ] 24.4386 185952
5 0 0 0 0 28.7260

Ek Sekil 7. Hisse senedi satma opsiyonu i¢in MATLAB Gratfik Kullanict
Arayiizii
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MATLAB Grafik Kullanici arayiiziinde satma opsiyonu butonuna basildiginda Ek
Sekil 7 ile gosterilen tablo elde edilmektedir. Bu tablo sonraki donemlere ait binomial
model ile hesaplanan hisse senedi satma opsiyonunun fiyatlarinin tahmin degerlerini

gostermektedir.

Opsiyvon Fiyvats |

Satma(Put) Opsivonu |

Satin Alma(Call) Opsiyvonu |

Ek Sekil 8. Trinomial Model Icin MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii

Ek Sekil 8 trinomial model i¢in hazirlanmis arayiizdiir. Burada hisse senedi opsiyonu
icin baslangi¢ fiyati, kullanim fiyati, risksiz faiz orani, volatilite, vade, donem sayisi
verildiginde opsiyon fiyati trinomial modele gore tahmin edilmektedir. Ayn1 zamanda
opsiyon tipine gore (satma ya da satin alma) yukaridaki arayiiz yardimiyla fiyatlar

hesaplanmaktadir.

I8 Hisse Senedi Fiyat

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

1 | 2 1
75 0 0
65.1093 75 0
56.5229 551093 86.3932
45 0688 56.5229 75 99.5172 1146349
42 5878 49.0833 65.1093 86.3932 995172 1146345 132.0481

Ek Sekil 9. Hisse senedi fiyat1 icin MATLAB Grafik Kullanic1 Araytizii
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MATLAB Grafik Kullanici arayiiziinde fiyat butonuna basildiginda Ek Sekil 9 ile
gosterilen tablo elde edilmektedir. Bu tablo sonraki donemlere ait trinomial model ile

hesaplanan hisse senedi fiyatlarinin tahmin degerlerini géstermektedir.

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ]

1 2 3 4 5 6 7 8 Cl
1 46862 0 o 0 0 0 0 o 0
2 089121 38217 103227 0 0 0 0 o 0
3 0 0.4083 28217 52988 202829 0 0 o 0
4 0 0 o 1.6156 8.0489 187703 34 6349 o 0
5 0 0 o 0 0 6.3932 19.5172 346349

Ek Sekil 10. Hisse senedi satin alma opsiyonu i¢in MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizii

MATLAB Grafik Kullanici arayiiziinde satin alma opsiyonu butonuna basildiginda
Ek Sekil 10 ile gosterilen tablo elde edilmektedir. Bu tablo sonraki doneme ait trinomial
model ile hesaplanan hisse senedi satin alma opsiyonunun fiyatlarinin tahmin degerlerini

gostermektedir.

E—Iis&e Senedi Satma(Put) Opsi
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

1 2 3 4 5 & 7 8 9
1 7.65966 o 0 0 0 0 o 0 0
2 14.8907 72612 26033 0 0 0 o 1] 0
3 23.47TT 14,8507 6.6928 1.9852 0.2764 0 o 0 0
4 309312 234771 14 8507 59383 1.1755 0 o 0 0
5 37.4022 308312 23.4TM 14,8807 5 0 o ] 0

Ek Sekil 11. Hisse senedi satma opsiyonu icin MATLAB Grafik Kullanic1 Arayiizi

MATLAB Grafik Kullanici arayiiziinde satma opsiyonu butonuna basildiginda Ek
Sekil 11 ile gosterilen tablo elde edilmektedir. Bu tablo sonraki déneme ait trinomial
model ile hesaplanan hisse senedi satma opsiyonunun fiyatlarinin tahmin degerlerini

gostermektedir.
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