' 33%2%

KARADENIZ TEKNIK UNiVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSH#
INSAAT MUHENDISLIGI ANABILIM DALI

INSAAT MUHENDISLiGi PROGRAMI

BETON AGIRLIK BARAJLARIN EULER VE LAGRANGE

YAKLASIMLARI KULLANILARAK DINAMIK ANALIZI
Ing.Yiik. Mith. Yusuf CALAYIR

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
"Doktor"

Unvam Verilmesi I¢in Kabul Edilen Tezdir

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 17.05.1994
Tezin So6zlii Savunma Tarihi  : 31.08.1994

Tezin Damssman: : Prof. Dr. A. Aydn DUMANOGLU (Y (WA ’/\\4’\

—

Jiiri Uyesi : Prof. Dr. Ragip ERDOL %949——%
Jiiri I"Jyesi : Prof. Dr. Zekéai CELEP W

Enstitii Miidtirii : Prof. Dr. Temel SAVASKAN M/)
J

“dniuh
Agustos 1994 ¢ o YKS SEKUGRET M EVBEBM
TRABZON DOKDMANT SYOH



ONSOZ
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OZET

Bu tezde, beton agirlik barajlarin, baraj-rezervuar ve baraj-rezervuar-temel etkilesimleri
dikkate alinarak Euler ve Lagrange yaklagimlariyla dinamik analizlerinin yapilmasi
amaglanmaktadir. Bu nedenle, 6nce Lagrange formiilasyonuna dayal iki ve ti¢ boyutlu siv1
elemanlar gelistirilerek bilgisayar dilinde kodlanmakta ve SAP-IV genel amagli yap1 analiz
programina uyarlanmaktadir. S6zii edilen elemanlarin dogrulugu, analitik ¢oziimleri bilinen
cesitli problemler iizerinde denenmektedir.

Iki boyutlu Lagrange siv1 elemanlar kullanilarak baraj-rezervuar sisteminin statik ve
modal analizi yapilmaktadir. Siv1 sikigabilirligindeki degisimin modal dagilim iizerindeki
etkisi ayrica incelenmektedir. Aymi sivi elemanlarla baraj-rezervuar ve baraj-rezervuar-temel
sistemlerinin deprem etkisi altindaki dinamik davraniglann modlarn siiperpozisyonu
yontemiyle belirlenmekte; temel ve rezervuarin baraj davramisi {lizerindeki etkileri
irdelenmektedir. Bunun yaninda, baraj-rezervuar ve baraj-rezervuar-temel sistemleri i¢in
sikisamaz s1v1, baraj-rezervuar sistemi igin sikigabilir sivi kabuliine dayal1 Euler ¢dziimleri de
elde edilmektedir. Bu ¢6ziimler Lagrange ¢6ziimleriyle karsilagtinlmaktadir.

Ug boyutlu Lagrange siv1 elemanlarla sadece baraj-rezervuar sisteminin statik ve deprem

analizleri yapilmaktadir. Deprem etkisindeki ¢6ziimler, Wilson-8 adim adim integrasyon

teknigi ile belirlenmektedir. Ug boyutlu ¢6ziimlerle kargilagtirmak amaciyla bulunan iki

boyutlu ¢oziimlerde de bu integrasyon teknigi kullaniimaktadir.

Anahtar Kelimeler : Dinamik Analiz, Beton Agirhik Baraj, Sivi-Yapt Etkilesimi, Euler
Formiilasyonu, Lagrange Formiilasy(_mu, Sonlu Eleman, Indirgenmis

Integrasyon, Modal Analiz, Baraj-Rezervuar, Baraj-Rezervuar-Temel.
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SUMMARY

DYNAMIC ANALYSIS OF CONCRETE GRAVITY DAMS USING
THE EULERIAN AND THE LAGRANGIAN APPROACHES

In this thesis, it is purposed to perform the dynamic analysis of concrete gravity dams,
considering dam-reservoir and dam-reservoir-foundation interactions, using the Eulerian and
Lagrangian approaches. Therefore, the two and three dimensional fluid elements based on the
Lagrangian formulation are firstly improved and programmed, and incorporated into a general-
purpose structural analysis program SAP-IV. The accuracy of these elements is tested on the
various problems whose analytical solutions are known.

The static and modal analyses of the dam-reservoir system are performed using the two
dimensional Lagrangian fluid elements. The effects of the variation of fluid compressibility
on the modal distribution are also studied. The earthquake responses of the dam-reservoir and
dam-reservoir-foundation systems are computed by the mode superposition method using the
same fluid elements. The effects of foundation and reservoir on the response of the dam are
studied. In addition, the Eulerian solutions, based on incompressible fluid assumption for dam-
reservoir and dam-reservoir-foundation systems as well as compressible fluid assumption for
dam-reservoir system, are obtained. These results are compared with those of the Lagrangian
solutions.

The three dimensional Lagrangian fluid elements are used only in the static and the
earthquake analyses of the dam-reservoir system. The comparison between the earthquake
analysis obtained by using both three and two dimensional fluid elements are performed. In

both solution, Wilson-0 step by step integration technique is employed.

Key Words : Dynamic Analysis, Concrete Gravity Dam, Fluid-Structure Interaction, Eulerian
Formulation, Lagrangian Formulation, Finite Element, Reduced Integration,

Modal Analysis, Dam-Reservoir, Dam-Reservoir-Foundation.
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1. GIR1S

1.1. Konunun Onemi

Barajlar arkalarinda gok miktarda su biriktiren biiytik ve monolitik yapilardir. Bu yapilar,
yikilmalann halinde hem ekonomik ve hem de can kayb: bakimindan vahim sonuglar
doguracagindan, depreme karg: gilivenliklerinin saglanmasi 6nem arzetmektedir. Bir ¢ok
barajin depremlerde hasar gérmesi, 6zellikle 1967 tarihinde Hindistan'daki Koyna ve 1962
tarihinde Cin Halk Cumbhuriyeti'ndeki Hsinfengkiang barajlarinin deprem sirasinda 6nemli
hasarlar gérmesi [1] bu 6nemi daha da artrmugtir. 20. yiizyilda sismik bélgelerde bir gok beton
baraj inga edildi ve bundan sonra da inga edilmesi beklenmektedir. Bu nedenle, gerek mevcut
ve insa halindeki barajlarin deprem giivenliklerinin gézden gegirilmesi ve gerekse inga
edilecek barajlarin depreme dayamkli gekilde projelendirilmelerinin gelismis teknikler

kullanilarak yapilmasi kaginmlmaz hale gelmistir.

1.2. Daha Once Yapilan Caligmalar

Barajlanin depreme kars1 lineer elastik davranisi, rezervuann bos kabul edilmesi halinde
standart tekniklerle belirlenebilir [2]. Ozellikle sonlu elemanlar yontemi bu problem igin

basaniyla kullanilmaktadir [3]. Bu yontemde baraj sonlu elemanlara béliinmekte ve sonlu
eleman diigiim noktalarinda bilinmeyen olarak yerdegistirmeler segilerek sistemin hareketi bir
denklem takimu ile temsil edilmektedir. Kemer barajlar ii¢ boyutlu analiz gerektirdigi halde,
beton ve toprak agirlik barajlar igin genellikle iki boyutlu ideallestirme yeterli olmaktadir [2].
Barajin dinamik davramgini belirleyen hareket denklem takiminin ¢8ziimii zaman alamnda
adim adim integrasyonla direkt olarak elde edilebilir. Bu yontem yerine, barajin sadece ilk bir
ka¢ modunun igerilmesini 6ngoren modlarin siiperpozisyonu y6ntemi, kolay uygulanabilir
{istiinliigtinden dolay: kullamlabilir. Her iki yontemin de giiniimiizde standart yap: analiz

bilgisayar programlariyla gergeklestirilmesi miimkiindiir [4]. Alternatif olarak, 6nce hareket



denklemlerinin frekans alamindaki gekilleri ¢6ziilerek frekans alamindaki davrams elde edilir;
daha sonra Fourier transformasyon metodlan vasitasiyla zaman alanindaki ¢dziimler bulunur.
Bu yolla elde edilen frekans alanindaki davrams yapimin davramig seklini teshis etmek
bakimindan yararli olmaktadir|[2].

Barajlar, arkalarinda ¢ok miktarda su biriktiren rezervuara sahip olmalar1 nedeni ile s1vi-
yap1 etkilesimine maruz yap: grubuna girmektedirler. Bu tiir yapilarda, deprem gibi dinamik
bir etki altinda, yap1 sivinn, sivi da yapinin davramsim 6nemli dlgtide etkiler. Sonugta, sivi
ortaminda hidrodinamik basinglar (hidrostatik basing fazlasi); yap: ortaminda ise hidrodinamik
basinglardan dolay: ilave yiikler olugmaktadir. Bu nedenle, barajlarin dinamik analizinde
rezervuarnin, baraj dinamik o6zellikleri ve davramg: iizerindeki etkileri gozoniinde
bulundurulmalidur.

Kompleks sivi-yapt sistemlerini modellemek igin, yeni tekniklerin gelistirilmesi
yoniinde 6nemli gabalar sarfedildi ve halen de sarfedilmektedir. Sivi-yap: etkilesim analiz-
lerinin gogunlugu, asagidaki iki yaklagimdan birine miisaade eden basitlestirilmis kabullere
(6rnegin, viskoz olmayan akis) dayanmaktadir [5]:

(1) Yapida yerdegistirmeler, sivida basinglar (veya iz potansiyelleri) degiskendir
(Euler yaklasimi).

(2) Hem yapida ve hem de sivida yerdegistirmeler degiskendir (Lagrange yaklasimu).

1.2.1. Euler Yaklasimi

Euler yaklagimi veya formiilasyonu olarak bilinen birinci yaklasim, baraj ve sivi
depolan gibi siv1 ile etkilesim halinde bulunan bir ¢ok yap: probleminin ¢6ziimiinde yaygin
olarak kullanilmaktadir. Burada &zellikle bu yaklasima dayali baraj-rezervuar sistemleri ile
ilgili caligmalardan sbz edilecektir. Westergaard'mm [6] 1931 tarihinde yapti1 ¢aligma sivi-
yap: etkilesim analizleri igin bir baslangi¢ olmugtur. Bu orijinal ¢alismada, barajin rijit,
sonsuz uzun ve diisey menba yiizeyli oldugu; rezervuarin menba dogrultusunda sonsuza
uzandigs ve yiizey dalgalarimin olusmadigt (etkilerinin ihmal edilebilecegi) kabulleri
yaplmugtir. Suyun lineer sikisabilirligi dikkate alinarak, baraj eksenine dik yatay
dogrultudaki harmonik bir yer hareketi i¢in analitik ¢6ztimler elde edilmistir. Hidrodinamik
basinglarin yer hareketiyle karsit fazda oldugu ve bu nedenle, barajla birlikte hareket eden

ilave bir kiitlenin atalet kuvvetlerine esdeger oldugu bu ¢alisma iginde gosterilmistir.
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Westergaard ¢ozlimii sadece harmonik hareket periyodunun rezervuar temel
periyodundan daha biiyiikk oldugu. haller i¢in gegerli olmaktadir [7,8]. Zienkiewicz [9],
harmonik hareket periyodunun rezervuar temel periyodundan daha biiylik olmasi halinde
¢oziimlerin sikisamaz sivi ¢oziimlerine yaklagtigim belirtmektedir. Buna gore, hareket
peryodunun rezervuar temel peryodundan daha biiyiik olmasi durumlaninda Westergaard
¢oziimii sikisamaz siv1 haline yaklagmaktadir. Zangar [10] elektrik anolojisini kullanarak
egik menba yiizeyine sahip rijit barajlar iizerinde sikisgamaz sivinn olugturacagi
hidrodinamik basinglar1 elde etti. Zangar'in bu galigmasiyla Westergaard [6] in orijinal
caligmast barajlar iizerindeki hidrodinamik etkilerin eklenmis kiitle (added mass) ile temsil
edilmesi igin bir temel olusturmaktadsr [11].

1960 11 yillarin ortalarina kadar barajlarin deprem analizlerinde baraj-rezervuar, baraj-
temel veya baraj-rezervuar-temel etkilesimleri ya ihmal edilmis veyahut g¢ok basit halde
dikkate alinmistir. Bu tarihlerden sonra s6z konusu etkilesimler, yiiksek hizh bityik
kapasiteli bilgisayarlarin ve buna paralel olarak sonlu elemanlar metodu gibi etkin sayisal
metodlarin  gelismesiyle hem onem kazandi ve hem de probleme daha gergekgi olarak
yaklagilmaya baglandi [1].

Sonlu elemanlar yontemi degisik geometriye sahip problemlere kolaylikla
uygulanabilir bir Gstiinliige sahiptir [12]. Bununla birlikte, baraj-rezervuar sistemlerinin
sonlu elemanlar yontemiyle analizinde rezervuar ortamunin Onemli hatalara sebep
olmayacak sekilde baraj menba dogrultusunda ne kadar uzunlukta alinacagi s6z konusu
olmaktadir. Rezervuar uzunlugunun, hidrodinamik basinglar izerindeki etkisi; uzunlugun,
rezervuar yiiksekliginin en az iki kati [8,13,14] veya ii¢ kat1 [15,16] olmas: halinde ihmal
edilebilir 6lgiide kalmaktadir. Bunun yaninda, dalgalarin yayilma soniim etkilerini icermek
maksadiyla rezervuar sonlu eleman agmun kesildigi tarafin yiizeyine uygun yayilma siur
sartlar1 uygulanabilir [17,18]; viskoz ve gecirgen (transmitting) sinir sartlari buna Ornektir
[19,20]. Bu tiir suur sartlanmin kullaniimast halinde rezervuar sonlu eleman agin
uzunlugu daba kisa tutulabilir [18]. Baska bir yaklagim olarak, rezervuarin baraja bitigik
belirli bir kismu sonlu elemanlarla, diger kismu ise siirekli ortam olarak temsil edilebilir
[21-23].

Chopra ve grubunun suyun sikisabilirlik etkilerini iceren baraj-rezervuar etkilesimi ile
ilgili bir ok galigmalan vardir; bu calismalarda modlarin stiperpozisyonu yontemini kulla-
narak frekans alaninda ¢oziimler elde ettiler [2,1 1,21,22,24-31]. Chopra'min 1968 tarihinde
yaptigt galisma [24] bu gurubun caligmalarina temel olusturmaktadir. Baglangicta, bos barajin



sadece temel modu dikkate alinarak [24-26] incenlenmeye baglanan baraj-rezervuar etkilesim
problemi, daha sonra ilk bir kag mod igerilecek sekilde genigletilmistir [27]. flgili ¢alisma iki
temel fikre dayamﬁaktadxr. (a) Once, baraj ve rezervuar ortamlani toplam sistemin iki alt sistemi
olarak g6zoniine alinmaktadir. Baraj alt sistemi rijit temele oturan bir sonlu eleman sistemi
olarak, rezervuar sistemi ise sabit derinlikli ve sonsuza uzanan siirekli bir ortam olarak temsil
edilmektedir. Rezervuardaki suyun hidrodinamik etkileri barajin hareket denklemlerinde frekans
bagimli terimler olarak géziikmektedir. (b) Daha sonra, bu denklemler barajmn ilk bir kag modu
cinsinden ifade edilmektedir. Bu transformasyon bilinmeyenlerin sayisinda 6nemli bir indirim
meydana getirdiginden, ¢ok etkili ¢oziimlere gotiirmektedir. Yap: denklemlerindeki hidrodinamik
terimler rezervuar ortamu {izerinde dalga denkleminin uygun sinir gartlan altinda analitik
¢oziimiiyle belirlenmektedir. Benzer bir yaklastm kemer barajlar i¢in yapilmigtir [11]. Daha
sonraki ¢alismalarda barajlarin esnek temele oturmasi [28] ve ayrica, rezervuar tabanlarinda
cogunlukla bulunan sediment ve aliivyon gibi malzemelerin etkileri igerilecek sekilde [29] s6z
konusu ¢alisma [27] gelistirilmistir.

Hall ve Chopra [21], beton agirlik ve toprak dolgu barajlarin hidrodinamik etkileri igeren
deprem davranislarim belirlemek iizere frekans alaninda bir analiz metodu gelistirdiler. ilgili
calismada, Chopra ve grubunun yukarida s6zii edilen galismalarina benzer yol izlenmekle birlikte,
hem baraj ve hem de rezervuar alt sistemi sonlu elemanlarla modellendirilmektedir. Rezervuar
ortanm diizensiz (sonlu eleman sistemi) ve diizenli (stirekli ortam) bolgeler olmak iizere iki bolge
halinde diisiiniilmektedir. Rezervuann diizensiz bolgesi baraja bitisik, diizenli bolgesi ise diizensiz
bolgenin bitiminden sonra baglamaktadir. Diizenli bolgenin sabit derinlikli ve {iniform bir gekilde
sonsuza uzandigi kabul edilmektedir. Her iki bolgenin arayiizeyi sonlu eleman ve stirekli ortam
gosteriminin kesisim yeri olmaktadir. Benzer bir analiz metodu aym yazarlar tarafindan kemer
barajlar igin gelistirilmistir [22]. Fok ve Chopra [30,31], kemer barajlarda temel esnekligi ve
rezervuar taban1 absorbsiyon etkileri igerilecek sekilde [22] ¢aligmasim degistirdiler.

Finn ve Varoglu [32], uzun bir beton agirlik baraj-rezervuar sisteminin baraj eksenine dik
harmonik bir yer ivmesi altindaki davramgim arastirdilar. Baraji iki boyutlu sonlu eleman sistemi
ile rezervuan ise, siirekli bir ortam olarak temsil ettiler. Onlar baraj menba yiizeyine etkiyen
hidrodinamik basinc, yer ivmesi ve baraj-rezervuar arayiizeyinin bilinmeyen yerdegistirmelerinin
bir fonksiyonu olarak kapali formda ifade ettiler. Baraj esnekligi ve su sxhsabilirliginin

gozoniine alindigi bu ¢alismada, hidrodinamik basinglar atalet kuvvetlerin fazlas1 olarak

barajin hareket denklemlerine girmektedir.



Saini ve dig. [33], rezervuar ortaminda sonlu ve sonsuz elemanlar kullanarak yatay yer
hareketine maruz baraj-rezervuar sistemlerinin iki boyutlu davramsim incelediler.
Formiilasyonda baraj-rezervuar arasindaki etkilesim ve suyun sikisabilirligi dikkate
alinmaktadir.

Lofti ve dig. [34], Lysmer ve Waas [35] tarafindan gelistirilen yari-analitik metodu
kullanarak kati, siv1 ve sivi-kat1 "hyperelement" ler gelistirdiler. Sonlu elemanlarla birlikte
bu elemanlan kullanarak baraj-rezervuar, baraj-temel ve baraj-rezervuar-temel etkilesim-
lerini incelediler.

Baraj-rezervuar etkilegiminin igerildigi ¢alismalardan buraya kadar sdzii edilenlerin
¢oziimleri frekans alaninda gergeklestirilmigtir. Bunun yaninda, zaman alaninda adim adim
integrasyonla ¢oziimlerin elde edildigi ¢aligmalar da vardir [36-39]. Suyun sikigabilirliginin
dikkate alindig1 ilgili galigmalarda, hem baraj ve hem de rezervuar sonlu elemanlarla temsil
edilmektedir.

Baraj-rezervuar sisteminin ortak mod ve frekanslarimin belirlenmesi yoniinde de bazi

¢alismalar yapilmugtir. Nath [40,41] gelistirdigi "mapping" sonlu eleman metoduyla kemer
baraj-rezervuar sisteminin ortak mod ve frekanslarim belirledi. Bu ¢alismalarda suyun
sikisabilirligi dikate alinmaktadir. Dungar [42], sikisamaz s1vi-yap: sisteminin ortak mod ve
frekanslarint belirlemek igin bu ¢alismada da kullanilan etkili bir metod gelistirdi. Bir ¢ok
aragtirmac [14,43,44] bu metodu baraj-rezervuar etkilesim problemlerine uyguladilar.
Baraj-rezervuar etkilesim analizlerinde, rezervuar ortamunin her noktasindaki
hidrodinamik basinglarin bilinmesine gerek yoktur. Sadece baraj menba ylizeyindeki
hidrodinamik basinglar bu ¢aligmanin ilgi alanindadir. Son zamanlarda bir gok aragtirmaci
tarafindan kullamilmaya baglanan smnir elemanlan yonteminde, rezervuarin sadece strlar
elemanlara boliinmektedir. Sinirlarin bir kisminda hidrodinamik basing, diger kisminda ise
tirevi bilinmeyen olmaktadir. Dolayistyla problemin boyutu bir derece asagi
diigiiriilmektedir [45]. Simrlardaki bu bilinmeyenlerin ¢oziimiinden sonra, bunlardan
faydalanilarak rezervuarin ihtiyag duyulan yerlerindeki hidrodinamik basinglar eclde

edilmektedir. Rezervuar ortamin smir eleman formiilasyonu ile temsil edildigi ¢alis-

malara son zamanlarda ¢okga rastlanmaktadir [45-50].

1.2.2. Lagrange Yaklagimi

Euler yaklasiminda, yapi ve sivi ortamlan farkli degigkenler cinsinden ifade

edildiginden, sivi-yap: araylizeyinde ozel araylizey denklemlerine ihtiyag duyulmaktadir.



Buna karsilik, Lagrange yaklasiminda hem yap: ve hem de sivi ortamlan aym degiskenleri
kullandigindan, o6zel arayiizey denklemlerine gereksinim olmamaktadir. Sistemin
arayiizeyindeki sonlu eleman diigiim noktalarinda uygunluk ve denge denklemleri otomatik
olarak saglanmaktadir [51]. Ayrica, yap: elemanlar igin mevcut program Kkiitiiphanelerinin
yerdegistirmelere dayali sivi elemanlar: igerecek sekilde ortak hale getirilmesi veya soz
konusu eleman program kiitiiphanelerinden sivi elemanlan elde etmek ve genel amagli yap1
analiz programlarina uyarlamak kolay olmaktadir. Netice matrisler simetrik ve bant
geniglikleri nispeten kiigiik oldugundan, mevcut denklem ¢6ziim metodlar1 verimli bir
sekilde kullanilabilir [5].

Lagrange s1vi sonlu elemanlarin geligimi; sivi elemanin, elastisite matrisi uygun bir
sekilde degistirilmis standart bir kati eleman olarak dikkate alinmasi fikri ile bagladi.
Bilindigi gibi, elastik ve izotrop bir kat1 elemanin elastisite matrisi hacimsel elastisite
modiilii ve kayma modiilii cinsinden ifade edilebilir [52]. Yapilan ¢aligmalarda sivi genelde
viskoz olmayan ve rotasyonsuz kabul edilmektedir. Boyle bir siviy1 temsil edebilmek igin
kayma mdodiiliiniin sifir alinmas: gerekir. Bir ¢ok aragtirmaci siviy1 sifir kayma modiillti bir
katy olarak dikkate aldilar [53-57]. Akkas ve dig. [56], boyle bir sivi elemanla yaptiklars
modal analizde ¢ok sayida sifir-enerji modunun olugtugundan s6z etmektedirler.
Zienkiewicz ve dig. [58], kayma modiiliiniin sifir alinmas: (tekil bir elastisite matrisi
verdigi igin) sifir-enerji modlarinin olusmasina sebep olabileceginden, s6z konusu modiiliin
kiigiik degerde alinmasini Onermektedirler. Bu sifir-enerji modlarim elimine etmek
amacityla alternatif olarak, yerdegigtirmelere rotasyonsuzluk kisitlamasi getirilmektedir
[59]. Bu kisitlama, degisik elastisite problemlerinde oldugu gibi bir ceza (penalty)
metoduyla hesaba katilmaktadir [12,60,61]. Bu alternatif yaklagim bir ¢ok aragtirmaci tara-
findan iki boyutlu problemlere uyguland: [5,59,62]. Hamdi ve dig. [59], lineer iiggen soniu
eleman kullanarak baz sivi ve sivi-yapt problemlerini incelediler. Baz1 sifir-enerji modlan
goriilmekle birlikte, metodun elverisli oldugu belirtilmektedir. Deshpande ve dig. [62] ise 8
diigiim noktali dértgen sonlu eleman kullandilar. Serbest ylizeye sahip rijit sivi tankinin
frekans analizinde, s1v1 serbest yiizey sartindan dolay baz: sifir-enerji modlarimn olustugu,
bunun disinda metodun iyi sonuglar verdigi ayn: yazarlar tarafindan vurgulanmaktadir. Bu
aragtirmacilar galigmalarinda sivi serbest ylizey sartini dikkate almadilar. Olson ve dig. [5],
stvi-yapt etkilesim problemlerini dort kategoriye aymarak incelediler. Bu kategoriler
sirastyla stvi iginde basincin sabit oldugu statik problemler, rijit bir oyukta (cavity) titregen

stvinin tabii frekanslarmin belirlenmesi, esnek simrlar iginde titresen sivilarin tabii
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frekanslarinin hesaplanmasi ve si1vi iginde titregsen esnek k'atl problemlerinden ibarettir. Ilk
iig kategori i¢in metodun iyi sonuglar verdigi; fakat sivi iginde titresen esnek Kkati
problemini iceren son kategori igin ¢ok hatali ¢oziimlerin elde edildigi belirtilmektedir.
Bununla birlikte, sonlu eleman matrislerini normal integrasyon mertebeleriyle sekillendiren
bu aragtirmacilar, so6zii edilen probleme indirgenmis integrasyon teknigini uyguladiklarinda,
gercek ¢oziime yaklagan ¢éziimler elde ettiklerini ayrica ifade etmektedirler.

Wilson ve Khalvati [51], Hamdi ve dig. [59]' nin yerdegistirmelere getirdikleri
rotasyonsuzluk kisitlamas: yaminda indirgenmis integrasyon mertebeleri de uyguladilar.
Buna ek olarak, siv1 sisteminin formiilasyonunda sivi serbest yiizey saliim hareketi de
igerilmistir. ilgili galiymada sivi sonlu elemanlarin stabilitelerinin saglandig: teorik olarak
gosterilmektedir. Fakat, bu elemanlarin sivi ve sivi-yap: sistemlerinin analizindeki
basarilarim iki boyutlu 9 diigiim noktali elemanin disinda denememislerdir. Wilson ve
Khalvati [51] nin gelistirdigi sivt sonlu elemanlar kullamilarak bir ¢ok sivi, sivi-yap: ve
baraj-rezervuar problemi incelendi [63-67].

Bu literatiir arastirmasindan da goriilecegi gibi, baraj-rezervuar sistemlerinin dinamik
analizi ¢ogunlukla Euler yaklasimu kullanilarak yapilmustir. Lagrange yaklasim ile az
sayida baraj-rezervuar problemi ¢Oziilmigtir. Yukarida deginildigi gibi, Lagrange
yaklagimu ile yapilan sonlu eleman analizlerinde sivi elemanin &zelliginden dolayi, bazi
sayisal problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, bu yaklagim kullamlarak yapilan
caligmalar genellikle bu sayisal problemlerin ortaya ¢ikmayacag: degisik sivi elemanlar
gelistirmek yoniinde yogunlagmistir. Sayisal uygulamalar genellikle baz1 kiigiik boyutlu stvi

ve s1vi-yap1 problemine uygulanmustir.

1.3. Calismanin Kapsami

Bu tezde, Wilson ve Khalvati [51] tarafindan geligtirilen iki ve {i¢ boyutlu s1v1 sonlu
clemanlarin dogruluklari, 6nce analitik ¢6ziimleri bilinen bazi problemler iizerinde
denenmektedir. Daha sonra bu sivi elemanlar kullanilarak baraj-rezervuar ve baraj-
rezervuar-temel  sistemlerinin dinamik analizi yapilmaktadir. Metodun etkinligini
belirlemek iizere, ayrica Euler yaklasim ¢6zlimleri de yapilarak  sonuglar
kargilagtiriimaktadir. Calismalar bilgisayar destekli olarak gergeklestirilmistir. Siv1 ve stvi-

yap1 sistemlerini Lagrange yaklagum ile analiz etmek amaciyla, bazi alt programlar



gelistirilip, yap1 sistemlerinin lineer analizi i¢in mevcut genel amagli SAP-IV [4]
programina  eklenmigtir. Euler yaklagim analizlerinden sikisamaz ve sikisabilir sivi
¢oziimlerini elde etmek amaciyla iki farkli program kullanilmigtir. Sikisabilir sivi
etkilerinin igerildigi ve beton agirhk barajlarin deprem analizi igin Fenves ve Chopra
tarafindan gelistirilen EAGD-84 programu [68] aynen, sikisamaz sivi etkilerinin igerildigi
ve genel sivi-yapr etkilesim analizleri i¢in Greeves ve Dumanoglu tarafindan gelistirilen
program [44] ise gelistirilerek kullamimustir.

Bolim 2 sivi-yap: sistemlerinin Euler formiilasyonu ile ilgilidir. Sivi sistemlerinin
davranisi ile ilgili temel bagintilar verildikten sonra, sivi-yap: sistemlerinin Euler
formiilasyonu ve ¢o6ziimlerine gecilmektedir. Sivi-yap1 sistemlerinin soﬁlu eleman
formiilasyonu ve Dungar [42] ¢oziimii 2.3. alt bashginda; sivi-yap: sistemleri igin sonlu
eleman formiilasyonu kapali formda elde edilmektedir. Aynica, yapr ve sivi-yapi
sistemlerinin Dungar algoritmas: kullanilarak modal analizi; sivi-yap: sistemlerinin yer
hareketi altindaki davramglarinin belirlenmesinde takip edilen adimlar genel hatlaryla
verilmektedir. Daha sonra, sivi-yap: (baraj-rezervuar) sistemleri igin Chopra ve grubu [27-
29] ¢oziimlerine gegilerek; yapilan kabuller, baraj ve rezervuar alt sistemlerinin frekans ve
zaman alamindaki denklemleri ve ¢6ziimde yapilan transformasyonlar ve islem adimlar
sirastyla verilmektedir.

Bolim 3 sivi-yap: sistemlerinin Lagrange formiilasyonu ile ilgilidir. Once, sivi
sistemlerinin davrangi ile ilgili enerji bagintilar1 ve bu bagintilardan faydalanilarak sivi
sonlu eleman hareket denkiemlerinin elde ediligi, sonlu eleman formiilasyonunda
indirgenmis integrasyon kullaniou ve sivi eleman diigiim noktas: basinglarinin bulunmast
hakkinda bilgi verilmektedir. Daha sonra, sivi-yapt araylizey sarti verilerek sivi-yapi

sistemlerinin ortak formiilasyonuna gecilmektedir.

Boliim 4 te Lagrange sivi elemanlar test edilmektedir. Ornek olarak segilen iki ve iig
boyutlu sivi sistemlerinin statik ve modal analizi yapilmaktadir. Coziimler analitik
sonuglarla kargilastinlmaktadir.

Bolim 5 te beton agirhk barajlann statik ve dinamik analizi Lagrange yaklagimi
agirlikli olmak tizere degigik yaklasimlar kullamlarak yapiimaktadir. Statik analizde, iki ve
ii¢ boyutlu Lagrange siv1 elemanlarin sivi-yap: etkilesimindeki davramslarmin belirlenmesi
amact giidiildigiinden, rezervuar ortammn davranisi 6n planda incelenmistir. iki boyutlu

sivi elemanlar kullanilarak baraj-rezervuar sisteminin modal analizi yapilmaktadir. Stvi



sikigabilirligindeki degisimin modal dagilim tizerindeki etkisi ayrica incelenmektedir.
Deprem etkisinin dikkate alindig1 dinamik analizde iki ve ti¢ boyutlu Lagrange sivi eleman
¢oziimleri elde edilmektedir. iki boyutlu analizde sistem davramsi mod siiperpozisyon
yontemiyle belirlenmektedir. Baraj-rezervuar sisteminin iki boyutlu 4 ve 9 diigiim noktali
stvt eleman ¢oziimleri elde edimekte; ¢Oziimler birbirleriyle ve bos baraj haliyle
karsilastinlmaktadir. Ayrica, baraj-rezervuar-temel ¢oziimleri elde edilerek, temelin
coziimler tizerindeki etkisi incelenmektedir. Bunun yaminda, sikisabilir ve sikisamaz Euler
¢oziimleri bulunmakta ve Lagrange ¢oziimleri ile kargilagtinlmaktadir. Bu boliim, baraj-
rezervuar sisteminin iki ve {i¢ boyutlu sivi eleman ¢6ziimlerinin kargilagtirilmasi ile son
bulmaktadir. Bu son ¢oziimler Wilson-0 adim adim integrasyon teknigi kullanilarak elde
edilmisgtir.

Boliim 6 da bu tezden elde edilen sonuglar 6zetlenmektedir.



2. SIVI-YAPI SiSTEMLERININ EULER FORMULASYONU

2.1. Girig

Euler yaklasimu sivi-yapt sistemlerinin dinamik analizinde yaygin bir sekilde
kullamimaktadir. Yapinin hareketi yerdegistirmeler cinsinden, sivinin hareketi ise basinglar
cinsinden ifade edilmektedir. Yapt ve sivi araylizeyindeki etkilesimden dolayr miigterek
davrams meydana gelmektedir. Bu biliimde, 6nce stvt sistemlerinin davrams: ile ilgili basinca
dayali (Euler yaklagimi) temel bagmntilar genel hatlanyla verilmektedir. Daha sonra sivi-yap:
sistemlerinin iki degisik tip formiilasyonundan s6z edilmekte ve buniara bagh olarak degisik

arastirmacilarin ¢oziim sekillerinden bahsedilmektedir.

2.2. Sivi Sistemlerinin Davranigi ile ilgili Temel Bagmntilar

Dinamik etkilere maruz siv1 sistemlerinde hidrostatik basinglarn yaninda hidrodinamik
basinglar da olusmaktadr. Lineer sikigabilir, viskoz olmayan ve rotasyonsuz bir stvimin kiigiik
genlikli hareketler altindaki iki boyutlu hareketi [29],

1
P + Py = — Py )

dalga denklemiyle verilmektedir. Burada P hidrodinamik basimnci (hidrostatik basing fazlas1); C
stvidaki ses mzim; t zamam; x ve y kartezyen koordinatlari; Py ise hidrodinamik basincin j
ye gore iki kez kismi tlirevini gostermektedir.

Her hangi bir etki sonucu siv1 sisteminde olusan hidrodinamik basinglar, (1) bagintisi ile
verilen dalga denkleminin uygun simir sartlan altnda géziilmesiyle elde edilmekiedir. Bu sinir
sartlar, genel olarak agagidaki sekilde belirlenebilir:

(a) y diisey ekseni gostermek iizere siv1 serbest yiizeyinde yiizey dalgalarinin olugtugu

kabul edilirse, s6z konusu ylizeyde,



Poy = =g P o)

bagintist gecerlidir. Burada P, hidrodinamik basincin y ekseni dogrultusundaki kismi

tiirevini; g yergekimi ivmesini temsil etmektedir. Stvi serbest ylizeyinde ylizey dalgalarinin
olusmadigi kabul edilirse,
P=0 3)
sintr sart1 bu yiizeyde gegerli olmaktadur.
(b) S1vinin serbest yiizeyi disindaki yiizeyleri (sivi-kati temas ylizeyleri) belirli bir ivmeye
maruz olabilir veya olmayabilir. Eger bu yiizeyler belirli bir ivmeye maruzsa, bu yiizeyler igin

sinir gartt,

P’n = - p a’n (4)

seklindedir. Burada p sivimin kiitle yogunlugunu; n sivi yiizeyi normal yoniinii ve a_ ise bu

yondeki ivmeyi belirtmektedir. Sayet yukarida sozii edilen yiizeyler belirli bir ivmeye maruz
degilse, bu yiizeyler i¢in sinir sarti,

P, =0 (5)
seklinde yazilabilir.

2.3. Sivi-Yap: Sistemlerinin Sonlu Eleman Formiilasyonu Ve Dungar [42] Cozlimii

Bu kisimda, sivi-yap: sistemlerinin analizi, siv1 ve yapimn iki ayn alt sistem olarak
gozoniine alindigr alt sistem kavramina (Substructure concept) [27,33] dayalr olarak
yapiimaktadir. Bu kavrama gore analiz edilen tipik bir s1ivi-yapi (baraj-rezervuar) sistemi Sekil
1 de verilmektedir. Sivi ve yapi alt sistemlerinin hareket denklemleri sonlu eleman
yaklagimindan elde edilmektedir. Once bu denklemler verilmekte, daha sonra ¢dziime

gecilmektedir.

Yer hareketine maruz yapimin hidrodinamik etkileri de igerecek sonlu eleman hareket

denklemi [33},

Mz+Cz+Kz=-Ma +F (6)

seklinde yazilabilir. Burada M, C ve K sirasiyla yapinmn kiitle, soniim ve rijitlik matrislerini;
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Z, Z ve Z sirastyla yapmn yer hareketine gore relatif yerdegistirme, huz ve ivme vektérlerini;

a_yer ivmesi vektoriinii ve F ise hidrodinamik basinglarla ilgili diigiim noktas1 kuvvet

vektoriinii temsil etmektedir.

Serbest ylzey

y

¥

/ E ZERVUAR

y Dedisken

y hid rodinami

y hasing ]
@//7f/77/7//7'////// VAT a4 VAl A aadad

Sabit sinir

-
Yer hareketi

Sekil 1: Euler yaklagimu ile analiz edilecek tipik bir sivi-yap: (baraj-rezervuar)
sisteminin sonlu eleman ideallegtirilmesi.

Viskoz olmayan, sikisamaz (C = =) ve rotasyonsuz bir sivinin kiigiik genlikli hareketler

altindaki iki boyutlu hale ait dalga denklemi, denklem (1) den yararlanilarak,

P, + P, =0 )

formunda yazilabilir. Siv1 alt sisteminde ytizey dalgalarinin olugmadig1 ve sadece sivi-yap
araylizeyindeki simir boyunca sivi sisteminin harekete (ivmeye) maruz kaldigy kabul

edilmektedir. Bu siur sartlari, denklem (3) ve (4),

P=0 (Siv1 yiizeyinde)

(8)
P, =-pa, (iki sistemin arayiizeyinde)

seklinde yazilabilir. Siva sisteminin sonlu eleman denklemleri varyasyonel ilkeye dayal sonlu
eleman yaklagimindan elde edilmektedir. Bu nedenle, (7) ve (8) denklemleriyle verilen

problem igin bir fonksiyonelin bulunmas gerekir. Bu problemle ilgili fonksiyonel,
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1
I(P)=—2-f(P,:+P,3)dV+fpanPdS &)

seklinde yazilabilir [69]. Birinci integral hacim {izerinde, ikinci integral sivi-yap: arayiizeyi
tizerinde gegerlidir. Yukanidaki fonksiyonelin stasyoner olma sarti { 8I(P) = 0}, denklem (7)
ve (8)'i vermektedir. Simdi siv1 sisteminin sonlu eleman denklemlerinin elde edilmesine

gecelim. Bir s1vi sonlu elemanda P basinci diigiim noktas: basinglan cinsinden,

P = HTP® (10)

seklinde ifade edilebilir. Burada H enterpolasyon fonksiyonlar vektoriinii; P° eleman diigiim

noktasi basing vektoriinii; T list indisi ise ilgili blytkligiin transpozesini gdstermektedir.

Denklem (10) nun denklem (9) da kullanilmasiyla,
I(P)=%£TQ1’_—£T3 (11)
bagintist elde edilmektedir. Burada Q, B ve P sirastyla siv1 sisteminin rijitlik matrisini, yiik

vektoriinii ve diigiim noktasi basing vektoriinii gostermektedir. Q matrisi ile B vektorii

asagidaki bagintilardan elde edilmektedir.

k
Q=Y 0 ; 0Q°-=[®,Hy+H H)V® (12)

e=1
B=Y B ; B°--[Hpads°® (13)

e=1

Burada k ve u sirasiyla sistemde ve sivi-yapi arayiizeyinde bulunan sivi eleman sayisim
gostermektedir. Denklem (11) ile verilen fonksiyonelin stasyoner olma sartindan asagidaki
denklem takimi elde edilir.

QP =B (14)

Denklem (6) daki F ve denklem (14) teki B yiik (zorlama) terimleri, yapt ve siv1

sistemleri arasindaki ortak ¢aligma ile ilgilidir. Bu ortak ¢aligma iki sistemin arayiizeyinde
olusmaktadir. Hidrodinamik basinglardan dolayi baraj iizerinde olugan diigiim noktas: kuvvet
vektoril, virtiiel is ilkesinden faydalanilarak asagidaki formda yazilabilir:

F=LP (15)
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L hidrodinamik basinglardan diigiim noktasi kuvvetlerini belirlemede kullamlan bir déniigiim

matrisidir ve

L-YL; L°-[A"aH"as" (16)

e=]

bagintisiyla hesaplanabilir. Burada H yap: yerdegistirmelerini belirlemede kullanilan eleman
enterpolasyon fonksiyonlari matrisini; n ise sivt yiizeyinin, sivi-yap: arayiizeyindeki birim
normal vektoriinii gdstermektedir. (13) bagntist ile verilen B yiik vektorii sivi-yap sisteminin

yatay yer hareketine maruz olmasi halinde asagidaki sekilde yazilabilir:
B=-=-pL'(a +2) a7n
(a=g +2) vektorii yer hareketinden dolay: sivi-yap: sisteminin araylizeyinde olugan toplam

ivmeyi gostermektedir.

Denklem (15) ve (17) sirasiyla denklem (6) ve (14) te yetlerine yazilirsa, sivi-yapi sistemi
i¢in hareket denklemleri

Mz+Cz+Kz=-Ma +LP (18)

QB=—pLT(ﬂg+Z) (19)

formunu alir. Bu iki denklemden birincisi yapinin, ikincisi sivimin davramg ile ilgilidir.

2.3.1. Dungar Algoritmasi [42] ile Modal Analiz
2.3.1.1. Sivis1z Yapinun Modal Analizi

Bir yap: sisteminin dzdeger ve dzvektorleri (modlari) serbest titresim denkleminin
¢oziimiinden elde edilmektedir. Yapimn soniimsiiz serbest titresim denklemi [70],
Mz+Kz=0 (20)

seklinde yazilabilir. © faz agisim gostermek {izere; ¢6ziimiin
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z = Z sin(wt +0) 21

bagntisi ile verilen basit bir harmonik hareket oldugu kabul edilip, bu bagint: denklem (20)

de yazilirsa,

KZ=0*MZ (22)
veya

KZ - -;- MZ (23)

denklemi elde edilir. Burada A = 1/w? dir. Denklem (23),
K'MZ=2% (24)

seklinde yazlabilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden 6zdeger ve 6zvektorler elde edilmektedir.
Sistemin, serbestlik derecesi kadar dzdeger ve 6zvektorleri oldugundan, (24) bagintist i.

dzdeger ve ozvektor igin
K'MZ =2 25)

seklinde yazilarak invers iterasyona dayali Dungar algoritmast ile ¢oziilmektedir. Asagida dnce

1. 6zdeger ve 6zvektor (A, Z) iin elde edilmesinde izlenen adimlar verilmektedir.
(a) Birinci 6zvektorii elde etmek igin Z‘l’ baglatma vektorii segilir. Bu vektoriin biitlin

elemanlar genellikle 1 birim alinar.

(b) T; = M Z? bagmtisindan 1‘1 vektorii bulunur.

(c) 1: =K I: bagintisindan 1: vektorii hesaplanir.

d M: vektoriiniin mutlak maksimum eleman A; e esittir. 1: vektdrii buna boliinerek
normallestirilir ve Li vektorii elde edilir. Ozdeger ve 6zvektorlerin iizerindeki iist indis
iterasyon sayisin, alt indis ise 6zdeger ve 6zvektorlerin numarasim belirtmektedir. A; ve ZL:

sirastyla 1. 6zdeger ve dzvektoriin 1. iterasyonda hesaplanan degerlerini gostermektedir. Ay

sekilde, A.g ve Z9 swrastyla p. 6zdeger ve 6zvektdriin q . iterasyonda hesaplanan degerleridir.
P
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(e) 27 vektorii Z‘l‘" vektoriine yeteri kadar yaklagincaya kadar (b) den (d) ye kadar olan

adimlar tekrarlanacaktir. Herbir tekrarda (iterasyonda) biiyiikliiklerin tizerindeki iterasyon

sayisim belirten iist indisin degeri 1 kadar artacagina dikkat edilmelidir. Son iterasyonda

bulunan Z?* vektorii Z ve A da A, olarak alimr. Boylece birinci 6zdeger ve 6zvektor elde

edilmis oldu. Birinci frekans (temel frekans) w, = 1/ \/}._1 bagintisiyla elde edilebilir.

Diger 6zdeger ve 6zvektorleri bulmak i¢in yukandaki algoritma tekrar kullamlabilir.
Fakat, daha yiiksek modlarin daha diigikk modlarin etkisinden arindiriimasi gerekir. Ornegin,

2. 6zdeger ve dzvektore (A,,Z) yaklagsmak tiizere Z 6zvektoriiniin etkisinin yok edilmesi

gerekir.
Dungar [42] daha yiiksek modlann daba diisik modlarin etkisinden arindirmak igin

asagida verilen temizleme (Sweeping) metodunu kullanmaktadir. Bu metod ile 2. dzdeger ve

ozvektor (mod) i¢in 6zdeger denklemi,

Z' Mz
K—l M q-1 _ Z 1 = Aq q (26)
Z: 1 { 2 Zz
ve p. mod i¢in 6zdeger denklemi,
-1 Z.T M Z.q-l 27
K—leq—l _ t Z. § P = l‘lz_q ( )
P Pl ; P p

seklinde yazilabilir. (27) bagintisinda koseli parantez igi Lj Ozvektoriiniin katks ile ilgili bir
skaler bityiikliiktiir. B ; asagidaki bagint: ile hesaplanmaktadir.

B, = ZTMZ /A, 28)
Denklem (27) deki B; ve Zj , j=1,2,..,(p-1), her bir 6zdeger igin en son iterasyonun
sonunda hesaplanip saklanmaktadir. Yukarida verilen algoritmanin (c) adiminda hesaplanan M:
vektorii yerine, bu vektoriin asagidaki gibi degistirilmesinden elde edilen SL: vektoriiniin

kullanilmas: sartiyla, yiiksek modlarin bulunmasi ile ilgili islemler yukaridaki algoritmamn

islemleriyle aym olmaktadir. Yalmz hesaplanacak ozdeger ve Ozvektorlerin numarasi
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degismektedir.
-1 ZTM 2!
¥ = v - t z (i P (29
P P j B.
i
Bu denklem,
-1 T mq
Xq-iq_tz 4 P (30)
) p 7 7il B
j=1 j

seklinde yazilabilir. Bu bagintidaki 1: Dungar algoritmasinin (b) adiminda elde edilmektedir.

2.3.1.2. Sivi-Yapi Sisteminin Modal Analizi

Stvi-yap1 sisteminin modal analizine gegmeden 6nce, denklem (18) ve (19) da baz

diizenlemeler yapmak gerekir. Denklem (19) agagidaki gibi yazilabilir:
P--pQ'L7@, 2 )

Bu ifadeden de goriilecegi gibi, hidrodinamik basinglar iki hareketin siiperpozisyonu ile elde
edilmektedir. Bu hareketlerden birisi yapinn rijit 6telenmesi, digeri ise yapinin esnek davranig

ile ilgilidir. Bu nedenle, hidrodinamik basing (), rijit 6telenme basinci @) ve esneklik

basinci (P_f) diye iki kisma ayrilabilir.
B --pQ'LTa (32)

- - 17T 33
P =-pQ'L"2Z (33)
Ayni sekilde, yap: alt sisteminin hareket denklemi, denklem (18),

Mz+Cz+Kz=-Ma +LP +LPB (34)

seklinde yazilabilir. Stvi-yap: sisteminin modal analizinde sadece ortak sistemin etkilegimi ile
ilgili basinglar (esneklik basinglan) etkili olmaktadir. Bu durum dikkate alindiginda, sivi-yapt

sisteminin soniimsiiz serbest titresim denklemleri,
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Mz+Kz=LP (35)

QP =-pL7z (36)

f

formunda yazilabilir. C6ziimiin (21) bagintisi seklinde oldugu kabul edilip, bu baginti denklem
(35) ve (36) da kullanilirsa,

(-0?MZ + KZ)sin(wt+0) = L Bf (37
QP =+ w? p LT Z sin(wt+0) (38)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin ikincisinden P ¢ekilip birincisinde yerine yazildiktan

sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa,

KZ=o>M+pLQ'LNHZ (39)
veya
M -=pLQ'L (40)
denilirse,
KZ =M + M)Z (41)

sivi-yap1 6zdeger denklemi elde edilir. Burada M hidrodinamik basingtan dolay1 gelen terim
olup, eklenmis kiitle diye adlandirilmaktadr. M eklenmis kiitle matrisinin simetrik, fakat

bant seklinde olmadig1 (40) denkleminden goriilmektedir. Bu gekliyle analizlerde kullamlmasi
fazla hafizaya ihtiyag gostermektedir. Bu nedenle, denklem (41) ile s1vi-yap: sisteminin modal
analizini yapmak yerine, Dungar algoritmasin: kullanmak daha elverisli olmaktadir [71]. Bu
algoritma sivi-yap: sistemlerinin 6zdeger analizi igin bilgisayar zamam ve alam y6niinden
etkindir. Dungar [42] 'in s1tvi-yapt sistemlerinin modal analizinde kullandig1 algoritma, yap:
sisteminin 6zdeger analizinde kullandig1 algoritmaya ¢ok benzemektedir. Sivi-yap1 6zdeger

denklemindeki siviya ait M eklenmis kiitle matrisi bu algoritmada agik olarak elde

edilmemektedir. Bunun yerine, eklenmis kiitle matrisinin 6zvektérle ¢arpimi bulunmaktadr.

Bu durumda denklem (41),
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KZ=m2(MZ+MuZ) 42)

formunda yazilabilir. Bu bagintidaki M Z garpimimn Dungar algoritmasi ile her bir
iterasyonda elde edilisi agagida agiklanacaktir. Denklem (41), denklem (38) den P . nin gekilip
denklem (37) ye yerlestirilmesiyle elde edildiginden; bu ti¢ denklemin birlikte incelenmeleri M Z

carpimimin agagidaki iki bagintidan elde edilebilecegi sonucunu vermektedir. lk baginti

QA=pLTZ=) pLTZ (43)

e=1

olup burada A, hesaplamada kargilagilan ve P . hidrodinamik basincina

A- £ (44)

w? sin(w t + 0)

seklinde bagli olan bir ara vektordiir. (43) denkleminden A g¢ekilir ve

Ef=LA=§ L® A° (45)

-M Z

seklindeki ikinci bagintida yerine konularak M Z elde edilir. (42) ve (45) bagintilan
gozoniinde bulundurularak i. modla ilgili 6zdeger denklemi,

K'(MzZ +E)=21,Z (46)

formunda yazilabilir. Sivisiz yapiun Dungar algoritmast ile ¢6ziimiinde oldugu gibi, 6nce 1.

Ozdeger ve ozvektdr (A, Z) in elde edilmesinde takip edilen adimlar verilecektir. Bu

adimlara gegmeden evvel, s6z konusu algoritmamn 6nemli bir 6zelligini belirtmekte yarar
vardir. (43) ve (45) bagintilaniun sag taraflari (Stvi-yap: arayiizeyi ile ilgilidir) 6nce eleman
seviyesinde hesaplanmakta; daha sonra her bir elemandan gelen katkilar birlestirilmektedir.

(a) Birinci 6zvektorii elde etmek igin Z'(l) baslatma vektérii segilir.

® Z_‘: vektorii denklem (43) te yerine yazilarak (Z‘: vektoriiniin s1vi-yap: araylizeyi ile
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ilgili serbestlik derecelerine karsilik gelen elemanlar: alinir.), s6z konusu denklem ¢6ziiliir ve A
vektorii elde edilir.

(c) A vektorii denklem (45) te yerine yazilarak (Sivi-yap: arayiizeyi ile ilgili serbestlik

derecelerine kargilik gelen elemanlar: alinir.) E;l vektorii hesaplanir.
d) I: =M Z‘l’ + E; bagintisindan T bulunur. Burada elde edilen 1‘_: in yapinun yalmz

bagina analizinde bulunan 1: den fark: sadece E:l ile modife edilmesidir.

(e) Boliim 2.3.1.1 de sivisiz yapinin zdeger analizi igin verilen algoritmanin (c) ve (d)
adimlarindaki islemler sirastyla yapilir.

(D) Ardisik iterasyonlarda bulunan dzvektorler (Zl“ ve Z_‘ll" vektorleri) birbirlerine

yeterince yaklagincaya kadar, (b) den (e) ye kadar olan adimlar tekrarlanacaktir. Son iteras-

yonda bulunan Z? dzvektorii ve A] 6zdegeri sivi-yap: sisteminin sirasiyla 1. 6zvektor @)

ve 6zdegeri (4,) olarak alinur.

Daha yiiksek modlarla ilgili 6zdeger ve 6zvektorler, Boliim 2.3.1.1 de sivisiz yapiya ait
yiiksek modlarin diger modlardan arindirilmasi igin verilen metoda benzer bir yol izlenerek
elde edilmektedir. Bu nedenle, bu bolimde onlarin elde ediliglerinden aynca

bahsedilmeyecektir.

2.3.2. Sivi-Yap1 Sisteminin Yer Hareketi Altindaki Dinamik Davranig:

Bir 6nceki kisimda sivi-yap sistemlerinin Dungar algoritmast ile modal analizinin nasil
yapilacag1 ve ortak sistemin 6zdeger (veya frekans) ve 6zvektdrlerinin ne sekilde bulunacag
agiklandi. Yapr alt sisteminin dinamik davramsim elde etmek igin bundan sonra yapilacak
islemler, normal bir yapt sisteminin modlarin stiperpozisyonu yontemiyle davranisim
belirlemede yapilan islemlerin benzeri olacaktir.

Yapt alt sisteminin yerdegistirme vektori, ortak sistemin ozvektorleri cinsinden,

z(t) = D Y(t) (47)

seklinde ifade edilebilir. Burada Y(t) genellestirilmis koordinat vektoriinii gostermektedir. D
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Ozvektorler matrisini (modal matris) temsil etmekte ve ZLi i=1,....,J ozvektdrlerini

icermektedir. J ise Ozvektdr sayisini belirtmektedir.

Denklem (19) dan P hesaplanip, degerinin denklem (18) de yerine yazilmasiyla,
Mz+Cz+Kz=-Ma -pLQ'L"(a +2) (48)

denklemi elde edilir. Ayrica, denklem (40) g6z6niinde bulundurulursa (48) denklemi,

M2+Q2+Kz=—Mag~Ma(ag+Z) 49

veya

M+M)z+Cz+Kz=-(M+M)sa (50)

seklinde tekrar yazilabilir. Denklem (47), (50) bagintisinda kullamldiktan sonra elde edilen

denklemin her iki tarafi DT ile garpilir

D'M+M)DY+D'CDY+DTKDY=--DT(M+M)a_ b

ve ozvektorlerin kiitle matrisine gore normallestirildigi kabul edilirse,

Y, +20,8 Y, + @} Y, = p, (52)

1

i=1,2,...,J

bagintis1 elde edilmektedir. Denklem (52) de gegen Y, w, &, ve p; swrasiyla i

genellestirilmis koordinati, agisal frekansi, soniim orani ve yiikii gostermektedir. Denklem
(52), J tane birbirinden bagimsiz denklemi igermekte ve 6zvektorlerin, sistem kiitle ve rijitlik
matrisine gore ortogonal olma sartinu sagladigini gerektirmektedir. Greeves ve Dumanoglu
[44], bu sartin yapi-siv1 sistemleri igin tam olarak saglanamadigs, fakat bu kabuliin 6nemli
hatalara sebep olmadigini vurgulamaktadirlar.

Denklem (52), Newmark veya Wilson-0 algoritmas1 gibi "implicit" integrasyon
metodlartyla ¢oziilebilir [72]. C6ziim sonunda genellestirilmis koordinat, hiz ve ivmeler elde
edilmektedir. Yapt alt sisteminin yerdegistirme vektorii (47) bagintisindan, iz ve ivme

vektorleri ise sirasiyla asagidaki bagintilardan elde edilebilir.

zt) = D X(t) (53)

(1) = D ¥(b) (54
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Yap alt sisteminde olusan gerilmeler yapimn yerdegistirmelerine bagl olarak ilgili
bagintilardan belirlenebilir. Aym sekilde, sivi alt sisteminde olusan hidrodinamik basinglar da
(54) bagintisinin, denklem (19) da kullanilmasiyla bulunabilir.

2.4. Sivi-Yap: (Baraj-Rezervuar) Sistemleri Igin Chopra Ve Grubunun [27-29] Coziimleri

Chopra ve grubunun beton agirlik barajlarin dinamik analizi ile ilgili bir ¢ok ¢aligmalan
vardir. Bu tezin amacina uygun olmasi nedeniyle, beton agirlik barajlann yatay yer hareketine
maruz olmalan hali i¢in Chakrabarti ve Chopra [27] formiilasyonu verilecektir. Bu ¢alismanin
uzantist sayilabilen diger ¢alismalardan sadece kisaca soz edilecektir. Baraj-rezervuar sistemi
iki alt sistem olarak gbzoniine alinmaktadir. Baraj alt sistemi bir sonlu eleman modeliyle
temsil edilmekte, rezervuar alt sistemi ise menba dogrultusunda sonsuza uzanan bir siirekli
ortam olarak alinmaktadir. Ortak sistemin formiilasyonunda su kabuller yapilmaktadir.

(a) Baraj-rezervuar sisteminin hareketi iki boyutlu olarak diigtiniilmektedir.

(b) Barajin menba ylizeyi diiseydir.

(c) Rezervuar tabani yatay, su derinligi H ve rezervuar menba dogrultusunda sonsuza
uzanmaktadir.

(d) Rezervuardaki su lineer sikisabilir ve viskozitesi ihmal edilebilir.

(e) Su serbest yiizeyindeki dalga etkileri ihmal edilmektedir.

(f) Yer hareketinin luz1 sonsuz olarak alinmaktadir.

Baraj-rezervuar sistemi Sekil 2 de verilmektedir. Yatay yer hareketine maruz barajin

hidrodinamik etkileri de igerecek sekilde hareket denklemi, denklem (6),

Mz+Cz+Kz=-MEag() + E® (535)

formunda yazuabilir. Bu denklemde M, C ve K sirastyla barajin kiitle, soniim ve rijitlik
matrislerini; z, z ve Z sirastyla barajin relatif yerdegistirme, iz ve ivine vektorlerini ve a,

ise yer ivmesini temsil etmektedir. z relatif yerdegistirme vektorii agik olarak

seklinde yazilabilir. z; ve z srastyla i. diiglim noktasiun, x ve y eksenleri dogrultusundaki

relatif yerdegigtirmelerini temsil etmektedir. N, barajin sonlu eleman sisteminde temelin
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yukarisinda bulunan diigiim noktalanimn sayisim belirtmektedir. E vektorii, z yerdegistirme

vektorii boyutunda olup, agik hali,

seklindedir.

Baraj menba ylizeyinin

Ply,t) yerdegistirmis hali

,‘.K
=

I
-~

X
0

Taban yerdedistir mesi

Sekil 2: Yatay yer hareketine maruz baraj-rezervuar sistemi.

Denklem (55) teki F(t), hidrodinamik basimnglarla ilgili diigim noktasi kuvvet
vektoriidiir. Baraj menba yiizeyinin diigey oldugu kabul edildiginden, E vektoriiniin sadece
baraj menba yiizeyindeki yatay bilesenleri (x bilesenleri) sifirdan farklidir. Bu nedenle, F
vektorii, baraj menba ylizeyine etkiyen kuvvetlerin sadece x bilegenlerini igeren E_ vektorii
ile gosterilebilir.

Chakrabarti ve Chopra [27] rezervuar etkilerini igeren baraj yerdegistirmelerini bog

barajin serbest titresim modlan cinsinden ifade etmektedirler. Buna gore barajin

yerdegistirmeleri ilk J modun lineer toplam olarak,

J
2 = ) D, Y® (56)
i=1

seklinde yazilabilir. Burada D ve Y, i. mod vektdriinii ve genellestirilmis koordinati
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temsil etmektedir. C soniim matrisinin barajin klasik normal modlarinin olusmasina izin

verecek formda oldugu kabul edilirse, Y, genellestirilmis koordinatina ait denklem asagidaki

gibi yazilabilir:
MY, + €Y, + KUY, =R sl (57)
Burada
M, = D-iT MD genellestirilmis kiitleyi,
c, = g;f CD =2, w; M/ genellestirilmis séntimii,

7~
I

= QiT KD, = (0)* M, genellestirilmis rijitligi,

w; = bos barajin i. serbest titresim moduna ait agisal

frekans:,

E; = i titresim modu i¢in s6nlim oramm gostermektedir.

R,

. ise genellestirilmis yiikii temsil etmekte ve

R/(t) = -DMEa +D'E (1) (58)

bagintis1 ile hesaplanmaktadir. D_ vektorii barajin menba ylizeyindeki diigiim noktalarinin

sadece x yoniindeki yerdegistirme bilegenlerini igermektedir.
Rezervuar sisteminde olugan hidrodinamik basinglar agagidaki baginti ile verilen dalga
denkleminin, denklem (1), uygun sinur sartlan altinda ¢6ziimiiyle belirlenmektedir.
1
Pogg * Pryy = —5 Py (59)

Burada C sudaki ses hizim, P hidrodinamik basinci ve P, ise hidrodinamik basincin j ye

gore iki kez kismi tiirevini gdstermektedir. Rezervuar sisteminin sur sartlar;

(a) Rezervuar serbest yiizeyinde basing sifirdur,

(b) Rezervuar tabaninda diisey hareket yoktur,

(c) Baraj-rezervuar arayiizeyinde (x = 0) suyun yatay hareketi barajin yatay hareketine
esittir.

Sistem davrams denklemlerinin 6nce frekans alamindaki ¢oziimleri bulunmakta ve daha
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sonra Fourier doniigtimleri yardimiyla zaman alanindaki ¢oziimlerine gecilmektedir. Bu

nedenle, yer hareketi baglangigta a L) = et seklinde bir harmonik hareket olarak

secilmektedir. Bu durumda P hidrodinamik basinci,

P(X,y,t) = I_’(ansﬁ)) g lot (60)

seklinde yazilabilir. Burada P, basincin frekans davranis fonksiyonunu gostermektedir. Bu

durumda dalga denklemi, denklem (59),

+P, + —P =20 (61)

formunu alir. Rezervuar sisteminin sinir sartlan incelendiginde, rezervuardaki hidrodinamik
basinglar, baraj menba yiizeyinin yatay hareketi sonucu olugmaktadir. Baraj menba ylizeyi

diigiim noktasi yatay ivme vektorii a (1),

(62)

J
a () - [g + ) DY«

bagintisi ile verilebilir. Burada ' i 3 genellestirilmis ivmenin frekans davrams fonksiyonunu

gOstermektedir. & ise barajin rijit 6telenmesi ile ilgili bir vektor olup, biitiin elemanlan 1

birimdir. Notasyon uyumu igin, ,I_)_xj vektdrii yerine siirekli fonksiyon analojisi olan f(y)

fonksiyonu alinmaktadir. Bu durumda, baraj menba ylizeyi yatay ivmeleri siirekli bir fonksiyon

ile gosterilebilir.

J - : 63
a,(0,y,t) = |1 + 21: fy) Yi(w)|e™" ©
J=
Rezervuar sisteminin yukarida ii¢ s1k halinde verilen sinir sartlar: (61) denklemi igin,
ﬁ(x,H,w) =0
P, (x,0,0) = 0 (64)

J
P, (0y,) = - p [1 + ), £ Y ()
i=1

seklini alir. Sinir sartlars gibi dalga denklemi de lineer oldugundan, siiperpozisyon prensibi
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uygulanabilir. P(y,t), x=0 daki hidrodinamik basinci1 gostermek iizere, bu basincin frekans

davrams fonksiyonu olan l;(y,co) , asagidaki gibi ifade edilebilir.

_ - . (65)
P(y,0) = Py,0) + Y, ¥ (0)Py,0)
j=1
Bu ifadedeki I;r(y’“’) , (61) bagintis1 ile verilen dalga denkleminin,
P(x,H,0) = 0
P, (x,0,0) = 0 (66)

I;:X(O’Y1(‘)) I
swnir sartlar alinda x =0 daki ¢6ziimii olup, yatay yer hareketinden dolay: rijit barajin
ylizeyinde olusan hidrodinamik basing i¢in frekans davranig fonksiyonunu géstermektedir.

Denklem (65) deki fﬁ(y,m) ise dalga denkleminin,

l_’(x,H,m) =0

P, (x,0,0) = 0 (67)

P, (0y,0) = - p £(y)
sinir sartlan altinda x = 0 daki ¢6ziimii olup, barajin j. titresim modundaki baraj menba
ylizeyi f,(y) yatay ivmesinden dolay1 ayn1 yiizeyde olusan hidrodinamik basing igin frekans
davramg fonksiyonunu temsil etmektedir.

Denklem (61) in yukarida iki denklem takimi halinde ifade edilen sinir sartlar1 altindaki
¢oziimii, denklem (68) ve (69) ile verilebilir [27]:

o) - 4p ) L
' T m-1 2 2,02
@m-1) |l - (@2/C?)]

Cosp,my (68)

g 2 - I'm
Py,0) = ~=p Y, ’ Cosp,y (69)

H m=1 ﬁ]zn _ (0)2/C 2)]

T

H
Burada p_ = @m-Dr (::'“ ve L, = f f,(y) Cosp,, ydy seklinde hesaplanmaktadir. p_
0

2H
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rezervuarin  m. ozdegerini, o,

o 1S€ rezervuarin m. tabii titresim agisal frekansim

gostermektedir.

Baraj menba yiizeyi hidrodinamik basinglartyla ilgili E_ kuvvet vektoriiniin frekans
davramg fonksiyonu olan Ex(co) vektorii, denklem (65)'e benzer sekilde asagidaki gibi ifade

edilebilir.

J

3 ) o .

E (@) = E(w) + ) ¥ () E(o) (70)
j=1

Burada Er(“’) ve Eﬂ(m) sirastyla l;r(y,w) ve fﬁ(y,w) hidrodinamik basing frekans davrang

fonksiyonlarina statik olarak esdeger diigiim noktas: kuvvet vektdrlerini temsil etmektedir.

Y j=ioe Y j ve ¥ i= - w?Y ; Olmak iizere; a = e 't seklindeki harmonik yatay bir yer

hareketi igin (57) bagntist,

[-0?M, +ioC’ +K']Y(w) = -DT ME + DT[E ()
J J ) J 1 X) I (71)

M-

2

Y, (@) E (@)]

L2
1}

1

veya kisaca

S(0) ¥(0) = G(®) (72)

bigimini alir. Denklem (72) deki Y(»), genellestirilmis koordinatlann frekans davrams
fonksiyonlars vektoriinii gostermektedir. S(w) ve G(w) ise bu vektdrle ilgili katsayilar matrisi
ve yitk vektorii olmakiadir. S(w) matrisi ile G(w) vekt6riiniin elemanlan asagidaki gibi elde

edilebilir.
Sul@)=1- oM +iw C' + K18, + 021;; E () j=1,..,J 7

G{w) =-DME+D} E (o) k=1,...,]
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Burada 8, Kronecker delta fonksiyonunu gostermektedir. Daba dncede bahsedildigi gibi, D :

vektorleri bos barajin modlandir. Bu vektorler, baraj-rezervuar sisteminin normal modlarn

olmadigindan, klasik modal analizden farkli olarak S(w) matrisi diyagonel olmamaktadir.

Sz konusu matrisin simetrik oldugu ise kolaylikla gosterilebilir.

Denklem (72) nin, g6zoniine alinacak frekans araligt i¢in ¢6ziimii, genellestirilmis

koordinatlarin komple frekans davrams fonksiyonlarim Y i i=heuT) verecektir. Bu frekans

aralif1 yer hareketinin frekans dagilimina ve barajin etkili frekanslarina gére belirlenmelidir.
Genellestirilmis koordinatlarin frekans davranig fonksiyonlari, denklem (72) nin belirli
bir frekans araligi i¢in ¢oziimiiyle belirlendikten sonra, keyfi bir yatay yer hareketi igin

g¢oziimler Fourier doniistimleri yardimiyla elde edilebilir. Y (t) genellestirilmis koordinats,
1 (3 "
hEC - [ ¥ (@) A (@) e™ do (74)

bagntisi ile belirlenebilir. Burada A (), a (t) nin Fourier transformasyonunu gostermekte

ve

d
A(0) = fag(t) e Tiotdy (75)
0

bagintis1 ile hesaplanmaktadir. Burada d yer hareketinin etki siiresini gostermektedir.

Yukanda anlatildigs sekilde Y, j=1,....J genellestirilmis koordinatlan belirlendikten sonra, z(t)

diigiim noktast yerdegistirme vektorii (56) bagintisiyla bulunabilir. Barajda olusan gerilmeler
baraj yerdegistirmelerine bagli olarak ilgili bagintilardan belirlenebilir.

Chakrabarti ve Chopra [27] benzer sekilde baraj-rezervuar sisteminin diisey yer
hareketine maruz olmas: hali igin de ayrica formiilasyon vermektedirler. Baraj-rezervuar
sisteminin hem yatay ve hemde diisey yer harcketi altindaki davrams1 su sekilde
belirlenmektedir. Once her iki yer hareketi i¢in genellestirilmis koordinatlar ayrnt ayn elde
edilir. Sonra ikisi toplanarak toplam genellestirilmis koordinatlar bulunur. Diger islemler
baraj-rezervuar sisteminin yatay yer hareketine maruz olmast halinde yapilan iglemlere benzer
olmaktadir. Aym yazarlar daha sonraki galismalarinda [28] baraj temelini viskoelastik yar
diizlem kabul ederek, baraj-temel-rezervuar etkilesimini incelediler. Alt sistem kavramina

dayali olan bu ¢alisma, [27] galigmasinin bir uzantis1 sayilabilir. Fenves ve Chopra [29],
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rezervuar tabanlarinda ¢ogunlukla bulunan aliivyon ve sediment etkilerini igerecek sekilde [28]
calismasini degistirdiler. EAGD-84 [68] bilgisayar programi Fenves ve Chopra [29] ¢caligmasi
ile ilgili bir genel program olup, 6zel halleri burada verilen formiilasyon igin gegerlidir. Bu
durum veri kiitiigii hazirlanisi sirasinda saglanabilir. Baraj ve rezervuar tabanlar rijit olacak

sekilde veri kiitiigii hazirlanmakla buradaki formiilasyon gegerli kilinabilir.



3. SIVI-YAPI SISTEMLERININ LAGRANGE FORMULASYONU

3.1. Girig

Genel olarak yap: sistemlerinin statik ve dinamik analizi igin hazirlanan sonlu eleman
programlan Lagrange formiilasyonuna dayalidir. Bu yaklasimda, yap1 sisteminde bilinmeyen
olarak yerdegistirmeler segilmekte ve buna gore sonlu eleman formiilasyonu elde edilmektedir.
Sivi sisteminde (ortamunda) de yerdegistirmeler bilinmeyen olarak segildigi takdirde, yap:
sistemlerini analiz etmek i¢in mevcut olan eleman alt programlarindan (iki veya ii¢ boyutlu
kat1 eleman) yerdegistirmelere dayali sivi elemanlan elde etmek ve genel amagh yap1 analiz
programlanna uyarlamak kolay olmaktadir. Sonugta, sivi ve sivi-yap: sistemlerinin sonlu
eleman matrisleri simetrik olmakta ve yap:1 sistemleri i¢in mevcut olan denklem ¢6ziim

»metodlanyla analiz edilebilmektedir. Lagrange yaklagimu ile analiz edilecek tipik bir sivi-yap1
(baraj-rezervuar) sistemi Sekil 3 te verilmigtir. Bu béliimde, 6nce sivi sistemlerin dinamik
davramglaryla ilgili yerdegistirmelere dayali (Lagrange yaklasimr) temel bagintilar verilmekte
ve bu bagintilardan faydalanilarak sivi sistemleri i¢in sonlu eleman hareket denkiemleri elde

edilmektedir. Daha sonra sivi-yap sistemlerinin ortak hareket denklemlerine gegilmektedir.

Serbest yiizey

RE ZERVUAR I LBA%AK\

Degisken De isk'z
.| yerdegigtirme yerdegisticme
AN
T777 7 2777777727777 7777777 7 V22 PPl 72727 77777/ 777/ X
Sabit sinir

g\\\ N N O, . . . . . L. . N

Sekil 3: Lagrange yaklagimu ile analiz edilecek tipik bir sivi-yap1 (baraj-rezervuar) sistemi.
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3.2. Siv1 Sistemlerinin Davramsg: ile lgili Temel Bagintilar

Burada lineer-elastik, rotasyonsuz ve viskoz olmayan bir stvinin kiigiik yerdegistirmeler
yapmasi hali i¢in temel denklemler elde edilecektir. Béyle bir siv1 igin basingla hacimsel

sekildegistirme arasinda,

P=Be, (76)

bagintis: vardir [51]. Bu ifadede P basinci (ortalama gerilmeye esit), p hacimsel elastisite

modiiliinii ve e_ ise hacimsel sekildegistirmeyi gostermektedir. Hacimsel sekildegigtirme ii¢
boyutlu kartezyen koordinatlarda,

e, = U, +U, +U (77

v z,z

seklinde ifade edilmektedir [51]. Bu ifadede U; jo b yerdegistirme bileseninin j dogrultusuna

gore kismi tiirevini gostermektedir.

Stvinin rotasyonsuzlugu ceza (penalty) metodlarina [12] benzer sekilde hesaba
katilmaktadir. Stvinin gerilme-sekildegistirme bagintilarina rotasyonlar ve bu rotasyonlarla
ilgili uygun kisitlama parametreleri (rijitlikler) yerlestirilmektedir. Bu parametrelerin biiyiik
degerde segilmesiyle sivi rotasyonsuz hale yaklasacaktir. Ug boyutlu haldeki rotasyonlar
asagidaki bagint1 ile verilebilir [51]:

1

x 2(Uy’z -U

)

W, = %(Um - U (78)

X-Z)

1
W, = ;(Ux.y - Uy

Bu rotasyonlarla ilgili gerilmeler,

o
]

a! WX
%y Wy
P, =0, W,

(79)

o)
n

bagintist ile hesaplanmaktadir. Burada P, ve «;,, W, ile ilgili gerilme ve kisitlama

parametresini gdstermektedir. Stviun matris formundaki ii¢ boyutlu gerilme-sekildegistirme
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bagintilan (76) ve (79) denklemlerinden,

B 0 0 0
P €,
P 0 o, 0 0|y
p |- (80)
y 0 0 a« OflW,
P
1 lo 0o 0 a Ve
veya
a=Ce (81)

seklinde yazilabilir. Denklem (81) de g ve ¢, sivinin gerilme ve sekildegistirme vektorlerini; C

ise elastisite matrisini gdstermektedir.
Bu ¢aligmada, siv1 sistemlerinin sonlu eleman formiilasyonu enerji prensiplerinden
faydalanilarak elde edilecektir. Bu nedenle, asagida sivi sistemlerinin davramsi ile ilgili enerji

bagintilar1 verilecektir. Bir siv1 sisteminin toplam sekildegistirme enerjisi,
n =~ [eTceav (82)

seklinde ifade edilebilir. Sivi sistemlerinin 6nemli davramiglarindan biri de hacimde bir degisim
olmadan yerdegistirme yapabilmeleridir. Rezervuar ve su depolan igin bu hareket,
yerdegistirmelerin diisey oldugu ylizey dalgalan seklindedir. Kararls hal titresiminde, stvinin
kinetik ve potansiyel enerjisinin harmonik degisimine sebep olmaktadir. Bu hareketle ilgili

enerji,
1 2
n, = Efp g UsdA (83)
bagntisi ile verilebilir. Burada p sivimn kiitle yogunlugunu, g yergekimi ivmesini ve U, ise

sivi serbest ylizey diisey yerdegistirmesini gostermektedir. Bu durumda sistemin toplam
potansiyel enerjisi
T, =W+ T (84)

olmaktadir. Son olarak, kinetik enerji bagintisim vermekle sivi sistemlerinin davramg: ile ilgili

gerekli enerji bagintilar tamamlanms olur. Bir siva sisteminin kinetik enerjisi,

T=%fp(ﬂi+Ui+flzz)dV (85)
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denklemiyle hesaplanabilir. Burada U, i. iz bilesenini gostermektedir. Yukarida verilen

enerji bagintilarindan sistem hareket denklemlerine gegis yapmak igin

9 (8T} 8T [ °% _ o - 86
at(aqi) 5a, | 3a, Q, (i=1,..n) (86)

Lagrange denkleminden faydalanilir [70]. Bu ifadede q, ve Q; sirasiyla i. genellestirilmis

koordinat1 ve kuvveti gostermektedir. Sonlu elemanlar yonteminde genellestirilmis koordinat
olarak ortam degiskeninin sonlu eleman diigiim noktalarindaki degerleri alinmaktadir. Omegin,
yerdegistirmeye dayali Lagrange yaklagiminda s6z konusu koordinatlar diigiim noktast

yerdegistirme bilesenleridir.

3.3. Siv1 Sistemlerinin Sonlu Eleman Formiilasyonu

Sonlu eleman yaklagimindaki temel adimlar kullanilarak, denklem (82) ile verilen sivi

sisteminin toplam gekildegistirme enerjisi,
Yy
" - TUTK, U, (87)
seklinde yazilabilir. Burada U svt sisteminin diigiim noktasi yerdegistirme vektoriinil, K,

aym sistemin rijitlik matrisini gostermektedir. Yiizey potansiyel enerjisi, denklem (83), sivi
ylizeyindeki diigiim noktalariun diigey yerdegistirmeleri cinsinden asagidaki formda

yazilabilir.
Lyt
T = Eusf S U, (88)
Bu ifadede U _ s serbest yiizey diigiim noktas: diisey yerdegistirme vektoriinii ; S ise siv1

serbest yiizey rijitlik matrisini temsil etmektedir. Sistemin kinetik enerjisi, denklem (85), aym
sekilde,
1.1 .
T=_U MU (89)

formunda yazilabilir. Burada M, ve Llf sirastyla stvi sisteminin kiitle matrisini ve diigiim

noktast hiz vektoriinii gostermektedir.
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S1v1 sisteminin hareket denkletpi, denklem (87-89) un Lagrange denkleminde, denklem

(86), kullamlmasiyla elde edilmektedir. Gerekli islemlerden sonra,
MO+KU-+S U = gf (0)
veya
MU +K U =R, oD
bagintisi elde edilir. Burada K sivi serbest yiizey rijitliklerini de igeren sivi sistemi rijitlik

matrisini ve R , Zamana bagli diigiim noktas: kuvvet vektoriinii temsil etmektedir." Sonlu

eleman matrislerinin sayisal elde edilislerinde Wilson ve Khalvati [51] tarafindan 6nerilen
indirgenmig integrasyon mertebeleri kullanilmaktadir. Siv1 sisteminde indirgenmis integrasyon
kullamm sonug itibariyle gercek ¢6ziime daha mzli yaklagimi saglamaktadir [S1]. Siva sistemi
soniu eleman matrislerinin elde edilisi hakkindaki ayrintili bilgi EK-A da verilmektedir.

3.3.1. Sonlu Eleman Formiilasyonunda Indirgenmis integrasyon Kullanim

Bir 6nceki kisimda verilen ve EK~A da verilecek formiilasyon sikigabilir, rotasyonsuz,
viskoz olmayan ve yiizey salimm hareketi gozoniline alinan sivimn kiigiik yerdegistirmeler
altindaki dinamik davramsg ile ilgilidir. Bu formiilasyon, alan ve hacim {izerinde alinacak
integralleri igermektedir. Sayisal integrasyon teknikleri kullamlarak bu integrallerin sayisal
olarak elde edilmesi gerekir. Bu ve benzeri amaglar igin, bir gok sayisal integrasyon teknigi
geligtirilmigtir. Bunlardan en yaygin olarak kullamlanlardan biri Gauss integrasyon teknigidir
[73,74]. Bu teknikte integral, elemanin i¢inde Gauss noktalar1 ad1 verilen belirli noktalarda
elde edilen bir agirhkli toplama esdeger alinmaktadir. Bu ¢aligmada, sonlu eleman
integrallerinin sayisal degerleri Gauss integrasyon teknigi kullanularak elde edilmektedir. Siv1
sisteminin Lagrange ¢oziimii, Kaynak [51] de ifade edildigi gibi, sonlu eleman ag1 siklastik¢a
ve rotasyonel rijitlikler buyiidiikge gercek ¢oziime yaklagacaktir. Eger, stvi eleman iizerinde
hesaplanan integraller, normal kati elemanlarda oldugu gibi tam olarak elde edilirse (normal
integrasyon mertebeleri uygulanarak), sistemin sonlu eleman yerdegistirme ¢dziimleri bir alt
sintr ¢oziimii verecektir. Gergek ¢oziime daha yavas yaklasimdan dolay bu yaklasimin pratik
olmadig1 yine aym kaynakta vurgulanmaktadir. Bunun yamnda, daha yiiksek mertebeli
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integrasyon kullanimu, diigiik frekansh stv1 salimm modlannin yok olmasina sebep olmaktadir.
Bu nedenle, sonlu eleman integrall'erinin indirgenmis integrasyon teknigi kullamilarak elde
edilmesi gerekir. Indirgenmis integrasyon siv1 sisteminin rijitligini azaltmaktadr.

Bir onceki kisimda belirtildigi gibi, stvinin rotasyonsuzlugu ceza metodlarina benzer
sekilde hesaba katilmaktadir. Dolayisiyla, bu ¢alismada incelenen sivi problemi bir ceza
problemi olarak diitiniilebilir. Zienkiewicz ve dig. [58] siv1 sistemleri igin verdikleri Lagrange
formiilasyonunda sivi rotasyonsuzlugunu bir ceza metoduyla dikkate almaktadirlar. S6zii
edilen aragtirmacilar, biitiin ceza formiilasyonlarinda oldugu gibi [12], bu formiilasyonda da
indirgenmis integrasyon kullammim 6nermektedirler. Ayrica, sivi elemanmin Ortam Uyum
Teknigi (Field Consistent Technique) ile testi de indirgenmis integrasyon kullanimimn
gerekliligini ortaya koymaktadir [64]. Bununla birlikte, formiilasyonda kullanilan indirgenmis
integrasyon mertebesi yakinsaklik sartim saglamalidir. Yakinsakligin saglanmast igin minimum
integrasyon mertebesi genel bir kural seklinde Zienkiewicz [12] tarafindan su gekilde
verilmektedir. "Mevcut polinomun mertebesi p olmak iizere, m. mertebeden tiirev igeren bir
problem igin 2(p-m) mertebesindeki bir integrasyon, yakinsakligin saglanmasi igin yeterli
olmaktadir". Wilson ve Khalvati [51] tarafindan 6nerilen indirgenmis integrasyon mertebeleri

ile C, tipi elemanlarin (Sonlu eleman arayiizeylerinde sadece ortam degiskeni stirekli

olmaktadir) yakinsaklik sart: igin Zinkiewicz [12] tarafindan Gnerilen integrasyon mertebeleri
Tablo 1 de verilmektedir. Tablodan da goriilecegi gibi Wilson ve Khalvati [51] tarafindan
onerilen indirgenmis integrasyon mertebeleri yakinsaklik sartim saglamaktadir. Sonlu
elemanlar ve benzeri yontemlerle lineer problemlere yaklasimda son asama bir denklem
takimmnin ¢ozillmesidir. Coziimiin tek olmast igin katsayilar matrisinin (Sistem rijitlik
matrisinin) tekil olmamas: gerekir. Bu nedenle, yakinsaklik sart: ile birlikte bu sart ta
saglanmalidir. Sayisal integrasyonla tekillik bazi smur sartlari altinda diisik integrasyon
mertebelerinden dogabilir. Eger sistemdeki bilinmeyenlerin sayis, sistemin biitiin integrasyon
noktalarmda elde edilen bagimsiz bagmtilarin sayisin asarsa, o zaman katsayilar matrisi tekil
olmaktadir [12]. Sistem rijitlik matrisinin tekil olmas: ilgili sistemin stabil olmadizim
gostermektedir. Yapi mekaniginde bir stabilitesizlik; bir kinematik mod, bir "hourglass" mod
veya sifir-enerji modu olarak bilinebilir [69]. Sifir-enerji mod terimi, rijit cisim hareketi
olmayan, fakat sifir gekildegistirme enerjisi saglayan bir diiglim noktasi yerdegistirme
vektoriinii temsil eder [69].

Bu ¢alismada, s1v1 eleman integrallerinin sayisal integrasyonu igin Wilson ve Khalvati

[51] tarafindan dnerilen indirgenmis integrasyon mertebelerinin sifir-enerji modlar olusturup
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olugturmadig1 yine aym yazarlarin verdikleri teknikle aragtinlmaktadir. iki boyutlu siva
elemanlarn teorik stabilite testleri asagida; ti¢ boyutlu elemanlarin ise Bslim 4.3.2. de
yapilmaktadir. Tipik bir stv1 tanki igin iki boyutlu 9 ve 4 diigiim noktal1 sonlu eleman aglarn

Sekil 4 te verilmektedir. Her iki agda toplam 35 diigiim noktas: vardar.

Tablo 1: Cesitli elemanlar igin integrasyon mertebeleri.

T. . . C, tipi elemanlarin yakinsaklik|
Eleman Indirgenmis integrasyon .. ..
tipi mertebesi Kaynak [51] sart1 i¢in gerekli integrasyon
mertebesi Kaynak [12]

4 diigiim noktalt (Ix ) p=1 m=1; 2(p-m)=0.
dortgen eleman mertebeden (1x1)

9 diigiim noktal (2x2) p=2 m=l; 2(p-m)=2.
dortgen eleman mertebeden (2x2)

8 diigiim noktal (1x1x1) p=1 m=1l; 2(p-m)=0.
ii¢ boyutlu eleman mertebeden (1x1x1)

27 diigiim noktalt (2x2x2) p=2 m=1; 2(p-m)=2.
ii¢ boyutlu eleman mertebeden (2x2x2)

Once 9 diiglim noktali stv1 eleman aginin stabilitesi incelenecektir. Her bir diigiim
noktasinda 2 tane serbestlik derecesi olmak tizere, 35 diigiim noktasinda toplam 70 serbestlik
derecesi vardir. Sivi sisteminin sinir sartlarindan 17 serbestlik derecesi tutulmaktadir. Sonugta
sistem toplam 53 aktif serbestlik derecesine sahiptir. Her bir s1vi eleman iizerinde 4 (2x2)
Gauss integrasyon noktas: alinarak integraller hesaplanmaktadir. Her bir integrasyon noktast,
sistem rijitlik matrisine stvinn sikigabilirligi ve stvimn rotasyonsuzlugu ile ilgili birer tane
olmak iizere, 2 tane bagimsiz sekildegistirme bagintis: saglamaktadir. Buna gore 4 integrasyon
noktasi 8 tane bagimsiz sekildegistirme bagintist saglayacaktir. Stv1 sisteminde toplam 6 tane
eleman vardir. Bu durumda, sistemin rijitlik matrisi toplam 48 tane bagimsiz bagintiya sahip
olmaktadir. Sistemin aktif serbestlik derecesi sayis1 bagimsiz baginti sayisini agtigindan,
sistem rijitlik matrisi tekil olmaktadir. Bunun sonucu olarak, 5 tane sifir-enerji modu ortaya
gikacaktir. Bu yiizden sivi yiizeyi salmm rijitligi icerilmelidir. Sivi sisteminin serbest
yiizeyinde 7 tane diigiim noktas: vardir. Bu diigiim noktalarinin diigey bilesenlerine yiizey
salimmindan dolayi ilave rijitlikler gelecektir. Bu rijitliklerin igerilmesiyle, sistemin tekilligi
ortadan kalkmakta ve sistem stabil hale gelmektedir. Bu siv1 sisteminin modal analizi 24 tane

hacim degisim, 24 tane rotasyonel ve 5 tane de siv1 ylizey salinim modu verecektir.



37

@ Gauss noktass
e DUdim noktasi

5 . 15 . 25 . 35
(2] & D ® D 4]
Dy L4 [ . PY
4} ® 2]
3 . 13 . ® 1n ® ® n
4] 3] & ® ® a
O ° + . ﬁ . *C
& @
i A n ® & (n © ® 3
0] o) 6

(a) 9 diigiim noktal: eleman a1

]
+ @ @ ) 3] @ 5]

® 5] ® @ @ ®
M)

(b) 4 diigiim noktali eleman ag1
Sekil 4: Tipik bir stv1 tankinn iki boyuthu sonlu eleman ideallegtirilmesi.

Benzer stabilite islemi 4 diigiim noktal stv1 eleman ag1 icin de yapilmaktadir. S6z konusu
ag 24 elemandan meydana gelmektedir. Siv1 sisteminin sur sartlarindan dolay1 17 serbestlik
derecesi tutulmaktadir. Sistemin toplam 70 serbestlik derecesinden, geriye 53 aktif serbestlik
derecesi kalmaktadir. Her bir eleman tizerinde 1 (1x1) tane Gauss integrasyon noktas: alinarak
integraller hesaplanmaktadir. Bu durumda her bir eleman, sistem rijitlik matrisine siv1
sikigabilirligi ve rotasyonsuzlugu ile ilgili birer tane olmak iizere, 2 tane bagimsiz
sekildegistirme bagntis: kazandirmaktadir. Siv1 sisteminde toplam 24 tane eleman vardir. Bu
elemanlar, sistem rijitlik matrisi igin toplam 48 tane bagimsiz baginti saglamaktadir. Sistemin
aktif serbestlik derecesi sayis1 bagimsiz bagint1 say1sin astigindan, sistem rijitlik matrisi tekil
olmaktadir. Bu da 5 tane sifir-enerji modunu netice verecektir. Siv1 sisteminin serbest

yiizeyinde 7 tane diigiim noktast vardur. Siv1 yiizey salinm rijitliginin igerilmesiyle, bu diigtim
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noktalarinin diigey bilesenlerine yiizey salimmindan dolay ilave rijitlikler gelecektir. Bu ilave
rijitlikler sayesinde sistemin tekilligi ortadan kalkmakta ve sistem stabil hale gelmektedir. Bu
stvi1 sistemi de 9 diigiim noktal1 stvi1 sistemi gibi modal analizde 24 tane hacim degisim, 24 tane
rotasyonel ve 5 tane de yiizey salimim modu verecektir.

Rotasyonel frekanslar, biiyilk degerli rotasyon kisitlama parametreleri sayesinde
bilyiimektedir. Diger bir deyisle, biiyitk degerli bir rotasyon kisitlama parametresi bu
rotasyonla ilgili modlarin daha biiyiik frekanslarda olusmasini saglamaktadir. Yiizey salinim
modlan ise kiigiik frekanslarda olugmaktadir.

3.3.2. Stvt Elemam Diigiim Noktas1 Basinglarimin Elde Edilmesi

Sivi elemanda hacim degisimi ile ilgili gerilmenin (basing) elde edilmesi ve sivi ortami
boyunca degisiminin incelenmesi, analitik ve deneysel sonuglarla karsilastirmak amaciyla
6nem arzetmektedir. Elemanin herhangi bir noktasindaki gerilmeler denklem (81) kullamlarak

sonlu eleman yaklagimindan,

o = CB U ©2)

seklinde hesaplanabilir. Burada e iist indisi bagmntiun {iizerinde yazildigt elemam

belirtmektedir. 0 ° gerilme vektoriinii; C elastisite matrisini; B® sekildegistirme-yerdegistirme
matrisini; U_; ise eleman diiglim noktas: yerdegistirme vektoriinii temsil etmektedir. Bu

bagintiyla elemanin hangi noktalarindaki gerilmeler hesaplanmalidir? [zoparametrik sonlu
elemanlarda, eleman rijitlik matrisinin tam olarak integrasyonu (full integration) igin gerekli
olan integrasyon mertebesinden bir mertebe diisiik mertebe ile ilgili Gauss noktalarinda
hesaplanan gerilmeler (6zellikle kayma gerilmeleri) genellikle daha dogru olmaktadir [69]. r
ve s iki boyutlu; r, s ve t ii¢ boyutlu elemanlar igin tabii koordinatlan gostersin. iki ve iig
boyutlu lineer elemanlarda gerilmelerin daha dogru olarak elde edildigi noktalar sirasiyla
r=s=0 ve r=s=t=0 noktalaridir. S6z konusu noktalar, iki boyutlu 8 ve 9 diigiim noktal:

quadratik elemanlarda r ve s nin; iig boyutlu 20 ve 21 diigiim noktals quadratik elemanlarda
iser,s vet nin ¥l /\/5 degerlerini aldig1 noktalar olmaktadir. Dikkat edilirse, gerilmelerin

hesabr ag1sindan elverisli olan bu noktalar, indirgenmis integrasyon mertebeleriyle ilgili Gauss

noktalar1 olmaktadir.
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Baz1 durumlarda sonlu eleman diigiim noktalarinda veya Gauss noktalarinin disindaki
bazi noktalarda gerilmelerin bilinmesi gerekli olabilir. ki ve {i¢ boyutlu lineer sonlu
elemanlarda sadece elemanlarin orta noktalarindaki gerilmeler elde edildiginden, bunlarin
bagka noktalara enterpolasyon veya ekstrapolasyonu s6z konusu degildir. Bu iglemi, iki ve {i¢
boyutlu quadratik elemanlarda yapmak miimkiindiir. Bu yolla elde edilen ¢dziimler, (92)
bagmntisiyla dogrudan hesaplanan ¢6ziimlerden genellikle daha dogru olmaktadir [12,69].

Bu ¢aligmada, quadratik iki ve ti¢ boyutlu elemanlarin Gauss noktalarinda (92) bagintisi
ile hesaplanan gerilmelerin, aym: elemanlarin herhangi bir noktasina enterpolasyon veya
ekstrapolasyonu Kaynak [69] da verilen usulle gergeklestirilmektedir. Bu gekilde elde edilen
gerilmeler diizeltilmis gerilmeler; (92) bagintisindan direkt olarak bulunan gerilmeler ise
diizeltilmemis gerilmeler olarak isimlendirilebilir [75,76]. Ornek olarak, iki boyutlu 9 diigiim
noktali sivi elemam gozéniine alalim. 9 diigiim noktal sivi eleman ve gerilmelerin
hesaplandig1 Gauss noktalan, tabii koordinatlar ile birlikte $ekil 5 te verilmektedir. S&z
konusu enterpolasyon ve ekstrapolasyon igleminde her bir gerilme bileseni ayri ayri gbzoniine
almmaktadir. S1vi elemanin gerilme bilegenlerinden basing i¢in bu iglemi yapalim. §ekil 5 te (r,s)
ve (E,n) sirastyla eleman ve Gauss noktalan tabii koordinatlarni temsil etmektedir. r

koordinat1 ¢ koordinati ile; s koordinat1 7 kordinat ile orantilidir. Il nolu Gauss noktasin

dikkate aldigimizda; bu noktada r=s = l/\/g ve £ =7 =1 dir. Buradan,
E=rf3; n=s3 (93)

bulunur. Elemanin herhangi bir D noktasindaki diizeltilmis basing,
=1 r=1
4 — 47 l—a‘ s=1

s
v
L.

3

I n=1

*D
U

Sekil 5: Gerilmelerin Gauss noktalarndan ekstrapolasyonunda kullanilan tabii koordinatlar.
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Py =) h, P i=LILILIV ©4)

bagmntis: ile hesaplanabilir. Burada P}, elemanin D noktasindaki diizeltilmis basinci temnsil

etmektedir. h, ve P,° ise i. Gauss noktasina ait enterpolasyon fonksiyonu ve basinc

gostermektedir. h, enterpolasyon fonksiyonlan

h, = %(1 - B - 1)

1
h, = —(1 + -
i 4(1 £ - n) 95)

hy = %(1 + EX1 + 1)

hyy = %(1 - E)1 + )

bagntis1 ile verilebilir. Goriildiigii gibi bu enterpolasyon fonksiyonlan 4 diigiim noktali lineer
elemanin enterpolasyon fonksiyonlan ile aymdir. Denklem (94) teki h,, D noktasinin £ ve n

koordinatlarinda hesaplanmaktadir. D noktasinin koordinati, Gauss noktalarindan herhangi
birinin koordinati ile aym oldugu zaman, s6z konusu noktada diizeltilmis ve diizeltilmemis
basinglar esit olmaktadir. Eleman kége diigiim noktalar: diizeltilmis basinglari, her bir kose

diigiim noktasina ait £ ve n tabii koordinatlani (94) bagintisinda yerine yazilarak elde
edilmektedir. Eleman kose diigiim noktalarinda £ ve n :\/3_ degerlerini almaktadir. Elemanin
her bir kdse diigiim noktasinin € ve n koordinatlar: (94) bagintisinda yerine yazilarak gerekli

islemler yapildiktan sonra, eleman kose diigiim noktalan diizeltilmis basinglar1 ile Gauss

noktalar1 basinglan arasindaki baginti matris formunda

1": a b ¢ b P’
e e
P, =b ab cPlIe 96)
Pl |lc b a b|Py
Lf’:. b c b aJLPIf,-
veya
B ae o)
n g

seklinde yazilabilir. Burada E: kose diigiim noktalan diizeltilmis basing vektoriini; 1’_: Gauss
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noktalar basing vektoriinii géstermektedir. G ise eleman kése diigiim noktalan diizeltilmis

basinglarin1 Gauss noktalar1 basinglarina baglayan bir matristir. Bu matrisin elemanlarindan

a,bvec,

a=l+—\/—i; b=—l' \/5

5 c:l—-_
2 2 2

degerlerini almaktadir. Yukanda basing bilegeni i¢in anlatilmis olan enterpolasyon ve
ekstrapolasyon islemi, her bir gerilme bilegeni i¢in aym sekilde yapilir.

Buraya kadar iki boyutlu quadratik elemanlar incelendi. Ug boyutlu quadratik elemanlara
ait kose diigiim noktalann gerilmeleri de benzer gekilde hesaplanabilir. Bu elemanlarda
gerilmelerin hesaplanacag: 8 Gauss noktasi vardir. Gerilmelerin bu noktalardan, elemanin her
hangi bir noktasina enterpolasyon veya ekstrapolasyonu igin segilecek Gauss noktalan
enterpolasyon fonksiyonlan 8 diigiim noktali {i¢ boyutlu lineer elemamin enterpolasyon
fonksiyonlari ile aymdar.

Parabolik izoparametrik elemanlarnin kdge diigiim noktalari gerilmelerini Gauss
noktalarindaki degerlerinden hesaplamak iizere, Hinton ve dig. [76] tarafindan verilen

ekstrapolasyon teknigi sonug itibariyle burada uygulanan teknigin aynisidur.

3.4. Sivi-Yap1 Sistemlerinin Ortak Formiilasyonu

Bir yap: sisteminin s6niimsiiz hale ait sonlu eleman hareket denklemi agagidaki formda

.yazilabilir [70].
M U +K U =R, ©8)
Burada M_ve K yap sisteminin kiitle ve rijitlik matrislerini; us,fls ve R ise sirasiyla

diigiim noktas1 yerdegistirme, ivme ve kuvvet vektorlerini gostermektedir.

Stvi-yapi sisteminin ortak hareket denklemleri her iki sisteme ait denklemlerin arayiizey
sarti dikkate almarak birlestirilmesinden elde edilmektedir. Bu sebeple, ortak sistemin
araylizey sartm belirlemek gerekir. Sivimn viskoz olmadig1 kabul edildiginden; ortak
sistemin arayiizeyinde arayiizeye normal yerdegistirmeler siirekli, teget yerdegistirmeler

siireksiz olmaktadir. Ortak sistemin arayiizeyinde, yapt kismumn pozitif yiizeye ve sivi
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kisminin negatif yiizeye sahip oldugu kabul edilirse, arayiizey sart1
U, =U, 99)

seklinde yazilabilir [56]. Burada U araylizeye normal yerdegistirmeyi gostermektedir. Bu sart,
sivi-yap1 arayiizeyinde arayiizeye normal dogrultuda karsilikli diiglim noktalar: arasina kisa ve
yeteri derecede rijit kafes elemanlar yerlestirilerek saglatilabilir [56]. Bu galismada, kisa ve rijit
kafes eleman yeriﬁe (99) denklemiyle verilen arayiizey sart1, ortak sistemin arayiizeyindeki
diigiim noktalarinda ceza metoduyla [72] saglatilmaya c¢aligilmaktadir. Kisitlama denklem-
lerinin saglatilmasi agisindan kafes elemandan daha elverisli olmaktadir.

Sivi-yap: sisteminin yer hareketi etkisindeki s6niimlii hale ait ortak hareket denklemi,

© (99) kisitlama denklemi gozoniine almarak,

M z +C z +K z =-Ma (100)

B
seklinde yazilabilir. Burada M,C vek ortak sistemin sirasiyla kiitle, séniim ve rijitlik
matrislerini; Z,L VeZ ise aym sistemin relatif yerdegistirme, hiz ve ivme vektorlerini
temsil etmektedir. a_ yer ivmesi vektorlidiir.

Sivi-yap sisteminin hareket denklemi, denklem (100), simetrik sistem matrislerine sahip
normal bir yap1 sisteminin hareket denklemi ile aym formdadir. Normal bir yap: sisteminin
analizinde kullamlan ¢6ziim metodlan stvi-yapi sisteminin analizi igin de kullamlabilir. Ozel
bir ¢oziim teknigi gerektirmediginden, sivi-yapt sisteminin ¢6ziim metodlarindan

bahsedilmeyecektir.



4. LAGRANGE SIVI ELEMANLARIN TEST EDILMESI

4.1. Girig

Siv1 ve sivi-yapi sistemlerinin statik ve dinamik analizlerinde kullamilmak iizere Béliim
3 te s1iv1 sistemleri igin verilen formiilasyona dayali iki ve ii¢ boyutlu s1vi elemanlar gelistirildi.
Fortran IV programlama dilinde kodlanan bu elemanlar genel amagli SAP-IV [4] yap1 analiz
programina uyarlandi. iki boyutlu sivi eleman 4 ten 9 a kadar degisken diigiim noktals; tg
boyutlu siv1 eleman ise 8 ve 27 diigiim noktal: olacak sekilde kodlanmigstir. Bu kisimda, sdz
konusu siv1 elemanlar kullamlarak elde edilen ¢6ziimlerin dogrulugu bazi 6rnek problemlerin
analitik ¢oziimleriyle kargilagtirilarak kanitlanmaktadir. Sayisal sonuglar igin sivinun kiitle
yogunlugu 1000 kg/m’, hacimsel elastisite modiilii 207x10” N/m* ve yer gekimi ivmesi 9.81

m/s’ olarak alinmaktir.

4.2, Statik Analiz
4.2.1. Kendi Agirhig Etkisindeki S1vi Tankimin iki Boyutlu Analizi

iki boyutlu stvi elemamn statik davramisim incelemek iizere $ekil 6 daki sivi tanki
secilmektedir. Bu sivi tankinin 9 ve 4 diigiim noktali sonlu eleman aglan $ekil 4 te verilmistir.
iki agin diigiim noktast ve serbestlik derecesi say1st esittir. Stvi tankinin duvarlar rijit kabul
edildiginden, yerdegistirmenin normal bileseni taban ve yanal duvarlar boyunca sifir olacaktir.
Bu stnir sartin saglamak igin duvarlar boyunca kayici mesnet, duvarlarin kesigim yerlerinde
ise sabit mesnet kullanilmigtir. Formiilasyon kismnda belirtildigi gibi, Lagrange yaklagiminda
sivinin rotasyonsuzlugu kisitlama parametreleriyle saglanmaktadir. iki boyutlu analiz (x,y

diizleminde) halinde sadece W, rotasyonu s6z konusudur. Bu rotasyonla ilgili kisitlama
parametresi « dir. «, rotasyon kisitlama parametresinin ¢dziimler tizerindeki etkisi degisik

degerleri segilerek aragtinlmustir. Bu parametrenin degisiminin hem yerdegistirme ve hem de
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gerilme ¢6ziimlerini etkilemedigi goriilmiistiir. S1vi tankinda gok kiigiik rotasyonel gerilmeler
olusmakta ve eleman Gauss noktalarinda bu gerilmelerin mutlak maksimumu 1.E-09 N/m>
mertebesinden daha kiigiik kalmaktadir. Sivi elemanda sivi b;131nc1 onemli olmaktadir. Ciinkii,
stvimn ideal oldugu kabulii yapilmaktadir. Bu kabule gore sivinmn hig rotasyon yapmamasi ve
dolayisiyla rotasyonel gerilmelerin olugmamas: gerekirdi. Fakat, bu ¢aligmada sivinn
rotasyonsuzlugu ceza (penalty) metodlarina benzer sekilde hesaba katilmakta ve bu nedenle
de, sivinin formiilasyonunda rotasyonel sekildegistirme bagintilars igerilmistir. Bu bagintilarin
dikkate alinmas: sonucu rotasyonel gerilmeler olugmaktadir. S1vi tankimin 9 diigiim noktal
eleman ag: kullanilarak bulunan diigiim noktast diisey yerdegistirmeleri ve eleman kdse
diigiim noktas: sivi basinglari analitik ¢6ziimlerle birlikte Tablo 2 de verilmektedir. Eleman
kose diigim noktalarina ait basinglar, Once her eleman igin Béliim 3.3.2. de verilen
ekstrapolasyon teknigi kullamlarak eleman Gauss noktalarindaki degerlerinden elde edilmekte
ve daha sonra soz konusu kose noktasinda kesisen elemanlarin, aym kose noktas: i¢in
hesaplanan basing degerlerinin ortalamasi alinarak bulunmaktadir. Tablodan da goriilecegi gibi
9 diigiim noktal: eleman agi kullanilarak elde edilen sonuglarla analitik ¢6ziimler hemen
hemen ayni olmaktadir. Siv1 tankmun sekildegistirmis hali beklenildigi gibi olup, Sekil 7.(a)

da verilmektedir.

Tablo 2: Sivi tankinin diigiim noktas: diigey yerdegistirmeleri ve eleman
kose diiglim noktas: basinglari.

9 Diigiim noktali sonlu Analitik

Diigiim eleman a1 ¢6ziimleri ¢Oziim
noktasi
numarasi | Yerdegistirme Basing Yerdegistirme Basing

(mm) N/m> (mm) N/m?
1,11,21,31 - .0 -.14715E+05 .0 -.14715E+05
2,12,22,32 | -.23325E-02 -.23325E-02
3,13,23,33 | ~.39986E-02 |-.73574E+04| -.39986E-02 |-.73575E+04
4,14,24,34 | -49983E-02 -.49983E-02
5,15,25,35 | -.53315E-02 |+.52302E-01 | -.53315E-02 .0

4 diigiim noktal sonlu eleman ag1 kullamlarak elde edilen yerdegistirme ve basing

¢oziimleri 9 diiiim noktali eleman agimin ¢dziimleri gibi analitik ¢oziimler ile uygunluk
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arzetmektedir. Stv1 tankinin bu ag ¢oziimlerinden elde edileq sekildegistirmis hali Sekil 7.(b)
de goriilmektedir. Gergek bir yerdegigtirme dagilimi vardir. Maksimum diigey yerdegistirme
-.53315-02 mm dir. Rotasyon kisitlama parametresinin degisik degerleri segilerek yapilan
denemelerde bu parametrenin degisiminin ¢oziimleri etkilemedigi goriilmistiir.

Aym s1vi tankinin 9 diigiim noktali bir ve 4 diigiim noktali dort elemanhi ag ¢éziimleri de

yukarida verilen hassasiyetle sonug vermektedir.

4.2.2. Kendi Agirlig1 Etkisindeki Siv1 Tankinin Ug Boyutlu Analizi

Ug boyutlu 8 ve 27 diigiim noktali sivi elemanlar kullamlarak kenar uzunlugu 2.5 m
olarak alinan kiipik bir siv1 tankinin statik analizi yapilmaktadir. Basing ve yerdegistirme
¢oziimleri analitik ¢oziimlerle karsilastinlarak elemanin davramg: test edilmektedir. Siva
tankinin 8 ve 27 diigiim noktal1 sonlu eleman aglar sirasiyla 8 ve 1 elemandan olugmaktadir.
Kiipik stv1 tankimin 8 ve 27 diigiim noktah eleman aglar1 $ekil 8 de verilmektedir. Eleman
matrisleri bir 6nceki bsliimde belirtildigi gibi indirgenmis integrasyonla elde edilmektedir. 8
ve 27 diigiim noktali elemanlar igin bu integrasyon mertebeleri sirasiyla 1x1x1 (1 Gauss
noktasi) ve 2x2x2 (8 Gauss noktas1) dir. Bu durumda 8 ve 27 diigiim noktal: elemanlar
iizerinde sirasiyla 1 ve 8 Gauss integrasyon noktast alinmaktadir. Sivi gerilmeleri (basinglart)
de aym integrasyon noktalarinda (92) bagintist kullanilarak elde edilmektedir. 8 diigiim noktali
eleman iizerinde sadece 1 noktadaki (eleman ortasinda) basing hesaplandigindan, bu basincin
baska noktalara ekstrapolasyonu soz konusu degildir. 27 diigiim noktali eleman {izerinde
birden fazla Gauss noktasindaki basinglar elde edildiginden, bu basinglarin eleman koése
diigiim noktalarina ektrapolasyonu Boliim 3.3.2 de verilen teknikle yapilmgtir. 8 ve 27 diigiim
noktali sonlu eleman aglarimn basing ¢ozlimleri rotasyon kisitlama parametrelerinin
degisiminden etkilenmemekte ve analitik ¢oziimlerie hemen hemen aym olmaktadir. Ayrica,
her iki sonlu eleman aginda Gauss noktalarindaki rotasyonel gerilmeler sifirdan ¢ok kiigiiktiir.
Buna karsilik, yerdegistirme ¢oziimleri rotasyon kisitlama parametrelerinin degisiminden
onemli 6lgiide etkilenmektedir. Rotasyon kisitlama parametrelerinin farkl degerleri igin farkls
yerdegistirmeler elde edilebilmektedir. Kiipik stv1 tankinin kendi agirbgmdan dolayr siv1
yiizeyinde olusacak diisey yerdegistirme analitik ¢dziimden -.01481 mm olarak hesaplan-
maktadir. 8 ve 27 diigiim noktali eleman aglan kullamlarak rotasyon kisitlama parametre-

lerinin degisik degerleri i¢in elde edilen siv1 yiizeyi duisey yerdegistirmeleri sirasiyla Tablo 3
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ve Tablo 4 te verilmektedir. 27 diigiim noktali eleman agi i¢in rotasyon kisitlama
parametrelerinin degeri biiylidikkge yerdegistirmeler kiigiilmekte ve analitik ¢oziime
yaklagmaktadir. 8 diigiim noktal: eleman agi ¢6ziimlerinde degigik bir durum goriilmektedir.
S6z konusu parametrelerin 1 ve 1000 hacimsel elastisite modiilii kadar alinmasi halleri i¢in
hemen hemen aym sonuglar bulunmaktadir. Rotasyon kisitlama parametrelerinin hacimsel
elastisite modiiltiniin 10 misli olmasi hali i¢in elde edilen yerdegistirmeler analitik ¢oziime
daha yakin olmaktadir.

elastisite modiilii kadar alindig1 durumda, sivi tankinin sekildegistirmis hali 8 ve 27 diigiim

Her ii¢ rotasyon kisitlama parametresinin degeri 100 hacimsel

noktali eleman aglan igin Sekil 9 da goriildiigii gibi olmaktadir. Siv1 serbest yiizeyi yatay

degildir.
Tablo 3: Kiipik siv1 tankinin 8 diigiim noktal1 eleman ag: kullanilarak
bulunan diigey yerdegistirmeleri (mm).

Diigiim @ =1p @ =108 @ =100p o =1000p

Noktast @, =18 «,=10p o, =100 8 «,=1000p

Numarast @ =1 «,=10p o, =100p o, =1000p
7 -38147E-01 | -.17166E-01 | -.41962E-01 | -38534E-01
8 +.85278E-02 | -.12453E-01 | +.12342E-01 | +.89152E-02
9 -38147E-01 | -.17166E-01 | -.41962E-01 | -.38534E-01
16 +.85278E-02 | -.12453E-01 | +.12342E-01 | +.89152E-02
17 -38147E-01 | -.17166E-01 | -41962E-01 | -.38534E-01
18 +.85278E-02 | -.12453E-01 | +.12342E-01 | +.89152E-02
25 -.38147E-01 | -.17 166E—01 -41962E-01 | -38534E-01
26 +.85278E-02 | -.12453E-01 | +.12342E-01 | +.89152E-02
27 -38147E-01 | -.17166E-01 | -41962E-01 | -.38534E-01

8 ve 27 diigiim noktal stv1 eleman matrisleri normal integrasyon (full integration)
mertebeleri kullamlarak elde edildiginde, yerdegistirme ¢dziimleri kararh hale gelmekte ve

analitik ¢oziimlerle ayn1 olmaktadir.
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Tablo 4: Kiipik siv1 tankinin 27 diigiim noktali eleman ag: kullamlarak
bulunan diigey yerdegistirmeleri (mm).

Diigtim @ =10p @ =100p o, =1000 p
Noktasi « =10p «, =100p o, =1000p
Numarasi «,=10B a,=100p «,=1000p
7 -.28578E+00 | -.89437E-01 | -.18580E-01
8 +.12068E+00 | +.22504E-01 | -.12925E-01
9 -28578E+00 | -.89437E-01 | -.18580E-01
16 +.12068E+00 | +.22504E-01 | -.12925E-01
17 -.82553E -01 | -.33466E-01 | -.15752E-01
18 +.12068E+00 | +.22504E-01 | -.12925E-01
25 -.28578E+00 | -.89437E-01 | -.18580E-01
26 +.12068E+00 | +.22504E-01 | -.12925E-01
27 -28578E+00 | -.89437E-01 | -.18580E-01

4.3. Modal Analiz

4.3.1. Dikdortgen Stvi Tankinin iki Boyutiu Modal Analizi

Sivt elemanlarin modal davrams: biiylik 6nem arzetmektedir. Lagrange sivi elemanlar
iizerinde yapilan caligmalarda g¢ogunlukla modal davrams 6n planda incelenmigtir
[5,51,56,59,63,64,65,67]. Siv1 rotasyonsuzlugunun ceza metoduyla veya benzeri sekillerde
gozoniine alindiga formiilasyonlarda rotasyon kisitlama parametresinin degisimi frekans
dagilimim etkilemektedir [51,59,65,67]. (x,y) eksen takiminda diisiiniilen iki boyutlu sivi

eleman igin sadece W, rotasyonu s6z konusudur. Bu rotasyonla ilgili kisitlama parametresi
e, dir. Bir s1v1 sisteminin modal analizi yiizey salinim, hacim degigim ve rotasyonla ilgili

modlan vermektedir. Rotasyon kisitlama parametresinin frekans dagilum tizerindeki etkisini
incelemek iizere statik analizde dikkate alinan dikdortgen sivi tankimn séz konusu
parametrenin degisik degerleri igin modal analizi yapilmaktadir. Coziimler Sekil 4 te verilen

9 ve 4 dijgiim noktali eleman aglan kullamlarak elde edilmistir. 9 ve 4 diigiim noktal1 sonlu
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eleman aglan sirasiyla 6 ve 24 elemandan olugmaktadir. Her iki agdaki diigiim noktas: ve
serbestlik derecesi sayisi esittir. Rotasyon kisitlama parametresi hacimsel elastisite modiiliiniin
1, 10 ve 100 misli kadar alnarak, siv1 tank: i¢in 9 diigiim noktal eleman a1 ¢Sziimlerinden
elde edilen ilk 9 modun frekanslar1 Tablo S te verilmistir. ilk 5 mod siv1 yiizey salinimlar ile
ilgili modlardir. Goriildiigii gibi bu modlar rotasyon kisitlama parametresinin degisiminden
etkilenmemektedir. Benzer davramis hacim degisim modlarinda da goriilmektedir. Rotasyon
kisitlama parametresinin degisik degerleri igin sz konusu modlar hemen hemen sabit
kalmaktadir. Diger bir deyisle, rotasyon kisitlama parametresinin degisimi bu modlarda ihmal
edilebilir seviyede kiigiik degisimler meydana getirmektedir. Béyle bir durum, 3. hacim
degisim modunda goriilmektedir. Rotasyon kisitlama parametresinin 10 ve 100 hacimsel
elastisite modiilii kadar alinmasi halleri igin ilgili modun frekans: sirastyla 394.3 ve 394.5 Hz
degerlerini almaktadir. Buna karsilik, rotasyonel modlar bu parametreye kars1 duyarhdir.
Rotasyon kisitlama parametresi biiyiidiikk¢e rotasyonla ilgili frekanslar hizli bir sekilde
biiylimekte ve hacim degisim frekanslarindan daha biiyitkk mertebeye ulasabilmektedir.
ilgili 6rnekte, rotasyon kisitlama parametresinin degeri hacimsel elastisite modiiliiniin 1 misli
alinmasi durumunda Tablo 5 te verilen frekanlarin 3 tanesi, 10 misli alinmas: durumunda 1
tanesi rotasyonel modlara ait olmaktadir. Bu parametrenin 100 hacimsel elastisite modiilii
kadar alinmast halinde ilgili tabloda s6z konusu modlara ait frekanslara rastlanmamaktadir.
Dolayisiyla, biiyiik degerli rotasyon kisitlama parametresi sayesinde rotasyonel frekanslar
frekans tablosunun {ist siralarina kaymakta; hacim degisim frekanslan ise genellikle alt
siralarda yer almaktadir {67]. Bununla birlikte, rotasyon kisitlama parametresinin biiyiik
degerleri niimerik problemler dogurabilmektedir. Bu parametre niimerik problemlere sebep
olmayacak ve yeteri kadar rotasyonel kisitlamay saglayacak sekilde segilmelidir. Wilson ve
Khalvati [51] bu parametrenin hacimsel elastisite modiiliiniin 100 misli kadar alinmasim
Onermektedirler. Kaynak [67] de ise bu parametrenin bir ¢ok problem igin 100 hacimsel
elastisite modiiltii kadar alinmasimin yeterli olacag: vurgulanmaktadir. iki boyutlu sivi
elemanlar iizerinde yapilan testler sonucu ve bu 6rnek uygulamada da gortildiigii gibi, bu

elemanlar i¢in rotasyon kisitlama parametresinin (e,) degeri hacimsel elastisite modiiliiniin

100 misli kadar alinmas1 genelde yeterli olmaktadir. Rotasyon kisitlama parametresi igin bu
degerin aldig1 9 diigtim noktali eleman ag1 ¢ozlimleri agagida irdelenmektedir. Sistemin ilk
6 modu Sekil 10 ve Sekil 11 de goriilmektedir. Analitik ¢6ziimlerle [77] karsilastinldiginda;
elde edilen siv1 yiizeyi salium modlarindan; 1, 3 ve 5. modlar, sistemin analitik ¢6ziim

fonksiyonlarindan elde edilecek siv1 yiizey salimm modlanindan, sirasiyla 1, 2 ve 3. modlar
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ile eslesmektedir. Bu modlarin frekanslan analitik ¢6ziimden [77] sirasiyla .3680, .5802 ve
.7201 Hz olarak hesaplanmaktadir. 9 diigiim noktali eleman agiyla ¢6ziimden, karsihk gelen
modlann frekanslan sirasiyla .3677, .5712 ve .6676 Hz olarak elde edilmigtir. 1. modun
frekans: analitik ¢oziimle hemen hemen aym olmaktédlr. Mod numaras: biiyiidiikge
frekanslann dogruluk dereceleri azalmaktadir. Ayrica, sonlu eleman aginda igerilen eleman

sayisina baglt olarak bu modlarin yerleri degisebilmektedir.

Tablo 5: iki boyutlu stvi tankinun frekanslan (9 diigiim noktali eleman agi).

Elde edilen frekans degerleri (Hz)
Mod
Numarast @, =1p o, =10p o, =100
1 3677 3677 3677
2 3977" 3977* 3977°
3 57127 5712° 5712°
4 .6498" .6498" .6498"
5 6676" .6676" 6676"
6 116.8 239.8 239.8
7 239.8 287.7 287.7
8 251.5 369.5" 394.5
9 281.6 394.3 490.1

" Yiizey salimm frekanslar
* Rotasyonel frekanslar

Sivi tankimun 1, 2, 3 ve 4. hacim degisim modlarina ait frekanslar analitik ¢oziimden [5]
sirasiyla 239.79, 288.19, 399.65 ve 536.19 Hz olarak hesaplanmaktadir. Buradaki ¢oziimden
ilgili modlara 6, 7, 8 ve 9. modlar karsilik gelmekte ve bunlara ait frekanslar sirasiyla 239.8,
287.7, 394.5 ve 490.1 Hz olarak bulunmugtur. Goriildiigii gibi 1, 2 ve 3. hacim degisim
modlanmn frekanslan analitik ¢oziimlere ok yakin olmaktadir. Mod numaras: biiyiidiikge
sonlu eleman ¢6ziimii ile analitik ¢6ziimler arasindaki fark biiylimektedir.

Bu paragrafta ise, 9 diigtim noktal sonlu eleman aginda sadece bir elemamn icerilmesi

halinde elde edilen ¢dziimlerin irdelenmesi yapilacaktir. Siv1 sisteminde bir tane siv1 yiizey
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salimm modu olugmaktadir. Bu modun frekans: analitik ¢oziime [77] nispetle % 8 civarinda
bir hatayla .3377 Hz olarak elde edilmigtir. Sistemin hacim degisim modlan agda igerilen
eleman sayisindan nispeten daha az etkilenmektedir. Tek elemanls ag ¢oziimlerinden, sistemin
1 ve 2. hacim degisim modlarna ait frekanslar 239.2 ve 277.0 Hz olarak bulunmustur. 1.
modun frekansi analitik ¢6ziimle hemen hemen ayni, 2. modun frekansi ise % 4 civarinda bir
hatayla elde edilmigtir. 6 elemamin dikkate alindig1 ag ¢6ziimleriyle karsilagtirildiginda
dogruluk derecesi daha azdir. Agda igerilen eleman sayisindan 1. modun frekans1 pek
etkilenmezken, yiiksek modlarnn frekanslan énemli olgiide etkilenmektedir. Aym sonug,
Hamdi ve dig. [59] tarafindan da kamitlanmaktadir. Sonug olarak, agda igerilen sonlu eleman

sayis1 azaldikga ¢oziimlerdeki hassasiyet azalmaktadir.

Tablo 6: iki boyutlu siv1 tankimn frekanslan (4 diigiim noktal eleman agz).

Elde edilen frekans degerleri (Hz)
Mod
Numarasi @, =18 «, =10p o, =100
1 1922° 1922° 19227
2 35917 35917 35917
3 4049" 4049" 4049"
4 5102° 51027 5102°
5 5148" 5148" 5148"
6 59.56" 188.4" 238.3
7 165.6" 238.3 277.5
8 169.6" 271.5 364.0
9 211.5° 363.9 371.0

* Yiizey salimm frekanslan
* Rotasyonel frekanslar

4 diigiim noktah 24 elemandan olusan soniu eleman ag1 kullamlarak, rotasyon kisitlama
parametresinin degisik degerleri igin elde edilen ilk 9 modun frekanslart Tablo 6 da
verilmistir. 9 diigiim noktali 6 elemandan olusan ag ¢dziimlerinde goriilen davraniglanin

benzeri davransslar elde edilmistir. Yalniz, 4 diigiim noktal eleman aginin ¢Oziimleri nispeten
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daha az hassas ve rotasyon kisitlama parametresinin biiyiimesine bagli olarak rotasyonel
modlarin frekans tablosunun iist siralarina kaymasi daha yavagtir. Rotasyon kisitlama
parametresinin hacimsel] elastisite modiiliiniin 100 misli kadar alinmas: halinde, elde edilen
ilk 6 mod $ekil 12 ve §ekil 13 te verilmigtir. Ilk 5 mod siv1 yiizey salimmlan ile ilgilidir. Bu
modlardan 2, 4 ve 5. modlar, sistemin analitik ¢6ziim [77] fonksiyonlarindan elde edilecek sivi
ylizey salmim modlarindan sirasiyla 1, 2 ve 3. modlarla eslesmektedir. S6z konusu modlarin
frekanslan .3591, .5102 ve .5148 Hz olarak bulunmustur. 6. mod sivi tankinin 1. hacim
degisim modudur ve frekans: 238.3 Hz dir.

Sonlu eleman aginda igerilen eleman sayisimn ¢oziimler iizerindeki etkisi 9 diigiim
noktali eleman agina nispeten daha biiyiik 6lgiidedir.

Sonug olarak, 9 diigiim noktali siv1 eleman, Kaynak [51,67] de de belirtildigi gibi, 4
diigiim noktali s1v1 elemana nispeten daha iyi ¢6ziimler vermektedir. Ag siklagtikga analitik

¢Oziimlere yaklagim artmaktadir.

4.3.2. Kiipik Sivi Tankinin Ug Boyutlu Modal Analizi

Literatiirde, ti¢ boyutlu sivi elemanlarin davrams ile ilgili bilgilere iki boyutlu sivi
elemanlara nispeten daha az rastlanmaktadir. Lagrange formiilasyonuna dayali sivi eleman-
larin davramglanyla ilgili cahsmalar genellikle iki boyutlu hal iizerinde yogunlagmugtir. Ug
boyutlu siv1 elemanlarin niimerik testinden ziyade stabiliteleri hakkinda kisa bilgiler verilmigtir
[51]. Bu elemanlann statik davranisi bu béliimiin 4.2.2 kisminda kendi agirhig: etkisindeki sivi
tankinin ii¢ boyutlu analizi baglig1 altinda incelendi.

Ug boyutlu s1v1 elemanlarin modal davramslarim incelemek iizere statik analizde dikkate
alinan 8 ve 27 diigiim noktali eleman aglan tekrar kullamlacaktir. Her iki agda toplam 27
digiim noktas: ve 81 serbestlik derecesi vardir. Serbest yiizeyli ve rijit duvarl sivi tankinin
sinir sartlarindan dolayr 45 serbestlik derecesi tutulmaktadir. Geriye 36 aktif serbestlik
derecesi kalmaktadir. Once 8 diigiim noktali eleman agim gdzoniine alalim. Her bir eleman
iizerinde 1 Gauss noktas: segilerek eleman matrisleri elde edilmektedir. Sonlu eleman
formiilasyonunda 4 tane sekildegistirme bagintist gézoniine alindigindan, her Gauss noktas:
sistem rijitlik matrisine 4 tane bagimsiz sekildegistirme bagintis1 kazandiracaktir. Dolayistyla,
8 diigiim noktali her bir eleman, sistem rijitlik matrisine 4 tane bagimsiz sekildegistirme

bagmntist saglamaktadir. Gozoniine alnan sistem 8 diigiim noktali 8 tane elemandan
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olusmaktadir. Buradan toplam 32 tane bagimsiz sekildegistirme bagintisi elde edilmektedir.

Sonug itibariyle, 36 aktif serbestlik dereceli stv1 sisteminin, 8 diiglim noktali eleman agi ile

modal analizinin 4 tane yiizey salimim, 8 tane hacim degisim ve 24 tane rotasyonel mod

verecegi umulmaktadir. Benzer stabilite analizini 27 diigiim noktal1 eleman agi igin yapalim.

Ag sadece bir elemandan olugmaktadir. Eleman {izerinde 8 tane Gauss noktasi alinarak eleman
matrisleri elde edilmektedir. Her bir Gauss noktasindan 4 tane olmak {izere, 8 Gauss

noktasindan sistem rijitlik matrisine toplam 32 tane bagimsiz sekildegistirme bagintisi

saglanmaktadir. 8 diiglim noktali eleman agindan beklenen sonuglar bu agdan da

beklenmektedir. Her iki agla modal analizden, beklenen modlarin disinda, 1.E-10 Hz den daha
kii¢iik mertebede frekanslara sahip baz1 yalanci modlar da elde edilmektedir. Bu modlarin

frekanslari ¢ok kiigiik oldugundan sifir olarak alinabilir ve s6z konusu modlar sifir frekansh

modlar olarak adlandirilabilir. Her ii¢ rotasyon kisitlama parametresinin hacimsel elastisite

modiiliiniin 1000 misli alinmasi1 halinde elde edilen sayisal sonuglar agagida incelenmektedir.

8 diigiim noktali eleman aginin ilk 8 modu $ekil 14 ve Sekil 15 te goriilmektedir. ilk 4 mod

sifir frekansl yalanci modlardir. Bu modlar rijit cisim modlan degildir, bunun yerine sifir-

enerji modlaridir. Bunlan izleyen ilk ii¢ mod sivi ylizey salimim modlart olup, frekanslar

.2163-.3153 Hz arasinda degismektedir. 8. mod sistemin 1. hacim degisim modudur. ilgili

frekans 140.2 Hz olarak bulunmustur. Analitik ¢6ziimden, bu modun frekansi 143.87 Hz

olarak hesaplanmaktadir. Goriildiigii gibi 1. hacim degigim modu igin 8 dligiim noktal eleman
agindan elde edilen sonug analitik ¢6ziime yakin olmaktadir.

27 diigiim noktali eleman agimn ilk 7 modu Sekil 16 ve $ekil 17 de verilmektedir. 8
diigiim noktal eleman ag1 ¢dziimlerine benzer sekilde, bu ag ¢oziimleri de sifir-enerji modlarn
vermektedir. Tek fark, bu agda sifir frekansli s6z konusu modlardan 3 tane, 8 diigiim noktali
eleman aginda ise 4 tane olustu. 27 diigiim noktal: eleman agindan elde edilen bu ii¢ sifir-
enerji modu birbirine benzer davrang gosteriyor goriinmekle birlikte aym modlar degildir.
Tiim diigiim noktalarimin modal yerdegistirmeleri gosterilse tamamen aym davrams
gostermedikleri goriilecektir. Miiteakip 3 mod ylizey salimmlar ile ilgili modlardir. Bu
modlarin frekanslan .4563-.4701 Hz arasinda degigmektedir. 7. mod siv1 sisteminin 1. hacim
degisim modu olup frekans: 143.5 Hz dir. Analitik ¢6zlimle hemen hemen aym olmaktadir.
8 ve 27 diigiim noktal1 eleman aglanimn toplam serbestlik derecesi sayisi esit olmasina ragmen,
27 diiglim noktal eleman ag1 ¢6ziimlerinin analitik ¢ozlimlere yaklasiminin daha hizl oldugu
bu analiz sonuglarindan goriilmektedir. Ancak, bu arada bu hususu da belirtmekte yarar vardr.
iki boyutlu analizde, frekans tablosunun ilk siralarint ylizey salimm modlar isgal etmekte ve
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bunlar1 rotasyon kisitlama parametresinin biiyiikliigiine bagli olarak hacim degisim ve

rotasyonel modlar izlemekteydi. Rotasyon kisitlama parametresinin biiyiik degerde alinmasiyla
rotasyonel modlar {ist siralara kaymakta ve genelde hacim degisim modlarinin bir gogu yiizey

salinim modlarinin hemen arkasinda yer almaktaydi. Aym serbestlik derecesine sahip 8 ve 27

diigiim noktali ti¢ boyutlu sonlu eleman aglariyla analizde ise; 8 diigiim noktali eleman aginda

her ii¢ rotasyon kisitlama parametresinin degeri hacimsel elastisite modiiliiniin 10 misli

alinmas: halinde, yiizey salimm modlarimin hemen arkasinda 1. hacim degisim modu yer

alirken, 27 diigiim noktali eleman aginda bu parametrelerin degeri hacimsel elastisite

modiiliiniin 100 misli alindig1 halde yiizey salimm modlarindan hemen sonra 1. hacim degigim
moduna ulasilamamaktadir. Rotasyon kisitlama parametrelerinin daha bilyiikk degerde

alinmasina ihtiyag gostermektedir. Bu sonug, 27 diigiim noktal s1v1 elemanin 8 diigiim noktal

s1v1 elemana nispeten daha fazla rotasyonel davramstan etkilendiginin bir belirtisidir. Ayn

davranis gelecek boliimdeki problemlerde de kendini gostermektedir.

Kiipik s1va tankinin iki boyutlu hali (2.5mx2.5m) dikkate alinarak, iki boyutlu 4 ve 9
diigiim noktali s1v1 eleman aglar1 (Aglarda toplam 9 diigiim noktas: alinarak) kullamlarak
modal analiz tekrarlandi. Tankin 1. hacim degisim modu 4 diiglim noktali eleman ag
¢oziimlerinden 140.2 Hz (8 diigiim noktali ii¢ boyutlu eleman agimn ¢6ziimiiyle ayni) ve 9
diigiim noktah eleman ag1 ¢6ziimlerinden 143.5 Hz (27 diigiim noktal: ii¢ boyutlu eleman ag
¢Oziimiiyle aym) olarak bulunmaktadir. Sonug olarak, dikkate alinan stvi tankimn iki ve iig
boyutlu elemanlarla modal analizi 1. hacim degisim modu igin aymi dogrulukta ¢oziim

vermektedir.
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~ —— — Sekildegistirmis durum

————————————————————————— S — alSEEE ——— — —
———————————————————————————————————————— o~
(a) 9 dugiim noktah eleman ag
TSRO RN NEGSIPNIpN SN PSRN RPN
7] - -
———————————— -
______ o= ——J—-————Sc----—=—==-=-1

(b) 4 digim noktali eleman agt

Sekil 7: Sivi tankinim iki boyutlu sekildegistirmis hali.



55

7

8 8

9 9

16 -
A S e
25 +
; ?
f
4
va

16

]\\’
3

25

RNNAN
iy
[ [ ]s
[ ] ]s
AN,

~J

I

(a) 8 diigiim noktalt (b) 27 digiim noktal
eleman agi eleman ag1

Sekil 8: Kiipik siv1 tankinin ti¢ boyutiu sonlu eleman ideallestiriimesi.
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Sekil 9: Kiipik sivi tankinin {i¢ boyutlu sekildegistirmis hali.
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Sekil 10: iki boyutlu stvi tankinin 1-3. modlan (9 diigtim noktals eleman ag).
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sekil 11: iki boyutlu siv1 tankinin 4-6. modlan (9 diigim noktals eleman ag1).
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Sekil 12: iki boyutlu sivi tankimn 1-3. modlari (4 diigiim noktali eleman ag1).
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gekil 13: iki boyutlu stvt tankinin 4-6. modlar: (4 diigiim noktal eleman ag1).
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Mod 1 (0.0000 Hz) Mod 2 (0.0000 Hz)

Mod 3 (0.0000 Hz) Mod 4 (0.0000 Hz)

Sekil 14: Kiipik stvi tankinin 1-4. modlari (8 diigiim noktali eleman ag).



