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ONSOZ

Simgesel hesaplama, hatasiz matematiksel hesaplama gerektiren miihendislik ve
bilimsel alanlarda kullanilmakla birlikte calismamizdaki gibi bilgisayar destekli matematik
Ogrenimine katkida bulunabilmektedir.

Gerek YOK‘iin Ulusal Tez Merkezi‘nde yapilan arastirmalarda gerekse yapilan
literatiir taramalarinda bu konuya yonelik caligmalarin nicelik ve nitelik olarak yetersiz
kalmasi konunun 6nemini daha da artirmaktadir.

Yapmis oldugum ¢alismamda JavaCC otomatik kod tiretim araci kullanilarak belirsiz
limit ifadelerinin ayristirtlmasi belirsiz limit ifadeleri dahil tim limit ifadelerinin adim
adim ¢oziimii ve belirsiz limit ifadelerinin otomatik tiretimi gerceklestirilmistir.

Bu calismada damigsmanligimi iistlenen degerli hocam Yrd. Dog¢. Dr. Hiiseyin
PEHLIVAN'a ilgi, alaka ve yardimlarindan dolay1 tesekkiirii bir borg bilirim. Ayrica her

zaman yanimda olan aileme ve dostlarima da destekleri i¢in tesekkiir ederim.

Mehmet Cemil AYDOGDU
Trabzon 2016
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Yiiksek Lisans Tezi

OZET

BELIRSIZ LIMIT IFADELERININ OTOMATIK URETIMI VE ADIM ADIM COZUMU

Mehmet Cemil AYDOGDU

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Bilgisayar Miihendisligi Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Hiiseyin PEHLIVAN
2016, 83 Sayfa

Bu ¢alismada, simgesel hesaplama yontemi kullanilarak, JavaCC kod iiretim araci
yardimiyla lise ve {niversite matematik konularindan limit problemlerinin ¢oziimii
sunulmaktadir. JavaCC araci genel olarak programlama dilleri i¢in yorumlayicilar
gelistirilirken  kullanilmasina ragmen, benzer bicimde matematiksel ifadelerin
degerlendirilmesinde de kullanilabilmektedir. Calismada oncelikle limit ifadelerinin genel
dilbilgisi kurallar ¢ikartilir. Daha sonra JavaCC araci ile limit ifadelerini bu dilbilgisine
gore ayristiracak kod tretilir. Bu kod yardimiyla ayristirilan ifadelerden Soyut S6z Dizim
Agac1 (Abstract Syntax Tree, AST) olusturulur. Son olarak ziyaret¢i tasarim sablonu
kullanilarak olusturulan sinif ile AST yorumlanarak problemin ¢6ziimii elde edilir.

Calismanin ikinci bolimiinde ise mevcut otomatik matematiksel ifade iiretme
yaklasimlarinin belirsiz limit ifadeleri liretimi i¢in uygun olmadigt one siiriilmiis ve buna
yonelik rastgele AST iiretmeye dayali bir yontem sunulmustur.

Calisma sembolik hesaplama ile belirsiz limit ifadelerinin adim adim ¢oziimii ve
tiretilmesi olup bu agidan bilgisayar destekli matematik 6grenimine de katki saglayacagi

degerlendirilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Belirsiz Limit, Sembolik Hesaplama, Rastgele Soru Uretimi, Adim
Adim Soru Coziimii, Ayristirici, AST, Bilgisayar Destekli Egitim.
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Master Thesis

SUMMARY

AUTOMATIC GENERATION AND STEP BY STEP SOLUTION OF
INDETERMINATE LIMIT EXPRESSIONS

Mehmet Cemil AYDOGDU

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Computer Engineering Graduate Program
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hiiseyin PEHLIVAN
2016, 83 Pages

In this paper, the solution of limit problems, which is an important subject of high
school and university mathematics is presented by using JavaCC code generation tool and
symbolic computation methods. Although JavaCC is generally used for generating
programming language interpreters, in a similar way it can also be used in the evaluation of
mathematical expressions. In this work, first the general grammar rules of limit expressions
is extracted. Then parser code for the limit expressions is generated with JavaCC according
to the grammar rules. Using the list of the tokens into which a limit expression is parsed
with this code, an Abstract Syntax Tree (AST) is constructed. Finally, the solution is
obtained by interpreting the AST with a class of Visitor Design Pattern.

In the second part of the study, it has been claimed that existing approaches are not
suitable for the production of indeterminate limit expression and a method based on
generating random AST is presented.

Finally a system for step by step solution and generating indeterminate limit
expressions is proposed therefore the study can be regarded as a promising contribution to

computer assisted education.

Key Words: Indeterminate Limit, Symbolic Computation, Automatic Expression
Generation, Step By Step Solution, Parser, AST, Computer Assisted
Education.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Miihendislik uygulamalarinda kullanilan matematiksel islemler insan eliyle
gerceklestirilemeyecek derecede karmasik olabilmektedir. Bu nedenden dolay1
matematiksel islemlerin ¢6ziimiinii gerceklestirebilmek i¢in bilgisayar ortaminda bir takim
yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerden bir tanesi olan sayisal yontemler matematiksel
ifadelerin ¢oziimiinde belli bir hata pay1 icermektedir. Bu ylizden sonu¢ tam olarak
hesaplanamamaktadir. Sayisal yontemlerin bu dezavantajina kars1 simgesel hesaplama
yontemleri  gelistirilmistir. Simgesel hesaplama matematiksel islemleri bilgisayar
aracilifiyla hatasiz bir bigimde tam yapabilme amaciyla kullanilmaktadir. Bilgisayar
teknolojileri genellikle sayisal yontemlere yonelik gelistirildiklerinden dolay1 simgesel
yontemler i¢in 6zel ¢oziimlere gereksinim duyulmaktadir [1].

Gilinlimiizde bilgisayar teknolojileri her alanda oldugu gibi egitim alanina da
girmistir. Bilgisayar destekli egitim bilimsel agidan popiiler konulardan biridir. Hatasiz
matematik iglemleri gerektiren miihendislik ve bilimsel alanlarda kullanilan simgesel
hesaplama, egitim alaninda da dnemli bir yere sahiptir. Simgesel hesaplama ile bu alandaki
uygulamalar i¢cin hem otomatik soru liretimi hem de problemlerin ¢dzliimiine yonelik
uygulanan islem adimlarinin gosterimi yapilabilmektedir. Matematiksel problemlerin
¢oziimiinii benzer sekilde yapabilen ¢esitli profesyonel yazilimlar (WolframAlpha [2] vb.)
gelistirilmistir, ancak literatiirde bu yazilimlarin kullandigi ifade degerlendirme
metodolojileri konusunda yeterli bilgi verilmemistir.

Egitim alaninda Ogrencilerin konuyu kavramasit agisindan problem ¢oziim
adimlariin gosteriminin 6nemli oldugu konulardan biri Limit hesaplamadir. Ciinkii limit
problemleri lise ve iiniversite matematik diizeyindeki 6grenciler i¢in anlasilmasi zor ve
karmagik islemler gerektirmektedir [3]. Bol ve farkli 6rnek soru ¢oziimleri konunun
anlasilmasinin pekistirmesi agisindan 6nemlidir.

Fakat konu ve test kitaplarinda ¢6ziimlii 6rnek soru sayist simirlidir ve 6grenciler
cozemedikleri sorular1 veya kendi ¢oziim yollarinin dogrulugunu bir uzman egitimciye
sorma ihtiyaci duyarlar.

Matematiksel islemlerin bilgisayar ortaminda simgesel olarak hesaplanmasinda

otomatik kod iiretim araclari kullanilmaktadir. Otomatik kod iiretim araglari bigimsel



dillerin analiz, yorumlama veya derleme siireglerini kolaylastirmak amaciyla
gelistirilmistir. Bu ¢alismanin ilk kisminda Java programlama dili i¢in gelistirilen JavaCC
[4] kod iiretim araci kullanilarak 6grencilerin kavramakta zorlandigi limit problemlerinin
simgesel hesaplama ile L’Hopital kuralina dayali adim adim ¢dziimii sunulmaktadir.

Calismada oncelikle konu anlatim kitaplari, soru bankalart ve ge¢mis sinavlarda
sorulmus limit soru tipleri incelenerek ifadelerin genel dil bilgisi yapisi belirlenmistir.
Ardindan JavaCC ile limit ifadelerinin ayristirilmasi, degerlendirilmesi ve belirsiz limit
formlariin ¢6zlilmesi i¢in gereken calismalar yapilmis ve kaynaklardan elde edilen
sorularla sistem test edilmistir.

Calismanin ikinci kisiminda ise ¢ok sayida hatasiz, ¢6ziimlii soru iiretmenin zaman
alic1 bir siireg olmasindan yola ¢ikarak bu soruna karsilik otomatik belirsiz limit ifadeleri
lireten sistem tasarlanmistir. Soru kaynaklarindan belirsiz limit problemleri incelenerek
belirsizlikleri ortaya ¢ikaran islemler ¢ikarilmistir. Sonug olarak rastgele ayristirict agaci

tiretimine dayanan bir yontem onerilmistir.

1.2. Literatiir Arastirmasi

Bilgisayarin icadindan beri en 6nemli kullanim amaci hizli ve hatasiz hesaplama
yapmak olmustur ve bu amaca yonelik ¢esitli sistemler, algoritmalar, teknik ve metotlar
gelistirilmistir. Bilgisayar matematigin gelismesine yardimeci oldugu gibi ayn1 zamanda
matematik alanindaki gelismelerden de yararlanir. Bilgisayar, matematiksel ispatlar
yapmaya, yeni matematiksel metot ve yontemler gelistirmeye yardimci olmaktadir. Bunun
icin matematiksel ifadelerin bilgisayar ortaminda tanimlanmasi, problemlerin bilgisayar ile
¢Oziilmesine 1mkan saglayacak algoritmalarin gelistirilmesi, daha hizli metotlarin
bulunmasi bilgisayar bilimlerinin 6nemli bir alan1 oldugu kadar matematigi de ilgilendirir.

Bilgisayar ve hesaplama alan1 yontemsel acidan incelendiginde genelde simgesel
hesaplama ve sayisal hesaplama gibi ayrildig1 goriilmektedir. Bunlarin yaninda cebirsel
hesaplama, algoritmik hesaplama, geometrik hesaplama vb. alt tir ve g¢esitlerde
tanimlamalar da yapilmaktadir. Sayisal hesaplamay1 bir tarafa birakarak simgesel
hesaplama ile ilgili gegmisten gliniimiize kadar olan gelismelere bakildiginda ¢alismalar iki
grup altinda toplanabilir. Birincisi problemlerin bilgisayar tarafindan uygulanabilecek
¢Ozlim yontemleri ve algoritmalarinin bulunmasi arastirmalaridir. Bu alanda daha genel
veya daha hizli ¢6ziim yontemlerinin gelistirilmesine yonelik ¢alismalar yapilmistir. Diger

gruptaki ¢alismalar ise bilgisayar cebir sistemi uygulamalarinin gelistirilmesidir.



Matematik problemlerinin bilgisayarla ¢oziimii ic¢in gelistirilen bir¢cok algoritma
vardir. M.O. 3. yiizyillda Euklides’in buldugu tamsayilarin en biiyiik ortak bdlenlerinin
bulunmasi algoritmasi1 bugiinkii simgesel hesaplama algoritmalarinin ilk ve temel ornegi
sayilabilir. Bunun yaninda polinom denklemlerinin koklerinin bulunmasi, tiirev, integral ve
diferansiyel denklemlerin algoritmik ¢6ziim yOntemlerinin arastirilmasi simgesel
hesaplamanin ilgi konusu olmustur.

1967 yilinda Berlekamp tarafindan sonlu cisimler {izerindeki polinomlarin ¢arpanlara
ayrilmasi i¢in hizli bir algoritma gelistirilmistir [5]. Bundan once kullanilan Schubert ve
Kronecker algoritmalar1 bilgisayar igin bile ¢ok yavas olmasi sebebiyle Berlekamp
algoritmast 6nemli bir gelismedir [6]. Zassenhaus, Berlekamp algoritmasi iizerinde yaptigi
calismalar sonucunda 1969 yilinda bu algoritma ile elde edilen ¢arpanlardan tamsayilar
tizerindeki c¢arpanlarin elde edilebilecegini gosterdi [7]. 1975-76 yillarinda Musser [8],
Wang ve Rothschild [9] benzer yontemleri ¢ok degiskenli ve cebirsel katsayili polinomlar
icin gelistirmistir.

Yine 1969 yilinda Risch iistel, logaritmik, trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlar
iceren bir temel fonksiyonlar sinifi i¢in belirsiz integral problemlerinin algoritmik
¢oziimiinlii olusturdu [10]. Risch algoritmasinin genellestirilmesi {izerinde ¢alismalar
devam etmektedir. Yeni bulunan algoritmik ¢oziim yontemleri farkli matematik
problemlerin bilgisayar ile ¢6ziimiinii miimkiin kilmistir.

Literatiirde bilgisayarda hesaplama ile ilgili gelistirilen cesitli uygulama ve
teknolojiler de yer almaktadir. Bilgisayarla ilk simgesel hesap uygulamalar1 1953 yilinda
Nolan [11] ve Kahrimanian [12] tarafindan gelistirilen tiirev hesaplama programlari
sayilabilir. Algoritmik olarak tiirev hesaplayan bu program Assembly dilinde
gelistirilmistir.

Bunun ardindan 1950'lerin sonuna dogru gelistirilen Lisp [13] programlama dili
bilgisayarda matematik uygulamalar1 agisindan biiyiik imkanlar saglamistir. Lisp dilinin
sagladig1 imkanlarla kisisel bilgisayarlarin simgesel hesaplama ile matematik problemlerini
cozebilecegine ikna olunmus ve alan 60’11 yillarda hizli bir gelisme siirecine girmistir.

1961 yilinda Slagle tarafindan Lisp dili ile simgesel integral hesabi yapan bir
program doktora calismasi olarak gelistirildi. SAINT adi verilen bu sistem iniversite
birinci sinif seviyesindeki integral problemlerini, integrali yeni 6grenen birinin kullandigi

basit yontemlerle ¢6zmeyi amaglamistir [14].



60’11 yillarin sonlarina dogru ilk genel amacgl simgesel hesaplama sistemleri ortaya
¢ikmaya baglamistir. 1968 yilinda Reduce [15], 1970’de Macsyma [16] ve Reduce 2 [17],
1971°de ise Scratchpad [18] gibi cebir sistemleri gelistirilmistir. Scratchpad’in bu yillarda
ortaya cikan diger sistemlerden farki bilgisayarli cebir sistemlerinde tiir tanimlamalari
kullanan ilk 6rnek olmasidir.

1971 yilinda Paul S. Wang tek degiskenli fonksiyonlarin limitini hesaplayacak
MACSYMA i¢in bir sistem gelistirmistir [19]. Bu sistem rasyonel, logaritmik,
trigonometrik ifadeleri desteklemekle beraber, L’Hopital kurali, rasyonel fonksiyonlarin
hizl1 limit hesab1 metodu gibi yontemleri kullanmaktadir.

1998 yilinda Conor Ryan Grame Evrimi: Trigonometrik kimlikleri ¢ézme adli
calismalarinda trigonometrik ifadelerin BNF gramerlerinden faydalanarak sembolik
esliklerinin bulunmasina yénelik bir calisma yapmustir [20]. Ozellikle trigonometrik
fonksiyonlarin esliklerinin simgesel hesaplama i¢in olusturdugu problemi ¢6zmeyi
amaclamistir.

2002 yilinda Cristian Bauer C++ ortaminda GiNac adli sembolik hesaplama cati
projesini gelistirmistir [21]. C++ ortami sayesinde nesne tabanli yaklasimin getirdigi
faydalardan yararlanmak istemis ve ¢alismasi kullanicilara C++ igin bir ¢at1 projesi olarak
sunulmustur. Yazilim sembolik olarak cok degiskenli ve faktér polinom islemleri, en
biiyiik ortak bolen hesaplama, seri a¢ilimlart ve matrislerle hesaplama yapma 6zelliklerine
sahiptir.

2004 yilinda Jacques Carette ifade sadelestirmeyi anlama baslikli bir ¢alisma
yayinlamis [22]. Calismada matematiksel ifadeler igin sadelik ve sadelestirme taniminin
net olarak yapilmasi gerekliliginden hareketle, genel ifadeler icin sadelestirme kavraminin
resmi tanimini vermeyi amaglanmistir. Bu amagla minimum tanimlama uzunlugu teorisinin
bu alana adapte edilmis bir hali kullanilmistir.

2004 yilinda Hyungju Park sembolik hesaplama ve sinyal isleme bashkh
calismasinda sinyal islemedeki birgok problemin cebirsel problemlere ¢evrilerek cebirsel
ve simgesel hesaplama metotlar ile ¢oziilebilecegini belirtmistir [23]. Calisma simgesel
hesaplamadan farklt miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde de yararlanilabilecegini
gostermesi acisindan 6rnek sayilabilir.

2005 yilinda Michael Beeson ve Freek Wiedjk sonsuz kavraminin bilgisayarli cebir
sistemlerindeki anlami baglikli bir ¢alisma yapmistir [24]. Calismada BCS sistemleri igin

sonsuz, tanimsiz ve belirsiz kavramlarinin bir¢cok sorun teskil ettigini ve ¢ogu zaman



birbirleriyle karistirildigini ve hesaplamalarda hatalar olusturdugu belirtilmistir. Bu tiir
kavramlara karsilik say1 kiimeleri altinda filtreler olusturan bir yontem Onerilmistir.

2007 yilinda Heinz Kredel Java ortaminda bilgisayar cebir sistemi kiitiiphanesi
calismas1 gergeklestirmistir [25]. Calismalarini nesne yonelimli Java Bilgisayar Cebir
Sistemi olarak tanimlamiglardir. Polinom ifadeleri igin gelistirilen kiitiiphane Java
ortaminin sagladigi 64-bit ve paralel calisabilme 6zelligine sahip oldugu vurgulanmistir.
Calisma modern programlama dili olan Java’nin kullanilmasi agisindan bir 6rnektir.

2007 yilinda Mohammed Shatnawi matematik aramalar1 i¢in ayristirma agag
normalizasyonu ile esitlik tespiti ¢alismasi yapmistir [26]. Web verilerinde matematiksel
ifadelerin artmasindan dolay1 bu veri tiplerine 6zel arama sorgularinin yapilmasi ihtiyaci
dogmustur. Matematiksel ifadelerde birden fazla 6zdesligi olabilecegi durumlar mevcuttur.
Bunun i¢in ¢alismada matematiksel ifadelerin ayristirma agaglar tizerinde kural tabanl
normalizasyonlar yaparak 6zdes ifadeler eslestirilmistir. Calismada matematiksel ifadeler
icin ayristirict JavaCC ayristirici iireteci ile iiretilmistir.

2008 yilinda Labachev ve Loogen fonksiyonel bir dilde BCS uygulamas1 ¢aligmasi
yapmistir [27]. Bu ¢alismada Haskell dilinin getirdigi avantaj ve dezavantajlar agiklanmis
ve bazi algoritmalar i¢in testler yapilarak sonuglar1 karsilastiriimistr.

2010 yilinda Yoshinari Miyazaki matematiksel ifadeler i¢in bir Bilgi Erisimi araci
gelistirmistir [28]. Bu ¢alismayla e-Ogrenme yoluyla miihendislik egitimine katki
saglamayi amagladiklart belirtilmigtir. MathML [29] tanimlamasi temel alinarak yapilan
calismada veri tabani olarak Mysql, gelistirme dili olarak Java ve uygulama sunucusu
olarak Tomcat kullanilmigtir. Matematiksel ifadelerin diizenli ifadelerle veri tabani
tizerinde arama sorgusu yapilmistir.

2011 yilinda Cramer Marcas, Naproche [30] sistemindeki sembolik matematigin
ayristirilmasi ve gramer belirsizliklerinin giderilmesi ¢alismasi yapmustir [31]. Girdilerin
matematikgilerin kitap ve dokiiman yazarken kullandiklar1 dile en yakin sekliyle olmasina
calisilmistir. Bu sayede anlasilabilirligi saglamay1 amaglamislardir.

Rohit Singh ve arkadaslar1 2012 yilinda yaymnladiklar1 ¢alismada sorgu tabanli bir
otomatik cebir problemi iiretme galismasi yapmiglar [32]. Calismada ispat problemleri igin
s0z dizim kurallarin1 kullanarak problemler i¢in sablonlar cikarilmis ve bu sablonlar
tizerinde gelistirdikleri sorgu dili ile sorgulamalar yaparak sorular iiretmektedirler.

2015 yilinda Fateman Lisp dilinde algoritmik tiirev alma ¢alismasi yapmistir [33].

ADIL ismi verdikleri otomatik tiirev alan bir program gelistirmistir. Calismada Lisp dili ile



otomatik tlirev alma programin gelistirilmesi ve kullaniminin olduk¢a basit oldugu
belirtilmistir. Ayrica diger benzer calismalardan farkli olarak tiirev almadaki alternatif
yaklasimlar, ileri farklar ve geri farklar yontemleri ile ilgili deneyler gerceklestirmislerdir.

2013 yilinda Yavuz TEKBAS “Otomatik Kod Uretim Araclar1 Yardimiyla
Matematiksel ifadelerin Tiirevlerinin Hesaplanmas1 ve Sadelestirilmesi” baslikli bir
calismay1 yiiksek lisans tezi olarak sunmustur [34]. Bu ¢alisma Java dili ile gelistirilmis ve
ifadelerin ayristirilmasi i¢in JavaCC ayristirict Uireteci kullanilmistir. Tiirev alma ayristirma
islemi ¢ikt1 olan nesne agaci iizerinde tiirev kurallarina gore diizenleme ve doniistiirmeler
yaparak saglanir. Ayrica tiirev kurallarindan kaynaklanan tiirev islemi sonucu olusan
gereksiz ifadelerden kurtarmak icin sadelestirme uygulanmistir.

2015 yilinda Mir Mohammad Reza Alavi Milani doktora tezinde matematiksel
ifadelerin adim adim degerlendirilmesine yonelik genel bir metodoloji ¢alismasi yapmustir
[35]. Calismada matematiksel ifadeler i¢in genel bir dil bilgisi ¢alismasi yapilmis olup,
ozellikle polinom problemlerinin ¢oziimii iizerinde durulmustur. Calismada da Java
programlama dili kullanilmig, matematiksel ifadelerin ayristirilmast i¢in JavaCC ile
iretilen ayristiric1 kullanilmistir.

Ayrica doktora tezinin bir boliimiinde de otomatik soru tiretimi tizerine ¢alisilmistir.
Bu bolimiin son kisminda da belirsiz limit problemleri {iiretimi i¢in bir algoritma
sunulmustur. Bu algoritmada P(x) ve Q(x) seklinde iki polinom olusturulur. Bu iki
polinomum 0 degerli bir (x-v) ifadesiyle ¢arpilmas ile 0 degerli iki polinom elde edilir. Bu
polinomlarin bir birine bdliimiinden olusan f(x) fonksiyonunun limiti x’in v’ye yakinsadigi
durumda belirsiz durum olusturur.

Burada verilen sekliyle algoritma sadece 0/0 bigcimdeki belirsiz limit problemleri
tretmek icin tasarlanmistir. Diger bicimlerdeki belirsizliklerin nasil iiretilecegi
belirtilmemistir. Ayrica algoritmada pay veya paydada belirsizlik olusturabilen ifadelerin
de bulunabilecegi gbz 6niine alinmamustir.

Giiniimiizde matematiksel problemlerin ¢6ziimiinii sembolik olarak hesaplayan
Mathematica [36] ve [37] Maple gibi genel hesaplama yazilimlari da vardir. Maple
simgesel ve sayisal hesaplama, veri analizi yapabilme, gorsellestirme gibi 6zellikleri olan
modern bir yazilimdir. Matematik ve miihendislik egitimi i¢in lise ve lniversitelerde
yaygin bir kullanim1 vardir. Yine benzer sekilde Matlab [38] uygulamasinin da sembolik

hesaplama i¢in bir araci vardir.



Ayrica Mathematica alt yapisim1 kullanan matematiksel problemlerin adim adim
¢Oziimiinii yapabilen web tabanli bir arama motoru olan WolframAlfa [2] bu alandaki en
giincel orneklerden biridir. Problemlerin adim adim ¢oziimiinii verme, grafiksel gosterim,
web tabanli olmasi, otomatik matematik problemleri iiretebilme gibi bir¢ok o6zelligi
barmdirir. Literatiirdeki yayinlar genelde bu yazilimlarin kullanimina ve ¢iktilarina yonelik
olup, hesaplama metodolojileri konusunda bilgi icermemektedir.

Sembolik hesaplama araglarinin ortaya ¢ikmasi ile birlikte, matematikgiler, bu
araclar teoremlerin ispatlarini bilgisayarlarla yapmak i¢in kullanmaya bagladilar. Sonraki
donemlerde ise bu araclar, matematik egitimine destek olarak liselerde ve iiniversitelerde
kullanilmaya baslandi. Burada verilen ¢aligsmalar disinda sembolik ve cebirsel hesaplama
ile ilgili sifreleme, robotik modelleme, bilgisayar animasyonlari, sinyal/goriintii isleme gibi
bilgisayar bilimleri konularinda bir¢ok calisma yapilmustir.

Sonug¢ olarak simgesel hesaplama tarihi boyunca pek ¢ok problemin ¢oziimii
bulunmus bazi problemlerin de algoritmik olarak ¢oziilemeyecegi ispatlanmistir. Gerek
daha genel ¢oziimlerin bulunmasi, gerekse daha hizli yontemlerin gelistirilmesi agisindan
arastirmalar siirmektedir.

Bununla birlikte simgesel hesaplamanin imkanlarindan faydalanilarak 6zellikle
egitim, bilim ve miihendislik alaninda kullanilacak bilgisayar yazilimlarinin gelistirilmesi
icin calismalar devam etmektedir. Giinlimiizde bu alandaki caligmalar yeni dil ve
teknolojilerle gelistirilmis, kullanic1 dostu ara ylize sahip, kullanim kolaylig1 saglayan yeni
algoritmalar1 igeren, paralel c¢aligabilen, sistemler gelistirme {zerine odaklandig
goriilmektedir. Ayrica sistemler sayisal, geometrik ve simgesel hesaplama yontemlerini

birlikte kullanacak sekilde gelistirilmektedir.

1.3. Limit

Limit kavrami1 basta matematik olmak iizere bir¢ok bilim alaninda kullanilan 6nemli
bir kavramdir. Matematik ve miihendislik alanlarinda sikca kullanilan tiirev ve integral gibi
islemlerin temeli limit teorisine dayanmaktadir. Bu yiizden limit iyi tanimlanip anlasilmasi

gereken konularin baginda gelmektedir.



1.3.1. Limit Tanim

f(x), x degiskeninin a’ya yakin her deger i¢in tanimli oldugu bir fonksiyon olsun.
f(x) fonksiyonunun a’ya yeterince yakin olan x degiskenlerinde aldigi deger, bir L
degerine oldukga yaklasiyorsa, L degeri i¢in f(x) fonksiyonun limitidir tanimi yapilir. Bir
baska deyisle “x a’ya yaklasirken, f(x) fonksiyonu L limitine yaklasir” denir ve asagidaki
gibi ifade edilir [39].

)lci_{rglf(x) =1L (1.2)

Bu tanim gayri resmidir, ¢linkii olduk¢a yakin ve yeterince yakin ifadeleri agik
degildir ve anlamlar1 duruma gore degisiklik gostermektedir [40]. Asagidaki 6rnekte bu

duruma ait ifadeler yer almaktadr.

Ornek:

a) f sabit fonksiyon ve f(x) = x ise, herhangi bir a degeri igin limiti a olur.

lim f(x) =limx =a 1.2)
x—a x—a

limx = 2

x—2

b) f sabit fonksiyon ve f(x) = k ise, herhangi bir a degeri igin limiti k olur.

lim f(x) =limk =k (1.3)
x—-a x—-a

lim3 =3

xX—2

1.3.2. Sag Sol Limit

Bir f(x) fonksiyonunun bir x = a durumunda bir L limiti olmasi i¢in sagdan ve

soldan limitlerinin L'ye esit olmas1 gerekir.



jlci_rg fx)=L & xl_igl_f(x) =L= xl_i)rcrll+f(x) =1L (1.4)

1.3.3. Limitin Coziimii

Limit problemlerinin ¢oziimii fonksiyon grafigi iizerinden veya degeri yerine

koyarak ¢oziilebilir.

1.3.3.1. Grafikten Limit Bulma

Grafigi kullanilarak x degiskeni a degerine yaklasiyorken fonksiyonun sagdan ve
soldan aldig1 degerlerin incelenmesiyle fonksiyonun limit degeri bulunabilmektedir.
Fonksiyonun sagdan ve soldan aldigi degerlerin yani sagdan soldan limitlerinin esitligi
durumunda x degiskeni a degerine yaklasiyorken fonksiyonun bir limit degerinin oldugu

sOylenebilmektedir.

1.3.3.2. Yerine Koyarak Limit Bulma

Yerine koyarak limit bulma islemi limitin bulunamadigi durumlar disinda kullanilan

bir yontemdir. Bu yontemde fonksiyonun limit degeri, lim f(x) ifadesinde x yerine a
xX—a

degeri koyularak f(a) degerinin hesaplanmasiyla bulunur.

Ornek:
lim(B3x —1)=(@3%*2)—1=5
xX—2

1.3.4. Limitin Kurallari

Verilen bir ifadenin limit degerinin yukaridaki yontemlerle bulunmasi her zaman
kolay olmayabilmektedir. Bu nedenden dolay1 islem kolaylig1 saglamak i¢in genel limit
kurallar1 ad1 verilen bir takim kurallar kullanilarak verilen ifadenin limitin bulunmasi
islemi kolaylastirilabilmektedir.

Limit fonksiyonunun 6zelliklerin kaynaklanan bu kurallar Tablo 1°de verilmistir.



Tablo 1. Genel limit kurallar
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Toplama Kurali

lim[f(x) + g()] =L +M

Fark Kurali Jl}_rg[f(x) —gx)]=L-M
Carpim Kuralt chl_r>r‘11 fx)g(x) =LM
Sabitle Carpim Kurali }Cl_rg kf(x) = kL

Bolum Kural

) L
chl—>ag(x)_M M=#0

Kuvvet Kurali

lim[f T/ = L7/

mcift saytise L > 0
m<O0iselL+#0

1.3.5. Limit Belirsizligi

Belirsiz limit, belirsiz form adi verilen durumlarin varliginda ortaya c¢ikan bir
sonugtur. Belirsiz formlar 1, 0 ve oo igeren formlardir ve bu formlardan birini igeren bir
limit ifadesinin limit degerinin ne oldugu bilinemez fakat bir takim doniisiimler veya

L’Hopital kurali kullanilarak hesaplanabilir. Bilinen en yaygin belirsiz formlar ve bu

formlara karsilik diigen belirsiz limit 6rnekleri Tablo 2’deki gibidir.

Tablo 2. Belirsiz limit formlari

Belirsizlik Tiura Ornek
0 I sinx
[6 xl—rfg) X
[f] In(1/x?)
o0 x-0 cot(x?2)
[0. o] lim xIn—
x—-0+ X
[e0 — co] ! :
o0 — ©O _
x> (1/2)- (tan XTao 2x>
0 i x
0 Jipx
: COsSXx
] iy (@)
X X
1* ; z
1] lim (1+2)
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1.3.6. Belirsiz Limit Coziimii

Belirsiz limit problemleri limit fonksiyonu {izerinde belirsizligi giderecek

sadelestirme ve doniisiimler yaparak veya L’Hopital teoremi uygulayarak ¢oziiliir.

1.3.6.1. Sadelestirme Doniistiirme

Sadelestirme-Doniistiirme yontemi belirsizlik durumuna yol agan terimlerin yok
edilmesi islemidir. Genelde en ¢ok karsilasilan [0/0] belirsizlik formuna sahip limit
ifadelerinde kullanilmaktadir. Limiti belirsizlikten kurtarmak igin sifir olan bdlenler
cebirsel olarak yok edilerek limit degeri elde edilmektedir. Bu islem iki sekilde
gercgeklesebilir:

1) Ortak boleni sadelestirmek:

Pay ve paydada ortak bdlen igeren limit ifadelerinde ortak bolenin ortadan kalkmasi

ile belirsizlik durumu ortadan kaldirilip, ifadenin limit degeri elde edilebilmektedir.

Ornek:

| x*=1 _0

ixZ—x 0

Cozim:

Coox?-1  (x—-Dx+1)  x+1 2
lim = lim =1 = —=
x-1x2—x x-1 x(x—1) -1 X 1

2) Ortak ¢arpan yaratmak ve sadelestirmek:
Limit ifadelerinde pay ve paydaya ortak bir ¢arpan eklenip belirsizlik durumu
ortadan kaldirilabilmektedir.

Ornek:

CAx+1-V1 0
lim——m = —
x—0 X 0
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Coziim:

' \/x+1—\/T_l_ (Vx + —x/T)(\/x+1+«/T)_l, x+1-1
20T x w0 a(Varl4v) (Vi i 1+v0)

) 1
lim

X 1
=lim——————===
~0x(Vx F 1+V1) 0V +1+v1 2

1.3.6.2. L’Hopital Kurah

L’Hopital, Isvigreli matematik¢i Johann Bernoulli'nin ortaya attigi, adin1 Fransiz
matematik¢i Guillaume de 'Hopital’den alan ve belirsiz forma sahip fonksiyonlarin limiti
tiirev kullanarak hesaplamaya yarayan bir yontemdir. Cogu [0/0] tipindeki belirsiz formlar
basit cebir iglemleri ile (sadelestirme, doniigtiirme) ¢oziilebilmekteyken, L’Hopital Kurali
ile [0/0] belirsiz formunun disinda [oo/co] tipindeki limit belirsizlikleri de
coziilebilmektedir. Bunlar digindaki belirsizlik tipleri ise cebirsel doniisiim veya logaritma
alma islemi ile bu ikisinden birine doniistiiriilebilir.

L’Hopital Kurali limit degerini hesaplarken tiirev isleminden yararlanir. Bunun i¢in

L’ Hopital Kurali’ndan 6nce tiirevi ele almak gerekir.

1.3.6.2.1. Tiirev

Tiirev bir fonksiyonun birim zamanda degisimini ifade etmektedir. Matematiksel

anlamda tiirev tanimi1 su sekildedir:
AER

F={(xyly=f(x),x €A}

fla+h)—f(a) (1 5)

a € Aigin lim
h—0 h

limiti varsa bu limite f fonksiyonunun a daki tiirevi denir. F ‘nin a daki tiirevi f'(a) ile

gosterilir [41].
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Ornek:

Fx) = 2x2

fx+h) - fx)
h

f'G) = lim

2(x + h)? — 2x?

2x% 4+ 4xh + 2h? — 2x?

- hl—% h
_ 4xh + 2h?

=lim——— = lim4x + 2h = 4x
h—0 h h—0

Tiirev bir takim kurallara sahiptir. Bu kurallar kullanilarak bir matematiksel ifadenin

tirevi daha kolay alinabilmektedir. Tiirev alma islemi dort islem igin tiirev kurallari

kullanildiginda farkli sekilde gergeklestirilmektedir. Bu tirev kurallari Tablo 3’te

verilmistir.

Tablo 3. Dort islem igin tiirev alma kurallari

Toplamanin Tiirevi

f+9)'x)=f)+9'®

Farkin Tirevi

-9 =fx)-9'x

Carpimin Tiirevi

(f9)'(x) = f'(x)gx) + f(x)g'(x)

Bolimiin Tiirevi

oy _9f () = f)g'x)

Ayni sekilde iistel ve
kolaylastirmak i¢in de kurallar gelistirilmistir. Bu basit tiirev alma kurallarmin bir kismi

Tablo 4’te verilmistir.

logaritmik fonksiyonlarin tiirevlerinin hesaplanmasi
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Tablo 4. Ustel ve logaritmik fonksiyonlarin tiirevleri

d
— X = X __pX — pX
dxc c*lnc dxe e
dl B 1 cl1 _1
dx 28<* T YInc dx "X T %

d
ax" =x*(1+Inx)

Trigonometrik fonksiyonlarin tiirevlerinin hesaplanmasini saglayan tiirev kurallari

ise sirasiyla Tablo 5°te verilmistir.

Tablo 5. Trigonometrik fonksiyonlarin tiirevleri

d | d .
—sinx = cosx —cosx = —sinx
dx dx

(tanx)’ = sec®x cotx = —csc?x
secx = secxtanx cscx = —cscx cotx

1.3.6.2.2. L’Hopital Kurallari

e Kural I

i. im f(x)=0=Ilimg(x)
x-a+ xX—-a

e 1. f(x)

: = +

ii xlir£1+ P L(L sonlu veya to0)
ise; lim &

x-a g(x)

o Kural Il

i. im g(x) =+

x-a+
R fx)'

: e = +
ii xll)r(r11+ TS L (L sonlu veya )
ise; lim [ _

x—a g(x)
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L’Hopital kurallarindan da anlasildig1 gibi, L’Hopital yontemi [0/0] ve [oo/o0] belirsiz
formlarina sahip ifadeler i¢in dogrudan uygulanabilmektedir. Diger belirsiz formlarina
sahip ifadelere ise [0/0] ve [wo/0] belirsiz formlarina doniistiiriildiikten sonra L’Hopital
yontemi uygulanmaktadir. Tablo 6’da belirsiz formlarin [0/0] ve [oo/0] belirsizliklerine
dontistiirebilmek i¢in gereken sartlar ve belirsizliklere doniistiirme sonucunda elde edilen

ifadeler verilmistir.

Tablo 6. Belirsiz form doniisiimleri

Belirsiz

i Sartlar 0/0 Doniisiimii 00 /oo Doniisiimii
lim f(x) = 0 fG) . 1/g()
0 imge =0 - Mg T A1/
imfe)=c f@ _ . 1/9()
[ limge = | ¥ gG 4177 B
. lim £ (x) = 0 i i f(x) i g(x)
* 00 lim g(x) = oo im f(x)g(x) ™ 900 im f(x)g(x) = Ly
lim f(x) = o }Cl_f}}(f(x) -gx) = of ()
© — 0o | E7¢ _ _1/g(x) = 1/f(x) lim(f (x) = g(x)) = Inlim 7
l = 0o xX—C (x)
e = i e e ) “e
lim f(x) = 0%
| im g(x) =0 lim f ()7 = explim 1/ 15;)(;5) lim f (x)**) = explim 1 /283
o limfeo =1 . In f(x) . 9()
1 lim gx) = o0 lim f(x)?¢ = explim e 1/9(x) lim £ (x)*) = explim -7 = 1/Inf(x)
Liincf(x) = , g(x) x Inf(x)
o’ limg(x) =0 Ll_rgf(x)g( )= exp Ll_rg 1/g1nf(x) }clggf(x)g( )= exp }clin 1/g(x)

xX—C

1.4. Matematiksel ifadelerin Ayristiriimasi

Matematiksel ifadeler cebir islemlerinde yer alan rakamlar, fonksiyonlar, sabitler,
degiskenler gibi matematiksel sembollerin tiimiinden olusmaktadir. Sembollerden olusan
bir matematiksel ifadenin bilgisayar tarafindan algilanip, ayristirilmast icin derleyici adi
verilen bir geviriciye ihtiya¢ vardir. Derleyiciler yiliksek seviye dil ile yazilmis kaynak

kodunu diisiik seviye makine diline ¢eviren programlardir. Derleyicilere girdi verisi olarak
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derleyicinin yapisina ve kurallarina uygun matematiksel ifadeler verildiginde, ¢ikti olarak
bu ifadenin makine dili karsilig1 tiretilmektedir. Bir matematiksel ifadenin ayrigtirma ve

degerlendirilme stireci Sekil 1’deki gibidir.

Jeton ve Dil
Bilgisi

Tarayici —rJetonlar—#{  Aynistirici AST—® Degerlendirici ¥  Sonug

Sekil 1. Ifade ayristirma ve degerlendirme siireci

1.4.1. Sozciiksel (Lexical) Analiz

Derleme isleminin ilk asamasi girdiyi jetonlarina ayrigtirmaktir. Sozciiksel analiz
girdi olarak bir karakter dizisi alarak buradaki satir basi, bosluk, sekme gibi karakterleri ve
yorum satirlarini atlayarak igler ve bir kelime dizisi olusturur. Bu asamada tanimlanmamis
bir kelime tespit edildiginde lexical hatasi rapor edilir. Bu asama tarayicit olarak da
adlandirilir.

e Jeton:

Jeton bir dilin 6gesi olan anlamli karakter dizileridir. Her dil i¢in tanimli token
kurallar1 vardir. Bu kurallar diizenli ifadelerle tanimlanir.

Ornegin tamsayilarla dért islem yapan bir hesap makinesi dilinde asagidaki jetonlar

bulunur.

Tablo 7. Dort islem igin sembol listesi

Toplam +
Cikarma -
Carpma *
Bolme /
Sol Parantez (
Sag Parantez )
Say1 [0-9]*
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Ayristirma asamasinda kullanilan terimlerle ilgili agiklamalar asagidaki gibidir:

e Sembol:

Aritmetik ifade sembolleri +, -, *, /

o Alfabe:

=  Sonlu bir semboller kiimesi;

= {0,1} ikili alfabe kiimesidir,

= {0-9} say1 kiimesidir,

» {a-z, A-Z} bir alfabe kiimesidir.

e Metin:

Sonlu bir alfabe dizisi bir metin kiimesidir.

e Dil:

Metinler kiimesidir.

e En Uzun Eslesme Kurali:

Sozciiksel analiz isleminde kaynak kod okunur, karakter karakter taranir ve bir
bosluk, operator semboélii veya 6zel simge ile karsilastiginda bir kelimeyi tamamladigina
kadar veririlir.

e Tarayict Hatas1:

Sozciiksel analiz hatalari, kelimelerin, operatorlerin yazim yanlislarini igerir.

1.4.2. Yazum(Sentaks) Analizi

Yazim analizinde bir onceki asamadan(sozciiksel analiz) alinan jeton diziliminin
dilin yazim yapisina uygunlugu kontrol edilir. Bu asamanin ¢iktis1 ayristirma agaci(parse
tree) denilen bir veri yapisidir. Ayristirma agaci girdi verinin dil bilgisi kurallarina gore
sekillendirilmis ve kolayca islenebilir halidir. Bu asamada herhangi bir jeton dil bilgisi

kurallarina uymuyorsa yazim hatasi raporlanir.
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Jeton Dil bilgisi
Tanimlamasi Tanimlamasi
- Sozciiksel Analiz L Yazim Analizi .
Girdi —P (Tarayia1) Jeton Dizis i (Aynstiria) P Ayirstirma Agacl
Sozciiksel Aynstirma
Hatalar Hatalar

Sekil 2. Tarayic1 ve ayristirici Siireci

1.4.2.1. Ayrnistirma Agag¢lan

Ayristirma isleminin sonucu ifadenin biitlinsel anlamimin korundugu bir agac
hiyerarsisinde sunulur.
Bir ayristirma agacinda:
e Her yaprak diigiimiinde terminaller bunulur.
e Her i¢ diigiimde terminal olmayanlar bulunur.
e Siraya dizilmesi orijinal girig dizesini verir.
Matematiksel ifadeler i¢in bir ayrigtirma agaci birlesim ve operatdér Onceliklerini
gosterir. Alt agaglar daha 6nce isleneceginden dolay: alt agacgtaki operator iiste gére daha

yiiksek onceliklidir.

1.4.2.2. Dillerin Hiyerarsisi

Bilgisayar bilimlerinin dil alaninda yapilan c¢alismalarinda bigimsel dilleri
siiflandirmak igin  Chomsky Hiyerarsisi  kullanilanilir.  Literatiirde  Chomsky—
Schiitzenberger hiyerarsisi olarak da gegmektedir. Bu yapida diller dort tipe ayrilmistir.

Dillerin bu yapiya gore siniflandirilmasi Tablo 8’de verilmistir.
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Tablo 8. Chomsky hiyerarsisi

Tip | Dil Makine Karmasikhik Ornek
0 Ozyinelemeli Diller Turing Makinesi Karar verilemez | Herhangi bir
hesaplanabilir
fonksiyon
1 Baglama Duyarli Diller | Dogrusal Bagl Ustel a"b"c"
Otomata
2 Baglam-Bagimsiz Asagi Polinomial a"b"
Diller Stiriiklemeli
Otomata
3 Diizenli Diller Sonlu Otomata Dogrusal ax

1.4.2.3. Baglam-bagimsiz Diller

Diizenli ifadeler dilin jetonlarini ifade etmekte yeterli olmasina ragmen i¢ ice yapilari
ifade edemezler. Tipkr diizenli ifadeler gibi icerikten bagimsiz diller de diziler kiimesini
ifade etmekle birlikte sembol dizilerinin yapisini da tanimlar.

Bir diizenli gramer su bilesenden olusur: G = (V, T, P, S)

e V: Sonlu bir terminal olmayan semboller kiimesi.
e S e V: Baslangi¢ sembolii.
e T: Terminal semboller kiimesi.

e P: Yeniden yazma (iiretim) kurallar1 kiimesi.

1.4.2.4. Backus—Naur Big¢imi

Backus—Naur Big¢imi (BNF) bilgisayar bilimlerinde igerikten bagimsiz diller igin
kullanilan bir notasyondur. BNF sadece yazim kurallar1 tanimlamak i¢in degil anlam
bilimsel kurallar i¢cinde kullanilir. Derleyici liretim araclart YACC, LEX and JavaCC BNF
notasyonunda dil tanimlamas1 kullanir.

Genisletilmis (Extended) Backus—Naur Bi¢imi (EBNF) ve Artirilmis (Augmented)
Backus—Naur Bi¢imi (ABNF) gibi ¢esitleri vardir.



20

1.4.2.5. Belirsiz ve Belirli Dil Bilgisi

Bir katar icin birden fazla soldan veya sagdan tiiretmeye imkan veren igerikten
bagimsiz dillere belirli (ambiguos) diller denir. Belirsiz (Unambiguous) diller ise her katar
icin sadece tek bir tiiretim garanti eden dillerdir. Ornek bir belirsiz dil tanimlamas1 Tablo

9’da verilmistir.

Tablo 9. Belirsiz dil bilgisi 6rnegi

E - E + E
E - E = E
E - num

Tablo 9’daki dil bilgisinin num+num*num girdisi i¢in muhtemel iki farkli tiretim

yapabilir. Uretilen agag yapilar1 Sekil 3’deki gibidir.

+ *

v ) v )
num * + num
v v v v
num num num num

Sekil 3. Belirsiz dilbilgisi ile tiretilen agaglar

Ornek dil bilgisi belirsiz durumlari giderecek sekilde yeniden yazilmadir. Bu

bilgisinin sadece soldaki agaci tiretecek sekilde diizeltilmis hali Tablo 10°daki gibidir.

Tablo 10. Belirli dilbilgisi 6rnegi

eI I I £ B 5
Lol
e I = R e

— num
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Belirsiz diller ayristiricilar igin sorun teskil eder. Otomatik olarak belirsizligi tespit

edip sonrasinda da diizeltecek bir yontem yoktur ve bu nedenle tek yontem dil bilgisinin bu

durumu ortadan kaldiracak sekilde yeniden yazilmasidir.

1.4.2.6. Operator Onceligi

Matematikte iki farkli operatér ayni isleneni paylasiyorsa, operatdr Onceligi

hangisinin igleneni igsleme alacagini belirler.

Sekil 4. Ornek 2+3*4 ifadesi icin operatdr dnceligi

1.4.2.7. Operator Birlesimi

Bir iglenenin iki tarafinda da operator varsa islenin hangi operatorii alacagi birlesme

yoniiyle belirlenir.
Ornek:

21304 — 2N(314)
20304 — (2°3)M

1.4.2.8. First ve Follow Kiimeleri

Onggoriilii ayristirict gelistirmenin dnemli bir asamas1 da First ve Follow kiimelerinin

olusturulmasidir.

olusturmamizi saglar.

Bu fonksiyonlar o6ngoriili ayrigtirict  tablosunun giris  verilerini

First(a), a’dan tiiretilen katarlarin muhtemel baslangi¢ terminalleri kiimesidir.
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FIRST(a) kiimesi hesaplama algoritmast:
e ¢ bir baslangi¢ sembolii ise, FIRST(a) = { a }.
e « bir terminal olmayan ve o — € ise, FIRST(a) ={ € }.
e « bir terminal olmayan ve a — y1 y2 y3...yn ve herhangi bir FIRST(y) t yi
barindirtyorsa, t FIRST(a) ya dahildir.

Follow(a) ise hangi terminal sembollerinin a terminal olmayan semboliiniin hemen
ardindan gelecegini beli terminal olmayan a semboliiniin hemen ardindan gelebilecek
terminal sembolleri kiimesi Follow(a) fonksiyonuyla gosterilir.

Follow kiimesi hesaplama algoritmasi:

¢ « bir baglangi¢c sembolii ise, FOLLOW() =$

e o bir terminal olmayan ve o — AB, ise FIRST(B) FOLLOW(A) kiimesine €
hari¢ dahildir.

e o bir terminal olmayan ve a — AB, ve B &, then FOLLOW(A) kiimesi
FOLLOW(a) kiimesine dahildir.

1.4.2.9. Ayristirma Algoritmalari

Ayristirma algoritmalart agaci olusturma sekilleri agisindan olarak iki kategoride
incelenir:

Yukaridan-asagiya ayristirma algoritmasinda ayrigtirma agaci kokden baslayarak
asagiya dogru olusturulur. En yaygin 6rnegi LL ayristirma algoritmalaridir.

Asagidan-yukar1 ayristirmasinda algoritmasinda ise agac yapraklardan baslanarak

yukar1 dogru olusturulur. Bu tiirlin en yaygin liyesi LR ayrigtirma algoritmalaridir.

1.4.2.9.1. LL Aynistirma

LL grammer kullanan parserlardir. LL grammer bazi kisitlamalari, kurallar1 olan bir

tiir baglamdan bagimsiz grammer tipidir.
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LL (k)

Soldan saga

(Left to right)

Soldan tiiretim
(Left most derivation)

K kadar ileri bak
(K lookahead sysmbol)

Sekil 5. LL ayristirma

LL(1) yukaridan asagiya, hedefe odakli ve ongoriilii bir tekniktir. Bir LL grammerde
olmamasi gereken ozellikler:
e Belirsiz dilbilgisi
e Soldan yinelemeli

e Soldan tiretimli

1.4.2.9.1.1 Soldan yineleme

FIRST(T) kiimesindeki herhangi bir sembol ayn1 zamanda FIRST (E+T) kiimesinde
de varsa bu durum soldan yineleme sorunu olusturur. Bu sorun E semboliiniin sagindaki ilk

semboliin yine E olmasindan kaynaklanir.

E—-E~+T
E—>T

Soldan yineleme durumunu gidermek i¢in dil bilgisinin sagdan yinelemeli olacak

sekilde yeniden yazilmasi gerekir.

E ->TEFE
EE—-+TFE

E —
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1.4.2.9.1.2 Sol Carpanlama

Ayrstiricilar sagdan sola dogru okuma yaparak c¢alismaktadir. Jeton listesinden
okurken bir taraftanda hangi dilbilgisi kuralina gore islem yapacagi kararini almasi gerekir.
En az iki kuralin ayn1 sembol veya sembollerle basladigr durumlarda hangi kural {izerinden

tiretime devam edilecegi belirsiz bir durum olusturur.

S—ab

S—ac

Sol ¢arpanlama dil bilgisinin yukaridan asagiya ayristiricilar icin kullanilabilir sekle
cevirmektir. Burada yapilan islem her ortak ornek i¢im bir iretim yapilir ve geri kalan

tiiretim yeni {iretimlere ilave edilir.

S —-a¥
S>—b

S>—c¢

Sol carpanlama durumunu engelleyen yeni dil bilgisinde ayristirici ayni1 sembolle

baslayan kurallar arasina se¢cim yapma problemiyle karsilasmayacak.

1.4.2.9.2. LR Aynistirma

LL(k) aynstirma yontemlerinde ilk k tane jetona bakarark hangi {iretimin
yapilacaginin Ongoriilmesi gerekmesi bir dezavantajdir. Buna karsilik LR(k) ise karar
verme sag taraftaki tiim jetonlar1 gorene kadar ertelemek miimkiindiir. Bu sayede 6ngoriide

bulunmasi gerekmez.
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L R (k)

Soldan saga

(Left to right)

Sagdan tiiretim
(Right most derivation)

K kadar ileri bak
(K lookahead sysmbol)

-

Sekil 6. LR ayristirma

1.4.3. Anlambilimsel (Semantik) Analiz

Bir ciimle yazim olarak dogru fakat anlam olarak hatali olabilir. Dil kurallarinin
bazilar1 semantik analiz agamasinda kontrol edilir. Bu asamada 6gelerin kullanim
sekillerine bakar ve ifadelerin dogru sekilde olusturulup olusturulmadigini kontrol eder.
Ornegin bir say1 veri tipi ile bir karakter dizisi tipi kiyaslamasi yapilamaz. Ayrica bu
asamada Semantik analiz baz1 durumlarda s6z dizim analizi ile birlikte yapilabilir veya hig

yapilmayabilir.

1.5. Aynistiriel Uretegleri

Ayrstirict  tasarimi  bilgisayar bilimlerinin programlama dili gelistirilen ug
alanlarindan biridir. Ayristiricr Giretimi i¢in kullanilan lisanli veya agik kaynak kodlu
bir¢ok alternatif yazilim vardir. Bunlardan biri olan yacc olusturulan bir gramerden o dil
i¢cin ayristiricr iiretirken, Lex ise tanimlamalardan sozciiksel analiz program iiretir. Yacc
ve Lex C programlama dili tabanli yazilimlardir. JavaCC ve SableCC gibi Java
programlama dili tabanli ayrigtirici iiretim araglarida vardir. Bu iki aragta iicretsiz
kullanilabilir ve internette ve kitaplarda bunlarla ilgili yeterli kaynak bulunmaktadir.

Ayristirict iiretegleri yukaridan asagiya ve asagidan yukari olmak iizere iki tiptir.
Ayristiricr Uireteceleri arasinda gerek gelistirildikleri dil, kullandiklart algoritma gerekse dil

bilgisi tipleri bakimindan farklilik gosterir.
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Tablo 11. Tarayici ve ayristirici tiretegleri

Regular Dil
Lexer iireteci Algoritma Dil Lisans
Lex DFA C Proprietary,
CDDL
Flex DFA C&C++ BSD
JFlex DFA Java GNU GPL
Deterministik Baglamdan Bagimsiz Dil
Parser iireteci Algoritma Grammer Dil Lisans
Yacc LALR(1) YACC C CPL & CDDL
Bison LALR(1),  LR(1), | YACC C,C++ GNU GPL
IELR(1), GLR
JavaCC LL(K) EBNF Java, C++, | BSD
JavaScript (via
GWT compiler)[1]
SableCC LALR(1) EBNF C, C++, C#, Java, | GNU LGPL
OCaml, Python
1.5.1. Yacc

En yaygin ve popiiler ayristiric1 lireteclerinden biri Yacc’dir. Yacc LALR parserlari

tiretir ve ¢ikis olarak C programla dilinden bir kod iiretir. Lex ya da Flex kullanir.

Jeton ve Dil
Bilgisi

_>

YACC

l

Yacc Hatalar1

Sekil 7. Yacc ile ayrigtirict liretimi

——C Kod u—p

C Derleyicisi

l

Derleme
Hatalari

—P

Ayristirici
Program
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Yacc ile tam uyumlu, ag¢ik kaynak kodlu 6rnegi Bison’dur. Yacc i¢in yazilmisg tim

dil bilgisi tanimlama dosyalar1 Bison’da sorunsuz ¢alisir.

1.5.2. JavaCC

JavaCC diizenli ifadelerden sozciiksel analiz ve baglamdan bagimsiz gramerlerden
ise ayristirict iireten java ile gelistirilmis bir aragtir.

JavaCC kullanimin sagladig1 avantajlar:

e Ayristiricti/derleyici iiretiminde zamandan tasarruf etme imkani saglar.

e Standart bir kodlama sunar.

e Hatasiz gelistirme imkani sunar.

e Java dili ile nesne tabanli gelistirme imkan1 saglar.

e Regex ve grammer tanimlamast dogru yapilmissa hatasiz ¢alisan bir ayristiric
tiretir.

JavaCC “jj” uzantili bir yapilandirma dosyast kullanir. Bu dosyasi segeneklerin
ayarlanmasi ile baglar. Bu segenekler arasinda ongorilii liretim yaparken bakilacak jeton
sayisi, hata ayiklama modunu aktif/pasif etme, olusturulacak dosyalarin hedef klasoriinii
belirleme gibi maddeler vardir.

Ardindan {iretilecek ayristiricinin ana smifinin gévdesinin tanimlamasi yapilir. Bu
PARSER_BEGIN ve PARSER_END etiketleri arasinda ana ayristirici sinifinin tanimlamasi
ve govdesi yapilabilir. Bu alana eklenecek her tiirlii kod JavaCC tarafindan olusturulacak
sinifa aynen tanisir.

Uciincii asama olarak sdzciiksel analiz igin gereken atlanacak karakterler ve jeton
listesi diizenli ifadeler kullanilarak tanimlanir. Jeton listesi TOKEN etiketi altinda gerekirse
diizenli ifadeler de kullanilarak tanmimlanir. Atlanacak karakterler SKIP etiketi ile
tanimlanir ve genellikle bosluk ve satir sonu karakterlerdir. Bunlara uygulamaya gore
baska karakterlerde eklenebilir.

Tablo 12°de JavaCC yapilandirma dosyast igin bir 6rnek verilmistir.
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Tablo 12. JavaCC yapilandirma dosyast

OPTIONS{
LOOKAHEAD = 1;

}

PARSER BEGIN (parser name)

class parser name . . . {
}

PARSER _END (parser_ name)

SKIP :{ ™ " | "\t" | "\n" }
TOKEN

{ < NUM : (["O"-"9"])* >

| < PLUS : "+" >

| < MINUS: "-" >

}

Yapilandirma dosyasit son olarak dil bilgisinin tanimlanmalarinin eklenmesi ile

tamamlanmis olur. JavaCC dilbilgisi tanimlanmasinda genisletimis BNF kullanir.

1.5.2.1. EBNF

Genisletilmis BNF (EBNF) baz1 diizenli ifadelerininde kullanilabildigi bir BNF
tirtidiir. Bu ek kullanimlar:
koo

o : 0 veya daha fazla 6rnegi anlamina gelir

e “+” 1 veya daha fazla 6rnegi anlamina gelir

“?> :0veyal 6rnegi anlamina gelir

Gruplama i¢in parantez kullanilabilir.

Tablo 13. Sayi ifadesi i¢in BNF tiiriinden dil bilgisi

<expr> = '-'" <num> | <num>
<num> 1= <digits> | <digits> '.' <digits>
<digits> = <digit> | <digit> <digits>

<digit>

'O'l'll‘l2|"3'|'4'|'5'|l6l‘l7||'8'|l9l
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Tablo 13’deki BNF tiiriinden dil bilgisinin EBNF tiiriinde ifade edilmesi Tablo 14’de

de goriilecegi lizere daha kisadir.

Tablo 14. Sayi ifadesi i¢in EBNF dil bilgisi

<expr> := '='? <digit>+ ('.' <digit>+)?
<dlglt> .= lOl‘lll|l2l|l3l‘l4l‘|5l|l6l|l7l|18l‘19l
1.5.2.2. AST

Soyut sézdizim agaci, i¢ diiglimlerinde operatorler, yaprak diiglimlerinde ise diigiim
operatOrlerin islenen bulunan sonlu ve yonlendirilmis bir aga¢ yapisidir. JavaCC ayristiric
asamast sonunda c¢ikist soyut nesne agacidir. Modiilerligi artirmak icin s6z dizim ve
semantik konularmi ayrirmak faydahidir. JavaCC ayristirict asamasi sonunda ¢ikigi bir
sonraki agamalarda kullanilacak bir veri yapisi olan ayristirma agaci iiretir.

AST ayrnstirict ve sonraki derleyici agamalart arasida temiz bir ara yiiz saglar. Bu
agac kaynak programinin ifade yapisini tasir. Biitiin ayrigtirma asamasit semantik
yorumlama olmadan tamamlanmuistir.

Sadece toplama, ¢ikarma, bolme ve ¢arpma islemleri olan bir matematiksel ifade igin

yazilacak dil bilgisi asagidaki gibidir.

Tablo 15. Dort islem igin ornek dil bilgisi

E - E + E
E - E - E
E - E * E
E > E / E
E - num

Bu dil bilgisine karsilik olusturulacak AST siniflar1 Tablo 16’daki gibidir.
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Tablo 16. Dort islem i¢in AST smiflar

public abstract class Exp {}
public class Plus extends Exp {

public Exp el,e2;

public Plus (Exp al, Exp a2) { el=al; e2=a2; }
}

public class Minus extends Exp {

}

public class Times extends Exp {

}

public class Divide extends Exp {

}
public class Num extends Exp {
public int n;
public Num(int n) { this.n = n; }

Yukaridaki siiflardan AST tiretecek ayristirict dil bilgisi Tablo 17°deki gibidir.

Tablo 17. Dort islem igin dil bilgisi

Exp Start ()
{ Exp e; }
{ e=E() { return e; }
}
Exp E ()
{ Exp el,e2; }
{ el=T() ( "+" e2=T() { el = new Plus(el,e2); }
| "=-" e2=T() { el = new Minus(el,e2); })*
{ return el; }
}
Exp T()
{ Exp el,e2; }
{ el=F() ( "*" e2=F() { el = new Times(el,e2); }
| "/" e2=F() { el = new Divide(el,e2); })*

{ return el; }

}

Exp F ()

{ Token t; }

{ t=<NUM> { return new Num(Integer.parselnt (t.image)); }

}
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3 + 4 * 5 girdisi i¢in tanimlanan dosya ile olusturulmus ayristiricinin liretecegi nesne

agac1 su sekildedir:
new Times(new Plus(new Num(3),new Num(4)), new Num(5))

1.5.2.3. Ziyaretci Tasarim Sablonu

Ziyaret¢i tasarim sablonu Erich Gamma tarafindan tanitilan tasarim desenlerinden
biridir [42]. ki amaca hizmet eder.

1) Agag tzerinde dolasma islemi ile diigiimde yapilacak eylemleri birbirinden

ayIrir.

2) Her asamanin biitiin eylemlerini ayn1 yap1 altina toplar.

Ziyaretci tasarim sablonunda Oncelikle bir ziyaret¢i arayiizii tanimlanir. Her bir
nesneye karsilik bir visit methodu icerir. Bu arayiiz siifinda sadece metotlar aciklanir ve
metotlarin gévdeleri bostur.

Ornek bir ziyaretci arayiiz smifi Tablo 18’deki gibidir.

Tablo 18. Visitor arayiizii

public interface IVisitor {

public int visit (Plus e);

public int wvisit (Minus e);

Divide e);

(
(

public int visit(Times e);
public int wvisit(
(

public int visit (Num e);

Tanimlanan arayiiz yapisindan bir ziyaret¢i sinifi olusturulur. Bu simif arayiizdeki
biitiin methodlarin govdeleri igin gerekli kodlart barindiririr. Bir arayiizden birden fazla
ziyaretci siifi i¢in kullanilabilir.

Tablo 18°deki ziyaret¢i arayiiziinii gercekleyen bir ziyaret¢i sinifi Tablo 19’daki
gibidir.
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Tablo 19. Visitor siifi

public class Visitor implements IVisitor {

public int visit (Plus e) {

return e.el.accept(this)+e.e2.accept(this);
}
public int visit (Minus e) {

return e.el.accept(this)-e.e2.accept(this);
}
public int visit (Times e) {

return e.el.accept(this)*e.e2.accept (this);
}
public int visit(Divide e) {

return e.el.accept(this)/e.e2.accept(this);
}
public int visit (Num e) {

return e.n;

}

Ziyaret¢i tasarim sablonu diger yontemlere gore kaynak kodunun daha diizenli,
okunabilir olmasina imkéan tanir. Ayrica koda bir ekleme veya degisiklik yapilmasini
gelistirici agisindan kolaylagtirir. Ziyaret¢i her AST sinifi i¢in bir visit methoduna sahip bir
yorumlayici nesnedir. Bununla birlikte bu yapida her AST smifininin, gérevi nesneyi
uygun visit methoduna géndermek olan bir accept methodu olmalidir. Bu sekilde kontrol
visitor ile AST sinifi arasinda gider gelir.

Ziyaretci tarafindan ¢agrilan diigiimiin accept methodu diiglimiin smif tipiyle uygun
visit methodunu ¢agirir. Bu nesne agacinin sonuna kadar devam eder.

Ozetle ziyaret¢i tasarim sablonu mevcut yaprya dokunmadan yeni bir degerlendirici

eklenmesine imkan saglar.

1.6. Kullanilan Diger Teknolojiler

Sistemin gelistirilme siirecinde JavaCC ayristirma iireteci disinda bir¢ok iiriin ve

teknolojiden faydalanilmistir. Bunlar Apache Maven, Junit, Jsp, Tomcat ve Mathjax’dir.
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1.6.1. Maven

Apache Maven bir yazilim proje yonetimi ve anlama aracidir. Bir proje nesne modeli
(POM) kavramina dayanarak, maven bir projenin inga, raporlama ve dokiimantasyon
stireclerini yonetebilir [43].

Maven; proje olusturmak i¢in standart bir yol, projenin nelerden olustugunun net bir
tanimi, proje bilgilerini yayimlamak icin kolay bir yol ve c¢esitli projeler arasinda JAR
paylasmak i¢in bir yol sunar.

Maven'in Oncelikli hedefi gelistiriciye kisa siirede bir gelistirme g¢abasinin tam
durumunu anlamasina imkan saglamaktir. Bu hedefe ulagmak i¢in Maven’in basa ¢ikmasi
gereken cesitli ilgi alanlar1 vardir:

e Insa siirecini kolaylastirma,

¢ Diizgiin bir yap1 sistemi saglanmasi,

o Kaliteli proje bilgisi saglanmasi,

e En iyi gelistirme i¢in yonergeler saglamasi,

e Yeni Ozelliklere seffaf gecis saglamasi

1.6.2. Junit

JUnit Java programlama dilinde test birim testleri i¢in kullanilan bir ¢atidir. JUnit
test glidiimlii program gelistirmede onemli bir 6gedir ve xUnit olarak bilinen birim test
catilari ailesinin bir 6gesidir [44].

JUnit derleme zamaninda bir JAR olarak baglanir ve bu ¢ati dnceleri junit.framework

paketi altindaki iken JUnit 4 ve sonras1 org.JUnit paketi altindadir.

1.6.3. Jsp

Java Server Pages(JSP) teknolojisi kolayca dinamik ve statik web igerik liretmeye
imkan saglar. JSP teknolojisi Java Servlet’in biitiin dinamik imkanlarina sahipken ayrica ek
olarak statik igerik i¢in dogal bir yaklagim sunar [45].

JSP’nin 6zellikleri:

e JSP sayfalarinmi gelistirmek i¢in bir dildir.
¢ Sunucu tarafi nesneleri erismek i¢in bir ifade dilidir

e JSP uzantilar1 tanimlamak i¢in mekanizmalar sunar.



34

1.6.4. Tomcat

Tomcat, Apache vakfi tarafindan gelistirilen agik kaynak kodlu Apache vakfi

tarafindan gelistirilen bir web sunucusudur. Tomcat platform bagimsiz bir uygulama olup,

Java Servlet, JSP, Java EL ve WebSocket gibi teknolojileri desteklemektedir. Ayrica Java

kodunun ¢alistirilabilecegi saf Java http web sunucusu ortami saglar.

1.6.5. Mathjax

MathJax matematik goriintiileme icin agik kaynak kodlu bir Javascript platformudur.

MatJax’in baz1 ozellikleri:

Tiim tarayicilarda yiiksek kaliteli matematiksel goriintii saglar.

Tarayici i¢in 6zel bi kurulum gerektirmemektedir.

HTML kaynagi LaTeX, MathML ve dogrudan diger denklem isaretleme igin
destek sunar.

Web uygulamalarina kolay entegrasyon i¢in zengin bir API barindirir.
Erisilebilirlik destegi, kopyala ve yapistir ve diger zengin islevsellik sunar.

Diger uygulamalarla birlikte ¢calisabilmektedir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE iRDELEME

2.1. Giris

Tez kapsaminda yapilan ¢alismalar “belirsiz limit ifadelerin adim adim ¢6zimi” ve
“otomatik belirsiz limit ifadeleri liretimi” olmak iizere iki alt calismadan olusmaktadir.

Birinci bolimde limit ifadelerinin dil bilgisi incelenmis ve dil bilgisi g¢ikarimi
yapilmustir ve bu dil bilgisi ile limit ifadelerinin ayristirilmas: gergeklestirilmistir. Ayrica
limit ifadelerinin degerlendirilmesinde ise ozellikle belirsiz limit ifadelerinin L’Hopital
kural1 ile ¢ozlimii, sembolik tiirev alma, sembolik sadelestirme, trigonometrik fonksiyonlar
gibi konular tizerinde durulmustur. L’Hopital kurali ile belirsiz limit ifadelerinin ¢ézimii
lizerine bir sistem gelistirilmistir.

Ikinci boliimde ise rastgele ifade iiretimi {izrinde durulmus, mevcut yontemler ele
alimmustir. Bu béliimde otomatik belirsiz limit ifadeleri {iretme konusu incelenmis, rastgele
AST firetimi tabina dayanan bir yontem sunulmus ve buna yonelik bir sistem tasarlanip

gerceklenmistir.

2.2. Belirsiz Limit Sorularinin Adim Adim Co6ziimii

Bu boliimde limit problemlerinin simgesel hesaplama yontemiyle adim adim
¢oziilebilmesi i¢in tasarlanan sistemin sunumu yapilacaktir. Bu kapsamda oncelikle belirsiz
limit problemleri ile ilgili kaynaklar incelenerek ¢dziim yollar1 arastirilmustir. incelemeler
sonucunda genisletilmis dil bilgisi tanimlamasi olusturulmustur. Simgesel hesaplama
yapabilmek i¢in Oncelikle matematiksel ifadenin ayristirilmasi gerekmektedir. Bu igslem
igin bir ayrigtirici iireteci olan JavaCC segilmis ve olusturulan dil bilgisi JavaCC'de
tanimlamasi yapilarak limit ifadeleri i¢in bir ayristirici gelistirilmistir.

Ayrigtirma islemi sonucunda matematiksel ifadenin Java nesneleriyle temsil edildigi
hiyerarsik yapiya sahip bir nesne agaci olusturulur. Bundan sonraki asamada ise
degerlendirme siireci baslatilir ve ziyaretgi tasarim sablonunu olusturan degerlendirici
metotlar ile nesne agact yorumlanir. Bu asamada bir belirsizlik tespit edilirse, L’Hopital
teoremine gore tiirev islemi gergeklestirilir. Tiirev islemi sonucunda varsa sadelestirme

yapilir.
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Bir limit ifadesinin ¢6ziim adimlarini gosterebilmek igin her bir islem adimi sonrasi
nesne agacinda olusan ifade yazdirilir. Ifade ¢dziimleyicinin ana bilesenleri asagidaki gibi
listelenebilir:

e Simge listesi olugturma

¢ Dil bilgisi (gramer) kurallarini belirleme

e AST icin gereken siniflart olusturma

e Degerlendirici ziyaretgi (Visitor) siniflart olusturma

e Yazdirici siniflar1 olusturma

Genel olarak baktigimizda ise ¢alismada gerceklenen sistemin genel yapist Sekil

8’de gosterilmistir.

Turev ——AST—P»| Sadelestirme

\

AST

|

Limit ifadesi —————p»| Ayristrma  ——AST—P» Limit " AST

Hesaplama

|

AST

v

Yazdirma

Dil Bilgisi

C6zUm

Sekil 8. Limit ifadeleri i¢in ¢éztimleyici ana bilesenleri
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2.2.1. Limit Grameri

Simge listesi ve dil bilgisi kurallarinin belirlenebilmesi igin oncelikle limit
ifadelerinin genel yapisim incelemek gerekmektedir. Limit fonksiyonunun genel

matematiksel tanimi1 asagidaki gibidir [39]:
lim f(x) =L (2.1)
x—-a

Bu ifadede x, a’ya yaklasiyorken f(x)’in limitinin L olacagi sdylenir. L sonlu
olabilir ya da —oo, 400 degerlerini alabilir. Limit fonksiyonunun ¢oziimii f(x)
fonksiyonunda x yerine a degeri koyularak yapilmaktadir. Caligmada limit fonksiyonunun
genel bigimi metin formatinda “lim (x->a) f(x)” seklinde temsil edilmistir.

Limit ifadelerinin grameri incelendiginde, sabit bir ‘lim’ sozctigii ile baslar, ‘a’
yerine bir sayisal deger (genellikle bir tamsay1) yazilir ve ‘f(x)’ i¢in de bir matematiksel
ifade girilir. Bu nedenle bir limit ifadesinin biitiin bilesenlerini temsil etmek iizere bir
simgeler (token) listesi olusturulmus olup, Tablo 21’de gosterildigi gibi, bir “.jj” uzantil

dosya igerisinde JavaCC formatinda tanimlanmistir.

2.2.2. JavaCC Dosyasi

JavaCC dosyas1 ana ayristirict sinifi, simge listesi, secenekler ve dil bilgisi kurallari
gibi birkag¢ alt boliimiin birlesiminden olusur. Bu amagla ana sinif com.mcaydogdu.parser
paketi igerisinde Limit olarak adlandirilmistir ve Tablo 20’de ornegi gosterilmistir.

Belirlenen simge listesi Token etiketi altinda Tablo 21°deki gibi tanimlanmustir.

Tablo 20. JavaCC .jj dosyasi tanimlamasi

options {

DEBUG_PARSER:false; LOOKHEAD=1;

}

PARSER BEGIN (Limit)

package com.mcaydogdu.parser;
public class Limit {
}

PARSER END (Limit)

SKIP: { "™ "™ | "\t" | "\r" }
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Tablo 21. Limit ifadeleri i¢in JavaCC jeton tanimlamasi

TOKEN: { | < SIN: "sin" >
< X: o "x" > | < COS: "cos" >
. < TAN: " " >
| < NUM: (["0"="9"])+ > | tan
| < LIMIT: "lim" > | < COTAN: "cotan" >
‘ < LPR: v.v(u > | < SEC: "sec" >
| < RPR: oy | < COSEC: "cosec" >
) < LN: "l " >
| < RARW: "->" > | "n >
| < PLUS: "+" > | < EXP: "exp" >
| < MINUS: "-" > | < SQRT: "sqgrt" >
| < TIMES: "*" > | < INF: "inf" >
) < : " son >
| < DIVIDE: "/" > l PI: "pi
| < POWER: "~" >

Tablo 21’de yapilan tanimlamalara gore 6rnek bir “lim (x = 2)(x + 2)/(x — 1)”

ifadesi i¢in Javacc’nin olusturacagi simge dizisi asagidaki gibi olacaktir:

<LIMIT> <LPR> <X> <RARW><NUM><RPR> <LPR><X><PLUS><NUM><RPR> <DIVIDE>
<LPR><X><MINUS><NUM><RPR>

Simge listesi ¢ikarimi yapildiktan sonra genel limit ifadesini kapsayacak dil bilgisi

¢ikarimi yapilmistir. Limit ifadelerinin dil bilgisi Tablo 22’deki gibi yazilabilir. JavaCC
LL(1) dil bilgisi kullandig1 i¢in tanimlama bu tiirden yapilmistir.

Tablo 22. Limit ifadeleri i¢in LL(1) dil bilgisi

G={%, T, v, P, S}
V={Limit, Expr, Elem, Term, Unary, Power, Func, Num, A}C X

T={x, pi, inf, Sin, Cos, Tan, Log, Exp, Sqgrt, Ln, ( , ), +, -, *,
/, "Y€l

5=TUV

S={Limit}

Productions

<Limit> - "lim (x->" <A> ")" <Expr>

<A> - ("=")7? "pi" | "inf" | <Num>

<EXpr> - ("+"|"—")? <term> [("+"|"—") <term> ]*
<Term> - <power> [("*"|"/") <power>]*

<Power> - <element> ("""<power>)?

<Elem> - <func> " (" <Expr> ")" | <number> | "x"
<Func> - "Sin" | "Cos" | "Tan" | "CoTan" | "Sec"
<Func> - "CoSec" | "Log" | "Exp" | "Sgrt" | "Ln"

<Num> = H_H? ["O"_ll9"] + ("."["O"_"9"]+)?
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Dil bilgisi tanimlanirken operatdr oncelikleri, birlesme yonleri, terimlerin isaretleri
gibi ozellikler géz Oniinde bulundurulmustur. Operatorler arasinda {ist alma islemi en
yiiksek Oncelikte iken toplama ve ¢ikarma operatorleri en diisiik oncelige sahiptir. Limit
ifadelerinden ¢ikarilan dil bilgisinin EBNF formatindaki tanimlamasi Tablo 23’de

verilmisgtir.

Tablo 23. Limit ifadeleri i¢in JavaCC dil bilgisi tanimlamasi

Lim Prog():
{ Exp e; Token t; int s=1; }
{
<LIMIT> <LPR> <X> <RARW> (<PLUS>|<MINUS> {s=-1;} )2

(t=<NUM> | t=<INF>|t=<PI>) <RPR> e=E() (<EOF> | "\n") { return new
Lim(...); }

}

Exp E():

{ Exp el, e2; int s=1;}

{ el=T(s) ( <PLUS> e2=T(s) { el = new Plus(el, e2); }

| <MINUS> e2=T(s) { el = new Minus(el, e2); } )~*
{ return el; }
}
Exp T(int s):
{ Exp el, e2; }
{ el=K(s) ( <TIMES> e2=K(s) { el = new Times(el, e2); }
| <DIVIDE> e2=K(s) { el = new Divide(el, e2); } )*

{ return el; }
}
Exp K(int s):
{ Exp el, e2; }
{ el=F(s) ( <POWER> e2=F(s) { el = new Power(el, e2); } )*
{ return el; }
}
Exp F(int s):
{ Exp e=null; Exp a = null;Token t; }
{ (<PLUS>|<MINUS> {s=-1;1})7? (

<X> {if(s==1) {return new X();} else {return new Times (new Num (-
1) ,new X());} }

| <LPR> e=E () <RPR> { return e; }

| <LN> <LPR> e=E () <RPR> { return new Ln(e); }

| <SIN> <LPR> e=E () <RPR> { return new Sin(e); }

)
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2.2.3. AST Tamimlamalari

AST siniflar1 en genel matematiksel ifadeyi temsil eden Exp sinifindan tiiretilerek,
dil bilgisinde bulunabilen biitiin alt ifadelerin simgesel bilesenleriyle uyumlu olarak
tanimlanmistir. Ornegin, islem operatdrlerini (toplama, ¢ikarma vb.) igeren alt ifadeler icin
olusturulan her bir sinifa Exp tiirtinden iki nesne referansi eklenirken, sadece bir sayidan
olusan alt ifadeler i¢in olusturulan Num simifina bir double verisi eklenmistir.

Calismada olusturulan AST siniflarindan bazilar1 Tablo 24°de verilmistir.

Tablo 24. Limit ifadeleri i¢in olusturulan AST siiflari

abstract class Exp {
public abstract double accept(ILimitVisitor v);

}

class Plus extends Exp {
Exp el, e2;
public Plus (Exp x, Exp vy) { el = x; €2 = y; }
public double accept(ILimitVisitor wv)
{ return v.visit (this); }

class Num extends Exp {
double n;
public Num(double x) { n = x; }
public double accept(ILimitVisitor wv)
{ return v.visit(this); }

}

class X extends Exp {
public double accept(ILimitVisitor wv)
{ return v.visit(this); }

Olusturulan AST siniflar1 kullanim kolayligi saglamasi acisindan fonksiyonlar
Function, islem operatorleri ise Operator siniflarindan tiiretilmistir. Bu yapiyr gosteren

siif diyagrami Sekil 9’de verilmistir.
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Sekil 9. Olusturulan AST sinif diyagrami
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Bir o6rnekle agiklamak gerekirse;

X+ 2
lim
x-2x—1

limit ifadesi igin JavaCC ile olusturulacak AST agaci Sekil 10’°de gosterilmistir.

DIVIDE
PLUS MINUS

v v v v
X 2 X 1

Sekil 10. Ornek limit ifadesi igin olusturulan AST

Sekil 10°da gosterilen nesne agacinin Java dili ifadeleri ile temsili ise agsagidaki gibi

yapilmaktadir:

Exp tree = new Divide(new Plus(new Num(2), new X()), new Minus(new X(0), new
Num(1)))

2.2.4. Limit Degerlendirme

Calismada yukarida bahsedilen 6zelliklerinden dolay1 aga¢ degerlendirme siirecinde
ziyaretci tasarim sablonu tercih edilmistir. Fakat aga¢ degerlendirme siireci i¢in literatiirde
kullanilan baska yontemler de mevcuttur [46].

Ayristirilmis bir limit ifadesini degerlendirmek i¢in gelistirilen ziyaret¢i sinifinin bir

boliimi Tablo 25'te verilmistir.
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Tablo 25. Limit degerlendirme sinifi

public class LimitVisitor implements ILimitVisitor {
double a;
public LimitVisitor (double n){ a = n; }

public double visit (Plus e)
{ return e.el.accept(this)+ e.e2.accept(this); }

public double visit (X e) { return a; }
public double visit (Num e) { return e.n; }

Tablo 25°deki degerlendirici siifinin yapicisinda a degiskenine limit ifadesindeki
X’in yakinsadigi n degeri atanir. X tiirlinden parametre alan visit metodunda doniis degeri
olarak a tiretilmesiyle limit fonksiyonunda biitiin x degerlerine n degeri verilmis olur.

Belirsizlik durumu olusturmayan ifadeler i¢in bu sekilde bir ¢oziim uygulanabilirken,

belirsiz limit ifadeleri i¢in 6ncelikle ifadedeki belirsizligin tepit edilmesi gereklidir.

2.2.5. Belirsizlik Tespiti

Belirsizlik durumlarinin tespiti ve uygulamada hata olusturmalarini 6nlemek igin
baz1 kontrollerin yapilmasi gerekmektedir. Ziyaret¢i sinifindaki ilgili visit metotlarina
Tablo 26°deki sartlarin olugsmasi durumunda islemin sonlandirilmasini saglayan kosullar

eklenerek sistem belirsiz limit durumlarinin olusturacagi hatalardan arindirilmalidir.

Tablo 26. Belirsizlik yaratan iglemler

ISLEM TURU el e2
BOLME 0 0
o0 o0
CARPMA 0 0
CIKARMA o0 00
0 0
UST ALMA 1 0
0 0

Tablo 27°de de goriildigii gibi belirsiz durumlar AST agacinda sadece ilk 4 tip nesne
ile baglayabilir. AST agac1 eger bu nesnelerden biriyle basliyorsa agacin sag1 ve solu ayri

ayr1 degerlendirilerek (el ve e2) belirsizlik olusturacak sonuglarin ¢ikip ¢ikmadigr kontrol
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edilir. Degerlendirme siirecinin basinda bu kontrolii yaparak hem belirsiz durumlarin
hesaplama yapilirken olusturacagi hatalar engellenir hem de belirsizlik tipleri belirlenmis

olur. Boylelikle sonraki adimda belirsizlik tiplerine gore ¢oziime devam edilir.

Tablo 27. Belirsizlik tiplerinin tespiti

public Value visit (Exp e) {
Value a = ((Operator) e).el.accept2(this);
Value b = ((Operator) e).e2.accept2(this);
if (e instanceof Divide) {
if (a.type == Valuetype.Number && a.num == 0 && b.num == 0 &&
b.type == Valuetype.Number) {
. - 0/0 formu
} else if (a.type == Valuetype.Infinite && b.type ==
Valuetype.Infinite) {
- inf/inf formu

}

else if (e instanceof Power) {

if (a.num == 1 && b.type == Valuetype.Infinite) {
. - 1%inf formu
} else if (a.type == Valuetype.Infinite && b.num == 0 &&
b.type == Valuetype.Number) {
o inf”0 formu
} else if (a.type == Valuetype.Number && b.num == 0 && b.type
== Valuetype.Number && b.num == 0 ) {
- 0"0 formu

}

else if (e instanceof Minus) {

if (a.type == Valuetype.Infinite && b.type ==
Valuetype.Infinite) {
- inf-inf formu

}
else if (e instanceof Times) {
if (a.type == Valuetype.Infinite && b.type ==
Valuetype.Number && b.num == 0) {
e e inf*0 formu
} else if (b.type == Valuetype.Infinite && a.type ==
Valuetype.Number && a.num == 0) {
- 0*inf formu
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2.2.6. Belirsizlik Coziimii

Belirsiz limit problemlerinin ¢dziimiinde birden fazla yontem vardir. Ozellikle diger
yontemlerin  simgesel hesaplama ile uygulanabilirliginin polinom sadelestirmenin
zorluguna takilmasindan dolayr L’Hopital kurali yontem olarak tercih edilmistir. Limit
belirsizligi 0/0 veya oo /oo bi¢iminde ise L’Hopital kuralina gére pay ve paydanin ayr1 ayri
tirevleri alinarak belirsizlik giderilir. Sekil 11°te calismada gergeklestirilen belirsizlik

¢Oziimiiniin bir semasi yer almaktadir.

lim f(x)/ g(x) belirsiz bir forma yol acar mi? Hayir
X->a
Evet
4 Y
Hayir N .
. Pay ve payda .| Limiti baska sekilde
il tirevlenebiliyor mu? o bulun.
A
Evet Evet
v
Payin turevine Sonuglar dairesel mi

paydanin tlirevine

veya dizelmiyor mu? | Hawir
oranini olusturun. y

A

v

Yeni oranin limiti x-> a iken bir belirsiz forma mi gidiyor?

Evet

Hayir

Y

Tirev almayi birakin. Limiti buldunuz veya limitin olmadigina karar
verdiniz.

Sekil 11. Belirsizlik ¢oziim semasi
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Limit ifadesine L'Hopital kurali uygulayabilmek i¢in oncelikle tiirev degerlendirme
islemini gergeklestirecek degerlendiricinin gelistirilmesi gerekmektedir. Bu amagla

Ziyaret¢i tasarim sablonunu kullanarak tiirev i¢in bir degerlendirme sinifi olusturulmustur.

2.2.7. L’Hopital Kuralimin Uygulamasi

L’Hopital uygulanabilir bicimdeki ifadenin AST agac1 bolme islemi ile baslar. Eger
bolme diiglimiiniin sag ve sol alt aga¢larinin degerlendirilmesi sonucunda ikisinden birden
0 veya oo sonucu geliyorsa L’Hopital uygulanabilir. Girdi olarak aldig1 agacinin sag ve sol

dallarinin tiirevini alarak ¢ikis olarak tekrar bir AST agaci verir.

flx) = Z—; - el=e2=0]||el =e2=o0 ise Tablo 28’deki gibi AST iistiinde

L’Hopital uygulanabilir.

Tablo 28. AST istiinde L'Hopital uygulanmasi

L’Hopital Giris L’Hopital Sonucu
DIVIDE DIVIDE
el e2 el' e2'

2.2.8. Tiirev Alma

Tirev islemi AST agaci degerlendirilerek yapilir. Bunun i¢in ziyaret¢i tasarim
sablonuyla bir degerlendirme sinifi olusturulur. Bu sinif girdi olarak aldig: ifadenin AST
agacinindan yeni bir AST agac iiretir.

Tiirev alma simifi olusturulurken genel tiirev kurallarindan faydalanilmigtir. Tiirev
alma islemini gercgeklestiren ziyaret¢i sinifindaki metotlarin bir kismi1 gévdeleriyle birlikte

Tablo 29’te verilmistir.
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Tablo 29. Tiirev alma sinifi

Smmf I1gili Visit () metodu

public Exp visit(Exp e) {
Exp return e.accept (this);
}

public Exp visit (Plus e) {
Plus return new Plus(e.el.accept(this), e.e2.accept(this));

}

public Exp visit(Times e) {
Times return new Plus(new Times(e.el.accept(this), e.e2), new
Times (e.el, e.e2.accept(this)));

}

public Exp visit(Divide e) {
Exp del = e.el.accept(this);
Exp de2 = e.e2.accept(this);

Divide Exp A = new Minus (new Times (del, e.e2), new Times (e.el,
de2));
Exp B = new Power(e.e2, new Num(2));

return new Divide (A, B);

}

public Exp visit (Power e) {

Exp del = e.el.accept(this);

Exp de2 = e.e2.accept(this);

Power Exp A = new Times (new Times (e, de2), new Ln(e.el));
Exp B = new Power (e.el, new Minus(e.e2, new Num(l)));
return new Plus (A, new Times (new Times(e.e2, del), B)):;

}

public Exp visit(X e) {
X return new Num(1l);

}

. public Exp visit(Sin e) {
Sin return new Times (e.e.accept(this), new Cos(e.e));

}

Ust operatdriiniin tiirevinin degerlendirilmesinde iistel ifadelerin tiirevlerini de

kapsamasi i¢in genellestirilmis tist kuralindan faydalanilmaktadir. Genel iist kurali su

sekildedir:

(f9) = (e9f) =9 (f' 2+ g'Inf)

Tiirev degerlendirici siifinin drnek bir x? ifadesi iizerinden islem adimlar1 Tablo

30'da gosterilmistir.
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Tablo 30. x2 ve x*ifadesi icin tiirev alma islem adimlari

2

X
Girdi Ao
AST new Pow(new X (), new Num(2))
Tiirev new Plus (new Times (new Times (new Pow (new X (), new
sonrasi Num(2)),new Num(0)), new Ln(new X())), new Times (new
AST Times (new Num(2),new Num(l)), new Power (new X (), new
Minus (new Num(2),new Num(1l)))))
xx
Girdi s
AST new Pow (new X (), new X())
Tiirev new Plus (new Times (new Times (new Pow (new X (),new X ()),new
sonrasi Num(l)), new Ln(new X ())), new Times (new Times (new
AST X (), new Num(l)), new Power (new X (), new Minus (new X (), new

Num(1)))))

Tiirev visitor smifimin ¢ikisindaki AST sadelestirilmesi gereken birgok ifade

icerebilir. Tiirev sonucu olusmasi beklenen nesne “new Times(new Num(2), new X())”

iken ¢ok daha karmasik bir nesne agaci olugsmustur. Bu karmasikligi gidermek i¢in iki yol

vardir:

e Tiirev alici meotlar1 sadelesebilir gereksiz ifadeler {iiretmeyecek sekilde
yeniden yazmak,
Verilen bir ifadeyi en sade haline getiren bir yorumlayici olusturarak AST yi

tiirev sonrast yorumlatmak.

2.2.9. Sadelestirme

Degerlendirme siirecinin ara adimlarinlarinda veya yazdirma islemi 6ncesinde ifade

tizerinde sadelestirme yapmak gerekebilir.

Her durum igin ortak bir sadelik tanimi yapilamayacagindan sadelestirmenin

tanimlanmas1 olduk¢a karmasiktir [22]. Bundan dolayr biitiin matematiksel ifadeleri

kapsayacak genel bir sadelestirme siireci tanimlamak yerine sadelestirme ifade veya

problem tiiriine gore tanimlanmalidir.
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Sadelestirme normalde kurallarin yeniden yazilmasi ile yapilir. Bu amagla dikkate
alimmasi gereken ¢okc¢a durum ve yeniden yazilmasi gereken ¢okga kural vardir. En basit

haliyle ifadenin boyutunu azaltacak sekilde sadelestirme kurallar1 diizenlenmelidir.
Ornek:
E—-E->0

sin(0) - 0

0 degerinin igin islemlere gore tanimlanan 6rnek sadelestirme kurallar1 Tablo 31’da

verilmigtir.

Tablo 31. Basit sadelestirme kurallar1 i¢in baz1 dontisiimler

* new Plus(new X(), new Num(0))
/ \ —> exp
exp 0 new X()
i new Minus(new X(), new Num(0))
W\ M o
exp 0 new X()
*
new Times(new Num(0), new X())
/ N\ 0
exp 0 new Num(0)
/ new Divide(new Num(0), new X())
/N 0
0 exp new Num(0)
" new Power(new X() ,0)
/N 1
exp 0 new Num(1)

Tanimlanan sadelestirme kurallarinin 6rnek ifadeler iizerinde uygulanmasi sonucu

Tablo 32’daki gibidir.
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Tablo 32. Sadelestirme 6rnekleri
Ifade Sadelestirme sonucu
x+0 X
x+ (1) x—1
x+3-—-1 x+2
X x
1
x° 1
xt x
0*x 0
1x*x x

Tiirev yorumlayicisinin x? ifadesi icin olusturdugu AST agacinin sadelestirilip

gereksiz ifadelerden kurtarilmasi gerekmektedir. Bu amagla sadelestirme kurallarina gore

dontigimler yapan sinifimizin ifade tizerinde yaptig1 degisiklikler Tablo 33’deki gibidir:

Tablo 33. Ornek sadelestirme adimlar

Gﬁ$ new Power (new X (), new Num(2))
new Plus (new Times (new Times (new Pow (new X (),new

Ty Num(2)),new Num(0)), new Ln(x)), new Times (new Times (new
Num(2) ,new Num(l)), new Power (new X (), new Minus (new
Num(2) ,new Num(1l)))))
new Plus (new Times (new Times (new Pow (new X (), new

1 Num(2)),new Num(0)), new Ln(x)), new Times (new Num(2), new
Power (new X (), new Num(l))))
new Plus (new Times (new Times (new Pow (new X (), new

2 Num(2)),new Num(0)), new Ln(x)), new Times (new Num(2), new
X()))

3 new Plus (0, new Times (new Num(2), new X ()))

Chkw new Times (new Num(2), new X ())

Birlesme 6zelligi:

Ug

veya daha fazla ifadenin ¢arpiminda, ¢arpilan ifadelerin herhangi iki tanesinin

once isleme almasi sonucu degistirmez. Bu duruma c¢arpma isleminin birlesme 6zelligi

denir. Benzer sekilde toplama islemininde birlesme 6zelligi vardir.

a *

a+ b+ c

bxc=ax*(b=xc)=(a=*b)x*c

a+ b+c)y=(@+b) +c
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Degisme 6zelligi:
Iki veya daha fazla ifadenin ¢arpiminda carpilan terimlerin yerlerinin degistirilmesi
islemin sonucunu degistirmez. Benzer sekilde toplama isleminde de olan bu 6zellige

degisme 6zelligi denir.

axb=>bxc

a+b=b+c

Dagilma 6zelligi:

Bir terimi toplam bigimindeki bir ifade ile c¢arparken, bu terim ile toplam
ifadesindeki her terim ayr1 ayri ¢arpilir ve ardindan bu ¢arpimlar toplanir. Buna ¢arpma
isleminin toplama islemi tizerine dagilma 6zelligi denir. Benzer sekilde ¢carpma igsleminin

cikarma islemi iizerine de dagilma 6zelligi vardir.

ax(b+c)=axb+axc

ax(b—c)=a*xb—axc

Carpanlara ayirma:
Carpanlara ayirma ifadedeki tiim sartlar arasinda yaygin olan faktorleri ortadan

kaldirarak ifadeleri basitlestirmek i¢in bir yoldur.
a’— b?>=(a+b)(a—b)

Benzer Terimler:
Ayni dereceli ayni degiskenler igeren terimlere benzer terimler denir. Benzer
terimlerin bir araya toplanmasi bu terimlerin birlestirilerek ifadenin sadelestirilmesi i¢in

kolaylik saglar.

Ornek:
e Benzer terimler: x, 2x, 5x vb.

e Benzer olmayan terimler: x, x3 vb.
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Benzer Terimlerin Birlestirilmesi:

Benzer terimler dagilma 6zelligi sebebiyle birlestirilebilir bu sayede daha sade bir

ifade olusturulur.
3x"2 + 5x"2 = (3 + 5)x"2 = 8x"2

Parantezler:

Benzer terimler birlestirilmeden once varsa parantezli ifadelerin agilmasi gerekir.

Burada da dagilma 6zelliginden faydalanilir.
3x + 2(x-4)=3x + 2x-8= 5x- 8

Negatif Isaret:
Cikarma islemi ifadenin tersinin toplanmasiyla yer degistirilebilir. Ayni sekilde

negatif bir ifade toplama eklemek yerine tersi ile toplanmasi yer degistirebilir.

3x-2 =3x + (-2)
3x+(—=2)=3x-2

Negatif Kuvvet:
Bir ifadenin negatif kuvveti bolme ifadesi seklinde de temsil edilebilir. Bu seheple

payda da bulunan negatif kuvvetli ifade paya, paydaki ise paydaya tasinabilir.

2

F=2X
x~3 32
32 x3

Kuvvetlerin Toplanmast:

Ust alma isleminde tabanlari ayni olan ifadelerin kuvvetleri toplanarak ifade

kisaltilip daha anlamli hale getirilebilir.
X2 % x3 = x5
x+D*(x+1)3=(x+1*

3xx1L

= 3/x3

x2
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2.2.10. Sadelestirme Sorunlari:

AST iizerinde sadelestirme isleminin yapilmasi bazi durumlarda daha zordur. Bunun
bir sebebi her sadelestirme islemi agacin yeniden diizenlenmesini gerektirir. Sadelesecek
ifadeler agacin farkli dallarinda farkli seviyelerinde olabilir.

Ornek 4 * (x + 1) * x * 3 ifadesi i¢in ayristirma sonrasi olusacak agac Sekil 12°da

N
BN
A B

Sekil 12. Farkli seviyedeki benzer terimler

gosterilmistir.

Ornekte de goriildiigii iizere 4 ve 3 ifadesi agacin farkli seviyelerinde olabilmektedir.
Bu tiir ard arda gelen degisim 6zelligi bulunan operatorleri listelemek i¢in Tablo 34’daki

gibi bir findTimes methodu yazilabilir.

Tablo 34. Carpma operatorlerini bulma metodu

public ArrayList<Exp> findTimes (Exp e) {
ArraylList<Exp> el = new ArrayList<Exp>();
if (e instanceof Times) {
el.addAll (findTimes (((Times) e) .el));
el.addAll (findTimes (((Times) e) .e2));
}else
el.add(e);
return el;
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Omnek ifade i¢in findTimes metodu Tablo 35°deki gibi kullanilabilir. Sonucunda eList
degiskeni {4, Plus(x, 1), X, 3} listesini barindirir. Sadelestirme uygulandiginda liste {12,
Plus(x, 1), X} sekline doniisiir. Sadelestirilen ifade listesinden AST tekrar olusturulur.

Tablo 35. FindTimes metodunun 6rnek kullanimi

ArrayList<Exp> elList = findTimes (e);
double carpim = 1;
for (int 1 = 0; 1 < elList.size(); i++)
if (elList.get (i) instanceof Num) {
carpim *= ((Num) elList.get(i)) .n;
elist.remove (1) ;

}

if(carpim!=1) { elist.add(new Num( ((int) carpim))); }

Sadelesmeler bazi durumlarda sadece bir nesne degil alt nesne agaclar1 olabilir. Bu

tiir sadelestirmeleri gerceklestirebilmek icin iki alt ifadenin esitliginin belirlenmesi gerekir.

Ornek:
3x+1) 3
(x+Dx «x

Tablo 36°de iki nesne agacinin esitligini 6zyinelemeli olarak kontrol eden 6rnek bir

metod verilmistir.

Tablo 36. iki agacin esitligini degerlendiren metod

public static boolean isIdentical (Exp a, Exp b) {
if (a == null && b == null) { return true; }
if(a.getClass () != b.getClass()) { return false;}
if (a instanceof Operator && b instanceof Operator) {
return isIdentical (((Operator) a).el, ((Operator) b).el)
&& isIdentical (((Operator) a).e2, ((Operator) b).e2);
} else if (a instanceof Function && b instanceof Function) {
return ((Function) a).e == ((Function) Db).e;
} else if (a instanceof Num && b instanceof Num) {
return ((Num) a).n == ((Num) b) .n;
} else if (a instanceof Variable && b instanceof Variable) {
return a.getClass () .equals( b.getClass()):;
}
return false;
}
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2.2.11. Trigonometrik Fonksiyonlar

Trigonometrik ifadeler simgesel hesaplama icin degerlendirme, doniistirme ve
sadelestirme islemlerinde zorluk olusturur. Bu tiir ifadeler i¢in dil bilgisi tanimlamalari
yapilmali, trigonometrik kurallar ve doniistimleri yapacak algoritmalarin gelistirilmesi
gereklidir.

Trigonometrik ifadelerin kullanimi i¢in programlama dillerinde siniflar, kiitiiphaneler
ve fonksiyonlar vardir. Bunlar genelde matematik fonksiyonlariyla birlikte bulunurlar. Java
programlama dilinde de Math sinifi altinda trigonometik ifadelerin degerini bulmak icin
methodlar vardir. Bu methodlar sayisal hesaplama yontemleri ile gelistirilmistir bu nedenle

simgesel hesaplamada bu hazir metodlar kullanilamaz.

Tablo 37. Trigonometrik fonksiyonlar i¢in sayisal ve simgesel hesaplama sonuglari

Java Math Sinifi Sayisal Sonucu Simgesel Sonug
Sin (30) 0.5000 1/2
Sin (45) 0.7071 V2/2
Sin (60) 0.8660 V3/2
Tan (90) 16331239353195370.0000 o0
Tan (30) 0.5774 V3/3

Trigonometrik fonksiyonlarin 6zel degerlerinin hesabi igin sadece siniis fonksiyonu
i¢cin degerler tutulup diger fonksiyonlar i¢in siniis lizerinden hesaplama yapilabilecegi gibi
Pisagor Teoreminden faydalanilarak birim tiiggen iizerinden bu fonksiyon degerleri
hesaplanabilir. Bunlarin disinda fonksiyonlarin tamami igin Tablo 38’deki gibi bir deger

tablosundan faydalinabilir.
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Tablo 38. Trigonometik degerler tablosu

Derece | Radyan sin cos tan cotan sec Ccosec
0° 0 0 1 0 o0 1 oo
30° n/6 1/2 V3/2 V3/3 V3 2V3/3 2
450 /4 V2/2 V2/2 1 1 V2 V2
60° n/3 V3/2 1/2 V3 V3/3 2 2V3/3
90° /2 1 0 o0 0 o0 1
120° | 2m/3 V3/2 —1/2 —V3 —V/3/3 —2 2v3/3
1350 3m/4 V2/2 —V2/2 -1 -1 —V2 V2
150° 51/6 1/2 —V3/2 —V3/3 —V3 -2v3/3 2
180° T 0 -1 0 o -1 o)
210° 71/6 ~1/2 —V3/2 V3/3 V3 -2 -2
2750 5m/4 —V2/2 —V2/2 1 1 -2 —V2
240° 4/3 —V3/2 ~1/2 V3 V3/3 -2 —-2v3/3
270° 3n/2 -1 0 © 0 © -1
300° 5m/3 —/3/2 1/2 -3 —V3/3 2 -2v3/3
3150 71/4 —2/2 V2/2 -1 -1 V2 -2
330° | 11m/6 -1/2 V3/2 —V3/3 —V3 2V3/3 -2
360° 2n 0 1 0 o0 1 o

Trigonometrik fonksyionlar bir biri tiirlinden yazilabilir. Bu durum bir birine es
sayilabilecek iki ifadenin ayristirilmasi sonucu iki farkli nesne agaci olugmasi sorununu

dogurur.

Timler Agilar:
Olgiileri toplam1 90° olan (tiimler) iki agidan birinin siniisii, digerinin kosiniisiine;

birinin tanjanti, digerinin kotanjantina; birinin sekanti, digerinin kosekantina esittir.

cos Q = sin(90 — Q)
sinQ = cos(90 — Q)

Ornek:

I sin x —1
xoa cos(90 —x)
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Pisagor Teoremi:
Trigonometride Pisagor teoreminden yola ¢ikarak asagidaki esitlikler yazilir. Bu

esitlikleri kullanarak x degiskeninin degerinden bagimsiz olarak ifade igerisindeki

trigonometrik fonksiyonlardan kurtulunur.

cos?x +sin?x =1
sec’x —tan’x =1

csc?x —cot’x =1

Toplam ve Fark Formiilleri:

Trigonometrik degerleri bilinen iki agmin toplaminin veya farkinin trigonometrik

degerlerini hesaplamak i¢in kullanilan formiillerdir.

cos(A — B) = cosAcosB + sinAsinB
cos(A + B) = cosAcosB — sinAsinB
sin(A — B) = sinAcosB — cosAsinB
sin(A + B) = sinAcosB + cosAsinB

Yarim Ag¢1 Formiilleri:

Yarim ag1 formiilleri bir a¢1 ile onun iki katinin trigonometrik oranlart arasi iligkiyi

gosterir. Bu formiiller toplam ve fark formiillerinden yola ¢ikilarak bulunmustur.

_ ) 2tanx
sin 2x =231nxcosx=—2
1+ tan‘x
X - X - 1—tan®x
cos2x = cos“x —sin“x =2cos“x—1=1-—2sin X=——">_
1+ tan4x
tan 2 2tanx
an2x = ———
1 —tan?x
cot’x — 1
cot2x = ——
2 cotx

Trigonometrik fonksiyonlarin bir birine doniisebilmesinden dolay1 birden fazla tiirev

sonuglart olabilmektedir. Coziimii kolaylastirma i¢in L’Hopital uygulanirken alinan tiirev
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sonucu hangi ifade ile devam edilmesi gerektigi dnemli sorun teskil eder. Ornegin asagida

tan x’in tiirevi i¢in ti¢ farkli ifade verilmis olup bu 6rnekler artirilabilir.

(tanx)’ = sec’x = =1+ tan’x

cos? x

(cotx) = —csc?x = e —(1+ cot?®x)

2.2.12. L'Hopital Kuralinin Sorunlar:

L’Hopital kurali sadece teoremde belirtilen satlarda uygulanabilir. Fakat bazi
durumlarda L’Hopital uygulanabilir goriinse de problemin ¢oziimii i¢in uygun degildir
veya tek basina yeterli olmaz.

Baz1 durumlarda L’Hopital kuralinin sonlu defa ard arda uygulanmasi ile sonuca
ulagilamaz. Bu oOrnekte ifadeye ikinci defa L’Hopital uygulandiginda ifade ilk haline
dontistiigii goriilmektedir. Kural ard arda uygulandiginda ifade iki bi¢im arasinda dongiisel

olarak doniistir.
Ornek 1:

e*+e™* o e¥—e™* o e*+e™

im = lim
xooe¥ —e™*  xowmeX e xoweX —e™X

Bu problemin ¢6ziimii i¢in iki farkli sekilde yapilabilir:
1) ifadede e* yerine y yazilir ve ifade y nin oo’a yakinsamasi seklinde degistirilir ve

sonrasinda L’Hopital uygulanarak ¢6ziime gidilir.

cef4e™ o y4yt o 1-y7?
lim ———— = lim — = lim —
x—o eX —e™X y—»ooy—yl y—>001-|—y2

=1=

2) Ifadenin pay ve paydasi e*’e boliinerek belirsizlik giderilir.

e¥4+e™ 1—-e™ 1-0
lim ———=1 = =

= lim = =1
xsweX —e X xswl4e X 140
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Ornek 2:
i nx = Inx " 1/x i 1/x* . 2/x°
e XX = 1/x xir(gl"L—l/xz ~ —2/x3 it —6/x*

Bu problemin ¢oziimiinde L’Hopital uygulandiktan sonra ifade iizerinde
sadelestirmeye yapilarak belirsizlik giderilmis olur.
In x _ 1/x

lim xInx = lim — = lim = lim —-x=0
x—0+ x-0*t1/x  x-0* —1/x2 n-0+

Bazi durumlarda ise art arda L’Hopital uygulanmasi dairesel bir dongii yaratmasada

belirsizligi gidermeyip ifadenin daha karmasik hale gelmesine neden olur.

Ornek:
i 1 Inx " 1/x d /x> 2/x*
oo ST A T T o0t —1/x% | xo0t —2/x3 | a0t —6/x*

Bu problemin ¢oziimii icin degisken doniisiimii yontemi kullanilabilir. ifadede x

yerine y = +/x ifadesi koyulur ve L’Hopital kurali uygulanarak ¢dziime ulasilir.

1 1

ox24x2  y4+y 1t 1-y72 1
lim — 7 = lim — = lim —==-=1
x—>oox§_x_E yooy —y y—>ool-|—y 1

Bunlardan bagka bir limit ifadesi i¢inde birden fazla belirsiz durum olabilir. Bu

belirsiz ifadeler ayr1 ayri ¢oziiliip degerleri ifade de yerine koyularak ¢oziime ulagilir.

Inx Io'e)

=1 poy 1
. )
lmx =—0=—=OO
x—-0 xX 0 0

2.2.13. Belirsizlik Doniistiirme

0/0 ve oo/co bigimi digindaki belirsizliklerin L’Hopital ile ¢6ziimii i¢in oncelikle
0/0 veya oo/oo formuna doniistiiriilmeleri gerekmektedir. Bunun igin limit belirsizligi
bolimiindeki doniisim tablosundan yararlanilarak mevcut AST istiinde degisiklik

yapilmalidir.
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Omnek bir 0 * oo belirsiz formu igin f(x) = 0ise 1/f(x) = oo yaklasimindan

faydalanilarak yapilan belirsizlik doniisiimii Tablo 39’de gosterilmistir.

Tablo 39. Ornek bir 0 * oo belirsiz bi¢imi icin belirsizlik doniistiirme

Giris Ifade

limsinxInx

x>0 0 x o0
new Times (new Sin(new X ()), new Ln(new X ()))

Déniistiiriilmiis Ifade
In x

50 (sinx)~1 o0
new Divide (new Ln(new X()), new Power (new Sin (new o0
X()),new Num(-1)))

0 * oo bigimi i¢in L’Hopital uygulanabilecek bigime doniisiimii yapacak algoritma
basit¢e Tablo 40°deki gibidir:

Tablo 40. Belirsizlik doniistiirme algoritmasi

e - AST agacinin koki
el - sol c¢ocuk
e2 - sad cocuk
if (e instanceof Times) {
Value a = el.accept2(this);
Value b = e2.accept2(this);
if (a == Infinite && b == 0) — inf*0
return new Divide (el, new Power (e2, new Num(-1)));
if (b == Infinite && a == 0) — O0*inf
return new Divide (e2, new Power (el, new Num(-1)));

Eger aga¢c Times nesnesi ile baghyor ve sag-sol dallart ayr1 ayn
degerlendirildiklerinde co ve 0 sonuglarini veriyorlarsa 0 * co belirsiz formu vardir denilir.
Bu belirsizligi oo /oo formuna doniistiirmek igin;

e Bu agacin kok diiglimiine Divide nesnesi yerlestirir.
e Agacin sol dalina inf sonucunu veren alt agac yerlestirilir.
e Agacin sag dalinin soluna altinda 0 sonucunu veren alt aga¢ ve -1 olan Power

nesnesi yerlestirilir.
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o0 —o0, 09 1% ve % bigimdeki belirsiz bir ifadelerin L’Hopital uygulanabilir

bi¢imdeki ifadelere doniisiimleri Tablo 41°da gosterilmistir.

Tablo 41. Ornek belirsiz bigimleri i¢in belirsizlik déniistiirme

Giris Ifade
1 1
lim———
x-0SInx X
00 — 00
new Minus (new Divide (new Num(l),new Sin(new X ())),new
Divide (new Num(l), new X ()))
Déniistiiriilmiis Ifade
x —sinx
lim—— 0
x>0 X Sinx e
new Divide (new Minus (new X (), new Sin(new X())), new 0
Times (new X (), new Sin(new X ())))
Giris Ifade
lim x*
x—0 00
new Power (new X (),new X())
Déniistiiriilmiis Ifade
lim x In x
x—0 0 * oo
new Times (new X (), new Ln(new X ()))
Déniistiiriilmiis Ifade
I In x
*o0x—1 ®
new Divide (new Ln(new X ()), new Power (new X(),new o
Num (-1)))
Giris Ifade
1
lim cos 2xx
x—0 1*
new Power (new X (),new X())
Déniistiiriilmiis Ifade
_ Incos2x
lim—— 0
x—0 X —
0
new Times (new X (), new Ln(new X ()))
Giris Ifade
1
Jim xx oot
new Power (new X (),new X())
Déniistiiriilmiis Ifade
~ Inx
lim — 00
x-0 X —
']
new Times (new X (), new Ln(new X ()))
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2.2.14. ifadeyi Yazdirma

Ifadeyi yazdirma islemi AST agaci iizerinde gezinerek her diigiim igin belli bir metin
formatta doniis degeri iiretilir. ifadeyi yazdirma islemi aslinda AST agacinin string haline

doniistiiriilmesidir.
Bu islem igin olusturulan sinif islem adimlar arasinda kullanilarak adim adim ¢6ziim

yazdirilmis olur. Onceliklerin belirtilmesi igin bazi ifadeler parantez igine alinarak

yazdirilir.

Girdi : new Plus(new Times(new Num(2), new X()),new Num(5))

Ciktr : 2*X+5

Ifadenin ¢dziimiiniin ara adimlarindaki AST agacinin yazdirmak igin olusturulan

smif Tablo 42°da verilmistir.

Tablo 42. Ifade yazdirma sinifi

public class PrintVisitor implements IPrintVisitor {
public String visit (Exp e) {
return e.accept(this);

}
public String visit (Plus e) {

String a = e.el instanceof Num || e.el instanceof X ?
e.el.accept(this) : "(" + e.el.accept(this) + ")";

String b = e.e2 instanceof Num || e.e2 instanceof X ?
e.e2.accept(this) : " (" + e.e2.accept(this) + ")";

return a + "+" + b;

public String visit (X e) {
return "x"
}
public String visit (Num e) {
return e.n < 0 2?2 "(" + e.n + "M)" """ + e.n;

}
public String visit (Ln e) {
return "Ln (" + e.e.accept(this) +

")";

}
public String visit (Sin e) {
return "Sin(" + e.e.accept(this) +

")";
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2.3. Belirsiz Limit ifadesi Uretme

Calismanin bu bdliimiinde otomatik belirsiz limit ifadeleri {ireten bir sistem
sunulmustur. Bir 6nceki asamada limit ifadelerinin dilbilgisi ¢ikarimi yapilmistir. Bu
sebeple bu asamada ¢esitli kaynaklardan belirsiz limit problemler 6rnekleri incelenmis, bu
tiir problemlerin en genel sekli ile nasil {iretilebilecegi iizerinde ¢alisiimistir.

Yapilan ¢aligsma su ana bagliklardan olusmaktadir:

e Rastgele ifade liretimi yontemleri
o Belirsiz limit ifadeleri iiretimi
e Uretilen ifadenin sadelestirilmesi ve diizenlenmesi

e Ifadelerin yazdirilmasi

2.3.1. Rastgele ifade Uretme

Otomatik belirsiz limit ifadesi iiretimi rastgele matematiksel ifade tiretiminin bir alt
problemi olarak ele alinabilir. Rastgele ifade iiretmek i¢in bir¢ok farkli yontem olmakla

beraber en basit yaklasim Tablo 43’de verilen sekilde olabilir:

Tablo 43. Basit rastgele cebirsel ifade iiretme algoritmasi

exp « rastgele sayi Uretilir

loop
oper — rastgele sayi lretilir
n ~ rastgele sayi Uretilir
exp « exp t+ operator + n

endloop

Bu algoritma, rastgele iiretilen iki saymin arasma [+,-,*,/] kiimesinden rastgele
secilen bir operatdriin koyulmasi ile ifade iiretimi yapar.

Rastgele ifadeler Java’mn Random simifindan yararlanarak iiretilir. Rastgelelik
saglamak i¢in Oncelikle ihtimaller belirlenir. Sonrasinda 0 ile muhtemel ihtimal sayisi
araliginda Random smnifin nextInt metodu ile rastgele say1 {iiretilir. Bu iiretilen sayiya
karsilik diisen ihtimal segilerek devam edilir. Tablo 44’de Java’da rastgele say1 tiretme kod

parcas1 yer almaktadir.
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Tablo 44. Java rastgele sayi iiretme

Random generator = new Random() ;
int n = generator.nextInt (6);

Java Random smifi kullanarak rastgele belirsiz limit ifadesi iiretmenin genel

algoritmas1 Tablo 45°daki gibidir.

Tablo 45. Rastgele belirsiz limit iiretme algoritmasi

n « 0..6 rastgele sayi Uretilir
switch n

case 0:

0/0 tret

case 1:

/o {iret

case 2:

Belirsizlik tipleri 0 ile 6 arasindaki rakamlari ile eslestirilir. Hangi tiir belirsizlik
tipinden soru iiretileceginin rastgele belirlenmesi i¢in 0-6 arasinda bir tam say1, rastgele
say1 iireteci ile iiretilir. Uretilen saymin degerine karsilik diisen belirsizlik formunda
problem tiretimi yapilir.

Belirsizlik tipi rastgele degilde kullanici tanimli yapilmak istendiginde n rakam
kullanicinin se¢imine gore atanir ve diger kisimlarda degisiklik yapilmasi gerekmez.

Rastgele soru tiretmek igin dil bilgisini kullanarak string ifade tiretmek ile rastgele

nesne agaci iretmek olarak iki yaklasimdan s6z edilebilir:

2.3.2. Dil Bilgisi Kurah Tabanh ifade Uretme

Dil bilgisi diizeyinde rastgele ifade iiretimi seklidir. Oncelikle dilin analizinin yapilip
dil bilgisi kurallarinin olusturulmasi gerekir. Mevcut dil bilgisi kurallarina gore bir sonraki
parcanin neler olabilecegi belli oldugundan olas1 segenekler arasindan rastgele secilir.
Toplama ve ¢ikarma operatdriinden olusan iki islemli bir ifadeler icin 6rnek dil bilgisi

asagidaki gibi yazilabilir.
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E->TE
EE—->H-)TE
E —

T — Num

Tablo 46°de bu dil bilgisine dayali otomatik rastgele ifade iiretme adimlar

gosterilmistir.

Tablo 46. Dilbilgisi tabanli ifade iiretme

Adim | Islem

1 Dil bilgisi bir Num tiirii baglamak zorunda oldugundan rastgele bir say1 segilir
2

2 Devaminda dil bilgisine gore + ya da — gelebileceginden rastgele biri secilir.
2+

3 2+8

4 2+7-3
2+7-3...

Sonug | Baslangigta belirlenmis uzunlukta ifade iiretimi durdurulur

Dil bilgisi kurali tabanli iiretim basit fonksiyon ifadeleri i¢in uygun olabilir. Fakat
tretimden sonra ifadenin degerlendirilip ¢6ziimlii olup olmadigi kontrol edilmelidir.
Belirsiz limit ifadesi tiretiminde de dil bilgisi tabanli tiretimler belirsiz ifade olusacagini
garanti edemez. Bu ozelliklerinden dolayr belirsiz limit problemi iiretmeye pek uygun

degildir.
2.3.3. AST Tabanh ifade Uretme

Bu yontemde ifade tretimi rastgele AST agaci olusturarak gerceklestirilir. Genel
olarak su asamalardan olusur.
e Kok diigiimii i¢in bir nesne rastgele se¢ilir ve yerlestirilir.
e Alt diigiimler i¢inde rastgele nesneler belli bir diigiim sayisina veya AST agaci

belli derinlige ulasana kadar yerlestirilir.




66

e Olusan AST agaci1 ifadenin daha diizenli goriinmesi i¢in sadelesme islemi

uygulanir.

e Sadelesen AST agaci diizenlenip yazdirilir.

Belirsiz limit ifadesi {iretimi i¢in tasarlanan sistemin genel yapist Sekil 13’de

gosterilmistir.
MatJax
Rastgele ifade
Belirsizlik Tipi ———®| AST ——» , T JSP
s Diizenleyici
Uretici
HTML

Sekil 13. Rastgele AST iiretme semasi

[k asama olan rastgele AST iiretiminde olusturulacak ifadenin karmasiklig1, zorlugu,
uzunlugu belli parametrelere baglanabilir;
e (Cikt1 ifadenin uzunlugu
o AST’deki diigiim sayist
e AST’deki seviye sayisi

Limit problemi {liretme asagidaki adimlardan olusur:

1. Problem iiretme islemi hangi tip belirsizlik tiiriinden Ornek {iretecegi
belirlenerek baslar. Bu asamada 7 tip belirsizlikten rastgele biri segilebilirken
kullanici da se¢im yapabilir. Belirsizlik tipi belirlendiginde agacin kok
diiglimiinitin hangi nesne olacagi da belirlenmis olur.

2. Limit ifadesinde x degerinin yakinsayacagi a degeri rastgele secilir.



67

3. Belirsizlik tipine gore kokiin sag ve sol alt agaglarinda hangi sonuglarin ne
olmast gerektigi bellidir. Buna goére 0, 1 veya oo iiretecek alt agaglar
olusturulur.

4. Bir onceki asamada iiretilen agaclar belirsizlik tipine gore bir kok digiimii

altina yerlestirilir.

Rastgele belirsiz limit ifadesi tiretme adimlar1 Tablo 47°de gosterilmistir.

Tablo 47. Ornek bir belirsiz ifade iiretme asamalari

Islem Adim Islem Sonucu

Uretilecek belirsizlik tiirii P(x)/Q(x) = 0/0

AST kok diigimii new Divide (?, ?)

Rastgele a tiret a=3

Rastgele P(x) — 0 iiret P = new Minus (new X (), new Num(3))
x—3

Rastgele Q(x) — 0iiret Q = new Ln(new Minus (new X (), new Num(2)))
In(x —2)
new Divide (P, Q)

Birlestirme X —3
In(x —2)

Sonug x—3

lim———
xl—rg ln(x - 2)

Belirsiz formlar incelendiginde 0, 1 ve oo sonuclu ifadelerden olustuklar:
goriilmektedir. Belirsizligi bu degerli ifadelerin ¢arpma, bdlme, ¢ikarma ve iist alma
operatorleri ile kullanildigina olustugundan yola ¢ikarak, belirsiz bir ifadeyi tek seferde
tiretmek yerine 6nce 0, 1 ve oo sonuglu ifadeler iiretip bunlart uygun bir operator altina
yerlestirerekte ifade iretilebilir. Bu sekilde problem ¢oziimlenmesi daha basit ii¢ alt
parcaya ayrilmig olur. Buradan yola ¢ikarak rastgele 0, 1 ve oo degerli ifadelerin nasil

iretilebileceginin incelenmesi gerekmektedir.
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2.3.3.1. Sifir Degerli ifade Uretmek

Sifir sonucu veren ifadeler liretmek i¢in hangi islemler sonucunda 0 elde edildiginin

incelenmesi gerekir. Bu islemler Oncelikle 0 degerini kullanmadan hangi islem ve

fonksiyonlardan 0 sonucu iiretilebilecegi Tablo 48’de verilmistir.

Tablo 48. Sifir sonucu veren iglemler

n—n=20 new Minus (new Num(n), new Num(n))
n+(—n) =0 new Plus (new Num(n), new Num(-n))
£:0 new Divide (new Num(n), inf)
In1=0 new Ln (new Num(1l))
cos90 =0 new Cos (new Num(90))
cotan90 = 0 new CoTan (new Num(90))

Bunun yaninda O degerinin

herhangi bir ifade ile bazi islemlere tabi tutulmasi

sonucunda yine 0 degeri veren ifadeler tiretilebilir. Bu islemler Tablo 49’de verilmistir.

Tablo 49. Sifir ile isleme girince 0 sonucu veren islemler

g=0;n¢0 new Divide (new Num(0), ?)
0"=0;n #0 new Power (new Num(0), ?)
0*xn=0;n+#o0 new Times (new Num(0), ?)
sin0 =0 new Sin (new Num(0))
tan0 =0

new Tan (new Num(0))

Limit ifadeleri incelendiginde genellikle 0 sonuglarini veren ifadelerin x degiskenine

bagl olduklar1 goriilmektedir. Bunu saglayacak sekilde otomatik iiretilecek ifadelerde X

degiskenine bagli olarak 0 degeri alacak nesne agaglar1 Tablo 50°da verilmistir.
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Tablo 50. X ifadesine bagli 0 tiretmek

;;xiO new Divide (new Num(0), new X())
0*;x#0 new Power (new Num(O0), new X ())
O*x;x # new Times (new Num(0), new X())
X—N; x#0 &n=x new Minus (new Num(n), new X())

Yukaridaki ifadelerden yola ¢ikarak 0 sonucu veren ifade iireten metot govdesi

asagida verilmistir.

Tablo 51. Sifir sonuclu ifade tireten metot

public Exp zero(int 1vl) {...
Exp e = null;
Exp zero = zerowithX();
int t = rand.nextInt (7);
switch (t) {
case 0:
e = new Divide(zero, expgen());
break;
case 1:
e = new Power (zero, expgen());
break;
case 2:
e = new Times (new Num(3),new Times (zero,
break;
case 3:
Exp e2 = expgen();
e = new Minus (e2, e2);
break;
case 4:
e = n!=0 ? new Sin(zero) :new Sin (new
Times (zero,expwithN (1)));
break;
case 5:
e = new Cos(new Num(90));
break;
case 6:
e = new Ln(new Num (1))
break;
}
return ey

}

expgen()));
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2.3.3.2. Sonsuz Degerli ifade Uretmek

Sonsuz ifadesi bdlme ve iist alma islemlerinin sonucunda olusur. Dolayisiyla
degerlendirildiginde sonsuz c¢ikan bir ifade iiretmek istedigimizde agacin baglangic

diigiimii Power ya da Divide nesnesi olmalidir. Bu ifadeler Tablo 52’da verilmistir.

Tablo 52. Sonucu sonsuz olan islemler

1/0 =0 07l=o

n+ oo =o n—o =—o

— 0
N * 00 = 00 Z e
n

Yukaridaki tablodan faydalanilarak sonsuz sonuglu ifade tireten bir java kod pargasi

asagidaki gibidir:

Tablo 53. Sonsuz sonuglu ifade tireten metot

public Exp inf () {
Exp e = null;

int t = rand.nextInt(1l):;
if (£t == 0) {
e = new Divide (expgen (), zero(0));
}
else {
e = new Power(zero(0), new Times (new Num(-1),
expwithN (2)));

}

return e;

2.3.4. ifade Diizenleme

Rastgele problem {retiminde anlamsal olarak sorun teskil etmeyen fakat
anlagilabilirlik ve gereksiz ifadelerden kurtarmak icin ifadelerin diizenlenmesi gerekebilir.
Bu tiir ifadelerin diizenlenmesi i¢in onceki boliimde olusturulan sadelestirici kullanilir.
Burada dikkat edilmesi gereken husus bazi durumlarda yapilan sadelestirmelerin ifadedeki

belirsizligi ortadan kaldirabilmektedir.
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Ornek:

I 2x_0
im =3

x-0X"

lim3x =0
x—0

Ayrica rastgele iretilen ifade anlami degismeyecek sekilde matematikteki genel
yazim formatina g¢evirilmesi gerekir. Tablo 54’de ornek diizenlemelerden birkagi

verilmistir.

Tablo 54. ifade diizenleme

Ifadenin ilk hali Diizenleme sonrast
1+x x+1
X * 2 2xx
1+ x + x? x+x+1

Matematiksel yazimda ifadeler biiyiik dereceli degiskenden daha kiigiik derecereye
dogru siralama ile yazilir. Ayrica degiskenlerin kat sayilari solunda olacak sekilde
yazilmalidir. Bu kurallara gore AST iizerinde degisiklikler yapilir. Bu amagla sadelestirme

sinifinin ¢arpma ile ilgili metodunda asagidaki gibi bir diizenleme eklenebilir.

Tablo 55. ifade diizenleme kodu

public Exp visit (Times e) {

Exp a = e.el.accept(this);
Exp b = e.e2.accept (this);

if (b instanceof Num) {
return new Times (b, a);}
else
return new Times (a, Db);

Girdi: new Times(new X(), new Num(2))

Ciktr: new Times(new Num(2), new X())
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2.3.5. ifade Yazdirma

Rastgele degerlerle tiretilen belirsiz limit problemleri ¢alismamizin ilk boliimiindeki
adim adim belirsiz limit problemleri ¢6ziimiinde Tablo 42’da verilen PrintVisitor yazdirici

simif ile metin formatta ¢iktis1 olusturulur.

2.4, Sistem Testleri

Yazilim gelistirmede dikkat edilmesi gereken konulardan biri de hatasiz bir sistem
gelistirmedir. Bu amagla gelistirilen sistem cesitli yazilim test siireclerinden gegirilmelidir.
Yazilim testi, smirli sayida ve uygun sekilde secilmis test kiimesi i¢in yazilimin
irettigi sonuglar ile beklenen sonuclarin karsilastirilmasidir. Bu siireci kolaylagtirmak ve
standartlagtirmak icin bir¢ok yontem, metot ve teknoloji gelistirilmistir. Calismamizda
Java dili i¢in gelistirilen birim seviyede testler olusturmaya imkan veren JUnit teknolojisi

kullanilmigtir. Bu amagla gelistirilen test sinifinin bir kism1 Tablo 56°de verilmistir.

Tablo 56. Gelistirilen test sinifi

public class MyTest {

@Test
public void SimplificationTest () {
LimitVisitor limitVisitor = new LimitVisitor():;

Exp input,result;

input = new Divide (new Num(2),new Num(4));
result = new Divide (new Num(l), new Num(2));
assertTrue (isIdentical (limitVisitor.visit (input), result));

input = new Divide (new Times (new Num(4),new X ()), new X ());
result = new Num(4);
assertTrue (isIdentical (limitVisitor.visit (input), result));

input = new Times (new Times (new Num(2),new X ()), new X()

’

)i
result = new Times (new Num(2),new Power (new X (),new Num(2)));
assertTrue (isIdentical (limitVisitor.visit (input), result))
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Gelistirilen tlirev, sadelestirme, degerlendirme smiflarinin her biri i¢in farkli
ornekleri kapsayacak testler olusturulmasi, yazilim gelistirme siirecinde olusabilecek

hatalarin tespit edilmesine imkan saglamistir.

2.5. Kullanic1 Arayiizii

Calismamizda kullanict araylizii olarak web platformu tercih edilmistir.
Calismamizda gelistirilen limit sorulart i¢in adim adim ¢oziim gergeklestirmek ve rastgele
belirsiz limit problemi olusturan program bir jar formatinda paketlenmistir. Bu sayede
herhangi bir projeye eklenip kullanilabilir durumdadir. Bu 6zellikten faydalanarak ayr bir
java web projesi olusturulmus ve bu parser-generator.jar paketi bu projeye eklenerek
kullanilmastir.

Web projesini gelistirmek i¢in JSP teknolojisi tercih edilmis ve tomcat uygulama
sunucusunda sunulmustur.

Uygulamamizda matematiksel ifadeler string formunda kullanilmistir. Anlasilirlig
ve sunumu giizellestirmek agisindan MathJAX javascript kiitiiphanesi ile bu ¢iktilar
kullanict arayliziinde matematiksel gosterim sekliyle sunulmustur.

Gelistirilen kullanic1 arayiiziiniinde sistemin acgilis sayfasinin ekran ¢iktis1 Sekil

14°de verilmistir.

HOME GENERATE SOLVE

Belirsiz Limit Ifadelerinin Otomatik Uretimi ve Adim Adim Cozumu

Mehmet Cemil AYDOGDU

mcaydogdu[at] ktu.edu.tr

| || Sorguyu Génder

EXAMPLE:

lim (x->1) (x"3-1)/(x-1)

Iim (x->0) (sin(x)-x)/(x*sin(x))
lim (x->1) (In{1))/(x-1)

lim (x->1) (x-1)*In(x"2-1)

lim (x-=0) (1/x)"=x

Sekil 14. Sistemin giris ekrani
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Sistemin “lim (x->1) (x"3-1)/(x-1)” belirsiz ifadesi i¢in olusturdugu ¢éziimiin ekran

ciktist Sekil 15°te verilmisgtir.

HOME GENERATE SOLVE

[lim (x1) (x*3-1)/(x-1) || Sorguyu Gander

Q: lim (=%) 1

1 oz —1

Message: Inderminate Form!

(:.'.3] -1
lim

z—1 z—1

Differentiation:

(@) 0 aa(@) + (3:1- (21))) - 0

-1 1-0

Simplify-1:

0+ (3- (%)
limg ——M—
1 1

Simplify-2:

lim 3 - (2®)

z—1

R:3.0

Sekil 15. Ornek 0/0 bicimdeki bir belirsiz limit ifadesinin ¢dziimii

Sistemin “lim (x->0) (1/x)"x” belirsiz ifadesi i¢in olusturdugu ¢6ziimiin ekran g¢iktis

Sekil 16’te verilmistir.
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HOME GENERATE SOLVE

| || Sorguyu Gonder

o5 ()

Message: Inderminate Form!

()
1m

0 g1

Differentiation:

(0-5)—(1.1)
]

i

lim =
#0 (@ 1)-0- (@) + ((—1)-1- (o D))

Simplify-1:

lim (-1)-=

230 (0 + ((—1)- (= %))) - (=%)
Simplify-2:

lim &

2% (—1)- (%) - (=)
Simplify-3:

lim —

z—0 1

R: 0.0

Sekil 16. Ornek 0° bicimdeki bir belirsiz limit ifadesinin ¢dziimii

Sistem tizerinde otomatik belirsiz limit problemi sayfasinda her yenileme farkli bir
ifade iiretilecek sekilde bir arayiiz tasarlanmistir ve bu sayfanin ekran ¢iktist Sekil 17°de

verilmistir.

HOME GENERATE SOLVE

Yenile

lim (x->0) (sin(6*x))"(4*x)

. . 4z
il_r)]}) (sin(6 - =))

Sekil 17. Otomatik belirsiz limit ifadesi iiretimi



3. SONUCLAR VE TARTISMA

Calismada limit problemlerinin tamamini1 kapsayacak bir dilbilgisi grameri
tanimlanmistir. Bununla birlikte basit yapidaki limit sorularinin ¢éziimiinii yapan, ayrica
varsa belirsiz durumlar ve belirsizlik tiiriinii tespit eden yorumlayict bir Java smifi
olusturulmustur. Tablo 57 ve Tablo 58’de iki farkli 6rnek i¢in degerlendirme siirecinin

asamalar1 kisaca gosterilmistir.

Tablo 57. Ornek bir basit limit problemi ¢6ziim adimlari

Problem lim =~ t2
x-2x—1

Girdi lim (x->2) (x+2)/(x-1)

AST new Divide (new Plus (new X (),new Num(2)),new Minus (new
X (), new Num(1l))

Degerlendir | (2 + 2) / (2 - 1)

Sonug 4 / 1 -> Belirsiz Form Degil
Sonugc = 4

Tablo 57’de basit bir limit ornegi i¢in islem adimlari verilmistir. Limit ifadesi
belirsiz bir form igermedigi i¢in sonu¢ hesaplanabilmektedir. Tablo 58’de belirsiz

formdaki ifadenin degerlendirilmesi i¢in islem adimlar1 gosterilmistir.

Tablo 58. Ornek bir belirsiz limit problemi i¢in ¢6ziim adimlari

. In(x)
Problem lim
x->1x —1
Girdi lim (x->1) 1ln(x)/(x-1)
AST new Divide (new Ln (new X ()),new Minus (new X (), new
Num (1))
Degerlendir | 1, (1) / (1 - 1)
Ara Sonug 0 / 0 -> [0/0] Belirsiz Form
Tiirev Al new Divide (new Divide (new Num(l),new X ()),new Num(1l))
Sadelestir new Divide (new Num(1l),new X ())
Degerlendir | 1 /1
Sonu¢ 1
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Calismamiz biitiin basit limit problemleri i¢in ¢oziim iiretebilirken, belirsiz formdaki
limit problemleri i¢in Once belirsizlik tipi tespiti yapmaktadir. Bu asamadan sonra
belirsizlik uygun formda ise L’Hopital teoremi dogrudan uygulanabilirken, uygun formda
olmayan belirsizlikler i¢cin oncelikle dontistiirme yapilmaktadir.

Calismamiz sonucunda L’Hopital teoremi ile ¢oziilebilen biitiin belirsiz limit
problemlerinin adim adim ¢o6ziimii {iretilebilmektedir. Fakat bazi problemlerde ard arda
L’Hopital uygulanmasi ile belirsizligin giderilemedigi ve 0&zel doniisiimler ve
sadelestirmeler gerektigi gorlilmiistir. Bu tiir problemlere 6zel farkli ¢6ziim yollar
tizerinde aragtirma yapilmasi gerekir.

Ikinci boliimde ise otomatik belirsiz limit ifadeleri iiretimi {izerine ¢alisilmustir.
Otomatik problem iiretimi i¢in literatlirde dil bilgisi tabanli yontemler mevcuttur. Fakat
belirsizlik durumu dil bilgisi seviyesinde degil, ifade degerlendirme siirecinde tespit
edilebilen bir durumdur. Bu nedenle literatiirdeki otomatik ifade iiretim yontemlerinin
belirsiz limit ifadesi tiretimi i¢in pek uygun olmadigi goriilmiis ve g¢aligmamizda bu
problemlerin iiretimi i¢in belirsiz durum olusturacak rastgele AST olusturma yontemi
kullanilmustir.

Belirsiz form yapilari incelendiginde sonsuz, sifir ve bir degerli alt ifadelerden
olustuklar1 goriilmiistiir. Bu alt ifadeler rastgele iiretilip, bir operatdr altinda bir araya
gelmesi ile istenen belirsiz form iretilmis olur. Limit sorulari, konu hakkindaki soru
bankalar1 ve ¢6ziimlii sorulardan incelendiginde limit fonksiyonlarinin karmasikliginin
diisiik oldugu ve problemlerin amacinin fonksiyonun ¢oziilmesinden ¢ok limit konusunun
kurallarinin, L’Hopital kuralinin ve tiirev konusunun pekistirilmesi oldugu goriilmektedir.
Bu amaca uyacak sekilde uygulama ile rastgele olusturulacak fonksiyonun derecesi ve
karmasiklig1 yliksek olmamalidir.

Sunulan yontem ile biitiin belirsiz form tiplerinden otomatik ifade iiretimi
yapilabilirken, iiretilen ifadenin karmasiklig1 belli parametrelere baglanmastir.

Genel olarak degerlendirdigimizde gelistirilen sistemin 6zellikler asagidaki gibidir:

e Limit ifadelerini ayristirabilmektedir.

e Belirsiz limit ifadelerini L’Hopital uygulayarak adim adim ¢6ziimiinii
yapabilmektedir.

e ifadelerin tiirevini simgesel olarak hesaplayabilmektedir.

e Ifadeler iizerinde basit sadelestirmeler yapabilmektedir.

e Otomatik belirsiz limit ifadeleri tiretebilmektedir.
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e Matematiksel ifadelerin gosterimini yapabilmektedir.

e Birim test alt yapisi sayesinde birim seviyesinde testler yazilabilmektedir.

e Bir framework olarak baska projelere eklenebilmektedir.

Calismanin diger mevcut 6rneklerle karsilastirilmasi Tablo 59°deki gibidir.

Tablo 59. Diger sistemlerle karsilastirma

Wolfram Matlab Sembolik | Calismamiz
Adim adim ¢6ziim Var Yok Var
Framework Yok Yok Var
Otomatik Ifade iiretimi | Var(Ucretli versiyonda) | Yok Var

Sonu¢ olarak simgesel programlama sistemleri, uzun ve karmasik hesaplarin
yapilmasi, kesin bir sonug¢ iretebilmesi nedeniyle arastirmalarda 6nemli kolayliklar
sagladig1 gibi bilgisayar destekli egitim alanina da katkida bulunmustur. Bu agidan
kullanim alanmin giderek artacagi agiktir [47]. Bizim ¢alismamizda otomatik kod {iretim
araglarmi kullanarak belirsiz limit ifadelerinin bilgisayar destekli adim adim ¢6ziimii ve
otomatik tiretimi konusunda bir simgesel hesaplama ¢alismasi 6rnegidir. Bu nedenlerden

otlirli caligmamizin sonraki arastirmalara ve bilgisayar destekli egitim alanina katkida

bulunacag diisiintilmiistiir.




4. ONERILER

Belirsiz limit problemlerinin ¢oziimiinde bir diger yontem olan sadelestirme ve
dontistiirme tizerinde ¢alisma yapilabilir.

Belirsiz limit ifadeleri {iretiminde soru sablonlarini bir veritabanina kaydedilip o
sablonlardan soru iiretimi yapilacak sekilde bir ¢alisma yapilabilir.

Belirsiz limit ifadelerinin ¢oziimii i¢in yapay zekd veya makine Ogrenmesi
yontemlerinden faydalanilabilir. Bu sayede problemler i¢in farkli ¢oziim stratejileri
gelistirilebilir.

Bir goriintii igerisinden bulunan limit ifadelerinin goriintii isleme teknikleri ile metin

formatina cevirilerek calisgmamizdaki sistemle adim adim ¢6ziimii gergeklestirilebilir.
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