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Doktora Tezi
OZET

RiJIT DUZLEM UZERINE OTURAN VE iKi RiJiT DUZ BLOK ARACILIGIYLA
YUKLENMIS BIRI FONKISYONEL DERECELENDIRILMIS IKi TABAKANIN TEMAS
PROBLEMI

Yusuf KAYA

Karadeniz Teknik Universitesi
‘ Fen Bilimleri Enstitiisti
Insaat Mithendisligi Anabilim Dali
Danigman: Prof. Dr. Talat Siikrii OZSAHIN
2020, 154 Sayfa
Bu ¢aligmada, rijit diizlem iizerine oturan ve iki diiz rijit blok ile yliklenmis agirlik etkisinin dikkate
alindig biri fonksiyonel derecelendirilmis (FD) iki tabakada siirekli ve siireksiz temas probleminin
¢cOziimii elastisite teorisi kullanilarak yapilmistir. FD tabaka st yiizeyinden, genislikleri (b-a) ve
(d-c) olan iki rijit diiz blok araciligiyla P ve Q dis yiikleriyle yliklenmistir. Birinci boliimde, temas
problemleri ile ilgili yapilan calismalar arastirilarak Ozetlenmis, elastisite teorisi ve integral
doniisiim teknikleri kullanilarak, her iki tabaka igin genel denklemler elde edilmistir. Ikinci
boliimde ise, problemin, siirekli ve siireksiz temas durumlar1 ayr1 ayri ele alinmistir. Problem,
stirekli temas durumunda, bloklar ile FD tabaka arasinda meydana gelen diisey yer degistirme
fonksiyonunun tiirevinin sifira esit olmasi sart1 kullanilarak iki integral denkleme, siireksiz temas
icin durumunda ise bu iki integral denkleme ek olarak temas yilizeyinde meydana gelen ayrilmanin
egimi de bilinmeyen oldugu ii¢ integral denklem sistemine indirgenmis olup, uygun Gauss-
Chebyshev integrasyonu yardimiyla ¢oziilmiistiir. Bu bdliimde siirekli temas durumu igin bloklarin
altinda meydana gelen temas gerilmeleri, tabakalarda meydana gelen gerilmeler, tabakalarin
altlarinda ayrilmay1r meydana getirecek ilk ayrilma yiikii ve uzakliklari incelenmistir. Siireksiz
temas durumu igin, tabakalarin alt yiizeylerinde meydana gelen ayrilmalar ayr ayri ele alinmistir.
Bu boliimde tabakalarin alt yiizeylerinde meydana gelen ayrilmalarin baslangi¢ ve bitis noktalari,
tabakalarin yatay eksenleri boyunca olusan gerilmeler ve temas yiizeylerinde meydana gelen
kabarmalar elde edilmistir. Yine bu bdliimde, ANSYS Mechanical APDL paket programi
kullanilarak sonlu elemanlar metodu (SEM) ile analizler yapilmistir. Son boliimde ise, yapilan
¢Oziimlerden elde edilen bulgular grafik ve tablolarla verilmis ve yorumlanmistir. Analitik
¢ozlimiin, SEM ¢o6ziimii ve literatiirdeki caligmalar yapilan kiyaslamalarinda olduk¢a uyumlu

sonugclar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ayrilma, Elastisite teorisi, Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka, [k ayrilma
uzakligi, Ik ayrilma yiiki, Integral denklem, Rijit diizlem, Sonlu elemanlar
yontemi, Siirekli temas, Siireksiz temas.
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PhD Thesis
SUMMARY

THE CONTACT PROBLEM OF TWO LAYERS ONE OF WHICH IS FUNTIONALLY
GRADED RESTING ON A RIGID PLANE AND LOADED BY TWO RIGID FLAT BLOCKS

Yusuf KAYA

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Civil Engineering Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Talat Siikrii OZSAHIN
2020, 154 Pages

In this study, the solution of the continuous and discontinuous contact problem in two layers with
different heights one of which functionally graded (FG) on a rigid plane and loaded with two flat
rigid blocks was considered according to the elasticity theory. The FG layer was loaded from the
upper surface by two rigid blocks (b-a) and (d-c) with external loads P and Q. In the first part,
studies on contact problems were summarized. In addition, general equations for both two layer
were obtained with the help of general equations of elasticity. In the second part, the problem of
continuous and discontinuous contact was discussed separately. In the case of continuous contact,
the problem was solved by the appropriate Gauss-Chebyshev integration by using the condition
that the derivative of the vertical displacement function between the blocks and the functionally
graded layer was equal to zero. In this section, contact stresses under blocks, initial separation load
and distances under the layers and stresses were examined. In the problem of discontinuous
contact, initial separation under the layers were discussed. In case of discontinuous contact, the
unknown contact stresses under the blocks as well as the slope of the separation at the contact
surface were taken as unknowns. These unknowns were obtained from the solution of the problem
reduced to the system of singular integral equation by Gauss-Chebyshev integration. Thus,
separation start and end points, stresses along the layer axis and openings at the interface were
found. In addition problem analyzed with finite element method (FEM) using by the ANSYS
Mechanical APDL program. In the last section, the results obtained from the solutions were
interpreted with graphics and tables. In the comparisons of the analytical solution, the FEM

solution and the studies in the literature, quite compatible results were obtained.

Key Words: Separation, Functionally graded layer, Elasticity theory, Initial separation distance,
Initial separaion load, Integral equation, Rigid plane, Finite element method,
Continuous contact, Discontinuous contact.
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TABLOLAR DiZiNi

Sayfa No

Cesitli Bh; degerleri i¢cin FD tabaka ile homojen arasindaki ilk ayrilma
yikleri ve uzakliklarinin incelenmesi (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1;
(d-C)/hlzl; (c-b)/h1=2; ’Yh1:-1.38629; K1:2; K2:2; },lz/ |,Lh1:1; h1:h2) .............
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ayrilma yiikleri ve uzakliklarinin incelenmesi (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1;
(d-C)/hlzl; (C-b)/h1=2; yh1:-1.3862; K1=2; K2=2; },Lz/ },L.h]_:l; h1:h2) ...............

Cesitli rijitlik parametresi (Bh;) degerleri icin ilk ayrilma yiikii ve
uzakliklarinin  degisiminin literatiirdeki c¢alismayla karsilastirilmasi
(a/h;=2; Q=2P (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/hi=1; po=1; po/pun=1;
vh1=-0.6931; y=-h1; h1=0.1h; K1=2; K2=2) ccreereerrrrieriere e

Farkli bloklar aras1 mesafe degerleri i¢in FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklarinin incelenmesi (a/h;=3
Q=2P; (b-a)/h1=1; (d-c)/h;=1; Bh;=-1.38629; yh;=-1.38629; «1=2; k,=2;
}Lg/},l.hlzl; h1:h2) ..............................................................................................

Farkli bloklar aras1 mesafe degerleri icin homojen tabaka ile rijit diizlem
arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklarimin incelenmesi (a/h;=3;
Q=2P; (b-a)/h1=1; (d-c)/h;=1; Bh;=-1.38629; yh;=-1.38629; «1=2; K,=2;
}Lg/},l.hlzl; h1:h2) ..............................................................................................
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(a/h;=2; Q=2P; (b-a)/h1=0.5; (d-c)/h;=1; Ph;=-1.0986; yh;=-1.0986;
K1:K2:2; y:-hl; h1=O.1h; uz/},l_hlzl) ................................................................

Cesitli blok genisligi degerleri i¢in FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklarinin incelenmesi (a/h;=3;
Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1; Ph;=-0.6931; vh;=-0.6931; «1=2; k,=2;
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Cogu yapilarin ve mekanik sistemlerin elemanlart birbirleri ile temas halindedir. Bu
temasin karakteri, temas halindeki cisimlerin gerilmeleri birbirlerine iletme sekilleri,
cisimlerde meydana gelen sekil degistirmeler, temas uzunluklar1 ve temas bolgesindeki
temas gerilmesi yayilislar1 yapilarin davranisinda 6nemli bir rol oynamaktadir. 1984
yilinda Japonya’da bir uzay mekigi projesinde 1s1l bariyer amaciyla bir 6zelligi kalinlik
boyunca degisen bir kompozit malzeme gelistirilmis ve Fonksiyonel derecelendirilmis
malzeme kavrami ortaya ¢ikmistir. Daha sonra fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerle
ilgili birgok miihendislik alaninda basta temas mekanigi olmak iizere ¢ok sayida ¢alisma
yapilmustir.

Malzeme o6zellikleri bir noktadan diger bir noktaya, bir fonksiyona bagli olarak
diizenli ve siirekli olarak degisen heterojen 06zel mikro yapilar, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler (FDM) olarak tanimlanir. Birden ¢ok malzemenin fazlarinin
tek bir hacim igerisinde diizenli gecisi ile 6zel malzeme davranislarina sahip olan bu
mikroskobik malzemeler, yiizey gerilmelerini azaltma o6zelliklerinden dolayi, ortaya
ciktiklar1 giinden itibaren basta havacilik ve uzay endiistrisi (roket motoru pargalari, uzay
aract govdesi) olmak iizere kimyasal (1s1 degistiricisi, reaktdr kazani) biometaller
(implantlar, yapay deri), mekanik, insaat (yap1 malzemeleri) ve elektrik (yar1 iletkenler,
sensor) devre endiistrisi gibi genis kullanim araliklar1 igermektedir. FDM’lerdeki dereceli
yap1 sayesinde, farkli 6zelliklere sahip tabakali malzemelerde sikga karsilasilan sorunlar
olan, korozyon, oksidasyon veya asinmaya karst korumanin yaninda, ani kesit
degisiminden dolayr meydana gelen kirilmalari, arayiiz ve ylizey catlaklarin1 da en aza
indirmektedir. Kullanilacak yere ve segilen iiretim teknigine gore, FDM’lerde dereceli
yapinin Ozelligi, gii¢ yasasina gore tabakali olarak veya iistel bir fonksiyona gore siirekli
olarak degisebilmektedir. Giin gegtikce FDM’lerle ilgili yeni bir ¢alisma yapilmasina
karsin, FDM’lerde agirlik etkisinin dikkate alindigi ve kabarmalarin meydana geldigi
temas problemleri ile ilgili yapilan ¢aligmalar sinirhdir.

Simdiye kadar yapilan ¢alismalar incelendiginde, farkli yiiklerle ytliklenmis farkli

sayida homojen tabakada temas probleminin ayrilmali, siirekli ve slireksiz temas



durumlarina ait ¢ok sayida ¢alismaya rastlanmistir. Ayrica, fonksiyonel derecelendirilmis
tabakada sadece tek bir tabakanin altinda siireksizlik durumunun incelendigi ¢aligmalar
mevcuttur. Ancak, birden fazla rijit blok ile yiiklenmis, hem fonksiyonel derecelendirilmis
hem de homojen tabaka bulunan ve iki tabaka i¢in de agirlik etkisinin dikkate alindigi
sistemde, her iki tabaka igin de ayr1 ayri siirekli ve siireksiz temas durumlarinin incelendigi
probleme ait herhangi bir ¢6zliime rastlanmamistir. Bu sebeple yapilacak bu ¢aligmanin

literatiire katki saglayacagi diisiintilmektedir.

1.1.1. Literatiir Taramasi

Temas mekanigi konusu ilk olarak 1882 yilinda Hertz tarafindan ele alinmistir. Hertz
’Elastik Tabakalarim Temas1’” baslikli makalesinde temas halindeki iki elastik cismin
dengesini, temas bolgesinin eliptik oldugu varsayimai ile irdelemis ve temas gerilmeleri ve
sekil degistirmeler i¢in formiilasyon gelistirmistir.

Chen ve Engel 1972 yilinda yaptiklar calismada rijit bir blok ile yiiklenmis ve
elastik yarim diizleme oturan bir veya iki tabakali sistemin temas problemini ele almistir.
Calisma sonucunda farkli pang¢ sekilleri icin diisey yer degistirmeler ve pang alti
gerilmeleri elde edilmistir.

Loboda ve Tauchert 1985 yilinda yaptiklar1 ¢calismada ortotropik sonsuz bir tabaka
ile mesnetlenmis ve ucundan simetrik olarak yiiklenmis yar1 sonsuz ortotropik tabakanin
gerilme durumunu ele almiglardir. Problem Fourier doniisiimleri uygulanarak tekil integral
denkleme indirgenmistir. Calisma sonucunda farkli yiilk ve malzeme 6zelliklerine gore
temas gerilmeleri sayisal olarak elde edilmistir.

Gegit 1986 yilinda yaptig1 ¢alismada elastik yarim diizleme bastirilan elastik yari
sonsuz dairesel bir silindirin eksenel simetrik temas problemini ele almistir. Siirtlinme
thmal edilmis ve cekme gerilmelerinin temas yiizeyi boyunca aktarilmadigi kabul
edilmistir. Calisma sonucunda farkli malzeme 06zellikleri ve boyutlar1 i¢in temas
gerilmeleri ve temas uzunluklari sayisal olarak elde edilmistir.

Klarbring 1986 yilinda yaptig1 ¢calismada matematiksel bir programlama teknigi ile
tic boyutlu siirtinmeli temas problemini ele almistir. Gelistirilen yontem, elastik yarim
diizleme oturan elastik dikdortgen blok problemine uygulanmistir. Yapilan calisma

sonucunda gelistirilen yontem ile elde edilen temas bdlgesindeki normal gerilme ve kayma



gerilmesi  dagilislart  ile literatiirdeki calismalarda bulunan gerilme yayilislar
karsilastirilmis ve birbirleriyle uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Birinci vd. 1997 yilinda yaptiklar1 ¢alismada elastik mesnete oturan, yiikseklikleri ve
elastik sabitleri farkli sonsuz uzunluktaki iki tabaka arasindaki temas problemini ele
almislardir. Problemin ¢oziimiinde Elastisite Teorisi ve Integral Déniisiim Tekniklerinden
yararlanilmigtir. Calisma sonucunda kiitle kuvvetleri dikkate alinarak, tabakanin {izerine
etkiyen dis yiiklerden dolay1 tabakalar arasindaki ilk ayrilma noktasi ve ilk ayrilma yiikleri
belirlenmistir.

Birinci 1998 yilinda yaptigi caligmada, farkl elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip
iki tabakadan olusan ve alttaki tabakada diisey bir ¢atlagin mevcut oldugu, rijit bir blok
vasitasiyla yiiklenmis bilesik tabakadaki temas ve gatlak problemlerini Elastisite teorisi
kullanarak ele almistir. Calismada bilesik tabakanin basit mesnet iizerine oturdugu ve tim
yiizeylerin siirtiinmesiz oldugu kabul edilmistir. Yapilan ¢aligma sonucunda farkli tabaka
kalinlig1, blok yarigapi, mesnet genisligi ve malzeme sabitlerine gore, temas gerilmeleri,
normal gerilmeler, ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklari, ¢atlak uglarindaki gerilme
siddeti faktorleri ve gatlak yiizey yer degistirmeleri belirlenmistir.

Giannakopoulos ve Pallot, 2000 yilinda vyaptiklari c¢alismada fonksiyonel
derecelendirilmis bir alt tabaka iizerindeki rijit bir silindirin iki boyutlu siirtlinmeli ve
hareketli temasini incelenmislerdir. Fonksiyonel derecelendirilmis alt tabakanin Poisson
oraninin sabit oldugu elastisite modiiliiniin yiikseklige bagl olarak gii¢ yasasina gore
degistigi ve temas yiizeylerinin siirtiinmesiz oldugu kabul edilmistir. Yapilan calisma
sonucunda, kayan yiizeylerin tasariminda gii¢ yasasi ile derecelendirilmis tabakanin, giiclii
ve asinmaya kars1 daha direngli olabilecegi goriilmiistiir.

Ozsahin 2000 yilinda yapti§1 calismada yiikseklikleri ve elastik sabitleri farkli olan
ve rijit iki diiz blok iizerine oturan, homojen izotrop iki elastik tabakaya ait siirekli ve
siireksiz temas problemini analitik olarak ele almistir. Calisma sonucunda farkli mesnet
aciklig1, mesnet genisligi, ve malzeme Ozellikleri i¢in gerilme ve yer degistirme degerleri
belirlenmistir.

Cakiroglu vd. 2001 yilinda yaptiklar ¢alismada elastik yar1 sonsuz diizlem {iizerine
oturan iki elastik tabakanin siirekli ve siireksiz temas problemini irdelemislerdir. Yapilan
calismada ortamin siirtiinmesiz oldugu kabul edilmistir. Yapilan ¢alisma sonucunda stirekli

temas icin ilk ayrilma yiikii ve uzakligi bulunmustur. Daha sonra siireksiz temas icin



ayrilmanin yar1 sonsuz diizlem ile tabaka arasinda ve iki tabaka arasinda olmasi durumlari
ayr1 ayr1 irdelenmistir.

Kahya, 2003 yilinda yaptig1 ¢alismada rijit diiz temel {izerine yapistirilmis ve yayil
bir yiik ile yiiklenmis, iki sonsuz uzunluklu, ortotrop ve elastik tabakanin siirekli ve
stireksiz temas problemlerini ayr1 ayr1 irdelemistir.

Ozsahin ve Cakiroglu, 2003 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, rijit yarim daire seklindeki
iki mesnete oturan, farkli yiiksekliklere ve elastik sabitlere sahip iki tabakada temas
problemini irdelemislerdir. Tabakalar arasindaki siirtinmeler dikkate alinmis ve kiitle
kuvvetleri ihmal edilmistir. Caligma sonucunda farkl rijit blok profillerine, farkli yayili
yiik genisligi ve siddetine gore, birlesik tabaka ile mesnetler arasindaki temas gerilmeleri
belirlenmistir.

Giiler ve Erdogan, 2004 yilinda yaptiklar1 ¢calismada fonksiyonel derecelendirilmis
bir tabaka ile kapli elastik yar1 sonsuz diizlemdeki siirtiinmeli temas problemini analitik
olarak ele almislardir. Kaplamanin kayma modiiliiniin tabaka yiiksekligi boyunca {istel
olarak degistigi fakat Poisson oraninin degismedigi kabul edilmistir. Yatay ve diisey
kuvvetler, hareketli rijit bir pan¢ vasitasiyla fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya
iletilmistir. Calisma sonucunda fonksiyonel derecelendirilmis tabakalar ic¢in, malzeme
homojenligi sabitleri, siirtiinme katsayisi ve gesitli uzunluk parametrelerinin ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakligina etkisi incelenmistir.

Ma ve Korsunsky, 2004 ve 2006 yillarinda yaptiklar: ¢aligmalarda, ince bir tabakayla
kaplanmis elastik yarim diizleme, elastik blokla tekil kuvvet ve buna dik dogrultuda
stirtiinme kuvvetleri etki etmesi durumunda olusan degme problemleri i¢in genel bir ¢6ziim
yontemini, Airy gerilme fonksiyonlar1 yardimiyla gelistirmislerdir. Bu genel ¢6ziimden
blogun rijit olmasi, kaplamanin ve siirtiinmenin olmamasi gibi 6zel ¢oziimler elde
edilmistir.

El-Borgi vd., 2006 yilinda yaptig1 ¢calismada, yayili yiik ile yiiklenmis ve elastik yari
sonsuz diizleme oturan fonksiyonel derecelendirilmis bir tabakanin siirtlinmesiz ve
ayrilmali temas problemini ele almiglardir.

Kahya vd., 2007 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, rijit dairesel bir blok ile yiiklenmis
anizotropik bir tabaka ile anizotropik elastik bir yari sonsuz diizlem arasindaki,
stirtiinmesiz ve ayrilmali temas problemini irdelemislerdir. Problemde kiitle kuvvetleri
thmal edilmistir. Problem, temas gerilmelerinin ve temas uzunluklarinin bilinmeyen

fonksiyonlar oldugu tekil integral denklem sistemine indirgenmistir. Yapilan ¢alisma



sonucunda ¢esitli malzeme Ozellikleri igin temas gerilmeleri ve temas uzunluklar
belirlenmistir.

Comez, 2009 yilinda yaptig1 ¢alismada rijit silindirik bir blok vasitasiyla yiiklenmis
ve elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan homojen, elastik ve izotrop tabakanin
sirtinmeli temas problemini, elastisite teorisi ve integral doniisiim teknikleri yardimiyla
analitik olarak irdelemistir. Yapilan ¢alismada kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.

Elloumi vd., 2010 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, fonksiyonel derecelendirilmis yar1
sonsuz diizlem ile tekil yiikle yiiklenmis keyfi sekilli bir blok arasinda meydana gelen ikKi
boyutlu dogrusal olmayan kayma temasi problemini incelemislerdir. Calismada ele alinan
fonksiyonel derecelendirilmis yari sonsuz diizlemin, kayma modiiliiniin stel olarak
degistigi ve Poisson oraninin sabit oldugu kabul edilmistir.

Adibelli, 2010 yilinda yaptig1 calismada rijit bir blok vasitasiyla tekil yiik uygulanan
ve elastik yarim diizleme oturmus, farkl elastik sabitlere ve yiiksekliklere sahip yapisik iki
tabakanin temas problemini, elastisite teorisi ve integral donilisim tekniklerinden
yararlanarak analitik olarak incelemistir. Calisma sonucunda farkli yiikk, malzeme ve
geometrik 6zelliklere bagli olarak, temas uzunluklar1 ve temas gerilmeleri, gerilme ve yer
degistirme bilesenleri ve gerilme siddet faktorleri sayisal olarak elde edilmistir.

Rekik vd., 2010 yilinda yaptiklar1 ¢alismada homojen yarim diizleme baglanmis
fonksiyonel derecelendirilmis bir tabakada gomiili bir catlakla ilgili eksenel simetrik bir
problemi analitik olarak incelemislerdir. Ayn1 zamanda ¢alismada SEM kullanilarak ¢atlak
incelenip analitik ¢6ziimle karsilastirilmastir.

Oner, 2011 yilinda yaptig1 calismada rijit dairesel bir blok ile yiiklenmis ve elastik
yart sonsuz diizlem iizerine oturan iki elastik tabakanin siirekli temas problemini
incelemistir. Problem ¢oziiliirken tiim yiizeylerin siirtlinmesiz oldugu kabul edilmigtir.
Caligsma sonucunda farkli ylik, malzeme ve geometrik 6zelliklere gore temas gerilmeleri,
temas uzunluklari, gerilme bilesenleri, ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 elde
edilmistir.

Giiler vd., 2012 yilinda yaptiklar1 caligmada rijit bir silindir ile fonksiyonel
derecelendirilmis bir kaplama arasindaki siirtlinmeli yuvarlanma durumundaki temas
problemini arastirmiglardir. Kayma modiiliiniin kaplamanin kalinlig1 boyunca {istel olarak
degistigi varsayilarak, probleme ait integral denklemler olusturulmustur. Tekil integral

denklemlerin ayristirilmas: i¢in geleneksel Goodman yaklasimi kullanilmig, integral



denklemlerinin sayisal ¢6ziimii Gauss-Chebyshev integrasyon metodu kullanilarak elde
edilmistir.

Chidlow ve Teodorescu, 2013 yilinda yaptiklar1 ¢alismada rijit bir blok vasitasiyla
yiiklenmis homojen olmayan bir malzemenin siirtlinmesiz temas problemini
incelemiglerdir. Homojen olmayan kati, yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan ve iizerinde
elastik bir tabaka bulunan, kayma modiilii yiikseklige bagli eksponansiyel olarak degisen
fonksiyonel derecelendirilmis bir ara katman seklinde tanimlanmistir. Yapilan ¢alismada
kaplama kalinlig1 ve malzeme homojenliginin, silindirik blok problemi iizerindeki etkileri
incelenmis ve en biiyiikk gerilmenin, homojen olmayan tabakanin kalinligina ve mekanik
ozelliklerine bagimli oldugu gorilmistiir.

Yaylaci, 2013 yilinda yaptig1 ¢alismada diizgilin yayil yiik ile yliklenmis ve homojen,
izotrop ve simetrik iki ¢eyrek diizlem iizerine oturan, yiikseklikleri ve elastik 6zellikleri
birbirinden farkli homojen ve izotrop iki elastik tabakanin siirtinmesiz temas problemini
hem analitik olarak hem de SEM kullanarak incelemistir. Calisma sonucunda farkli yiik
genisligi ve siddeti, malzeme Ozellikleri, tabaka yiikseklikleri ve elastik 6zellikler igin
gerilmelere ait sonuclar analitik ve Sonlu Elemanlar Yontemi yardimiyla elde edilmis ve
sonuglarin birbiriyle uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Adiyaman, 2013 yilinda yaptigi calismada iki ¢eyrek diizleme oturan elastik
tabakanin siirtlinmesiz ve ayrilmali temas problemini elastisite teorisine gore ele almistir.
Yapilan calisma sonucunda blok altindaki temas gerilmeleri ve temas uzunluklar g¢esitli
boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde edilmistir.

Jin vd., 2013 yilinda yaptiklar1 ¢calismada, Greenwood ve Johnson’un 1998 yilinda
yaptiklart ¢ift-Hertz modelini genisleterek rijit bir kiire ve gii¢ yasasi ile derecelendirilmis
yarim diizlem arasindaki eksenel simetrik temasa ait kohezyonlu bolge modeli
olusturmuglardir. Yapilan caligma ile uygulanan yiike bagl olarak, girinti derinligi,
kohezyon boélgesinin i¢ ve dis yarigaplar arasindaki yiizey gerilmesi, deformasyon alanlari
analitik olarak elde edilmis ve elde edilen sonuglar sonlu elemanlar simiilasyonlar: ile
dogrulanmistir.

Nikbakht vd., 2013 yilinda yaptiklar1 caligmada, fonksiyonel olarak derecelendirilmis
diisiik karbonlu ¢elik plaka ile rijit kiiresel bir blok arasindaki siirtiinmesiz elastik temasi
incelemislerdir. Derecelendirilmis tabakanin elastisite modiiliiniin, kalinlik boyunca
degistigi varsayilmis ve degerler, nano girinti teknigi ile deneysel olarak bulunmustur.

Ayrica Tamura, Tomota ve Ozawa (TTO modeli) tarafindan orijinal olarak Onerilen bir



matematiksel model ile de problem ¢oziilmiistiir. Tabaka ve rijit kiirenin temas problemi
hem analitikolarak hem de ABAQUS sonlu elemanlar paket programi vasitasiyla sayisal
olarak incelenmistir. Yapilan ¢alisma sonucunda fonksiyonel derecelendirilmis
malzemenin metal faz hacim kirilmasinin arttirilmasinin, FD plakadaki temas kuvvetini ve
gerilmeyi arttirdig1 goriilmustiir.

Abhilash ve Murthy, 2014 yilinda yaptiklar1 g¢alismada, bir blok vasitasiyla
yiikklenmis ve FDM ile kapli yar1 sonsuz diizlemin iki boyutlu temas problemini SEM
kullanarak incelemistir. Ilk durum icin bloklar rijit olarak kabul edilmis ve sonuglar,
literatiirde sunulan ¢oziimlerle karsilastirilarak dogrulugu goriilmiistiir. Daha sonra bloklar
elastik kabul edilip analizler yapilarak sonuglar irdelenmistir.

Kiigliksucu vd. 2015 yilinda yaptigi calismada, rijit bir blok ile fonksiyonel
derecelendirilmis ortotropik yar1 sonsuz diizlem arasindaki temas problemini ele
almiglardir. Problemde elastisite modiiliiniin, yar1 sonsuz diizlemin derinligi boyunca
degistigi kabul edilmistir. Rijitlik parametresi, rijit blok ve yar1 sonsuz diizlem arasindaki
stirtinme katsayis1 ve ortotropik elastik malzeme parametrelerinin (rijitlik orani, Poisson
oran1 ve kayma parametresi) gerilme yayilislarina etkisi belirlenmistir.

Nyqvist vd., 2015 yilinda yaptiklart ¢alismada, tabakali bir kaplamaya sahip olan ve
birbirlerine temas eden cisimlerin, uyusmayan kaba yiizey temaslarinin analizi i¢in bir
model gelistirmislerdir. Yapilan bu modelle temas gerilme yayilisi, yiizey deformasyonlari
ve tam yiizey alt1 gerilme alan1 belirlenmistir.

Bora, 2016 yilinda yaptig1 calismada iki rijit dikdortgen blok ile yiiklenmis ve elastik
yar1 sonsuz diizlem tizerine oturan, ylikseklikleri ve elastik 6zellikleri farkli homojen ve
izotrop 1ki tabakanin siirekli ve siireksiz temas problemlerini analitik ve Sonlu Elemanlar
Yontemini kullanarak ayri ayr1 incelemistir. Calisma sonucunda farkli blok genislikleri,
bloklar aras1 mesafeler, malzeme 6zellikleri, tabaka yiikseklikleri ve elastik 6zellikler i¢in
yer degistirmeler ve gerilmelere ait sonuglar hem analitik olarak hem de Sonlu Elemanlar
Yontemi kullanilarak elde edilmis ve sonuglarin birbiriyle uyumlu oldugu gériilmiistiir.

Talezadehlari vd., 2016 yilinda yaptiklar1 ¢alismada elastik yari sonsuz diizlem
izerine oturan fonksiyonel derecelendirilmis tabakada yiizey g¢atlaginin olmasi halinde,
stirttinmeli iki boyutlu temas problemini, rijit dairesel ve diiz bloklar i¢in incelemislerdir.
Yapilan ¢alismada kirilma parametreleri ve temas gerilmelerini degerlendirmek i¢in sonlu
farklara dayali bir hesaplama yontemi gelistirilmistir. Temas bdlgesinde Coulomb’un kuru

stirtiinme yasasinin var oldugu kabul edilmistir. Calisma sonucunda malzemelerin homojen



olmamasinin etkisi, olusturan fazlarin etkilesimi, fonksiyonel dereceli tabakanin kalinligs,
blogun boyutu ve siirtiinme katsayisinin farkli degerleri igin incelenmistir ve genel bir
durumda, blogun boyutunu, siirtiinme katsayisini ve tabakanin kalinligini arttirmanin temas
kuvvetini ve dolayisiyla temas gerilmesini artirdigi goriilmiistiir.

Li vd., 2017 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, statik ve dinamik yiikler altinda ortotropik
fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde gerilme siddeti faktorlerini belirlemek igin
sonlu blok yontemini gelistirmislerdir. Dinamik problemler i¢in Laplace doniisiim yontemi
ve Durbin ters doniisiim yontemi kullanilmistir. Yapilan ¢alisma sonucunda sonlu blok
yonteminin dogrulugunu ve yakinsamasini gostermek i¢in, sonlu elemanlar yontemi ve
analitik ¢oziimlerle ¢esitli drnekler verilmis ve karsilagtirmalar yapilmstir.

Patra vd., 2017 yilinda yaptiklar1 ¢alismada rijit bir blok ile piezoelektrik 6zelliklere
sahip elastik bir tabaka arasindaki siirtlinmesiz temas problemini ele almislardir. Tabakanin
rijit bir diizlem tizerinde oldugu ve rijit blogun girinti miktarina kiyasla yeterince kalin
oldugu kabul edilmistir. Analitik ¢oziim yapilirken Hankel doniisiim tekniklerinden
faydalanilmistir. Problemin ¢6zliimii sonucunda farkli blok geometrilerine bagl olarak,
tabaka yiizeyindeki gerilmeler, temas uzunluklar1 ve elektriksel yer degistirmeler elde
edilmistir.

Yan ve Mi, 2017 yilinda yaptiklar1 calismada elastik diizleme oturan ve fonksiyonel
derecelendirilmis bir tabaka ile kaplanmis, dairesel rijit bir pang¢ ile yiikli homojen
tabakanin ayrilmali temas problemini analitik olarak incelemislerdir. Calisma sonucunda
temas gerilmesinin, temas yiizeyindeki temas alaniyla ters orantili oldugu ve biiyiik ¢entik
yiiklerinin hem biiylik temas basinglarina, hem de temas alanina neden oldugu
gorilmiistiir.

Oner vd., 2017 yilinda yaptiklar1 galismada rijit diiz bir blok vasitasiyla yiiklenmis ve
elastik yar1 sonsuz diizlem tiizerine oturan FD tabakanin siirekli temas problemini analitik
olarak irdelemislerdir. Calismada, ¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in, blok alt1 gerilmeler,
gerilme yayilislari, FD tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda meydana gelen ilk
ayrilma uzakliklar ve ilk ayrilma yiikleri elde edilmistir.

Giler vd., 2017 yilinda yaptiklar1 calismada, fonksiyonel dereceli ortotropik bir
yarim diizlem ile bu diizlem iizerinde kayan rijit silindirik bir blok arasindaki siirtinmeli
temas problemini irdelemislerdir. Yapilan bu ¢alisma sonucunda temas gerilmelerini elde

etmek i¢in hem analitik hem de sayisal yontemler gelistirilmistir.



Adiyaman vd., 2017 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, yayili yiik ile ¢ekilen ve rijit bir
diizlem tiizerine oturan FD tabakanin siirekli ve siireksiz temas problemini elastisite teorisi
kullanilarak analitik olarak incelemislerdir. Calisma sonucunda tabakanin tistiindeki rijitlik
ve yogunlugun azaltilmasinin, silirekli temas durumunda kritik yiikte ve siireksiz temas
durumunda ayrilma mesafesinde bir artisa yol agtig1 goriilmiistir.

El Borgi ve Comez, 2017 yilinda yaptiklar ¢alismada elastik yarim diizleme oturan
ve dairesel bir blokla yiiklenmis FD tabakada ayrilmali temas problemini ele almiglardir.
Calismada rijitlik parametresi, blok yarigap1 gibi ¢esitli boyutsuz biiytikliikler i¢in ayrilma
bolgesindeki temas gerilmeleri ve temas uzunluklari belirlenmistir.

Yaylact vd., 2017 yilinda yaptiklart calismada, dairesel bir blok vasitasiyla
yiiklenmis ve rijit bir diizlem iizerine oturan iki elastik tabakanin simetrik ve ¢ift ayrilmali
temas problemini incelemislerdir. Yaptiklar1 ¢alismada problemi hem elastisite teorisi
kullanarak analitik hem de SEM kullanarak yaklasik olarak ¢6ziip sonuglar
kiyaslamiglardir.

Karabulut vd., 2018 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, yayili bir yiikle yiiklenmis ve
elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan homojen bir tabakanin siirekli ve siireksiz temas
problemini ele almislardir. Incelenen problem hem analitik ydntemle hem de sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak ¢6zlilmiis ve sonuglar birbiriyle kiyaslanmustir.

Yilmaz vd., 2018 yilinda yaptiklari ¢alismada rijit bir blok vasitasiyla yiiklenmis iKi
FD tabakanin ayrilmali temas problemini irdelemislerdir. Calismada rijit blok hem yatay
hem de diisey yiiklii oldugu icin temasta siirtiinme etkisi de dikkate alinmistir. Yaptiklar
calismada problemi hem elastisite teorisinden yararlanarak analitik hem de SEM’den
yararlanarak yaklasik olarak ¢ozilip sonuclar kiyaslamiglardir.

Balc1 ve Dag, 2018 yilinda yaptiklar1 ¢calismada sabit bir hizla hareket eden rijit bir
blok ile bastirilmis elastik kaplamalarin dinamik siirtlinmeli temasi i¢in bir teori
gelistirmiglerdir.  Gelistirdikleri bu yontemi mevcut hesaplamalar1 kiyaslayarak
dogrulamislardir.

Adiyaman ve Birinci, 2018 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada Winkler elastik zemini
tizerine oturan FD tabakada ayrilmali temas problemini ele almiglardir. Yapilan ¢alisma
sonucunda hem simetrik hem de asimetrik ylikleme durumlar i¢in temas gerilmeleri ve
temas mesafeleri elde edilmistir.

Adiyaman vd., 2018 yilinda yaptiklar ¢aligmada rijit diizlem {izerine oturan tabakali

ortam i¢in ayrilmali temas problemini incelemislerdir. Yapilan bu caligmada bilgisayar
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programi yazilarak temas problemleri ¢ozilmiis ve literatiirdeki c¢aligmalarla
kiyaslanmistir.

Polat vd., 2018 yilinda yaptiklar1 ¢alismada elastik yar1 sonsuz diizleme oturan bir
FD tabakada siirekli temas problemini elastisite teorisi ve Fourier integral doniisiimlerini
kullanarak ¢ozmiislerdir. Caligmada FD tabaka iki rijit blokla yiiklenmis ve tabaka agirligi
dikkate alinmistir.

Su vd., 2018 yilinda yaptiklar1 ¢alismada hareketli dairesel rijit bir zimba ile
fonksiyonel derecelendirilmis piezoelektrik malzeme kapli yarim diizlem arasindaki
stirtlinme etkisinin dikkate alindig1 temas problemini ele almiglardir. Problem ¢oziiliirken
sliperpozisyon yontemi ve Fourier integral doniisiimleri kullanilarak problem bir ¢ift
Cauchy tekil integral denklem sistemine indirgenmistir. Problemin ¢6ziimiinde siirtiinme
katsayis1 ve gradyan indeksinin yilizey elektro-mekanik alanlar1 iizerindeki etkileri
irdelenmistir.

Alinia vd., 2018 yilinda yaptiklari ¢alismada ortotropik kaplamanin yiizeyinde
malzeme ortotropi parametrelerinin, bagil rijitligin, siirtiinme katsayisinin ve kaplama
kalinliginin, gerilme dagilimi iizerindeki etkilerini analitik olarak arastirmislardir. Calisma
sonucunda, ylikiin sabit bir degeri i¢in, rijitlik oraninin ve kayma parametresinin yiizey
gerilmesi bilesenleri lizerinde Poisson oranindan daha belirgin bir etkiye sahip oldugu
gorilmiistiir.

Liu vd., 2018 yilinda yaptiklar ¢alismada yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan yapisik
iki tabakanin temas problemini irdelemislerdir. Caligmada, alt tabakanin FD malzemeden
olustugu, st tabakanin ise homojen oldugu kabul edilmis olup sistem yayili yiikle
yiikklenmistir. Problem hem elastisite teorisi kullanilarak analitik olarak ¢6ziilmiis hem de
SEM kullanilarak yaklasik sonuglari elde edilmis olup temas gerilmeleri ve temas
uzunluklar i¢in elde edilen sayisal sonuglar karsilagtirllmistir. Elde edilen sonuclarin
birbirleriyle olduk¢a uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Yaylact ve Terzi 2018 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, rijit dairesel bir pang ile bir
elastik yarim diizlem iizerine baglanmis iki tabakanin simetrik agirliksiz temas problemini
sonlu elemanlar yontemi kullanarak incelemislerdir. Problem c¢doziiliitken ANSYS ve
ABAQUS paket programlarindan yararlanilmistir. Calismada tabaka yiiksekliklerinin ve
malzeme Ozelliklerinin farkli oldugu kabul edilmis ve kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.
Calisma sonucunda, farkli parametreler i¢in temas uzunluklar1 ve temas gerilmeleri elde

edilmistir.
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Balci ve Dag, 2019 yilinda yaptiklar1 ¢alisgmada fonksiyonel derecelendirilmis bir
kaplama ile hareketli bir rijit blok arasindaki dinamik siirtlinmeli temas problemini analitik
olarak ele almislardir. Problemin ¢oOziimiinde Galilean ve Fourier doniisiimlerini
kullanmislardir.

Comez, 2019 yilinda yaptigi caligmada rijit bir diizlem {izerine oturan bir FD
tabakanin siirekli ve silireksiz temas problemini analitik olarak irdelemistir. Yapilan
calismada fonksiyonel derecelendirilmis tabaka dairesel bir rijit blok ile yiliklenmistir.
Yapilan bu calismada blok yarigap:1 ve rijitlik parametrelerine gére temas mesafesi, blok
altindaki gerilme yayiliglar1 ve ayrilma bolgelerinin degisimi belirlenmistir.

Comez 2019 yilinda yaptig1 calismada rijit bir hareketli dairesel blok ile ortotropik
bir tabakanin siirtiinmeli temas problemini analitik olarak ele almistir. Yapilan ¢alismada
ortotropik tabakanin, rijit diizleme tam baglanmis oldugu, dairesel blogun ses alt1 hizla
ortotropik tabakanin iist ylizeyinde hareket ettigi kabul edilmistir. Yapilan c¢alisma
sonucunda blogun hareket hizinin, blok ¢apinin ve siirtiinme katsayisinin, temas genisligi
ve temas gerilmesi lizerine etkileri belirlenmistir.

Yilmaz vd., 2019 yilinda yaptiklar1 ¢alismada monoklinik kaplama ile izotropik alt
tabaka sistemi ile rijit hareketli bir blok arasindaki siirtiinmeli temas problemini hem
analitik olarak hem de sonlu elemanlar yontemi kullanarak incelemislerdir. Caligmada
dairesel, parabolik ve diiz olmak iizere ilic ¢esit rijit blok i¢in ayr1 ayri1 analizler
gerceklestirilmistir. Calisma sonucunda analitik ¢6ziimle sonlu elemanlar ¢oziimiiniin
birbiriyle uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Polat, 2019 yilinda yaptigi ¢alismada elastik yarim diizleme oturan ve diiz iki rijit
blok ile yiiklenmis FD tabakada siirekli ve siireksiz temas problemini incelemistir.
Problem, analitik ve Sonlu Elemanlar Yontemi kullanilarak ayri ayri incelenmistir.
Caligma sonucunda farkli rijitlik parametreleri, blok genislikleri, bloklar aras1 mesafeler,
malzeme Ozellikleri ve yiik oranlari i¢in yer degistirmeler ve gerilmelere ait sonuglar hem
analitik olarak hem de SEM kullanilarak elde edilmis ve sonuglarin birbiriyle uyumlu
oldugu goriilmiistiir.

Comez vd., 2019 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada rijit silindirik bir blokla yiiklenmis
ortotropi bir tabakanin siirtiinme etkisindeki temas problemini hem analitik olarak hem de
sonlu elemanlar yontemini kullanarak incelemistir. Ele alinan ortotropik tabaka rijit
diizleme baglanmil olup, rijit dairesel blogun bu tabaka iizerinde kaydig: kabul edilmistir.

Yapilan caligma sonucunda, ortotropik malzeme 6zelliklerinin, geometrik ozelliklerin ve
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stirtlinme katsayisinin sert silindirik blogun kayma hareketinden kaynaklanan gerilmeler
tizerindeki etkileri belirlenmistir.

Adiyaman, 2019 yilinda yaptig1 calismada tabakali ortamlarda siirtiinmesiz temas
problemlerinin genel ¢oziimiinii yaparak bu ¢oziimleri esas alan MATLAB tabanli bir
bilgisayar programi gelistirmistir. Yapilan ¢aligma sonucunda temas gerilmeleri ve temas
uzunluklart ile birlikte tabakali ortamin herhangi bir noktasindaki gerilme ve yer
degistirme degerleri hesaplanmistir Elde edilen sonuglarin literatiirdeki ¢alismalar ile
olduk¢a uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Comez vd., 2019 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada, homojen bir tabakayla kaplanmis ve
elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan fonksiyonel derecelendirilmis bir tabakanin
ayrilmali temas problemini analitik olarak c¢ozmiislerdir. Fonksiyonel derecelendirilmis
tabaka dairesel bir blok vasitasiyla yatay ve diisey yiiklerle yiiklenmistir. Calismada
stirtinme etkisi dikkate alinirken tabakanin agirliksiz oldugu kabul edilmistir. homojen
tabakanin eklenmesiyle temas gerilmelerinin ve temas alanlarinin kontrol edilebilmesidir.
Calisma sonucunda homojen tabakanin eklenmesiyle temas gerilmelerinin ve temas
alanlariin kontrol edilebildigi goriilmiistiir.

Lopes ve Hills 2019 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, yarim diizleme oturan ve tekil bir
yiikle yiiklenmis bir tabakanin eksenel simetrik siirtiinmeli temas problemini analitik
olarak ¢ozmiislerdir. Yapilan caligma sonucunda arayiizey ¢ekimlerinin, temas bolgesinden
bagimsiz olmasina ragmen uygulanan yiik ile orantili oldugu belirlenmistir. Ayrica temas
yiizeyindeki gerilmelerin Poisson oranindan bagimsiz oldugu goriilmiistiir.

Comez vd., 2019 yilinda yaptiklar1 calismada, rijit dairesel bir blok ile yliklenmis ve
Winkler temeli lizerine oturan homojen bir tabakanin hareketli temas problemini, diizlem
gerilme kosullar1 altinda ele almislardir. Dairesel blok bir yiikle yiiklenmis ve tabaka
tizerinde belli bir hizla hareket etmektedir. Calisma sonucunda, Winkler temelinin
rijitliginin ve hareket hizinin temas genisligi ve gerilme alaninin davranisi tizerinde 6nemli
bir etkiye sahip oldugunu goriilmiistiir.

Polat vd., 2018 ve 2019 yilinda yaptiklar1 ¢caligmalarda rijit diiz bir blok vasitasiyla
yiikklenmis ve elastik yarim diizlem iizerine oturan kompozit bir tabakanin siirekli temas
problemini, sonlu elemanlar yontemini kullanarak c¢ozmiislerdir. Yapilan ¢alismada,
kompozit tabakada sadece blogun alt kisminin fonksiyonel derecelendirilmis mazleme
oldugu geri kalan kisimlarin ise homojen oldugu kabul edilmistir. Yapilan calisma

sonucunda temas gerilmeleri ve gerilme yayilislar1 elde edilmis ve elde edilen sonuglar
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literatiirde bulunan tamami fonksiyonel derecelendirilmis malzemeye ait sonuglarla
kiyaslanarak olduk¢a uyumlu sonuclar elde edilmistir.

Yilmaz vd., 2019 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, homojen bir tabakaya baglanmis
fonksiyonel derecelendirilmis ortotropik bir tabakanin kayici temas problemini analitik
olarak ve sonlu elemanlar yontemini kullanarak incelemislerdir. Ortotropik tabaka rijit
silindirik kayict bir blok aracilifiyla yatay ve diisey yiiklerle yiiklenmistir. Calisma
sonucunda analitik ¢éziimlerle sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen ¢éziimlerin uyumlu
oldugu goriilmiistiir.

Yayli, 2019 yilinda yaptig1 calismada simetrik iki yayili yiik ile yliklenmis ve elastik
yarim diizleme oturan FD tabakanin temas problemini elastisite teorisini kullanarak
analitik olarak ¢Ozmiistiir. Yapilan calisma sonucunda yiik genisligi ve rijitlik
parametrelerine gore, temas uzunluklar1 ve temas gerilmesi yayilislarinin degisimleri
belirlenmistir.

Yildirim vd., 2019 yilinda yaptiklari ¢alismada, homojen izotropik bir tabaka {izerine
oturan homojen ortotropik bir tabakanin ¢ift ayrilmali temas problemini analitik ve sonlu
elemanlar yontemi kullanarak incelemislerdir. Homojen ortotropik tabaka rijit silindirik
kayict bir blok vasitastyla ylklenmistir. Calismada tabakanin agirliksiz oldugu kabul
edilmis ve siirtinme dikkate alinmistir. Calisma sonucunda, ylizey ve ara yiizey
gerilmeleri, yiizey ve ara yiizey temas sinirlari, gerilme tekilliklerinin kuvvetleri, agirlik
fonksiyonu tizerindeki ortotropi etkileri belirlenmistir.

Comez ve Yilmaz, 2019 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada, monoklinik malzeme 6zelligine
sahip yarim diizlemin siirtlinmeli temas problemi dogrusal elastisite teorisini kullanarak ele
almislardir. Monoklinik yarim diizlem, hem normal hem de teget yiikleri ileten rijit bir
silindirik blok ile yiiklenmistir. Ayrica problem sonlu elemanlar yontemiyle ¢oziilerek
analitik ¢oziimle kiyaslanmistir. Calisma sonucunda siirtlinme katsayisi, blok yarigapi,
malzeme tiirii ve dis yiikiin, temas gerilmesi tizerindeki etkisi belirlenmistir.

Abanoz, 2019 yilinda yaptig1 ¢alismada alt yiizeyinden rijit olarak mesnetlenmis
fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile rijit bir blok arasindaki siirtiinmesiz temas
problemini elastisite teorisine gore analitik olarak incelemistir.

Yilmaz vd., 2019 yilinda yaptiklar1 calismada, homojen ortotropik kaplama ve
izotropik alt tabakadan olusan sistem ic¢in temas problemini analitik ve sonlu elemanlar
yontemiyle incelemislerdir. Ortotropik tabaka rijit dairesel bir blok aracilifiyla yatay ve

diisey yiklerle yiiklenmis olup izotropik alt tabakaya tam baglanmistir. Calisma



14

sonucunda, ortotropik ve izotropik malzeme oOzelliklerinin, kayan ylizeyler arasindaki
siirtinme katsayisinin ve geometrik ozelliklerin, temas gerilmeleri ve temas genislikleri
tizerindeki etkileri belirlenmistir.

Polat vd., 2019 yilinda yaptiklari calismada elastik yarim diizleme oturan
fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin siirekli temas problemini sonlu elemanlar
yontemini kullanarak ¢6zmiiglerdir. Calismada fonksiyonel derecelendirilmis tabaka diiz
iki rijit blok wvasitasiyla yiiklenmistir. Yapilan calisma kapsaminda ANSYS paket
programina bir makro eklenerek, yazilimin kendi iginde olmayan fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme tanimlanmistir. Daha sonra farkli rijitlik parametreleri ve blok
genislikleri icin temas gerilmeleri, bloklar altindaki gerilmeler, ilk ayrilma yiikleri ve ilk
ayrilma uzakliklar1 belirlenmistir. Son olarak malzeme 6zellikleri homojen kabul edilecek
sekilde analizler yapilarak literatiirdeki calismalarla kiyaslanmis ve sonuclarin uyumlu
oldugu goriilmiistiir.

Yaylaci vd., 2019 yilinda yaptiklar1 ¢alismada, rijit temel iizerine oturan elastik bir
tabakanin temas problemi sonlu elemanlar yontemi kullanarak incelenmislerdir. Yapilan
calismada homojen tabaka rijit dairesel bir blok araciligiyla yiiklenmis ve tabakanin kiitle
kuvvetleri ihmal edilmistir. Problemin ¢oziimii icin ANSYS paket programin
kullanilmislardir. Caligma sonucunda dairesel blok ile tabaka arasindaki temas uzunlugu ve
ortaya ¢ikan temas gerilmeleri, ¢esitli boyutsuz parametreler i¢in elde edilmistir.

Wu vd., 2019 yilinda yaptiklar1 caligmada, rijit diizleme oturan elastik ince bir filmin
ayrilmali temas problemini analitik olarak ve sonlu elemanlar yardimiyla ¢6zmiislerdir. Ele
alman problemde film tabakasi bir kiire vasitasiyla yliklenmis ve tabakanin agriligi thmal
edilmistir. Ayrica rijit diizlem ile film tabakasi araylizeyinin slirtiinmesiz oldugu
varsayllmigtir. Calisma sonucunda temas gerilmeleri ve temas uzunluklart belirlenerek
analitik ¢6ziim ile sonlu elemanlar ¢oziimii birbiriyle kiyaslanmistir.

Birinci ve Eyiiboglu, 2019 ve 2020 yillarinda yaptiklar1 ¢calismada, Winkler temeli
tizerine oturan malzeme Ozellikleri ve yikseklikleri farkli biri  fonksiyonel
derecelendirilmis digeri homojen olan iki tabakanin ayrilmali temas problemini elastisite
teorisine gore analitik olarak incelemistir. Calismada kiitle kuvvetleri ihmal edilmis olup
sistem dairesel rijit bir blok vasitasiyla yiiklenmistir. Yapilan ¢alisma sonucunda farkli
malzeme Ozellikleri, tabaka yiikseklikleri ve Winkler temeli 6zelikleri ve blok yarigaplari
icin, FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki temas gerilmeleri ve temas uzunluklar

belirlenmistir.
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Comez, 2020 yilinda yaptig1 ¢alismada fonksiyonel derecelendirilmis monoklinik bir
tabakanin siirtlinmeli temas problemini analitik olarak irdelemistir. Yapilan ¢alismada
fonksiyonel derecelendirilmis monoklinik tabaka rijit diizleme baglanmis olup, dairesel bir
blok wvasitasiyla hem yatay hem de diisey ylklerle yliklenmistir. Yapilan calisma
sonucunda homojenligin monoklinik malzemelerdeki temasa etkisi belirlenmistir.

Yan ve Mi, 2020 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan ve
FD tabaka ile gii¢lendirilmis homojen bir tabakanin ayrilmali temas problemini
irdelemislerdir. Problemde silindirik bir blok vasitasiyla yiiklenmis olan homojen tabaka
FD tabakanin iistiine oturmaktadir. Ayrica tabakalarin kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir.
Problem, Fourier integral doniisiimleri ve Gauss—Chebyshev integral formiilasyonlarindan
yararlanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Yapilan bu calisma ile, malzeme rijitliginin ve
tabakalarin kalinlik oranlarinin, temas uzunluklar1 ve temas gerilmeleri {izerindeki etkileri
belirlenmistir.

Comez vd., 2020 yilinda yaptiklar: calismada, elektriksel olarak iletken bir rijit diiz
blok ile homojen bir tabaka arasindaki siirtiinmesiz stirekli ve siireksiz temas problemlerini
analitik olarak c¢ozmiislerdir. Ele alinan problemde homojen piezoelektrik tabaka rijit
diizleme oturmus olup, dikdortgen bir blok vasitasiyla yiliklenmistir. Ayrica tabakadaki
kiitle kuvvetleri dikkate alinmistir. Yapilan bu ¢alisma kiitle kuvvetinin dikkate alindigi
piezoelektrik malzemelerin temas problemini arastiran ilk ¢alismadir.

Arslan, 2020 yilinda yaptigi ¢aligmada iki yonde fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeden olusan yarim diizlem ile keyfi olarak sekillendirilmis blok arasindaki hareketli
ve slirtiinmeli temas problemini incelemistir. Problem Fourier integral doniisiim teknikleri
kullanilarak analitik olarak, sonlu elemanlar yontemi kullanilarak sayisal olarak
¢cOziilmiistiir. Calisma sonucunda temas tepkilerinin, elastik bir malzemeye ¢ift yonlii
derecelendirme uygulanmasindan sonra etkili bir sekilde kontrol edilebildigi belirlenmistir.

Sengiil Sabano, 2020 yilinda yaptig1 ¢calismada, elastik yarim diizlem {izerine oturan
ve diizgiin yayil yiikle yliklenmis, yiikseklikleri ve malzeme 6zellikleri farkli 2 tabakanin
ayrilmali temas problemini analitik olarak ele almistir. Yapilan g¢alisma sonucunda
tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki temas gerilmeleri ile
temas uzunluklar1 belirlenmistir.

Oner ve Birinci 2017 ve 2020 yilinda yaptiklar1 ¢alismada dikdortgen bir blokla
yiikklenmis ve elastik yarim diizleme oturan fonksiyonel derrecelendirilmis bir tabakada

stireksiz temas problemini elastisite teorisini kullanarak ¢ozmiislerdir. Yapilan caligma
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sonucunda blok genigligi, rijitlik ve yogunluk parametreleri gibi ¢esitli boyutsuz
biiyiikliikler i¢in fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile elastik yarim diizlem arasindaki

gerilme yayilislari, ayrilmanin baslangig ve bitis noktalari ile kabarlamalar elde edilmistir.

1.1.2. Calismanin Amaci ve Kapsam

Bu ¢alismada, rijit diizlem iizerine oturan malzeme 6zellikleri ve yiikseklikleri farkli
iki tabakanin siirtlinmesiz temas problemi, elastisite teorisi ve integral doniistim teknikleri
kullanilarak incelenmistir. P ve Q dis yikleri, genislikleri farkli iki rijit blok vasitasiyla
tabakalara aktarilmaktadir. Tiim temas yiizeyleri siirtinmesizdir. Problemin ¢oziimiinde
elastisite teorisinin temel denklemleri olan denge denklemleri, biinye denklemleri, yer
degistirme ve sekil degistirme bagmtilari ile bunlara bagli olarak elde edilen Navier
denklemlerinden ve integral doniisiim tekniklerinden yararlanilmistir. Ayni zamanda
bloklar ile FD tabaka ara yiizeyindeki diisey yer degistirme fonksiyonunun tiirevinin sifir
olmas1 kosulu kullanilarak problem tekil integrsl denklem sistemine indirgenmistir. Daha
sonra uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiillerinden yararlanarak problem sayisal
olarak ¢Oziilmiistiir. Problemin ¢oziilirken MATLAB dilinde yazilan bilgisayar
programindan Yararlanilmigtir. Ayrica bu problem, sonlu elemanlar yontemini (SEM)
kullanarak ¢6ziim yapan ANSYS Mechanical APDL paket programi kullanilarak sayisal
olarak da analiz edilmistir.

Ele alinan problem siirekli ve siireksiz temas olmak iizere iki kisimdan olugmaktadir.
Stirekli temas durumunda, tabakalar arasinda herhangi bir ayrilma meydana
gelmemektedir. Siireksiz temas durumunda ise iki farkli durum s6z konusudur. Bu
durumlardan ilki, Fonksiyonel Derecelendirilmis (FD) tabaka ile homojen tabaka arasinda
meydana gelen ayrilma, ikincisi ise homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda meydana
gelen ayrilma durumudur.

Birinci boliimde, temas problemlerinin tarihsel gelisimi ile birlikte, Fonksiyonel
Derecelendirilmis (FD) malzemeler hakkinda bilgi verilip kullanim alanlarindan
bahsedilmistir. Problemde kullanilan ¢6ziim yontemi hakkinda kisa bilgi verildikten sonra
elastisite teorisine ait denklemler ve integral doniigiim teknikleri kullanilarak diizlem hal
i¢cin, Fonksiyonel Derecelendirilmis tabaka ve homojen tabakaya ait genel gerilme ve yer

degistirme ifadeleri elde edilmistir.
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Ikinci boliimde problemin tanimi yapilarak dnce siirekli temas durumu incelenmistir.
Gerilme ve yer degistirme ifadeleri problemin smir sartlarina uygulanarak sekiz
bilinmeyenli sekiz cebrik denklemden olusan bir denklem takimi elde edilmistir. Bloklarin
altindaki temas gerilmeleri bilinmeyen fonksiyonlardir. Bloklar ile fonksiyonel
derecelendirilmis (FD) tabaka arasindaki diisey yer degistirme fonksiyonlarinin tiirevinin
sifira esit olmast sartindan faydalanilarak problem, tekil integral denklemlere
indirgenmistir. Elde edilen bu integral denklemler sayisal olarak c¢oziilerek bloklarin
altindaki boyutsuz temas gerilmeleri hesaplanmistir. Bu ¢6ziimden elde edilen temas
gerilmelerine gore x ekseni boyunca, tabakalar arasindaki ve homojen tabaka ile rijit
diizlem arasindaki ylizeylerde olusan normal gerilmeler incelenmistir. Ayn1 zamanda y
ekseni boyunca, blok yakinlarinda, bloklar altinda ve bloklar arasindaki kesitlerde
meydana gelen normal gerilme ve kayma gerilmesi degisimleri irdelenmistir. Ayrica
tabakalar arasi ve homojen tabaka ile rijit diizleme ait ara ylizeylerde ilk ayrilmay1
meydana getirecek yiik ve ilk ayrilmanin meydana gelecegi uzakliklar arastirilmistir.

Siirekli temas durumu incelendikten sonra siireksiz temas durumu irdelenmis, ilk
olarak FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki siireksizlik ele alinmistir. Gerilme ve yer
degistirme ifadeleri sinir sartlarina uygulanarak sekiz bilinmeyenli sekiz cebrik
denklemden olusan bir denklem takimi elde edilmistir. Denklem takiminin ¢6ziilmesiyle
elde edilen katsayilar, bloklar altindaki temas gerilmeleri ve tabakalar arasindaki yiizeyde
meydana gelecek ayrilmanin egimini ifade eden bilinmeyen fonksiyonlara bagli olarak
belirlenmistir. Rijit bloklarin diisey yer degistirmesinin tiirevi ve ayrilmanin meydana
geldigi bolgedeki diisey yer degistirme farkinin tiirevi ifadelerinden faydalanilarak tekil
integral denklemler elde edilmis, bu denklem sistemi Gauss-Chebyshev integrasyon
formiilleri yardimiyla ¢oziilmiistiir. Bu sekilde, temas gerilmeleri ve ayrilmanin egimine
bagli olan katsayilar belirlenmistir. Ardindan homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
ylizeyde meydana gelen ayrilma durumu ele alinmistir. Yazilan yeni sinir sartlarina gore
yeni katsayilar elde edilmis olup oOnceki silireksiz temas durumuna ait benzer iglemler
tekrarlanmistir. Coziimlerde karsilasilan tekil terimler ve bunlara ait kapali integraller bu
boliimde verilmistir.

Ucgiincii béliimde rijitlik ve yogunluk parametreleri, blok genisligi, kayma modiilleri
orani, bloklar arasindaki mesafe degisimi, tabaka ytikseklikleri orani, yiik orani gibi ¢esitli
boyutsuz Dbiiyiikliiklerin farkli degerleri i¢in, rijit bloklar altindaki temas gerilmesi

yayilislari,, y ekseni boyunca bloklar altinda, bloklar arasinda ve blok yakinlarinda
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meydana gelen normal gerilme ve kayma gerilmesi dagilimlari, tabakalara ait ara yiizeyde
ve homojen tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyindeki normal gerilme yayiliglari, bu ara
yiizeylerde meydana gelen ayrilma bélgeleri i¢in ayrilma baslangi¢ ve bitis noktalari,
ayrilma bolgelerindeki diisey yer degistirmeler ve gerilme yayilislart belirlenmistir. Bu
boliimde ayrica analitik ¢oziimden elde edilen sonuglar, SEM kullanilarak gerceklestirilen
analizden elde edilen sonuglar ile karsilastirilmistir. Bu analize ek olarak, homojen tabaka
yiiksekliginin artirilmasiyla, elastik yarim diizleme oturan FD tabakada temas problemine
benzer problem elde edilmis ve literatiirde bulunan bu calismayla kiyaslanmistir. Elde
edilen tiim sonuglar grafik ve tablolar halinde sunulmustur.

Dordiincii bolimde bu caligmadan elde edilen sonuglar ve Oneriler kismina yer

verilmistir.

1.2. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Bu bdliimde elastisite teorisi yardimiyla, rijit diizlem {izerine oturan ve rijit iki diiz
blok vasitasiyla yiiklenmis malzeme 6zellikleri farkli iki tabakaya ait temas probleminin

¢coziimiinde kullanilacak, yer degistirme ve gerilmelere ait genel ifadeler elde edilecektir.

1.2.1. Kiitle Kuvvetlerinin Bulunmamas1 Durumunda Genel Denklemlerin Elde
Edilmesi

1.2.1.1. Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka icin Genel Denklemlerin Elde
Edilmesi

Ug boyutlu durumda dengede olan bir cisim igin, kartezyen koordinat takiminda
(0x)1, (0y)1, (62)1, (Txy)1, (Txz)1 Ve (Ty2)1 gerilme bilesenlerini gostermek iizere, gerilmelerin
herhangi bir nokta civarindaki degisimlerine ait denge denklemleri asagidaki sekilde

yazilabilir:

0
a(aax )1 n (TXY )1 + a(TXZ )1 -0 (1)
X oy 0z

6(z'yx)1 N 8(0y )1 . a(ryz )1 o
OX oy oz

()
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a(TZX)1+8(TZy)1+a(GZ)1 -0
OX oy 0z

(3)

Diizlem hal igin kiitle kuvvetlerinin bulunmamasi durumunda denge denklemleri

asagidaki gibi yazilabilir:

o + Y =0 4)
0 0
(Tw)lh . (Gy)lh 0 )
ox oy

Bu denklemlerde gegcen 1 indisi FD tabakayi, h indisi ise Fonksiyonel
derecelendirilmis tabakanin kiitle kuvvetlerinin olmamasi durumundaki homojen ¢éziimii
gostermektedir. Biinye denklemleri ve yer degistirme-sekil degistirme bagintilarindan

yararlanilarak gerilme bilesenleri, asagidaki gibi yazilabilir:

ouy, o,
(o), =2 (1) S 43 r) ®
i ou, v, |
(Uy)lh :(ffl—(_yi) (3—’f1)a—xh+(’<1 +1)E ()
ouy OV,
(7 ), =) {g*a—ﬂ (8)

Yukaridaki esitliklerde gecen u, v sirasiyla X ve y dogrultularindaki yer degistirmeleri

gostermekte, x bir malzeme sabiti (Kolosov Sabiti) olup diizlem sekil degistirme halinde

B-v)

olarak bilinmektedir. Coziimlerde, Poisson
1+v)

k=3-4v, diizlem gerilme halinde x =

oraninin (v) sabit oldugu kabul edilmistir. Ayrica u;(y), fonksiyonel derecelendirilmis

tabakanin kayma modiiliinli gdstermekte olup asagidaki sekilde ifade edilebilir:

1Y) = pe?” 9)
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Burada uo, y=0’daki yani FD tabakanin {ist yiizeyindeki kayma modiili, S ise
tabakanin derinligi boyunca kayma modiiliiniin degisimini belirleyen rijitlik
parametresidir.

(6), (7) ve (8) numarali denklemlerin gerekli tiirevleri alinip (4) ve (5) numaral

denklemlerde yerlerine yazilirsa asagidaki Navier denklemleri elde edilir:

o2 oV o OV

(1, +12) axlzh +28X81;]/ +(x-1) ayih +B(r—1)—=2 +B(xy 1)% =0 (10)
o G, 0° d Y

(1) azl; +25 0 (1 +1) +;3(3_K1)%+B(K1+1)ﬁ 0 (11)

Navier denklemlerinin, kismi tiirevli diferansiyel denklem takimi olusturmasi,
problemin ¢oziimiinii zorlastirmaktadir. Navier denklemlerini adi diferansiyel denklem
takimina doniistiirmek ve ¢6ziimii kolaylastirmak i¢in yer degistirmeler Uin(X,y) Ve Vin(X,Y),
bilinmeyen fonksiyonlar ¢:(&,y) ve yi(&,y) nin Fourier dontisiimleri olarak tanimlanirsa

asagidaki esitlikler elde edilir:
u, (x.y)= I #(&y)ede (12)

v, (x,y)= —jwl )Jeide (13)

(12) ve (13) numaral1 denklemlerin ters Fourier doniisiimleri alinirsa:

0

o= Ju (xy)e g (14)
T

v (&y)= % ,[Vlh (x,y)e™dg (15)

ifadeleri elde edilir. Burada & doniisiim degiskeni olup ¢1(&,y) ve yi(&,y) fonksiyonlari,

Urn(X,y) Ve vin(X,y) yer degistirme ifadelerinin ters Fourier doniisiim fonksiyonlaridir. Bu
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fonksiyonlarin belirlenebilmesi i¢in (10) ve (11) numarali denklemler e ile carpilip bu

denklemlerin (-c0, ) araliginda x’e gore integralleri alinirsa;

o[ 02 02 0? 0 ov. i
k1) o T g —ulh+B -1 ﬂJrB g —1)—2 ¢ dx=0
1 1 ! !
I ox2 oxdy oy? oy OX
6l o, oA o2 ou My, |
_f (zq—l)—axlzh +2_ax6‘1; +(r,+1) aylzh +B(3"f1)a_)l(h+3(’f1+l)§}-I&dezo

denklem sistemi elde edilir. Integral icindeki ifadeler ayr1 ayr1 ¢oziiliirse:

T 82ulh EX gy —i 22
J'We dx=1"&"¢g

—00

Lo,
| et dx=ity,
OXoy

—00

%2 02 .
j P egemg:

L ou,
_[ — e gx=g°
oy

—00

E "1, i -
I —N g™ dx=i
OX gl//l

—0

20, .
I axlzh e"éxdx=i2<§2y/1

—00

<o,
J‘ 1 e_lgde:iE_,@_ '
., Oxoy

" 2V:I-h -if_,Xd — n
— e Pdx=y,

Y

T aulh g i
—" e dx=i
| ! &4

—0

(16)

17

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
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T oV -iéx 1
| ﬁe Sdx=y, (27)

—00

elde edilir. (18-27) ifadeleri (16) ve (17) numarali denklemlerde yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

(ke =1) "+ B~ 1) " + (1, +1)i%€° + 20y "+ B (i, ~ )iy |=0 (28)
[ (e + D) "+ B (s + )y + (1, —1)i%E%, + 208+ B(3— 15 )i | =0 (29)

seklinde adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur.

@ g
(28) ve (29) numarali denklemler incelendiginde y=ay+by seklinde bir
diferansiyel denklem takimi olusturdugu goriilebilir (Apatay, 2010). Bu denklem

sisteminin ¢0ziimi igin;

¢ =% (a)

Y=Y, (b)

A'=Ys (c)

Vi'=Y, (d) (30 a-d)

g
tanimlamalar1 yapilarak denklem sistemi Y =ay seklinde matris formatinda yazilabilir.

(28) numarali denklemde ¢ " ve (29) numarali denklemde ¥, " yalmz birakilirsa:

¢1"=—B¢1'—E’j—f3i2a2¢l - (,fifl) vy '—Bity, (31)
W @t (5,-1) ., 21 " (38-x).
v,"=-Bw, (Kl"'l)l v, (K‘1+1)¢1 B(K1+1) 140) (32)

ifadeleri elde edilir. (31) ve (32) numarali denklemler diizenlenirse;

g __(K1+1)-2 20 pisy _py 208
Y3 = —(Kl_l)léyl Bicy, —Bys —(Kl_l)n (33)
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s _ (3_K1)- _(Kl_l)-Z 2 _ 2ig _
Ya= B(Kl+l) 18y, (K1+1)| £, (K1+1)Y3 By, (34)

seklinde denklem takimi elde edilir. y, = 94 ve y, :%olacagmdan, denklem takim
y

asagidaki matris formunda yazilabilir:

o1 [0 0 0
il 0 0 0 1 Y,
]
v (™ w® wen P
Burada;
0 0 1 0
0 0 0 1
N T
((i_fl)) e L e B _

olarak tanimlanirsa; |e-SI|=0 yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

B-x) |_ @37)

S4+2ﬂ53+(ﬁ2—252)52—2ﬂ§25+§4+§2ﬂ2 —
(,+1)

seklinde diferansiyel denklem sisteminin karakteristik denklemi elde edilir. Diferansiyel

denklem sisteminin ¢dziimiiniin ¥ seklinde oldugu kabul edilirse;

4
h=> Ae" (=1, 2,3, 4) (38)
(39)

j=1
4
(=1, 2, 3,4)

sjy
j=1
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seklinde yazilabilir. (38) ve (39) nolu ifadelerin gerekli tiirevleri alimip (28) ve (29)

numarali denklemlerde yerlerine yazilir ve ¢6ziim yapilirsa;

. (x,—3) fié - 2i&s,
5 (-0 + (i +1) (5,2 + Bs;) |

(4=1,2,3,4) (40)

ifadesi elde edilir. Karakteristik denklemin kokleri ise;

N P /M

8 75 B \/45 + 5% -4l¢| | (1) (41)
__1 _ 2 2 . (3—1(1)

s,=-5| 8 \/45 + B2+ 4le||pi /(K1+1) (42)

s, =—| g+ [act+ g2+ 4l (8-x) (43)
: 2 (,+1)

S, =—<| g+ |ag?+ g2 ale|p (8-x) (44)
o2 (x,+1)

seklindedir. ¢1(Sy) ve y1(Sy) fonksiyonlar: sirasiyla (12) ve (13) numarali denklemlerde

yerlerine yazilirsa, fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya iliskin yer degistirme ifadeleri,

kiitle kuvvetlerinin olmadig1 durum i¢in asagidaki gibi elde edilirler;

® 4 i
u, () =5 [ DA ag (=1.2,3,4) )
o j=1
1 T sjy+i§x .
v, (06 y) = [ A e (=1, 2,3, 4) (46)
—wj=1

Yukaridaki esitliklerde gecen A;j (j=1,...,4) katsayilar1 probleme ait sinir sartlarindan elde
edileceklerdir. (45) ve (46) numarali ifadeler (6-8) numarali denklemlerde yerlerine
yazilirsa, fonksiyonel derecelendirilmis tabaka icin kiitle kuvvetlerinin olmamasi

durumunda gerilme ifadeleri:
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(O'X)lh(x,y 21 Z[ E(i+1)+s;n; (3- Kl)] J eFiYHEn g 2 47)

J:

8‘—.8

m®

(2

(o), (xy)= ( 27r IZ;[ £(3-x;)+sn; (s +1) | Ae™ " dg (48)
oo
© 4 _

(z'xy)lh (xY) =,ui(y)i IZ;[S]- +i§nj]Ajesjy+|§Xd§ (49)
i

seklinde elde edilir.

1.2.1.2. Homojen Tabaka i¢in Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Bu bolimde kiitle kuvvetlerinin olmamasi durumunda homojen tabakaya ait genel
ifadeler Navier denklemleri yardimiyla elde edilecektir. Diizlem halde oy, oy Ve 7y, gerilme
bilesenlerini gostermek iizere, kiitle kuvvetlerinin bulunmamasi durumunda denge

denklemleri asagidaki gibi yazilabilir:

a(O-x )2h + a(TXy )2h

= 5 =0 (50)
ol o

(5 +8( 28 =0 (51)
OX oy

Bu denklemlerde biinye denklemleri ve yer degistirme-sekil degistirme

bagintilarindan yararlanilarak gerilme bilesenleri, asagidaki sekilde yazilabilir:

oU,,
(o, )2h =Lmed + 2y, ey (52)
(o), =Lmed+2 Vo (53)
O-y 2 - H 6y

ou oV
(5),, =44 {Wﬂ &9



26

Yukaridaki esitliklerde bulunan u ve v ifadeleri sirasiyla homojen tabakada x ve y
dogrultularindaki yer degistirmeleri gostermektedir. ifadelerde gegen 2 indisi homojen
tabakay1, h indisi homojen tabakanin kiitle kuvvetlerinin olmamasi durumundaki homojen
¢ozimii gostermektedir. Ayrica ed hacim degistirme orani, Lm ve u ise Lamé sabitlerini

gostermekte olup asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

ed = % + % (55)
m— vE (56)
@+0)2-2v)
E
" 500 ®7)

(56) ve (57) numarali denklemlerdeki E ve v sirasiyla homojen tabakaya isliskin
elastisite modiilii ve Poisson oranini1 gostermektedir.
(52-54) numarali denklemlerin gerekli tiirevleri alinip (50) ve (51) numarali

denklemlerde yerlerine yazilirsa, Navier denklemleri asagidaki sekilde elde edilir:

oed
(Lm+ ) = 1V, =0 (58)
(Lm+ z) % + V2V, =0 (59)

Burada V7, Laplace operatorii olup asagidaki gibi tanimlanabilmektedir:

8t

2
Y

(60)

(58) ve (59) numaral1 denklemler diizenlenirse:

o’u, % o’u, o4
(Lm+ ) —5“+—2h + 1 —gh+ ;h =0 (61)
OX OXoy OX oy
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0%, 0%, o, 0%V,
(Lm+ ) b — | —+— | =0 (62)
oxdy oy ox= oy

Burada iki tane bilinmeyen olan ve bulunmak istenen ux(X,y) ve van(X,y) yer
degistirme fonksiyonlart i¢in, iki denklemden olusan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem
takimi1 elde edilmistir. Problem, bu kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢dziimiinden
ibarettir.

Ik olarak uxn(X,y) ve Von(X,y), bilinmeyen yer degistirme fonksiyonlari, ¢.(&,y) ve

wo(&,y)’ nin istel Fourier doniisiimleri olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir:

Uy, (X, Y) = —j S (6 y)ede (63)
—0 j=1

Vg, (X, y)—— j S (6, y)eds (64)
_Ooj—l

(63) ve (64) numarali denklemlerin ters doniisiimleri alinirsa;

h(&y)=5 j S, (% y)ede (65)
—oj=1
1 < -igx
:E_J;sz_;vzh (X, y)e™d& (66)

ifadeleri elde edilir. Burada & doniisim degiskeni olup ¢2(Ey) ve wo(&y) fonksiyonlari,

Uzn(X,y) Ve Van(Xy) yer degistirme ifadelerinin ters Fourier doniisiim fonksiyonlaridir. Bu

fonksiyonlarin belirlenebilmesi igin (65) ve (66) numarali denklemlerin e’ le carpilip

(o0, 0) araliginda x” e gore integrali alinirsa;

é'—:S

2 2 2 2
(Lm+ y)( u; + —g \(;2; }L ,u(aéugh + —6635“ H e dx=0 (67)
X X X

é'—;S

2 2 2 2
(Lery)(a lj’;; %]+y(%+%ﬂe“xdx:0 (68)
OX X



28

denklem sistemi elde edilir. integral i¢indeki ifadeler ayr1 ayr ¢oziiliirse;

1%e"@<dx:i2g2¢2 (69)
1;—\2; e dxsicy, (70)
_]; % e dx=, (71)
T Ny i gy = 5 (72)
%oy

_Z % e dx=iey, (73)
Z%e"@dx:izgzlyz (74)
z%e'@dxzig@ ! (75)
Io 5;% e dx=icg, 7
T;O % e =y, (78)

elde edilir. (69-78) ifadeleri (67) ve (68) numarali denklemlerde yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

~(10, + D&y + (1, ~ D, "+ 2iyr, " =0 (79)

(1, ~ )&%, + (1, + D)y, "+ 20" =0 (80)
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adi diferansiyel denklem takimi elde edilmis olur. Burada x bir malzeme sabiti (Kolosov
Sabiti) olup, diizlem sekil degistirme durumunda x=3-4v, diizlem gerilme durumunda ise

()
1+v)

olarak bilinmektedir. » Poisson oranidir. y»(¢, y) ifadesini bulmak igin (80)

ifadesinin y’ ye gore bir kez, (79) ifadesinin de iki kez tiirevi alinir ve gerekli islemler

yapilirsa;

(% _1)252

(1, +)E°¢) +(—+ 2i§]wz” G 0

2i¢ W, = (81)

2i¢

ifadesi elde edilir. Bu denklemden ¢, ifadesi gekilip (80) numarali denklemde yerine

yazilir ve diizenlenirse;

§4W2 - 252‘//2” +y," =0 (82)

ifadesi elde edilmis olur. Elde edilen ifade, y»’ ye gore dordiincii mertebeden sabit
katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii
w,=e“ olarak kabul edilir ve bu ¢oziimiin gerekli tiirevleri alimip (82) numarali denklemde

yerine yazilirsa;

¢t -28%7+¢£4=0 (83)

ifadesi elde edilmis olur. Bu denklemin kokleri ¢1=¢,=|¢| ve ¢1=¢,=-|¢| olarak bulunur.

Buradan (83) denkleminin ¢6ziimii By, By, B3 ve B4 bilinmeyen sabitler olmak tizere;

v, (£, y) =Be ™ +B,ye ¥ + B,e¥Y 1 Bg (8)

seklinde bulunur.

$2(&y) bilinmeyen fonksiyonun ¢oziimii ig¢in (80) numarali denklemde w;(&y)
ifadesinin gerekli tiirevleri alindiktan sonra yerlerine yazilirsa ¢' bilinmeyen fonksiyonu,
wo(S,y) ve tiirevlerine bagl olarak elde edilmis olur. Bulunan ifadenin y’ ye gore integrali

alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
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6, (&, y) =ie {—Blgmz(%—% yﬂ+ jelélY {Bs%+84(%+§yﬂ (85)

elde edilir. (84) ve (85) numarali denklemler (63) ve (64) numarali denklemlerde yerlerine
yazilirsa kiitle kuvvetlerinin olmamasi durumunda homojen tabaka igin u(x,y) ve v(x,y) yer

degistirme ifadeleri asagidaki sekilde elde edilirler:

Y

+igHY {BS % +B, (% +§ yﬂ}eigxdé (86)
vy (%, y) = % .[ {[B1 +B,y]e " +[B, + B4y]e“§‘y} e, (87)

(86, 87) denklemleri (52-54) numarali denklemlerde yerlerine yazilirsa, homojen tabaka
icin kiitle kuvvetlerinin olmamasi durumunda gerilme ifadeleri asagidaki sekilde elde

edilirler:

+00

(), (¥ 25_,2,[0 e { e {2]¢B, [(x,+3)-2/¢]y]B,)
e 211y +[ (x, +3) +2/¢] ] 84}}d§ (88)

+00

(ay)2h (xy)= ;—; j e { Sl {_2|§| B, +[ (15, ~1) - 2|¢]y ] Bz}

+e 12|y +[ (i, ~1) +2/¢] y]B4}}d§ (89)
(5 ), () =22 [ & {e“ {2581 {—%m +1)- 2§y} Bz}
1elé {2583 + [% (1, +1) + 2§y} B, }}df (90)

Burada B;, By, B3 ve B, biiyiikliikleri bilinmeyen sabit katsayilardir ve probleme ait

siir sartlar1 kullanilarak elde edileceklerdir.
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1.3. Kiitle Kuvvetlerinin Bulunmasit Durumunda Ozel Coéziimlerin Elde
Edilmesi

1.3.1. Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka icin Ozel Céziimlerin Elde
Edilmesi

Bu boliimde kiitle kuvvetleri etkisi altindaki FD tabakaya ait genel denklemler elde
edilmistir. FD tabakanin kiitle kuvvetlerinin, X=0 ve Y=-p1(y)g oldugu kabul edilmistir.

Burada g yer ¢ekimi ivmesini, pi(y) ise FD tabakanin yogunlugunu ifade etmektedir.

pa(y) ifadesi asagidaki sekilde tanimlanmustir:

oY) = pe” (91)

(91) nolu ifadede gecen pg, fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin iist yiizeyindeki
yogunluk degerini, y ise derinlik boyunca degisimi belirleyen parametreyi ifade etmektedir.
Oy, Oy V€ Tyy Oiizlem halde gerilme bilesenlerini gostermek {izere, kiitle kuvvetlerinin

bulunmasi durumunda denge denklemleri asagidaki gibi yazilabilir:

™ o+ Y °+X,=0 (92)
0 0
(), ¥ (), +Y,=0 (93)
OX oy

Bu denklemlerde gecen 6 indisi kiitle kuvvetinin olmasi halinde, 6zel ¢oziimii ifade
etmektedir. Fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya ait gerilme bilesenleri ise yer

degistirmeler cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

ouy,
(), = 5 () s o)

2|2

} (94)

ou,, .
(o), =(ffl—(ﬁ){(3—f<l)a—;°+(fq+l) } (95)

2|2
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Py |, My } (96)

(Txy)ld:/ul(y)|: ay +E .

(94-96) ifadeleri (92, 93) denklemlerinde yerlerine yazilir ve diizenlenirse asagidaki Navier

denklemleri elde edilir:

o4, o2V, o4, ou,. ov,,
(r,+1) < +2—10+(K‘1—1)—10+B(K‘1—1)—10 +|3(1<1—1)—1° =0 (97)
2 OXoy 0y? oy OX
62v16

(2 -1)

o2, oV, ou,, oV, i -1
+2ﬁ+(r<l+1) ket +B(3—Kl)i+[3(’<1+1) o Ao g(ﬁ’Kl ) (98)
X2 oxoy oy? OX oy #oe”

Yer degistirme ifadeleri u;s=u;s(X) ve v;5=V;5(y) olarak kabul edilir ve gerekli

tiirevler alinirsa, (97) numarali denklemden:

82u1(,j

(r+1) > N 0 (99)
Oy, _

—e=1 (100)
U, (x)=Lx+L, (101)

ifadeleri elde edilir. (98) numarali denklemden de,

o2, ou,. oV, _ (r-p)y
(% +1) - +B(3_K1)_10+B(K1+1) = = pod (s ~1)e (102)
oy? OxX oy o

denklemi elde edilir. (102) numaral diferansiyel denklem ¢6ziiliirse;

v (y)= (eﬂyYﬂ(ﬁ‘}’)}’(’ﬁ ‘3)ﬂ0L1 ‘(ﬂ‘}’)}’(’q "‘1)#0M1 "‘ﬂ(eﬂy(ﬂ‘}’)?’(’q +1)ﬂ0M2 -e’'g (’f1 ‘1)/70)) (103)
. B’ (B-1)r (5 +1)

ifadesi bulunur. u ve v yer degistirme ifadelerinde gecen L, Ly, My ve M, katsayilari
bilinmeyenler olup, kiitle kuvveti -pg ve kalinligi h olan fonksiyonel derecelendirilmis
tabaka icin X ekseni tabakanin iistiinden gegmek lizere, asagidaki gibi yazilan sinir sartlari

ile ¢oziilecektir:
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(104)
(105)

(106)

(107)

(104-107) denklemlerinden yararlanilarak L;, Ly, M; ve M, katsayilar1 asagidaki sekilde

elde edilir:

eV ppygh? (3—1q ) (167" (h-1))
8y 1o (e —1)

L, =0

_ oY (Kl _1)

M, =
Y g (r +1)

9 {AA+BB-CC)

M
2 8yt (i, +1)

(111) nolu ifadede gegen AA, BB ve CC ifadeleri asagidaki gibi tanimlanmustir:

~ Bhe" ) (146" (hy ~1)) (- 3)°
. 7" -1

AA

_ 8e”" (x,-1)
B

BB

8" (1, 1)
B-rv

CcC

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)
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Bu ifadeler (101) ve (103) nolu denklemlerde vyerlerine yazildiginda, kiitle
kuvvetlerinin dikkate alinmasi durumuna ait fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin yer

degistirme bilesenleri asagidaki sekilde edilir:

e " Bpyge™ (1, - 3)(1+e™" (yh-1))
B 8% 1o (€™ ~1)

pogﬂ{y{ew”hhﬂ(“eyh (7h —1))(3—'%)2}{8&“ (% —1)}_[8&”” (x; -1)}}

U, X (115)

y(e” -1) B B-v
Y = 8yuy (K, +1) . (116)
[—e(ﬁ”“gﬂpo(zcl—3)(1+th(;/h—l))]{pog(,(l_1)e—ﬂy}l:pog(,cl_l)eyw—ﬁ)}
h 87/2yo(eﬂh —1) B B-r

o (1 +1)

Yer degistirmelere ait ifadelerin gerekli tiirevleri alinip (94-96) nolu denklemlerde

yerlerine yazilirsa yalniz kiitle kuvveti etkisi altinda fonksiyonel derecelendirilmis

tabakaya ait gerilme bilesenleri;

((Tx )16 }/2 (Kl +1) (eﬁh _1) (117)
Po9 (eyy _1)

(o )1@ — (118)

(7 )1@ =0 (119)

olarak elde edilir. Burada 1 indisi fonksiyonel derecelendirilmis tabakayi, ¢ indisi kiitle
kuvveti olmast durumunda belirlenen yer degistirme ve gerilme bilesenlerine ait 6zel

¢Oziimii ifade etmektedir.

1.3.2. Homojen Tabaka icin Ozel Céziimlerin Elde Edilmesi

Kiitle kuvvetleri etkisindeki homojen tabakanin ¢oziimii elde edilirken, tabakaya

iliskin kiitle kuvvetlerinin X,=0 ve Y,=-p,g oldugu kabul edilmistir. Burada p,, homojen
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tabakanin yogunlugunu ve g yer ¢ekimi ivmesini ifade etmektedir. Diizlem hal i¢in Navier

denklemler asagidaki sekilde yazilabilir:

ou, o,

1V, + 24y ﬁ( % - %)=0 (120)
° (k,=1) Ox Ix oy
ou, OV,

P B e R WY (121)
° (x,-) 2y ox Iy

burada V2 Laplace operatdrii olup diizlem hal i¢in asagidaki sekilde tanimlanabilir:

, 0% 07
= o2t 55
ox- oy

(122)

Yer degistirme ifadeleri u=u(x) ve v=v(y) olarak kabul edilirse, (120) numaral

denklemden,
T g (123)
oz
Mas _ (124)
ox
Uy, (X) = Nix+ N, (125)

(121) numarali denklemden de,

2

oV,

(Jo +218) —2 = p,g (126)
dy

é)zvzﬁ _ ng (127)

5y2 - (Lm, +2u,)

N,
__ PY o (128)
ay  (Lm,+2u,)

£29 2
\Y; =—r<°c= O @) 129
26 () 2(Lm, +2 2)y +0y+0; (129)
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elde edilir. u ve v yer degistirme ifadelerinde gegcen Nj, Ny, O; ve O, Katsayilari
bilinmeyenler olup, kiitle kuvveti p,g ve kalinligi h olan homojen tabaka ic¢in X ekseni

tabakanin tistiinden ge¢mek lizere, asagidaki gibi yazilan sinir sartlari ile elde edilecektir:

u,, (0)=0 (130)

V,, (—h)=0 (131)
0

(0y),, = -r20dy (132)
y

0

j (0 ),, dy =0 (133)

el

Sinir sartlarinin (130-133) numarali denklemlerde yerlerine yazilmasi ile Ni, Ny, O

ve O, katsayilart agsagidaki gibi elde edilir:

N, = (3-1) ,9hx (134)
81
N, =0 (135)
0, = L8 [ (,-1) | (x, +1)j (136)
8u, | (x,+1) 8
0, = ngh2 ((Kz +1)j (137)
2., 8

Bu esitlikler (125) ve (129) nolu denklemlerde yerlerine yazilirsa, kiitle kuvvetinin

dikkate alinmas1 durumunda yer degistirmelere ait 6zel ¢oziimler asagidaki gibi elde edilir:

33—k
Uy, =B%2) 1, gy
81

(138)

2

| (-1 (5+])
B 241 L’(z +1) Y 8 h} (139)
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Yer degistirmelerin gerekli tiirevleri alinip (52-54) numarali denklemlerde yerlerine
yazilirsa, homojen tabakaya iligkin kiitle kuvveti olmasi durumundaki 6zel ¢oziime ait

gerilmeler agsagidaki sekilde yazilabilir:

(), =P20(y+h) (140)
3- h

()5, =29 EH—Z;[WEJ (141)

(ry), =0 (142)

8

Genel yer degistirme ve gerilme ifadeleri, homojen ¢6ziimden elde edilen ifadelerle

0zel ¢oziim sonucu elde edilen ifadelerin toplami olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

Uy (X y) =y (%, ¥)+ Ug(x.Y) (143)
Vo (X ¥)=Va (X, ¥)+ Vo (X ¥) (144)
5, (%) =0, (xY)+ o (x.Y) (145)
oy, (XY) =0y, (X y)+ oy (%) (146)
Ty (6 Y) =Ty (X Y)+ 7 (X Y) (147)

Ifadelerde bulunan h indisi kiitle kuvvetlerinin bulunmamasi durumuna ait homojen

¢oziimle, 6 indisi, kiitle kuvvetinin oldugu durumuna ait 6zel ¢oziimii ifade etmektedir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Problemin Tanim

Rijit diizlem tiizerine oturan ve iki rijit diiz blok aracilifiyla yiiklenmis biri
fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakanin temas problemi, elastisite teorisi ve integral
dontistim teknikleri kullanilarak ele alinmistir. P ve Q dis yiikleri farkli iki rijit diiz blok ile
tabakalara aktarilmaktadir. Problemde biitiin yiizeylerin siirtiinmesiz oldugu kabul
edilmistir. Ayrica rijit bloklar (a, b) ve (¢, d) araliginda fonksiyonel derecelendirilmis
tabaka ile temas halindedir. C6ziimde tabakalarin kiitle kuvvetleri dikkate alinmistir.

Tabakalar ve rijit diizlem x ekseni boyunca (-0, +o0) araliginda uzanmaktadir.
Problem diizlem durum igin inceleneceginden z ekseni dogrultusundaki kalinlik birim
olarak alinmistir. Problemde h; ve h, sirasiyla, FD tabakanin yiiksekligini ve homojen
tabakanin yiiksekligini, h ise tabakalarin toplam yiiksekligini ifade etmektedir. g yer
¢ekimi ivmesini, pj (i=1,2) ise malzemelerin yogunlugunu gostermektedir. FD tabaka igin 3

ve vy strastyla rijitlik ve yogunluk degisimlerini belirten parametrelerdir.

Y A ,:A}
: P Q !
- | 7
G g E X z
7_ 7 a m:\m _--) (‘ |
) b e Y =oe®
hy ( t - \ prepee”
d % -
h 7L - X . FDTabzka |
| Homojen Tabaka
1
hy gua?pz
i
1
el

Sekil 1. Problemin geometrisi
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2.2. Siirekli Temas Durumu
2.2.1. Problemin Sinir Sartlari
u(x,y) ve v(xy) yer degistirme bilesenlerini, ox(X)y), gy(X,y) Ve zy(Xy) gerilme

bilesenlerini ifade etmek {izere problemin sinir sartlart Sekil 1’ deki eksen takimina gore

asagidaki gibi yazilabilir:

—p(x) a<x<b
(O‘y)l(X,O)z —q(x) c<x<d (148)
0 —w<x<a b<x<c d<x<o
(rxy)l (x,0)=0 ~00 < X <00 (149)
(rxy)1 (x,~h)=0 ~0 < X< (150)
(o), (=) =(e), (x,=h) o <X <o (151)
£ Ty (x—hy) - (x,~1)]=0 —0<x<o (152)
(rxy)2 (x,—h)=0 ~0 < X <00 (153)
(rxy)2 (x,~h)=0 ~0 <X <® (154)
v,(x,—h)=0 —00 <X <0 (155)
%[vl(x,o)]zo a<x<b (156)
%[vl(x,o)jzo c<x<d (157)

Probleme iliskin denge sartlari ise;
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b
Jp(x)dx =P (158a)

a

d

jq(x)dx =Q (158h)

c

seklinde olup, p(x) ve q(x), rijit bloklarla fonksiyonel derecelendirilmis tabaka arasindaki

bilinmeyen temas gerilmeleridir.

2.2.2. Katsayilarin Belirlenmesi

(148-155) denklemleri ile verilen sinir sartlarinin, daha Once fonksiyonel
derecelendirilmis tabaka ve homojen tabaka i¢in elde edilen gerilme ve yer degistirme
ifadelerinde yerlerine yazilmasi ve ters Fourier doniisiimii alinmasiyla, A;, A, Az, As, By,
B, B; ve By katsayilarini igeren sekiz bilinmeyenli sekiz cebrik denklem asagidaki gibib

elde edilir.

(< )1(X'O) = i[if(s”_’ﬁ)”jnj (K +1)] A =

(% _1) j=1
j.— p(t)e dt+ ]1. —q(t)e™dt (159)
4
> | sj+ien; |A =0 (160)
j=1
i[sj +ién; | A elim=o (161)
j=1

iE AT ml e )l B (-1 + 2J¢] ) B2 |
=1

+e [ 2]¢] Ba+ ((x, ~1) - 2/¢| ) B4 ]} =0 (162)

Sien, A & (B, - B, e + (B - Byhe M= (163)
=i
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(7o), (x,—m)ze‘f“{zsﬁa {'5' (x, +1) + 220, } }

+ef“l{2553{|§|(;<2+1) 2gh} } 0 (164)

(xy) (x,~h) = ef“{zgsl {|§|(K2+1)2§h} }

+ef“{2§|33{|§|(;c2+1) 2§h} } 0 (165)

[B,—B,h]" +[B,-B,h]e " =0 (166)

Sekiz bilinmeyenli sekiz denklem takimindan A;, Ay, As, A4, Bi, By, Bz ve By
asagidaki gibi elde edilmistir:

A=(x, +1){(K2 "'1)[( D.D,F;F; -~ D.D,F,F, +D,0,FF, ~D,D,RF; )(2A, +2A, — Ay~ Ay — Ay~ Ay)
+(D,D,F;F, = D,D,F,F; — D,D;FF, + DsD,FF, ) (2A, +2A5 — Ay, — A — Ay, — A5
+(D1D3F2F4 —-DD,RF, + D,D,RF; - D3D4F1F2)(2A.L1 +2A5 = Ay —Aog — Ay — Ay )]
+4§m[( D,D,F;n, — D D;Fyn, +D,D;F,n, — D,D, R ) (45 (h—hy) Ay, — Ay + Ayy)
+(DyD,Fyns = DD, F,on; + Dy D, Fony — D,DsFyny )(48(h = hy) Ags — Agg + Ags )
+(D,DyF,n, = DD, Fyn, + D,D, Fyny — Dy D, Fony, ) (45 (h =) Ay — Agg + Agg )
+(D,D;F,n, - D;D, AN, + D,D,Fyn; — DD, Fyng ) (46 (h —hy) Ay - Ay + Ayy)
+(D,D,F3n, — D,D3FN, + DyD,Fin, — DD, Fyn, )(45(h—1y) Ay, — Ay, + Ay

+(D, D3R, — DiDsF,n, + DD, Fon; — D, D, g ) (45— Ay — Ay + Ay } (167)
A=(P +Q)(K2 +1){(K2 +l)[( D,D,F; - D3D4F2)(2A11 — Ay - A31)

+(D3D,F, = D,D;F, ) (2A, = Ay, = Ay,)

+(D,DsF, —D,D,F; ) (2A5 — Ay — Ass)]

+4§m[( D;D,n, — D,D,n, )(44(h, —h) Ay — Ay + Ay )

+(D,D3n, — D, Dy, ) (45 (h, —h) A, — A, + Ay)

+(D,D,n; — D;D,1, ) (48 (hy —h) Ay — Ay +A63)]}/A (168)

A, =(P+Q)(x; +1){(;<2 +1)[ (D;D,4F, — DD, F; )(2A5 — Aps — Ass)
+(D1D3F4 - D3D4F1)(2A16 - A26 - ASG)
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+(D,D,F; —DiDsF, ) (24, — Ay — Ay )]

+4§m[( D,D,n; —D;D,1; ) (45(h, —h) A — A + Ass)
+(D3D,n, — D Dyn, ) (48 (hy —h) A — Agg + Ay )
+(D,Dyn, — DD,y )(4&(h, —h) Ay — Ay + Am)]} /A

A =(P+Q)(x, +1){(x, +1)[(DD,F, ~ D,D,F ) (2A, — Ay — Ay,
+(D,D,F, ~ DD, F, ) (2A5 — A — Ass)

+(D1D2F4 - D1D4F2)(2A12 — Ay — Ay )]

+4¢fm|:( D,D,n —D,D,n, )(45(h —h)A, — A, + Ay)
+(D,D,N, — D, D4 ) (45 (0 —h) Ay — Asg + A )
+(D,D4n, — DD, ) (42(h —h) A, — Ay, + Ay ) [}/ A

A, =(P+Q)(x, +1){(;<2 +1)[(D,D4F, — D,D3F, ) (2A, — Ay — Ay;)
+(D;D,F; = D,D3F, ) (2A5 — A — A

+(D,D3F, = DiD,F3 ) (2A,; — Ay = Ay )]
+4&m[(D,D;n, —D,D;n, ) (45 (hy —h) Ay, — Ay + Ayy)
+(D,D;n; — DD,y ) (45 (M — ) A — Ass + Ag)
+(DyD,n; — D Dy, ) (4 (N —h) Ay — Ay + Aﬁl)]} A

Bu katsayilarda gegen;

A= g M(s2+s3+4)
A, = g M(s+s2+/)
A, = g 2h+(26-52-53-)
A, =& XM Easp)
Ay, = p2eh+h(-26-s2-53-4)
Ay, =M 2E-s-52-P)

A41 — e—l’h_(Sz +S3)

Ay, = g M(s1+s2)
A= g 2eh+ (25-sp-53)

S
A, = X2 )
A, = XM h2Ea)

A, = g M(s2+s4+/)

As = g M(s+s3+/5)

A, = g 26+ (26-52-54-/5)
Ay = p2h i (26-51-53-/)
A, = p2sht (-26-5p-54-/3)
Ay = p2ehth (2651 -53-6)
A, = g fu(s2+s4)

Ay = g MG+ss)

A, = g 2eh+ (26-sp-s4)
As = g 26N+ (25-51-53)
A, = p2ehthy (-25-5-54)
As = p2sh+h(-25-51-53)

A= g M(s3*s4+/)

As = g Ms+sa+f)

A, = p 2N+ (26-53-54-F)
Ay = 2SS p)
Ay = et (-26-s3-54-4)
Ay, = X2 p)
Ay = g M(s3+4)

Ag = g M(s1+s4)

A, = g 2h+hy(25-s3-34)
A, =g 2 @ia-s)
A = p2eh+h(-25-s3-54)
A, = e2M2is-s)

(169)

(170)

(171)

(172)
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seklinde ifade edilmistir.

B, =~(P+Q) (1, + DBy {Byy[ (20 + (i, +D)Byy — (4h—2¢hy + (i, +1) By ]
+By, [ (28h, + (i, +1)) By, —(4Eh - 28h, + (15, +1)) By, |
+By5 [ (28h, + (i, +1)) Byy —(4&h —22h, + (i, +1) ) Byg |
+By [ (28N + (i, +1)) By, — (450 — 28y + (1, +1)) By, }/A (173)

B,=—(P+Q) B41{|311[|321_B31]+ B12[Bzz - Baz]
Bys[Bys —Bis ]+ Bis[ By — 833]}/A (174)

B, = _(P +Q)(’<2 +1)B,, {Bll [(_4§h =25 + (x;, +1)) B, _(_z‘fhl +(x;, +1)) B31]
+By, [(‘4§h—2§hl + (1, +1)) By, _(_23& + (1, +1)) Baz]
+Byg[ (~45h—2&h, + (ic, +1)) By —(—28h, + (i, +1)) By |

+By, [ (—4&h— 28N, + (i, +1)) By, —(—2&h, + (i, +1)) 534]} /A (175)
B, :_(P+Q) By, {811[821_ le]+ BlZ[BZZ _Bsz]

Bi3[Bys —Bys ]+ Bi3[ By — Bas]}/A (176)
Ayrica,

B, = D,D,(F3n, — F4ny) - D,D5(Fn, — Fyny) + D, D, (Fny — F3ny)
B,, =—D,D,(F3n, - Fyng) + DDy (Fyn, — Fyny) — DD, (Fyny — F5ny)
B,; =D, D;(F,n, — Fyn,) + D, D, (Fn, — Fyny) - D;D, (Fn, — F,ny)
B, = D,D,(F,n; — F3n,) — D, D, (Fin; — Fyny) + D3O, (R0, — Fpny)

821 _ em(3,8+2cf+sl+252+53+s4) 822 _ eh1(3ﬁ+2§+291+52+33+s4)
st _ efh(3ﬁ+2§+91+32+333+54) 824 _ ehl(3ﬁ+2§+sl+sz+53+254)
B31 _ e2§h+hl(3ﬂ+sl+232+53+s4) 832 _ eZ§h+hl(3ﬂ+251+32+33+s4)
B33 _ e2§h+hl(3ﬁ+sl+sz+253+s4) 834 _ e2§h+hl(3ﬁ+sl+52+33+254)
B41 _ e—2§h—hl(4ﬂ+§+291+252+233+254) B42 _ e—m(4ﬂ+§+291+252+253+254) (177)

olarak belirlenmistir. Ayrica bu ifadelerde gegen Djve F; (j=1, 2, 3, 4), m, P, Q, ifadeleri de

asagidaki gibi tanimlanmstir:
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D, =[sj +i§nj] (178)
_[i§(3—/<1)+sjnj (K‘1+l):|
F = () (179)
m="~42 (180)
Ho

1 b

P=——(p(t)dt 181
Ho f[p( ) ( )
1 d

Q=——a(t)dt (182)
Ho %

2.2.3. Integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Rijit bloklarmn altlarindaki p(x) ve q(x) temas gerilmesi yayiliglarinin bilinmeyenler
oldugu daha onceki kisimlarda belirtilmisti. Bu gerilme yayilislarini elde edebilmek igin
(156) ve (157) nolu sinir sartlarindan yararlanilacaktir. Bu esitlikler y=0’da (a<x<b) ve
(c<x<d) araliklarinda sifira esittir. (156) ve (157) numarali siir sartlar1 asagida agik

bicimde yazilmistir.

8v1(x, y) 1 7. 3 Siy+HEX

= ieYAne T dE=0 a<x<b 183

OX 2m = QZJZ_; I : (183

aVl(X, y) 1 7. & Siy+HEX

= = iEYAne T dE=0 c<x<d 184
OX 2m 7, 512_: 1 : (184

Bu ifadelerde gerekli islemler yapildiktan sonra, integral sinirlar1 0’dan oo’a gidecek
sekilde diizenlenir ve denklemlerde gegen iistel ifadeler igin gerekli doniisiimler yapilirsa
her iki ifade de;
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6\’1()(7 y)
oX

- ZPT(fAlnlesly +EANE? + EANED + §A4n4es4y)i [cos&(t—x)—isin&(t—x)ldE
0

+2QT(§A1H165” +EANER + EANES + §A4n4es4y)i [cosé(t—x)—isin&(t—x)]d& (185)
0

seklinde yazilabilir. (183) ve (184) numarali denklemleri birbirinden x degiskeni
ayirmaktadir. (183) numarali denklemde (a<x<b), (184) numarali denklemde (c<x<d)
dir.

Bu esitlikler i¢in gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler yapildiginda (183) ve (184)

numarali denklemlerin her ikisi de asagidaki hali alir:

M (xy) _ 51 dtj(éAinle%y el J[sin Et—x)ld&
2“ Ho o

28 EANE™ + EA N,
—2—— j q(t)dt| [ﬂnleﬁ +ehne” J[sm Et—x)lde (186)
21 py -, EANE +EANE™

(186) nolu denklemde y — 0 limitine gegerken pay paydaya boliindiigiinde temas
gerilmelerinin diizglin bir sekilde elde edilmesine engel olan singiiler terim ortaya
cikmaktadir. Bu durumu gidermek i¢in ortaya ¢ikan singiiler terim (186) numarali integral
denklemin ¢ekirdeginden ayiklanip kapali integralleri denkleme ilave edildikten sonra limit

islemine gecilmelidir Bulunan singiiler terim;

o0

ST, = [e (’QT”J [sin&(t—x)ldé (187)

0

seklinde yazilabilir. (187) ifadesinin kapali integrali, integral doniisiim tablolar1 yardimiyla

belirlendikten sonra y — 0 limitine gegilmelidir. Singiiler terimin kapali integrali;

Sle(Kl-l-lJ 2('[—X) : (188)
)y ()

olarak elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra (183) ve (184) numarali

denklemler yeniden diizenlendiginde integral denklemler asagidaki sekilde elde edilir:



_li p(tl)dt {k *(X, 1)+(K1+1j }
. (t -

) (189)
11 K +1 _
jq(t )dt, [k *(x,t, )+( j(tz_xl)} 0, (a<x<b)
* K+l
———J p(ti)dt{ (X2't1)+( v )(tl XZ)}
(190)
1
—;—J.Q(tz)dt{ 1*(X2,tz)+(K1+ j(tz Xz):| =0, (c<x<d)
Denklemlerde gegen ki (x,t) ¢ekirdegi asagidaki gibi tanimlanmustir.
k*(xt) = [ (k (x,t) (KlJrlem E(t—x)d& (191)
Burada;
k (x,t) = ()J‘Og(Ain1 + AN, + Ang + A, )[cos E(t—x)]d & (192)
0

2.2.4. integral Denklemlerin Sayisal Coziimii

Integral denklemlerin sayisal ¢dziimiinii kolaylastirmak icin ¢=z/h; degisken

doniistimii yapilmis ve (a<x;<b), (c<xo<d) olmak iizere asagidaki boyutsuz biiyiikliikler

tanimlanmustir.

b— b b-a b+a

VT @ hmmrety ®
d-c d+c d-c d+c

227 2+T (c) t,= > S+ 5 (d)

p(b—as+b+aj q(b—as+b+a]
2 2 2 2
al(sl): (e) az(sz): (f) (193)

P/h P/h
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Tanimlanan boyutsuz biiyiiklikler (189) ve (190) nolu integral denklemlerde

yerlerine yazilirsa;

17 b-a K +1 1
o) s+ mGss0 (57 g

7(51_'1)
1 1 d-c K +1 1
1 d-c, , 1 =0 (194
ﬂ:[laz(sz) 2h, S, +| My(ny 52)*‘( 4 J{dcs +d+c}_{b—ar+b+a} (194)
2 22 2 72
1L b-a K+l 1
Y 9% , | F ]
ﬂ_J.lal(sl) oh s, +| my(r, 81)+[ 1 j b—asl+b+a}_ d_cr +d+c
| 2 2 2 2 2
1
_ljaz(sz)ﬂdsz N m4(r2’52)+ K +1 1 =0 (195)
2 4 Jd-c
T hy 7(32_"2)

esitlikleri elde edilir. Burada «i(Si) rijit blok altinda meydana gelen boyutsuz temas
gerilmesidir. a;(si), si=t1’de tekillige sahip oldugundan integral denklemin indeksi +1’dir

ve ¢0ziim;

a; () =Gi(s)[1-5° |2 (-1<s <)  (i=12) (196)

olarak aranabilir (Erdogan ve Gupta, 1972). Uygun Gauss Chebyshev integrasyon formiili
kullanilirsa (194) ve (195) nolu denklemler;

n b—-a K +1 1
WG () 22 ml(rl-,sli){ i j :
2h, | + )

0 d-c g +1 1
-S'W. A Yl S, 1 =
5 W (5a) m2<rl,,sz.)+( : j[d_c e [, oo 0
Sy + = I+
2 2 2 2

(j=1..n-1) (197
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N b-a K +1 1
EW‘Gl(S”) 2h, m3(r2"’51‘)+( 4 J[ba b+a} [d—c d+c}
S+ - Ry +
2 2 2 2
$ d-c 1 1 .
_ZWiGz(SZi)W m4(r2j,52i)+(’(1: jd—c (j=1...n-1) (198)
= 7(52 —1y;)

seklinde yazilabilir. (197) ve (198) numarali ifadelerde gegen m; (i=1,...,4) blyiiklikleri

asagidaki gibi tanimlanmigtir.

ml(rl’sl):kl*(xl’t'l); mZ(r;USZ):kl*(Xl’tZ);

mS(rZ’Sl) = kl*(XZ’tl); m4(r2132) = kl*(xzftz); (199)

Probleme ait denge sartlari;

b

[ pt)dt, =P @

d

[at)dt, =Q (b) (200 a-b)

seklindedir. Bu sartlarda (193) nolu denklemde tanimlanan boyutsuz biiyiikliikler

kullanilirsa;

1
—JamR -1 @

1
—i [a, (sz)dz—;llcdsz =% (b) (201 a-b)
]

elde edilir.

Uygun Gauss Chebyshev integrasyon formiillerinden yararlanilarak denge
denklemleri;
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iﬂVViGl(sli)bz;hla:l (a)
i=1
> WG, (5,) dz—: - % (b) (202a-b)

seklinde elde edilir. Bu esitliklerde;

1 1
W, =W, = W, =—— i=2,..n-
1 n n-2 i n—1 (' 2! n 1) (203)
=5 —COS(i;lﬂ'J (i=1..,n) (204)
Sll — 2 n—l =1,...,
r-—r-—cos(zj_lﬂj (j=1..,n—1) (205)
1 2i on—2 J=4..

olarak tanimlanmistir. Boylece (197), (198) ve (202) nolu denklemlerden 2n bilinmeyenli
2n tane denklem elde edilmis olur. Bilinmeyen temas gerilmeleri p(x) ve q(x) ve bu

denklem sisteminin ¢6ziimiinden belirlenebilir.

2.2.5. Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka ile Homojen Tabaka ve Homojen
Tabaka ile Rijit Diizlem Arasindaki Ik Ayrilma Yiikleri ve Ilk Ayrilma
Uzakliklarinin Belirlenmesi

Tabakalarin birbirlerine ve rijit diizleme temas ettikleri yiizeydeki ay(X,y) gerilme
dagilimu ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliginin belirlenmesinde kullanilir. Bu sebeple
temas yilizeylerinde meydana gelen (ay)1(X,-h1)/P/h1 ve (oy)2(X,-h)/P/h1 gerilmelerinin elde
edilmesi gerekir. Oncelikle Fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile homojen tabaka
arasindaki gerilme dagilisinin bulunmasi igin belirlenen A; (i=/,...,4) katsayilar1 ile
Fonksiyonel derecelendirilmis tabakaya ait kiitle kuvvetleri icin elde edilen 6zel ¢6ziim

(146) nolu denklemde yerlerine yazilirsa;

eh

(r—

(oy),(xy)=2P 1)Ii[i§(3—xl)+sjnj (1, +1) | Al [cos £t — )] dé +

i=L

STi J po9(e” -
ZQ(,(l_l)!;['f(3—’<1)+5jnj(K1+1)]Aje y[COSeg(t—X)]d§+°T (206)
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ifadesi elde edilir. Fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk
ayrilma yiikii ve uzakligini belirlemek i¢in y=-h; degeri alinip =z/h; doniisiimii yapilarak

boyutsuzlastirma islemi gergeklestirilirse;

(Gy)l(x’—hl)_ eMm-1p1 &
P/h, = h Z_JZ_?N 1(31| m5(rlj Sii)

ENG (SZ| h1 me(rzpsm)

(-1<r,r,<1) (207)

olur. FD tabaka ile homojen arasindaki temas yiizeyi boyunca normalize edilmis
(oy)1(x,y)/P/hy gerilmesi elde edilir. Homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki gerilme
dagilisinin bulunmasi i¢in daha Once belirlenen B; (i=1,...,4) katsayilar1 ile homojen
tabakaya ait kiitle kuvvetleri i¢in elde edilen 6zel ¢6ziim (146) nolu denklemde yerlerine

yazilir ve gerekli ara islemler yapilirsa;

(O-y) (X’_h)_ (e_yhl—l) p(-h+h) |1 4
|:§/h1 N h + 2p0h1 Z_EN 1(51|) hl m?(rlj’sll)

=

ENG (Szu hl m8(l’21,32,)

(-1<r,r,<1)  (208)

ifadesi elde edilir. Burada 1;, FD tabakaya ait, 1, ise homojen tabakaya ait yiik faktorleri

olup asagidaki gibi tanimlanmiglardir:

A= zlhf ve (209)
0

A= . szz (210)
0

(207) ve (208) nolu denklemlerde gecen ms, mg, M7, Mg ifadeleri asagida verilmistir.
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ms (1, 8) = Ky (%, 1)

Mg (1, S,) =Ky (X5, 1))

m,(r,s;) =ks(x, 1)

Mg (ry,8;,) = K (X, 1) (211)

(207) ve (208) nolu denklemlerin ¢ekirdekleri sirasiyla;

Ky (%,1,) = [ £(3-r;)+s;n; (1 +1) | A [cosE(t—x)]d& (212)

j=1

O'—-.S

Ks (X2t ) = _[{ Y {—29551 +[(x, 1) -2&Y]B, }
0
+6%Y { 2£B, +[(x, 1) +2&y]B, }}dg[cos E(t—x)]de& (213)

olarak elde edilmistir.

A1 yik faktoriiniin belirli bir kritik degeri asmasi (A¢r1) durumunda, tabakalar arasinda
ayrilma olusarak problem siireksiz temas problemi halini alir. Bu nedenle siirekli temas
durumunun gergeklesmesi icin temas gerilmelerinin, temas ylizeyi boyunca basing
gerilmesi olmasi gerekir. Bu durum yalnizca 0< 1; < A¢1 olmasi sartiyla saglanabilir. A5 >
Acr1 olmast durumunda problem siireksiz temas problemine doniisir.

Tabakalarin arasindaki, ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklarinin bulunabilmesi i¢in (207)
nolu denklemin sifira esitlenmesi gerekmektedir. Bu esitlik yardimiyla tabakalar arasindaki
ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 birlikte bulunabilir. Bu esitligi saglayan x
mesafesi, ilk ayrilma uzakligi (X¢r1) ve ilk ayrilma uzakligina karsilik gelen yiik faktori de
kritik yiik faktorii (Acr1) olarak adlandirilir.

P
a (214)

Lo ghlz

ctn =

A2 yiik faktoriiniin belli bir kritik degere ulagsmast durumunda (A¢r2) homojen tabaka
ile rijit diizlem arasinda ayrilma meydana gelir ve problem siireksiz temas problemi halini
alir. Homojen tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyindeki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklarinin

belirlenebilmesi igin (208) nolu ifadenin sifira esitlenmesi gerekir. Bu durum ig¢in
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belirlenen x mesafesi ilk ayrilma uzakligi (Xcr2) Ve bu uzakliga karsilik gelen yiik faktorii de
kritik yiik faktorii (Acr2) Olarak ifade edilir.

P
i — cr (2 15)
Cry po ghlz

Bulunan bu yiik faktoriinden daha biiyiik yiik faktorleri i¢in yani (A>Acr2) olmasi
durumunda yukarida belirtildigi gibi homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda ayrilmalar

meydana geleceginden problem siireksiz temas problemi halini alir.

2.3. Siireksiz Temas Durumu

Iki rijit diiz blok vasitastyla yiiklenmis rijit diizlem {izerine oturan malzeme
ozellikleri farkli tabakalara ait siireksiz temas problemi iki farkli durum igin ayr1 ayr
incelenecektir. Bunlardan ilki FD tabaka ile homojen tabaka ara yilizeyinde meydana gelen
stireksizlik, ikincisi ise homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda olusacak siireksizlik
durumudur.

Problemin ¢6ziimii yapilirken tiim yiizeylerin siirtinmesiz oldugu varsayilmis ve

elastisite teorisinden yararlanilmistir.

2.3.1. Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka ile Homojen Tabakaya Ait Ara
Yiizeyde Meydana Gelen Siireksizlik

FD tabaka ile homojen tabakaya ait ara yiizeyde ayrilma meydana gelebilmesi i¢in
yiikiin (41) bu yiizeyde ilk ayrilmay1 meydana getirecek yiikten (A¢r1) daha biiyiik bir deger
almas1 gerekir (41>/Acr1). Bu kosulun meydana gelmesi durumunda siirekli temasta
kullanilan (152) numaral1 sinir sart1 gegerli olmayacaktir. FD tabaka ile homojen tabakanin
birbirinden ayrildigi (e,f) araliginda diisey yer degistirmeler farkinin tiirevi ¢(x) gibi
bilinmeyen bir fonksiyona esit olacaktir. Bu fonksiyonun integrali ise (e,f) araligindaki
tabakalar arasindaki ayrilmay1 verecektir. FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki
stireksizlikler incelenirken, ara ylizeylerde siirtinmenin olmadigr kabul edilmistir.

Tabakalara ait kiitle kuvvetleri dikkate alinmistir.
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1
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/ " v \, Mi=poehy
hyf ¢ q 7 L pi=poety
AN . a ... FD Tabaka
— . =
h \ e ¥ i Homojen Tabaka
hy / f X ip,;, p2
I o 2z
Ryjit Diizlem | 1 ;

Sekil 2. FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki siireksiz temas probleminin geometrisi
2.3.1.1. Problemin Sinir Sartlari
u(x,y) ve v(xy) yer degistirme bilesenlerini, ox(X)y), oy(X,y) Ve 7y(Xy) gerilme

bilesenlerini ifade etmek ilizere problemin smir sartlart Sekil 2” deki eksen takimina gore

asagidaki gibi yazilabilir:

-p(x) a<x<b
(ay)l(x,O): —q(x) c<x<d (216)
0 —0<X<a, b<x<c, d<x<ow
(7 ),(x,0)=0 —00 < X <00 (217)
(rw)l(x,—m):o —00 < X <00 (218)
(O-y)l(x’_hl):(O-y)z(x’_hl):o e<x< f (219)
0 0 —o<x<e f<x<ow
2w (em)wix-n)]= {0 o @20
(7 ), (x ) =0 —0 <X <0 (221)

(7 ), (x=h)=0 —00 < X <00 (222)
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V,(x,—h)=0 —00 < X <00 (223)
%[Vl(x,o)]ﬂ) a<x<b (224)
%[vl(x,o)]zo c<x<d (225)

(216) ifadesindeki p(x) ve q(x) rijit bloklar ile fonksiyonel derecelendirilmis tabaka
arasindaki bilinmeyen temas gerilmeleridir.

Probleme iliskin denge sartlar1 (158) numarali ifadelerdeki gibidir. Ayrica probleme
ait tek degerlilik sart1 asagidaki gibi ifade edilebilir:

f

fo(x)dx =0 (226)

e

2.3.1.2. Katsayilarin Belirlenmesi

(216-223) denklemleri ile verilen sinir sartlarinin daha ©nce fonksiyonel
derecelendirilmis tabaka ve homojen tabaka i¢in elde edilen gerilme ve yer degistirme
ifadelerinde yerine yazilmasi ve ters Fourier doniisiimlerinin alinmasiyla Ar*, Ax*, As*,
As*, B1*, By*, Bs* ve By* katsayilarini igeren sekiz bilinmeyenli sekiz cebrik denklem elde

edilir. Bu denklemler asagida verilmistir:

(o), (x0)= (Kflil)z_;[ié(&rq)ﬂjnj (1, +1) | A=

]
b d
[-p(t)e ™ 'dt+[—q(t)e dt (227)

4

Z;[sj +ién; [A*=0 (228)
=
i[sj +ign; | A;*e it =0 (229)

j=1
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4
SE A e M —mf e 2|+ (-1 + 2J¢]h, ) B, *]

-1

+e M 21¢B, *+((k, ~1) - 2|¢]h, ) B, *]} =0 ; (230)

4
Sign A, e ™ —ig{(Bl*—Bz*m)e‘f“‘l +(33*—B4*hl)e“f‘“l} -R (231)
-1

(Txy )2 (x,—h) =e§h1{2§31*_[§(,(2 +1)+2§h1} B, *}

+e M {2583*{'? (x, +1)—2£h, } }:o (232)

(), (6, —h) =€ {2581* Pg' (x, +1)2§h} }

+e—f“{2§|33*+{|§|(;<2+1) zgh} } 0 (233)

[B,*~B,*h]e" +[B,*~B,*h]e " =0 (234)
1 b

Sekiz bilinmeyenli sekiz denklem takimindan, problemin ¢oziimiinde kullanilan

A*, A*, A *ve A katsayilar asagidaki gibi elde edilmistir:

A=(x, +1){(K2 "'1)[( D.D,F;F; ~D.D,F,F, +D,0,FF, ~D,D,RF; )(2A, +2A, — Ay~ Ay~ Ay —Ay)
+(DyD,FyF, — D,D,F,F; — D,D;RF, + D;D,FF, )(2A, + 2A5 = Ay, — A — Ay = Ayg)
+(D,D;F,F, — D,D,RF, + D,D,FF; —D,D,FF, ) (24, +2Ag — Ay — A — Ay — Ay )]
+4§m[ D D,Fkn, - D,D;Fn, + D,D;F,n, —D,D F3n1)(4§(h—|’1_l)A44—A54 +A64)

(DDFn3 D,D,F;,n, + D;D,F,n, — DDFnl)(4§(h h)A; — A55+A65)
+(D,DyF,n, = DD, Fyn, + D, D, Fyny — Dy D, oy, ) (46 (h —hy) Ay — Agg + Agg )
+(D,D;F,n, — D;D, AN, + D,D,Fyn; ~ DD, Fyng ) (45 (h =) A, — Ay + Ay
+(D,D,Fyn, - D,D3FN, + D;D,Fn, — DD, F3n, ) (45 (h =) Ay, — Ay, + Ay )

( J

)
+(D,D;kn, - D, B;F,n, + B D,Fn, - D, D4F1n3)(4§(h =) Az - A+ Ase (236)
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A*=(x, +1){(P+Q){(;<2 +1)[(D,D,F, - D;D,F,)(2A, — Ay - A,)
+(D,D,F, —-D,D,F,)(2A, - A, - A,)
+(D,D,F, —D,D,F;)(2A, - A, - Ay) |
+4£m[ (D,D;n, —D,D;m, )(44(h —h) A, — A, + A, )
+(D,Dyn, - D,D;n, ) (4£(h, —h)A,, — A, + A,
+(D,D,n, ~D,D,n, )(4&(h, —h) A, — A, + A, )]}
+R(4¢m){(D,D,F, - D,D,F, )(4&(h—h)A, — A, + A,,)
+(D,D,F, ~D,D,F, )(4&(h—h) Ay — Ay + A)
+(D,D,F, ~D,D,F,)(46(h—h) A, — A, + A, )} /A (237)

*= (K, +1){(P+Q){(/<2 +1)[(D,D,F, ~D,D,F,)(2A, ~As A,
+(D,D,F, ~D,D,F,)(2A5 — Ay — Ay
+(D,D,F, -DD,F,)(2A, - A, - Ay) |
+4£m( (D,D,n, —D,D,n, ) (4£(h —h)Ag — A, + Ay
+(D,D,n, —D,D,n, )(4&(h, —h) A, — Ay + Ay)
+(DDyn, ~ DD, ) (4(h ~h) Ay — Ay + A, )|}
+R(4¢m){(D,D,F, —~D,D,F, )(4&(h—h)A, — A, +A,,)
+(D,D,F, -D,D,F,)(4&(h—h) A, — Ay + Ay)
+(D,D,F, — D.D,F, )(45(h—h) A, — A, + Ay} /A (238)

*=(x, +l){(P+Q){(K2 +1)[ (D,D,F, —D,D,F, ) (2A, — Ay — Ay,)
+(D,D,F, —~D,D,F, )(2A, — A — Ay
+(D,D,F, —~D,D,F,)(2A, - A, - A,) ]
+4£m( (D,D,n, —D,D,n, )(4&(h, —h)A, — A, + Ay)
+(D,D,n, = D,D,n, )(4E(h, —h) A — A + A
+(D,D,n, DD, )(4&(h ~h)A, — A, + A, )]}
+R(4ém){(D,D,F, ~D,D,F, )(4&(h—h)A, - A, + A,
+(D,D,F, - D,D,F,)(4£(h—h)A, - A, + A,)
+(D,D,F, —D,D,R ) (45— ) Ay, — Ay, + Ay )} /A (239)

*=(x, +1){(P+Q){(K2 +1)[(D,D,F, ~DD,F, )(2A, — A, — Ay
+(D1D2F3 - D2D3F1)(2A15 - Azs - %5)
+(D1D3F2 B DlDst)(zAu o A21 o A31)]
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+4¢m( (D,Dyn, — D,Dyn, ) (44(h —h)A, — A, + Ay,)

+(D,D;n, —D,D,n, ) (45 (h, —h) A, — A, + Ay)

+(D,D,n, ~ DDy, )(4£(h —h)A, — A, + Aﬂ)]}

+R(4¢m){(D,D,F, - D,D,F, )(4&(h—h)A, — Ay + Ay)

+(D,D,F, ~D,D,F, )(4é(h—h)A, - A, + A,)

+(D,D;F, — DD, F, ) (4&(h—h) A, — A, + Ay} /A (240)

Bu ifadelerde gegen;

A= eisﬁ; A= eiszm' A= e_%hl' A74 =e "

_ A—25hthy(28-5)). —2§h+}1 2&-s, —2§h+h1 2&-s _ —2§h h(2&-s,
Ay = A, = U} Ay = U Ay e e

A, _ g¥éhh(2-s). A, = g2 h(2-s2). A, =" h(2¢-s;). ; A, =" h(26-54) (241 a-)

olarak elde edilmistir.

2.3.1.3. Integral Denklemlerin Elde Edilmesi

FD tabaka ile homojen tabaka arasinda ayrilma meydana gelmesi durumunda sinir
sartlarindan elde edilen A, A,*, A, *ve A, *katsayilar1 p(X), q(X) ve o(x) gibi bilinmeyen

i fonksiyona bagli olarak belirlenmistir. Bu fonksiyonlarin bulunabilmesi igin (224, 225)

numarali sinir sartlari ve (242) numarali denklemden faydalanilacaktir.

o9 (e_m _1)
4

[(ay )1(x,_h1)}+

=0, (e<x<f) (242)

0
A* A A* ve A* katsayilar &[Vl(x, 0)] =0 denkleminde yerlerine yazilirsa

b 0 )
8V1(X, Y):_ii p(t)e_igtdtj‘ieigx (éAinleSly +EANE Jdg

8X 27[ ﬂo a e +§A3n3es3y +§A4n4es4y
LT e’ + £AN,e%2
_ii a(t) —|§tdtjie|§x SAN AN, de
21 py -, %\ +EANE™ +EANE™

f © **n oSy *kn a2y
+i_j¢(t)e“5tdt jie‘fx[gm1 NeT e AT Jdg (243)

2ml +EANE™ + AN, e

—0
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elde edilir. Buradaki A **, A,**, A, ** ve A,** ifadeleri asagidaki gibi tanimlanmistir:
\

A **=R(4m)(x, +D{(D,D,F, ~D,D,F, )(4E(h—)A, — A, + A,)
+(D;D,F, = D,D;F, )(45(h—h) A,y — Ay + Ay)
+(D,D,F, - D,D,F,)(4(h—h)A, — A, + A,)}} /A (244)
{(

A **= R 4§m (x, +1) D D4Fl—D1D4F3)(4§(h—hl)A74—A84+A94)
<D1D3F4_D3D4F1)(4§(h_h1)A73_As3+A33)
"‘(D1D4|:3_D1D3F4)(4§(h_h1)A71_’6‘81""6‘91)}}/A (245)

A*= R(4§m)(l(2 +1) {( D,D,F, - D1D4F2)(4§(h -h)A, - A+ Aal)
+(D2D4F1 - D1D2F4)(4§(h _h1)A72 - Asz + Agz)
+(D1D4F2 - D2D4F1)(4§(h - hl)A74 W A84 + A94 )}}/A (246)

A4**: R(4§m)(’(2 +1){(D2D3F1 - D1D3F2)(4§(h_hl)A73 _Az3 + Aas)
+(D1D2F3 - D2D3F1)(4§(h - h1)A72 - Aaz + Aaz)
+(D1D3F2 - D1D2F3)(4§(h F hl)A71 - ABl W AQI)}}/A (247)

Integral smirlar1 degistirilip (243) numarali denklem diizenlenirse;

v(xy)_ ,1 1% e EAME™ +SAME )
ox 2 1ty %, J. +EANE™ + EAN, L [sin&(t—x)ld¢
SAMVEY +SANMe :
2L t)dt t-x)]d
21 1y I(+§A3n e +EAN, es4yj[3|n§( X)] g
1 f B §Ai**nlesly +§A2 **nz es2y -
2 et t—x)Id 248
" 21t§1'|. I(_i_é:As **n e53y +§A4 x4 654)'][5'” é:( X)] 5 ( )

halini alir.

(248) numarali denklemde y — -h; limitine gecilirken pay paydaya boliindiigiinde,
ortaya integral denklemin yakinsamasini bozan singiiler terimler ortaya ¢ikmaktadir. p(t)
ve q(t)’ nin ¢arpan oldugu cekirdekler siirekli temas durumundakiyle ayni olacagindan,
singiiler terimler de stirekli temastakinin aynisi olur.

Bu durumda (224) ve (225) nolu denklemlerden (a<x<b) ve (c<x<d) araliklarinda

elde edilen integral denklemler asagidaki gibi diizenlenebilir:
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* 1 :
__—j p(t,)dt, {k (thi”( j(tl Xl)}

+1 1
_;_Iq(t )dt, {k (th)*( j(t —Xl)}

+;I¢(t3)dt1[k22(xl7t3)]=0 (a<x<b) (249)

———f p(tl)d‘l{ *(Xz’t1)+(Klﬁl+1) (tl—lxz)}

. K +1 1
___Iq(t )dt, { 1 (Xz,tz)"‘( 14 j(tz—xz)}

+= J o(ty)dt [kz, (%, 15)] =0 (c<x<d) (250)

Integral denklemde gecen k; *(X,t) ifadesi (192) nolu esitlik ile tanimlanmustir.

k22(X,t) cekirdegi ise asagida verilmistir.

Koo (%,8) = [ £(A %0 + Ay 51, + Ayeny + A **n, )[cos &(t - X)]d& (251)
0

Bilinmeyen fonksiyonlarin p(x), q(X) ve ¢(x)’ in belirlenmesinde kullanilacak tigiincii
denklem ise (244) numarali esitliktir.
Kiitle kuvvetlerinin dikkate alindig1 durum i¢in katsayilar (oy); gerilme ifadesinde

yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa;

(o), (xy)= (‘I‘(Oe 1){ L dtIZ[§(3 k) + (i +D)njs; A [eos&(t—x)Ide

1

il

_Ei q(t)dth[if(S—/cl) + (i +1)n;s; }AjeSjy [cos&(t—x)ldE
0

T Hot
f 0
—%!w(t)dt!Z[if@—Kl)%—(Kl+1)anj:'Aj **e™[isin é(tx)]df}

ry _
L 29C7 D (252)
y
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elde edilir. Yukaridaki denklemde y—-h; limitine gegilirken pay paydaya boliindiigiinde,
integral denklemin yakinmasini bozan singiiler terimler ortaya g¢ikmaktadir. Bulunan

singiiler terimler;

et | 4m e
ST, .([e [ (1+K2)+emm(1+’(1)}|n§(t x)d £dt (253)

olarak belirlenmistir. Yakinsamanin bozulmasina sebep olan bu singiiler terim (252) nolu
integral denklemden cikarilarak, (253) numarali esitligin integral doniisiim tablolari
yardimiyla (Erdelyi vd. 1954) kapali integrali alindiktan sonra y—-h; limitine geg¢ilmistir.
Bu islemler yapildiginda iigiincii integral denklem asagidaki gibi ifade edilebilir.

b d
—%j p(t)dt[kz(x,t)cosf(t—x)]—%jq(t)dt[kz(x,t)cosé(t—x)]

a
f

_ﬂj¢(t)dt[k4 *(x.Disin&(t-x)[d&
1

B 4m 1 @-n1
U+x,)+eMmml+x) (t-x)  yh A

(e<x<f) (254

Burada k,(x,t) ve k, *(x,t) ifadeleri;

eﬁy

k(xt) = [ ((,( 216Gk + (5 +Dms, A *esjysinf(t—x)]df (255)
0 1

=

3 4m
A+x,) +e”"m(1+ K

k4*(x,t):T[k4(x,t)—{
0

seklinde tanimlanmustir.

}sin §(t—x)Jd§ (256)

2.3.1.4. Tabakalara Ait Ara Yiizeyde Meydana Gelen Ayrilmanin Belirlenmesi

FD tabaka ile homojen tabaka ara yiizeyinde ortaya ¢ikan ayrilma bolgesinin
belirlenmesi i¢in (249), (250) ve (254) nolu integral denklemler birlikte ¢oziilmiistiir.
Integral denklem takiminin sayisal ¢oziimiinde z=¢h; doniisiimii yapilmis olup

(193 a-f) numarali denklemlere ek olarak asagidaki boyutsuz biyiikliikler tanimlanmstir.
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f2—er3+f+e @ t3:f—e83+f+e ()

( f—e f +ej
53 +
2 2 ©) (257)

P/h

X3=

a;(S3) = Lo

Bu boyutsuz biiyiikliikler tekil integral denklemlerde yerlerine yazilirsa asagidaki
esitlikler elde edilir:

Birinci integral denklem:

1 1
jal(sl) dsl m, * (1, 51)+(K1+ j
hl 4 bza(sl_rl)

- K +1 1
_72"[ Z(SZ) hlOISZ e (r1,32)+( 4 ][d—c d+c} [b—a b+a} i
s, + - I+
2 2 2 2

- j Q3 (53) hl m3 * (1, 85)ds; =0, (-1<r<1) (258)

Ikinci integral denklem,

1 1 b—-a - K’1+1 1
_;J;al(%)ﬂdsl m, (I’2,51)+( 4 }[ba b+a} l:d—c d+C}
bt S + — r, +
2 2 2 2
__.[0‘2(52) dSZ Mg * (. 82)+(K1:1) d-c 1 "
2h, 7(32_"2)

— _[ as (33) hl m6 *(ry,85)ds; = (-1<rz<1) (259)
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Ugiincii integral denklem:

_%j-al(sl)bz;hlam*(rs,sl)ds?, J.aZ(Sz hl *( 32)d53+

-1

Lo foel ey am 1 _ e"-n1
ﬂ_jlag(sa) o | ™ (. ;) L+x,)+e™ml+x) f—€ €(s,—1) % A
2h
(-1<r1<1) (260)

seklinde yazilabilir. Denklemlerdeki g¢ekirdekler (192), (212), (213),(251) ve (256) olmak

uzere;

m () =k *(x,ty),  my*(r,s) =k * (X, 1), my*(n,S;5) =Ky (X, 1),
m, *(ry, ) =k * (%, 4),  Ms™(r,8)) =k *(X,tp), Me™(ry,83) =Kyp(X,,5),  (261)
m, *(1;,8,) =K, (X5, 1), mg *(13,S,) =K, (X3, 1,), My * (13, S5) =K, * (X3, 15)

seklindedir. Probleme iliskin denge denklemleri ve (228) nolu esitlikte verilen tek degerlik

sart1 boyutsuzlastirilarak, sirasiyla;

Ioa(sl)b;hlads1 =0 @
jaz(s> T =% (b)
j a,(s,)ds, =0 (c) (262 a-c)

olarak yazilabilir. Burada ai(S1) ve ax(Sz) boyutsuz temas gerilmeleri ve as(s3) egim
fonksiyonudur.

(249) ve (250) nolu integral denklemlerin indeksi s; s;=%1° de, a1(S1) ve ax(S2)
tekillige sahip oldugundan +1°dir. s,=+1’de a3(S3) sifir oldugundan (254) numarali integral
denklemin indeksi ise -1’dir. Ancak ayrilma bolgesinin ug¢ noktalarinda ayrilma gayet yatik
olacagindan G3(-1)=0, G3(1)=0 olup integral denklem takiminin birlikte ¢6ziimii i¢in (254)
numarali integral denklemin indeksini de +1 almak uygun olmaktadir (Erdogan ve Gupta,

1972). Boylece integral denklemlerin ¢6ziimii (196) nolu esitlik olarak aranabilir.
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Uygun Gauss Chebyshev integrasyon formiili kullanilirsa (258-260) nolu
denklemler;

L b-a +1 1
_%:Wiel(sli)ﬂ ml*(rljlsli)+(’(l j b

-a
4 7(Sli_r1j)
i d-c K +1 1
-S> WG B i * S, 1
; i 2(32|) 2h_|_ m2 (rEL] le)"'( 4 ]|:d—C d+C:| [b—a b+a} +
S, + — i+
2 2 2 2
ZWG (53. o m3*(r1],53,)ds3 = G=1,...,n-1) (263)
5 b-a K +1 1
_Zl‘,WiGl(Sli)ﬂ m4*(r21151i)+( 14 ] b_a bral Td—c d+c
1= ) _ r,.
{23“2_{2 2'+2}
. d-c +1 1
_ZWiGZ(SZi)W ms*(rZJ’SZi)+(K14 jd—c +
= —— (55— 1)
2 o
ZWG (33, o m6*(r21,s3,)d53 G=1,...,n-1) (264)

_ZWGI(Sll hl m7*(r3j Sll)ds3 ZWG (52| ZmCmS*(rSJ’SZI)dS:S
K f-e| B 4m 1 _E@"-n1
B ) e e 0T A
2hl 3 '3j
G=1,...,n-1) (265)

seklinde elde edilirler. Denge ve tek degerlik sartlari da;
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n b-a

iZl:”Wi EGl(Sli) =1 (a)

> —G 6)=% (b)

i=1

o f-e

2 W, WG3(33i) =1 (c) (266 a-c)

olarak yazilabilir. Bu esitliklerde gecen Wj, sj, Ij biiyiikliikleri asagida tanimlanmistir.

1 1

W, =W, = W =—— i=2,..,n—

L =Wy = o — = (i=2,..,n-1) (267)

-—S-—COS(—i_lﬂ') (i=1..,n) (268)
Sll V2 n—1 =1..,

=5 —cos(;lﬂj (i=1..,n-1) (269)
Sl 2i n—l e RLL

o [2j-1 . B
L =0 =0 cos(zn_zrzj (j=1..,n-1) (270)

Boylece G,(s,), G,(s,), G,;(s,), e ve f i¢in (263-265) ve (266 a-c) nolu esitliklerle 3n
bilinmeyenli 3n denklem takimi elde edilmis olur.

AM> Agr olmast durumunda segilen bir yiik faktorii degeri igin, X arada kalacak
sekilde e ve f’ye ayn1 anda degerler verilir. Segilen e, f degerleri i¢in (266 a-c) denklemleri
ayni anda saglanmalidir. Eger saglanmiyorsa ¢6ziim i¢in yeniden e ve f degeri belirlenmeli
ve ¢Oziim saglanana kadar bu dongii devam etmelidir. Alinan yiik faktorii degeri igin e ve f
degerleri bulundugunda (e, f) aralig1 disindaki temas ytizeyinde (oy)1(X,-h1) gerilme dagilis
da elde edilmis olur.

(e, f) ayrilma bolgesinde [Vo(X,-h1)-vi(X,-h1)] yer degistirme farki, yani FD tabaka ile

homojen tabakaya ait ara ylizeyde meydana gelen ayrilmanin belirlenebilmesi i¢in

V* (%) =V (X, =) = vy (%, —hy) = [ e ()t (e<x<f) (271)
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f—ef
Ff;_ohlv*(x,—m =2—hle jl s (1)t (-1<r <)

f—e f+e
2 2

yazilip (272) numarali denklemin indeksi +1 alinirsa denklemin ¢6ziimii;

.I:_ m-1
ﬁV*(X,—MFZ—;;WiGg(Sa) (m=2,..,n-1)

seklinde aranabilir ve tabakalar arasinda meydana gelen ayrilmalar belirlenebilir.

(272)

(273)

(274)

2.4.1. Homojen Tabaka ile Rijit Diizleme Ait Ara Yiizeyde Meydana Gelen

Siireksizlik

Homojen tabaka ile rijit diizleme ait ara yiizeyde ayrilma meydana gelebilmesi icin

yiikiin (1) bu yiizeyde ilk ayrilmayr meydana getirecek yiikten (Acr2)’ den daha biiyiik bir

deger almasi gerekir. Bu kosulun meydana gelmesi durumunda stirekli temasta kullanilan

(152) numarali smur sartt gecerli olmayacaktir. Homojen tabaka ile rijit diizlemin

birbirinden ayrildigi (k1) araliginda diisey yer degistirmeler farkinin tiirevi w(x) gibi

bilinmeyen bir fonksiyona esit alinmistir. Homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki

siireksizlikler incelenirken, ara ylizeylerde siirtinmenin olmadigr kabul edilmistir.

Tabakalara ait kiitle kuvvetleri dikkate alinmstir.
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YA AY
| P Q
5 l l q
y ! 2 L
1 \‘ a Mo Po -
b ) “‘ ulzpoef‘."
hyf £ c ¥ " Pr=poc™
, \ d ¥ .. FD Tabaka
7 - ; ]
h i Homojen Tabaka
=
Lx

Sekil 3. Homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki siireksiz temas probleminin geometrisi

2.4.1.1. Problemin Sinir Sartlar:

u(x,y) ve v(x,y) sirastyla x ve y dogrultularindaki yer degistirme bilesenlerini, ox(X,y),
ay(X,y) Ve 1yy(X,y) gerilme bilesenlerini ifade etmek iizere problemin sinir sartlar1 Sekil 3’

teki eksen takimina gore asagidaki gibi yazilabilir:

—p(x) a<x<b
(ay)l(x,o): —q(x) c<x<d (275)
0 —o<X<a, b<x<c, d<x<ow
(Txy)l(X,O)=0 —0 < X <00 (276)
(74 ), (=) =0 ~00 < X <00 277)
(O'y)l(x,—hl):(ay>2(x,—hl) —00 < X <0 (278)
%[VZ(X,—hl)—vl(x,—m)]:O —00 < X <00 (279)
(74 ), (=) =0 —0< X< (280)

(TXy)Z(X,—h)ZO —00 < X <00 (281)
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o 0 —0<x<k, I<x<oo

&[Vz (X’_h)]= {a)(x) k<x<l } (282)

%[Vl(x,o)]:o a<x<b (283)

%[Vl(x,o)]ﬂ) c<x<d (284)
- _q

[(Gy)z(x,—h)}+m—pogh2=0 K<x<l (285)

(275) ifadesindeki p(x) ve q(x) rijit bloklar ile fonksiyonel derecelendirilmis tabaka

arasindaki bilinmeyen temas gerilmeleridir.

Probleme iliskin denge sartlar1 (158) numarali ifadelerdeki gibidir. Ayrica probleme
ait tek degerlilik sart1 asagidaki gibi ifade edilebilir:

|
fo(x)dx=0 (286)

k
2.4.1.2. Katsayilarin Belirlenmesi

(275-282) denklemleri ile verilen sinir sartlarinin daha once fonksiyonel
derecelendirilmis tabaka ve homojen tabaka i¢in elde edilen gerilme ve yer degistirme
ifadelerinde yerlerine yazilmasi ve ters Fourier doniisimlerinin alinmasiyla A;*®, Ay*”,
As*?, Ag*7, B1*7, Bo*”, B3*” ve B4*” katsayilarini igeren sekiz bilinmeyenli sekiz cebrik

denklem elde edilir. Bu denklemler asagida verilmistir:

(Gy)l(X,O) = (Kflil);[ifﬁ—l(l)-;-sjnj (K1+1):| A =

b d
[ p(t)e ™ dt+[-q(t)e dt (287)
4

Z[sj +i§nj]Aj 7~ (288)

i1
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4
> [ +ién; ] A *7e % =0 (289)
=1

4 i+
SEA * g M +A) _ m{ e\f\hl[_2|§| B, *” +((K‘2 -1)+2|¢] hl) B, *‘”]
j=1
+e 21218y +((x, ~1) - 2J¢|hy ) B, ]} =0 ; (290)

lejgfnjAj * e M ig{(B7 -8B,y e+ (B, *7 B, hy e ¥ =0 (201)
j=1

(7y), (=) :eém{zi B,* {%(@ +1)+2§h1}82 }

+e k. {2583 ail '{% (1, +1) - Zéhl} B, *w} =0 (292

(7 ), 6, —h) =€ {2581*‘” —{%(xz +1)2§h} B, *“}

et {2§B3W+{|§| (K2+1)—2§h}84*w}20 (293)

B
[Bl*w _Bz*wh]e\g\h +|:Bs*w _B4*wh]e—\§\h S (294)
1 |
S :Zj.a)(t)dt (295)

Sekiz bilinmeyenli sekiz denklem takimindan, problemin ¢oziimiinde kullanilan

A A7, As*?, Ag*, B1*7, Bo*”, Bs*” ve B4*” katsayilari asagidaki gibi elde edilmistir:

A=(x, +1){(K2 "'1)[( D.D,F;F; - DiD,F,F, + D,D,FF, ~D,D,RF; )(2A, +2A, — Ay — Ay — Ay — Ay )
+(D,D,F;F, — D,D,F,F; — D,D;F,F, + DsD,FF, ) (2A, +2A5 — Ay, — A — Ay, — Ag5)
+(D,D;F,F, —D,D,F;F, + D,D,RF; —D;D,FF, ) (2A, +2A5 — Ay — Ay — Ay — Ay )]
+4§m[(D1D4F3n2 —D\D,Fyn, + D,D,F,n, — D,D,F3n; ) (45(h —hy) Ay — Ay +Asy)
+(D1D2F4n3 -D,D,F,n; + D,D,F,n, - D2D3F4n1)(4§(h —h) A — A+ A65)

+(D,DyF,n, — DD, Fyn, + D,D, Fyny — DyD, oy ) (45 (h =) Ay — Agg + Agg )

+(DyD5Fyn, - D;D,Fn, + D,D, Fyn; — D,D,Fyng )(45(h —hy ) Ay — Ay + Ay )
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+(D,D,F;n, —D,D;Rn, +D;D,Fn, —-D,D,F;n, ) (45(h—hy) Ay, — A, + Ag;)
+(D,DsFn, — DiDsF,n, + DD, Fyn; — DD, Fing ) (48 (h — 1y ) Ay — A + Ay )]} (296)

A* =(x, +1){(P+Q){(/<2 +1)[(D,D,F, —D,D,F,)(2A, - A, - A,)
+(D;D,F, - D,D,F,)(2A, - A, - A, ) +(D,D,F, —~D,D,F;)(2A, — Ay — Ay |
+4£m[ (DD, ~D,D,n, )(42(h —h)A, - A, + A,)
+(D,D,n, —D,D;n, ) (4£(h, —h)A, — A, + A,
+(D,D,n, — D,D,n, ) (4(h, ~h) Ay — Ay + Ay) |}
+S(4¢m){(D,D,F, - D,D,F,)(4&(h—h)A, — A, +A,,)
+(D,D,F, - D,D,F, ) (4£(h—h) A, — Ay + A,)
+(D,D;F, - D,D,F, ) (4&(h—h) A, — A, + A, )} /A (297)

A* =(x, +1){(P+Q){(1<2 +1)[(D,D,F, ~D,D,F,)(2A; — Ay — As)
+(D,D,F, = D,D,F,)(2A¢ — Ass — A ) +(D,D,F, ~D,D,F, )(2A, - A, — Ay) |
+4£m( (D,D,n, —D;D,n, ) (4£(h —h)Ag — A, + A
+(D,D,n, —D,D;n, ) (4&(h, —h) A, — A + A
+(D,D,n, ~D,D,n, )(4£(h, —h) A, — A, + Am)]}
+S(4¢m){(D,D,F, —~D,D,F,)(4(h—h)A, — A, +Ay)
+(D,D,F, —D,D,F,)(4&(h—h) Ay — Ay + Ay
+(D,D,F, — D,D,F, )(4£(h —h) A, — Ay + Ay )} /A (298)

* =k, +1){(P+Q){(K2 +1)[(D.D,F, - D,D,F,)(2A, - A, — Ay,
+(D,D,F, - D,D,F,)(2A, — A — A ) +(D,D,F, - D,D,F,)(2A, — A, — A,) |
+4£m([(D,D,n, —D,D,n, )(4&(h, —h)A, — A, + Ay)
+(D,D,n, —D,D,n; )(4&(h, —h) Ay — Ay + Ayg)
+(D,D,n, DD, )(4&(h —h)A, ~ A, + A, )]}
+5(4£m){(D,D,F, ~D,D,F, )(4&(h—h)A, — A, +A,)
+(D,D,F, - D,D,F, ) (4£(h—h)A, - A, + A,)
+(D,D,F, —-D,D,F,)(4&(h—h)A, — A, +A94)}}/A (299)
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* (i, +1){(P+Q){(x, +1)[(D,D4F, ~ DD, )(2A, — Ay — Ay,
+(D,D,F, - D,D;F,)(2A; — As — A ) +(DD,F, —~DD,F, ) (2A, — A, - A, ) |
+4£m( (D,Dyn, —D,Dyn, ) (44(h —h)A, — A, + Ay,)
+(D,Dyn, —D,D,n, )(4&(h, —h) A — Ay + A )
+(D,D,ny DD, ) (4&(h, ~h)A, — A, +Ay) |}
+5(4£m){(D,D,F, - DD,F, )(4&(h—h) A, — Ay + Ay)
+(D,D,F, —D,D,F,)(4£(h—h)A, — A, + A,)
+(D,D,F, — D,D,F, ) (4&(h—h) A, — Ay + Ay )} /A (300)

B,*” =—(P+Q)(x, +1)B,, {B11 [(2¢h, +(x, +1))B,, — (4ch—2&h, +(x, +1)) By, |
+By,[ (2&h, +(x, +1)) B, —(4&h—2¢h, +(x, +1)) By, |
+By,[ (28, + (i, +1)) B, —(4Eh—2&h, +(x, +1)) By, |
+B,, [ (2&h, + (i, +1)) B,, —(4&h—2&h, + (i, +1)) By, |
+S(4£m){(D,D,F, - D,D,F,)(4&(h—h)B,, — By, +B,,)
+(D,D,F, - D,D,F, )(4£(h—h,)B,, — By, + By,
+(D,D;F, - D,D,F, ) (44(h—h)B,, — By, + By, )} /A (301)

Bz > :_(P+Q) B41{Bll[821_ le]+ BlZ [Bzz - B32]
BlS [st - B33]+ Bl3 [st - Bss]
+S (4§m){(D3D4F1 - D1D4F3)(4§(h - r&)Bm - Bs4 + B94)
+(D1D3F4 - D3D4F1)(4§(h —h)B,; — By + B%)
+(D1D4F3 - D1D3F4)(4§(h - h1)B71 - BBl + Bgl)}}/A (302)

B,*” =—(P+Q)(x, +1)B,, {Bll [(—4&h—-2&h + (i, +1)) B, —(—2&h, + (i, +1)) By, |
+By, [ (—4&h—2&h + (i, +1)) B, —(—2&h, + (i, +1)) By, |
+By,[ (—4h—2&h + (x, +1)) By, —(—2£h, + (i, +1)) By, |
[ (—4&h—2&h + (i, +1)) B, —(—2&h, + (1, +1)) By, |
+S(4ém){(D,D,F, —~D,D,F,)(4&(h—h)B,, — B, +B;,)
+(D,D,F, - D,D,F, )(4£(h~h,)B,, - By, +By,)
+(D,D,F, - D,D,F, )(4£(h—h)B,, — By, + By, )} /A (303)
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B4 (P+Q) {{ 11[821_831]"'812[822_832]

B13 [ st - Bss] + BlS [823 - B33 ]}

+S (4§m){( D2D3F1 - D1D3Fz)(4§(h - hl)B73 - BBS + B93)
+(D1D2F3 - D2D3F1)(4§(h -h)B,, —Bg, + 892)
+(D1D3F2 - D1D2F3)(4§(h - h1)B71 - BBl + Bgl)}}/A (304)

Bu ifadelerde gegen,

A]]_ — e_slhl ; A72 — e_szm ; A7 — e_33hl . A7 — e_s4h1

_ a—2&h+h(28-5y). —2§h+}1 2&-s, —2§h+f’h 26-s ) _ p—2&h+h(28-s,)
Ay =¢ Ay = Ay = U A= ‘

A, _ ¥nh(26s,). A, = Q2én-1(26-5,). A, = p2h-h(26-s;). LA, — @%éhM(25-54) (305 a-1)

B71 — e_slhl ; B72 — e_szm . B7 — e_s3hl . B7 — e_SAhl

_ a—25h+h(28-9)). —2&h+hy (285 —2§h+hl 25— s) _ p—2&h+h(28-s,)
By =€ , By, =¢ ;B = " By =¢ ‘

Bgl :e2§h—hl(2§—31); 892 :ezéh—fh(zf—sz); 893 :eth hy(2¢- 53); 894 _ e2§h—hl(2§—s4) (306 a-1)

olarak elde edilmistir.

2.4.1.3. Integral Denklemlerin Elde Edilmesi

Homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda ayrilma meydana gelmesi durumunda sinir
sartlarindan elde edilen A;*”, Ay*?, As*7, Ag*”, B1*7, B,*”, Bs*” ve B,*” katsayilar1 p(X),
q(x) ve w(x) gibi bilinmeyen ii¢ fonksiyona bagli olarak belirlenmistir. Bu fonksiyonlarin

bulunabilmesi i¢in (283-285) numarali sinir sartlarindan ve faydalanilacaktir.
0 . .
Ar* A*7, As*” ve A*” Kkatsayilari a—[vl(x,o)] =0 denkleminde yerlerine
X

yazilirsa,

b 0 Sy S2Y
Mxy) L1 p(t)e‘i‘ftdtfiei‘fxfpﬁe +o e def

X 21 iy i +EANELS + EAN, L
) o Sy S2y
_ii q( —I§tdt J‘ielgx gplnle +§A2n2e dég
21 fly s, S \+EANEY +EANEW

I © **T 51y * kT S2y
e o(t)e ™ dt | ieifx[ﬁ& neT AT Jdg (307)

+§A3 * x0T n3e33y + fAA *xT n4654y

—00
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elde edilir. Buradaki A;**7, Ay**?, As**” ve Ay**” ifadeleri asagidaki gibi tanimlanmustir:

'Al**w :S(4§m){(D2D4F3 - D3D4F2)(4§(h_hl)A74 _AM +A94)
+(D3D4|:2 - D2D3F4)(4§(h - h1)A73 - Aas + A93)
+(D2D3F4_D2D4F3)(4§(h_hl)A72_A82+A92)}}/A (308)

Az e :S(4§m){(D3D4F1 - D1D4F3)(4§(h_h1)A74 o A84 + Aa4)
+(D1D3F4 - D3D4F1)(4§(h - hl)A73 - Aas + A93)
+(D1D4F3 - D1D3F4)(4§(h - hl)A71 - ABl + AQl)}}/A (309)

'6‘3**07 :S(4§m){(D1D2F4 - D1D4F2)(4§(h _hl)A71 _ABI + Aal)
+(DZD4|:1 - D1D2F4)(4§(h - hl)A'72 - Aﬁz + Agz)
+(D1D4F2 _ D2D4F1)(4§(h - hl)A74 r A34 + A94 )}}/A (310)

A4 = S(4§m){( D2D3F1 - D1D3F2)(4§(h_hl)A73 _Ass +A93)
+(D1D2F3 - DzDsFl)(A'g(h - h1)A72 4 Aaz + Aaz)
+(D1D3F2_DlDst)(4§(h_h1)A71_Aal"'Agl)}}/A (311)

Integral smirlart  degistirilip diizenlendikten sonra (307) numarali denklem

diizenlenirse;

8V1(X, Y) :_Ziib . dtoo §A1n1e91y +§A2nzeszy . o d
OX 21 1ty ") ! +EANED + EANE [sin&(t—x)ld¢
1 1 d © §A1n1e51y +§A2n2e52y -
—2——|q(t)dt £ x)1d
27[ ,U()Cq( ) £[+§A3n3es3y+(§A4n4es4y][SIn§( X)] é:

+22ijw(t)e“5‘dtof(§pi**wnle&lst”’gAz*aneszys J[cosﬂt—x)]dg (312)
Tk o HEAF e +EA **7n e
olarak yazilabilir.

(312) numarali denklemde y — 0 limitine gegilirken pay paydaya boliindiigiinde,
integral denklemin yakinmasini bozan singiiler terimler ortaya ¢ikmaktadir. p(t) ve q(t)’
nin ¢arpan oldugu c¢ekirdekler siirekli temas durumundakiyle ayni olacagindan, singiler

terimler de siirekli temastakinin aynisi olur.
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Bu durumda (312) nolu denklemi esas alan (283,285) sinir sartlarindan elde edilen

integral denklemler agagidaki gibi diizenlenebilir:

o p(g)dt{k () }
———Iq(t )t {k Ot ) }
T U

oL ot )dt [k, )] -0 (a<x<b) (313)
T e

) 1) 1
———jp(ti)dt{ oo 2

. K +1 1
__—jq(t )dt{l (Xz'tz)+( 4 )(tz_xz)}

+;I o(t,)dt [k (., 1)] =0, (c<x<d) (14)

Integral denklemlerde gecen ky*(x,t) cekirdegi (191) nolu esitlik ile tanimlanmustir.

ks(x,t) ifadesi ise;
ks (1) = [ E(A =70+ A **7n, + A7y + A7, [cosé(t-X)]dé (315)
0

dir. Bilinmeyen fonksiyonlar p(x), q(x) ve w(x)’in belirlenmesinde kullanilacak iigiincii
denklem ise (285) numaral1 sinir sartidir.
Kiitle kuvvetleri dikkate alindigi durum igin B1*”, B,*”, Bs*” ve B,*” katsayilari

(oy)2 gerilme ifadesinde yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa;

o i€ 2B (k- D) - 25Y]B, |
y)=1-2—-2 d ~01d
(Gy)z(x Y) { ZWﬂoip(t)e tJ;Ie {+e§y{2583+[(1c2—1)+2§y] B} [eosct-0]as

eV {-2 -1)-2
, 1 ,uZJ-q _,gtdtjle,éx {—2£B, +[(x,-1)-2&£y]B
ZTE,U 5 +e§y{2§|33 [(x, -1 +2&y]B,

}}}[cosé(t—x)]dzj
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e~ 268, %% +[(k, 1) - 2£Y]B,** |

I o0
My —ict g1 5 iéx
_2_ wl(t)e dt e
271;[ ( ) I +e§y{2§|33 ko +[(K2 —1)+2§Y] B4**w}

[isin&(t—x)]d&

e’ -1
L29ED L g(y+h) =0 (316)
elde edilir. Buradaki B;**”, By**”, B3**” ve Bs**” Kkatsayilar1 asagidaki gibi

tanimlanmustir:

Bl**w =3 (4§m){(D2D4F3 - D3D4F2)(4§(h_hl)874 - 884 + 894)
4—(D3D4F2 - D2D3F4)(4§(h —h)B,, —Bg + B%)

+(D2D3F4 - Dz D4F3)(4§(h - h1)B72 - Bsz + Bgz )}}/A (317)

B, *** =S (4£m){(D,D,F, —D,D,F,)(4£(h—h)B,, — By, +B;,)
+(D1D3F4 - D3D4F1)(4§(h - h1)B73 - Bss - Bgs)

+( D1D4F3 iR D1D3F4)(4§(h - h1)B71 - le + Bgl)}}/A (318)

Bs ** =8 (4§m){( D.D,F, - D1D4F2)(4§(h > hl)B7l . le + Bgl)
+(D2D4F1 - D1D2F4)(45(h - hl)B72 F Bsz + Bgz)
+(D1D4F2 - D2D4F1)(4§(h - hl)B74 - B84 + Bg4 )}}/A (319)

B, =3 (4§m){( D2D3F1 - D1D3F2)(4§(h _hl)B73 - Bss + 893)
+(D1D2F3 - D2D3F1)(465(h - h].)B72 - Bsz + Bgz)
+( D1D3 Fz - D1D2 F3)(4§(h - h1)B71 - le + BQl )}}/A (320)

Yukaridaki denklemde y—-h limitine gegilirken pay paydaya boliindiigiinde, ortaya
integral denklemin yakinmasini bozan singiiler terimler ortaya ¢ikmaktadir. Gerekli

islemler yapildiginda singiiler terim;

_Tacton| 4m - _
ST3_£e y{ (1+K2)+m(1+’(1)}|n§(t x)d& (321)

olarak belirlenmistir. Yakinsamayi bozan bu terimler (316) nolu integral denklemden
cikarilmalidir. (321) numarali esitligin kapali integrali alinarak integral denkleme
eklendikten sonra y—-h limitine gecilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda {igiincii

integral denklem asagidaki gibi elde edilir.
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17 19 S
_;J‘k3(x4’t1) p(t)dt, —;jks(x4,t2)q(t2)dt2 _%j'ks (X, t)o(t, ) dt,
a c k

v
{ 4m } L _ A0CTD o (kex<l)  (322)

(i) M a) | (%) y

Burada Kg(X,t) ve ks *(X,t) cekirdekleri;

© Y)_9 o o —1)—=2 B **@
k6(><4,t4)=jie‘fxe -287 +[( D268, }[isinf(tA—x4)]d§ (323)

0 |+e {288 4 (i, 1)+ 28] B, |

4m
I+ x,)+ml+x,)

ks*(x4’t4):T(ke(xmu)_{_ }Sinég(t4_x4)}d§ (324)
0

olarak belirlenmistir.

2.4.1.4. Tabakalara Ait Ara Yiizeyde Meydana Gelen Ayrilmanin Belirlenmesi

FD tabaka ile homojen tabaka ara ylizeyinde ortaya cikan ayrilma bdlgesinin

belirlenmesi i¢in (313), (314) ve (316) nolu integral denklemler birlikte ¢oziilecektir.

Integral denklem takiminin sayisal ¢oziimiinde z=¢h; doniisiimii yapilmis olup

(193 a-f) numarali denklemlere ek olarak asagidaki gibi boyutsuz biyiikliikler

tanimlanmaistir.

¢ | +k | -k l+k
Xy =Tr4+7 @ t4=754 i (b)

(I—k I+kj
2 2

P/h

,(84) = 1 (©) (325)

Bu boyutsuz biiyiikliikler integral denklemlerde vyerlerine yazilirsa asagidaki

esitlikler elde edilir:

Birinci integral denklem:
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1 1
——I 1(81)—d81 m, **(r, 81)+(K1+ jb
4 a
7(51 n)
o K +1 1
J'az(sz) hldsz M (r1,52)+( 4 ][d—c d+c} [b—a b+a} ’
S, + - I+
2 2 2 2
L ja (s )I_km **(r,s,)ds, =0 1<r, <1 (326)
- — , =0, —1<r <
7 454 o, 3 1194)U3y ( 1 )
Ikinci integral denklem,
1 o K+l 1
j 1(31) hldsl m, (r2!51)+( 4 ){ba b+a} {d—c d+0}
s, + -~ r, +
2 2 2 2
17 d-c K +1 1
__jaz(sz)—dsz Mg **(ry, ;) + q +
72 2y I8 s, ny)
2
L [ (5 =K, #x(r, 5,)ds, =0 1<t <1 (327)
- — , =0, —1<r, <
7 4\34 o, 6 2194)U54 ( 2 )

Ugiincii integral denklem:

L b-a 1t d—c
—;:flal(sl) W% **(r,,8,)ds, _;L% (Sz)ﬂms *%(r,,5,)ds, +

_lj‘.a (S )ﬂ m **(r S )_ Am ! ds
i om0 T (L) +m(lemy) =k o ‘
2h1 4 4
€D, p(-h+h)
-1 1 328
rhy Loy /12 ( <r4<) (329)

seklinde yazilabilir. Denklemlerdeki c¢ekirdekler daha dnce de ifade edildigi gibi yeniden
asagidaki sekilde yazilabilirler:
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rnl**(rl’sl):kl*(xl’ti)v m, **(rl’sz):kl*(xl7t2)' m3**(rl,s4):k5(x1,t4),
m, **(r,,s,) =k *(X,,t)), M **(r,,s,) =k *(X,,t,), m,**(r,,s,) =k (X,,t,), (329)
m, **(I’4,Sl)=k6(x4,t1), mg **(rusz):ke(xutz)’ m, **(r4,s4):k6*(x4,t4)

Probleme iliskin denge denklemleri ve (226) nolu esitlikte verilen tek degerlik sarti

boyutsuzlastirilarak, sirasiyla;

I al(sl)—hldsl 0 (a)

4 (sz)idsl -9/ (b)

1
[ @ (s,)ds, =0 ©) (330 a-c)
-1

olarak yazilabilir. Burada a3(S1), a2(S2) boyutsuz temas gerilmeleri ve a4(Ss) egim
fonksiyonudur.

(317) ve (318) nolu integral denklemlerin indeksi s3,5,=+1 de aa(S1), ax2(S2) tekillige
sahip oldugundan +1°dir. s;=x1°de ay(Ss) sifir oldugundan (322) numarali integral
denklemin indeksi ise -1’dir. Ancak ayrilma bolgesinin ug noktalarinda ayrilma gayet yatik
olacagindan G4(-1)=0, G4(1)=0 olup integral denklem takiminin birlikte ¢6ziimii i¢in (322)
numarali integral denklemin indeksini de +1 almak uygun olmaktadir. Boylece integral
denklemlerin ¢oziimii (193) nolu esitlikte oldugu gibi aranabilir.

Uygun Gauss Chebyshev integrasyon formiili kullanilirsa (326-328) nolu
denklemler;

Birinci integral denklem igin;

. b— 1 1
_ZWiGl(Sn)Z—hla ”H**(rlj’sli)+(K1: jb a
= 7(31| rlj)
> d-c| .. K +1 1
_iZ:;,WiGZ(SZi)—Zhl m, (rlj’SZi)"'( 4 ][d—c d+C} [b—a b+a} +
Q5 Sat - hj+
2 2 2 2
L -k ,
_ZWiG4(54i)ﬁm3 **(r, 84 )ds, =0, (=1,....n-1) (331)
i1
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Ikinci integral denklem igin;

. b-a K +1 1
-S> WG I P *%k S 1 _
iZ=1: i 1(51|) 2h_[ m4 (rZJ Sll)+( 4 j b—a b+a:| |:d—C d+C:|
St - o+
| 2 2 2 2
_ZWiGZ(SZi)dZ—;: ms**(rzj,szi)J{Kl:l d—c L +
= 7(521 i)
|-k *% .
—ZV\/iG4(s4i)Em6 (r;,84)ds, =0,  (=1,...,n-1) (332)
i=1
Uciincii integral denklem icin;
** _C **
_Z |Gl(31| hl (ryj, Sy)ds, — ZWG (s5) —— 2'1 (4}, S51)ds, +
4 f-e 4m 1
— > WiG,(Sy) —=—1| Mg **(r,, S, ds
iZ:1: i 4( 4|) 2h_l 9 (4] 4) (1+1c2)+m(1+1c1) | — 4
(S4| ;)

2h,
. (e;ﬂh—1)+p2(;;:h) o ) (639

seklinde yazilabilir.
Denge ve tek degerlik sartlar1 da;

> %26, 5) =1 (@)
izw G G- A (b)
Z?T\N G W(84) =1 (c) (334 a-c)

olarak yazilabilir.

Bu esitliklerde gegen Wj, sj, rj biiytikliikleri asagida tantmlanmstir.
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1 1

W, =W, = Wi =—-0 = -

=Wy = = (i=2,..n-1) (335)

. =S.. =COS (E ﬂ-] i=1 n (336)
Sll 2 n—1 ( S )

s Cos(i;l EJ (i=1..,n-1) (337)

Sll 21 n—l T B
r.—r-—r-—cos(zj_lﬂj j=1..,n-1 (338)
i —hi =i = on—2 (=L )

Boylece Gi(si), Ga(si), Gas(si), (i=1,...n), e ve fnin bilinmeyen odugu 3n
bilinmeyenli 3n denklem elde edilmis olur.

A> Ag olmasi durumunda segilen bir yiik faktori degeri igin, X ifadesi arada
kalacak sekilde k ve I’ye ayn1 anda degerler verilir. Segilen k, | degerleri i¢in (334 a-c)
denklemleri ayni anda saglanmalidir. Eger saglanmiyorsa ¢oziim i¢in yeniden k ve 1 degeri
belirlenmeli ve ¢Oziim saglanana kadar bu dongii devam etmelidir. Alman yiik faktorii
degeri igin K ve | degerleri bulundugunda (k,I) aralig1 digindaki temas yiizeyinde (ay)2(X,-h)
gerilme dagilis1 elde edilir.

(k,]) ayrilma bolgesinde Vv,(x,-h) yer degistirme, yani homojen tabaka ile rijit

diizleme ait ara yiizeyinde meydana gelen ayrilmanin belirlenebilmesi igin

ov,(x,—-h) %

v, * (%, —h) = =22 = [, (t)dt (k<x<l) (339)
k
. |-k 't
m (X,— :ﬁ jl a, (t)dt (-1<r, <1) (340)
-k 1+k
=g .

yazilip (339) numarali denklemin indeksi +1 alinirsa ¢ézlim,;

P/hl *(x, h)——mZWG +(S4), (Mm=2,..,n-1) (342)
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seklinde olur. Bu ifade yardimiyla homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda meydana gelen

ayrilmalar belirlenebilir.

2.5. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi, genel olarak analitik olarak hesaplanmasi zor, karmagik
problemlerin, belirli kabuller yapilarak sayisal yontemler ile ¢oziilmesine dayanir. Bu
yontemin temel yaklasimi; sicaklik, basing, gerilme veya deplasman gibi herhangi bir
siirekli biiyiikliigiin kiigiik ve siirekli parcalarin birlesmesi ile olusan bir modele
doniistiiriilmesidir. Ik defa 1950°li yillarda ugak govdelerinin gerilme analizi icin
gelistirilen bu yontemin, ilerleyen yillarda uygulamali bilimler ve miihendislik
problemlerinin ¢ozlimiinde de basarili bir sekilde kullanilabilecegi goriilmiistiir.
Sonrasinda ise sonlu elemanlar yontemi ve ¢oziim teknikleri hizli ilerlemeler kaydetmis ve
giiniimiizde bir¢cok problemin ¢dziimii i¢in kullanilan en gilivenilir yontemlerden birisi
haline gelmistir. Yontemin farkli miithendislik alanlart i¢in bu kadar popiiler olmasinin ana
nedenlerinden birisi de genel bir bilgisayar yaziliminin yalniz verilerini degistirerek
herhangi bir 6zel problemin ¢oziimii i¢in kullanilabiliyor olmasidir. Gergek problem, daha
basit bir probleme indirgendiginden kesin ¢o6ziim yerine yaklagik bir ¢oziim elde
edilmektedir. Mevcut matematiksel yontemlerin kesin ¢dziime, hatta yaklasik bir ¢6ziime
dahi ulagsmakta yetersiz kalmasi halinde, sonlu elemanlar yontemi tercih edilebilecek
alternatif bir yontemdir (Erhan, 2011).

Sonlu Elemanlar Yonteminde, modeller sonlu sayida elemanlara boliinlir ve bu
elemanlar diiglim noktas1i (node) adi verilen belli noktalardan birbirlerine baglanir.
Ornegin, kat1 modellerde elemanlardaki yer degistirmeler direkt olarak diigiim noktalarinin
yer degistirmelerine baghdir. Diiglim noktalarindaki yer degistirmeler ise elemanin maruz
kaldig1 gerilmelerle iligkilidir. Sonlu Elemanlar Yontemi bu diigiim noktalarindaki yer
degistirmeleri ¢ozmeye calisir. Diiglim noktalar1 i¢in tanimlanmis sartlar, yontem ile
matematiksel dogrusal denklemlere ¢evrilir, ilk olarak bu denklemler ¢oziiliir ve tiim
elemanlardaki gercek gerilmeler belirlenmeye calisilir. Sonug olarak model ne kadar fazla
sayida elemana ayrilirsa o modele uygulanan yiike gore daha gergekg¢i sonug alinir.

[k baslarda sonlu elemanlar ydnteminde tiim islemler elle yapildig: icin, islemler
10-100 eleman i¢in yapilmistir. Ancak eleman sayisinin az olusu sonuglarin hassasiyetini

smirlandirmigtir. Incelenen probleme bagl olarak diigiim noktalarindan elde edilen denge



81

denklemlerinin sayist yiizlerce hatta binlerce olabilmektedir (Akin 2006). Bilgisayar
teknolojisindeki ilerlemelerle bu islemler artan eleman sayilar1 ile bilgisayarlara
aktarilmistir  (Sekil 4). Bugilin problemlerin ¢6ziimiinde milyonlarca eleman

kullanilabilmektedir.

Eleman

Boyut Derecesi Eleman $ekli Eleman Tipi
Lineer . o Kiris
(Egri) 111§
Lineer /N /N
- Kuadratik E
it ‘Cl Kabuk
(Alan)
- ﬁ:\_l\. Q
A,
Lineer —
3-D
(Hacim) é
Kuadratik 3.0 J::, g

Sekil 4. Sonlu eleman yonteminde eleman tipleri

Sonlu elemanlar yontemi birka¢ malzemenin birlestirildigi cisimlerde uygulanabilir.
Diizglin olmayan sinirlara sahip sekiller, egri kenarli elemanlar kullanilarak analiz
edilebilirler. Eleman boyutlar1 kullanic1 tarafindan degistirilebilir. Boylece Onemli
degisiklikler beklenen bolgelerde eleman boyutu kiigiiltillerek daha hassas islemler
yapilabilirken, ayn1 parcanin diger bolgeleri daha biiyiik elemanlara boliinerek islem hizi

arttirilabilir (Yildiz, 2011).

2.5.1. Sonlu Elemanlar Yonteminin Tarihsel Gelisim Siireci

Modern sonlu elemanlar yonteminin izlerine 18. yy. baslarinda rastlansa da yontemin

arkasinda bulunan ana fikirler yiizyillar éncesine dayanmaktadir. Ornek olarak, yiizyillar
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once bilim insanlart ¢gembere ait ¢evre uzunlugunu bulmak i¢in ¢ember etrafina ¢izilen
poligonlardan faydalanmiglardir. Poligonlarin kose sayilarinin artmasina bagli olarak
sonuca daha da yaklagilmaktaydi (Erhan, 2011, Erken, 2009).

[lk matematikgiler dairenin cevresini hesaplarken daireyi Sekil 5’teki gibi cokgene

indirgemis ve problemi basitlestirmistir.

Sekil 5. Dairenin ¢evresinin sonlu elemanlar yaklasimi ile bulunmasinda
kullanilan yontem

Baska bir ifade ile bu ¢okgenin her kenar1 bir sonlu elemandir. Bu basitlestirilmis
¢Oziime baktigimizda genel sonlu eleman uygulamalari i¢in de gegerli olan iki 6zellik
goriilmektedir. Ilk olarak dairenin disinda ve i¢inde bulunan gokgenlerin gevreleri, daire
cevresinin iist ve alt siirlarini olusturmaktadir. Bir digeri ise ¢okgenin kenar sayisinin
arttirtlmasiyla, bu yontem ile bulunacak yaklasik ¢6ziim gergek ¢6ziime ulasacaktir (Erhan,
2011, Giiven ve Madenci, 2006).

Sonlu elemanlar yontemini ortaya atan ilk kisi, 1943 yilinda iicgensel bolgeler
tizerinde pargasal siirekli fonksiyonlar tanimlayan Courant olarak bilinmektedir. Boeing’in
1950’lerde ucak kanatlarin1i modellemede iicgen gerilme elemanlart kullanmasi bu
yontemin kullanildigi diger bir 6nemli adimdir. Sonrasinda, 1956 yilinda Turner, Clough,
Martin ve Top tarafindan yapilan calisma ile giiniimiizde bilinen sonlu elemanlar yontemi
fikri sunulmustur. Calisma, per¢in baglantili profil ile liggensel i¢ gerilmeli tabakadaki
sonlu elemanlarin ugak analizinde kullanimini igermektedir (Erhan, 2011, Erken, 2009).

Sonlu Elemanlar Ydnteminin gelisim siirecini asagidaki sekilde dzetleyebiliriz :

e 1943 - Courant (Varyasyonel yontem)

e 1956 - Turner, Clough, Martin ve Topp (Rijitlik yontemi)

e 1960 - Clough (Iki boyutlu Sonlu Eleman problemleri)
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e 1970’ler - Bilgisayarlarda ilk uygulamalar

e 1980’ler - Mikro islemciler, Pre ve Post islemciler

e 1990’lar - Biiyiik yapisal sistemlerin analizleri

Oncesinde de ifade edildigi gibi cagimizin en biiyiik teknolojik gelismesi olarak
adlandirilan bilgisayar teknolojisinin, bu yonteme ¢ok biiyiik katkis1 olmustur. Bugiinkii
bilgisayarlarla, ¢oziilmesi aylar siiren problemler kisa zamanda c¢ozebilir ve gergek
sonuclara ¢ok yakin sonuglar elde edilebilir (Erhan, 2011; Erken, 2009).

Bilgisayar teknolojisindeki degisimlere bagli olarak, sonlu elemanlar yonteminin
kullaniminm1 saglayan cgesitli paket programlar gelistirilmistir. Bu programlardan bazilari
ABAQUS, ADINA, ALGOR, ANSYS, LINFLOW, LS-DYNA VE NASTRAN’dir.
Yapilan bu ¢alismada paket program olarak ANSYS programmin MECHANICAL APDL
versiyonu kullanilmstir.

Onceki boliimde rijit diizleme oturan ve iki blok ile yiiklenmis biri FD digeri
homojen olan iki tabakadaki temas problemi, analitik olarak ¢6ziilmiistiir. Bu boliimde ise
sonlu elemanlar yontemi (SEM) kullanilarak yapilan ¢dziim verilmistir. Sonlu elemanlar
paket programi yardimiyla sayisal analiz gergeklestirilirken problemin ¢6ziimii ve analiz
sonuclarinin elde edilebilmesi i¢in c¢esitli islemler gergeklestirilmistir. Modelleme
yapilirken ilk Once standart ANSYS meniileri kullanilarak problem geometrisi
olusturulmustur. Ardindan eleman tipi belirlenmistir. Irdelenen problem, statik ve 2
boyutlu diizlem problem oldugu i¢in eleman tipi, 8 diiglim noktasina sahip ve digiim
ozellikleri programa tanitilmistir. ANSYS paket programinda homojen malzemeler
standart ANSY'S meniileri yardimiyla tanimlanabilmektedir. FD malzemenin tanimlanmasi
igin, program igerisine daha oOnce literatiire eklenen bir makro kullanilmistir (Polat vd.
2019).

Daha sonra problem geometrisine malzeme Ozellikleri atanarak aglara bolme
(meshing) islemi gergeklestirilmektedir. Her tiirlii geometriye uygun olan serbest tiggen ag
(Free Triangular Mesh) cesidiyle aglara bolme islemi yapilmistir. Calismada 218.640
diigiimlii serbest iicgen ag kullanilmistir. FD tabakanin aglara bdlme islemi i¢in de
programa ek makro ilave edilmistir. Daha once litaraturde bulunan makronun bir bolimii

asagida verilmistir (Polat vd. 2019):
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*do, j, 1, ele_numb_y, 1
y_coord = length_e_y*(j)
*use, mat_fgm_pol,y_coord
mp, ex, cntr,E_fgm

mp, prxy, cntr,nu_fgm

mp, dens, cntr,den_fgm
esel,r,cent,x,0,Ingt_lyr
emodif, all, mat, counter
esel, all

Aglara bolme islemi tamamlandiktan sonra rijit bloklarin st yilizeyindeki diigiim
noktalarinin yiik etkisi altinda birbirinden bagimsiz yer degistirme yapmasini engelleyen
COUPLING islemi gergeklestirilerek temas ¢iftleri tanimlanmigtir. Bu ¢alismada diigiim
noktalarinin st liste gelmemesi durumunda da ¢6ziim yapilmasina olanak saglayan yiizey
yiizey temas modeli kullanilmistir. Modelde bloklar ile FD tabaka arasinda, FD tabaka ile
homojen tabaka arasinda ve homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda temas s6z konusudur
ve bu yiizeyler i¢in temas ciftleri tanimlanmistir. Temas ¢ifti olusturulurken hedef yiizeyi
TARGE169, temas yiizeyi ise CONTA172 eleman ile tanimlanmistir. Burada, birbirine
temas edecek yiizeylerden elastisite modiilii kiigiik olan temas ylizeyi olarak segilir. Segilen
bu iki eleman 3 diiglim noktas1 igerir ve bu diiglim noktalart PLANE183 elemanindaki
diigiim noktalar ile Ortiistir.

ANSYS paket programinda problem tipine bagli olarak farkli temas algoritmalari
vardir. Bu caligmada Augmented Lagrangian Metodu kullanilmistir. Temas islemlerinin
tamamlanmasindan sonra sinir kosullar1 ve bloklar {izerindeki yiikler tanimlanmis ve analiz
gerceklestirilmistir. Problemin sonlu elemanlar modeli Sekil 6 ve Sekil 7’de, sonlu

elemanlar modeline ait algoritma ise Sekil 8’de verilmistir.

Sekil 6. Problemin ANSY'S modeli
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Sekil 7. Serbest liggen aglara bolme

Problemin Geometrik Modelinin
Olusturulmasi

Eleman Tipinin
Belirlenmesi

v

Malzeme Ozelliklerinin
Belirlenmesi

v

Mesh Isleminin Yapilmasi

v

Temas Ciftlerinin
Tanmmlanmasi (Temas
Elemam igin CONTA 172 ve
Hedef Eleman: i¢in TARGE
169)

v

i< Eleman
Sayisi

Deplasmanlarin ve
Yiiklerin Tanimlanmasi

v

"y" Dogrultusundaki Ustel Degisime Gore i
Elemanini Degistir <

Coziim

v

v

Elemana Malzeme Ozelliklerini Uygula

Son

Sekil 8. Problemin algoritmasi



3. BULGULAR VE iRDELEME

3.1. Siirekli Temas Problemi

Bu boéliimde, rijit diizlem iizerine oturan ve iki rijit diiz blok araciliiyla yliklenmis
biri fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakanin temas problemi ¢oziilmiistiir. Caligmada
Phi, yhi, QIP, (c-b)/hy, (d-c)/hy, (uo/un1) gibi gesitli boyutsuz biyiikliikler i¢in asagidaki
analizler gergeklestirilmistir.

e Bloklar altindaki temas gerilmeleri belirlenerek grafikler halinde sunulmustur.

e Fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ve homojen tabakalar i¢in blok altinda,
bloklar arasinda ve bloklar yakinindaki gerilmelerin (oy, o0y, 17yy) tabaka
derinlikleri boyunca degisimi grafikler halinde sunulmustur.

e FD tabaka ile homojen tabaka ara yiizeyindeki ve homojen tabaka ile rijit diizlem
ara yiizeyindeki normal gerilmeler (oy, oy) grafiklerle verilmistir. Ayrica ara
yiizeylerde meydana gelecek ilk ayrilma yiikleri (A¢) ve ilk ayrilma uzakliklari
(Xcr) belirlenerek grafik ve tablolar halinde verilmistir.

e Homojen tabaka yiiksekligi artirilip kiitle kuvveti ihmal edilerek, tabaka elastik
yarim diizleme donistiiriiliip, sonuglar literatiirdeki ¢aligmayla kiyaslanmistir.

Yapilan kiyaslama sonugclari tablo ve grafikler yardimiyla sunulmustur.

3.1.1. Rijit Bloklar Altindaki Temas Gerilmelerinin irdelenmesi

Yik oranmi (Q/P), blok genislikleri ((b-a)/hy, (d-c)/hy), rijitlik parametresi (Bhy),
tabakalarin kayma modiilii oran1 (pp/pn1), bloklar aras1 mesafe ((c-b)/h;) ve FD tabakanin
toplam tabaka yiiksekligine orani (hy/h) gibi boyutsuz biiyiikliiklerin ¢esitli degerleri igin
temas gerilmeleri belirlenmistir. Sekillerde (a) ile belirtilen kisim birinci blok altindaki
temas gerilmesini, (b) ile belirtilen kisim ise ikinci blok altindaki temas gerilmesini
gostermektedir.

Sekil 9’da g¢esitli yiikk oranlart (Q/P) igin blok altlarinda meydana gelen temas
gerilmeleri verilmistir. Grafiklerden goriildiigii izere yiik oraninin arttirilmasi durumunda

hem blok kenarlarina yakin bolgelerde hem de blok orta bdlgelerinde temas gerilmesi
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degerlerinin arttig1 goriilmektedir. Ayni sekilden, temas gerilmeleri rijit bloklarin ortalarina
dogru azalirken blok kenarlarinda sonsuza gittigi gorilmektedir. Bunun sebebi rijit blok
kenarlarinin gerilme icin singiiler noktalar olmasidir. Ikinci blok yiikiiniin birinci blok
yiikiinden 15.7 kat fazla olmasi durumunda birinci blogun sag kosesinde ayrilma
baslayacagindan buradaki temas gerilmesi sifir olmaktadir. Sekil 10°da ikinci blogun
cesitli genislik degerleri icin blok altindaki boyutsuz temas gerilme yayilis1 verilmistir.
Sekilden de goriilecegi lizere blok genisligi arttikca kuvvet daha genis bir alana
yayildigindan blok altindaki gerilmeler azalmaktadir. ikinci blogun genisligi belli bir
smirin tizerine ¢ikmasi halinde ((d-c/h;)=13.25) ilk ayrilma ikinci blogun sol kdsesinde
meydana gelecegi i¢in problem farkli bir problem halini alacak ve yapilan ¢6ziim bu
durum i¢in gegerli olmayacaktir. Yapilan tiim analizlerde s6z konusu kritik genislik
dikkate alinarak gerilmeler elde edilmistir.

Sekil 11°’de cesitli Phy degerleri i¢in blok altindaki boyutsuz temas gerilmesi
yayiliglart goriilmektedir. Bh; degerinin pozitif olmasi, iist yiizeyden alt yiizeye dogru

......

......

yiizeyine oranla arttikca blok altindaki temas gerilmesi blok kenarlarinda artarken blok
ortasina dogru gittikce azalmaktadir. Bu yiikleme kosullar1 i¢in, Bh; degerinin belli bir
limitin iizerine ¢ikmasi halinde (Bh;=3.55635) ikinci blogun ortasinda ayrilma meydana
geleceginden yapilan analizlerde bu sinir degerin asilmamasina dikkat edilmistir.

Sekil 12’de ¢esitli (up/pn1) degerleri igin blok altindaki boyutsuz temas gerilme
yayilist goriilmektedir. (uo/pn1) degeri arttikga yani homojen tabakanin rijitliginin,
altindaki temas gerilmesi blok kenarlarina dogru azalirken, blok ortalarina dogru artis
gostermektedir. Sekilde goriildigii gibi, bu yiikleme kosullari igin, (up/pnh1) degerinin belli
bir limitin altina diismesi halinde (p2/p-n1=0.0175) birinci blogun sag kosesinde ayrilma
meydana geleceginden yapilan analizlerde bu limitin asilmamasina dikkat edilmistir.

Sekil 13’te cesitli bloklar aras1 mesafe degerleri i¢in blok altlarindaki boyutsuz temas
gerilmesi yayilislar1  goriilmektedir. Sekilden goriildiigii gibi, bloklar birbirinden
uzaklastik¢a bloklarin birbirlerine uzak olan dis kenarlarinda ve blok ortalarinda gerilme
degerlerinde azalmalar meydana gelmektedir. Bloklarin birbirlerine yakin olan

kisimlarinda yani birinci blogun sag kenar1 ve ikinci blogun sol kenarinda ise blok
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mesafelerinin artmasi1 durumunda, bloklarin birbirleriyle etkilesimi azalacagindan daha
yiiksek gerilme degerleri meydana gelmektedir. Bu yiikleme kosullart igin, bloklar arasi
mesafenin belli bir limitin altina diismesi halinde ((c-b)/h;=0.135) birinci blogun sag
kenarinda ayrilma meydana geleceginden yapilan analizlerde bu limitin asilmamasina 6zen
gosterilmistir.

Sekil 14°te gesitli tabaka yiikseklikleri oranlari igin blok altlarindaki boyutsuz temas
gerilmesi yayiliglar1  goriilmektedir. Sekilden anlasilacagi {izere, tabaka yiikseklik

oranlarinin temas gerilmelerine ¢ok biiylik bir etkisi olmamaktadir.

6 20
®) 1o (1) Q/P=1 3
4 ((‘3‘; . (2) Q/P=2
— 3) Q/P=3
@ (1) Qp=1 ) B oot
(1) (2) Q/P=2 -
N ) (5) QP=15.7
4 — (4) Q/P=4
(5) Q/P=15.7 (3)
. 4
D
S| S
o A
2 —]
(5)
0 \ \ \ \ \
-1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8
X/h] X/hl
(a) (b)

Sekil 9. Cesitli yiik oran1 degerleri igin blok altindaki temas gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3;
(b-a)/hlzl; (C-b)/h1:1.5; (d-c)/h1=2; Bh1:0.9163; Yh120.9163; K1=K=2; (Mz/},l-
h1)=1; hi=hy)
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6 10
(0]
@) ] 0
1 ® |
(4) (1) (d-¢)/h=0.5 8 O (1) (d-c)/h=0.5
(2) (d-cyh=1 (2) (d-c)h;=1
(3) (d-c)h=2 4 (3) (d-cy/h;=2
4 — () (d-c)h,=13.25 () (d-c)h,=13.25

X/h] X/hl

(a) (b)

Sekil 10. Cesitli blok genisligi degerleri i¢in blok altindaki temas gerilmesi yayilislari
(a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1; Bh;=0.6931; yh;=0.6931; Q=2P; x1=2; K=2;
(n2/p-n1)=1; h1=hy)

8 16
(5)
1 e i
6 12
(1) Bh,=-1.0986 (1) Ph,=-1.0986
1 » (2) Bh,=-0.6931 ) i (2) Ph,=-0.6931
(3) Bh,=0.0001 (3) Bh,=0.0001 .
(4) Bh,=0.6931 (4) Ph,=0.6931 ®
=S 3 (5) Bh,=3.55535 =& (5) Bh,=3.55535
Z= 4 2= 8 G
A Saf-
@ ©) @
Q]
i 1@ )
“ O]
(g)
)
2 0 4 —|
0 \ \ \ \ \ 0
-1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1.2 1.2

Sekil 11. Cesitli Bh; degerleri igin blok altindaki temas gerilmesi yayilislart (a/h;=3;
(b-a)/h;=1; (c-b)/h1=1; (d-c)/h;=1; yh;=-1.38629; Q=2P; (uz/p-n1)=1; x1=2;
12=2; hy=hy)
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O] 1 Q)]
(1) W/py, =0.0175 6 (1) Wiy, =0.0175
4 - (2) p/py =025 (2) po/py, =0.25
(3) H/py=0.5 4 M (3) Moy =0.5
4) ofpy =1 @ (4) /=1
— 2) 5) Wy =2 — 5) W/py =2
He | & (5) Ho/by, @ == 4 3) (5) Hofp, @)
N (3) Nl S ) )
-Sf-» ) @ S 5) 4)
) ) )
2 —]
2 —
(€8]
0 T T T 0 T T T
1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 1.2 -1.2 0 0.4 0.8
X/h] X/h]

(b)

Sekil 12. Cesitli pp/pn degerleri igin blok altindaki temas gerilmesi yayiliglar1 (a/h;=3;
(b-a)/h1=1; (c-b)/hy=2; (d-c)/h1=1.5; Bh;=-1.3862; yh;=-1.3862; Q=2P; k;=2;

K2=2; hi=hy)
5 8
Q] 7 "
(1) (c-b)/h,=0.135
4@ (1) (c-byh,=0.135 () (c-b)/h=0.25 @
G @) (c-byh,=0.25 6 — (3) (c-byh=0.5 8;
1 @ (3) (c-byh,=0.5 EZ; (4) (c-byh=1 @
) ) (c-by/h=1 G) (5) (c-b)/h,=2
- (5) (c-by/h,=2 1o
1)
~~| — -~ -
G ® %Jg 4
o A a
5 | @ |
) ©)
2 —
1 —]
® |
(1)
0 \ \ \ 0 \ \ \
1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 1.2 -1.2 0 0.4 0.8
X/hl X/hl

(b)

Sekil 13. Cesitli bloklar aras1 mesafeler i¢in blok altindaki temas gerilmesi yayilislari
(a/h1=3; (b-a)/h1=1; (d-c)/h1=1; Ph;=-1.38629; yh;=-1.38629; Q=2P; k1=2; k,=2;
(H2/pn1)=1; hy=hy)
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4 8
) (1) h/h=0.1
1 o (2) h/h=0.25 |
3) (3) hyh-05 (1) h/h=0.1 (1
) (4) h/h=0.75 @ (2) h/h=0.25 2)
3 - g; 6 (3) h/h=0.5 (3)
4) h,/h=0. 4
P @ 4) h,/h=0.75 (C]
(1)
~ = —_~ =
\Eji 2 Z|S 4
A =)
1 — 2 —
0 \ \ \ \ \ 0 \ \ \ \ \
-1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2
X/hl X/h]
(a) (b)

Sekil 14. Cesitli hy/h oranlar i¢in blok altindaki temas gerilmesi yayiliglar1 (a/h;=3;
(b-a)/h1=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1; PBh;=-1.0986; yh;=-1.3862; Q=2P; (u/p-
n)=1; k1=2; K2=2)

3.1.2. Normal ve Kayma Gerilmelerinin irdelenmesi

Bu kisimda, tabakalarin x ekseni boyunca normalize edilmis ox(X,-h)/(P/h;1) gerilme
yayilislar1 ile hem fonksiyonel derecelendirilmis tabakada hem de homojen tabakada oy, oy
normal gerilmeleri ve 1,y kayma gerilmelerinin tabaka derinligi boyunca cesitli boyutsuz
biiytikliiklere bagli olarak degisimleri elde edilmis, elde edilen sonuglar grafikler ve

tablolar yardimiyla sunulmustur.

3.1.2.1. 6, Normal Gerilmesinin irdelenmesi

[lk olarak x ekseni boyunca rijitlik parametresinin (5) gesitli degerleri igin normalize
edilmis oy (x,-h1)/(P/h;) gerilme yayiliglart Sekil 15a’da ve oy (x,-h)/(P/h1) gerilme
yayiliglart Sekil 15b’de verilmistir. Bu analizde birinci blogun yiikii ikinci blogun
yiikiinden iki kat fazla alinmistir. Bhy degerlerinin artmasi halinde, baska bir deyisle tabaka
rijitliginin alt yiizeye dogru azalmasi halinde ¢ekme gerilmelerinde azalma meydana
gelmis Ve en biiylik degerleri blok altlarinda meydana gelmistir. En biiyiik basing gerilmesi

degerleri ise bloklara yakin bolgelerde meydana gelmis olup ¢ekme gerilmesine benzer

......
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Bloklar arasi uzakligin cesitli degerlerine gore her iki tabaka altindaki normalize
edilmis ox1(X,-h1)/(P/hy) gerilme yayilislari Sekil 16a’da ve ox(X,-h)/(P/h;) gerilme
yayilislar1 Sekil 16b’de verilmistir. Bu analizde FD tabakanin alt ylizeyinin iist ylizeye
gore 4 kat daha rijit oldugu kabul edilmistir. (c-b)/h; degerlerinin artmasi durumunda, bir
baska ifadeyle bloklar arasindaki mesafenin artmasi durumunda bloklar arasinda basing
gerilmeleri artis gosterirken, ikinci blogun altinda ise sadece ¢ekme gerilmeleri artmistir.
Buna karsin birinci blogun altindaki c¢ekme gerilmesi bloklar arasindaki mesafenin
artmasiyla azalmistir.

Ikinci blogun genisliginin degismesi durumunda, normalize edilmis oy (X,-h1)/(P/h1)
gerilme yayilis1 Sekil 17a’da ve ayo(x,-h)/(P/h1) gerilme yayilis1 Sekil 17b’de verilmistir.
Bu analizde FD tabakanin {ist ylizeyinin alt yiizeye gore iki kat daha rijit oldugu kabul
edilmistir. (d-c)/h; degerlerinin artmasi durumunda bir baska ifadeyle ikinci blok
genisliginin artmasi durumunda blok kenarlarina yakin bolgelerde basing gerilmelerinde
azalma gortiliirken, ikinci blogun altindaki ¢ekme gerilmeleri de azalmistir. Buna ragmen
ikinci blogun genisliginin artmasi durumunda, birinci blogun altinda ¢cekme gerilmeleri
artis gostermistir.

Kayma modiili oranina bagli olarak normalize edilmis o (X,-h1)/(P/hy) ve
ox2(X,-n)/(P/h1) gerilme yayilislar1 sirasiyla Sekil 18a’da Sekil 18b’de verilmistir. Bu
analizde tabakanin alt yiizeyi st yilizeye gore dort kat daha rijit olarak secilmistir. po/png
degerlerinin artmasi durumunda bir baska ifadeyle homojen tabakanin, FD tabakanin alt
ylizeyine gore daha rijit olmasi durumunda hem blok kenarlarina yakin bolgelerdedeki
basing gerilmelerinde hem de blok altlarindaki ¢cekme gerilmelerinde azalma goriilmiistiir.

Yik oranina bagli olarak normalize edilmis oxi(X,-h1)/(P/h;) gerilme yayilist
Sekil 19a’da ve ay(x,-h)/(P/hy) gerilme yayilis1 Sekil 19b’de verilmistir. Bu analizde
tabakanin alt yiizeyinin rijitligi iist yilizeye gore dort kat daha rijit secilmistir. Q/P oraninin
artmas1 durumunda bir baska ifadeyle ikinci bloktaki yiikiin birinci bloktaki yiike gore
artmas1 durumunda, hem blok kenarlarina yakin bolgelerdeki basing gerilmelerinde hem de
ikinci blogun altindaki ¢ekme gerilmelerinde artig goriilmiistiir. Fakat ikinci blok yiikiiniin
artmast durumunda birinci blogun altindaki ¢ekme gerilmelerinde bir azalma goriilmistiir.

Sekil 20’de c¢esitli po/p-n; degerleri igin derinlik boyunca bloklar arasindaki
normalize edilmis ox(5,y)/(P/h1) normal gerilme yayiliglari ele alinmistir. Burada homojen

tabakanin kayma modiiliiniin fonksiyonel derecelendirilmis tabakadan kii¢iik olmasi
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halinde gerilme degerlerinde FD tabaka i¢in bir artis olurken homojen tabaka igin bir
azalma goriilmiistiir.

Sekil 21°de ¢esitli Phy degerleri i¢in derinlik boyunca birinci blogun ortasindaki
kesitte normalize edilmis ox(3.5,y)/(P/h;) normal gerilme yayilislar1 ele alinmustir.
Tabakalarin iist yiizeyinde basing gerilmeleri olusurken, alt yilizeylerde ¢ekme gerilmesi

ortaya c¢ikmistir. Rijitligin tabaka derinligi boyunca artmasi halinde fonksiyonel

derecelendirilmis tabakada ¢ekme ve basing gerilmelerinde artis gézlenmistir. Homojen

1.2

(1) Bh,=0.6931
(2) Bh,=0.0001
(3) Bh,=-0.6931
(4) Bh,=-1.3863

P/h,

o, (x,-hy)

1)
(2)
(3)
)

-0.8 | | | h

x/h, 77 T777777777 777 7

Sekil 15a. Cesitli Bhy degerleri igin tabakalar arasindaki oxi(X,-h1)/(P/h;) temas gerilmesi
yayiliglart (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h1=1; (d-c)/h;=1; yh;=-1.38629; Q=2P;
K1=2; K2=2; (n2/pn1)=1; hi=hy)
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1.2

(1) Bh,=0.6931
(2) ph,=0.0001

(3) ph,=-0.6931
(4) ph,=-1.3863

6,,(x,-h)
P/h,

(1)
(2)
(3)
)

-0.8 T T T

Sekil 15b. Cesitli ph; degerleri igin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki oyo(X,-
h)/(P/h;) normal gerilme yayilislarn (a/hi=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1; (d-
c)/h1=1; yh;=-1.38629; Q=2P; k1=2; k2=2; (u2/1-n1)=1; h1=hy)

1.2

(1) (c-b)/h,=0.5
(2) (c-b)/h=1
(3) (c-b)/h=1.5
(4) (c-b)/h,=2

1) @) 6G) @

-0.4 i i i

x/h ; —7

Sekil 16a. Cesitli bloklar aras1 mesafeler igin tabakalar arasindaki ox;(X,-h1)/(P/h;) temas
gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h1=1; Bh;=-1.38629;
’Yh1:-1.38629; K1=2; Ko=2; (},Lz/],t.hl):].; h1:h2)



95

1.2

(1) (c-byh=0.5
() (c-b)/h=1
(3) (c-byh=1.5
(4) (c-b)/h,=2

Mm@ 3@

-0.4

x/h

Sekil 16b. Cesitli bloklar arasi mesafeler i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
ox2(X,-h)/(P/hy) temas gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1,;
Bh;=-1.38629; yh;=-1.38629; Q=2P; «1=2; 2=2; (u2/1-n1)=1; h1=hy)

1.2
(1) (d-c)/h =0.5

o () (d-c)/h,=1
0.8 (3) (d-cyh,=1.5
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Sekil 17a. Cesitli blok genisligi degerleri i¢in tabakalar arasindaki ox1(X,-h;)/(P/h;) temas
gerilmesi yayiliglar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h,=1; (c-b)/h;=1; Pph;=0.6931,
’Yh1:O6931, K1=2; K=2; (],Lz/p,t.hl):].; h1:h2)
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Sekil 17b. Cesitli blok genisligi degerleri i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
ox2(X,-h)/(P/hy) temas gerilmesi yayiliglar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-
b)/hlzl; Bh1:06931, 'Yh1:0.6931; K1:2; K2:2; (],lg/],t.hl):].; h]_:hg)

1.5

(6]

(1) py/ny, =025
() py/ny=0.5
(3) By =1
(4) =2

4 e

Sekil 18a. Cesitli py/un; degerleri igin tabakalar arasindaki oxi(X,-h1)/(P/h;) temas
gerilmesi yayilislarnt (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1.5;
Bh;=-1.38629; yh;=-1.38629; k1=2; k,=2; h1=h,)
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1.2

(1) py/py=0.25
(2) uyup,=0.5
() wyfuy =1
@) p/uy =2

6,,(x,-h)
P/h,

-0.8 h

Sekil 18b. Cesitli po/pp; degerleri igcin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
ox2(X,-h)/(P/h;) temas gerilmesi yayilislart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h1=1; «;=2;
K2=2; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1.5; ph;=-1.38629; yh;=-1.38629; h;=h,)

0.8

(1)Q/P=1
(2)Q/P=1.5
(3)Q/P=2
(4)Q/P=2.5

P/h,

o, (x,-hy)

-0.8 h

/ ST

Sekil 19a. Cesitli yiik oran1 (Q/P) degerleri igin tabakalar arasindaki o1 (X,-h1)/(P/h;) temas
gerilmesi yayiliglari (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; yh;=-1.38629; k1=2;
K2=2; (M2/p-n1)=1; h1=hy)
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Sekil 19b. Cesitli yiik oran1 (Q/P) degerleri igin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
ox2(X,-2)/(P/h;) temas gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; «1=2;
K2:2; (d-C)/hlzl; Yh1:-1.38629; (IJZ/Ithl):l; h1:h2)

0
(1) mo/py=5
@) mo/ip =1
047 (3) 1y/hyy=0.5
0.8 —
= @O 2 6
> (O] (2) 3)
1.2 —
1.6 —
2 | | | T
-0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 hiz
Gx(s ’y) i
P/h,

Sekil 20. Cesitli po/p-p1 degerleri igin derinlik boyunca ox(5,y)/(P/h1) normal gerilme
yayilislar1 (a/h1=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1.5; ph;=-1.38629;
vh1=-1.38629; «1=2; x,=2; h1=h;,)
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0
(1) Bh,=-1.3863
} (2) Bh,=0.0001
0.4 — (3) Bh,=1.3863
0.8 —
= m @ 6
3, O @ O
1.2
1.6 —
2
\ \ | hll|!
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 bl
0,(3.5,y) '
P/h,

/S i A

Sekil 21. Cesitli Bhy degerleri igin derinlik boyunca o4(3.5,y)/(P/h;) normal gerilme
yayilislar (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h1=1; (d-c)/h;=1; yh;=-1.38629;
K1=2; 1=2; (H2/pn1)=1; hy=h;

3.1.2.2. oy Normal Gerilmesinin irdelenmesi

3.1.2.2.1. Tabaka Ara Yiizeylerindeki Ik Ayrilma Yiikleri ve Uzakliklarinin
Belirlenmesi

Cesitli Bhy degerlerine gore Sekil 22a’da normalize edilmis oy1(X,-h1)/(P/h1) temas
gerilme yayilisi, Sekil 22b’de normalize edilmis oya(X,-)/(P/h1) gerilme dagilimi
verilmistir. Ayrica gesitli fhy; degerleri i¢in Tablo la’da FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki, Tablo 1b’de homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve
ilk ayrilma uzakliklart verilmistir. Burada ilk ayrilmalar ikinci bloga yakin bolgede
meydana gelmistir. Tablo 1 incelendiginde, iki ayrilma yiikii ve iki ayrilma uzakligi oldugu
goriilmektedir. Bunun sebebi iki blok yakininda da ayrilma olabilme olasiligidir. Bu yiik
degerlerinden kiigiik olan deger ilk ayrilma yiikiinii, bu yiik sebebiyle ayrilmanin meydana
geldigi uzaklik ise ilk ayrilma uzakligmi belirtmektedir. Bu degerlerden daha biiyiik
degerde ise iki tarafta da ayrilma meydana gelmektedir. Sekil 22 a ve b ile Tablo 1 ave b
incelendiginde, ikinci blogun yiikiiniin birinci bloga goére 2 kat daha fazla alindigi bu

yikleme durumu igin, tabakanin st yiizeyinin rijitliginin alt yiizeyinden fazla olmasi
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durumunda, diger bir deyisle Bhy rijitlik parametresi degeri arttikga, ayrilma daha uzak
noktada meydana gelirken, ilk ayrilma yiiklerinde azalmalar meydana gelmistir. Tabakanin
alt yiizeyinin rijitliginini iist ylizeye gore daha fazla olmasi halinde ise, tabaka diizlemden
bloklara daha yakin bir noktadan ayrilirken, ayrilma yiikiinde de bir artis meydana
gelmektedir.

Homojen tabakanin yiiksekliginin yeterince artiritlmast durumunda homojen tabaka,
elastik yarim diizlem gibi distiniilebilir. Yapilan ¢alisma, homojen tabakanin yiiksekligi
artirilarak literatlirdeki calismayla (Polat, 2019) kiyaslanmistir. Cesitli Bh; degerlerine gore
Sekil 23’te normalize edilmis oy1(X,-h1)/(P/h1) temas gerilme yayilis1i, Tablo 2°de FD
tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklar literatiirle
karsilastirmali olarak verilmistir. Sekil 23 ve Tablo 2 incelendiginde gerilme yayiliglarinin
literatiirle olduk¢a uyumlu oldugu ve ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklarinin
birbirlerine olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir.

Cesitli (c-b)/h; degerlerine gore Sekil 24a’da normalize edilmis oy1(X,-h1)/(P/hy)
temas gerilme yayilis1, Sekil 24b’de normalize edilmis oy2(X,-h)/(P/h1) gerilme dagilimi
verilmistir. Ayrica Tablo 3a’da FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki, Tablo 3b’de ise
homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklarinin
bloklar arast mesafelere gore degisimi verilmistir. Sekil 24a,b ile Tablo 3ab
incelendiginde, 2. Blok yiikiiniin 2 kat daha fazla alindig1 bu yiikleme durumunda bloklar
arasindaki mesafenin fazla olmasi durumunda diger bir deyisle bloklar birbirlerinden
uzaklastik¢a, ayrilma daha uzak noktada meydana gelirken, ilk ayrilma yiiklerinde kiigiik
artiglar ortaya ¢ikmistir. Yani ayrilmalar daha zorlagmustir.

Rijitlik parametresi degisiminde oldugu gibi bloklar aras1 mesafelerin degisimi i¢in
de homojen tabakanin yiiksekligi artirilarak literatiirdeki calismayla karsilastirmalar
yaptlmistir. Cesitli (c-b)/h; degerlerine gore Sekil 25’da normalize edilmis oy1(X,-h1)/(P/hy)
temas gerilme yayilisi, Tablo 4’de FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakliklart literatiirle karsilastirmali olarak verilmistir. Sekil 25 ve
Tablo 4 incelendiginde, mevcut calisma ile literatiirdeki ¢alismadan elde edilen sonuglarin
oldukca uyumlu oldugu goriilmektedir.

Cesitli (d-c)/h; degerlerine gore Sekil 26a’da normalize edilmis oyi(X,-h1)/(P/hy)
temas gerilme yayilisi, Sekil 26b’de normalize edilmis oyo(X,-h)/(P/h;) temas gerilme
yayilist verilmistir. Ayrica gesitli (d-c)/h; degerleri igin Tablo 5a’da FD tabaka ile homojen

tabaka arasindaki, Tablo 5b’de homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma ytikii
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ve ilk ayrilma uzakliklar1 verilmistir. Sekil 26a,b ve Tablo 5a,b incelendiginde, 2. Blok
yiikiiniin 2 kat daha fazla alindigi bu yiikleme durumunda (d-c)/h; oraninin artmasi
durumunda yani ikinci blok genisliginin artmasi durumunda, ikinci blok altindaki
gerilmelerin azaldigr goriilmektedir. Buna ragmen birinci blok altindaki gerilmelerde
onemli degisiklik goriilmemistir. Ayrica Tablo 5a,b incelendiginde, blok genisligi arttik¢a
ilk ayrilmanin meydana geldigi nokta uzaklagsmakta, ilk ayrilma yiikii de artmakta oldugu
gorilmektedir.

Cesitli uo/un1 degerlerine gore Sekil 27a’da normalize edilmis oy1(X,-h1)/(P/h;) temas
gerilme yayilis, Sekil 27b’de normalize edilmis oy2(X,-h)/(P/h1) gerilme dagilimi
verilmistir. Ayrica ¢esitli uy/u-n1 degerleri i¢in Tablo 6a’da FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki, Tablo 6b’de ise homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiiki ve
ilk ayrilma uvzakliklar1 verilmistir. uo/u-n1 oraninin azalmasi FD tabakanin alt yiizeyinin
kayma modiiliiniin, homojen tabakanin kayma modiiliine gore artmasi anlamina gelmekte,
bu durum da FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma yiikiiniin azalmasina
fakat ilk ayrrilma uzakliginin artmasina sebep olmaktadir. Buna karsin uo/u.ni oraninin
azalmas1 durumunda homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikiiniin ve ilk
ayrilma uzakliginin artmasina sebep olmaktadir.

Cesitli hy/h degerlerine gore Sekil 28a’da normalize edilmis oy1 (X,-h1)/(P/h;) temas
gerilme yayilisi, Sekil 28b’de normalize edilmis oyp(X,-h)/(P/h1) gerilme dagilimi
verilmigtir. Ayrica g¢esitli hi/h degerleri i¢cin Tablo 7a’da FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki, Tablo 7b’de homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk
ayrilma uzakliklar1 verilmistir. hy/h orani arttikea, ilk ayrilma uzakliklari, her iki tabakanin
altinda, ikinci bloga yaklasmaktadir. hy/h oran1 azalmasi halinde, ilk ayrilma yiikii hem
fonksiyonel derecelendirilmis tabaka i¢in homojen tabaka i¢in artmaktadir. Yani homojen
tabakanin yiiksekliginin azalmasi durumunda iki tabaka daha da zor bir sekilde
ayrilmaktadir.

Yogunluk degisim parametresi yh; i¢in FD tabaka ile homojen tabaka ara
yiizeyindeki ve homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki normalize edilmis oy (X,-
h1)/(P/h1) ve oy (X,-h)/(P/h1) gerilme yayilislari sirasiyla Sekil 29a’da ve Sekil 29b’de
verilmektedir. Ayrica ¢esitli yh; degerleri igin Tablo 8a’da FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki, Tablo 8b’de homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma ytiki ve ilk
ayrilma uzakliklar1 verilmistir. Sekil 29a,b incelendiginde, FD tabakanin yogunlugu tabaka

derinligi boyunca azaldigi durumda yani yogunluk parametresinin (yh;) artmasi
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durumunda her iki tabakada da gerilme degerlerinde bir artis olmaktadir. Tablo 8a,b
incelendiginde ise her iki tabakanin altinda meydana gelen ilk ayrilma uzakliklari i¢in bir
degisim olmazken, ilk ayrilma yiikleri i¢in ise bir azalma meydana gelmektedir. Rijitlik ve
yogunluk parametrelerinin degisimine gore, FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ve
homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklarinin
hem de yogunlugu derinlik boyunca arttirildiginda yani Bh; ve yh; degerlerinin azalmasi
durumunda ilk ayrilmayr meydana getirecek yiik biiyiimekte fakat ayrilmanin meydana

gelecegi yer baslangic noktasina yaklagmaktadir.

-1.5
(1) ph,=-1.0986
i " Xerhi=9.011 A=101.9368
12 ] ()] (2) ph,=-0.6931
8; Xe11=9.079 2 =91.9492
i (3) ph,=0.0001
09 | Xe/hi=9.219 4,=79.8485

(4) ph,=0.6931
Xer/h1=9.386 A=72.0956

P/h,

GYI (X,'h|)

|
X/hl 77 LSS S IS S

Sekil 22a. Cesitli Phy degerleri i¢in FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki oyi(X,-
h1)/(P/hy) gerilme yayilislart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; (c-
b)/h1:2, K1:2, K2:2; ’Yh1:-138629, (HZ/H—hl):l; h1:h2)
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(1) ph,=-1.0986
Xe/N=9.106 45 =96.1356

(2) ph,=-0.6931
Xerh1=9.162 15=92.7448

(3) ph,=0.0001
Xe/hy=9.283 1, =88.5294

(4) ph,=0.6931
Xerh1=9.435 1,=86.0350

x/h,

Sekil 22b. Cesitli Bh; degerleri i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki oyx(X,-
h)/(P/hy) gerilme yayilislar (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; (c-b)/h;=2;
K1=2, K2=2; Yh1=-1.38629, (u2/pn1)=1; h1=hy)

Tablo 1a. Cesitli Bhy degerleri igin FD tabaka ile homojen arasindaki ilk ayrilma yiikleri
ve uzakliklart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; (c-b)/h;=2; yh;=-1.38629,
K1:2, K2:2; (MZ/H-hl):l; h1:h2)

Bhy Xsoi/N1 Asol Xersag! M1 Aersag
0.6931 0.6284 148.0242 9.3857 72.0956
0.0001 0.7893 163.1908 9.2188 79.8485
-0.6931 0.9252 186.9572 9.0793 91.9492
-1.0986 0.9917 206.7071 9.0111 101.9368

Tablo 1b. Cesitli Bh; degerleri icin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma
yiikleri ve uzakliklar1 (a/h;=3, (b-a)/h;=1, (d-c)/h;=1, (c-b)/h;=2, yh;=-1.3862,

Q/P=2, x1=1, k2=1; pa/p-pg=1)

Bhy Xer/hy Asol Xersag/ N1 Aersag
0.6931 0.6 177.092 9.435 86.0350
0.001 0.7 181.502 9.283 88.5294
-0.6931 0.8 189.586 9.162 92.7448
-1.0986 0.9 195.540 9.106 96.1356
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-1.6
] 1) (1) Bh,=-2.07944
------ (1) Bh,=-2.07944 (Polat 2019)
1.2 — (2) Bh,=0.0001

______ (2) Bh,=0.0001 (Polat 2019)
(3) Bh,=2.07944
______ (3) Bh,=2.07944 (Polat 2019)

P/h,

Gy (X,-hy)

X/hl

Sekil 23. Cesitli rijitlik parametresi (Bhy) degerleri i¢in normalize edilmis oy1(X,-h1)/(P/hy)
gerilme yayihisinin literatiirdeki g¢alismayla karsilastirilmasi (a/h;=2; Q=2P;
(b-a)/h1=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1; po=1; (u/wn1)=1; vyh;=-0.6931; y=-hy;
K1:K2:2; h]_:Olh)

Tablo 2. Cesitli rijitlik parametresi (Bhy) degerleri i¢in ilk ayrilma yiikii ve uzakliklarinin

degisiminin literatiirdeki calismayla karsilastirilmast  (a/h;=2; (b-a)/h;=1,;
K1=K=2; (c-b)/h1:2; (d-C)/hlzl; },1021; },Lz/],t.hlzl; ’Yh1:-0.6931; y:-hl; h1/h:0.1;
Q=2P)
Bh Xer/Ng Hata Aer Hata
' Bu galisma | Polat (2019) (%) Bu galisma | Polat (2019) (%)
-2.07944 8.12 8.13 0.12 181.724 181.958 0.128
0.0001 8.58 8.58 0.00 110.998 110.784 0.193
2.07944 9.44 9.41 0.31 99.302 99.011 0.294
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-1.5
(1) (c-b)/h=0.25
. (xe-d)/h1=1.809 A;=247.5377
12 - () (c-b)/h=0.5
' (1) D) @ (Xe-d)/h=1.815 A =254.4956
| (3) (c-by/hy=1
(xe-d)/h=1.824 X,=261.1503
-0.9 —
(4) (c-b)y/hy=2
| (xer-d)/h;=1.829 A=263.8332
= |
= |~
"y .
-0.3 —
-0.02
-0.01 —
. ] raE s ] 4 )
hy
0 3 9 12 i
x/h,

Sekil 24a. Cesitli blok araliklari igin tabakalar arasindaki oyi(X,-h1)/P/hy normal gerilme
yayiliglar (a/h1=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; Bh1=-1.38629; yh;=-1.38629;
K1=2; K2=2; (u2/pn1)=1; hi=hy)

-1.5 (1) (c-b)/h;=0.25
] (Xe-d)/h1=1.925 1=169.7996
) (c-b)h=0.5
-1.2 M (Xer-d)/h;=1.932 A,=174.4758
. (3) (c-b)/hy=1
(Xer-d)/h =1.940 1=178.8879
-0.9
(@) (c-b)/h;=2
| (Xor-d)/h =1.944 1=179.5944
=
;q“ 5— -0.6 —
V;}. -
o i
-0.3
0.03 =
0.02 ]
0.01 ]
0 ] | | B a
hy
0 3 6 9 12 i
x/h,

Sekil 24b. Cesitli blok araliklar1 i¢cin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki oyo(X,-
h)/P/h; normal gerilme yayiliglart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; Bh;=-
1.38629; yh1=-1.38629; k1=2; k2=2; (H2/p-n1)=1; h1=hy)



106

Tablo 3a. Farkli bloklar arasi mesafe degerleri i¢in FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (d-
C)/hlzl; Bh1:-1.38629; 'Yh1:-1.38629; K1:2; K2:2; (},lz/},l-hl):].; h1:h2)
(c-b)/hy Xsoi/ Ny Asol Xersag/ M1 Aersag
0.25 1.2272 320.4732 7.5588 2475377
0.5 1.1991 360.5906 7.8179 254.4956
1 1.1459 417.0015 8.3243 261.1503
15 1.1184 433.8893 8.8279 262.4289
2 1.1094 441.4433 9.3288 263.8332

Tablo 3b. Farkli bloklar arasi mesafe degerleri i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem
arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve uzakliklar1 (a/h1=3; (b-a)/h;=1; (d-c)/h1=1,;
Bh1=-1.38629; yh;=-1.38629; Q/P=2; k1=1; k2=1; po/p-n1=1; h1/h=0.5)

oy (X,-hy)

P/h,

(C_b)/hl XSOI/hl }\'SOI Xcrsag/hl }\'crsag
0.25 1.1103 222.0628 7.6749 169.7996
05 1.0792 250.1136 7.9315 174.4758

1 1.0243 286.3974 8.4402 178.8879
15 0.9989 298.1552 8.9433 179.483
2 0.9918 299.0870 9.4438 179.5944
-1.6
(1) (c-b)yh,=0.25
(1) (c-b)/h,=0.25 (Polat 2019)
1 (2) (c-b)/h,=0.5
" (2) (c-b)/h,=0.5 (Polat 2019)
1o ( (3) (c-b)/h,=1

(3) (c-b)/h,=1 (Polat 2019)
(4) (c-by/h,=3
(4) (c-b)/h,=3 (Polat 2019)

X/h1

12

Sekil 25. Bloklar aras1 mesafe (c-b)/h; degisimine gére FD tabaka ile
homojen tabaka arasindaki normalize edilmis oyi(X,-h1)/P/hs

temas gerilmesi yayiliglart (a/h;=2;

(b-a)/h;=0.5; (d-c)/hy=1;

w=1; Q=2P; PBh;=-1.0986; vh;=-1.0986; «1=K=2; Yy=-h;
h1:0.1h; (Mz/u.hl):].)
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Tablo 4. Cesitli bloklar aras1 mesafe ((c-b)/h;) degerleri i¢in ilk ayrilma yiiki ve
uzakliklarmin degisiminin literatiirdeki ¢alismayla karsilastirilmasi (a/h1=2;
(b-a)/h;=0.5; (d-c)/h;=1; uo=1; Q=2P; Bh;=-1.0986; vh;=-1.0986; k1=K,=2; y=-
h1; h1=0.1h; (n2/pn1)=1)

(Xerd)/hy Hata Aer Hata
(c-b)/hy
Bu ¢alisma | Polat (2019) (%) Bu ¢alisma | Polat (2019) (%)
0.25 2.23 2.25 0.889 140.722 141.594 0.615
0.5 2.24 2.26 0.884 147.289 148.302 0.683
1 2.26 2.28 0.877 158.403 158.666 0.631
3 2.27 2.29 0.873 172.165 172.379 0.580
-1.5
(1) (d-c)/hy=0.5
s ) Xer/N1=9.010 A,=21.3271
-1.2 (2) (d-c)/hi=1
2 Xer/hi=9.386 1=24.0068
| (3) (d-c)hi=2
09 - Xer/h1=10.303 A.,=33.5834
i (4) (d-c)/h;=3
-~ Xer/h=11.294 \=45.3527
= -
é_é -0.6 —
8 1
-0.3 —
-0.04 - %2)(3)(4)
-0.03 | (H2)3)@) ——
-0.02
-0.01 ;
0 ] | | B
hy
0 3 6 9 12 15 i
X/h] ’ /7 7 LSS 7/ iy

Sekil 26a. Cesitli blok genisligi degerleri igin tabakalar arasindaki oy1(X,-h1)/P/h; temas
gerilmesi yayiliglart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1; PBh;=0.6931,;
Yh120.6931; K1:K2:2; (},lz/],t_h]_):l; h1:h2)
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-1.5

P/h,

Y2

6. (x,-h)

1 1 1 1 1
coocoo
SOOOO
OSO—=DNW AW

(DB

(1) (d-c)/hy=0.5
Xe/N=9.057 A=41.4492

() (d-cyh=1
Xer/1=9.440 ho=46.7946

(3) (d-c)/hy=2
Xeh1=10.356 1,=65.7654

(4) (d-c)/hy=3
Xeh=11.439 1,=89.0516

(OB
1]
L

(=)

x/h,;

Sekil 26b. Cesitli blok genisligi degerleri icin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
oy2(X,-h)/P/h; temas gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1,
Bh1:06931, ’Yh1:06931, K1=Ko=2; (},l;g/},l-hl):l; hlzhz)

Tablo 5a. Cesitli blok genisligi degerleri i¢in FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk

ayrilma yiikleri ve wuzakliklann (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1,
Bh1:0.6931; ’Yh1:0.6931; K1:K2:2; (HZ/IJ—hl):l; h1:h2)
(d'C)/hl XsoI/hl }VSOI Xcrsag/hl }Vcrsag
0.5 0.6395 49.0926 9.0097 21.3271
1 0.6284 49.2745 9.3858 24.0068
2 0.6201 48.9264 10.3025 33.5834
3 0.6172 48.5867 11.2943 45.3527

Tablo 5b. Cesitli blok genisligi degerleri i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk

ayrilma yiikleri ve wuzakliklann (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1;
Bh1:06931, ’Yh1:06931, K1=K2=2; (HZ/H-hl):l; h1:h2)
(d'C)/ hl XSO|/ hl ksol Xcrsag/ hl }\fcrsag
0.5 0.6 93.736 9.057 41.4492
1 0.6 94.158 9.440 46.7946
2 0.6 95.386 10.356 65.7654
3 0.6 96.706 11.439 89.0516
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-1.2
(1) p/py, =01
Xer/h1=10.640 A=100.8870
(2) /sy, =0.25
Xer/h1=10.024 A,=107.3661
-0.8 —

(3) /Py, =0.5
Xer/h1=9.676 A =118.4813

- @) iy =1

< - Xerh=9.405 A=132.2843
AES]

=~ (5) W/p, =2

©

Xe/h1=9.201 Ae=142.4717

x/h, 77

Sekil 27a. Cesitli po/pn1 degerleri igin tabakalar arasindaki oyi(X,-h1)/P/h; temas gerilmesi
yayiliglart (a/h1=3; (b-a)/h;=1; Q=2P; (c-b)/h1=2; hi=hy; 1=2; x»=2; (d-
c)/h1=1.5; ph;=-1.38629; yh;=-1.38629;)

-1.2
(1) /., =0.1
(5) Xeh1=10.639 1,=133.8438
1 4
o (2) /iy, =025
s Xe/hy=10.033 2,=126.5396
-08 7 a1 (3) 1/py,=0.5
Xa/h1=9.716 A¢=122.2086
_ 1 @ w1
= Xa/h1=9.508 A=119.0654
. =
—|=
& -0.4 — (5) m/pn =2

Xe/h=9.383 A=117.1218

x/h,

/ LSS ST g eeds

Sekil 27b. Cesitli pp/up; degerleri icin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
oy2(X,-h)/P/hy temas gerilmesi yayilislart (a/h;=3; (b-a)/h1=1; Q=2P; x1=2;
k2=2; (c-b)/h1=2; hi=hy; (d-c)/h;=1.5; Bh1=-1.38629; yh;=-1.38629)
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Tablo 6a. Cesitli po/p-ny degerleri igin FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma
yikii ve ilk ayrilma uzakliklari (a/h;=3; (b-a)/h;=1; Q=2P; x1=2; x2=2; (c-
b)/h1=2; hy=hy; (d-c)/hy=1.5; Bhy=-1.38629; yh;=-1.38629)

ol p-hy Xsotl M1 Asol Xersag/ N1 Aersag
0.1 0.0912 177.989 10.640 100.8870
0.25 0.4237 182.637 10.024 107.3661
0.5 0.7893 197.082 9.676 118.4813
1 1.0326 214.008 9.405 132.2843
2 1.1209 225.588 9.201 142.4717

Tablo 6b. Cesitli po/pun degerleri igin FD tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakliklar1 (a/h;=3; (b-a)/h1=1; Q=2P; (c-b)/h;=2; h;=hy;
K1=2; K2=2; (d-c)/h;=1.5; Bhy=-1.38629; yh;=-1.38629)

“2/ “'hl XsoI/hl )\'sol Xcrsag/hl kcrsag
0.1 0.1 256.698 10.639 133.8438
0.25 0.4 223.600 10.033 126.5396
0.5 0.7 210.856 9.716 122.2086

1 0.9 200.536 9.508 119.0654
2 1.1 193.956 9.383 117.1218
-1.5
(1) hy/h=0.1
| 4) (Xer-d)/h1=2.274 1,,=202.2550
3 (2) hy/h=0.25
1.2 — @) (Xer-d)/N;=2.269 A,=189.6582
1 (3) hy/h=0.50
(Xer-d)/N=2.011 A,=101.9098
0.9 —

(@) hy/h=0.75
(Xer-d)/hy=1.641 1,=88.5065

XA 1S

Sekil 28a. Cesitli hy/h degerleri icin FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki oyi(X,-
h1)/P/h; normal gerilme yayilislar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-
¢)/h1=1; Bh;=-1.0986; yh;=-1.38629; k1=2; »=2; (12/p-n1)=1)
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1.6
(1) hy/h=0.1
] (4) (Xer-d)/h; 14.884 1, =1569.8900
(2) hy/h=0.25
-1.2 (Xer-d)/h=11.828 %.,,=293.7800
| (3) hy/h=0.50
(Xer-d)/h1=2.105 1=96.7054
0.8 - (4) hi/h=0.75
= (Xerd)/h1=1.630 A—=88.8593
= |
| A
&
0.4 —
-0.05 4
-0.04
-0.03
-0.02
-0.01 -
0
0 3 6 9 12 15

x/h,

Sekil 28b. Cesitli hi/h degerleri icin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki oys(X,-
h)/P/h; gerilme yayiliglart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1;
K1=2; K2=2; Ph;=-1.0986; yh1=-1.38629; (n2/p-n1)=1)

Tablo 7a. Cesitli hy/h degerleri igin FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma
yukii ve ilk ayrilma uzakliklart (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-
C)/hlzl; Bh1:-1.0986; Yh1:-1.38629; K1=2; K2=2; (HZ/H-hl):]-)

ha/h Xsoll N1 Asol Xersag/ N1 Aersag

0.1 0. 7365 375.9782 9.2740 202.2550
0.2 0.7425 359.1647 9.2725 199.2178
0.4 0.8305 258.4544 9.191 129.7170
05 0.992 206.6580 9.011 101.9098
0.75 1.360 177.7494 8.641 88.5065

Tablo 7b. Cesitli hy/h degerleri i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma
yukii ve ilk ayrilma uzakliklar1 (a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-
¢)/h1=1; Bh;=-1.0986; yh1=-1.38629; k1=2; 2=2; (12/M-n1)=1)

h./h Degisimi Xersag N1 Aersag
0.1 21.884 1569.8900
0.2 13.431 228.3270
0.4 9.678 123.9277
0.5 9.105 96.7054
0.75 8.630 88.8593
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(1) yh=-1.7917
(2) yh,=-1.0986
(3) vh,=0.0001

(1) Xe/h1=9.514 2, =140.6913
(2) Xer/1=9.514 1,=91.7691
(3) Xer/h1=9.514 1,=50.3628
(4) Xe/h1=9.514 1;=30.5580
(5) Xer/h1=9.514 1,=23.7562

2.5

(4) yh,=1.0986
(5)vh=1.7917

A
.
.
.
!
.
s
g ¥
: ;
n|l! °
5
hy
12 ;
i
) 2 / Y4 I/

4
x/h,
Sekil 29a. Cesitli yhy degerleri igin FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki oyi1(X,-h1)/P/h;

0
normal gerilme yayiliglar1 (a/h;=3; (b-a)/h1=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1.5; hi=hy;

0
Bh;=-0.6931; Q=2P; x1=2; 12=2; (M2/p-n1)=1;)
2.5
(1) Xer/h1=9.600 Ae;=132.7048 (1) yh,=-1.7917
(2) Xe/h1=9.600 1e=98.7368 (5 (2) vh,=-1.0986
2 —(3) x/h1=9.600 Ae=69.9874 (3) yh,=0.0001
{(4) x/h1=9.600 A,=56.3264 (4) yh,=1.0986
L |®xam=9.600 512732 | f (5) 4h=1.7917
2.
%=
*
2
0.5
1 Q)
\\ ! =
0T | | - B .,
hy
0 4 8 12 ||
X/hl ' i LS
Sekil 29b. Cesitli yh; degerleri i¢in homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki &yo(X,-
h)/P/h; normal gerilme yayilislart (a/h;=3; (b-a)/hi=1; (c-b)/h;=2; (d-
c)/h1=1.5; Bhy=-0.6931; Q=2P; k1=2; k2=2; (u2/-n1)=1; hy=hy,)
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Tablo 8a. Cesitli yhy degerleri i¢in FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakliklart (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1.5;

Ph1=-0.6931; Q=2P; k1=2; ®2=2; (M2/tn1)=1; h1=hy)

yhy Xsoi/ Ny Asol Xersag/ N1 Aersag
-1.7917 0.9182 240.474 9.514 140.6913
-1.0986 0.9182 156.989 9.514 91.7691
0.001 0.9182 86.086 9.514 50.3628
1.0986 0.9182 52.233 9.514 30.5580
1.7917 0.9182 40.017 9.514 23.7562

Tablo 8b. Cesitli yh; degerleri igin homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma
yiikii ve ilk ayrilma uzakliklar1 (a/h;=3; (b-a)/h1=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1.5;
Bh1=-0.6931; Q=2P; x1=2; 1o=2; (M2/p-n1)=1; h1=hy)

vhy Xso/N1 Asol Xersas! N1 Aersag
-1.7917 0.8 226.168 9.600 132.7048
-1.0986 0.8 168.278 9.600 98.7368
0.001 0.8 119.276 9.600 69.9874
1.0986 0.8 95.856 9.600 56.3264
1.7917 0.8 87.388 9.600 51.2732

Tablo 9a. Yogunluk ve rijitlik parametrelerinin degisimine gore FD tabaka ile homojen
tabaka arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklari (a/h;=3; Q=2P;
K1=2; 1=2; (b-a)/h1=1; (c-b)/h1=2; (d-c)/h1=1; h1/h=0.5 (uz/p-n1)=1)

phy
10,9162 -0.4055 0.0001 0.4055 0.9162
v Xg/hy e | Xelhy D Xgi/hy Ay xolhy | he | Xelhy der
09162 | 8974 | 69.7024 | 9.067 | 615989 | 9.152 | 56.7837 | 9.248 | 530598 | 9.834 | 495856
04055 | 8.974 | 524977 | 9.067 | 463943 | 9.152 | 42.7677 | 9.248 | 39.9630 | 9.834 | 37.3464
00001 | 8974 | 425601 | 9.067 | 37.6121 | 9.152 | 355080 | 9.248 | 323982 | 9.834 | 30.2768
04055 | 8974 | 349814 | 9.067 | 309145 | 9.152 | 284979 | 9.248 | 26.6201 | 9.834 | 24.8854
09162 | 8974 | 27.8550 | 9.067 | 24.6166 | 9.152 | 22.6923 | 9.248 | 212042 | 9.834 | 10.8158
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Tablo 9b. Yogunluk ve rijitlik parametrelerinin degisimine gére FD tabaka ile homojen
tabaka arasindaki ilk bloga yakin yerdeki ayrilma yiikleri ve ayrilma uzakliklar
(a/h1:3; QZZP; (b-a)/hlzl; (c-b)/h1:2; (d-C)/hlzl; h1:h2 K1:2; Ko=2; (],lz/],l-
h1)=1)

phy

-0.9162 -0.4055 0.0001 0.4055 0.9162
Xcr/hl 7\fcr Xcr/hl )Vcr Xcr/hl )\'cr Xcr/hl }\fcr Xcr/hl }\fcr

vhy

-0.9162 | 0.983 | 146.3776 | 0.897 | 129.7241 | 0.818 | 119.6724 | 0.731 | 111.7108 | 0.608 | 103.9236

-0.4055 | 0.983 | 110.2472 | 0.897 | 97.7041 | 0.818 | 90.1335 | 0.731 | 84.1372 | 0.608 | 78.2721

0.0001 | 0.983 | 89.3778 | 0.897 | 79.2091 | 0.818 | 73.0715 | 0.731 | 68.2102 | 0.608 | 63.4554

0.4055 | 0.983 | 73.4622 | 0.897 | 65.1044 | 0.818 | 60.0597 | 0.731 | 56.0641 | 0.608 | 52.1559

0.9162 | 0.983 | 58.4965 | 0.897 | 51.8413 | 0.818 | 47.8244 | 0.731 | 44.6427 | 0.608 | 41.5308

3.1.2.2.2. Tabaka Derinligi Boyunca Meydana Gelen oy Gerilme Yayihslari

Bu kisimda tabakalarin derinligi boyunca meydana gelen normalize edilmis
oy(X,y)/P/h; gerilmeleri irdelenmistir. Sekil 30a’da birinci blogun soluna denk gelen
kesitte, Sekil 30b’de ise birinci blogun ortasina denk gelen Kesitteki normalize edilmis
oy(X,y)/P/hy gerilmeleri, rijitlik parametresinin degisimine gore irdelenmistir. Sekil 30a’da
iist yiizeyde gerilmenin sifir olmast (148) numarali siir sartini saglarken, y/h;=-1
yiizeyinde her iki tabakadaki gerilmelerin birbirine esit olmas1 (151) numarali sinir sartini
saglamaktadir. Sekil 30 (a,b) incelendiginde, fonksiyonel derecelendirilmis tabakada
Ayrica blok altlarinda meydana gelen gerilmelerin bloga yakin yerlerde meydana gelen
gerilmelerden ¢ok daha yiiksek oldugu goriilmiistiir.

Sekil 31a’da birinci blogun ortasina denk gelen kesitte, Sekil 31b’de ise iki blogun
arasindaki orta noktaya denk gelen kesitteki normalize edilmis oy(X,y)/P/h; gerilmeleri
farkli yogunluk parametrelerine gore incelenmistir. Hem birinci blok altinda hem de
bloklar arasindaki kesitte tabaka altina dogru yogunluk arttikga gerilmelerin de arttigi
belirlenmistir. Ayrica birinci blok altindaki kesitteki gerilmelerin, bloklar arasindaki kesitte
ortaya ¢ikan gerilmelerden daha biiyiik oldugu goriilmistiir.

Sekil 32a’da ikinci blogun ortasina denk gelen kesitte, Sekil 32b’de ise iki blogun
arasindaki orta noktaya denk gelen Kesitteki normalize edilmis oy(X,y)/P/h; gerilmeleri,
ikinci blok genisliginin degisimine gore incelenmistir. Sekil 32 (a,b) incelendiginde en

bliyiik gerilme degerleri blok genisliginin en kii¢iik oldugu durumda elde edilmistir. Bunun
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sebebi blok genisligi arttik¢a yiik daha genis bir alana yayilacagindan gerilme degerlerinin

azalmasidir.
0
-0.2 —
-0.4 — (5)
(g;
(
-0.6 — @
(1)
-0.8 —
£
>
-1.2
(1) Bh,=-1.3863
1.4 —] (2) Bh,=-0.6931
(3) Bh,=0.0001
-1.6 — (4) Bh,=0.6931
(5) Bh,=1.3863
-1.8
2 o [T T
-0.6 -0.4 -0.2 0 b
6,(2.5,y) ;
P/h, ! .

Sekil 30a. Cesitli Bhy degerleri igin birinci blogun solundaki kesitte c,(2.5,y)/P/h;
gerilme yayiliglar1 (yh=-1.3863; a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=0.5; (d-c)/h;=1;
(c-b)/h1=1; 11=2; 1=2; (n2/pns)=1; hi=hy)

0.4 5
3)
0.6 — )
)
-0.8 —

£
>
1.2 —
(1) Bh,=-1.3863
1.4 —] (2) ph,=-0.6931
(3) Bh,=0.0001
-1.6 — (4) Bh,=0.6931
(5) Bh,=1.3863
1.8 —
2 n| Tl T
-1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 by
6,(3.25,y) i
P/h, ; o

Sekil 30b. Cesitli Bh; degerleri i¢in birinci blogun ortasina denk gelen kesitte
0y(3.25,y)/P/h; gerilme yayilislart (yh=-1.3863; a/h1=3; Q=2P; (b-a)/h1=0.5;
(d-C)/hlzl; K1:2; Ko=2; (C-b)/hlzl; (},Lz/},t.hl):].; h1:h2)
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0
-0.2 —
(1) yh,=-1.7931
-0.4 (2) yh,=-1.0986
3) yh,=0.0001
0.6 — (3) vh,
(4) vh,=1.0986
0.8 (5) yh,=1.7931
= ©)[C]E)
>
1.2 —
1.4 —
1.6 —
1.8 —
=) - T
\ \ \ \ nflt
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 iy
6,(3.5y) ’
P/h, 7

Sekil 31a. Cesitli yh; degerleri i¢in birinci blogun ortasina denk gelen kesitte
oy(3.5,y)/P/h; gerilme yayilislart (Bh1=0.6931; a/h;=3; Q=2P; (b-a)/hi=1;
(c-b)/h1=2; (d-C)/hlzl; K1=2; Ko=2; l,tz/u-h]_:l; po= p2:l)

0
0.2 — (1) yh,=-1.7931
(2) yh,=-1.0986
-0.4 — (3) yh,=0.0001
(4) yh,=1.0986
-0.6 — (5) yh,=1.7931
-0.8 —

£
-
-1.2
-1.4 —
-1.6 —
-1.8 —
2 | | n|ft :
-0.6 -0.4 -0.2 0 hL
0,(3,y) :
P/hl 77 777777

Sekil 31b. Cesitli yhy degerleri igin bloklar arasindaki kesitte oy(5,y)/P/h; gerilme
yayilislar1 (Bh;=0.6931; a/h;=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h1=2; (d-c)/h;=1;
K1=2; K2=2;  po/pm=1; po= p2=1)
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0
-0.2 —
-0.4 —
-0.6 —
-0.8 —
5— | @My @ (€)) 0]
)
-1.2 — (1) (d-c)/h,=0.5
x/h,=6.25
-l4A @ @-om=1
x/h,=6.5
-1.6 — (3) (d-c)/h,=2 A
x/h,=7 |
-1.8 — (4) (d-c)/h,=3
x/h,=7.5 8
2 | | | | 1 :
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 h:a
6,(X,y) :
P/h,

Sekil 32a. Cesitli blok genisligi degerleri igin ikinci blogun ortasindaki Kkesitte
oy(X,y)/P/hy temas gerilmesi yayilislart (a/h=3; Q=2P; (b-a)/h.=1; (c-
b)/h1:2; Bh1:06931, ’Yh1:06931, K1=2; Kp=2; IJZ/H-hl:l; h1:h2)

0
02
04 ] (1) (d-c)/h,=0.5
(2) (d-¢)/h,=1
06 (3) (d-c)h,=2
(4) (d-¢)/h,=3
0.8 |
< o ef @f @
-
1.2
1.4
-1.6
-1.8
2 =
\ T ‘ T o T
0.8 0.6 0.4 02 0 1
6,(5,y) E
P/h,

ol

Sekil 32b. Cesitli blok genisligi degerleri i¢in bloklar arasindaki kesitte oy(5,y)/P/h;
temas gerilmesi yayilislart (a/h1=3; Q=2P; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2;
Bh1=0.6931; yh1=0.6931; k1=2; 12=2; ua/1-n1=1; hi=hy)
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3.1.2.3. 1vy Kayma Gerilmesinin Irdelenmesi

Sekil 33’te, FD tabakanin alt yiizeyinin kayma modiiliiniin homojen tabakanin kayma
modiiliine oraninin ¢esitli degerleri i¢in, ikinci blogun ortasina denk gelen kesitteki kayma
gerilmesi yayiliglart verilmistir. Sekilde goriildiigi gibi, FD tabakanin iist ylizeyindeki, FD
tabaka ile homojen tabaka ara ylizeyindeki ve homojen tabaka ile rijit diizlem ara
yiizeyindeki kayma gerilmeleri sifir olup problemin sinir sartlarini saglamaktadir. Ayrica
kayma gerilmesini diistirmektedir.

Sekil 34’te normalize edilmis Ty (X,y)/P/h; kayma gerilmesi degerlerinin bloklar
arasindaki bolgede derinlik boyunca degisimi, farkli rijitlik parametreleri i¢in verilmistir.
Sekil 34 incelendiginde tabaka yiizeylerinde gerilmelerin sifir oldugu ve (149, 150, 153,
154) numarali sinir sartlarinin  saglandigi goriilmektedir. FD tabakanin rijitliginin
yukaridan asagi dogru azalmasi durumunda bloklar arasindaki gerilme degerlerinin FD
tabakada arttigi, homojen tabakada ise azaldig1 goriilmektedir.

Sekil 35’te normalize edilmis tyy(X,y)/P/h; kayma gerilmesi degerlerinin ikinci
blogun orta noktasindaki kesitte derinlik boyunca farkli bloklar arasi mesafe degerlerine
gore degisimi verilmistir. Bloklar birbirine yaklastik¢a gerilme degerlerinde artis oldugu
gorilmektedir.

Sekil 36°da yiik oranmin kayma gerilmeleri iizerindeki etkisi irdelenmistir. Iki blok
arasindaki mesafenin orta noktasindaki kesit baz almarak ikinci blogun tizerindeki yiik
blytikligl degistirilerek gerilme degisimi incelenmistir. Yiik orani arttikca gerilme

degerlerinde artis oldugu goriilmektedir.
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-0.2

-0.4

-0.6 —

-0.8 —

1) py/n,,=0.5
(2) wy/p, =1
() /=2

(1 ) 3

-1

y/h,

-1.2

-1.4 —

-1.6 —

-1.8 —

-2

MR (3

| | | i T

-0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 hL

7,,(6.75,y)

XYL ==

P/h,

Sekil 33. Cesitli po/pn degerleri igin ikinci blogun orta noktasina denk gelen kesitte

-0.2

0.4 —

-0.6 —

-0.8

v/h,

1.2 - (1) Bh,=-0.6931

-1.4 — (3) Bh,=0.6931 0]

-1.6 -

derinlik boyunca kayma gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2;
K1=2; k=2; (d-c)/h;=1.5; ph;=-1.38629; yh;=-1.38629; Q=2P; h1=h,)

) @ M

(2) Bh,=0.0001 -

1
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Sekil 34. Cesitli ph; degerleri i¢in bloklar arasindaki bolgede derinlik boyunca kayma

gerilmesi yayiliglart (a/h1=3; (b-a)/h1=1; (c-b)/h1=1; (d-c)/h;=1.5; po/p-n=1;
’Yh1:-1.3862; QZZP; K1=2; Ko=2; h1:h2)
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Sekil 35. Cesitli (c-b)/h; degerleri igin bloklar arasindaki kesitte derinlik boyunca kayma
gerilmesi yayiliglar1 (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1.5; pp/p.n1=1; Bh1=-1.38629;
’Yh1:-1.38629; QZZP; K1=2; Kp=2; hlzhz)
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Sekil 36. Cesitli Q/P degerleri i¢in birinci blogun altindaki kesitte derinlik boyunca
kayma gerilmesi yayilislar1 (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; po/p.n=1; Bhy=-
1.38629; vh;=-1.38629; (d-c)/h;=1; k1=2; k»=2; h1=h,)
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3.2. Siireksiz Temas Problemi

Bu kisimda, yiik faktoriiniin kritik yiikten biiyiik olmasi durumunda (A>A) tabaka
ara yiizeylerinde veya homojen tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyinde meydana gelen
ayrilma durumlar1 ayr1 ayr1 incelenerek tablo ve grafikler halinde sunulmustur. Tabakalarin
agirliklar1 dikkate alindigindan ayrilan tabaka tekrar ara yiizeylere temas ederek sinirli bir
ayrilma bolgesini olusturur. Bu sebeple siirekli temas durumundaki smir sartlar1 degisir.
Temas yiizeylerine ait ilk ayrilma ytkleri belirlendikten sonra iki temas yiizeyinde ayni
anda siireksizlik meydana getirmeyecek yiikler secilerek c¢esitli boyutsuz biiytikliikler i¢in

stireksizlikler belirlenmistir.

3.2.1. Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka ile Homojen Tabaka Ara
Yiizeyindeki Siireksiz Temas Durumu

Fonksiyonel derecelendirilmis tabaka ile homojen tabaka ara ylizeyindeki
oy1(X,-h1)/P/hy gerilme dagilimini veren grafikler incelendiginde siirekli temas ve siireksiz
temas bolgeleri goriilmektedir. oy1(X,-h1)/P/hy birinci blok kenarindan itibaren artarak blok
altinda en biiyiik degerini almaktadir. Bloklar arasina dogru yaklastik¢a gerilme degerleri
azalmakta, daha sonra tekrar artarak ikinci blok altinda en biiyiik degerine ulagmaktadir.
Daha sonra gerilme degeri tekrar azalarak tabakalar arasinda ayrilmanin basladigi yerde
sifir olmakta ve ayrilma bolgesi boyunca (e/h;, f/h;) sifir kalmaktadir. Ayrilmanin sona
erdigi noktadan sonra ise gerilme degerleri artarak kritik ylik faktorii olan A ’ye
yakinsamaktadir.

Rijitlik parametresinin degisimine (Bh;) gore boyutsuz o1y(X,-h1)/P/hy gerilme
dagilimmin grafigi Sekil 37°de verilmistir. Rijitlik parametresi arttikca veya diger bir
deyisle tabakanin rijitliginin tabakanin derinligi boyunca azalmasi durumunda ayrilma
bolgesi bityiimektedir. Ayrica Bhy degerleri arttikga ayrilmanin baglama noktas: 2. bloktan
uzaklagmaktadir. Ayrica Tablo 10 incelendiginde yiik faktoriiniin rijitlik parametresi ile
degisimine gore ayrilma baslangic ve bitis noktalar1 goriilmektedir. Tablodan da
anlasilacagi iizere, rijitlik parametresi sabit alinip yiik faktoriiniin azaltilmasi durumunda
daha kiiciik bir ayrilma bdlgesi olusmaktadir. Ayrica yiik azaldikga ayrilmanin basladigi
nokta, 2. bloktan uzaklagsmaktadir. Yiik faktoriiniin sabit alinip rijitlik parametresinin

tabaka altina dogru azaltilmasi durumunda ise ayrilma bolgesinin bitylidiigii goriilmektedir.
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Sekil 38’de ise yogunluk parametresinin degisimine (yh;) gore normalize edilmis
o1y(X,-h1)/P/hy gerilme dagiliminin grafigi verilmistir. Sekil 38 incelendiginde, yh;
degerleri arttikga yani yogunlugun tabaka derinligi boyunca azalmasi durumunda ayrilma
mesafelerinin arttig1 goriilmektedir.

Sekil 39’da bloklar arast mesafe degisimine gore ((c-b)/h;) tabakalarin ara
yiizeyindeki gerilme yayilis1 verilmistir. Bloklar birbirlerinden uzaklastik¢a gerilme
degerlerinde azalma gozlenmistir. Ayrica ayrilma baslangi¢ ve bitis mesafelerinde de bir
artis meydana gelmektedir. Bloklar arasi mesafe azaldik¢a bloklar birbirleriyle daha fazla
etkilesimde bulundugundan, gerilme degerlerinde bir artis goriilmiistir. Bu grafikle
birlikte, bloklar arasi etkilesimin sadece siirekli temas durumu igin degil ayn1 zamanda
stireksiz temas durumu i¢in oldukca dnemli oldugu anlagilmaktadir.

Homojen tabakanin kayma modiilii ile FD tabakanin alt yiizeyinin kayma modiiliine
oranmna gore (Mo/pp1) normalize edilmis o1y(X,-h1)/P/hy gerilme yayilist Sekil 40°ta
verilmigtir. Homojen diizlemin kayma modiiliiniin fonksiyonel derecelendirilmis tabakanin
alt yiizeyine ait kayma modiiline gore azalmasi durumunda gerilme degerlerinde bir
azalma goriilmektedir. Ayrica oran azaldik¢a ayrilmanin baslangi¢ noktasinin uzaklastigi
tespit edilmistir. Tiim bu analizler gergeklestirilirken sadece FD tabaka ile homojen tabaka
arasindaki bir bolgede ayrilma meydana getirecek yiikler segilmistir (Ag2>A>Acr1). Segilen
yiiklerin, blok altlarinda, FD tabakanin solunda ve homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda
ayrilma meydana getirmeyecek ylikler olmasina dikkat edilmistir.

Ayrica homojen tabakanin yliksekligi artirilarak problem (Polat,2019) ile, homojen
tabakanin yiiksekliginin artirilip bloklar arasindaki mesafe yeterince uzaklastirilirsa (Oner,
2018) ile benzer problemler olmaktadir. Tablo 11’de homojen tabakanin yiiksekligi
artirtlarak rijitlik parametresi degisimine gore ayrilma baslangic ve bitis noktalar
belirlenerek sonuglar, (Polat, 2019) ile kiyaslanmigtir. Tablo 11 incelendiginde, rijitlik
parametresi arttik¢a ayrilmanin baglangi¢ ve bitis noktalarinin ikinci bloktan uzaklastigi ve
sonuglarin literatiirdeki ¢caligmaya oldukca yakin oldugu gortilmektedir.

Tablo 12°de homojen tabakanin yiiksekligi artirilmis ve ikinci blok birinci bloktan
blok etkilesiminin sona erdigi noktaya kadar uzaklastirilmistir. Bu sartlar altinda birinci
blok genisliginin degisimine gore ayrilma baslangic ve bitis noktalar belirlenerek sonuglar
(Oner, 2019) ile kiyaslanmistir. Tablo 12 incelendiginde, blok genisligi arttikca gerilme
azalacagindan ayrilma boélgesinin kiigiildiigii goriilmekte ve sonuglarin literatiirdeki

calismayla olduk¢a uyumlu oldugu anlagilmaktadir.
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Sekil 37. Rijitlik parametresi (Bh;) degisimine gore tabakalar arasindaki
normalize edilmis oyi1(X,-h1)/P/h1 gerilme yayilis1 (a/h;=3; (b-
a)/hy=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h1=1; no=1; Q=2P; vyh;=-1.0986;
K1=Ko=2; y:-hl; h1/h,=0.5; uz/},l.hlzl; A=180> kcrl)

Tablo 10. Rijitlik parametresi (Bh;) ve yiik faktorii (A)degisimine gore tabakalar arasindaki
ayrilma baslangi¢ ve bitis noktalar1 (a/h1=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1,;
no=1; Q=2P; yh;=-1.0986; «1=K2=2; y=-h1; h1/h,=0.5; pp/p.n1=1)

\ Bh;=-0.4055 Bh;=0.0001 Bh,=0.4055

elhy fihy elh; fihy elh, fihy
80 9.2761 9.7023 9.2913 9.9304 9.3196 10.0516
85 9.2203 9.7416 9.2507 9.9852 9.2931 10.1463
90 9.1622 9.7823 9.1802 10.0666 9.2354 10.3266
95 9.1140 9.8135 9.1348 10.1173 9.1807 10.4397




124

2.5
)
1 (1)e/h,=8.8226 (1) yh,=-0.4055
2 f/h,=10.0871 (2) th.=0.0001
1 (2)e/h=8.7112 (3) yh,=0.4055
1.5 - f/h,=10.8896
| () em=8.6319
'Ej ;;- - f/h,=11.2963
I
-=—' _ .
o | =
Zla -05
6 |
0.04 —
0.03 0@ G
0.02 —
0.01 —
0 \ \ \ \
0 3 6 9 12 15
x/h,

Sekil 38. Yogunluk parametresi (yh;) degisimine gore tabakalar
arasindaki normalize edilmis oy1(X,-h1)/P/h; gerilme yay1list
(a/hy=3; (b-a)/h1=1; (c-b)/h1=2; (d-c)/h;=1; po=1; Q=2P;
Bh1:-10986, K1=Kp=2; y:-hl; h1/h2205, Mg/p-hlzl; A=180>

xcrl)
-1.6
(1) (c-)/h,=0.5 (1) e/h,=7.3329
1@ vym=1 @ f/h,=8.5952
-1.2 - 3) (c-by/h,=2 (2) e/h=7.8216
f/h,=9.0623

(3) e/h,=8.7963
f/h,=10.1316

o, (x,h,)
P/h,

0 3 6 9 12 15
x/h,

Sekil 39. Bloklar aras1 mesafenin ((c-b)/h;) degisimine gore tabakalar
arasindaki normalize edilmis oy1(X,-h1)/P/hy gerilme yayilist
(@/hy=3; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; Q=2P, Bh;=-1.0986; yh;=-
1.0986; k1=K,=2; y:-hl; h1/h2:0.5; },Lz/],t.m:l; A=180> Xcrl)
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Sekil 40. Tabakalarin kayma modiilii oraninin (pp/ph1) degisimine gore
tabakalarn ara yiizeyindeki normalize edilmis oy1(X,-h1)/P/h;
gerilme yayilisi (a/h;=3; (b-a)/hi1=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1;
Q=2P; ph;=-1.0986; yh;=-1.0986; «1=x»=2; y=-hs; h1/h,=0.5;
A=180> A¢r1)

Tablo 11. Rijitlik parametresinin (Bh;) degisimine gore FD tabaka ile homojen tabaka ara
ylizeyindeki ayrilma baslangic ve bitis noktalarmin kiyaslanmasi (a/h;=3;
(b-a)/h;=1; (c-b)/h1=2; (d-c)/h1=1; wo=1; Q=2P; vh;=0.4055; k1=x,=2; y=-hy;
h1/h=0.1; HZ/I-th:l; A=105> }\'crl)

o e/hy Hata fih, Hata
Bh; Degisimi
Bu ¢alisma Polat (2019) (%) Bu calisma | Polat (2019) (%)
-0.4055 8.7331 8.7472 0.161 10.9013 10.8996 0.016
0.0001 8.8023 8.8065 0.048 11.2564 11.2348 0.192
0.4055 8.8798 8.8873 0.084 11.6708 11.5634 0.928

Tablo 12. Birinci blok genisliginin ((b-a)/h;) degisimine gore FD tabaka ile homojen
tabaka ara yiizeyindeki ayrilma baslangi¢ ve bitis noktalarinin kiyaslanmasi
(a/h;=1; y=-hs; h1/h=0.1; (c-b)/h;=30; (d-c)/h1=2; po=1; Q=2P; Bh;=-0.6931;
K1=K2=2; po/pni=1; A=500> L)

e/hy Hata f/hy Hata
(b-a)/hy - -
Bugalisma | Oner (2018) (%) Bu calisma | Oner (2018) (%)
1 1.8335 1.8296 0.213 7.3001 7.2894 0.148
2 2.3241 2.3183 0.250 6.8573 6.8332 0.353
4 3.4910 3.4736 0.501 6.6023 6.5715 0.469
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3.2.2. Fonksiyonel Derecelendirilmis Tabaka ile Homojen Tabaka Ara
Yiizeyindeki Diisey Yer Degistirmeler Farkinin Irdelenmesi

Uygulanan yiikiin, ilk ayrilma yiikii A¢1’den daha biiylik olmasi durumunda (A> A¢r1)
diisey yer degistirmeler farki (vi(X,-h1)- Vva(X,-h;)) yani FD tabaka ile homojen tabaka
arasinda meydana gelen ayrilmalar, rijitlik parametresi degisimi (Phy), yogunluk
parametresi degisimi (yhj), bloklar arasi mesafe degisimi (c-b)/h; ve tabakalarin kayma
modiilii oran1 (po/p-p1) ile degisimi gibi gesitli boyutsuz biiyiikliiklere gore ele alinmustir.
Sekil 41’de rijitlik parametresi degisimine gore (Bh;), FD tabaka ile homojen tabaka
durumunda ayrilma bolgelerindeki artisa ek olarak yer degistirmeler farki da daha biiyiik
olmaktadir. Ayrilmanin baslangi¢c noktalar1 birbirlerine ¢ok yakinken, rijitlik parametresi
arttikga bitis noktalar1 ikinci bloktan uzaklasmaktadir. Sekil 42°de yogunluk parametresi
degisimine gore (vh;), FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki kabarma grafigi
verilmigtir. Grafikten goriilecegi gibi tabaka yogunlugu FD tabakanin alt kismia dogru
azaldikga, yani (yh;) degeri arttik¢a kabarmalarda bir artis meydana gelmistir.

Bloklar arasi mesafe degisimine ((c-b)/h;) gore, FD tabaka ile homojen tabaka ara
yiizeyindeki ayrilma grafigi Sekil 43’te verilmistir. Bloklar birbirinden uzaklastik¢a
ayrilma bolgelerinde kiigiilme gozlenmistir. Sekil 44°te, homojen tabakanin kayma modiilii
oraninin FD tabakanin alt yiizeyinin kayma modiilii oranina gére (up/p.n1) kabarmalarin
azaldik¢a yani (up/pn1) orami kiigiildiikge, ayrilma bolgesi kiiclilmekte ve kabarma

miktarlar1 azalmaktadir.
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Sekil 41. Tabakalar arasindaki kabarmalarin rijitlik parametresi (Bh;) ile
degisimi (a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1; po=1,;
QZZP; ’Yh1:-1.0986; K1=Ko=2; y:-hl; h1/h2:0.5; j,lz/j,lo:].;
A=180> A1)
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Sekil 42. Tabakalar arasindaki kabarmalarin yogunluk parametresi (yh;)
ile degisimi (a/h1=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h1=1; po=1;
Q:2P; Bh1:-1.0986; K1=K9=2; y:-hl; h1/h2:O.5; HZ/HO:]-;
A=180> A¢r1)
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Sekil 43. Tabakalar arasindaki kabarmalarin bloklar aras1 mesafe ((c-b)/h;)
ile degisimi (a/h1=3; (b-a)/h;=1; (d-c)/h;=1; Q=2P; ph;=-1.0986;
vh1=-1.0986; x1=k,=2; y=-h1; h1/h,=0.5; po/pni1=1; A=180>A¢1)
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Sekil 44. Tabakalar arasindaki kabarmalarin tabakalarin kayma modiilii
orani (Uz/p-n1) ile degisimi (a/h;=3; (b-a)/h1=1; (c-b)/h;=2; (d-
c)/h1=1; Q=2P; Bh;=-1.0986; yh;=-1.0986; 1=; K»=2; y=-hy;
h1=0.5h,; A=180>A¢1)
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3.3.1. Homojen Tabaka ile Rijit Diizlem Ara Yiizeyindeki Siireksiz Temas
Durumu

Homojen tabaka rijit diizlem ara yiizeyindeki oy,(X,-h)/P/h; gerilme dagilimini veren
grafikler incelendiginde, temas yiizeylerinde siirekli ve siireksiz temas bolgeleri
goriilmektedir. FD tabaka ile homojen tabaka ara yiizeyindeki normalize edilmis gerilme
yayilisinda oldugu gibi, 6y»(X,-h)/P/h; birinci blok kenarindan itibaren artarak blok altinda
en biiyiik degerini almaktadir. Bloklar arasina dogru yaklastikca gerilme degerleri
azalmakta, daha sonra tekrar artarak ikinci blok altinda en biiyiik degere ulasmaktadir.
Daha sonra gerilme degeri tekrar azalarak tabakalar arasinda ayrilmanin basladigi yerde
sifir olmakta ve ayrilma bolgesi boyunca (k/hy, 1/h;) sifir kalmaktadir. Ayrilmanin sona
erdigi noktadan sonra ise gerilme degerleri artarak kritik yiik faktorii olan Ac’ye
yakinsamaktadir. Sekil 45°te rijitlik parametresi degisimine gére normalize edilmis oy(X,-
h)/P/hy gerilme yayilisinin grafigi verilmistir. Tabakalar arasindaki temas gerilmesinde
azaldik¢a ayrilma bolgesi biiyiimektedir. Ayrica Bh; degeri arttikga ayrilmanin baslangig
noktasi ikinci bloga yakinsamaktadir. Sekil 46’da bloklar arasi mesafe degisimine gore ((c-
b)/h;) homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki yiizeyde ortaya ¢ikan gerilme yayilisi
verilmistir. Tabakalar arasindaki gerilme yayilisina benzer olarak bloklar birbirlerinden
uzaklastik¢a gerilme degerlerinde azalma gozlenmektedir. Ayrica, ayrilma baslangi¢ ve
bitis mesafelerinde de bir artis olmustur. Bloklar arasi mesafe azaldik¢a bloklar
birbirlerinden daha fazla etkilendiginden, gerilme degerleri ve ayrilma boélgelerinde bir
artig goriilmektedir. Sekil 47°de homojen tabakanin kayma modiili ile FD tabakanin alt
ylizeyinin kayma modiiliine oranina gore (p2/p-n1) normalize edilmis oyo(X,-h)/P/hy gerilme
yayilis1 verilmistir. Homojen tabakanin kayma modiiliiniin, FD tabakanin alt yiizeyine ait
kayma modiiliine gore azalmasi halinde ayrilma bdolgelerinde bir kiigiilme goriilmektedir.
Oran azaldik¢a ayrilmanin baslangi¢ noktasinin ikinci bloktan uzaklastigi gorilmistiir.

Sekil 48’de yiik faktoriiniin (A) homojen tabakaya ait ilk ayrilma yiiki (Acr2) ile
karsilagtirmasi verilmistir. Birinci durum igin yiik faktord, kritik yiik faktériinden daha
kiiciik alinmis ve gerilme yayilisi elde edilmistir. Yiik faktori, ilk ayrilma yiikiinden daha
kiicik olmas1 sebebiyle tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyinde bir siireksizlik
olusmamaktadir. Ikinci durum igin, yiik faktorii, ilk ayrilma yiikiine esit olarak alinmis ve
gerilme yayiliglar1 elde edilmistir. Burada, gerilmeler ayrilmanin baslayabilecegi noktada

yani ilk ayrilma uzakliginda sifir olup daha sonra tekrar artmaktadir. Ugiincii durum da yiik
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faktoriiniin ilk ayrilma yiikiinden biiyiik oldugu (A>A¢2) durumdur. Ilk ayrilma yiikiinden

biiyiik bir yiik verilmesi durumunda, homojen tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyinde bir

stireksizlik bolgesi ortaya c¢ikmaktadir. Tim bu analizler gergeklestirilirken sadece

homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki yiizeyin bir bolgesinde ayrilma meydana

getirecek yiikler segilmistir (Pg1>P>Pcr2). Segilen yiiklerin, blok altlarinda, homojen

tabakanin solunda ve FD tabakada ayrilma meydana getirmeyecek yiikler olmasina dikkat

edilmistir.

-0.8

6,,(x,-h)
P/h,

0.4

(1) k/h,=11.2835 3) (1) ph 13863
I/h,=12.4910 2
(1 (2) ph,=0.0001
(2) k/h,=11.0229
b /h=12.3173 (3) Bh,=1.3863
(3) k/h,=10.7621
I/h,=12.1780
: (1) 3)
o % 5)
| )
| | | T T T T
0 3 6 9 12 15
x/h

Sekil 45. Rijitlik parametresi (Bh1) degisimine gore homojen tabaka ile
rijit diizlem arasindaki oy,(X,-h)/P/h; gerilme yayilis1 (a/h;=3,

(b-a)/hi=1,

(c-b)/hy=3,

(d'C)/hlzl, p,o:l, QZZP’ yhlz-

2.07944, «1=k,=2, y=-hy, h1/h,=0.5, po/po=1, A=160> A¢)
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0.8
(1) (e-by/h,=2 (1) k/h =10.4136
i X -
() (c-b)/h =3 D ) Ih=12.1812
0.6 | (3) (c-byh,=3.5 (2) k/h,=11.6021
1/h,=13.1870
] (3) k/h,=12.1036
0.4 | I/h=13.6903
0.2
0.03 (H2)3
0.02
0.01 -
0 \ \ \ \
0 3 6 9 12 15
x/h,

Sekil 46. Bloklar arast mesafenin (c-b)/h; degisimine gore homojen

o,,(x,-h)
P/h,

tabaka ile rijit diizlem arasindaki oy(X,-h)/P/hy gerilme
yayilisi (a/h;=3, (b-a)/h;=1, (d-c)/hi=1, po=1, Q=2P, yh;=-
207944, Bh1:-138629, K1:K2:2, y:-hl, h1/h2:0.5, Mz/],lo:].,

A=160> Ar0)
-0.7
i ©) _
(1) py/p,, =2 o (1) k/h,=11.1230
0.6 I/h,=12.6894
] @ p/p,=3 a
(2) k/h,=10.8271
0.5 — ) py/p,, =4 I/h,=12.4625
04 | (3) k/h,=10.4136
o /h,=12.1832
_03 1
02
0.1
-0.02 |
0.015
-0.01 3
0.005 y o
0 | | | e
0 3 6 9 12 15
x/h,

Sekil 47. Tabakalarin kayma modiilii oraninin (/1) degisimine gore

homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki oy(X,-h)/P/hy
gerilme yayilis1 degisimi (a/h;=3, (b-a)/h;=1, (c-b)/h;=2, (d-
c)/hi=1, pno=1, Q=2P, yh;=-2.07944, ph;=-1.38629, k1=K,=2,
y:-hl, hi/h,=0.5, A=160> Xcrz)



132

0.8
(1) A=50<h,,
(2) A=), =138.777
x,/h=11.6721
} (3) A=150>2,,
k/h,=11.2835
1/h,=12.4910
=
o=
ZE -04—
&
0.1 5
0.08 |
0.06 |
0.04 2)
0.0% —] ‘ ‘ ‘ ‘ ‘/‘(3) ‘
0 3 6 9 12 15 18

Sekil 48. Yiik faktoriiniin ilk ayrilma yiikiinden kiiciik, esit ve biiyiik
olmas1 durumuna gore oy(X,-h)/P/h; normalize edilmis
gerilme yayihis1 (a/h;=3, (b-a)/h;=1, (c-b)/h;=3, (d-c)/h;=1,
vh1=-2.07944, Bh;=-1.38629, Q=2P, p2/po=1, h1/h,=0.5)

3.3.2. Homojen Tabaka ile Rijit Diizlem Ara Yiizeyindeki Diisey Yer
Degistirmeler Farkinin Irdelenmesi

Uygulanan yiikiin, ilk ayrilma yiikii Aco’den daha biiyiik olmasi durumunda
(A>Aerp) diisey yer degistirme degeri (V2(X,-h)) yani homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda
meydana gelen ayrilmalar, rijitlik parametresi degisimi (Bh;), bloklar aras1 mesafe degisimi
(c-b)/h; ve tabakalarin kayma modiilii oran1 (uy/p-p1) ile degisimi gibi g¢esitli normalize
edilmis biiyiikliiklere gore ele alinmistir. Sekil 49°da rijitlik parametresi degisimine gore
(Bh1), homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki kabarma grafigi verilmistir. Rijitligin, FD
tabakanin altina dogru azalmasi1 durumunda ayrilma bolgelerindeki artisa ek olarak
ayllmalar da daha biiyiimektedir. Ayrica, rijitlik parametresi artmasi halinde yani FD
tabakalanin rijitliginin tabakanin alt yilizeyine dogru azalmasi durumunda ayrilmanin
baslangi¢ ve bitis noktalar1 ikinci bloga yaklagmaktadir. Bloklar arasi mesafenin
degisimine ((c-b)/h;) gore, FD tabaka ile homojen tabaka ara yiizeyindeki kabarma grafigi
Sekil 50°de verilmistir. Bloklar birbirinden uzaklastik¢a ayrilma bolgelerinde ((c-b)/h;)’in
belli bir degerine kadar kiiclilme gozlenmistir. Sekil 51’de, homojen tabakanin kayma
modiili oraninin FD tabakanin alt ylizeyinin kayma modiilii oranina gore (pa/pn1)

kabarmalarin grafigi verilmistir. Alt tabakanin rijitligi ustteki tabakanmn alt ylizeyinin
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......

kabarma miktarlar1 azalmaktadir.

0.02
(1) ph,=-1.3863 (1) k/h,=11.2835
] 1/h,=12.4910
(2) Bh,=0.0001 ) !
0.016 — ~ (2) k/h,=11.0229
(3) Ph,=1.3863 1/h,=12.3173
] (3) k/h,=10.7621
0012 /h,=12.1780
-
Zlg i
* e
>o
=l 0.008
0.004 —
0 \ | \ T \
10.4 10.8 11.2 11.6 12 12.4 12.8

x/h,

Sekil 49. Homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki kabarmalarin
rijitlik parametresi (Bh;) ile degisimi (a/h;=3; (b-a)/h;=1;
(c-b)/h;=3; (d-c)/h1=1; no=1; Q=2P; yh1=-2.07944; «1=K,=2;
y:-hl; h1/h,=0.5; uz/uo:l; A=160> >\-cr2)

0.005
(1) (c-by/h =2 (1) k/h,=10.4136
i I/h,=12.1812
(2) (c-b)/h =3
(2) k/h,=11.6021
0.004 — (3) (c-b)/h,=3.5 I/h,=13.1870
2
y @ (3) k/h,=12.1036
1/h,=13.6903
. 0.003 — )
-?
Zls
7S 1
>O
=l 0.002
0.001
0 \ ! T
10 1 12 13 14

x/h,

Sekil 50. Homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki kabarmalarin
bloklar arasi mesafe (c-b)/h; ile degisimi (a/h;=3; (b-
a)/h;=1; (d-c)/hi=1; po=1; Q=2P; yh;=-2.07944; Bh;=-
1.38629; k1=Kp=2; y:-hl; h1/h2:0.5; HZ/HOZJ-; A=160> >\-cr2)
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0.008

M o/, =2 (1) k/h,=11.1230

1 @ psp,=3 1/h,~12.6894
3w/, =4 3) (2) k/h=10.8271

0.006 —| @B/t I/h,=12.4625

(3) k/h,=10.4136
1/h,=12.1832

10 10.5 11 11.5 12 12.5 13
x/h;

Sekil 51. Homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki kabarmalarin
tabakalarin kayma modilii (po/pn1) orani ile degisimi
(@/hy=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h;=1; Q=2P; yh;=-
2.07944; phy=-1.38629; k1=Kk,=2; y=-h; hi/h,=0.5; A=160>
Xcrz)

3.4. Sonlu Elemanlar Yontemini Esas Alan ANSYS Programindan Elde Edilen
Coziimler ile Analitik Coziimlerin Kiyaslanmasi

Bu kisimda, rijit iki farkli blok ile yiiklenmis ve rijit diizleme oturan malzeme
ozellikleri farkli iki tabakanin temas problemi, sonlu elemanlar yontemi ile analiz edilmis
ve elde edilen sonuglar, analitik ¢oziimle kiyaslanmistir. Yapilan analizlerde c¢esitli
normalize edilmis biiyiikliikler icin blok altindaki temas gerilmeleri, FD tabaka ile
homojen tabaka ara ylizeyindeki ve homojen tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyindeki
normalize edilmis oy(X,y)/P/hy normal gerilme yayilislari, ilk ayrilma yiikleri, ilk ayrilma
uzakliklari, siireksiz temas durumda ytlik faktoriiniin kritik yiik faktoriinden biiyiik olmasi
halinde, gerilme yayilisi ve ayrilma bdlgesinin baglangi¢ ve bitis noktalar1 belirlenmistir.
Bulunan sonuglar analitik yontemle elde edilen sonuglarla kiyaslanarak tablo ve grafikler
halinde sunulmustur. Yapilan analizlerde kiitle kuvvetleri dikkate alinmis, tiim
yiizeylerdeki siirtiinmeler ihmal edilmistir.

Sekil 52(a,b)’de sirasiyla birinci ve ikinci blok igin, ¢esitli rijitlik parametrelerine
gore blok altindaki temas gerilmeleri, analitik ¢oziimlerden elde edilen sonuglarla
kiyaslanmstir. Sekil 53 (a,b)’de rijitlik parametrelerine gore (Bhy) sirasiyla FD tabaka ile

homojen tabaka arasindaki normalize edilmis oy1(X,y)/P/h; normal gerilme yayilis1 ve
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homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki normalize edilmis oy>(X,y)/P/h; normal gerilme
yayilisi karsilastirmali olarak verilmektedir. Ayrica rijitlik parametrelerine gore Tablo
13(a,b)’de sirasiyla FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ve homojen tabaka ile rijit
diizlem ara yiizeyindeki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilmanin meydana geldigi mesafeler
karsilagtirmali olarak verilmektedir. Sekil 54 (a,b)’de tabakalarin gesitli kayma modiilii
oranlar1 (up/p.n1) igin sirasiyla FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki normalize edilmis
oy1(X,y)/P/hy normal gerilme yayilist ve homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
normalize edilmis oy(X,y)/P/h; normal gerilme yayilisi karsilastirmali  olarak
verilmektedir. Ayrica tabakalarin g¢esitli kayma modiilii oranlarina (uo/pn1) gore Tablo
14(a,b)’de sirasiyla FD tabaka ile homojen tabaka arasindaki ve homojen tabaka ile rijit
diizlem ara yiizeyindeki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilmanin meydana geldigi mesafeler
karsilastirmali olarak verilmektedir. Sekil 55°te siirekli temas durumu i¢in, Sekil 56°da
slireksiz temas durumu i¢in ANSY'S ¢oziimiinden elde edilen oy temas gerilmesi dagilislart
goriilmektedir. Sekil 56 incelendiginde kritik yiik faktoriinden daha yiiksek bir yiik
uygulandiginda, tabakalar arasinda gerilmenin sifir oldugu bir siireksizlik bolgesi yani bir
ayrilma bolgesinin oldugu goriilmektedir. Sekil 57°de siireksiz temas durumu i¢in sonlu
elemanlar yontemi ile elde edilen normalize edilmis oy1(X,-h)/P/h; normal gerilme yayilisi

ile analitik ¢oziimle elde edilen gerilme yayilis1 karsilastirmali olarak verilmistir.

(€)1 (1) Ph,=-0.6931 SEM Ciziimii 3) 16 &
(1) Bh,=-0.6931 Analitik Cézim

(@3] (3) Bh,=0.6931 SEM i ) (@) (2) Bhy=0.0001 SE!
N (3) ph,=0.6931 Analitik Coziim i (2) Bh,;=0.0001 An:

(@]
1)

[OR (3) ph,=0.6931 SEM Ciziimii
(3) ph,=0.6931 Analitik Cozim

) (1)

-
| = a
S| S
o A
2 —
l —
0 T T T T T 0 T T T T T
1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1.2 -0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2
b/h, d/h,
(a) (b)

Sekil 52. Rijitlik parametresi (Bh;) degisimine gore bloklar altindaki temas gerilmesi
yayilisinin SEM ve analitik sonuglarinin karsilastirilmast ((po/pn1)=1; Q=2P;
vh1=-1.38629; a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; (d-c)/h1=1)
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(1) Bh,=-0.6931 SEM Coziimii
(1) Bh,=-0.6931 Analitik C6ziim
(2) Bh,=0.0001 SEM Coziimii
(2) Bh,=0.0001 Analitik Coziim

Sekil 53a. Rijitlik parametresi (Bh;) degisimine gore FD tabaka ile homojen
tabaka arasindaki normalize edilmis oy1(X,-h1)/P/hy gerilme
yayilisinin SEM ve analitik sonuglarinin karsilagtiriimast ((po/p.
n)=1; a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; Q=2P; (d-c)/hy=1; yh;=-
1.38629)

Rijitlik parametresi (Bh;) degisimine gore FD tabaka ile homojen tabaka

arasindaki ilk ayrilma yiiki ve ilk ayrilma mesafelerinin SEM ve analitik
sonuglarinin karsilastirilmast  ((no/p-n1)=1; a/h;=3; (b-a)/h1=1; (c-b)/h;=2;
(d-c)/h1=1; Q=2P; yh;=-1.38629)

Aer Xer/hy
Bhy Analitik SEM Hata (%) Analitik SEM Hata (%)
0.6931 72.096 74.670 3.570 9.39 9.40 0.10
0.0001 79.849 82.653 3.511 9.22 9.25 0.32
-0.6931 91.949 94.871 3.177 9.08 9.10 0.22
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-1.2
______ (1) Bh,=-0.6931 SEM Céziimit
) (1) Bh,=-0.6931 Analitik C6ziim
2) /'n - - - - -+ (2) Bh,=0.0001 SEM Coziimii
N 3) “ (2) Bh,=0.0001 Analitik Coziim
______ (3) Bh,=0.6931 SEM Céziimii
(3) Bh,=0.6931 Analitik Coziim
-0.8
~~
< -
is
& -0.4 —
-0.04
-0.03
-0.02
-0.01
0
0

x/h,

Sekil 53b. Rijitlik parametresi (Bh;) degisimine gore homojen tabaka ile rijit
diizlem arasindaki normalize edilmis oy(X,-h)/P/h; gerilme
yayilisinin SEM ve analitik sonuglarinin karsilagtiriimast ((po/p.

n)=1; a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2; Q=2P; (d-c)/hy=1; yh;=-

1.38629)

Tablo 13b. Rijitlik parametresi (Bh;) degisimine gére homojen tabaka ile rijit diizlem
arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma mesafelerinin SEM ve analitik
sonuglarmin karsgilagtirtlmast ((p/pn1)=1; a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=2;
(d-c)/h1=1; Q=2P; yh;=-1.38629)

)\fcr Xcr/hl
Bhy Analitik SEM Hata (%) Analitik SEM Hata (%)
0.6931 86.036 87.69 1.922 9.44 9.45 0.10
0.0001 88.530 90.250 1.942 9.28 9.30 0.21
-0.6931 96.136 94.512 1.689 9.16 9.20 0.43
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(1) py/pp,=0.25 SEM Coziimil
(1) py/pp,=0.25 Analitik Coziim
(2) py/up,=1 SEM Coziimil
(2) py/up,=1 Analitik Coziim
(3) py/up,=2 SEM Coziimii
m

-1.2

(3) 1/in,=2 Analitik Cozii

(3) ) (1)

!
15

|
6
x/h,

((b-a)/hy)=1; ((c-b)/h1)=2; ((d-c)/hy)=1.5; hy/h=0.5)

0
Sekil 54a. Tabakalarin kayma modiilii (po/pn1) orani degisimine gore FD
tabaka ile homojen tabaka arasindaki normalize edilmis oy (X,-
h)/P/h; gerilme yayilisinin SEM ve analitik sonuglarinin

karsilastirtlmasi (Bh;=-1.38629; vh;=-1.38629; a/h;=3; Q=2P;

Tablo 14a. Tabakalarin kayma modiilii (po/pn1) oramt degisimine gore FD tabaka ile
homojen tabaka arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklarinin
SEM ve analitik sonuglarmin karsilastirilmasi (Bh;=-1.38629; yh;=-1.38629;
a/h;=3; ((b-a)/h1)=1; ((c-b)/h1)=2; ((d-c)/h1)=1.5; h1/h=0.5; Q=2P)
}\’Cf
o |y, Analitik SEM Hata (%) Analitik SEM Hata (%)
0.25 107.366 109.210 1.717 10.02 10.05 0.29
1 132.284 135.015 2.064 9.41 9.40 0.10
142.472 144.883 1.692 9.20 9.20 0.00
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-1.2
————— (1) py/pp,=0.25 SEM Céziimii
(1) py/pp,=0.25 Analitik Coziim
] (2) uy/up,=1 SEM Coziimi
(2) py/up,=1 Analitik Céziim
(3) uy/1n, =2 FEM Solution
(3) wy/up,=2 SEM Coziimii
-0.8
—~
< -
5‘“ E
& 0.4
0 | | T
0 3 6 9 12 15

x/h,

Sekil 54b. Tabakalarin kayma modilii (po/p-n1) orant degisimine gore
homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki normalize edilmis
oy2(X,-h)/P/hy gerilme yayilisinin SEM ve analitik sonuglarinin
karsilastirtlmas:  (ph;=-1.38629; vh;=-1.38629; a/h;=3; ((b-
a)/h1)=1; ((c-b)/h1)=2; ((d-c)/h1)=1.5; hs=hy; Q=2P)

Tablo 14b. Tabakalarin kayma modiilii (no/pn1) orant degisimine goére homojen tabaka ile
rijit diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklarinin SEM ve
analitik sonuglarinin karsilastirilmast (Bh;=-1.38629; yh;=-1.38629; a/h;=3;
Q=2P; ((b-a)/h1)=1; ((c-b)/h1)=2; ((d-c)/h1)=1.5; hy=h;)

)\fcr Xcr/hl
1w, | 7 Analitik SEM Hata (%) Analitik SEM Hata (%)
0.25 126.54 127.962 1.123 10.03 10.05 0.19
1 119.066 120.396 1.117 9.51 9.55 0.42
2 117.122 118.072 0.811 9.38 9.40 0.21
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-41.7463 -31.5631 -21.3798 -11.1966 -1.01332
-36.6547 -26.4714 -16.2882 -6.10494

Sekil 55. Siirekli temas durumu i¢in ANSYS ¢6ziimiinden elde edilen o, temas gerilme
yayihist (Ph;=-1.38629; yh;=-1.38629; a/h;=3; ((b-a)/hy)=1; ((c-b)/hy)=2;
((d-C)/hl):l.S, (Q/P):Z, K1:2; K2:2; h1:h2)

BRGSO | | T ©

Sekil 56. Siireksiz temas durumu i¢in ANSYS ¢6ziimiinden elde edilen temas gerilme
yayiligt (Bh;=0.6931; yh;=-1.3862; A=80>A; a/h;=3; (b-a)/h;=1; (c-b)/h;=1; (d-
C)/h]_:l; QZZP; },lz/u():l; h1:0.5h2)
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SEM Coziimii
¢/h,=8.05; f/h,=8.85
Analitik Coziim
e/h,=8.067; t/h,=8.951

61 ,(X,-hl)
P/h,

12

x/h,

Sekil 57. Analitik ve SEM ¢6ziimiinden elde edilen FD tabaka ile homojen
tabaka ara ylizeyindeki normalize edilmis oy1(X,-h1)/P/h; gerilme
yayilist (Bh;=0.6931; po/po=1; yh1=-1.3862; A=80>A,; a/h;=3; (b-
a)/h;=1; (c-b)/h1=1; (d-c)/h;=1; Q=2P; h;/h,=0.5)

Sekil 52-57 ve Tablo 13-14 incelendiginde sonlu elemanlar metodu ile elde edilen
sonuglarla analitik sonuglarin birbiriyle olduk¢a uyumlu ve kabul edilebilir derecede yakin

oldugu goriilebilir. Hata orani en fazla %3.5 olarak belirlenmistir.



4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada, rijit diizlem iizerine oturan ve iki rijit diiz blok araciligiyla yiiklenmis
biri fonksiyonel derecelendirilmis iki tabakada siirekli ve siireksiz temas problemi
incelenmistir. Tabakalardan biri fonksiyonel derecelendirilmis digeri homojen tabaka
olup, tabakalarin kiitle kuvvetleri dikkate almmistir. FonksSiyonel derecelendirilmis
tabakanin elastisite modiilii ve yogunlugu tabaka derinligi boyunca iistel bir fonksiyona
bagl olarak degismektedir. Problem irdelenirken farkli yiikleme kosullari, blok genislikleri
ve blok acikliklart i¢in ¢6ziim yapildigindan problem simetrik degildir. Coziim dort
asamali olarak gergeklestirilmistir. Birinci asamada siirekli temas problemi ele alinmistir.
Siirekli temas problemi irdelenirken yiik faktoriinlin kritik yiik faktoriine esit veya kiiciik
oldugu (A<)\¢) durumda g¢esitli boyutsuz biiyiikliikkler i¢in blok alti gerilmeler, tabaka
altlarindaki, tabaka boyunca normal gerilmeler, derinlik boyunca normal gerilmeler ve
kayma gerilmeleri elde edilmistir. Blok altindaki gerilmeler incelenirken blok altlarinda
ayrilma meydana getirecek kritik biiyiikliikler belirlenmis ve bu degerler dikkate alinarak
ayrilma olmayacak sekilde dagilislar elde edilmistir. Ayrica bu bdliimde FD tabaka ile
homojen tabaka arasinda ve homojen tabaka ile rijit diizlem ara ylizeyinde ayrilmaya sebep
olacak kritik yiikler ve ayrilmanin baslayacag: ilk ayrilma mesafeleri; farkli yiikleme
kosullar1, kayma modiilii oranlar, rijitlik parametreleri, yogunluk parametreleri, blok
genislikleri, tabaka yiikseklikleri, bloklar arasi mesafeler gibi ¢esitli boyutsuz biiyiikliikler
i¢in irdelenmistir. Ikinci asamada FD tabaka ile homojen tabaka ara yiizeyinde ayrilmanin
gerceklestigi siireksiz temas durumu ele alinmistir. Bu boliimde ayrilmanin sadece
tabakalarin arasinda olacagi kritik yiikler belirlenmis, bu yiikler dikkate alinarak cesitli
boyutsuz biiyiiklikler i¢in oy1(X,-h1)/P/h; gerilme yayilislari, ayrilmanin meydana geldigi
bolgenin baslangi¢ ve bitis noktalar1 ve meydana gelen kabarmalar incelenmistir. Ugiincii
asamada ise ikinci kisimdakine benzer sekilde, homojen tabaka ile rijit diizlem arasindaki
stireksizlik durumu incelenmis ve cesitli boyutsuz biyltikliikler i¢cin ayrilma bolgeleri,
gerilme yayilislar1 ve kabarmalar belirlenmistir. Dordiincii ve son asamada ise, s6z konusu
problem sonlu elemanlar yontemi kullanilarak ¢6ziilmiis, elde edilen sonuglar analitik
sonuglarla kiyaslanarak grafik ve tablolar halinde sunulmustur. Bu islem yapilirken, sonlu
elemanlar metodu (SEM) ile ¢oziim gerceklestiren ANSYS Mechanical APDL paket

programindan yararlanilmistir. ANSYS programinda FDM’lere ait malzeme 6zelliklerinin
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tanimlanabilecegi bir menii olmamasi sebebiyle, programa ek bir makro yazilarak ¢6ziim

yapilmustir. Yapilan ¢oziimler ile elde edilen sonuglar asagida verilmistir:

......

gerilmeleri artarken, bloklarin koselerindeki gerilme degerleri azalmaktadir.
Bloklar arasi mesafe ((c-b)/h;) arttik¢a yani bloklar birbirlerinden uzaklastikga
bloklarin yakin koselerinde olusan gerilme degerleri artarken, uzak koselerde en
biliyiik gerilmeler olusmaktadir. Belli bir mesafeye ulastiginda ise bloklar arasi
etkilesim son buldugundan uclardaki gerilme degerleri esit olarak elde edilmistir.
Yik oran1 (Q/P) arttikga ve blok genislikleri ((b-a)/h; ve (d-c)/h;) azaldikga
bloklarin altindaki gerilmelerde bir artis gerceklesmektedir.

Tabaka yiikseklikleri orani (hi/h) i¢in blok altlarindaki normalize edilmis temas
gerilmesi yayilislar1 incelendiginde tabaka yiikseklik oraninin temas gerilmelerine
cok biiyiik bir etkisi olmadig1 goriilmektedir.

Homojen tabakaya ait kayma modiiliiniin, FD tabakanin alt ylizeyine ait kayma
modiiliine orani (py/ppy) arttikga blok koselerindeki gerilmeler azalirken, blok
ortasina dogru blok altindaki gerilmeler artmaktadir.

FD tabaka ile homojen tabaka ara yiizeyindeki ve homojen tabaka ile rijit diizlem
ara ylizeylindeki ilk ayrilma yiikleri ve ayrilma mesafelerinin belirlenmesi igin
cesitli ~ boyutsuz  biiyiiklikler igcin  oy(X,y)/P/hy  gerilme  analizleri
gergeklestirilmistir. Blok mesafesi ((c-b)/h;) fazla olmasi durumunda diger bir
deyisle bloklar birbirlerinden uzaklastik¢a, ayrilma daha uzak noktada meydana
gelmis, ilk ayrilma yiiklerinde artiglar goriilmektedir.

Rijitlik parametresi (Bh;) arttikga yani rijitlik derinlik boyunca azaldikga, her iki
tabaka i¢in de ilk ayrilma yiikleri azalirken, ilk ayrilma uzakliklarinda artis
gerceklesmektedir.

Tabaka yiikseklikleri orani arttik¢a yani ikinci tabakanin yiiksekligi azaldik¢a ilk
ayrilma yiiklerinde bir azalma goriilmektedir. Yani homojen tabaka yiiksekligi
azaldikca tabakalarin ara ylizeyinde daha kolay bir sekilde ayrilma meydana
gelmektedir.

Blok genisliginin ((d-c)/h;) artmasi durumunda, ilk ayrilma yiiklerinde ve ilk
ayrilma uzakliklarinda artis goriillmektedir.

Kayma modilii orami (po/pn1) arttikca FD tabaka ile homojen tabaka ara
yiizeyindeki ilk ayrilma yiiklerinde artis goriiliirken, ilk ayrilma uzakligi bloklara
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yaklagsmaktadir. Homojen tabaka ile rijit diizlem ara yiizeyinde ise bu oran arttik¢a
ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklarinda bir azalma meydana gelmektedir.

x ekseni boyunca her iki tabakaya ait ox(x,y)/P/h; gerilme yayilislar1 da
irdelenmistir. FD tabakanin alt yiizey rijitliginin azalmasi halinde ¢gekme gerilmesi
degerlerinin blok altlarina dogru azaldigi goriilmektedir. Yogunluk degisim
parametresine gore tabakalar boyunca meydana gelen ox1(X,-h1)/P/hy ve  oyxo(X,-
h)/P/h; gerilme yayiliglart incelendiginde, FD tabakanin {ist ylizeyindeki
yogunlugun azalmasi halinde ¢ekme gerilmelerinde bir azalma goriiliirken, basing
gerilmelerinde ise bir artis gozlenmektedir. Bloklar arasindaki uzakligin
degisimine gore ox1(X,-h1)/P/h1 ve ox(X,-h)/P/h; gerilme yayilislar: incelendiginde
ise, mesafe arttikga tabaka boyunca ¢ekme ve basing gerilmelerinde artis
gozlenmektedir.

Blok geniglikleri ve kayma modiilii oran1 degisimine gore oxi(X,-h1)/P/h; ve
ox2(X,-h)/P/h; gerilme yayilislari incelendiginde, blok genislikleri ve kayma
modiilii oram1 arttikca tabakalarin x ekseni boyunca c¢ekme ve basing
gerilmelerinde azalma g6zlenmektedir.

oy1(X,-h1)/P/hy ve oy(X,-h)/P/h; gerilme yayilislar1 tabaka derinlikleri boyunca
cesitli boyutsuz biiytikliikler i¢in de incelenmistir. Tabakanin alt yiizeyine dogru
degerlerine, bloklar arasindaki kesitte ise en biiyiik gerilme degerlerine
ulagilmaktadir. Ayrica FD tabakanin alt ylizeyindeki gerilmeler ile homojen
tabakanin ist yiizeyindeki gerilme degerleri esit ¢ikmaktadir. FD tabakanin alt
yiizeyinin yogunlugu iist yilizeyin yogunluguna goére daha biiyiikk olmasi halinde
daha biiyiik gerilmeler elde edilmektedir. Benzer durum bloklarin ortasindaki
kesitte meydana gelen gerilme yayiliginin, yogunluk parametresine gore degisimi
icin de gecerlidir. Bloklar aras1 mesafe arttikca iki blok ortasindaki kesitte
meydana gelen gerilmeler azalmaktadir. Blok genisliklerine gore yapilan analizde,
bloklarin ortasinda, en biiyiik blok genislikleri i¢in en kiigiik gerilmeler meydana
gelmektedir.

Bloklarin disindaki bélgede olusan oyi(X,y)/P/h: gerilmelerinin fonksiyonel
derecelendirilmis tabakanin iist ylizeyinde sifir olmast ve fonksiyonel

derecelendirilmis tabakanin alt yiizeyinde meydana gelen gerilmerin, homojen
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tabakanin iist yiizeyinde meydana gelen gerilmelere esit olmasi problemin sinir
sartlarinin saglandigin1 gostermektedir.

Kayma gerilmesi 1y, dagilimi y ekseninde; kayma modiilleri orani, rijitlik
parametresi, bloklar aras1 mesafe ve yiik orani gibi boyutsuz biiyiikliikler i¢in
incelenmistir. Tabakalarda kayma gerilmelerinin maksimum degeri tabakalarin
orta noktasinda veya bu noktaya ¢ok yakin bir yerde olmaktadir. Tabakalaarin alt
ve st yiizeylerindeki kayma gerilmeleri, yani Tyy1(x,0), Txy1(X,-N1), Txy2(X,-h1) ve
Twy2(X,-h) gerilmeleri sifir olup, problemin taniminda verilen smir sartlarini
saglamaktadir. Kayma gerilmesi oranmi arttikca her iki tabaka icin de kayma
gerilmelerinde bir azalma gergeklesmektedir. Rijitlik parametresi (ph;) arttikca
FD tabakanin kayma gerilmelerinde bir artig goriiliirken, homojen tabaka igin bir
azalma gerceklesmis fakat bu azalma onemli miktarda olmamaktadir. Bloklar
aras1 mesafe arttikca ve yilk orani azaldik¢a kayma gerilmelerinde azalma
gergeklesmektedir.

Yiikin () ilk ayrilma yiikiinden (Ay) biiyiik olmasi durumunda tabaka ara
yiizeylerinde ve FD tabaka ile rijit diizlem ara yilizeyinde ayrilmalar meydana
gelmektedir. Bu durumda her iki temas yiizeyinde de oyi(X,-hi)/P/hy ve
oy2(X,-h)/P/hy gerilme yayilislarin1 veren grafikler incelendiginde siirekli ve
stireksiz temas bolgeleri goriilmektedir. Gerilme degerleri birinci blok kenarindan
itibaren artmakta ylik altinda deger iyice biiylimekte, bloklar arasinda gerilme
degerleri tekrar azalmakta daha sonra yeniden artarak ikinci blok altinda en biiytik
degerini almakta, sonra azalarak FD tabaka ile homojen tabaka arasinda (e/h, f/h)
ve homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda (k/hs, 1/h;) ayrilma bolgeleri boyunca
sifir olmaktadir. Her iki temas yiizeyi i¢in de ayrilmanin bittigi f/h ve I/h
degerlerinden sonra ise gerilme degerleri artarak A yiikk faktoriine
yakinsamaktadir. Rijitlik parametresi arttik¢a, her iki ayrilma yiizeyinde ayrilma
bolgesi biiyimekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalar artmaktadir.
Yogunluk parametresi arttikga rijitlik parametresi degisimine benzer olarak
ayrilma bolgesi biiyiimekte ve bu bolgede meydana gelen kabarmalarda artig
gozlenmektedir. Bloklar arasindaki mesafe degisiminde yine tabakalar arasinda ve
homojen tabaka ile rijit diizlem arasinda benzer durumlar gézlenmektedir. Kayma

......

arttiginda her iki temas yiizeyinde de ayrilmanin daha kolay meydana geldigi,
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ayrilma bolgelerinin biiyiidiigli ve daha biiyiik kabarma degerlerinin elde edildigi
goriilmektedir.

Bu calismada ayn1 zamanda, analitik c¢6ziimden elde edilen sonuglarin
kiyaslanabilmesi igin sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Sonlu elemanlar
yontemi (SEM) ile analizler gergeklestirilirken, ANSYS Mechanical APDL paket
programindan yararlanilmistir. Programa FD malzemenin 06zelliklerinin
atanabilmesi i¢in daha Once yazilan bir makro kullanilmistir. Sonlu elemanlar
yontemi ile elde edilen normal gerilmeler ve temas gerilmeleri problemin
taniminda verilen sinir sartlarini saglamaktadir. Ayrica sonlu elemanlar yontemi
ile elde edilen temas gerilmeleri, normal gerilmeler, ilk ayrilma uzakliklar1 ve
ayrilma bolgeleri degerlerinin analitik sonuglarla olduk¢a uyumlu oldugu
goriilmektedir. Boylece temas problemleri i¢in daha kisa siirede ¢oziim elde
edilebilen sonlu elemanlar yonteminin alternatif bir ¢oziim olabilecegi
gorilmistir.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler gerek iiretim zorlugu gerekse pahali
olmalar1 sebebiyle insaat, makine, elektronik ve otomotiv sektériinde kullanimlari
sinirlidir. Buna ragmen teknolojinin ilerlemesi, FD malzemenin {iretiminin
yayginlagsmasi ve maliyetinin diismesi ile s6z konusu sektorlerde de kullanimi
artacaktir. Yapilan bu ¢alisma sonucunda her iki tabaka i¢in de homojen malzeme
kullanmak yerine, birini FD malzeme olarak kullanmak, blok gibi iki farkli yiik
etkeninin birbirleriyle etkilesimini azalttigi, malzeme tabakalarinin altlarinda
meydana gelecek gerilmeleri diigiirdiigii goriilmiistiir. Bu sonugla bina altlarinda
kullanilacak dolgu tabakalarina, makinelerin altina yerlestirilen tabakalara, sabit
yiiklere maruz kalan yiizeylere FD tabaka eklemenin, tabakalara yiiklenecek
yapilarin  ve elemanlarin temas etkilesimini = disiiriip, tabakalarin alt
ylizeylerindeki gerilmeleri azaltabilecegi, yiizeyler arasinda olusabilecek

ayrilmay1 zorlastirabilecegi sdylenebilir.



5. ONERILER

Bu tezde “Rijit Diizlem Uzerine Oturan ve ki Rijit Diiz Blok Araciligiyla Yiiklenmis

Biri Fonksiyonel Derecelendirilmis iki Tabakanin Temas Problemi” baslikli calisma

gerceklestirilmistir. Bu calismada elde edilen sonuglar dikkate alinarak gelecekte

yapilabilecek ¢aligmalara yon vermesi i¢in agagida bir takim onerilerde bulunulmustur.

Coziilen problemdeki homojen tabaka yerine FD tabaka kullanilarak temas
problemi ¢oziilebilir.

Mesnetlenme kosullar1 degistirilerek temas problemi ¢oziilebilir.

Her iki tabaka ylizeyinde de ayni anda ayrilmanin olacagi durum igin problem
¢oziimii yapilabilir.

Blogun hareketli olmas1 durumu i¢in problem ¢oziilebilir.

Bu problemde kullanilan rijit diiz bloklar yerine, daha fazla sayida dairesel

bloklar kullanilarak problem ¢oziilebilir.
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