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OZET

Pratikte, miihendislik yapilarinin ¢ogunda uygulama alam bulmasi nedeniyle elastik
bir tabakada degme problemi lizerine pek ¢ok galigmalar yapilmugtir. Temeller, karayollari,
demiryollari, havaalam pistleri, silindirik miller ve bilyeler degme mekaniginin uygulama
alam buldugu mithendislik problemlerinden bazilaridir.

Bu ¢aligmada, (st tarafindan rijit olarak mesnetlenmis, sabit yiikseklikli, elastik
sonsuz bir tabaka ile rijit bir blok arasindaki siirtinmesiz degme problemi elastisite teorisine
gore ¢oOzilmiigtiir. Tabakaya alt kenarindan rjit blok aracihfiyla tekil kuvvet etki
etmektedir. Kiitle kuvvetlerinin etkisi ihmal edilmigtir.

Birinci boliimde degme problemleri tizerine yapimus ¢aliymalardan bazilan kisaca
Ozetlendikten sonra, elastisitenin temel denklemleri ve integral doniisiim teknikleri
kullamilarak diizlem haldeki genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri elde edilmigtir. Ikinci
boliimde problemin tamtim yapilmugtir. Gerilme ve yerdegistirme ifadeleri problemin simr
sartlarina uygulanarak dort bilinmeyenli dort cebrik denklemden olusan bir denklem sistem
elde edilmigtir. Bu cebrik denklem sisteminin ¢éziilmesiyle sabit katsayilar bilinmeyen degme
gerilmesine bagh olarak ifade edilmistir. Blok ile tabaka arasindaki diigey yerdegistirme
fonksiyonunun tiirevinin, blok profilini tammlayan F(x) gibi bir fonksiyonun tiirevine esit
olmast sarti kullanilarak problem bir tekil integral denkleme indirgenmigtir. Bu integral
denklem uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullanilarak sayisal ¢oziime hazir
hale getirilmistir. Daha sonra, genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri kullamlarak
yerdegistirmeler, normal gerilmeler ve kayma gerilmesi degme gerilmesine bagl olarak elde
edilmistir. Ugiinci bolamde gesitli yiikleme durumlan ve blok profilleri i¢in integral denklem
gozilerek defme gerilmesi yayihst bulunmug; buradan da normal gerilmeler ve kayma
gerilmeleri elde edilmigtir. Bulunan degerler grafiklerle verilmistir. Bu grafiklerden
faydalanilarak bir irdeleme yapimigtir. Caligmadan gikarilan sonuglar dérdiincii bolimde

siralanmugtir.

Anahtar Kelimeler : Elastik Tabaka, Degme Mekanisi, Elastisite Tebrisi, Integral
Déniigiim Teknigi, Tekil Integral Denklem, Gauss-Chebyshev Integral Formiili, Rijit Blok,
Degme Gerilmesi.



SUMMARY

FRICTIONLESS CONTACT PROBLEM BETWEEN AN ELASTIC LAYER
BONDED TO A RIGID SUPPORT AND A RIGID STAMP

A great deal of research on the contact problem for an elastic layer has been carried
out because of its possible application to a variety of structures of practical interest.
Foundations, higways, railways, airfield pavements, rolling mills, ball and roller bearings are
some of the application areas of the contact mechanics.

In this study, a frictionless contact problem between a rigid stamp and an infinite
layer of a constant thickness, which is perfectly bonded to a rigid support on its top surface,
is considered according to the theory of elasticity. The layer is subjected to a concentrated
load by means of a rigid stamp. The effect of gravity is neglected.

In the first chapter, studies on contact problems are briefly introduced. Then, general
equations of stresses and displacements are obtained by using governing equations of
elasticity and integral transform techniques. The problem is described in the second chapter.
A set of linear algebraic equation is obtained by applying the expressions of stresses and
displacements to boundary conditions of the problem. When this set of algebraic equation is
solved, the unknown constant coefficients are expressed by depending on the contact
pressure which is unknown. Using the condition that derivative of vertical diplacements
under the rigid stamp is equal to derivative of the function F(x) which defines the profile of
the rigid stamp, the problem is formulated in\terms of a singular integral equation for the
contact pressure. In order to obtain the contact pressure, the singular integral equation is
evaluated numerically by using appropriate Gauss-Chebyshev integration formula. In the
third chapter, numerical results for various dimensionless quantities are presented in
graphical forms and discussed. The conclusions drawn from the study are presented in the
fourth chapter.

Key Words : Elastic Layer, Contact Mechanics, Theory of Elasticity, Integral Transform
Technique, Singular Integral Equation, Gauss-Chebyshev Integration Formula, Rigid
Stamp, Contact Pressure.
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' 1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

Pratik éneme sahip mithendislik yapilarinda uygulama alam bulmas: nedeniyle, degme
problemleri izerine pek gok aragtirmalar yapilmistir. Temeller, karayollari, havaalam pistleri,
silindirik bilyeler ve miller defme mekaniginde uygulanmasi mimkiin olan mihendislik
problemlerinden bazilandir.

1.1.1. Degme Problemlerinin Tarihsel Gelisimi

Degme problemleri ile ilgili ilk ¢alismalar Hertz tarafindan yapimgtir [1]. Bu nedenle
degme problemleri dilimiz literatiiriine ' Hertz Degme Problemleri ' olarak ge¢mistir [2].
Degme problemleri iizerine yapilan aragtirmalarm 1950' li yillara kadar olan literatiirii ve
¢oziim metodlant Galin' in eserinden bulunabilir [3]. Integral doéniigiimlerin degme
problemlerinin ¢éziimiinde uygulanma metodlan ise Ufliand' n eserinde verilmistir [4].

Bilgisayar teknolojisindeki ve sayisal ¢6ziim metodlarindaki gelismelere paralel olarak,
degme problemleri iizerinde ¢aligan bilim adamlanmn sayisi artmustir. Degme problemleri
iizerine yapilan galigmalardan bazilan agagidaki gibi dzetlenebilir.

Ratwani ve Erdogan [5], elastik bir yanim diizlem {izerine sonlu kisimda temas eden
kirige, siirtiinmesiz bir blok araciligiyla etkiyen yiik halini incelemislerdir. Blok profilinin
dikdortgen ve egrisel olmasi durumlarinda degme yiizeyindeki geriime yayiligim elde
etmislerdir.

Civelek ve Erdogan [6], siirtiinmesiz, elastik bir tabakada simetrik ¢ift degme
problemini ele almiglardir. Arastirmacilar, elastik yarim diizlem tizerine sonlu kisimda temas
eden kirige, elastik ve rijit bloklarn aracihgyla yiik etkimesi durumunda degme yiizeyinde
meydana gelen gerilme yayiligini incelemislerdir.

Gegit [7, 8], elastik zemin iizerine oturan elastik bir tabakanin, yayili yiikle bastirilip
tekil yiikle kaldirilmast ve yayili yiikle bastirllip simetrik tekil yiikle kaldirnlmasi durumlarina
ait degme problemlerini incelemigtir.

Keer ve Silva [9], rijit yarim diizlem {izerine oturan yan sonsuz bir kirigin tekil yiikle
kaldirilmasi halini incelemiglerdir.



Civelek ve Erdogan [10, 11], rijit bir diizlem tizerine oturan sabit yiikseklikli elastik
bir tabakada kitle kuvvetlerinin olmasi durumunda sirtinmesiz defme problemini
incelemiglerdir. Tabakanim tekil yiikle bastinlmas: ve tekil yiikle kaldinlmas: hallerinde, rijit
dizlemden aynima noktasim ve ilk aynlma yikini bularak bu yiikten kigik ve biyiik
yiikler i¢in defme yiizeyindeki gerilme yayihigimi elde etmiglerdir.

Gegit ve Erdogan [12], simetrik yiik etkisi altindaki elastik bir tabakada siirtiinmesiz
degme problemini incelemislerdir.

Civelek, Erdogan ve Cakiroglu [13], rijit yarim diizlem iizerine oturan bir kirige, rijit
bir blok araciifyla yiik uygulanmasi durumunda, kirigin yanm diizlemden ayrildign ilk
noktayl, ilk aynlma yikiini, bu yiikten kiiciik ve buyiik yiikler igin defme yuzeyindeki
gerilme dagilimim elde etmiglerdir.

Erdogan ve Ratwani [14], iki elastik ceyrek diizlem ile mesnetlenmis elastik bir
tabakada degme problemini ele almiglardir.

Gegit ve Gokpmar [15], egri yiizey profiline sahip rijit bir mesnete oturan elastik
tabakada siirtiinmesiz degme problemini incelemislerdir. Problemi bir tekil integral denkleme
indirgeyerek cesitli yiikleme durumlan ve blok profilleri igin degme gerilmesi ve eksenel
normal gerilme dagilumlarim elde etmislerdir.

Gegit ve Yapiar [16], rijit diiz mesnetlere oturan elastik bir tabakada siirekli ve
sireksiz degme problemlerini ele almuglardir. Problemi bir tekil integral denkleme
indirgeyerek degme gerilmesi, eksenel gerilme ve ayriima mesafelerini elde etmiglerdir.

Adams ve Bogy [17], farkh elastik 6zelliklere sahip yanm diizlem ile yar1 sonsuz serit
arasindaki diiz ve sinirh degme durumlan igin ¢oziimler elde etmiglerdir.

Adams [18], farkh elastik ézelliklere ve farkl genigliklere sahip seritler arasindaki diiz
ve simrl defme durumlanm incelemistir. Problemi tekil integral denkleme indirgeyerek
gesitli malzeme 6zellikleri ve genislik oranlan igin sayisal sonuglar elde etmis ve bu sonuglart
daha onceki ¢aligmalann sonuglar ile kargilagtirmmgtir,

Loboda [19], yar1 sonsuz bir serit ile sonlu genislife sahip bir serit arasindaki elastik
degme problemi igin ¢dziim elde etmistir.

Fabrikant ve Sankar [20], elastik degme problemlerinde agisal noktalardaki
singtilariteleri (tekillik) incelemiglerdir.

Cakiroglu ve Cakiroglu [21], iizerinde sonlu geniglikte yayili yiik bulunan bir elastik
serit ile elastik yan sonsuz diizlem arasindaki sirekli ve sireksiz degme durumlarim



incelemiglerdir. Yayih yiik genisliginin serit yitksekligine olan orammna bagl olarak ilk ayrilma
yiikiinii, bu yiikten biiyiik ve kiigiik yiikler i¢in degme ylzeyindeki gerilme dagiligini elde
etmislerdir.

Cakiroglu ve Erdol [22], elastik zemine oturan bilesik seritte siirekli degme problemini
incelemiglerdir. Elastisite teorisinin temel denklemlerini ve Fourier doniisiim teknigini
kullanarak gerilme ve yerdegistirme ifadelerini elde etmiglerdir. Cesitli yiikleme durumlan,
malzeme ozellikleri ve tabaka yiiksekliklerinin oranlari i¢in bilesik seritteki gerilme
dagilimlanm elde etmislerdir.

Dempsey, Zhao ve Li [23], Winkler temeli ile mesnetlenmis elastik bir tabakann tekil
yitk, yayili yiik, rjit diiz blok ve rijit silindir ile simetrik olarak yiiklenmesi durumlarina ait
degme problemlerini incelemislerdir.

Adams [24], yan sonsuz dizlem ile rjit bir blok arasindaki degme problemini
incelemigtir.

Bakartas [25], homojen olmayan elastik yar1 diizlem ile rijit bir blok arasindaki degme
problemini ele almuigtir. Yan sonsuz diizlemde homojenligin derinlikle degistigi kabul
edilmistir. Problem, Foruier doniigtim teknigi kullanilarak tekil integral denkleme
indirgenmig ve sayisal ¢éziim yapilmgtir.

1. 1. 2, Calismanm Kapsami

Bu galiymada, ust tarafindan rijit olarak mesnetlenmis, sabit yikseklikli elastik bir
tabaka ile rijit bir blok arasindaki siirtinmesiz defme problemi elastisite teorisine gore
¢ozllmustir. Tabakaya, rijit blok araciifiyla simetrik olarak tekil kuvvet etkimektedir.
Problemin ¢6ziimiinde kiitle kuvvetlerinin etkisi ihmal edilmigtir.

Birinci boliimde genel olarak konuyla ilgili kaynaklardan bahsedildikten sonra,
elastisite teorisine ait temel denklemler ve integral doniisiim teknikleri kullanilarak dizlem
haldeki genel gerilme ve yerdegistirme ifadeleri elde edilmistir.

Ikinci boliimde problemin tamitimi yapimustir. Gerilme ve yerdegistirme ifadeleri
problemin siur sartlarina uygulanarak dort bilinmeyenti dort cebrik denklemden olusan bir
denklem sistemi elde edilmistir. Bu cebrik denklem sisteminin g6ziilmesiyle sabit katsayilar
degme gerilmesine bagl olarak ifade edilmistir. Blok altmdaki degme gerilmesi yayiligi
bilinmeyendir. Blok ile tabaka arasindaki diisey yerdegistirme fonksiyonunun tiirevinin, blok



profilini tanimlayan F(x) gibi bir fonksiyonun tiirevine esit olmasi sart1 kullanilarak problem
bir tekil integral denkleme indirgenmigtir. Bu integral denklem uygun Gauss-Chebyshev
integrasyon formiilii kullanilarak sayisal ¢oziime hazir hale getirilmistir. Daha sonra, gerilme
ve yerdegistirme ifadeleri kullanilarak yerdegistirmeler, normal gerilmeler ve kayma
gerilmesi degme gerilmesine bagl olarak elde edilmigtir.

Uglincti boliimde gesitli yikkleme durumlan ve blok profilleri igin integral denklem
¢oziilerek degme gerilmesi yayiist bulunmus; buradan da normal gerilmeler ve kayma
gerilmeleri elde edilmigtir. Bulunan degerler grafik ve tablolarla verilmistir. Bu grafik ve
tablolardan faydalanilarak bir irdeleme yapilmigtir.

Dordiincii boliimde g¢alismadan ¢ikarnlan sonuglar siralanmugtir. Bu son béliimii
yararlanilan kaynaklar izlemektedir.

1.2. Genel Denklemlerin Elde Edilmesi

Ust tarafindan rijit olarak mesnetlenmis elastik bir tabakaya rijit bir blok aracilifiyla
simetrik tekil kuvvet etkimesi problemi elastisite teorisine gore ¢ozilecek; gerilme ve
yerdegistirme ifadeleri bulunacaktir. Bu amacla; 6nce biinye denklemleri ve yerdegistirme-
sekildegistirme bagntlann kullandmak suretiyle elastisitenin  denge denklemleri
yerdegistirmeler cinsinden yazilarak Navier denklemleri elde edilecektir. Daha sonra
yerdegistirme-sekildegistirme bagmntilarn ve biinye denklemleri kullamlarak gerilme
bilegenlerine ait ifadeler elde edilecektir.

Ug boyutlu halde X, Y, Z kiitle kuvvetlerini, ox, Gy, Gy, Try, Tw, Ty de gerilme
bilesenlerini gostermek iizere, denge denklemleri asagida verilmigtir [2].

&, o, o
=+ +—=+X=0
& & 174 M
or o, Or
»x pd ¥z Y=
+ + Z + 0 )
o, O, do
= t+Z=
+ + % + 0 3)



Bu denklemlerdeki gerilme bilegenleri, biinye denklemleri ve yerdegigtirme-gekildegistirme
bagintilar1 kullamlarak agagidaki gibi yazilabilir [2].

o, =Ae +2,u% “
o,= /’le+2,ug— ()
o, =/e +2y% 6)
Ty = u(%*—%) ™
T, = ”(%v_+%) 8)
o
To = u(§+5) 9)
Bu ifadelerde;
N4 (10)
& &
ey o
_E
) (12)

seklinde tanimlanmaktadir. Yukandaki ifadelerde gecen €, E, U, A ve v sirasiyla hacim
degistirme oranim, elastisite modiiliinii, kayma modiiliinii, Lame sabitini ve poisson oranim



gostermektedir. u, v ve w ise sirasiyla x, y ve z eksenleri dogrultusundaki yerdegistirme
bilesenlerini géstermektedir. Ayrica; Tey= Tyx , Txz™ Tzx V€ Tyz= Ty Oldugu bilinmektedir.

Biinye denklemlerinin gerekli tiirevlerinin almp denge denklemlerinde yerlerine
yazilmasi ile agagidaki ifadeler elde edilir [2].

“ +p)§+,uV2u+X= 0 (13)
& 2

(/1+p)5+,uV v+Y=0 (14
o 2

(/1+,u)—0§+pV w+Z=0 (15)

Bu ifadelere Navier denklemleri adi verilir. Ifadelerdeki v? Laplace operatorii olup;
F & &

= &2 + @)2 + &2

seklinde yazilmaktadir. 1ki boyutlu elastisitede Navier denklemleri;

VZ

(ﬂ,+,u)—2:;+,uV2u+X=0 (16)

(Z+,u)é3+,uV2v+Y=0 a7n
74
seklini alirlar. Eger kiitle kuvvetleri ihmal edilirse bu ifadeler agagidaki sekilde yazlabilirler. -

&
(ﬂ,+p)5€—+,uV2u=O (18)

(/1+p)—§-+pV2v=O (19)



Eger ¢ hacim degistirme oranini veren (10) ifadesi yerine yazlirsa (18) ve (19) denklemleri
asagidaki gekli alirlar.

A+ ,u)g(% +g—) +uVu=0 (20)
(ﬂ+y)§)—(%+g—)+pvzv=0 ¥3))

Problemin y eksenine gore simetrik olmast durumunda u(x,y) ve v(x,y) yerdegistirme
bilesenleri agagidaki esitlikleri saBlarlar.

u(x,y) = -u(-x,y) (22)

v(x,y) = v(-x,y) (23)

u(x,y) ve v(x,y) yerdegistirme fonksiyonlari, Fourier kosiniis ve Fourier siniis doniistimleri
seklinde agagidaki gibi yazilabilirler.

u(x,) =§I¢(a,y)sin(wc)da @4

v(x,y) = %Iw(a,y)wS(wC)da (25)
Bunlanin ters déniigiimleri ise;

¢(a,y)=Iu(x,y)sin(ax)cbc 6)

w(a,y) = [v(x,y)cos(ax)dx @7)



seklinde yazlabilirler Bu ifadelerdeki ¢(ct, y) ve w(a, y) fonksiyonlart u(x, y) ve v(x, y)
fonksiyonlarmin ters fourier déniistimleri olup bilinmeyen fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin
belirlenebilmesi igin (20) ifadesi sin(cax)dx, (21) ifadesi de cos(ox)dx ile ¢arptlip (0, )
arabifinda integre edilirse,

| { y(% + %) +(A+ ,u)gc—(% +%)J sin(ax)dx = 0 (28)
| [,;(%} + %) +(A +~;1)§)—(% + %)Jcos(ax)dx =0 (29)

ifadeleri elde edilir. (24) ve (25) ifadelerinden faydalamlarak u ve v nin gerekli tiirevleri
asagidaki gibi yazlabilir.

I% sin(ax)dx = - ¢ (30)
I%sin(ax)cﬁc = —a%’l (2)
;J?% cos(ax)dx = —a’y (33)
I% cos(ax)dx = ‘2_‘;’ 34)

t &
_!ac—;-cos(ax)cbc = a% ‘ (35)



Bu esitliklerin elde edilmesinde kismi integrasyon uygulanmig ve agagidaki smir sartlan
dikkate alinmgtir.
&

&
=_—|x=0 =0

w0 = u@) =) =2 = T = Z

Yukanda elde edilen tirev ifadeleri (28) ve (29) denklemlerinde yerlerine yazihp

gerekli diizenlemeler yapilirsa;
~(A+2p)a P+ pg" —(A+may’ =0 (36)
A+2py” - o’ py +(A+mag’ =0 (37

seklinde bir adi diferansiyel denklem takim elde edilir. Bu diferansiyel denklemlerde isler y
ye gore tiirevleri gostermektedir.Bu denklem sisteminin ¢Oziimii igin (36) denklemi y ye
gore iki defa, (37) denklemi y ye gore bir defa tiretilirse;

~(A+2p)a’d" +pp” —(A+way™ =0 (38)

A+2p)y™ —a’py’ +(A+pag” =0 (39)

denklemleri elde edilir. (38) denkleminden W gekilip (39) denkleminde yerine yazilir ve
buradan da ' gekilip (36) denkleminde yerine yazilirsa;

#7 -2a°¢" +a*d=0 (40)

seklinde ¢(a,, y) ye gore dordiincti mertebeden sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel
denklem elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢éziimii ¢(ct, y) = € geklinde aramr ve
gerekli tiirevler alinip (40) denkleminde yerlerine yazilirsa,

st —2a%s* +a* =0 1)
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karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kékleri; s; = s, = o ve s3 = s4 = -a. olarak
bulunur. Buna gore (40) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii agaBidaki gibi elde edilir.

#(a,y)= (4, + 4, y)e™® +(4; + 4,y)e” (42)

(36) denkleminin y ye gore bir defa tiirevi almip " degeri gekilerek (37) denkleminde
yerine yazilirsa, bilinmeyen y(ct, y) fonksiyonu, ¢(ct, y) fonksiyonuna ve tiirevlerine bagh
olarak elde edilir. Buradan gerekli tiirevler yerlerine konularak;

v@n)= 4+ Eena e[ -a s E-pale )

Bu ifadedeki x bir malzeme sabiti olup, diizlem gerilme ve diizlem sekildegistirme hallerine
ait tek bir formiilasyon kullanilmasim saglar. Diizlem gerilme halinde x = (3-v)/(1+v) ve
dizlem gekildegistirme halinde ise x = 3-4v olarak bilinmektedir. (42) ve (43) ifadelerindeki
Ay, Az, As, A4 katsayilan problemin sinur gartlarina gore belirlenecek olan sabitlerdir. ¢(c, y)
ve y(a, y) ifadeleri (24) ve (25) denklemlerinde yerlerine yazlirsa, u(x, y) ve (x, y)
yerdegistirme ifadeleri agagidaki gibi elde edilirler.

w9 = 2[4 + 490 + (4, + Ay)e” sin(ae)da @

v,(x,y) = %T{{Al + (i— + y) A, }e""’ + {-—A3 + (—g - y) A4, }e“”} cos(ax)da  (45)

Bu ifadelerdeki h indisi kiitle kuvvetsiz hali gostermektedir. (4), (5) ve (7) ifadelerinden o,
Oy, Txy gerilme bilesenleri de yerdegistirmelere bagli olarak;

7 RN/
o, =(/%+2y)g+/1— (46)

&
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o, = +2,u)—2:—+/lgci @7
.t
£y = MG+ 2) (48)

seklinde yazilirlar. (44) ve (45) ifadelerinde gerekli tirevler alnarak (46), (47) ve (48)
ifadelerinde yerlerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa, kiitle kuvvetlerinin olmamas:
durumunda gerilme bilesenleri asagidaki gibi elde edilirler.

-

1 2 3—-x .
Zl’o'xh(xsy) = ;I{[ a (4, "'Azy)""'z—"Az :] e

0

(49)
+{ a(A,+Ay) +§;—K A4] e” }cos(ax)da
ioyh(x’y) = %I{_[ a(4, + Azy)"'K_;:_l'Az :' e? 0
+[ -a(A, +A4y)+K;-1 AJ e” }cos(ax)da
1 2% -1 way
—Z-erh(x,y)=—7;}[{—[ 0:(A1+A2y)+£2——A2 ]e o

+[ a(A, +A4y)-EE_l AJ e }sin(ax)da

Bu ¢alismada incelenmemekle beraber; kiitle kuvvetlerinin olmast durumunda gerilme

ve yerdegistirme ifadelerinin hesabt ise su sekilde verilmektedir. Sekildegistirmelerie
yerdegistirmeler arasindaki bagntilar,

_
€, = E (52)
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g, =g— (53)
ro =5 (54)

olarak bilinmektedir [2]. Burada &, &, Ve Yxy sirasiyla x, y dogrultularindaki sekildegistirme
bilesenlerini ve dik koordinatlardaki kayma sekildeSistirme bilesenini gostermektedir.
Gerilmelerle sekildegistirmeler arasmndaki bagintiy1 ifade eden Hooke kanunlan da,

£, = %(0' ~vo,) (55)
£, = %(ay - vcrx) (56)
Vo = 3(15'1)70 67

seklinde yazlabilirler [2]. Ayrica kiitle kuvvetlerinin olmast durumunda Navier denklemleri
agagidaki gibi yazilirlar.

(/1+,u)-§+,uV2u=O (58)
(o 2
(ﬁ.+,u)5/—+pV v-pg=0 (59)

Burada p ve g sirasiyla yogunluk ve yergekimi ivmesini gostermektedir. (58) ve (59)
denklemlerinin agik formda yazilmug hali agagidaki gibi olur.
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Gu v

&2 @)2

Pg (61)

Ao " o7)”

oAy ek -

Yerdegistirme fonksiyonlan u = u(x) ve v = v(y) seklinde segilirse, (60) denkleminden,

d*u
=0 (62)
L (63)
dx
u=ax+b ‘ (64)
(61) denkleminden de,
d*v g
= 65
a*  (A+2p) ©3)
v _ &
dy (A+24)
P,g 2
=—r1° d 67
Y2’ T ©7)

olarak elde edilirler. Yukandaki ifadelerde gegen a, b, c ve d integrasyon sabitleri olup su
sekilde belirlenirler. Kiitle kuvveti pg ve kalinhi@ h olan tek tabaka i¢in, x ekseni tabakanin
altindan gecmek iizere, agagidaki simr sartlar yazilabilir.
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u(0)=0 (68)
v(0)=0 (69)
o,=pg(y-h) (70)
Taxdy =0 (71)

Yazilan bu siir sartlarinin (62), (63), (64), (65), (66) ve (67) denklemlerine uygulanmast ile
integrasyon sabitleri asagidaki gibi bulunurlar.

— (3—K)pgh’ b=0, c=_,cgh(l+t<+zc—1)’
16u 2u\N 8 x+1

]
o

Integrasyon sabitlerinin yerlerine konulmastyla kiitle kuvvetlerinin olmasi haline karsilik
gelen yerdegZistirme ifadelerinin 6zel ¢éziimleri su sekilde yazilirlar.

up,_.(i-_'f)igéx (72)
16
g [xk-1 K‘+1:|
v =2y 2 (y—h)-——h 0<y<h 73
’ 2/{“1 )3 y (73)

Kitle kuvvetlerinin olmast halinde gerilme ifadelerinin &zel c¢oziimleri ise
sekildegigtirmelerden faydalanilarak su sekilde yazilabilir.

_3-x .k
O, = 1+Kpg(y 2) (74)
o, =pE0~-h) (75)

Top =0 (76)



15

Genel gerilme ifadeleri homojen ¢6ziim ile 6zel ¢oziimiin toplam olacagindan;

u(x,y) = u, (x,y) +u,(x,y) (an
v(X,7) = v, (%,3) +v, (%) (78)
0,.(%,y) = 0,(x.y)+04,(x,) (79
o, (%.y) =0, (x,)) +0,,(x,y) (80)
7o (5,3) = T (£,9) + T, (%,5) 81)

seklinde yazilabilirler. Sonug olarak elde edilen gerilme ve yerdegistirme ifadeleri asagidaki
gibi yazilabilirler.

u(x,y) = %T[(Al + 4,9)e + (4 + 4,)e® |sin(ax)da + Q—'-l%"—g'lx (82)

v(x,y) = %T{[A‘ + (% + y)A2 ]e‘“” + [—A3 + (i;- - y) A, ]e“y}cos(ax)da

° . (83)
pE | K- k+1
+ =y ——(y-h)——h
Zpy{x+l(‘y ) 8 ]
1 27 3-x
Epox(x’y):;-[{{: a(Al"'Azy)"TAz jle-ay
+[ a(A, +A.,y) +—3—;—’£ A4} e” }cos(ax)da ¢Z))

+_}_§___’c_ ( _é)
2ul+x 2
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1 2% k+1 )
E;o'y(xay) = ;!{—[ a (4, +4,y) +'—2"‘Az jl e
+[ -a(A, -i-A‘;y)+—’£;—l A{l e” }cos(ax)da

1
+—2 rg(y—h)
y7’

o

1 2 k-1 .
'Z;Txy(x,J’) = ;!{{ a (4 +A2y)+TA2 Je =

+[ a(A, +A4y)--’—c—2_—1 A4J e” }sin(wc)da

(85)

(86)



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Problemin Tanimi .

Ust tarafindan rijit olarak mesnetlenmis elastik bir tabaka ile rijit bir blok arasindaki
strtiinmesiz degme problemi elastisite teorisine gore incelenecektir. Tabakaya, rijit blok
aracihifryla bir tekil kuvvet simetrik olarak etki ettirilmektedir. Coéziimlerde kiitle
kuvvetlerinin etkisi ihmal edilecektir. Tabaka x ekseni boyunca (-, +w) arasinda
uzanmaktadir. Rijit blok ile elastik tabaka y eksenine gore simetrik oldugundan hesaplar
(0, ) aralhiginda yapilacaktir. Problem diizlem hal igin inceleneceginden z ekseni
dogrultusundaki kalinlik birim olarak alinacaktir.

Sekil 1. Rijit mesnetlenmig elastik tabaka ile rijit bir blok arasindaki degme problemi
2. 2. Kullanilacak Denklemler
Kitle kuvvetleri ihmal edildiginden ¢éziimde (44), (45) yerdegistirme ifadeleri ile
(49), (50) ve (51) gerilme ifadeleri kullanflacaktir.Bu ifadelerdeki A; (i = 1, 2, 3, 4)

katsayilar1 problemin sinir sartlari kullamilarak belirlenecektir.

2.3. Problemin Smr Sartlan

u(x, y) ve v(x, y) yerdegistirmeleri, ox(x, y), oy(X, y) Ve Ty(X, y) de gerilmeleri
gostermek tizere problemin simir gartlan asagidaki gibi yazilabilir.
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u(x, hy=0 0<x<o @7
v(x, h)=0 0<x <o (88)
Tay (%, 0)=0 0<x <0 (89)
i L o0
gc—[v(x,O)] -f()  0sx<c 1)

(90) ifadesindeki p(x), rijit blok ile tabaka arasindaki defme gerilmesini ifade etmekte olup
bilinmemektedir. (91) ifadesindeki f(x), rijit blogun profilini tammiayan F(x) gibi bir

fonksiyonun tiirevini géstermektedir. Yine bu ifadelerde gegen c ise yarim degme bolgesidir.
2. 4. Katsayillarm Belirlenmesi
Yukanida yazilan sir sartlarinin gerilme ve yerdegistirme ifadelerinde kullamlmasi ve

ters fourier doniigiimii alinmas1 sonucunda bilinmeyen A; (i = 1, 2, 3, 4) katsayilanm igeren
dort tane cebrik denklem elde edilir. Bu denklemler agagida verilmistir.

(4, + 4,h)e™ +(4, + A h)e™ =0 (92)

[A1 +(—Z—+h)A2_e“’" + [—As +(§—h)A4}e”” =0 (93)
k-1, ] x-1

—[w41+—2—A2_+[aA3— 3 A4]=0 4)

—[ozAl +-"—2‘i1A2 } + [—aA3 +5—ﬂA4J - —?lﬁf () cos(ar)dt (95)
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Bu dort denklemden A; (i =1, 2, 3, 4) katsayilari, bilinmeyen p(t) degme gerilmesine bagh
olarak asagidaki gibi elde edilir.

od, =L (“) {[(1 x)(lc+2ah) 4a*h? | - (1- x)xc] (96)
4, = —%;‘Q{(l—zah)e-“’ +x} ©7)
at, = 2O [(1- ) - 20h) - 407 ]2 ~(1- ) (98)
4, = ’;(Z) {(1+2an)e + ) (99)

Bu ifadelerde gegen P(xx) ve A asagidaki gibi tariflenmiglerdir.
Pla)=-2 [ p(2) cos(ar)at (100)
Ay

A= (1+ K +4a’h? +Ke‘2”"')e"2“” +K (101)

2. 5. integral Denklemin Elde Edilmesi

Blok ile tabaka arasindaki p(x) gerilme yayilhsinm bilinmeyen oldugu daha énce
belirtilmigti. Bu gerilme yayihgimi elde edebilmek icin kullamlmayan (91) simr sartindan
faydalanilacaktir. (91) simr sartiin agik formda yazilmig sekli agsagida verilmigtir.

g[v(x, »]= %I{[Al + (g- + y) 4, ]e“”

il oot

(102)
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- (102) ifadesinde, A, katsayilart yerlerine yazilirsa;

gc—[v(x, )= ;27?{ p(z)dzz[i {0~ )+ 208) - 40 e — (1 - )]
-2k + qy){(l —2ah)e™ + K}]e'“"'
~1{(1- <) - 20h) - 4ah? |2 - (1- )} (103)
+2(x — ay){(l +20h)e”*™ + g }]e“’ Isin(cx) cos(az)da
=f(x)

olarak elde edilir. Burada gegen A terimi (101) ifadesinde verilmigtir. (103) ifadesinde y—0
limitine gegilirken dikkatli davranmak gerekir. Ciinkii y—0 limitine gegilirken integralin
gekirdeZinin yakmsamasinin bozuldugu goriilmistiir, Degme gerilmesi yayihginm dogru bir
sekilde elde edilebilmesi igin (103) ifadesinin gekirdeginin sifira yanagmasi yani yakinsamast
gerekmektedir. Yakinsamay bozan terimler (singiler terimler) aragtirildiginda;

—Te“"" sin(ax) cos(at)da (104)

olarak elde edilir.Yakinsamayr bozan bu terimin gekirdek icinden cikartilarak integrali

hesaplandiktan sonra limit islemine gegmek gerekir. Bu iglemler sira ile yapilirsa asagidaki
ifade elde edilir.

g[v(x,O)] - _;_E lim l‘ Pyt !‘ e~ sin(ax) cos(at)dex
l+x ¢ T 1 2 -2ah\  ~2ah
+m£p(t)dt}[z(l+x +4ah(1+ ah) + 2xe )e * (105)
sin(ax) cos(at)da = f(x)
Trigonometriden;

cos(ax) sin(at) = (1/2)[sino(t + X) - sina(t - x)] (106)

seklinde oldugu bilinmektedir. (106) ifadesi (105) ifadesinde yerine yazilirsa;
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g:—[v(x,O)] = —li’i 1’1_13'6[ p(t)dtT e [sin a(t +x)—sina(f - x)]da

”"j (z)dtf (1+% + 4ah(1 + ah) + 2527 )~ * (107

[sm a(t +x)—sina(f - x)]da = f(x)

ifadesi elde edilir. (107) ifadesinde gegen
—fe"“” [sin a(t+x)—sina(t - x)]da (108)
0

integralinin degeri integral doniigiim tablolanindan kolaylikla bulunabilir [34]. Buna gére
singiiler terimin kapal integrali asagidaki gibi elde edilir.

2 t+x t—x
e ®[sina(t+x)-sina(t - x)|da = - - 109
_£ [1 a( ) ( x)] liy2+(t+x)2 y2+(t“x)2:l ( )
(109) ifadesinde y—0 limitine gidilirse;
t+x t—x 1 1
- —— 110
L’z +(t+x)* y? +(t—x)2} Tt-x t+x (110}

seklinde singiiler terimin kapal integrali elde edilir. Sonug olarak p(t) degme gerilmesi
yaylisim elde etmekte kullamlacak olan integral denklemin son sekli asagidaki gibi elde
edilir.

j[——-————-kK(x t)}p(t)dt M(x) 0<x<c (111)

Bu ifadede;
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K(x,t) = !T(l+lc +4ah(1+ah)+2xe‘2“")e R a12)

[sina(t +x) - sina(z - x) da

T= (l+1c2 +4a’h? +Ke'2“”)e“2“" +K (113)

M) =22 £ () (114)
olarak verilmektedir. (112) ve (113) ifadelerinde cth = z doniistimii yapilirsa;

K(x,t)=T (1+x2+4z(l+z)+2xe' )‘zz[sm ~(t+x)—sin— (t x)}dz

= a13)

1
T
T=(1+1c2 +42° +xe 7 e +x (116)

bulunur. Simetri sartindan blok altindaki gerilme yayiliginin
p(t) =p(-H)
seklinde oldugu gz 6niinde bulundurulursa, integral denklem asagidaki sekilde yazilabilir.

j[t—_l_— +1x(s, t)jlp(t)dt = M(x) <x<c (117)
K'(x,0)= —I%(l +x* +4z(1+2) + 2Ke"2‘)e‘2’ sin;i—(t - x)dz (118)

K'(x, t) gekirdegi -¢ < x < ¢ kapali araliginda sinrldir. Blok igin denge sart: asagidaki gibi
yazilabilir.

Jc'p(t)dt =P (119)
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Integral denklemin sayisal ¢ozimiinii kolaylagtirmak igin asagidaki boyutsuz
bilyiikliikler tanimlanabilir.

By = MW (120)

x=ow, t=cs, g%, P/h

Tammlanan bu biiyiiklikler (117), (118) ve (119) ifadelerinde yazilirsa;

j[s_lw +%K'(cw,cs)jlg(s)als'=m(w) d<w<l a21)

%j‘g(s)ds =1 (122)

olarak elde edilir. (121) ifadesi problemimiz igin integral denklemin en genel halidir.
Denklemin sag tarafindaki m(w) ifadesi blok profiline bagh bir biyiikliktir. Degisik blok
profilleri igin integral denklem sayisal olarak ¢ozilerek degme gerilmesi yayiliglan
bulunacaktir.

2.6. integral Denklemin Sayisal Coziimii

Integral denklemin sayisal ¢dziimii igin, blok profilinin yizeyini tammlayan F(x)
fonksiyonunun bilinmesi gerekmektedir. Bu ¢aliymada {i¢ degisik blok profili igin hesaplar
yapilacaktir. Bunlar agagida siralanmigtir.

2. 6. 1. Diiz Yiizeyli Rijit Blok Hali

Blok profili sabit oldugundan;

dr(x)

o - f®)=0 , (123)
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olacaktir. Blok kenarlarinda degme gerilmesi sonsuza gideceginden integral denklemin indisi

+1 olarak almir [27].
Y
k U
-C c ) R
) X 1y

%
Ip

Sekil 2. Diiz yiizeyli rijit blok hali

Integral denklemin ¢dziimiiniin;

g(s)=G(s) / (1-5) -1<s<1 (124)

seklinde oldugu kabul edilir ve uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullanilirsa,
(121) integral denklemi ve (122) denge sart1 asagidaki sekilde degistirilebilir [27].

ZQ[ ! +£K'(wj,s,.)j|G(s,.)=0 (i=1,n1) (125)
= | S —w; h
>2.CG(s) =1 (126)
§=1
Bu ifadelerde;
b4 T
C =C = N C,=— i= 2’ -1
VT an-2 ' om-1 a o) (127)
i-1 .
s, = co 1 ) i=1n) (128)

w, = cos(zjﬂ1 n‘) G=1n-1) (129)
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olarak verilmektedir. (125) ve (126) ifadelerinden n bilinmeyenli n tane lineer cebrik
denklem elde edilir. Bu cebrik denklem sisteminin ¢6ziilmesiyle buluinan G(s;) degerleri
(124) denkleminde yerine konulursa g(s) boyutsuz degme gerilmesi dagihm elde edilir.

2. 6. 2. Dairesel Rijit Blok Hali

Blogun yiizeyini tammlayan F(x) fonksiyonu agagidaki sekilde yazlabilir.

Fx)=(R*-x»)""-R (130)

Sekil 3. Dairesel rijit blok hali

Burada R dairenin yarigapim géstermektedir. Buna gore;

f& =~ (131)

dr(x) _
=

olarak bulunur. Tabaka ile blok arasindaki degme, degme bolgesinin u¢ noktalarinda diiz
(smooth contact) olduundan g(+1) = 0 dir. Bu nedenle integral denklemin indisi -1 dir [27].

Integral denklemin ¢6ziimii,

g(s)=G(s)(1-s) -1<s<1 (132)

seklinde aranir ve uygun Gauss-Chebyshev integrasyon formiilii kullanihirsa; (121) ve (122)
ifadeleri asagidaki formlara indirgenirler [27].
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1

S —W;

+%K'(wj,si):lG(si) = %11”(”’,) (=1, nt1)

i(l~s3)[

31-s166) =2

i=1 g

(133) ifadesindeki m(w;) asagida verilmigtir.

7 .
mw,) = ——2 b £ (=L, n+1)

Bu ifadelerde;

s = cos(—if—lj (i=1,n)

n+

2j-1 ) .
.= =1, n+1
Vi °°s(2n 27 )

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

olarak verilmektedir. Egri yiizeyli rijit blok hallerinde degme gerilmelerinin yamsira, degme
bblgesi de bilinmeyendir. (133) ve (134) denklem sistemlerindeki ekstra denklem orjinal
integral denklemin, yani (121) dekleminin, uygunluk sartna kargilik gelir [15, 27]. Bu
durumda (133) ifadesinde (1+n/2). c¢i denklem otomatik olarak saglandif1 igin ihmal
edilecektir. Boylece G(s;) (i = 1, n) ve ¢ bilinmeyenleri igin (n+1) denklemden olusan bir

lineer cebrik denklem sistemi elde edilecektir. Degme gerilmesi yayiligmn ve degme

bolgesinin belirlenmesi igin su yol izlenecektir. Once segilen bir degme bolgesi degeri icin

(133) denklem sisteminden degme gerilmeleri hesaplanacak ve ardindan bulunan bu degme
gerilmeleri (134) denkleminde yazlarak uygunluk sartimn saglamp saglanmadig kontrol
edilecektir. Saglanmiyorsa degme bolgesi degerine artimlar verilerek tekrar (133) denklem
sisteminde yazilacak ve (134) denklemi saglanincaya kadar bu igleme devam edilecektir,
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2. 6. 3. Parabolik Rijit Blok Hali

Blogun parabolik bir profile sahip olmas: durumunda F(x) fonksiyonu C blok egriligini
gosteren bir sabit olmak tizere su sekilde yazilir.

F(x)=-Cx? (138)

Sekil 4. Parabolik rijit blok hali
Buna bagl olarak;

% = f(x) = -2Cx (139)

seklinde elde edilir.Blok profilinin parabol olmasi durumunda kisim 2. 6. 2' deki ifadeler
m(w) diginda aym kalacaktir. m(w) ifadesi ise asagida verilmistir.

87 u c .
Y=——r B sy =1, n+1
m(w,;) T+ PIh hw, G=1, n+1) (140)

Degme gerilmelerinin ve degme bolgesinin hesabi da kisim 2. 6. 2' deki gibidir.



28

2. 7. Gerilme ve Yerdegistirme ifadeleri

A; katsayilanmin ve p(t) degme gerilmelerinin, gerilme ve yerdegistirme ifadelerinde
yerlerine yazilmasiyla oy, Oy, Ty gerilmeleri ile u, v yerdegistirmeleri asagidaki gibi elde
1¢ 1 ¢ -
u(r.y)=-— [pta=— [[(4 + 4)e™ + (4, + 4,9)e”]

0 0

[sina(t +x) - sina(t - x)|da

(141)

1¢ 1% 4 @
v(x,y) = —;'([P(t)’dt ;‘!{[AI +(§+y)x42]e +[_A3 +G§‘_J’)A4Je } (142)

[cosa(t +x) +cosa(t-x)|da

o, (%y)= -—% [ oyt {[ a (4 +4,) —3‘7"112 J e

(143)
+lf a(A, +A,Y) +§;—K AJ e” }[cosa(t +x) +cosa(t-x)|da
o,(x,y) = -2 fp(t)dtof{"[ a (4, +4,y) +K—+1Az } e
Y ° 2
(144)
+[ -a(A, +A,y) +£;—1 A,{l e” }[cosa(t+x)+cosa(t—x)]
2¢ T k-1 ay
Ty(X.3) = —;_!:P(t)dt!{—{ a (4, + 4,y) +—2—A2 J e
(145)

+[ a(A, +A4y)-K.T_l AJ e” }[sina(t+x)—sina(t—x)]da

Hesaplarda integral igleminin saglikh bir bigimde yapilabilmesi icin gerilme ve

yerdegistirme ifadelerinde gekirdeklerin yakinsama durumunun incelenmesi gerekmektedir.
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2.7. 1. Gerilme Cekirdeklerinin Yakmsama Kontrolii

Tabakada meydana gelen gerilme dagilimlar, y ekseni boyunca simetri kesitinde; x
ekseni boyunca da mesnette ve tabaka ortasinda incelenecektir. Ancak gerilmeler elde
edilmeden Once kisim 2. 7. de verilen ifadelerin gekirdeklerinin yakinsayip yakinsamadigimn
kontrol edilmesi gerekmektedir.

Yapilan incelemeler sonucunda y—0 durumunda, yani defme yiizeyinde, cx(x, y) ve
Oy(X, y) normal gerilmelerine ait ¢ekirdeklerde yakinsamanmn bozuldugu goriilmiigtiir, Digér
durumlarda gerilmelere ait gekirdeklerin yakinsadif1 yani siirekli olarak sifira yaklagtiklar
goriilmiistiir,

ox(X, y) ve Oy(X, y) normal gerilmelerine ait gekirdekleri bozan singiiler terimler
asagidaki gibi elde edilmiglerdir.

o (x,y)= —% fp(t)dt f(l -ay)e ®[cosa(t +x) +cosa(t — x)lda (146)
o, (x,y)= —-% fp(t)dt f (1+ay)e @ [cosa(t + x) + cosa(t — x)da (147)

Bu singiiler terimlerin kapah integralleri ise;

_ 2 ¢ (t+x)° (t-x)?
o (%)== .([p(t)y{[yz o + Do (148)
2 1 1
0 (%, ) = fp( )y {[y o [y o } (149)

olarak elde edilirler.
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Yakinsamayr bozan (146) ve (147) ifadelerindeki singiiler terimlerin gerilme
ifadelerinden gikanlarak, bunlarin kapali integrallerinin ilave edilmesi sonucunda
gekirdeklerde meydana gelen bozulmalar giderilmis olur. Eger bu iglemler sira ile yapilirsa
sonugta normal gerilme ifadeleri agafidaki sekilde elde edilir.

0. (6Y)=0(%,Y)-0,(x,1)+04(x,) (150)
03, (%) = 0,(x,3) - 0,,(x,5) + 0, (x,3) (151)

(120) ifadesinde tanimlanan déniisiimler gerilme ifadelerine de aynen uygulanarak
ifadelerin boyutsuz olmast saglandiktan sonra; basit bir bilgisayar program yardimiyla
tabakada meydana gelen gerilme yayiliglani elde edilebilir.



3. BULGULAR VE IRDELEME
3. 1. Giris

Bu boliimde, st tarafindan rijit olarak mesnetlenmis elastik bir tabaka ile rijit bir
blok arasindaki stirtlinmesiz deme problemine ait gesitli boyutsuz buyiiklikler (degme
yiizeyi, degme gerilmesi, normal gerilmeler, kayma gerilmesi vs. ) i¢in elde edilen degerler
grafik ve tablolarla verilerek bunlarla ilgili bir irdeleme yapilmigtir.

3. 2. Egri Yiizeyli Rijit Blok Hali

Blok profilinin dairesel ve parabolik olmasi durumlannda kisim 2. 6. 2 ve 2. 6. 3' te
verilen ifadelerden faydalamlarak integral denklem sayisal olarak ¢oziilmiig; blok egriligi,
yitk ve malzemeye bagh olarak degme yiizeyleri ve degme gerilmeleri elde edilmistir. Daha
sonra kisim 2. 7' de verilen gerilme ifadeleri kullamlarak tabakada y ekseni boyunca simetri
kesitinde; x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda meydana gelen oy , Gy ve Ty

gerilme yayilislan bulunmustur,
3. 2. 1. Degme Yiizeyleri ve Degme Gerilmeleri

Dairesel rijit blok durumunda; yiikiin ve dairesel blogun yarigapinn gesitli degerleri
icin degme ylizeyleri ve degme gerilmeleri bulunmustur.

Sekil §' te blok yangapmmn gesitli degerleri icin defme yiizeyinin yiik ile degigimi
goriilmektedir. Burada yiike, kayma modiiline ve tabaka yiiksekligine bagli boyutsuz bir

biiyiikliik olan P/; h orammn bitylimesi kayma modiili ve yiikseklik sabitken yiikiin

kiigilmesi anlamma gelmektedir. Sekle dikkat edilirse yiik kiigiildiikge degme yiizeyi de
kugiilmektedir. Blok yangapmmn biiyiimesi durumunda defme yiizeyinin de biiyityecegi
agiktir. Bu durum, sabit bir yik degeri igin degme bolgesi ile blok yangapmin degisimini
gosteren sekil 6' da daha iyi goriilmektedir. Cesitli yuk ve yarigap degerleri i¢in bulunan
degme ylizeyleri tablo 1 ve tablo 2' de verilmistir.
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Yiik faktoriintin sabit bir degeri icin blok yangap: ile degme bolgesinin «' ya bagh
olarak degisimi sekil 7' de verilmigtir. x, v poisson oranina bagh bir sabit olup; poisson ofam
biiyliditkge  kiigiilmektedir. Poisson orammn biiyimesi malzemenin daha bogsluksuz
dolayistyla daha rijit bir yapiya sahip olmas: anlamma gelmektedir. Sekilden de goriilecegi
lizere malzeme yapisiin daha rijit olmasi durumunda tabaka ile blok arasinda meydana gelen
degme ylizeyi kiigtilmektedir. Degme ylizeyi kiigtildiikge degme gerilmeleri biiyiiyeceginden;
rijit malzemede daha biiyiik gerilmeler ortaya ¢ikacaktir. Tablo 3' te sabit bir yiik degeri igin
gesitli k degerlerinin alinmasi durumunda bulunan degme yiizeyleri verilmektedir.

Egrisel blok hallerinde degme gerilmeleri defme yiizeyinin yanistra uygulanan yiike
de baghdirlar. Grafiklerde degme gerilmeleri yilke bagh boyutsuz bir oran seklinde
verilmektedirler. Dolayisiyla yiik biiyiidiigiinde bu boyutsuz oran kiigiilecektir. Bu oramn
kiigiilmesi degme gerilmelerinin de kiigiilecegi anlamina gelmez. Degme gerilmeleri x=0' da
en bityilk degeri almakta ve buradan uzaklastikca diizgiin bir sekilde azalarak degmenin son
buldugu noktada (x = c) sifir olmaktadirlar. Degisik c/h degerleri igin elde edilen boyutsuz
degme gerilmesi yayilislan sekil 8, sekil 9 ve sekil 10' da verilmektedir. Sekil 11' de ise sabit
bir yitk degeri igin yarigapa bagh olarak degme gerilmeleri ile degme yiizeyleri arasindaki
iligki gériilmektedir.

Blok profilinin parabol olmasi durumunda; paraboliin egrilik yancap: ile ilgili bir
terim olan Ch degeri azaldikga degme yiizeyi biiyityecektir. Ch=0.05 ve Ch=0.005 alinarak
elde edilen degme yiizeyleri sekil 12' de verilmigtir. Dikkat edilecek olursa; parabolik blok
durumunda Ch=0.05 ve Ch=0.005 igin elde edilen depme yuzeyleri, dairesel blok
durumunda sirastyla R/h=10 ve R/h=100 i¢in elde edilen degme yiizeyleri ile birbirine cok
benzer degerler almaktadirlar. Tablo 4' te parabolik blok igin elde edilen degme ylizeylerinin
degerleri verilmistir.



Tablo 1. Degisik yanigap degerleri i¢in yiike bagh olarak bulunan degme yiizeyleri (x=2)
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c/h
£

Plh R/=10 R/h=100 R/h=1000
100 0.215190 0.622161 1.545286
200 0.153296 0.458907 1.190627
300 0.125488 0.381396 1.017721
400 0.108818 0.333571 0.908304
500 0.097407 0.300239 0.830313
600 0.088967 0.275281 0.770750
700 0.082399 0.255682 0.723157
800 0.077099 0.239760 0.683892
900 0.072706 0.226490 0.650717
1000 0.068987 0.215208 0.622166

1.60 -

1.20 -

R/h=1000
c¢h ggol
R/Ah=100
040 -
0.00 | | 1 1 i
200 400 600 800 1000

il

P/h

Sekil 5. Dairesel blogun yarigapina bagli olarak, degme yiizeyinin yiik ile degisimi (xk=2)
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Tablo 2. Degisik yiik degerleri i¢in yangapa baglt olarak bulunan degme ytizeyleri (x=2)

o/h
R/ £ __100 £ _ 1000
Plh P/lh

10 0.215190 0.068987
50 0.458901 0.153303
100 0.622161 0.215208
250 0.908300 0.333571
500 1.190621 0.458908
750 1.388200 0.549386
1000 1.545286 0.622166

1.60 -

1.20

¢h g0

0.40

0.00 ! ! ' ' l
200 400 600 800 1000

Sekil 6. Yiike bagh olarak, degme yiizeyinin dairesel blogun yarigapt ile degigimi (x=2)
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Y7,

Tablo 3. k' ya bagh olarak, degme yiizeyinin yangap ile degisimi (m =100)
c/h
R/h x=1.5 x=2.0 x=2.5
10 0.196497 0.215190 0.232257
50 0.419015 0.458901 0.494604
100 0.567560 0.622161 0.670244
250 0.825868 0.908300 0.978700
500 1.077900 1.190621 1.283940
750 1.252800 1.388200 1.497932
1000 1.391103 1.545286 1.668223
2.00

1.60

1.20

c/h

0.80

0.40

0.00

=25
x=2.0

k=15

200

400

600
R/

800

1000

Sekil 7. ¥’ ya bagh olarak, degme yiizeyinin yarigap ile degisimi (ﬁ]; =100)
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P
P/
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0.00 -

8.00

6.00

4.00

2.00

0.00

Sekil 8. Cesitli yiik degerleri igin degme gerilmesi yayihsi (R/h=10, ¥=2)

3.00

2.50

2.00
P&  1.50
P/h

1.00

0.50

0.00

0.20 0.40 0.60 0.80

Sekil 9. Cesitli yiik degerleri i¢in degme gerilmesi yayihg: (R/h=100, x=2)
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1.20

1.00

0.80

p(x)

P 0.60

0.40

0.20

0.00

Sekil 10. Cesitli yiik degerleri i¢in degme gerilmesi yayihg1 (R/b=1000, x=2)

3.00

2.50

2.00

P 1.50
P/h
1.00
0.50
0.00
0.40 0.80 1.20 1.60
x/h

Sekil 11. Cesitli yanigap degerleri igin defme gerilmesi yayihigi (—};%1- =100, k=2)
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Tablo 4. Parabolik blok durumunda gesitli yiik degerleri i¢in bulunan degme yiizeyleri (x=2)

c/h
H
P/h Ch=0.05 Ch=0.005
100 0.215208 0.622166
200 0.153303 0.458909
300 0.125492 0.381397
400 0.108821 0.333571
500 0.097409 0.300239
600 0.088969 0.275281
700 0.082400 0.255683
800 0.077100 0.239760
900 0.072707 0.226490
1000 0.068988 , 0.215208
0.80 ~
0.60 -
ch 040 - Ch=0.005
0.20
Ch=0.05
0.00 L | | ! J
200 400 600 800 1000
o
P/h

Sekil 12. Parabolik blogun egriligine bagh olarak, degme yiizeyinin yiik ile degisimi (x=2)
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3. 2. 2. Tabakada Meydana Gelen Gerilmelerin incelenmesi

Kistm 2. 7' de verilen ifadeler kullamilarak, mesnet ve tabaka ortasinda x ekseni
boyunca ve tabakamn x = 0 simetri kesiti boyunca ox, Oy , Tgy normal ve kayma gerilmesi
dagilimlan elde edilmigtir. Ele alinan dairesel ve parabolik blok profillerinden birbirine
benzer sonuglar elde edildigi i¢in, sadece dairesel blok profili durumundaki gerilme
dagilimlan incelenmigtir.

3. 2.2. 1. 6, Normal Gerilmelerinin incelenmesi

Degme viizeyi kiigiildiikge, simetri kesitinde y/h=0 noktasinda meydana gelen o
normal gerilmesinin hizla buyiidigia goérilmektedir. y/h=1 mesnet noktasinda ise biiyiime
daha yavas meydana gelmektedir. Tabakada simetri kesiti boyunca ox normal gerilmelerinin
degme yiizeyinde ve mesnette her zaman basing gerilmeleri seklinde ortaya ciktiklan
gorilmektedir. Bu basing gerilmeleri degme yiizeyi biiytidiik¢e kiigiilmektedirler. Kiigiik
degme yiizeyleri igin, 6zellikle R/h=10 iken, tabakada simetri kesiti boyunca degme yiizeyine
ve mesnete yakin bolgelerde basing, i¢ bolgelerde ise gekme gerilmeleri ortaya ¢ikti
gorilmektedir. Bu gostermektedir ki; tekil yiik haline yaklagildikca tabakada simetri kesiti
boyunca her zaman i¢ kisimlarda g¢ekme, diger kisimlarda basing gerilmeleri ortaya
¢ikacaktir. Dikkati c;ekén bir nokta, bu gekme bolgelerinin degme yiizeyi biiyiidiikce
kuiglilmesidir. Bu bolgeler degme yiizeyinin beli bir degerinden sonra kaybolmakta ve kesit
tamamen basing gerilmelerinin etkisine girmektedir. Kesit tamamen basing gerilmelerinin
etkisindeyken degme yiizeyleri biylidiikge i¢ kesimlerde meydana gelen basing
gerilmelerinin biytdigu gortilmistir. Bu durum R/h = 100 ve R/h = 1000 oldugunda agik
bir sekilde goriilmektedir. R/h=1000 iken, tabaka simetri kesitinde tamamen basing
gerilmelerinin meydana gelmekte oldugu ve gerilme degerlerinin degme yiizeyi biyiiditkce
mesnette ve degme ylizeyinde kiigiliirken, i¢ kesimlerde biiyiimekte olduklarr goriliir.

R/h=10, R/h=100, R/h=1000 olmasi durumlarinda elde edilen degme yiizeyleri i¢in
tabaka simetri kesiti boyunca hesaplanan boyutsuz o, normal gerilme degerleri ile bunlarn
dagilimlan sekil 13, sekil 14 ve gekil 15' te verilmigtir.
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T T T T
(1) c/h=0.068987
(2) ¢/h=0.097407
(3) ¢/h=0.215190
4 v/h
€9
! I |
-8.00 ~6.00 -4.00 -2.00 0.00
Oy
P/h

Sekil 13. Dairesel blok durumunda %(—?’h—y) normal gerilme yayihyt (R/b=10, ¥=2)

T T T T T T - 1
(1) ¢/h=0.215208
(2) ¢/h=0.300239 L 0.80
(3) ¢/h=0.622161
0.60
ik
0.40
-— 0.20
L. 1 )

-3.00 -2.50 -2.00 -1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50

Sekil 14. Dairesel blok durumunda %)’hl) normal gerilme yayilis1 (R/h=100, ¥=2)
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I T T 1.00
(1) ¢/h=0.622166
(2) ¢/h=0.830313 4 o.80
(3) c/h=1.545286 .
- 0.60
yv/h
- 0.40
-~ 0.20
1
-0.80 -0.60 -0.40 -0.20 0.00

Sekil 15. Dairesel blok durumunda %?}1—y) normal gerilme yayilist (R/b=1000, x=2)

Tabakada x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda meydana gelen o, normal
gerilme dagihimi, R/h=10, R/h=100 ve R/h=1000 olmasi durumlarina ait en biiyiik ve en
kugiik degme yiizeyleri i¢in elde edilmi ve gekil 16, 17 ve 18' de verilmigtir.

R/b=10 olmas1 durumunda, mesnet boyunca meydana gelen gerilme degerleri her iki
degme yuizeyi i¢in yaklagik olarak aym degerleri almaktadirlar. Her iki degme ylizeyi i¢in de
mesnette basing gerilmeleri elde edildii ve bunlarm siirekli azalarak sifira yaklastiklan
gorilmektedir. Bu beklenen bir durumdur. Ciinkii Elastisite teorisine gére sonsuzda tiim
gerilmeler sifirdir (Etkinin sonsuzda kaybolmast). Tabaka ortasinda ise; kiigiik degme yiizeyi
igin elde edilen gerilme degerleri digerine nazaran biraz daha biiyiik ¢ikmaktadir. Sekil 16' ya
dikkat edilirse; simetri eksenine yakin yerlerde ¢ekme gerilmeleri ortaya giktidt
gorilmektedir. Bu gekme gerilmeleri en biiyiik deSerini simetri ekseni iizerinde almakta;
eksenden uzaklagildikga azalarak basing gerilmesine doniigmektedirler. Gerilmeler isaret
degistirdikten sonra bir miiddet artmakta ve maksimum bir degere ulagarak buradan sifira
yaklagmaya baslamaktadirlar.

R/h=100 olmas1 durumunda, mesnette simetri eksenine yakin kesitlerde o,
gerilmeleri kigiik defme yiizeyi igin daha biiyitk ¢ikmaktadirlar, Ancak simetri ekseninden
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uzaklagildikca bu gerilmeler biiyiik degme yiizeyi igin elde edilenlere nazaran daha hizl bir
sekilde sifira yaklagmaktadirlar, Tabaka ortasinda ise; kiigitk defme yiizeyleri igin simetri
eksenine yakin yerlerde ¢ekme gerilmeleri olusmakta ve simetri ekseninden uzaklagildikca
bu gerilmeler isaret degistirerek basing gerilmelerine dontgmektedirler. Degme yiizeyi
bityiidiikge bu ¢ekme bolgesi yavay yavag azalarak kaybolmakta ve tamamen basing etkisi
hakim olmaktadir. Ancak; dikkat edilirse tabaka ortasinda meydana gelen bu basing
gerilmelerinin en biiyiik degeri simetri kesiti (izerinde olugsmamaktadir. Basing gerilmesinin
degeri simetri ekseninden uzaklagtikca bir miiddet arttiktan sonra maksimum degerine
ulagarak azalmaya baglamaktadir.

R/h=1000 olmast durumunda, tabakada, mesnette ve ortada x ekseni boyunca
tamamen basing gerilmeleri meydana gelmekte olup; mesnetteki 6, normal gerilme dagilim
ile ilgili olarak R/h=100 durumunda sdylenenler aynen gegerlidir. R/h=100 durumunda,
tabaka ortasinda x ekseni boyunca meydana gelen basing gerilmelerinin en biiytik degerinin
simetri ekseni {izerinde olusmadifi soylenmisti. Benzer 6zellik R/b=1000 igin de gegerlidir.
Ancak dikkat edilirse; degme yiizeyi biyiidiikge ox ' in en biiylik degerine ulastifi nokta
simetri kesitine yaklagmakta ve nihayet o, bu kesit lizerinde maksimum olmaktadr.

0.20 -
0.10 -
9 x/h
.20 0.60 1.00 1.40 1.80
0.00
T'x
P/h
-0.10 |
—uf—  ¢/h=0.215190 =1.
-0.20 c y/h=1.0
—E}— </h=0.068987 y/h=1.0
—€©— ¢/h=0.215190 y/h=0.5
-0.30 —3¢— c/h=0.068987 y/h=0.5

Sekil 16. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnet ve tabaka ortasinda

o-x
meydana gelen T

normal gerilme yayihg1 (R/h=10, x=2)
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0.10

.20 0.60 1.00 1.40 1.80

0.00

©/h=0.622161 y/h=1.0
c/h=0.215208 y/h=1.0
¢/h=0.622161 y/h=0.5
©/h=0.215208 y/h=0.5

-0.20

ALk

-0.30

Sekil 17. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnet ve tabaka ortasinda

o-x
meydana gelen P

normal gerilme yayilist (R/b=100, x=2)

0.20 0.60 1.00 1.40 1.80
0.00 =

-0.05

c/h=1.545286

=0.622166 y/h=1.0
c/h=1.545286 y/h=0.5
c/h=0.622161 y/h=0.5

-0.20

ALk

-0.25 -

Sekil 18. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnet ve tabaka ortasinda

meydana gelen Po}xh normal gerilme yayilist (R/h=1000, ¥=2)



3. 2. 2. 2. oy Normal Gerilmelerinin incelenmesi

Simetri ekseni x = 0 boyunca oy normal gerilmeleri incelendiginde; degme ylizeyinde
degme gerilmeleri ile aym degeri alarak smir sartim sagladiklan gorilir. Elastisite
teorisinden, tekil yiikiin altinda digey normal gerilmenin sonsuza gittigi bilinmektedir.
Degme ylizeyi kigiildikkge tekil yik haline yaklagilacagindan o, gerilmelerinin degme
yiizeyinde hizla biiyiimekte olduklan goriliir. Tabaka igerisinde ise; mesnete yaklagildikca oy
gerilmeleri diizgtin bir sekilde azalmaktadirlar. Sekillerde dikkati geken bir nokta; degme
yiizeyi bityiidikge tabakada meydana gelen oy gerilmesi degerlerinin kugiilerek birbirlerine
yaklagmakta olmalandir. Ozellikle c/h=1.545286 olmast durumunda tabaka simetri ekseni
boyunca degme yiizeyindeki ve mesnetli yiizeydeki o, gerilmeleri birbirlerine gok yakin
degerler aldiklarindan, kesitte hemen hemen dogrusal bir gerilme yayilhsimn elde edildigi
goriilmektedir.

I T T T T 1.00
(1) ¢/h=0.068987
(2) ¢/h=0.097407

(3) ¢/h=0.215190 — 0.80

-1 0.60

yv/h

- 0.40

—1 0.20

0.00

. . o,(0, :
Sekil 19. Dairesel blok durumunda ——’Sl) normal gerilme yayilipt (R/h=10, x=2)

P/h
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I 1 T 1 1 T 1 1-00
(1) ¢/h=0.215208
(2) ¢/h=0.300239
(3) c/h=0.622161 - 0.80
- 0.60
sk
- 0.40
- 0.20
3
L I ~L 1 0.00
-3.50 -3.00 -250 -2.00 -1.50 -1.00 -0.50
Sy
P/h
. : 0,(0,)) 4
Sekil 20. Dairesel blok durumunda ~P7h normal gerilme yayilis1 (R/h=100, k=2)
I T T T 1.00
(1) ¢/h=0.622166
(2) ¢/h=0.830313
(3) c/h=1.545286 B
- 0.60
y/h
- 0.40
1E€))
- 0.20
L . . ' 0.00
-1.20 -1.00 -0.80 -0.60 -0.40 -0.20
Sy
P/
1121, Dai 0,(0,) .
Se. . Dairesel blok durumunda ———— normal gerilme yayiligt (R/h=1000, x=2)

P/h



Mesnette ve tabaka ortasinda meydana gelen oy gerilmelerinin en biyiik degeri
simetri ekseni Gzerinde ortaya ¢ikmaktadir. Simetri ekseninden uzaklagildikga gerilmeler
azalmakta ve sifira yaklagmaktadirlar. Degme ylizeyi biiyiidiikge gerilmeler daha yavag sifira
yaklagmaktadirlar, Ayrica tabaka ortasinda meydana gelen oy gerilmeleri mesnette meydana
gelenlere nazaran daha hizh bir sekilde sifira gitmektedirler.

R/b=10 olmasi durumunda, x ekseni boyunca gerek mesnette gerekse tabaka
ortasinda meydana gelen oy gerilmelerinin birbirlerine gok yakin degerler aldiklar1 goriiliir.
Tabaka ortasinda meydana gelen o, gerilmeleri simetri eksenine yakin yerlerde mesnetteki
gerilmelerden biyitk olurken; simetri ekseninden uzaklastikca mesnetteki gerilmelere
nazaran daha hizh bir sekilde sifira yaklagmaktadirlar.

R/h=100 ve R/h=1000 olmasi durumlannda ise, kiiglik degme yiizeyleri i¢in daha
biiyiik gerilme deZerleri elde edilmektedir. Degme yiizeyi biiytiditkge mesnetteki ve degme
yiizeyindeki oy gerilme degerleri birbirlerine yaklagmaktadir.

0.40

0.20 0.60 1.00 1.40 1.80

0.00

-0.40

¢/h=0.215190

_+_
—E}— ¢/h=0.068987
——
—3—

-0.80

c/h=0.215190
c/h=0.068987

-1.20

-1.60

Sekil 22. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda

meydana gelen Po;yh normal gerilme yayihist (R/h=10, ¥=2)



Sekil 23,

Sekil 24.
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0.40 -

0.20 0.60 1.00 140 1.80

0.00

-0.40

c/h=0.622161
—E¥}— <¢h=0.215208 y/h=1.0
—©— ¢/h=0.622161 y/h=0.5
—3¢— c/h=0.215208 y/h=0.5

~0.80

-1.20

-1.60

Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda

o .
meydana gelen = /”h normal gerilme yayihist (R/h=100, x¥=2)

0.20 -

0.00

-0.20

-0.60 ~—sf=—  c/h=1.545286
—E)— </h=0.622166 y/h=1.0
—~@— ©/b=1.545286 y/h=0.5
—3—

c/h=0.622166 y/h=0.5

-0.80

-1.00

Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda

g .
meydana gelen 2 /” ; normal gerilme yayihis1 (R/h=1000, ¥=2)
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3. 2. 2. 3. 7,y Kayma Gerilmelerinin Incelenmesi

Tabakada simetri kesitinde kayma gerilmeleri sifirdir. Bu nedenle x=0.0001
kesitindeki kayma gerilmesi dagilim: incelenmigtir. Bu kesitte kayma gerilmesi degerleri cok
kiigiik olmasina ragmen; kesitte nasil bir dagihmin oldugu konusunda bir fikir vermektedir.

Degme yiizeyi bilyiiditkge kesitte meydana gelen kayma gerilmeleri kiigiilmektedir.
Kiigiik deme yiizeyleri igin kayma gerilmesinin maksimum degeri degme yiizeyine yakin bir
yerde meydana gelmektedir. Defme yiizeyinde kayma gerilmeleri sifir olmakta ve simr gartt
saglanmaktadir. Defme yiizeyinin biiyiimesi durumunda kesitte kayma gerilmesinin
maksimum olduu nokta mesnete yaklagmakta ve nihayet en biiyllk kayma gerilmesi
mesnette meydana gelmektedir. Sekil 25, 26 ve 27' de kayma gerilmesi dagilimlan
verilmigtir. Ancak incelenen kesitte kayma gerilmeleri ¢ok kiigiik oldugundan dagilimun daha
iyi goriilebilmesi igin sekil 25 ve 26' daki degerler 1000 ile sekii_ 27" deki degerler ise 10000

ile garpilmugtir.
r T T T T T 1.00
(1) c/h=0.068987
(2) ¢/h=0.097407 ! 0.80
3) c/h=0.215190 .
— 0.60
yv/h
0.40
0.20
L
-6.00 -5.00 -4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00
Twy
P/h
7,,(0.0001, )

Sekil 25. Dairesel blok durumunda kayma gerilmesi yayihg1 (R/h=10, x=2)

Pl/h
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[ . 1.00
(1) ¢/h=0.215208
(2) c/h=0.300239
(3) /h=0.622161 0.80
0.60
ik
0.40
@ 0.20
1 1
-0.80 -0.60 -0.40 -0.20 0.00
Txy
P/h
\ , z,,(0.0001, g
Sekil 26. Dairesel blok durumunda—“?'—(}T/h—)—?- kayma gerilmesi yayihist (R/h=100, x=2)
. . 1 . . 1.00
(1) ¢/h=0.622166
(2) c/h=0.830313
(3) c/h=1.545286 | 0.80
- 0.60
yv/h
¢H) &) 3) {—040
0.20
t 1 1 1 —L
-1.00 -0.80 -0.60 -0.40 -0.20 0.00
Txy
P/h
7,,(0.0001, )

Sekil 27. Dairesel blok durumunda kayma gerilmesi yayilist (R/h=1000, x=2)

Plh
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Degme yiizeyleri kiigiildiikce, mesnette ve tabaka ortasinda x ekseni boyunca
meydana gelen kayma gerilmesi deZerleri biiytimektedir. Gerek mesnet gerekse tabaka ortast
boyunca kayma gerilmelerinin simetri ekseninden uzaklastikca biyiiyerek maksimum bir
degerden gegtikten sonra azalarak sifira yaklastiklan goriilmektedir.

R/h=10 iken, mesnet boyunca meydana gelen kayma gerilmelerinin birbirlerine ¢ok
yakin ¢iktiklan goriilmiistiir, Tabaka ortasinda ise durum daha farkh olmakta; kiigiik degme
yiizeyleri icin elde edilen kayma gerilmelerinin eksen boyunca belli bir yere kadar daha
biiyitk ¢iktif1 buradan sonra ise yakin deferler alarak azaldiklari goriilmektedir. Ayrca;
tabaka ortasinda meydana gelen kayma gerilmelerinin mesnette meydana gelen kayma
gerilmelerine nazaran daha hizh bir gekilde sifira yaklastiklan gorilmugtiir.

R/b=100 ve R/h=1000 durumlarinda daha biiyiikk degme ytizeyleri elde edildiginden
kayma gerilmeleri giderek kiigiilmektedir. Degme ytizeyleri biiyiidiikge tabaka ortasinda
meydana gelen kayma gerilmesi deferleri mesnetli yiizeyde meydana gelen degerlere
nazaran daha hizli bir gekilde kigiilmekte ve sonunda tiim kesitlerde mesnetli yiizeydeki
degerler en bityiik degerler olmaktadirlar.

Grafiklerde dikkati ¢eken diger bir ozellik; degme yiizeyi biiyiidiikge gerek mesnet
gerekse tabaka ortast boyunca kayma gerilmelerinin maksimum oldugu noktamn simetri
ekseninden uzaklagmakta oldugudur.

0.05 x/h
0.20 0.60 1.00 1.40 1.80
0.00 2t
-0.05
-0.10
Ty .0.15
P/h

-0.20

c/h=0.215190

yv/h=1.0

-0.25 |
—EF— ¢/h=0.068987 y/h=1.0

-0.30 —€— ¢/h=0215190 y/h=0.5
—3¢— <c/h=0.068987 y/h=0.5

-0.35 +

-0.40 L

Sekil 28. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda
T
meydana gelen ﬁ]; kayma gerilmesi yayilist (R/h=10, x=2)



0.05
0.00
-0.05
-0.10
Ty
P/h -0.15

-0.20

-0.25

-0.30

-0.35
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0.20 0.60 1.00 1.40 1.80

¢/h=0.622161

—
—E¥— <¢/h=0.215208 y/h=1.0
—O—
—%—

¢/h=0.622161 y/h=0.5
©/h=0.215208 y/h=0.5

Sekil 29. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda

meydana gelen ;7’}1 kayma gerilmesi yayihst (R/h=100, k=2)

0.05

0.00

0.20 0.60 1.00 1.40 1.80

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20 -

c/h=1.542866 y/h=1.0
—E1— ¢/h=0.622166 y/h=1.0
—&— ¢/h=1.545286 y/h=0.5
—3¢— <¢/h=0.622166 y/h=0.5

Sekil 30. Dairesel blok durumunda, x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda

T
meydana gelen —P—/’% kayma gerilmesi yayilist (R/h=1000, x=2)
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3. 3. Diiz Yiizeyli Rijit Blok Hali

Kisim 2. 6. 1' de verilen ifadelerin kullamlmasiyla integral denklem ¢oziilerek degme
gerilmeleri hesaplanmig ve buradan 2. 7' deki gerilme ifadelerinin yardimiyla tabakada
simetri kesitindeki ve x ekseni boyunca mesnet ve tabaka ortasindaki gerilme yayihiglan elde
edilmigtir.

3. 3. 1. Degme Gerilmeleri

Blok profilinin diiz olmast durumunda degme gerilmeleri sadece yiik genigligine yani
degme yiizeyine baglidirlar. Cesitli degme yiizeyi degerleri icin elde edilen degme gerilmeleri
gekil 31' de verilmigtir. Blok kenarlarinda degme gerilmeleri sonsuza gitmektedir. Integral
denkleme dikkat edilirse blok kenarlarimn gerilme igin tekil noktalar oldugu goriiliir. Kiigiik
degme yiizeyleri i¢in x = 0' a yaklasildikga defme gerilmeleri siirekli kiigiiliirken; biiyiik
degme yiizeyleri igin durum daha farkli olmakta gerilmeler 6nce azalmakta, belli bir
degerden sonra ise artmaya baglamaktadir. Ancak bu artiy ¢ok kiigiik miktarlarda
olmaktadir. Nitekim; degme yiizeyi biyiidiikge gerilme yayiligi, tekil noktalara yakin yerler
hari¢, hemen hemen dogrusal olmaktadir.

10.00 - -
[ c/h=0.11 4
—@— c/b=05
.00 .
8.00 —3¢— o/h-1.0
= —&4— ¢c/h=2.0
6.00 - \—*— c/h=4.0)
p(x)
P/h
4.00
2.00 [

X ¢
H% ¢
X ¢

e
3

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Sekil 31. Diiz rijit blok durumunda degme gerilmeleri (k = 2)
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3. 3. 2. Tabakada Meydana Gelen Gerilmelerin Incelenmesi

Degme yiizeylerinin ¢/b=0.1, ¢/b=0.5 ve ¢/b=1.0 olmast durumlarinda simetri
kesitinde elde edilecek ox ve o, gerilmelerinin dagilimlan egri yiizeyli rijit blok hallerinde
elde edilen o, ve o, dagiimlan ile aym &zellikleri tagidiklan igin verilmeyecektir. Burada,
dairesel blok halinde incelenen degme yiizeylerinden daha biiyiik olan c/h=2.0 ve c/h=4.0
degme ylizeyleri igin simetri kesitindeki gerilmeler incelenmigtir. Bundaki amag, degme
ylizeyi buytidikge gerilmelerde nasil bir degigimin oldugunu goérmektir.

Daire yiizeyli blok halinde; simetri ekseni boyunca gerek o, gerilmelerinin gerekse oy
gerilmelerinin, defme yiizeyi biyiidiikge dogrusala yakin bir dagihm gosterdigi soylenmisti.
Gergekten de, ¢/h=2.0 ve c/h=4.0 olmasi durumlaninda bu gerilmelerin neredeyse dogrusal
bir dagiima sahip oldufu gorilmektedir. Yani tabaka simetri ekseninde, degme yiizeyi
biiylidiikge hem x hem de y dogrultusunda dogrusal basing gerilmeleri ortaya gikmaktadir.
Sekil 32 ve sekil 33' te simetri ekseni boyunca gerilme dagilimlan verilmistir.

I T T T 1.00
(1) ¢/b=2.0
(2) c/h=4.0
- 0.80
- 0.60
y/h
@ ¢))]
- 0.40
- 0.20
| E— L 1 IJ 1
-0.20 -0.16 -0.12 -0.08 -0.04 0.00
cx
P/
Sekil 32. Diiz blok durumunda simetri kesitindeki —~~=— normal gerilme yayihg1 (k=2)

P/h
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r - T — 1.00
(1) c/h=2.0
(2) c/h=4.0
-1 0.80
-1 0.60
y/h
1 @
- 0.40
—- 0.20
L 1 1 [
~0.40 -0.30 -0.20 -0.10 0.00
Oy
P/h
a)’

Sekil 33. Diiz blok durumunda, simetri kesitindeki /7 normal gerilme yayihig1 (k=2)



4. SONUCLAR ve ONERILER

Ust tarafindan rijit olarak tutulmug elastik bir tabaka ile rijit bir blok arasmdaki
stirtiinmesiz degme probleminin incelendigi bu ¢aligmada; blogun diiz, dairesel ve parabolik
profillere sahip olmas: durumlarinda elde edilen sonuglar asagida verilmistir.

Dairesel blok profili durumunda, sabit bir ylik degeri igin blok yarigap: bilytidiikge
degme yiizeyi biiyiimekte ve dolayistyla yik daha genig bir alana yaylacagindan degme
gerilmeleri kiigiilmektedir. Aynica malzeme yapisimin daha rijit olmas: durumunda, yani
poisson orammnin biiyiimesi durumunda, degme ylizeylerinin kiigiildigt goriilmektedir.
Malzeme ozellikleri sabitken yiik biiyiitiildagiinde degme yiizeyleri de biiyiimektedir. Degme
gerilmeleri yiike bagh boyutsuz biyiikliikler seklinde tammlandiklarindan yiik biyiidiikge bu
oranlar kii¢iilmektedir. Bu oranlarin kiigiilmesi defme gerilmelerinin kiigiilmesi anlamina
gelmemektedir. Aksine yiik biiyiidiikkgce hem degme ylizeyi hem de degme gerilmeleri biiyiir.
Degme gerilmeleri x = 0 noktasinda maksimum degerine ulagmakta ve blogun profiline
uygun bir sekilde azalarak degmenin bittigi noktada sifir olmaktadur.

Blok profilinin parabolik ve dairesel olmasi durumlarinda elde edilen degme
yiizeyleri karsilagtinldifinda; Ch = 0.05 igin elde edilen degme yiizeylerinin R/h = 10 igin
elde edilen degme yiizeylerine ve Ch = 0.005 igin elde edilen degme yiizeylerinin ise
R/h = 100 i¢in elde edilen degme yiizeylerine ¢ok yakin degerler aldiklar1 gériilmiigtiir.

Diiz blok profili durumunda ise, degme gerilmeleri blok kenarlarinda sonsuza
gitmektedir. Degme yiizeyi biyudiikge gerilmeler kiictilmekte ve blok kenarlarina yakin
yerler hari¢, hemen hemen dogrusal bir dagihm elde edilmektedir.

Ttim blok profilleri igin simetri kesitinde meydana gelen oy gerilmelerinin incelenmesi
sonucunda; degme yiizeyi kugiildiikk¢e i¢ kesimlerde gekme gerilmelerinin etkisinde bulunan
bir bolgenin meydana geldigi goriiliir. Ancak bu bolge degme yiizeyi bityiiditkge kiigiilerek
kaybolmakta ve kesit tamamen basmng gerilmelerinin etkisine girmektedir. Bundan sonra
degme yiizeylerinin biiylimesi durumunda ise basing gerilmelerinin biiytidiigi gorilmiistiir.
Degme yizeyi biiytiditkge ox gerilmelerinin kesit boyunca birbirlerine yakin degerler aldig1
ve kesitin giderek dogrusala yakin bir basing etkisine girdigi gérillmiigtiir. Ayrica; gerek
mesnet gerekse tabaka ortasinda x ekseni boyunca o, gerilmelerinin en biiyiik degeri simetri
kesitinde meydana gelmemektedir. Bununla beraber, degme yiizeyi biiyiidik¢e o' in en
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buyiik degerine ulagtifi noktamn simetri eksenine yaklastif1 ve nihayet bu kesit tizerinde
maksimum degeri aldif1 goriilmektedir. Kiigiik degme yiizeyleri i¢in x ekseni boyunca
tabaka ortasinda simetri kesitine yakin yerlerde, en biiyitk degeri simetri kesitinde olan
gekme gerilmeleri meydana gelmekte ve simetri kesitinden uzaklagildik¢a bu gerilmeler
azalarak isaret deZigtirmektedirler.

Rijit blogun altinda meydana gelen oy gerilmeleri degme yiizeyi kiigildiikge hizla
bliylimektedirler. Kesit boyunca oy normal gerilme degerleri, kiigtik degme yiizeyleri igin
mesnete yaklagildikca azalmaktadirlar. Degme yiizeyi biytidikee, simetri kesiti boyunca
méydana gelen o, gerilme degerleri birbirlerine yaklagmakta ve hemen hemen dogrusal bir
gerilme dagilmt elde edilmektedir. x ekseni boyunca mesnette ve tabaka ortasinda meydana
gelen oy gerilme dagilim incelendiginde; degme gerilmesi yayilisinin karakteri nedeniyle oy
gerilmesinin en bilyiik degerinin, egri yiizeyli blok durumunda simetri kesitinde; diiz yiizeyli
blok durumunda ise mesnette simetri kesitinde, tabaka ortasinda simetri kesitinin biraz daha
ilerisinde meydana geldigi goriilmiigtiir.

Tabaka ile blok arasinda siirtinme olmadigi kabul edildiginden degme yiizeyinde
kayma gerilmeleri sifirdir. x ekseni boyunca kayma gerilmesi degerlerinin, simetri
ekseninden uzaklagildik¢a bilyiiyerek en bilyilk degere ulagtiktan sonra, kiigiilerek sifira
yaklagmakta olduklan goriilmiigtiir. Degme yiizeyi biiyiidiikge kayma gerilmesi degerleri
kugiilmektedirler. Simetri kesitine ok yakin bir kesitte kayma gerilmeleri incelendiginde;
degme ylizeyi kugtildikce en bilyiik kayma gerilmesi degerinin defme yiizeyine yakimn bir
noktada meydana geldigi goriilmiistiir. Bu nokta defme yiizeyi biiyliditkge mesnete dogru
yaklagmaktadir.

Bu problemde, elastik tabakanin Gst ylizeyi tamamen ankastre mesnetli oldugundan
bu ylizeyde herhangi bir yerdegistirme ve dénme ortaya ¢ikmamaktadir. Bu yiizeyde ,yani
y = h ylizeyinde, meydana gelen t,, kayma gerilmeleri, simetri kesitinde i¢ boélgelerde
meydana gelen ¢ekme gerilmelerinin azalarak kaybolmasmda ve kesit tamamen basing
etkisindeyken de yine bu bélgelerde meydana gelen basing gerilmelerinin artmasinda etkili
olmaktadirlar. Ust yiizeydeki bu kayma gerilmeleri nedeniyle elastik tabaka iki ucundan
eksantrik olarak yiiklenmig basing kuvvetlerinin etkisindeymis gibi davranmaktadir.
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