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ONSOz

Cok etmenli sistemlerde diizen kontrolii bir geometrik yapinin etmenler tarafindan
gerceklesmesi ve korunmasidir. Bu sistemlerin arama ve kurtarma, hedef takibi, kapsama,
gozetim, isbirlikgi kesif, biiyiik ve eslenmemis alanlarin arastirilmasi gibi gercek dinya
uygulamalarinin temeli diizen kontroliiniine dayanmaktadir. Bu nedenle diizen kontroli
probleminin incelenmesi énem arz etmektedir. Bu doktora c¢alismasinda dogrusal-kareli
modelleme teknikleri kullanilarak, diizen kontroll diferansiyel oyun seklinde formiile

edilmis ve ilgili oyunun ¢6ztimii arastirilmastir.

Degerli danisman hocam Prof. Dr. Vasif V. Nabiyev’e bana kendisi ile calisma
firsat1 verdigi i¢in ve doktora ¢alismalarim boyunca verdikleri destek ve yonlendirmeleri
icin, doktora jiirimdeki hocalarim Prof. Dr. Ayten Atasoy ve Dog. Dr. Tugrul Cavdar’a
verdikleri degerli fikirleri icin, Dr. Ogr. Uyesi Nurhan Giirsel Ozmen hocama KTU’de
bulundugum siire boyunca verdigi destekleri igin, KTU deki tiim arkadaslarima, ézellikle
boliim arkadaslarim Aref Yelghi, Saeid Agahian ve Zhaleh Sadreddini’ye verdikleri moral
icin ve Ostrava Teknik Universitesi Uygulamali Matematik béliimii dgretim {iyesi Dog. Dr.
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Doktora Tezi

OZET

COK ETMENLI SISTEMLERDE DUZEN KONTROLUNUN DOGRUSAL VE KARELI
DIFERANSIYEL OYUN YAKLASIMI iLE GERCEKLESMESI

Hossein BARGHI JOND

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsu
Bilgisayar Muhendisligi Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Vasif V. NABIYEV
2019, 126 Sayfa, 29 Sayfa Ek

Arama ve kurtarma, haritalama, hedef izleme, tasima gibi gorevlerin gerceklestirilmesinde
¢ok etmenli sistemlerin belirli geometrik yap igerisinde toplu hareketi s6z konusudur. Bu nedenle
bu sistemlerde ana problemlerden biri toplu hareket halinde diizen kontroliiniin saglanmasidir. Bu
kontrolde temel amag tiim etmenleri durum uzayinda istenilen diizene yonlendiren denetleyicileri
tasarlamaktir. Bir diizenin siirdiiriilebilmesi i¢in mobil etmenlerin konum ve hiz bilgilerini
paylagmalar1 gerekmektedir. Bu tez calismasinda, yonlii graf topolojisi ile temsil edilen dogrusal
dinamiklere sahip cok etmenli sistemin lidersiz dizen kontrolii problemi diferansiyel oyun
yaklagimi ile ele alinmigtir. Dogrusal-kareli diferansiyel oyun cercevesinde ¢ok etmenli diizen
kontrolii probleminin oyun modeli olusturularak, isbirlik¢i olmayan oyunun sonlu ufuk Nash
dengesinin varlik kosullar1 ve analitik ¢6ziimii arastirilmigtir.

Calismada ii¢ farkli alt problem olusturulmustur. ilk olarak, diizen kontrolii dogrusal-kareli
diferansiyel oyun seklinde modellenmistir. Modelde her etmen igin kareli yapida olan bir bireysel
maliyet fonksiyonu olusturulmustur. Sonug olarak, bir lidersiz yaklagimla diizen kontrolii igin
Ozgiin dogrusal-kareli modelleme ortaya konulmustur. Bu modeled, ilgili ¢6ziim sayisal yaklasim
gerektirmektedir. Diger bir alt problem olarak, etmenlerin diizen kontroliiniin analitik olarak
gergeklestirilebilmesi igin her birey yeni maliyet fonksiyonu ile degerlendirilmistir. Sonug olarak,
her ufuk sonu igin diizen kontrolii kurallarinin varligini saglayan diferansiyel oyun formiilasyonu
onerilmistir. Ugiincii alt problem olarak, diizen kontrolii ayrik zamanda dinamik oyun seklinde
formiile edilmistir. Sonu¢ olarak, ayrik zamanda bagli Riccati fark denklemler kiumesinin
¢Oziimiiniin varlik kosullar1 belirlenmis ve bu denklemlerin analitik yaklasik ¢oziimii elde

edilmistir. Tezde, modellerin ve ¢éziimlerin dogrulugunu gosteren simiilasyonlar yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Diizen kontroli, Oyun teorisi, Diferansiyel oyun, Nash dengesi, Bagli Riccati
diferansiyel denklemleri, Dagitik kontrol
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PhD. Thesis
SUMMARY

MULTI-AGENT FORMATION CONTROL WITH THE LINEAR QUADRATIC
DIFFERENTIAL GAME APPROACH

Hossein BARGHI JOND

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Computer Engineering Graduate Program
Supervisor: Prof. Vasif V. NABIYEV
2019, 126 Pages, 29 Pages Appendix

In many applications such as search and rescue, mapping, target tracking, transportation, a
multi-agent system must maintain a formation when accomplishing the planned task(s). Therefore,
formation control is one of the fundamental problems in motion control of multi-agent systems.
The formation control objective is to design a controller that drives all individuals to the desired
formation in the state space. To maintain a formation, mobile agents need to exchange information
such as relative positions and velocities. In this dissertation, the differential game approach to the
leaderless formation control problem of a linear dynamical multi-agent system with the directed
graph topology is considered. Under the framework of the linear-quadratic differential game, the
game model of the multi-agent formation control is constituted, and for the non-cooperative mode
of play the finite horizon Nash equilibrium solution is investigated.

In this study, three different subproblems are constituted. First, the formation control
problem is modeled as a linear-quadratic differential game. In this model, for every agent, an
individual quadratic cost function is defined. As a result, with a leaderless approach, novel linear-
guadratic modeling for the formation control is introduced. The solution has to be obtained
numerically. In order to obtain an analytic formation control law as another subproblem in this
study, each agent has been evaluated under a new cost function. As a result, a differential game
formulation to formation control ensuring the existence of the formation control for every finite
horizon time is proposed. As the third subproblem, the formation control problem is formulated a
discrete-time dynamic game. As a result, the conditions for the existence of the discrete-time
coupled Riccati difference equations are determined, and an analytical approximate solution of
these equations is obtained. Throughout the dissertation, illustrative simulations approving the

models and solutions are given.

Key Words: Formation control, Game theory, Differential game, Nash equilibrium; Coupled
Riccati differential equations, Distributed control
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Gunumuzde, cok etmenli sistemler genis yeteneklere sahip olmasi nedeniyle bircok
alanda yaygin olarak kullanilmakta ve bu sistemlere olan ihtiya¢ giin gectikce daha da
artmaktadir. Bu nedenle, son zamanlarda bilimsel arastirmalar ¢ok etmenli sistemlere
yogunlagmustir. Bir etmen bulundugu ortami algilama, karar verme, bilgi iletme ve alma
yetenegi ile tanimli dinamik yazilimsal veya donanimsal varliktir [1]. Bu kavram, dogadaki
biyolojik sistemlerin toplu davranis seklinden esinlenmistir. Ornegin, kus siiriileri, balik
stiriileri ve ar1 kolonisi gibi biyolojik toplumlar ¢ok etmenli sistemlerin gelismesinde
model alinmistir. Grup halinde yasama davranisinin yirticilardan kaginma, yiyecek bulma
sansini arttirma, enerji tasarrufu gibi birtakim avantajlart oldugu bilinmektedir. Cok

etmenli sistemler genel olarak ag baglantili bir etkilesimli etmenler topluguna ifade eder.

Robotik aragtirmalarinda, ¢ok-robotlu sistemlerin gelisimi ¢ok-etmenli sistemler
kavramiyla baglamistir. Bagka bir ifadeyle, ¢ok-robotlu sistemler bu kavramin miihendislik
uygulamalarindan biridir. Yapay zeka, otonom robotlar, sensorler, otomatik kontrol ve
bilgisayarli gérme gibi sistemlerin hizla gelismesi, ¢cok etmenli sistemlerinin ¢esitli gergek
diinya uygulamalarinda kullanilmasma yol ag¢maktadir. Cok-robotlu yiyecek arama
davranig1 (foraging behavior) [2], arama ve kurtarma [3], hedef takibi [4], kapsama [5],
gOzetim [6], isbirlik¢i kesif [7], bliyilk ve eslenmemis alanlarin arastirilmas: [8] gibi
gorevler cok etmenli sistemlerinin gercek diinya uygulamalarindandir. Ayrica, insansiz
kara ve hava araglari, deniz araglari, uzay araglar1 ve benzeri birgok teknolojik {iriin ¢ok

etmenli sistemler kapsaminda degerlendirilebilmektedir.

Cok etmenli sistemler gurbuzlik, esneklik ve Olgeklenebilirlik avantajlarini
sunmaktadir [9]. Bu sistemler tek bir etmen i¢in miimkiin olmayan karmasik davranislari
gerceklestirebilmektedir. Etmen gruplarinin hataya dayanikliligi vardir; tek bir modil
basarisiz olursa, grubun geri kalan1t bu modiil yokmus gibi kendi islerini yapmaya devam
edebilmektedir. Cok etmenli sistemlerinin bir 6zelligi de 6lgeklenebilir olmalaridir. Yani
etkinligi arttirmak i¢in yapilmasi gereken sadece gruba daha fazla etmen eklemektir. Cok

etmenli sistemlerin giivenilirligi yiiksek oldugu igin kullanildiklar1 ortamda gorevi basarili



bir sekilde yerine getirme olasiliklari fazladir. Cok etmenli sistemlerinin bu 6zellikleri bu

sistemlerin ¢esitli ortamlarda kullanilmasina olanak saglamaktadir.

Gunumuzde cok etmenli sistemleri gunlik yasamda hissetmek miimkiindiir.
Ornegin, akilli sebekeler, yazilim sistemleri, coklu sensor sistemler, kablosuz aglar, Gok-
robotlu sistemler ve benzeri glinlik yasami biiyiik 6l¢iide etkikemektedir. Diger yandan, bu
sistemler etmenler aras1 koordinasyon ve igbirligi, dagitik bilgi, haberlesme protokolleri, ve

kontrol kurallarinin tasarimi gibi yeni zorluklar getirmektedir.

Bu tez caligmasinda, mobil c¢ok etmenli sistemlerde meydana gelebilecek
koordinasyon ve isbirligi problemlerinden, diizen kontrolii (formation control) ele
alinmistir. Genel anlamda, diizen kontroll, genig anlamda bir geometrik yapinin bir mobil
cok etmenli sistem tarafindan gergeklesmesi ve korunmasidir. Duzen kontroli bazi
biyolojik sistemlerde gériinmektedir. Ornegin Sekil 1.1.’de kazlarda ve bazi gdgmen kus
gruplarinda kullanilan t¢gen diizen bi¢imi gorilmektedir. Diizen i¢inde yapilan grup ugusu

bireysel kuslarin ihtiya¢ duydugu enerjiyi azaltir [10].

Sekil 1.1. Uggen seklinde bir diizen ile ugan kaz grubu.

Ucgen veya V diizeni, hava kuvvetlerinde askeri ucaklar i¢in temel bir ucus
dizenidir. Sekil 1.2.°de goriildiigii gibi Uggen dizeni torenlerde ve hava gosterisi
uguslarinda da yaygindir. Diizen kontrolinde, verilen problemin amacina bakmaksizin,
tim dizen ile ilgili problemlerin ortak 6zelligi toplu hareket halinde belirli bir geometrik
sekli korumaktir. Dizen kontroliinin otonom arag sistemlerde, ¢ok-robotlu kesif, tasima,

ucus kontrolii, uydu sistemleri, dagitik sensor ag1 gibi ¢esitli uygulamalar1 vardir.
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Sekil 1.2. THYye ait Boeing 777 u¢agna eslik eden Tirk Yildizlar
ekibinin Istanbul Havacilik, Uzay ve Teknoloji Festivali
Teknofest’de diizen ugusu.

Gunlmuizde hava araglar, sivil, askeri, ticari ve profesyonel alanlarin tamaminda
yogun olarak kullanilmaktadir. Bu araglar arasinda Sekil 1.3.’te goriildiigii gibi ucak
modelinde olanlar manevra kabiliyetlerinden dolayr daha ¢ok ilgi ¢ekmektedir. ABD
havacilik uzmanlar1 Kasim 2017°de, insansiz hava araglariin (IHA) kontroliiyle ilgili hava
sahasinda ticari ugaklarla giivenli bir sekilde ugmasma yardimci olacak teknolojilerin
kullanilmasina yonelik 2020 yilinin yaz doneminde diizen kontrollne ait ugus gosterisinin
planin1 sunmuslardir [11]. Yeterli giivenceler olmadan, hiikiimet yetkilileri insansiz
ucaklarin ticari ve genel havacilik ucgaklariyla bir carpigma riski olusturmasindan
korkmaktadir. Bu ugus gosterisi, insansiz hava aracglarini ulusal hava sahasina getirmeye

yardimci olmak i¢in havacilik endiistrisine arastirma bulgulari sunacaktir.



Sekil 1.3. THA’larin bir diizen ucusu gosterimi [11].

Cok etmenli diizen kontrollniin gercek diinya uygulamalar1 genis bir alan1 kapsar.

Bu kullanim alanlarinin bazilarini su sekilde siralayabiliriz:
1. Arama ve Kurtarma Operasyonlari

Gok etmenli sistemler bir kaza durumunda arama ve kurtarma amagh
kullanilabilmektedir. [12]’de yangin sondiirme operasyonlari igin ag baglantili ¢ok-robotlu
sistem tasarlanmistir. Bu uygulama insan itfaiyecilerin ve ilk miidahalecilerin itfaiye

yeteneklerini 6nemli 6l¢giide artirabilmektedir. Bir motive edici senaryo soyledir:

i.  Alti robottan olusan bir ekip yangin halindeki bir binaya girer, radyo etiketlerini
ve Mote sicaklik sensorlerini dagitir.
ii.  Ekip, hareket yetenegini kaybeden (arizali olan) robotlar1 statik sensorler ve
roleler olarak kullanmaktadir.
iii. Ag, insan itfaiyecilerini kurtarma operasyonlarinda hedeflere ve yangimnin

kaynagina yonlendirirken, tehlikeli alanlarda uyarmaktadir.

Mote sicaklik sensorleri insan veya robot tarafindan sicaklik, nem ve toksinlerin
kimyasal konsantrasyonlari gibi ¢evresel kosullart o6lgmek igin yerlestirilmektedir.
Robotlar dar gecitlerden grup halinde gegmek icin ¢izgi diizeni halinde hareket etmektedir.
Ayrica, grup mevcut diizenin sikilagmasiyla gegitten gecebilmektedir. Dlzen sikilasmasi
kavrami diizen olgeklendirme (formation scale) adiyla bilinmektedir. Diizen dlgekleme
[13] ve [14]’te arastirilmigtir.



Koku ile Toplu Navigasyonda Sevk Edilmis Insansiz Yardimci Robot Grubu
(GUARDIANS) adli projede bir ¢ok-robotlu ekip dumanla kaplanan bulyik bir depoda
konuslandirilmistir [15]. EKip yangin veya yangim tehlikesi durumunda itfaiyecilere
depoyu aramalarinda yardimci olmaktadir. GUARDIANS robotlar bir itfaiyeci ile birlikte
hareket etmekte, olas1 engelleri ve tehlikenin yerlerini belirlemekte, iletisim baglantilarini

koruyarak sahadaki itfaiyecilere eslik etmektedir (Sekil 1.4).

(a) (b) (©)

Sekil 1.4. GUARDIANS takiminin diizen teskili deneylerinin anlik goriintiileri: (a)
baslangi¢ kurulum, (b) diizen olusum siireci (c) diizenin tamamlanmasi [15].

2. Diizen Ugusu

[HA’larin diizen kontrolii, gbzetleme ve kesif, radyasyon tespiti ve cevre
haritalama, hedef arama ve yerini belirleme, telekomunikasyon rélesi vb. gibi sivil ve
askeri alanlarda genis potansiyel uygulamalar1 nedeniyle, son yillarda ¢ok ilgi gérmiistiir
[16]. Deneysel kolayligi nedeniyle bu alanda yapilan g¢alismalarin ¢ogu quadrotor
Uzerinededir. [17]’de bes adet quadrotordan olusan bir quadrotor dizen platformu
tanitilmis ve acgik hava deneysel sonuclari sunulmustur. [18]’de Ucli kiigcuk quadcopter
filosunun diizen kontrolii, merkezi ve merkezi olmayan kontrol yapilari altinda, ROS
gergevesinde uygulanmis ve CrazyFlie quadcopter tizerinde test edilmistir. Nano uydularin
diizen ugus projesi NetSat’de nano uydular uzaya firlatilacaktir (Sekil 1.5). Bu proje nano
uydulardan olusan bir uydu grubunun bir diizen icerisinde ugusunu gerceklestirmeyi
hedeflemektedir [19].



(b)
Sekil 1.5. (a) UWE-3 uydu modeli [19], (b) uydu diizen ugus semasi [20].

3. Nesne Tasima

Cok etmenli sistemler nesne tasima gorevlerinde kullanilabilmektedir. [21]’de
diisiik maliyetli robotlar kullanilarak bir 2-boyutlu digbiikkey nesnenin, topluca taginmasi
deneylerle incelenmistir. Once, robotlar nesnenin etrafinda bir baslangic diizende yer
almakta, sonra diizen yeniden yonlendirilmekte ve en son hareket ettirilmektedir. [22]’de
bir nesneyi tasiyan kiigiik bir isbirlikgi mobil manipiilatér ekibi deneysel olarak
degerlendirmistir. Denemeler {ic mobil manipiilatérden olusan bir ekip ile yapilmistir.
[23]’te bir mobil ¢ok robotlu takimiyla nesne kafesleme (object caging) ve tasima problemi
incelenmistir. Deneylerde robot takiminin engellerden kaginarak, poligonal nesneyi hedef
konumlarina kafesleyerek tasiyabildigi gosterilmistir. Kafes diizeni (caging formation) iki
bitisik robot arasindaki Oklid mesafelerinin, poligonal nesnenin minimum genisliginden
daha kii¢iik olmasini ve boylece nesnenin kagamamasini garanti etmektedir. [24]’te diizen
tabanli igbirlik¢i bir tasima yaklasimi onerilmistir. Bu yaklagimda taginan nesne sanal lider
robot olarak diisiiniilmektedir. Referans yoriinge sanal lider i¢in {iretilmis ve her takipci
robot diizen kisitlar1 altinda kendi ydriingesini hesaplamistir. Gergek diinya ortamlarinda

yapilan deneylerle bir nesnenin taginmasinin gergeklestigi gosterilmistir.
4. Temizlik

Temizlik (siipiirge) robotlar1 ev robotlar1 piyasasinin biiyiik kismin ele gecirmistir.
Guniimlzdeki temizlik robotlar1 artik otomatik temizlik yapabilme yaninda, makine
O0grenme algoritmalar1 yardimiyla 6grenme ve karar verme yetenekleriyle donatilmistir.

Temizlik evde, isyerlerinde, okullarda, aligveris merkezlerinde, hastanelerde ve



havaalanlarinda bir zorunluluktur ve siklikla yapilmaktadir. [25]’te havaalanlarinda kar
kaldirma gorevi igin tasarlanmis olan arabaya-benzer (car-like) robotlar tUzerinde diizen
kontrolii algoritmalar1 kullanilarak deneyler yapilmistir. Modele Dayali Ongoriilii Kontrol
(Model Predictive Control) odakli bu algoritmalar, dinamik ortamda engellerden ka¢inma
yeteneklerine sahip olmaktadir. Bu algoritmalar diizen kontrolii kurallarina entegre

edilmistir.
5. Insan-Robot Isbirligi

Insan-robot isbirliginde robot ve insan bir gérevi gerceklestirmek icin birlikte
calismaktadir. Ornegin, arama ve kurtarma ve yangim sondiirme gibi tehlikeli gorevlerde
robotlarla insanlarin birlikte ¢aligmalari itfaiyeciler igin tehlikeyi azaltabilmektedir. [26]’da
insan-robot diizen kontroll icin bir gérsel-dokunsal (visual-haptic) etkilesim mekanizmasi
onerilmistir. Onerilen kurulum bir insan lider ve bir N mobil robotlu takimdan
olugmaktadir. Robotlar yalnizca RGB-D kameralarla donatilmistir. Robotlar, insan
hareketini RGB-D sensorleri Uzerinden tahmin etmekte ve bu bilgileri lideri takip etmek
icin kullanmaktadir. Bir titresim-uyaranli (vibrotactile) bilezik lideri diizen kisitlamalarinin
olas1 ihlalleri konusunda uyarir. Insan-robot isbirligi bu titresim-uyaranl bilezik ile

saglanmaktadir.
6. RoboCup Yarislari

RoboCup’in Diinya Federasyonu bu yarigmanin en son hedefinin, robotlar-insanlar
diinya sampiyonast magmin FIFA kurallarina gére 2050°de yapilmasi oldugunu
belirtmistir. Bu magta, futbolculardan olusan bir takimla, sadece robotlardan olusan diger
bir takim mag yapacak ve robotlar takimi insanlara galip gelecektir. RoboCup maglarinda
kullanilmak {izere, bir ¢ok yonlii mobil futbol robotu grubunun diizen kontroli [27]‘de
calisilmistir. Diizen kontrolii stratejisi, dogrusal olmayan Modele Dayali Ongoriilii
denetleyici tarafindan uygulanmistir. Her robot, dizen durum bilgisini (robotlarin
diizendeki konumu ve hizi, izlenmesi gereken topun konumu ve hizi) her kontrol
dongustinde guncellemektedir. Bu bilgi her robotun denetleyicisi tarafindan alinmaktadir.
Denetleyici robotun diizen yoriingelerini retmektedir. Kalabalik ortamlarda gercek

deneyler yapilmustir.



7. Denizcilik

Deniz ortaminda mobil robot platformlarin konuslandirilmasi topluma 6nemli
faydalar saglamaktadir. Fakat, robot gemilerini gezilebilir su yollarina birakmak, diger
gemilerle (insanli ve insansiz) ¢arpisma, personellerin yaralanmasi ve maddi hasar riskini
beraberinde getirmektedir. [28]’de guvenli navigasyon icin bir davranis-tabanli ¢cok amaglh
optimizasyon yontemi Onerilmistir. Her navigasyon kurali bir davranigsa karsilik
gelmektedir. Her ara¢ bir amag fonksiyonuna gore karar vermektedir. Deneyler iki kayik
temelli otonom yiizey gemi lizerinde yapilmistir. Araglarin GPS’e erisimi vardir ve sii anki
konumlarmi ve yoriingelerini digerleriyle paylasabilmektedir. Deneylerde 6nce ara¢ 1 ve 2
kafa kafaya carpigsma rotasina yerlestirilmistir. Arag 1 ara nokta izleme davranisindan ve
carpismadan kaginma davranisindan yararlanmaktadir. Arag 2 sadece bir ara nokta izleme
davranigini kullanmakta ve arag¢ 1 ile ¢carpismadan kaginma girisiminde bulunmamaktadir.

Deneylerin sonunda araclar hedeflerine dogru engellenmeden ilerlemektedir.

Sekil 1.6. modern bir kontrol sisteminin bilesenlerini gdstermektedir. Herhangi bir
kontrol sisteminde ilk asama, sistem dinamiklerini veya modelini diferansiyel veya fark
denklemleri gibi dinamik denklemler ile elde etmek veya formile etmektir. Daha sonra,
sistem, bagarimi i¢in analiz edilmektedir. Son olarak, sistem basarimini eniyilemek igin,
kontrol girdilerinin tasarimi yapilmaktadir. Optimal kontrol teorisinde, tasarim genellikle

bir basarim 6l¢tiune (veya maliyet fonksiyonuna) baglidir.

{ )
Modern kontrol
sistemleri
/\.\

- - - - - r \ - - -
Sistemin dinamikleri Sistemin analizi Sistemin sentezi
(modelleme) (basarim) (tasarim)

. )

Sekil 1.6. Bir modern kontrol sisteminin bilesenleri [29].

Tasarim asamasinda optimizasyon kullanilmaktadir. Optimizasyon ise yaklagima
(cebirsel veya geometrik), cikara (interest) (tek veya c¢oklu), sinyallerin niteligine

(deterministik veya stokastik) ve asamaya (tek veya ¢oklu) bagh olarak farkli sekillerde



yapilabilmektedir. Geometrik optimizasyon belirli kriterler ve kisitlamalara en uygun olan
geometrik nesnelerin hesaplanmasi problemleriyle ilgilenmektedir. Ornegin, d-boyutlu
Oklid uzayinda belirli bir nokta kiimesini iceren en kiiciik yarigapli kiireyi hesaplama
problemi bu cinstendir. Diizen kontroll icin diferansiyel oyun teorisi yaklasimi bu tez

calismasinda ele alinmustir (Sekil 1.7).

[ OPTIMIZASYON ]
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—
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Sekil 1.7. Baz1 optimizasyon yaklagimlari (gri bolgeler tezin kapsadigi alanlardir).
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Genel olarak, kontrol amaci dogrultusunda bir ortak grup ¢ikari tanimlanmaktadir
(Sekil 1.7°de “Tek ¢ikar” durumu). Burada tim bireysel etmenlerin ¢ikarlar tek basarim
Olcutl seklinde bir araya getirilmektedir. Fakat, bu yaklasim etmenler arasindaki etkilesim
dinamiklerini goz oniinde bulundurmadan bireysel ¢ikarlarin tam olarak ifade edilmesini

garanti etmemektedir.

Cok etmenli bir sistemde her bireyin digerlerinden farkli olarak kendine Ozel
cikarlart olabilmektedir (Sekil 1.7°de “Coklu ¢ikar” durumu). Bunun yaninda, etmenler
arasi etkilesim dinamikleri de dikkate alinmalidir. Bu dinamiklerin kontrol amacinda
dikkate alinmasi1 daha uygun bir diizen kontroline yol acamaktadir [30]. Daha gercgek
durumlar1 kontrol sisteminde yansitmak i¢in ¢ok etmenli diizen kontrolii problemini ¢oklu

¢ikar durumu altinda analiz etmek 6nem tagimaktadir.

Dizen kontroliinde sadece komsu etmenlerin dinamiklerini dikkate alan maliyet
fonksiyonlarinin kullanimiyla dagitik kontrol uygulanabilmektedir. Coklu ¢ikar karar alma
problemlerinde bireylerin davranis bi¢imi her bireyin kendi maliyet fonksiyonunu
minimize eden kararlardan olusmaktadir. Cok etmenli kontrol problemlerinin buyik bir
kismi, optimal kontrol ve oyun teorisinin birlesimiyle gelismekte olan dinamik oyun teorisi

yaklasimiyla incelenebilmektedir.

Yukarida belirtilen iki husus, yani bireysel cikarlarin gergeklesmesi ve dagitik
kontrolin uygulanmasi, bu ¢alismanin yapilmasinin motivasyon faktorleri olmustur. Bu tez
caligmasinda, diizen kontrolii ig¢in sonlu ufuk dogrusal-kareli diferansiyel Nash oyunu
yaklagimi se¢ilmistir (Sekil 1.7). Bu yaklagimin sonucu olarak diizen kontroll bagl Riccati
diferansiyel denklemler problemine doniismektedir. Burada, ¢gok 6nemli olan iki konu ele

alinmalidir,

1. Bu denklemlerin ¢ozilebilirlik kosullarinin belirlenmesi

2. Bu denklemlerin ¢6ziminiin bulunmasi

Su ana kadar sonlu ufuk dogrusal-kareli diferansiyel Nash oyunun sonucu olarak
elde edilen bagl: Riccati diferansiyel denklemlerinin ¢ozulebilirligi kosullari ve ¢ozimiyle
ilgili kesin ve genel kanitlar bulunmamaktadir. Ug (terminal) degerler kullanilarak geriye
dogru iterasyon yaklasimiyla sayisal ¢oziimler aranmaktadir. Bu tez calismasinda, diizen
kontrolu probleminde karsilasilan bagli Riccati diferansiyel denklemlerinin ¢ozulebilirligi

kosullar1 ve bu denklemlerin analitik yaklasik ¢0zUmU arastirilmistir.
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1.2. Cok Etmenli Sistemlerin Kontrol

Tiim ag bagimli cok etmenli sistemler iki bilesenden olusmaktadir. Birinci bilesen,
karar verme, bilgi iletme ve alma yetenegi ile tanimli dinamik etmenlerdir. ikincisi ise,
bilgi (sinyal) aligveris agidir. Mihendislik sistemlerinde bilgi aligveris agi kablolu veya
kablosuz, biyolojik sistemlerde kimyasal reaksiyon ve sosyal medya’da ise psikolojik ve
sosyolojik etkilesim seklinde gerceklestirilmektedir. Ag bagimli ¢ok etmenli sistemler
dinamik sistem teorisi (kararlilik, kontrol edilebilirlik, optimallik ve benzeri) ve bilgi ag
matematigi (graf teorisi, graf Laplasyen matrisi ve benzeri) karisimi ile teorik olarak analiz

edilmektedir.

Birden fazla etmenin isbirlik¢i kontrolii hem teorik hem de pratik anlamda ¢ok
karmagsiktir. Ornegin, sistemin bant genisligi sinirhdir ve etmenler arasindaki bilgi
aligverisi her zaman givenli olmayabilmektedir. Hangi etmenle ne zaman hangi bilginin
paylasilmasina karar verilmesi ¢ok zor ve kritik bir karardir. Ayn1 zamanda, grup hedefleri

ve bireysel hedefler arasinda bir ortak nokta bulmak da kolay olmamaktadir.

Dogal sistemler bu zorluklarin karsisinda kendilerine has strateji ve yetenekler
gelistirmistir. Biyolojik sistemlerde, her birey sadece yakinindaki komsularla temastadir.
Ilging bicimde, biyolojik siiriilerde davranis bicimi daginik ve merkezsizlesmistir. Bireyler
kendi yerel algilama yetenekleriyle evrensel bilgiye erismeden karar vermektedirler [31].
Komsu bireylerden bilginin algisi her biyolojik sistemde farklidir. Bu da her tur sistemin
farkli toplu hareket senaryosuna sahip olmasina neden olmaktadir. Kus siiriisiinde, her kus
sadece Onlnde ve kenarlarda olan bir ka¢ kusun farkindadir. Bu nedenle, kazlar ve
ordeklerin grup hareketleri go¢ zamaninda aliml (s1k) ve uyumludur. Balik siiriisiinde, her
balik goremedigi komsularinin hareketlerini sudan aldig1 dalga darbeleriyle algilamaktadir.
Bu nedenle, balik siiriileri hizli ve ani hareketlere sahiptir. Biiyiikbas hayvan siiriisiinde,
her birey yerin titresimiyle uzakta olan diger bireylerin egilimlerini algilamaktadir. Bir
bagka ifadeyle, surli hareketinin sekli bireyler arasindaki bilgi aligverisinin yapisina
baghdir. Bireyler daha cok sayida komsusu ile iletisimde ise verilen tepki daha hizl
olmaktadir.

Dogal sistemlerin dagitik ve yerel olan bu davramis bigimi miihendislik
sistemlerinde taklit edilmeye c¢alistlmistir. Reynolds’un boids modeli ¢ok etmenli

sistemlerde dagitik kontrol kurali tasarimi igin bir baslangi¢ olmustur. Bu model bir
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bireyler toplumu igin kitlesel bigimde bir evrensel (toplu harekt) goérevi yerel etkilesim
kurallartyla gergeklestirebilmesi igin bir ¢oziim sunmaktadir [32]. Reynolds, toplu

hareketlerde bireylerin egilimlerini ti¢ kural ile belirlemistir (Sekil 1.8):

1. Komsular ile ¢arpismadan kaginmak veya ayirma (Separation): yerel siriide
komsularin toplanmasini 6nle,

2. Hareket hizin1 ve yonini komsular ile eslestirmek veya hizalama (alignment):
yerel slirlide komsularin ortalama rotasi yoniinde kal,

3. Komgulara yakin kalmak veya uyusma (cohesion): yerel siirlide komsularin

konumlarinin ortalamasi yoniinde hareket et.

Reynolds’un kurallar1 biyolojik sistemlerde siirii hareketini yansitmak icin yeterli
bir model olusturmaya imkan vermektedir. Ayrica, bu kurallar miihendislik sistemlerinde
kontrol tasarimu i¢in kullanilmaktadir. Strti toplanma (swarm flocking) [33] ve ara¢ diizen

kontroll [34] bu kurallar1 kullanan ¢alismalardandir.

(@) (b)
Sekil 1.8. Basit Boids’da uygulanan kurallar, (a) ayirma, (b) hizalama, (c) uyusma [32].

1.3. Diizen KontrolUu

Cok etmenli sistemlerdeki temel problemlerden bazilart asagidaki sekilde
siralanabilmektedir: konsensus (consensus) veya uzlasma, diizen, gorevlendirme, kapsama
(coverage), randevulasma, toplanma, dagitik tahminleme, vb. Diizen kontroll ¢cok populer

bir aragtirma konusudur ve bu alandaki bulgular diger problemlerin ¢ozimu igin katki
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saglamaktadir. Sekil 1.9°da dikey ¢izgi, yatay ¢izgi, liggen ve kdsegen ¢izgi gibi bazi temel

diizen sekilleri gosterilmistir.

- - -
Eo I Y B - ELS =
N o h O ) "=

O =5 w

~ 7 I:U]

(T

(a) (b) (c) (d)

Sekil 1.9. Dort mobil robot i¢in farkl diizen sekilleri, (a) dikey ¢izgi, (b) yatay ¢izgi,
(c) tiggen sekli, ve (d) kosegen ¢izgi diizen.

Dlzen kontrol problemlerinin eger etmenlerin mutlak konumlar1 bir merkezi
kontrol noktas1 vasitasiyla (6rnegin GPS sistemi kullanimiyla) elde edilebilir ise, ¢bzimleri
oldukga kolaydir. Ancak, ¢ogu zaman sistem i¢in bdyle bir imkan sunulmamakta veya bu
imkanlarin kullanimi uygun sonuglar dogurmamaktadir. Ornegin, GPS’in baz1 calisma
ortamlarinda kisith duyarliligi vardir. Bu nedenle diizen kontrol problemi igin yerel
bilgilere dayali dagitik kontrol kurallarinin tasarimi biiyiilk 6nem tasimaktadir. Bir bagka
ifadeyle, her etmenin sensor veya haberlesme agi yoluyla sadece yerel bilgilere ulagabildigi

varsayimiyla uygun (gegerli) kontrol yasasinin elde edimesi arzu edilmektedir.

Bir ¢cok etmenli sistemde bireyler gevreleri ile haberlesme kanallar1 yoluyla bilgi
paylasimi yapabilmektedir. Ancak, bilgiyi iletmek ve almak enerji igeren bir islemdir. Bu
nedenle bireylerin sadece simirli bir haberlesme mesafesi igerisinde dogrudan bilgi
aligverisi yapma imkanlar1 bulunmaktadir. Bilgi aligverisinde ise, bilgi araci diigiimler
yoluyla ag igerisinde yayilabilmektedir. Diger bir haberlesme kisit1 bant genisligine uyma
zorunlugudur. Eger bireylerin biiyiik bir kismi eszamanli olarak buyik miktarda veri
yayimlarsa, haberlesme kanali ¢okebilmektedir. Dolayisiyla, biiyiik aglarda bilgi aligveris

islemi bant genigligi g6z d6niinde bulundurularak yapilmaktadir.
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1.3.1. Bilgi Ag1

Cok etmenli bir sistemde dogrudan haberlesme disinda bireyler ayrica sensorler
yoluyla diger bireyler ve ortam hakkinda bilgi elde edebilmektedir. Her sensoriin kendine
6zgll mesafe ve algilama smir1 olmaktadir. Ornegin, gorsel sensorlerin ve tek 1s1nl1 mesafe
sensoriinin kendilerine 6zgu geometrik smirlar1 vardir. Bu geometrik kisitlamalar,
bireylerin bilgi aligveris ag1 ve biitiin sistemin etkilesimi iizerindeki etkisi graf teorisi ile
yorumlanabilmektedir. Genel olarak, her c¢ok etmenli sistem bir graf (zerinde
gosterilebilmektedir. Bu durumda, graftaki her diigiim bir etmene karsilik gelmekte ve bu
diiglimlerin arasindaki baglantilar da (yani graftaki kenarlar) etmenler arasindaki
haberlesmeyi gostermektedir. iki diigiim bir kenarla iliskilendiriliyor ise bu diigiimlere
komsu diigimler denir. Ayrica, bu kenar bu iki diigiimle bitisiktir denir. Graftaki her kenar
bitisik diiglimlerin tek tarafli veya ¢ift tarafli olarak birbirlerini algilama mesafesi iginde
olduklarin1 gostermektedir. Ornegin, Sekil 1.10.(a)’da ¢ok etmenli bir sistemin etkilesim
geometrisi yoneltmez (omni directional) mesafe sensorleri ile tanimlanmistir. Sekil
1.10.(b)’de bu sistemin etkilesim ag modelinin graf gosterimi verilmistir. Burada diigiimler

etmenleri ve kenarlar etmenler arasi etkilesimleri gostermektedir.

°
X1
°
® X2
[} X3
X
4 °
X5 e
X6
°
X7 °
[ J , ) vV
X8 X6 X10 Vg ° V10
(@) (b)

Sekil 1.10. (a) Bireyleri yoneltmez mesafe sensorleriyle donatilmis bir ¢ok etmenli sistem,

(b) bu sistemin etkilesim ag modelinin graf gosterimi.
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1.3.2. Dagitik Kontrol

Grafa dayali kontrolde her etmenin kontrol yasasmin graf topolojisindeki sadece
yakin komsularindan gelen bilgilere dayali olmasi anlaminda dagitik olmasi arzu
edilmektedir. Dagitik olmayan kontrol yaklasiminin aksine, dagitik kontrol yapilarinda bir
birey tiim bilesenlere iliskin evrensel bilgiye sahip degildir. Dagitik yerel karar ve kontrol
algoritmalar1 hesaplama kolayligi ve esnekliginden dolayi tercih edilmektedir. Bu tez
calismasinda, graf teorisi ve Laplasyen matrisinin ézelliklerini kullanilarak bir cok etmenli
sisteminin her bireyine 6zel ve sadece komsulardan gelen yerel bilgilere dayali yeni bir
karesel maliyet fonksiyonu (basarim 6lgiitii) ortaya konulmustur. Boylece, tezde ele alinan

diizen kontroli problemi igin bir dagitik kontrol yasasinin elde edilmesi s6z konusudur.

Graf iizerindeki sistemlerde iki diigiim arasindaki bilgi akisinin saglanmasi bir
kenarla yorumlanabilmektedir. Bu akis tek yonlii veya ¢ift yonlu olabilmektedir. Ornegin,
eger etmen i birey j’yi algiliyabiliyorsa ama farkli sensor kullanimi nedeniyle birey j birey
i’yi algiliyamiyorsa, bilgi akisi tek yonlii olmaktadir. Bu durum igin graf gésterimindeki
kenarin yalnizca i ve j diigiimlerine bagli olmasi ve bu kenarin yonii j’den Oteye ve i
diigtimiine dogru olmaktadir. Statik aglarda kenarlarin durumu zamanda degismez. Bu tir

aglarin analizi dogrusal zamanda degismez sistem teorisi ile yapilir.

Ug etmenden olusan ag bagiml bir sistem varsayalim (Sekil 1.11). Bu sistemde

bireylerin bagil hizlarin1 asagidaki komuta zinciri ile:

1. Birinci etmenin hizini ikinci ve tigiincii etmenlerin konumuna gore,
2. Ikinci etmenin hizim birinci etmenin konumuna gore,

3. Uglincii etmenin hizmi ikinci etmenin konumuna gore,

duzenledigini varsayalim. Bu sistemin dinamiklerini su sekilde ifade edebiliriz,
x1(6) = (x3(0) — x:(0) + (x2(6) — x,(1)) (1.1)
x5 (8) = x2(t) — x,(6) (1.2)

x3(t) = x3(t) — x2(0) (1.3)
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Burada x; 3,x; 3 € R? sirasiyla bireylerin konum ve hiz vektriinii iki-boyutlu koordinat
uzayinda gostermektedir. Yukaridaki komuta zinciri uzlasma protokoli olarak da

bilinmektedir.

X1 1
[ ) X2
° 2
°
X3
3
(a) (b)

Sekil 1.11. (a) Bireyleri farkli ¢ap araligina sahip ve yoneltmez mesafe sensorleriyle
donatilmis bir ¢ok etmenli sistem, (b) bu sistemin yonlu graf ile
gosterilmis komuta zinciri.

Uzlasma protokoll bilgi alisverisi linkleriyle birbirine baglanmis bireylerin bir
konum degeri iizerinde evrensel anlagmaya varmalarini saglamaktadir. Bu bireylerin
hepsinin ayni dinamiklere sahip olduklarini ve tek integrator (single integrator) modelini
kullandiklarin1 varsayalim. Birey i’nin (i = 1,...,m) konum ve hiz vektorii sirasiyla
x;, X; € R™ olsun. Boylece uzlasma protokolii her birey igin asagidaki sekilde ifade
edilebilmektedir [35].

K© = ) (50 - 1) (1.4)

JEN;

Burada, N;, i’inci bireyin komsularindan olusan bir kiimedir.

Randevu probleminde bir grup mobil etmen tek bir mekanda goriismektedir [35].
Bu mekan onceden bilinmemekte ve etmenler birbirlerinin evrensel konum bilgilerine

sahip olamamaktadir.
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1.3.3. Dizen Kontrolii Tanim

[ ve j’nin iki bitisik etmen olduklarini varsayalm. d;; € R™ bu etmenlerin

arasindaki istenilen mesafe vektoriinu gostersin. Eger diizen topolojisini temsil eden bilgi

grafi statik ise, o zaman diizenin gerceklesmesi i¢in

x;(t) —x;(t) > dy, t—oo (1.5)

olmalidir. Burada x; € R", etmen i’nin konum vektérinu n-boyutlu koordinat uzayinda
gOstermekte ve — yakinsama anlamina gelmektedir. Eger etmenler arasindaki istenilen
mesafe bir sayisal deger ise, yani d;; € R ve d;; > 0 ise bu durumda d;; sayilar kiimesinin

bir elverisli dlzeni temsil etmesi gerekmektedir. Elverigli kosulu, dlzenin

hareketlerin incelenmesidir. Bu konu bu ¢alismanin kapsami disindadir.

1.3.4. Etmen Dinamikleri

Bir cok etmenli sisteminin (gergek) davranisi, arabaglanti ag yapist ve bireylerin
dogrusal olmayan dinamiklerine bagl olmaktadir. Bilgi iletme ve alma yetenegiyle tanimli
bireylerin (diferansiyel denklemler ile ifade edilen) dinamikleri sistemin analizi igin buytk
Oonem ifade etmektedir. Dulzen kontroliinde etmenlerin bagil konumlarmin kontrolii
diizenin teskil edilmesi i¢in gereklidir. Bu da, dizen kontrollinin tasarimi asamasinda
etmenlerin hareket modeline (yani dinamiklerine) baghdir. Teorik ¢alismalarda genellikle
bireyler icin gergek mekanik dinamik model yerine basitlestirilmis dinamik model
kullanilmaktadir. Tek ve cift integrator (double integrator) modelleri, dogrusal zamanda
degismez modelleri ve tek tekerlekli tasit basitlestirilmis dinamik modellerindendir. Bu
modellerin hi¢ biri dogrudan gercek bir ¢ok etmenli sistemine uygulanamaz. Bunun
nedeni, surtcu-dizeyi (yani kuvvet ve bikme) girdilerini dngorilemezligindendir. Bu
modeller sadece i¢ diizey kontrol déngiilerde gdmiilenirler. i¢ diizey kontrol dongiilerde

aracin gercek dinamikleri gérmezden gelinmektedir.
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Bir ¢ok etmenli sistemin kontroliinde, ¢cogu zaman etmenlerin konum bilgileri
6nemli olmaktadir. Bu tir sistemlere tek integrator sistemler denir. Her zaman konum degil
bazen iiyelerin hiz bilgileri de énemli olmaktadir. Bu tlr sistemlere cift integratér denir.
Hizlanmanin insan saghg iizerinde fizyolojik etkileri olmaktadir. Insan viicudu herhangi
biylkllkte bir sabit hiza dayanabiliyor olsa da (ister saatte 20 km olsun ister saatte 20
milyar km), yalnizca bu seyahat orani yavas bir sekilde degistirebililir. Federal Havacilik
Idaresi Baskanhigi’na (Federal Aviation Administration) gore hizlanmanmn etkileri
degisimin oranina bagli olarak goézlerdeki kanin azalmasindan kaynaklanan gdrmenin
grilesmesi, gormenin tamamen kaybolmasi ve biling kayb1 seklindedir [37]. GOrme ile
ilgili durumlar 1518a duyarl retina hiicrelerine oksijen beslemesi ciddi oranda azaldigindan
ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, beyindeki kan akisi belli bir seviyeye diistiigiinde, pilot
bilincini yitirir. insan viicudu, siiresi oldukca kisa oldugu siirece (0,2 saniye veya alti) zarar

gbrmeden nispeten yiiksek buyiklikte bir darbe ivmesini kabul edebilmektedir.

1.3.5. Yoriinge Planlamasi

Dizenin kurulmas: ve korunmasi icin grup toplu harcket halinde olmalidir.
Ayrintili olarak, duzenin kontrol yaklagimindan 6nce toplu hareket plani tiiretilmelidir.
Dizenin toplu hareketi her mobil etmenin (aracin) istenilen hareketine ¢evrilmektedir [38].
Her etmen bireysel hareket planini izlemek zorundadir. Bireysel hareket planlama g
adimda gergeklestirilmektedir. Birincisi, yol planlama, ikincisi, yoriinge planlama ve
Ucunclsu etmen kontrolldir. Yol planlamasi igin, etmenin baslangi¢ konumu ve igerisinde
bulundugu ¢alisma alaninin bilgilerine erisilir ve su anki konumundan hedef noktaya dogru
bir egri olusturulur. Olusturulan egri(ler)den etmenin kinematik ve dinamiklerine bagh
olan yorungeleri Uretmek icin yoriinge planlamasi yapilmaktadir. Yoringeler en son

denetleyici tarafindan uygulanmaktadir.

Noktadan noktaya hareket eden mobil etmenler icin yoringe planlamasi yaparken
yuksek dereceli polinomlar tercih edilmektedir. Piiriizsiiz ve siirekli yoriingelere ulasmak
icin, ylksek dereceli polinomlar kullanilmaktadir. [39]’da noktadan noktaya hareket eden
bir mobil etmenin yoriinge planlamasi igin iki katsayili yiiksek dereceli polinomlar

onerilmistir. Analitik yontem ile katsayilarin optimal degerleri belirlenmistir.
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1.4. Diizen Kontroli ile Tlgili Literatiir Arastirmasi

Dizen kontrolii ¢alismalarinin baslangict 1990’lerdedir. Bu arastirma alant ¢ok
hizli biiyiidii ve ¢ok sayida arastirma igermektedir. Bir ¢ok etmenli sistemin diizen

kontrollini yapmak i¢in asagidaki hususlar dikatte alinmalidir:

1. Etmen modelleri; sistemin davranisini tanimlar,

2. Duzen kontroll stratejisi; bir istenilen diizeni olusturmak ve korumak igin
etmen takiminin nasil kontrol edilmesini tanimlar,

3. Etmenlerin algilayict yetenekleri (sensor donanimlari); ve

4. Etkilesim topolojisi (bilgi ag1).

Yukaridaki hususlarin farkli durumlari dikkate alinarak gesitli diizen kontroll problemleri
literatiirde incelenmistir. Cok-robotlu sistemlerin duzen kontroline yonelik literatir
incelemeleri [40-48]’de, dort pervaneli robot helicopterler (quadrotor) ile ilgili [49] da,
uydular ile ilgili [50]’de ve 6zerk kara araglari ile ilgili [51]’de bulunmaktadir.

[48]’de diizen kontroliiniin literatiir ¢alismalari konum, yerdegisim ve mesafe
tabanli olarak siniflandirilmistir. Bu siniflandirma algilanan ve kontrol edilen degiskenlerin
tirlerine dayanmaktadir. Konum-tabanli kontrolde etmenler evrensel koordinat sistemine
gore kendi konumlarini algilamaktadir. Etmenler bu koordinat sistemine gore ongorilen
istenilen konumlarda istenilen diizeni teskil etmek i¢in kendi konumlarimi etkin olarak
kontrol etmektedir. [52]’de ¢ift integratorlii dinamikleri ile modellenmis etmenler icin bir
konum-tabanli kontrol semasi Onerilmistir. Bu modelde etmenlerin birbiriyle etkilesime
girmesi gerekmektedir. Konum-tabanli kontrol sinifinda; [53] ve [54]’te holonom olmayan
etmenler; [55]’te tek-tekerlekli bisiklet (unicycle) tipi kinematik modeliyle modellenen
robotlar; geribeslemeli diizenlesim [56]’da; tek-tekerlekli bisiklet tiirii robotlarin
geribeslemeli diizenlesimi [57]°de; iki-tekerlekli siiriilen mobil robotlarin geribeslemeli
diizenlesimi [58]’de; ve [59-60]’da genel dogrusal dinamikleriyle modellenmis etmenlerin

konum-tabanli kontrolii incelenmistir.

Yerdegisim-tabanli kontrolde her etmen komsu etmenlerin yerdegisimine gore,
istenilen duizenin elde edilmesi igin, kendi yerdegisimini etkin olarak kontrol etmektedir.
Her etmen komgularmin evrensel koordinat sisteminde goreli konumlarini

algilayabilmektedir. Istenilen diizen evrensel koordinat sistemindeki yerdegisimeler



20

seklinde belirlenmektedir. Bu da, etmenlerin evrensel koordinat sisteminin yoninu
bilmelerinin gerektigini ima etmektedir. Fakat, etmenler igin evrensel koordinat sistemi ve
bu koordinat sistemine gore kendi konumlari hakkinda bilgi gerektirmemektedir.
Yerdegisim-tabanli kontrol sinifinda; [61] ve [62]’de sirasyila yonsiiz ve yonlii etkilesim
graf olan durumlar; [63] ve [64]’te aryrik-zaman etmen modeli; sirekli-zaman etmen
modeli [65]’te; kesirli-mertebe (fractional-order) tek integratorli sistemler [66] da;
baglanirlik koruma tek integratorlii sistemlerde [67]de; ayrik-zaman tek integratorli
sistemlerde basarisizliga kars1 giirbiizliik [68]’de; ¢ift integratorll sistemler [52]’de; kesik
kesik etkilesimi olan genel dogrusal etmenler [69]’da; ve tek-tekerlekli bisiklet [70-72] de

incelenmistir.

Mesafe-tabanli kontrolde etmenler aras1 mesafeler istenilen dizenin elde edilmesi
icin etkin olarak kontrol edilmektedir. Her etmen kendi yerel koordinat sistemlerinde
komsularinin bagil konumlarmi algilayabilmektedir. Yerel koordinat sistemlerinin

yonelimleri ille de birbiriyle uyumlu olmamaktadir. Mesafe-tabanli kontrol sinifinda; tek

......
......

takipci dizen [81]’de; liderin bagil hizin1 tahmin ederek lider-takipgi diizen [82]’de; (-
boyutlu dort robotlu eskenarli diizen [83]’te; n-boyutlu mesafe-tabanli yonsiiz diizen

[84]’te incelenmistir.

Bagka bir acidan diizen kontroliinde yaklasimlar {ic temel strateji altinda
siiflandirilmistir. Bu stratejiler davranis-tabanli, sanal yapi ve lider-takipgi yaklasimlaridir
[30]. Bu bélimde bu (¢ temel stratejiye ek olarak lidersiz, konsensiis-tabanli, optimal

kontrol ve diferansiyel oyun yaklagimlari ile ilgili literatiir incelenmistir.

1.4.1. Davrams-tabanh Yaklasim

Dogadaki gruplasma ve okullagsma (schooling) davraniglar1 grupta kalma arzusunun
ve ayni anda grubun diger tiyelerinden belirli mesafenin korunmasinin kombinasyonudur.
Bu davramig bigimi ¢ok etmenli sistemlerde davranig-tabanli yaklagiminin temelini
olusturmustur [34]. Davranisa dayali sistemlerde ayni anda birden fazla hedefe yonelik

davranig biitiinlestirebilmektedir. Bu teknigi kullanan sistemler ara yol noktalarina dogru
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hareket edebilmekte, engellerden kagmabilmekte ve ayn1 anda diizene devam

edebilmektedir. Diizenin siirdiiriilmesi iki agsamada gergeklestirilmelidir:

1. Duzen-pozisyonu-algilama; algisal bir siirecde ¢laigma ortamindaki verilere
dayanarak etmenin diizendeki dogru konumu belirlenir.
2. Motor duzeyinde duzen-siirdiiriilme islemi; etmeni dogru yere yonlendirmek

icin motor komutlari tiretilir.

Her etmen diger etmenlerin konumlarina bagil olarak, diizendeki uygun konumunu

hesaplar. Diizende konum belirlemek igin ii¢ teknik verilmistir [34]:

1. Birim-merkez referansli: her etmen tarafindan diizene katilan tiim etmenlerin x
ve y pozisyonlarmin ortalamasi alinarak bir birim-merkez hesaplanir. Her
etmen diizendeki konumunu o merkeze gore belirler.

2. Lider referansli: her etmen lider etmene gore diizendeki konumunu belirler.
Lider diizeni siirdirmeye ¢alismaz; diger etmenler diizenin sirdirtlmesinden
sorumlular.

3. Komsu referansli: her etmen bir baska etmene gbre 6nceden belirlenmis bir

mesafeyi korur.

Bu diizen iligkileri Sekil 1.12°de gosterilmistir. Oklar diizen konumlarinin nasil

belirlendigini gostermektedir. Her ok bir etmenden ilgili referansa isaret etmektedir.

4/\'/\2 4/ \2 4/3—>1\2

(@) (b) (©
Sekil 1.12. Diizende konum belirlemenin ¢esitli teknikleri: (a) birim-merkez, (b) lider, (c)
komsu [34].

Hedef noktasina hareket ederken her etmen amaca-dogru-hareket-et, statik-
engelden-kagin, etmenden-kagin ve diizeni-siirdiir komutlarint uygulamaktadir. Bu

komutlar engellerden kaginma, diger etmenlerle ¢arpismama ve diizende kalmay1 saglayan
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genel davranis bigimlerini uygulamaktadir. Bu temel davraniglar etmenler arasi etkilesimin
agirlikli toplami seklinde kullanilmasiyla karmasik hareket desenleri iiretilebilmektedir
(Sekil 1.13).

Engellerden
kacinma
/ davranigi
Diizeni
- koruma
Motor Davranis A davranisi
kontrolii koordinatorii

> Hedef
aray1st

davranisi

Sekil 1.13. Davranig-tabanli yaklagim [85].

Davranig-tabanli yaklagim dagitik cok etmenli sistemler i¢in uygun olmaktadir. Bu
yaklasimda her etmen iyi derecede Ozerktir. Ancak, etmen sdrdleri icin grup
davraniglarinin agik tanimi olmamaktadir. Davranis-tabanli semalarin avantaj1 diizende geri
bildirimin olmasidir. Bu geri bildirim komsu etmenlerin bagil konumlarina bagli olan
eylemlerin agirliklart seklinde tiimlenmektedir. Davranig-tabanli yaklasimlar, dinamik
ortamlarda yerel duyusal bilgilere dayali ¢alisan ¢cok etmenli sistemlerin yonlendirilmesi

icin uygundur.

Davranig-tabanli  navigasyon yontemi sirld robot sistemlerinde [86]’da
uygulanmistir. Cesitli davranislar iki tipik diizen kontrolii problemi i¢in tanimlanmis ve
incelenmistir. Bu problemler baslangic diizeni olusturmak ve engellerden kaginarak diizeni
kontrol etmek problemleridir. Bir robot takimi igin engellerden kaginmayi g6z oniinde
bulundurarak merkezi olmayan davranis temelli diizen kontrol algoritmasi [87]de
Onermistir. Algoritma, her robotun komsu robotlar ve engeller arasindaki goreli konum

bilgisini kullanarak, davranig temelli yaklagimla diizen kontroliinii gergeklestirmektedir.
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1.4.2. Sanal Yap1 Yaklasim

Sanal yap1 yaklagimi [88]’de Onerilmistir. Sanal yap1 (yari-) kati geometrik iliskiyi
birbirleriyle bir referans cerceveye gore koruyan etmenler toplulugudur. Baska bir ifadeyle,
sanal yap1 yaklasiminda tim dizen bir rijit cisim olarak gortlmektedir. Her aracin kontrol
kurali sanal yapinin dinamiklerinden tiretilmektedir. Diger bir deyisle, sanal yapinin
hareketi her aracin istenilen hareketine doniismektedir. Sanal yapi yaklagiminin ana
avantaji grubun koordineli davranisinin belirlenmesinin kolay olmasidir. Bu yaklasim,
diizen seklinin sik sik yeniden yapilandirmasi gereken uygulamalar icin uygun

olmamaktadir.

Sanal yap1 davranig-tabanli yaklasim gibi bir tepkisel kontrol yontemidir. Bu sinifa
ait kontrol yaklagimlarinda etmenler calisma ortamiyla ilgili genel bilgiye sahip olmadan
yalnizca yerel sensOr bilgilerine gore hareket edebilmektedir. [88]’de bir robotun
arizalanmasi durumunda sanal yapmin dagilip dagilmadigi denetlenmistir. Lider-takipci
yaklasiminda gruptan ayrilan birey geride kalarak takimdan kopmaktadir. Sanal yapi
uygulamasinda robotlardan birisinin arizalanmasi durumunda sanal yap1 bir biitiin olarak
kendisini belirtilen hedefin yoninde dondurmistiir. Fakat hedef konuma dogru hareket
edememektedir. Lider-takip¢i diizende lider basarisiz (arizali) robotu geride birakarak

harekete devam etmektedir.

Sanal yap1 davranisi asagidaki algoritma ile simiile edilebilmektedir [88] (Sekil
1.14).

1. Sanal yapayi etmenlerin sii anki konumlarina gére olustur.

2. Sanal yapay1 Ax ve A6 kadar hareket ettir.

3. Sanal yapay: istenilen noktaya tasimak igin bireysel etmenlerin yorungelerini
hesapla.

4. Hesaplanan yoringeleri uygulamak igin tekerlek hizlarini ayarla.

5. Admm 1’e git.
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Sekil 1.14. Sanal yap1 kontrol algoritmasindaki adimlar [88].

Bu yaklagimin basarili olmasi igin etmenler arasi iletisim bantin genisligi
gerekmektedir [89]. Eger etmenden sanal yapiya diizen geri bildirimi yoksa, sanal yap1 ¢ok
hizli hareket ettiginde bireyler i¢in duzeni izlemeleri sikintili olmaktadir. Bu durumda
etmenlerin diuzende kalabilmeleri igin biitiin sistemin hizim1 yavaglatmak gerekmektedir.
Etmenden sanal yapiya diizen geri bildirimi [90]’da incelenmistir. [91]’de esnek sanal

yapiya dayanan diizen kontrol semalar1 sunmustur.

Kati geometrik sanal yapi tizerine kurulan diizen kontrol semalarinin tersine, esnek
sanal yapi iizerine olan diizen semasi diizenin sarsintisiz sekilde donmesini saglamaktadir.
[92]’de Lyapunov teknigi ve sanal yapiya gomiilii graf teorisi kombinasyonu iizerine bir
model Onerilmistir. Sanal yapiya dayali diizen kontroliin yiiksek iletisim kalitesi
gereksinim problemini ¢6zmek icin [93]’te davranisa-dayali diizen kontrol ydntemi
tasarlanmistir. Bu davranisa-dayali yontem, kablosuz veri giincelleme gereksinimini azaltir
ve etmenlerin engellerden kaginma yetenegini artirir. [94]’te birden fazla insansiz su alti
aracinin diizen yolu izleme kontrolii ele alinmis ve sanal yapi ile lider-takipgi

kombinasyonuna dayanan bir diizen kontrolii yontemi 6nerilmistir.

1.4.3. Lider-takip¢i Yaklasim

Lider-takip¢i yaklasiminda lider olarak tanimlanan etmen(ler) belirlenmis
yorungede hareket ederken diger etmenler (takipgiler) lider(ler)e gore arzu edilen durusu
(mesafe ve yonelimi) olusturmaktadir [95]. Lider-takipgi kurulumu Sekil 1.15°te kutupsal

koordinat sisteminde gosterilmistir. Bu modelde (x, y) her robotun konumunu gdstermekte
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ve 6 robotun evrensel koordinat sistemi < W >’ye gére yonlendirmesini tanimlamaktadir.
Lider <L >’in diizenlesim vektorii [x; ¥y, 6.]7 ve takipci < F >’in diizenlesim
vektorli [xz ¥r 6p]" olmaktadir. Liderin ve takipginin kontrol girisleri sirasiyla
dogrusal [V @r]T ve agisal [Vr @r]T hizlardir. Bu modelde p, liderin merkezinden
takipcinin d mesafesindeki P isaretine olan mesafedir. Degisken 1, liderin y-ekseninden

isaret P’ye bakig-a¢isidir, S ise robotlarin bagil yonelimidir, yani, § = 6; — 0.

(W)

Sekil 1.15. Kutupsal koordinatlar gostergesinde lider-takipgi
kurulumu [96].

Lider-takipgi yaklagimi basittir. Fakat, lider(ler)den takipcilere geri bildirimler
verilmediyse diizen ayrisabilmektedir. Ayrica, bu yaklagim zayif belirsizlik sondiiriime
Ozelligine katlanmaktadir. [97]°de Onerilen lider-takipci kontroliinde bir takipgi liderin
konumuna ve bir referans yoriingeyi, liderin hizina ve dinamiklerine ihtiya¢ duymadan
izlemektedir. Bu yontem zayif iletigimi ve diisiik bant genisligi olan ortamlarda (6rnegin

sualt1 ortami1 ve deniz robotlarinda) tercih edilmektedir.

Iletisimsiz mobil robotlarin lider-takipgisi diizen kontrolii [98]°de incelenmistir. Bu
caligmada, doner kafa-kontrollii kamera takip¢i tarafindan liderleri gozlemlemek igin
kullanilan tek sensordiir. Robotlar arasi mesafe tahminini gerektirmeyen yeni bir gérme
tabanl diizen yapis1 Onerilmistir. Diizen denetleyicisi i¢in kamera siirekli olarak gorsel
Olgtimler saglamaktadir. [99]’da hiz sinirlamalarina tabi olan lider-takipgi diizen kontroll

problemi ele alinmistir. Sistemin iletisim topolojisi yonlii graf ile modellenmistir.
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Tasarlanan kontrol kural1 her takip¢inin denetleyicisinin sadece kendi ve komsu araglarinin

bilgilerini kullanmas1 anlaminda dagitiktir.

1.4.4 Lidersiz Yaklasim

Lider-takipgi yaklasiminin anlasilmasi ve uygulanmasi kolayligi yanisira bazi
sinirlamalar1 olmaktadir. Ornegin, lider diizenin tek basarisizlik noktas1 olabilmektedir.
Takipgiden liderine agik geri bildirim olmamaktadir. Bu da, lider bozulumlarla etkilenirse,
duizenin strdurilemez olmasi anlamina gelmektedir. Bu nedenlerle lidersiz diizen kontroli
yaklagimi ilgi ¢ekmektedir. [100]’deki Onerilen konsensus-tabanli yaklasimda takimda agik
bir lider yoktur. Bu yaklasimda sadece komsularin bilgileri kullanilmaktadir. Sonu¢ olarak,
Onerilen yaklagim diizen icin tek basarisizlik noktasinin iistesinden gelmekte ve komsu
etmenler arasinda bilgi aligverisi yoluyla agik sekilde geri bildirim uygulamaktadir.
[101]’de kayan kipli (sliding mode) kontrol kavrami kullanilarak bir etmen grubunun
belirli bir diizen seklini siirdiirebilmesi igin lidersiz denetleyici onerilmistir. Lidersiz diizen

kontrolu ile ilgili son bulgular [102-105]’te sunulmustur.

1.4.5. Konsensus-tabanh Yaklasim

Konsensiis algoritmalart ag bagimli bir sistemin tlm bireylerinin bilgi durumlarini
ortak bir degere yaklastirmak icin, deger/durum giincelleme yasalar1 tasarlamayi
amagclamaktadir. Diizen kontrolii problemlerinde konsensiis algoritmalar: kullanilmaktadir.
Bilgi durumlarinin uygun sekilde secgilmesiyle diizen gergeklestirilebilmektedir. Konsensus
algoritmas1 ¢ift integratorlii sistemlerin diizen kontrolii igin [106]’da kullanilmustir.
Konsensiis temelli stratejiler merkezi liderligin yoklugunda ve bilgi akisinin tek yonli
oldugu durumlar i¢in diizenin dogru sekilde elde edilmesini garanti edebilmektedir.
Mevcut lider-takipgi, davranig-tabanli ve sanal yapi/sanal lider diizen kontrolii
yaklagimlarin genel konsensiis olusturma cercevesinde birlestirilebilecegi gosterilmistir.
[107]°de konsensiis temelli bir yaklasim kullanilarak dagitik diizen kontrolii problemi ele
alimmistir. Bir doniisiim yoluyla dizen kontroli problemi durum konsensiis problemine
doniistirilmistir. [108]’de garpismadan kagimmma yetenegine sahip konsensis tabanli

isbirlik¢i diizen kontrolii stratejisi onermistir. Etmenlere konsensiis tabanli bir algoritma ve
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lider-takip¢i yapisi uygulanmaktadir. Carpismadan-kaginma stratejisi, yapay potansiyel
yaklasima dayanmaktadir. Etmenler arasindaki ¢arpigsmalarin 6nlenme kosullari agirlikli

graflarin 6zelliklerinden yararlanilarak [109]’da elde edilmistir.

1.4.6. Optimal Kontrol Yaklasimi

Optimal kontrol teorisi c¢ercevesinde duzen kontroll, yoringe izleme ve
engelden/garpismadan kaginma birlestirilerek tek bir kontrol problemi seklinde [110]’da
modellenmistir. Karesel olmayan bir maliyet fonksiyonu ters optimal kontrol yaklasimiyla
diizenlenmistir. Bu maliyet fonksiyonu analitik, dagittk ve optimal diizen kontrolii
yasasinin elde edilmesine imkan saglamaktadir. Optimal diizen kontrolii yasasi1 Laplasyen
matrisinin dogrusal fonksiyonu olarak elde edilmistir. Bu nedenle bu yasa iletisim
topolojisinde sadece komsulara dayanan yerel bilgileri igermektedir. Etmenler arasinda
yakin komsu etkilesimleri olan sistemin tek-boyutlu diizen kontroll [111]’de ele alinmustir.
Yakin komsular arasindaki yerel bilgi aligverisinin (yani etmenlerin bagil konumlarinin)
tizerine bir optimal kontrol problemi formiile edilmistir. [112]’de ¢ok etmenli sistemlerin
isbirlik¢i uyarlanir optimal kontrol problemi lider-takipg¢i yapist ve degisken ag topolojisi
altinda incelenmistir. Takipgilerin dinamikleri bilinmemekte ve lider, belirsiz eksosistem
(perturbed exosystem) ile modellenmistir. Uyarlamali dinamik programlama ve i¢ model
prensibi birlesimiyle yaklasik optimal kontrol yasasi, gercek zamanda giris-durumu verileri

kullanilarak, yenilemeli olarak 6grenilmektedir.

1.4.7. Diferansiyel Oyun Yaklasimi

Cift integratorli dinamikleriyle modellenen mobil etmenlerin diizen kontroli
problemi isbirlik¢i olmayan diferansiyel oyun seklinde [30]’da formiile edilmils ve
uzaklasan ufuk Nash dengesi incelenmistir. Bu formiilasyon sii iki gergegeye
dayanmaktadir; (i) ¢ift integratorlii etmenler kontrol edilebilir dogrusal sistem olarak ifede
edilebilmete, ve (ii) dizen kontrolinin maliyet fonksiyonlar1 graf teorisi kullanilarak
karesel matris bigimine doniisebilmektedir. Sonug olarak, ¢ift integratorli dinamiklerine
sahip olan mobil etmenlerin diizen kontroll dogrusal-kareli Nash diferansiyel oyun olarak

modellenebilmektedir. Ama¢ kendini-zorlayan (self-enforcing) Nash dengesinin duzen
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kontrolii stratejisi olarak kullanilmasidir. Kendini-zorlayan kavrami higbir oyuncunun
Nash dengesinden sapmaya tesebbiiste bulunmadigina isaret etmektedir. Aksi durumda,
oyuncu tek tarafli sapma ile kazanamamaktadir. Dlzeni kurma ve koruma sirecinde
etmenler bu mekanizmay1 diger takim tiyeleriyle etkilesim stratejilerini olusturmak igin
kullanmaktadirlar. Analitik izlenebilirligi nedeniyle ag¢ik dongii Nash dengesi duzen
kontrolu igin uygun bir secimdir.

Bu alanda sadece birka¢ arastirma ¢alismasi yapilmistir. [113]’te diizen kontroli
probleminin 6zel bir durumu olan konsensiis sorunu igbirlikli diferansiyel oyun olarak
formiile edilmis ve Pareto-verimli ¢6ziimler arasinda Nash pazarlik ¢oziimii dogrusal
matris esitsizligi yaklastmi kullamlarak bulunmustur. [114]°te bir grup IHA icin
diferansiyel oyun teorisi kullanlarak dagitik diizen kontrolii yasas1 dnerilmistir. IHAlar
yonlii bir grafa gore bilgilerini degistirebildikleri varsayilmistir. Oyunda her IHA kendi
kontrol ¢abasimi en aza indirirken, ayni anda ugbirim diizen hatalar1 ve ugbirim hiz
farkliliklarmni graf yapisina gore ve diger IHA lara gore en aza indirmeye galigmigtir. Once
klasik Nash dengesi ¢6zimunun bilgi graf kisitlamalarina uygun stratejileri Uretemedigi
gosterilmistir. Bu nedenle tamamen dagitik Nash dengesi denetleyicileri olusturulmustur.

Bu dagitik kontrol yasas1 yaklasiminda ugbirim durumunun tahmini kullanilmastir.

Bir lider ve N takip¢iden olusan bir ekip i¢in diizen olusturma ve siirdiirme
problemi [115]’te incelenmistir. Lider hedefe ulasmaya ¢alisirken takipgiler
carpismalardan kaginarak lideri izlemekteler. Problem dogrusal olmayan diferansiyel oyun
cercevesinde formiile edilmistir. Carpigsmalardan kaginma kisit1  dogrusal-kareli
diferansiyel oyun formilasyonuna imkan vermemektedir. Carpismadan kaginma dikkate
alinmadiginda problem dogrusal-kareli diferansiyel oyuna doniismektedir. Bu problemin
Nash ve Stackelberg denge ¢oziimleri esdeger olmaktadir. Dogrusal olmayan diferansiyel
oyunun analitik yaklasik ¢oziimi olusturulmustur. Bir n- quadrotor ekibin diizen ugusunun
kontrolii diferansiyel oyun yaklagimi ile [116]’da ele alinmistir. Bu quadrotor ekibinin
matematiksel modelinde bozulma durumlart1 da dahil edilmis ve Newton-Euler
formiilasyonu kullanilarak ortaya konulmustur. Diizen ugus plani lider-takip¢i yapisini
kullanmaktadir. Bu yapida tasarlanmis ydriingeyi takip eden bir lider ara¢ vardir. Diger
araclar isaret bozulmalar1 altinda sadece lideri takip etmekle yukumltdurler. Istenen

diizenlesimi elde etmek i¢in bir boyutu indirgenmis olan Riccati denklemi ¢oziilmiistiir.
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1.5. Oyun Teorisi

Oyun teorisi iktisat, siyaset bilimi, psikoloji, mantik, bilgisayar bilimi ve biyoloji
gibi bilim alanlarinda ilgi gormektedir. Oyun teorisi, temelde iki ya da daha fazla sayida
oyuncunun ayni ortamda is birligi yapmalarinin ve ayni anda bu oyuncularin bireysel
amaglarinin saglamasini1 dikkate alarak karar verme durumlarinin matematik yoluyla
incelenmesidir. Bu ama¢ oyuncunun kazancini, verimliligini veya bir kar fonksiyonunu
yukseltmek olabilmektedir. Her oyuncu kendi kararlarmi belli bir amag¢ fonksiyonunun
cikarlarma gore vermektedir. Bu kararlar oyuncunun stratejileri olarak adlandirilir ve
gerceklesmesi miimkiin olabilecek tiim stratejilerin olusturdugu kiimeye ise oyuncunun

gecerli olabilecek stratejiler kiimesi denir.
Oyunlar tipik olarak 3 farkl sekilde siniflandirilabilmektedir [117]:

1. Statik ve dinamik oyunlar
2. Isbirlik¢i ve isbirlik¢i olmayan oyunlar

3. Sifir-toplamli ve sifir-toplamsiz oyunlar

Statik bir oyunda her oyuncu onceden strateji kiimesini olusturmaktadir. iki-
oyunculu statik oyunda her oyuncunun gegerli olabilecek strateji kiimesi sonlu sayi
iceriyorsa ona bir matris oyunu denir. Bu adlandirmanin nedeni, iki-oyunculu oyunlarin
gecerli olabilecek strateji kimelerinin tim olas1 birlesmelerinin  matris formuna

getirilebilmesidir.

Dinamik oyunlarda her oyuncu zamanin (siirekli veya ayrik) fonksiyonu olan bir
strateji profiline veya yorungesine sahiptir. Oyuncularin dinamikleri diferansiyel
denklemler ile ifade edilebiliyorsa, ona diferansiyel oyun denir. Oyuncularin yiikseltmeye
veya diisirmeye calistiklar1 amag¢ fonksiyonuna sirasiyla basarim olgiitii veya maliyet

fonksiyonu denir.

Bir igbirlik¢i olmayan oyunda, her oyuncu bagkalariyla isbirligi igerisine girmeden
sadece kendi amacina odaklanmaktadir. Bu, literatiirde, her oyuncunun graftaki diger
bireylerin degil, yalnizca kendi politikasini géz 6niinde bulundurdugu anlaminda isbirlik¢i
olmayan oyun olarak adlandirilmaktadir. Isbirlik¢i olmayan oyun icin bilinen bir ¢6zim
Nash dengesidir. Nash dengesi hichir oyuncunun tek tarafli sahip oldugu stratejide sapma

yapma niyetinde olmadigi1 durum seklinde yorumlanmaktadir. Bu durumdan saparsa, kendi
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amag fonksiyonunda kayip meydana gelmektedir. Nash dengesi statik oyunda standart
statik optimizasyon teknikleri kullanilarak, dinamik oyunda ise optimal kontrol teorisi
kullanilarak incelenmektedir. Isbirlikci olmayan oyun icin Nash dengesinin varlig1 veya

essizligi her zaman garanti edilememektedir.

Isbirlikci olmayan Nash oyunlarmnda tiim oyuncular ayn1 anda karar almaktalar.
Eger oyuncularin bazis1 Onciiliik yapma amaciyla oncelikli olarak karar alip ve kendi
stratejilerini diger oyunclara bildiriyorlarsa ve geride kalan oyuncular tepkisel haraket

ediyorsa, bu oyunlar Stackelberg olarak oyunu adlandirilir.

Bir isbirlik¢i oyunda, her oyuncunun kendine ait bireysel amaci olmasina ragmen,
oyuncular ortaklasarak kendi amag¢ fonksiyonlarini iyilestirmek igin birbirleriyle isbirligi
yapmaktadir. Bu nedenle, bir isbirlik¢i oyun ¢ok-amagli optimizasyon problemi olarak
tammlanmaktadir. Isbirlik¢i oyunun tipik bir ¢6zimi non-inferior veya Pareto
optimumudur. Non-inferior ¢éziim bir oyuncunun amag¢ fonksiyonunda kayip olmadan
herhangi diger bir oyuncunun amag¢ fonksiyonunda gelistirmenin imkansiz olmasit durum

olarak yorumlanmaktadir.

Bir sifir-toplamli oyunda, tiim oyuncularin amag¢ fonksiyonlarinin toplami sifira
esittir. Dolayisiyla, bazi oyuncularin amag¢ fonksiyonlarinin toplam kazanci diger
oyuncularin amag fonksiyonlarinda toplam kayba esittir. Bu yiizden, oyuncularin ¢ekisen
amagclari vardir. Sifir-toplamli oyunda, Nash dengesi bir eyer noktas: (saddle point) olarak
bilinmektedir. Sifir-toplamsiz oyunda, tiim oyuncularin amag¢ fonksiyonlarinin toplami

sifira esit olmamaktadir.

Cok etmenli sistem dlzeyi problemlerin bir oyun sinifiyla modellenerek uygun (ve
olast optimal) ¢Ozimlerinin arastirilmasi yapilabilmektedir. Genel olarak bir oyunun
mutlak optimum ¢6zimi olmamaktadir. Cesitli kavramlarda ¢6ziimleri vardir. Bir ¢6zim
icin oyunun uygun yapi igerisinde olmasi gerekmektedir. Oyunculara sunulan bilgilere ve
aralarinda isbirlik yapma goniillikklerine bagl olarak uygun ¢ozimler sunulabilmektedir.

Bir oyunun klasik ¢oziimlerinden bazilar1 asagida verilmistir.

1. Pareto optimal: bir oyuncunun refahin1 (payoff) arttirmanin digerinin refahini

azaltmadan miimkiin olmadig1 durumu ifade etmektedir.
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2. Stackelberg dengesi: bilgi asimetrisi ile ilgili bir durumdur. Bir (6ncli) oyuncu
onceden kendi stratejilerini agiklar, diger oyuncular tercihlerini 6ncii oyuncunun
tercihini géz éninde bulundurarak yapar.

3. Nash dengesi: bilgi simetrisi olan durumdur. Oyuncular isbirlik talebinde bulunmaz

ve kendi stratejileri hakkinda bilgi paylasmazlar.

ikiden fazla oyuncunun bulundugu ve her oyuncunun kendi bireysel maliyet
fonksiyonunu en aza indirmek igin ugrastig1 bir oyunu ele alalim. Her oyuncunun durumu
keyfi mertebeden bir diferansiyel denklem ile tanimlanmaktadir. Tiim oyuncularin maliyet
fonksiyonlarmin toplami sifirdan farkli ve ayn1 zamanda sabit degildir. Bu bir diferansiyel
oyunun tanimidir. Diferansiyel oyunlarin arastirilmasi Isaacs tarafindan baslatilmistir
[118]. Genel olarak sifir-toplamli olmayan bir m oyunculu diferansiyel oyunda i’inci (i =

1, ..., m) oyuncu kendi u; kontrol degisken sinyalini

t
Jiw) = gi(x(tf), tr) + fo fCi(x(t),u(t),t)dt (1.6)

bireysel maliyet fonksiyonunu

x(t) = f(x(@®),u(®),t), x(0) = xo 1.7

durum kisitlarina altinda en aza indirmek arzusuyla se¢cmektedir. Burada x, n-boyutlu
durum vektorudiar. Terminal zaman parametresi t, degisken ya da sabit olabilmektedir.

Sabit oldugu duruma sonlu ufuk durumu denir.

Oyunda, hangi nitelikte bir ¢dzimin talep edildiginin belirtilmesi gerekmektedir.
Ornegin, minimax, Nash dengesi, Pareto-optimal gibi ¢6zim nitelikleri 6nceden
belirlenmelidir. Ayrica, oyunun bilgi sunumu durumu tanimlanmalidir. (1.6) ve (1.7) ile
tanimlanan diferansiyel oyunda her oyuncu kendi durum vektorinin sii anki degeriyle
birlikte tim sistem parametrelerini ve maliyet fonksiyonlarmi bildigi, fakat rakip
oyuncularin stratejilerini bilmedigi varsayilmaktadir. Her oyuncunun stratejileri zamanin

ve durum vektorunin fonksiyonu olarak ifade edilebilmektedir.

Pontryagin’nin ilkesinin [119] gelistirilmesiyle diferansiyel oyunlar ve optimal
kontrol teorisi arasinda bir baglantinin oldugu ortaya ¢ikmustir. Aslinda, diferansiyel oyun

problemleri optimal kontrol problemlerinin genellestirilmesi yani birden fazla
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denetleyicinin (oyuncunun) oldugu durumlart temsil etmektedir. Fakat, diferansiyel
oyunlar kavramsal olarak kontrol problemlerinden ¢ok daha karmasiktir. Bu da ¢6zimin
ne oldugunun belirgin olmamasi, Yyani ¢ok sayida farkli ¢6ziim olmasindan

kaynaklanmaktadir.

1.5.1. Nash ve Stackelberg Dengesi

(1.6)-(1.7)’deki oyun i¢in oyuncular arasinda isbirligi kabul edilemez veya en
azindan uygulamasi zor oldugu durumda, dogal olarak bir Nash dengesi 6zelligine sahip
cozimler ilgi cekmektedir. [120]’de bir strateji kimesinde Nash dengesinin gerekli
kosullarin1 elde etmek i¢in iki yontem kullanilmigtir. Bu yontemler deger-fonksiyon ve
varyasyon (variational) yaklasimidir. Bir oyuncu eger diger oyuncularin Nash dengesi
oynadiklarina inantyorsa, o oyuncu da Nash oynamalidir. Fakat eger, rakiplerinin strateji
secimlerinden emin degilse, onlarin en kotii kiimeyi segmelerine karsi, kendi maliyetini en
aza indirmek igin secimini yapmalidir. Iki oyunculu sifir-toplamli oyunda, Nash ¢6zimii
varsa eger, ayrica minimax oldugu bilinmektedir. Ancak bu, hem m > 2 oldugu durumda,

hem de sifir-toplamli olmayan oyunda s6z konusu olmamaktadir.

Denklem (1.6) dogrusal ve maliyet fonksiyonlar1 (1.7) durum vektori (x) ve
kontrollerin (u) kareli fonksiyonlar1 oldugu durumunda bu oyuna dogrusal-kareli
diferansiyel oyunu denir. Optimal kontrol teorisindeki dogrusal-kareli problemlerin

karsilig1 gibi, dogrusal-kareli diferansiyel oyun analitik islenebilmektedir [121].

Iki temel bilgi yapisi, agik dongii ve kapali dongii olarak bilinmektedir. Tum
oyuncular eger biitiin oyun siiresi t € [O, tf]’de sadece baslangig durum vektori x(0)
erisebilir ise, oyunun agik dongii bilgi yapisi vardir. Bagka bir ifadeyle, oyuncular es
zamanl olarak oyunun baginda biitiin oyun sdresi icin kendi stratejilerini belirlemek
zorundalar. Toplam: sifir olmayan oyunlarda Nash ¢oziimiiniin gerekli kosullarini elde
etmek icin, agik dongii ve kapali dongii kontroller arasinda ayrim yapilmalidir. Analitik
islenebilir olmasi nedeniyle, a¢ik dongii kontrol turt popdlerdir. Kapali dongii bilgi yapisi,
oyuncularin Vt aninda durum vektorii x(t)’ye erisebilir olmalar1 durumudur. Kontrol

uygulamalarinda kapali dongii kontrol sik¢a kullanilmaktadir. Fakat kapali dongii
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diferansiyel oyunlarda bilgi yapisinin karigikligi nedeniyle analitik islenebilirlik kolay
degildir.

Nash oyunlarinda, tiim oyuncularin ayni anda kararlarint  verdikleri
varsayilmaktadir. Diger diferansiyel oyun tiiriinde oyuncular kararlarin1 agsamali bir sekilde
vermektedirler. ilk hareket etme hakkina sahip oyuncuya lider, diger oyuncuya ise takipgi
denir. Iki veya daha fazla liderin olmasi durumunda liderler Nash oynarlar ve aynisi

takipciler icin de gecerlidir.

Bir oyuncunun diger oyuncuya egemenligi olan asamali oyun durumlari i¢in ¢dziim
kavrami, 1934 yilinda von Stackelberg tarafindan tanimlanmistir [122]. Liderler,
takipcilerinin optimal stratejilerini dikkate alarak, azami kazang elde ettikleri zaman bir
Stackelberg c¢6zimi elde edilmektedir [123]. Stackelberg diferansiyel oyunlarinin
¢oziimleri agisindan agik dongii ve kapali dongii ¢ozim tirleri olmaktadir. Agik dongii
Stackelberg dengesinde, oyuncular baslangigta (t = 0) butin ufuk siresi icin tim
kararlarin1 almaktalar. Genel olarak acik dongii ¢6ziimlerinin, herhangi bir t >0
zamaninda geriye kalan kararlarin artik optimal olamayacagi anlaminda, zamansal
tutarliliklar1 yoktur. Kapali dongii Stackelberg dengesi su anki durum ve zamanin iglevleri
olarak ifade edilen kararlardan olusmaktadir. Bu c¢oOziimlerin zamansal tutarliliklar:

olmaktadir [124].

1.5.2. Bilgi Yapilari

Diferansiyel oyunlarda onemli bir faktor oyunun bilgi yapisidir. Bir oyunda,
oyuncuya sunulan bilgiler evrensel ise, oyuncu bitin diger oyuncularin bilgilerine
erigsibilmektedir. Eger oyuncunun evrensel bilgilere sadece baslangic asamada erisimi var
ise, oyuncu agik dongii bilgi yapisi altindadir (Sekil 1.16 (2)). Eger oyuncunun evrensel
bilgilerine oyunun her asamasinda erigimi var ise, oyuncu kapali dongii bilgi yapisi
altindadir (Sekil 1.16 (b)). Buyuk oOlcekli ¢cok etmenli sistemlerde her etmen sensér aglari
Uzerinden sadece bireylerin bir alt kiimesinin (yakin komsularinin) bilgilerine
erigebilmektedir. Diger bir ifayle, oyuncu dagitik bilgiye sahiptir. Dagitik a¢ik dongii bilgi
yapisinda oyuncunun erigimi i¢in sadece evrensel bilginin altkiimesi olan dagitik bilgi
vardir (Sekil 1.16 (c)). Dagitik kapali dongii bilgi yapis1 Sekil 1.16 (d)’de gosterilmistir.
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Dagitik acik dongii bilgi yapisi altinda stratejiye dagitik agik dongii stratejisi ve dagitik
kapali1 dongii bilgisi altindaki stratejiye dagitik kapali dongii stratejisi denir.

[ Evrensel Bilgi ]

0 » 1 (zaman)

(a)

[ Evrensel Bilgi ]

0 Ay {(zaman)

(b)

Evrensel Bilgi

Dagitik Bilgi

0 » 1 (zaman)

(©)

Evrensel Bilgi

Dagitik Bilgi

t (zaman)

(d)

Sekil 1.16. (a) Evrensel acik dongii bilgi yapisi, (b) Evrensel kapali dongii bilgi yapisi, (c)
Dagitik acik dongii bilgi yapisi, ve (d) Dagitik kapali dongii bilgi yapist.
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1.6. On Bilgiler

Bu tez ¢alismasinda diizen kontroliniin modellenmesi temel diizeyde graf teorisi ve
isbirlik¢i olmayan dogrusal-kareli diferansiyel oyun teorisi ile yakindan ilgilidir. Bu
nedenle, bu boliimde ¢alismanin gerektirdigi kadariyla bu teorilerin temel kavramlar: ve

notasyonu anlatilmstir.

1.6.1. Graf Teorisi

Bir yonli graf G = (V,&) digim kiimesi V = {1, ..., m} ve kenar kiimesi € <
{(i,j):i,j € V¥’den olusmaktadir. Burada (i,j) €E=i#j ve (i,j) € E & (j,i) € &,
sirasiyla grafin dongl icermedigi ve sadece farkli diigiimlerden olan sirali giftleri igerdigi

anlamia gelmektedir. G hakkinda asagidaki varsayimlar yapilmaistir.
Varsayim 1.1. Asagidaki ifadeler yonli graf G = (V, ) icin gecerlidir:

I.  G’nin zamanda degismez sabit yapisi var, yani € sabit bir kiimedir.
ii.  G’deki her (i, j) kenar bir art1 sayist w;; > 0 ile iliskilidir.
iii. G baglantilidir, yani her (i,) € V ¢ift digiim icin, i’den j’ye tim j = 1,...,m,

J # 1, £deki kenarlardan olusan bir yol vardir.

Ornegin, Sekil 1.17°de bir yonlii graf gosterilmistir. Bu graf icin, V = {1, 2,3,4,5}
ve € ={(1,2),(1,3),(2,4),(4,2), (3,5), (5,3)} seklindedir.
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Sekil 1.17. Bes diigiimlii alt1 kenarli bir yonlu graf.

1.6.1.1. Laplasyen Matrisi

Graf Laplasyen matrisi L graf G = (V, £)’ile iliskilendirilmis bir m X m matrisdir

(L € R™). Bu matrisin tanim1
L=DwWD" (1.8)

seklindedir [125]. Burada D graf G’nin iliski matrisi ve W = diag(wij) bir kdsegen
(agirhik) matrisdir. D ve W matrislerinin boyutlar1 sirasiyla m x |E] ve |€| dir (D €
R™ €l w € RI€N). Burada |€| kenar kiimesi &€nin igerdigi kenar sayisidir. D’nin satirlari
ve siitunleri sirayla V’deki diigiimler ve £’deki kenarlar ile endekslenir. D’de uv elemani
eger v kenarmin yoni u diglimiinden 6teye dogru ise 1’e esitlenir, eger v kenarinin yonii
u digimiine dogru ise -1’¢ esitlenir, aksi halde 0’a esitlenir. Sekil 1.17°deki yonli grafi
icin, iliski ve graf Laplasyen matrisleri asagida verilmistir (W’nin birim matrisi oldugu

varsayilmistir).
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[-1 -1 0 0 O

0 0 -1
1 -1 0
0 0 1 -1

o O O
o O -

(2 -1 -1 0 0]
-1 3 0 -2 0
L=|l-1 0 3 0 -2
0 -2 0 2 0
0 0 -2 0 2]

Laplasyen matrisi literatiirde bilgi matrisi olarak da ifade edilmistir. Cok etmenli

sistemlerin koordinasyonu icin n-boyutlu graph Laplasyen £

L=LQI, (1.9)

sekilinde tanimlanmaktadir (£ € R™" ) [33]. Burada I,, € R™ n-boyutlu birim matris ve ®

islegi Kronecker ¢arpimudir.

Agiklama 1.1. X = [a;;] € R™" ve ¥ € RP*4 matrisleri igin Kronecker ¢arpimi

sonucu elde edilen matris

aiY ... a,Y

XQY = € R™PXM4,

AmlY . apY
seklindedir [126].

Iki matrisin Kronecker ¢arpimi asagida gosterilmistir.

1 2 0 5

[3 4] ® 6 7

0 5 0 5
1 x [ 6 7] 2 X [

6
0 5

_3><[2 g] 4><[6 7
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1 X0 1 X5 [2><0 2 X5

_[11x6 1Xx7 2 X6 2X7
3x0 3 x5 [4><0 4 x5
L 13 x6 3 X7 4 X6 4 x7

1 X0 1 x5 2x0 2 x5

1xXx6 1Xx7 2x%Xx6 2x7
3X0 3x5 4x0 4x5
13 X6 3 X7 4%Xx6 4x7

0 5 0 10
_|e 7 12 14
0 15 0 20

L18 21 24 28

Agiklama 1.2. X, Y, U ve V reel matrisleri igin asagidaki ifadeler Kronecker

carpimi 6zellikleri igcerisinde yer almaktadir.
XV =X"QY" (1.10)
XQYUV)=XU)Q (YV) (1.12)

Aciklama 1.3. Kosegen, simetrik ve pozitif (yari)tanimli iki matrisin Kronecker

carpimi sonucu sirayla ayni 6zellikleri tagiyan bir matristir.

Agiklama 1.2°deki Kronecker ¢arpimi 6zellikleri kullanilarak (1.9)
L=DWDT ®1I,

=D In)(w X In)(D X In)T (112)

veya
£ =DWDT (1.13)

seklinde ifade edilebilmektedir. Burada D=DQ® I, ve W =W @ I,,. Asagidaki

aciklama graf Laplasyenin temel 6zelliklerini 6zetlemistir.

Aciklama 1.4. Asagidaki ifadeler yonli graf G = (V, ) i¢in dogrudur:
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i. L simetrik ve pozitif yaritanimlidir.

ii. L asagidaki karelerin-toplami (sum-of-squares) o6zelligini her z € R™™ icin

saglamaktadir:
2
z'Lz = Z wijl|z; =z (1.14)
(i,j)ee
Burada z = [z,7,...,2,,," )7, z; ER™ her i =1,..,m, ve ||.|| simgesi Oklit normunu

R™’de gostermektedir.

Aciklama 1.4°te (b)’deki ifade graf teorisinde iyi bilinen bir sonugtur ve onun ispati
ornegin [127]’de bulunabilmektedir. Matris teorisinde reel matris M igin iyi bilinen iki
ozellik soyledir: (i) M pozitif yaritanimlidir ancak ve ancak Vy € R" icin y"TMy > 0, ve
(i) MMT simetrikdir. (1.14)te sol taraf (karelerin-toplami) her zaman z'Lz >0
olmaktadir. Bu da £’in pozitif yaritanimli matris oldugunu dogrulamaktadir. Ayrica, £L’in
simetrik oldugu (1.13)’teki tanimindan anlasilmaktadir. Burdan Agiklama 1.4’te (a)’nin

saglanmas1 anlagilmaktadir.

Agiklama 1.5. Asagidaki 0zellik her z € R™™ icin saglanmaktadir.

w;j(2z; — z;) = 2"DW (1.15)
(i,)e€

Acgiklama 1.6. Oklit normu ¢ok boyutlu durum uzayr R™’de uzaklik ve mesafe

belirtmek i¢in kullanilan en yaygin normdur ve séyle tanimlanir, Vy € R"

Iyl =y"y = Zy? (1.16)

Iyl = | 2 (117)
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1.6.2. Dogrusal-Kareli Diferansiyel Oyun

m-oyunculu bir oyunu varsayalim. Oyunun dinamikleri bir dogrusal diferansiyel

denklemle asagidaki sekilde ifade edilmektedir.
m
2(6) = Az(t) + Z B, (1), 2(0) = z, (1.18)
i=1

Burada z(t) oyunun durum vektori, z, baslangi¢c durum vektori ve u; i’inci (i = 1, ...,m)
oyuncunun kontrol degisken girdisidir. Her oyuncu bir ama¢i dogrultusunda bir bireysel

disbiikey maliyet fonksiyonu J*’ye sahiptir.

Ji=1z(t )TQ- z(tr) + ftf z(t)TQ;z(t) +iu-(t)TR--u- (t) |dt
f if 4\ o i 4 J ) R (1.19)

Burada ty ufuk sonu suresidir. Tiim agirlik matrisler simetrikdir. Ayrica, Q;¢, Q; pozitif
yaritanimli (Q;¢, @; = 0), R;; ise pozitif tanimlidir (R;; > 0). Bu maliyet fonksiyonlar tiim
oyunculara bilinmektedir. i’inci (i = 1,..,m) oyuncunun istegi, bireysel maliyet
fonksiyonu J“’i, oyunun temeldeki dinamiklerine gore uygun kontrol u}’yi segerek

minimize yapmaktir.

Oyuncular igbirligi  igerisinde olmadiklart durumunda Nash stratejisi
oynanmaktadir. Eger tiim oyuncular biri hari¢ hepsi Nash stratejilerini kullanmaktalarsa,
sapan oyuncu maliyetini distremez [128]. Dogrusal-kareli diferansiyel oyun (1.18) ve
(1.19)’Un ag¢ik dongii bilgi yapisina sahip oldugunu varsayalim. Boylece, tiim oyuncularin
Vt aninda (t € [0, tf]) sadece baglangi¢ durumu z,’a erisimleri olmaktadir. Bu durum igin

acik dongii Nash dengesi asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tanim 1.1. TUm kabul edilebilir strateji secim kiimeleri (w4, ..., u,,) icin

JEUS, o W, W W gy e, W) < TE(US, e W, U, W g, e, W) (1.20)
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w()en,i=1..,mt=>0

esitsizligi saglanirsa, 0 zaman strateji se¢im kiime bilesimi (uj, ..., u,) Nash dengesidir.

Burda i’inci (i = 1, ..., m) oyuncu strateji secim kiimesi I;’den tercih yapmaktadir.

1.6.2.1. Acik Dongui Nash Dengesi

Bu bdlimde dogrusal-kareli diferansiyel oyun (1.18) ve (1.19)’un essiz agik dongii

Nash dengesi arastirilmustir. J* tiim z, igin u;’nin kesinlikle disbiikey fonksiyonudur (i =

1, ...,m). Bu nedenle minimum prensip’den gelen kosullar hem gerekli ve hemde yeterli

olmaktadir [129].

Hamiltonian

HI®) = 2(07Quz(®) + ) w () Riyw; (©)
j=1

+ Ai (t)T <AZ(t) + Z Biui(t) )

u;’ye gore minimize edilmesi asagidaki kosulu verir.

OH' .
e Ru;(t) +4,(t)'B; =0
l

Buradan u;

u;(t) = —R;' B A;(t)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

olarak elde edilir. Ayrica, A; vektorleri asagidaki diferansiyel denklemini saglamaktadir.

, OH!
() = ———
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=—Qiz(t) — ATA;(1),  A(tr) = Qirz(ty) (1.24)

Denklem (1.18) ve (1.23)’ten (1.25) elde edilmektedir.

z(t) = Az(t) — Z B;R;;'B] 2;(t)
i=1

= 4z(H) - ) Sk (1.25)
i=1

Burada S; = B;R;;*B’.

Bir baska ifadeyle, oyunun bir essiz ag¢ik dongii Nash dengesi vardir eger

diferansiyel denklemi

z(t) -4 S .. S,][z®)
d I’h(t)‘ Q1 AT 0 o0]{A20®)
~ 0 :
Am (D) 0 A7112,() (1.26)
sinir kosullar
Z(O) =Zy, Al(tf) = Qlfz(tf) (127)

ile birlikte bir essiz ¢6zlimii var ise. Varsayalim

z(t)
O ’115(” (1.28)
A (D)
-4 S . S,
e, a” o o
M= : 0 : 0

Qm 0 o0 AT
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Boylece, iki-nokta siir-deger problemi (1.26) ve (1.27)
¢(t) = —Mq(t) (1.29)
Py +Q¢(t) =1z o .. oI (1.30)

seklinde ifade edebilir. Burada

1 0 .. 0
p=1? 9 v ¢
0 0 .. 0
0 0 ()]
0- —Qi I 0 of
N : 0 : |
__me 0 IJ

ve I birim matrisidir.

Matris diferansiyel denklemi (1.29)’un essiz ¢oziimii {(t) = e"*M¢(0) seklindedir.

Bu ¢ozUmin sinir degeri t; aninda

(tr) = e rMg(0) (1.31)

olmaktadir. (1.30)’dan, her z, i¢in denklem

(P+ Qe t™M)g(0)=1[z o .. 0] (1.32)

veya esiti olan

(Pet™ +Q)e~tMg(0) =1[z5 o .. 0] (1.33)
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denkleminin essiz ¢6ziimiinuin varligi oyunun her z, icin essiz ac¢ik déngii Nash dengesinin
varligi anlamima gelmektedir. Bu durum da (Peth + Q) matrisinin tersi alinabilirligi ile

esdegerdir. Varsayalim

H(t;) = Cua(tr) + Cia(tr)Qus + -+ + Comes (t7) @y (1.34)

Burada C;;(¢;) blok matrislerinin tanimi

et™M=[C;(t)], (=1..m+1j=1.,m) (1.39)
seklindedir.

Teorem 1.1. Dogrusal-kareli diferansiyel oyun (1.18) ve (1.19)’un her baslangi¢
durum vektori z, icin bir essiz agik dongii Nash dengesi vardir eger H (tf) tersi alinabilir

bir matris ise. Bu durumda, dengenin durum yo6rungesi iki-nokta sinir-deger problemi
(1.30)’dan

I
z)=[ 0 .. o0]elr=M Q}f H(t,) 'z, (1.36)
me
olarak hesaplanabilmektedir.
Ispat: Varsayalim
I =Gz —Cimi
_10 | 0 0
0= : 0 0 (1.37)
0 0 0 I
Matris islemleriyle
o(Pe'™ + Q)e tMg(0) = ¢[z] 0 .. 0]"

—(z5 o .. o (1.38)
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oldugu gosterilebilmektedir. Burada (D(Petf M4 Q)’nin sol list blok1 H (tf) ile esittir.

[H(t)) 0 0]
o(Pet™ + @) = | "% :) 0 3j (1.39)
—Qms 0 0 I
Matris @(Pe’™ + Q) nin tersi asagidaki sekildedir.
I[ H(t)" 0 o1|
[(Z)(Peth+Q)]_1=|QlfH(tf) 10 OI (1.40)
: 0 0
lQnH(t) " 0 0 1)
Boylece, asagidaki sonuca varilmaktadir.
¢(tr) = e~Mg(0)
= [0(Pet™ + Q)] 'z} 0 .. 0
1
_ Q}f H(t;) 'z, (1.41)
me

Ozetlemek gerekirse, [(Z)(Peth + Q)]_1 var olmasi iki-nokta sinir-deger problemi
(1.30)’un ¢6zUmUnun olmast demektir. [@(Pe‘™ + Q)]_1 matrisinin varligi da H(tf)_l
matrisinin varligima baghdir. Bir baska ifadeyle, eger H (tf) tersi alinabilir ise, (1.30)’un

¢cOzimu vardir. Bu durumda, dogrusal-kareli diferansiyel oyun (1.18) ve (1.19)’un her

baslangi¢ durum vektorii z, icin bir essiz agik dongii Nash dengesi vardir.

Diger yandan, eger oyunun bir agik dongii Nash dengesi var ise (H(t;) tersi
alinabilir ise), {(0) ve {(t) asagidaki sekilde elde edilmektedir.
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1
(0) = etrM Qslf H(tf)_lzo (1.42)
me

{(t) = e"™g(0)

I
= e(ty—t)M Qslf H(tf)_lzo (1.43)
me

Nash dengesinin durum yoriingesi {(t)’den (1.36) seklinde hesaplanabilmektedir. m

1.6.2.2. Riccati Diferansiyel Denklemleri

Bu boliimde Nash dengesinin varlg: bir matris diferansiyel denklemler kiimesinin

¢cozlimilyle dogrudan iligkili oldugu gosterilmektedir.

(1.34)’ten H(t;) asagidaki sekilde ifade edilebilmektedir.

|
H(tr) =[G1 Ciz -+ Cimsa] Qelf
me
|
=[I 0 0]etrM Qzlf (1.44)
me

Durum ydriingesi (1.36) H(t;) notasyonu t € [0, ¢;] icin genisletilemesiyle
z(t) = H(ty — )H(t;) 2 (1.45)

formunda yeniden duzenlenebilmektedir. Buradan
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H(t; — t)_lz(t) = H(tf)_lzo (1.46)

elde edilmektedir. Bu denklemde H(t;)’nin tersi almabilir olmast H(¢; — t)’ninde tersi

alinabilir olmas1 anlamina gelmektedir.

Diger bir taraftan, {(t)’den

I
LO=[0 0 .. I .. olelr=om Qslf H(t,) 'z, (1.47)
me
elde edilmektedir. Simdi, varsayalim
I
G(tr—t)=[0 0 .. 1 .. olel=oM &5 (1.48)
me

(1.46) ve (1.48)’den (1.47) asagidaki sekilde yeniden diizenlenebilmektedir.

2,(0) = G(tr — e)H(¢tr — t)_lz(t) (1.49)
Burada G;(t; — t)H(t; — t)_l’yi P;(t)’ile ifade edisin. O zaman (1.49)

24;(t) = P(D)z(t) (1.50)

seklinde gosterilebilmektedir. H(.)™* ve G;(.) siirekli tiirevlenebilir matris fonksiyonlar

oldugu igin 4;(t) matrisi

A1) = Pi(D)z(t) + P;()z(t) (1.51)

olarak hesaplanabilmektedir. (1.24)’den A;(t) ve (1.25)tenz(t)’nin bu ifade de

kullanilmastyla
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matris diferansiyel denklemi elde edilmektedir. Bu denklemde (1.50)’den P;(t)z(t)
(1.52)’de kullanildiginda

m
Pi(t) + Pi()A— Pi(t) Z SiPi(t) + Qi+ A"P;(t) =0 (1.53)
j=1
matris diferansiyel denklemine varilmaktadir. Bu denklemin simir kosullar Pi(tf) = Qi

seklindedir. Ozetlemek gerekirse,

Pi(t) = Gi(t; — )H(t, — ) (L54)
(1.53)’0 saglamaktadir.

Matris denklemleri (1.53) bagli Riccati diferansiyel denklemleri adiyla
bilinmektedir. Céziim matrisi P;(t) genel olarak asimetrikdir. Nedeniyse P;(t)S;P;(t)
ifadesinin varligi ama karsilikli ifade P;(t)S;P;(t) nin olmamasidir. Buraya kadar sunulan

sonuglar asagidaki teorem seklinde (ispatsiz olarak) ifade edilmektedir.

Teorem 1.2. Dogrusal-kareli diferansiyel oyun (1.18) ve (1.19)’un her baslangic
durum vektori z, icin her t; € [O, tf]’de bir essiz agik dongi Nash dengesi vardir eger
bagh Riccati diferansiyel denklemleri (1.54)’iin [0, t¢]’de P;(¢) (i = 1, ..., m) ¢dzUmii var

ise.

Bazen (1.53)’teki bagli Riccati diferansiyel denklemlerinin ¢6zimi olmayabilir,
halbuki oyunun bir agik dongii Nash dengesi vardir ([130] Orenk 7.4). A¢ik dongl Nash
dengesinin (ortaklasa) m adet bagl optimal kontrol probleminin ¢ozimiyle yakin iligkisi
oldugu bilinmektedir [128]. Dogrusal-kareli optimal kontrol problemlerinde minimum
prensibine gore simetrik Riccati diferansiyel denklemlerinin optimal ¢6zimunin
bulunmasinda 6nemli roli olmaktadir. Bu denklemler dogrusal-kareli diferansiyel oyun

(1.18) ve (1.19) icin asagida verilmistir.
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K;(t) = -ATK;(t) - K, (DA + K; (S K; () — Q;,  Ki(t7) = Qi (1.55)
Burada Q; matrisi simetrik olmasi nedeniyle K;(t), [O, tf]’de simetriktir.

(1.53)’Un ¢oztlebilirligi disbiikeylik kosulu yani Q; ve Q; matrislerinin pozitif
yaritanimli (Q;r, @; = 0) ve R;; pozitif tanimli (R;; > 0) olmasiyla baglagtir [131]. Bu da
bir egsiz Nash dengesinin var olmasi igin yeterli kosul olabilmektedir. Ayrica, (1.53) ve
(1.55)’in birlikte ¢Oziilebilirligi essiz Nash dengesinin varlig: igin yeterli kosuldur. [131]
bu son kosulun daha giigsiiz oldugu kanaatindedir. Asagidaki teorem ispatsiz olarak

sunulmustur.

Teorem 1.3. Dogrusal-kareli diferansiyel oyun (1.18) ve (1.19) ile iligkili bagh

Riccati diferansiyel denklemleri (1.53)’iin her baslangic durum vektorii z, icin [0, t¢] de

bir P;(t) (i = 1, ..., m) ¢oziimii vardir eger H (tf) tersi alinabilir ise.

1.6.2.3. Nash Dengesi Kontroli

Vektor 4;(t) (1.50)’den kullanildiginda
u;(t) = —Rj;'B{ 4,(t)
= —Ry'B{P;(t)z(¢) (1.56)

elde edilmektedir. Burada u;(t) bir kapali dongii kontrol stratejisidir.

Ayrica, (1.25) asagidaki bigciminde yeniden ifade edebilmektedir.

z(t) = Aq()z(t) (1.57)

Burada
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Ay(t) =A- Z SiPi(t) (1.58)

Bdylece, (1.56)
u;(t) = —R;'BTP;(t)®(t,0)z, (1.59)
seklinde yazilabilmektedir. Burada @(t, 0) asagidaki gecis denkleminin ¢dzimudur.

D (t,0) = Ay ()@ (t,0), @(0,0) =1 (1.60)

<D(t, tf) notasyonu ugrasilan denklemlerin t = ts’de bir siur degeri olduguna vurgu

yapmaktadir. Asagidaki teoreme gore u;(t) kontrol stratejisi agik dongli Nash dengesidir.

Teorem 1.4. Dogrusal-karelidi feransiyel oyun (1.18) ve (1.19)’un bagli Riccati
diferansiyel denklemleri (1.53)’{in [0, tf]’de P;(t) ¢bzuminiin var oldugunu varsayalim. O

zaman (1.59) bir essiz a¢ik dongii Nash dengesi kontroludir.

Ispat: Varsayalim

() = 4,(t) — Pi(D)z(t) (1.61)

Vektor 4;(t)’ nin tiirevini hesaplayarak, (1.18) ve (1.50) kullanildiginda

2:(0) = 4,(0) — Pi(0)2(t) — P;(D)z(t)

= —AT2;(t) + ATP;(0)z(t) — P;(¢t) z S;P;(t)z(t) + P;(t) Z S;4;(t)
j=1 j=1

= —A7(A(0) - P02(0) — Pi() Y5, (P 0)2(0) — 4,(0))
=1
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= —ATZ,(0) + P,(0) z S;3;(6) (L.61)
j=1

sonucuna varilmaktadir. Varsayalim A(t) = [4,(6)7, ..., 4,,(t)T]". Boylece,

() = YD) (1.62)

seklinde ifade edilebilmektedir. Burada

[-AT + P, (DS, P,(t)S; P,(t)S; v P18 ]
| P,(0)S, —AT + P,()S, P,(1)S; o Py(D)S |

v =| PS, P,(8)S, —AT + P5(£)Ss .. P3(t)S, | (1.63)
[ P,.(S, P, (DS, P, (S, .. —AT+ bm(t)st

Eger A(tf) = 0 ise, A(t) = 0 olmalidir. Buradan, A;(t) = P;(t)z(t). Baska bir ifadeyle,

sonug essiz olmaktadir.

Iki oyunculu oyun icin u kontroli

() = —R3B5 (4i(0) + Pi(D)2()) (1.64)

seklinde olsun. Minimizasyon problemi
min J; (uy, u3)
Uy
T ty
=z(tr) Qipz(tr) + f (z()TQ12(t) + uy (O Ry uy (8) + us ()R u;(6))dt  (1.65)
0

kisit

z(t) = Az(t) + Byuy(t) + Bou;(t) (1.66)
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gore,

i, (t) = —R71BT (Pl(t)i(t) + il(t)) (1.67)

seklinde bir essiz ¢oziimii vardir. Burada A,(t) and Z(t) asagidaki diferansiyel

denklemlerinin ¢ézimdur [130].
1,0 = (A0S, — ANA(0) — 4, (OB (©), A4(t;) =0 (1.68)

Z(t) = (A—$,4,(t))Z(t) — 5;4,(t) + Bouz (1), 2(0) = z, (1.69)

Kontrol giridisi u3(t), (1.68) ve (1.69)’da kullanildiginda asagidaki denklemler elde

edilmektedir.

21(0) = (A, (DS, — ANA (1) + 4, (), (2, (D)2(D) + 2,(1)),

_ (1.70)

Z2(0) = (A— 512, (t) — 5,2,(0))Z(0) + S22, (D) (Z(t) — 2(v)) —

_ (1.71)
§14,(t) — §,4,(t), Z(0) = 2,

Bu diferansiyel denklemlerinin essiz ¢oziimleri, Z = z ve 4; = 4, seklindedir. Cozimler

essiz olduklarindan dolay1, %, = uj. Bagka bir ifadeyle, tim u,(t) € I3 icin

Ji(ui, u3) < Ji(uyg,u3) (1.72)
esitsizligi saglanmaktadir. Benzeri bicimde tim u,(t) € I i¢in

Jo(ui, u3) < Jy(ui, uy) (1.73)

saglanmaktadir. Bu da (uj, u5)’ nin Nash dengesi oldugunu gostermektedir. Bu sonuclar

m-oyunculu oyuna genisletilebilmektedir. m
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1.7. Cahismanin Amaci ve Kapsam

Tez c¢alismasinin  amact ¢ok etmenli sistemlerin  diizen kontroluniin
gerceklestirilmesi i¢in dogrusal-kareli diferansiyel oyun cercevesinde uygun cozimleri
aragtirmaktir. Etmenler arasinda isbirligi olmadigi ve oyunda agik dongii bilgi yapisi
oldugu durum dikkate alinmaktadir. Bu sebepten dolay1 isbirlik¢i olmayan oyunlar igin
kullanilan Nash dengesinin ¢6zimi incelenmektedir. Calismanin diger amaci diizen
kontroll icin dagitik denetleyiciler tasarlamaktir. Bu amag¢ dogrultusunda, her etmenin
sadece bitisik komsulariyla bilgi alisverisinde oldugu ve diger etmenlerler iletisimde
olmadig1 varsayilmaktadir. Bir baska ifadeyle, bilgi grafinin bir tam graf (complete graph)
olmasi gerekmedigi durum dikkate alinmaktadir. Ayrica, her etmenin cift integrator
dinamiklerine sahip oldugu, etmenler arasinda lider-takipg¢i ayrimi yapilmadigi, yani
sistemin lidersiz oldugu ve bilgi aginin yapisininda zamanda degismez (statik) olmasi

varsayilmaktadir.

Calismanin kapsaminda diizen kontroliiniin dogrusal-kareli diferansiyel oyun
biciminde formulasyonu igin graf teorisi, Laplasyen matrisi ve dogrusal-kareli modelleme
yontemleri kullanilmaktadir. Agik dongii bilgi yapist altinda formilasyonun sonucu elde
edilen bagl Riccati diferansiyel denklemlerinin ¢6ziilebilirgi kosullar1 ve analitik ¢6ziimii
aranmaktadir. Tiim modellerin ve ¢6ziimlerin dogrulugu uygu simulasyonlar ile Matlab

2013 ortaminda gosterilmektedir.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

Bu bolimde bir lidersiz ¢cok etmenli sisteminin diizen kontrolii dogrusal ve Kkareli
diferansiyel oyun teorisi platformunda modellenmis ve ilgi ¢6ziimler aranmustir. Tez
kapsaminda, sadece lidersiz diizen kontrolii dikkate alinmis, diger temel kontrol stratejiler
(yani davranis-tabanli, sanal yap1 ve lider-takipgi yaklasimlari) tez ¢aligmasinin kapsami
disinda tutulmustur. Lidersiz yaklasimda takimdaki her etmen ayni kontrol stratejisini

izlemektedir.

2.1. Lidersiz Duzen Kontrolline Diferansiyel Oyun Yaklasimi

Bu bdlimde, bir m etmenli sisteminin diizen kontroli dogrusal-kareli diferansiyel
oyun seklinde formiile edilmistir. Lidersiz dizen kontrolu igin Laplasyen matrisinin
ozellikleri kullanilarak bir 6zgun dogrusal-kareli modelleme yontemi ortaya konulmustur.
Matlab ortaminda ilgili bagli Riccati diferansiyel denklemlerinin sayisal ¢oziimii
bulunmustur. Bu ¢6ziim {izerine yapilan similasyonlarla modeller dogrulanmistir.

Simulasyonlarda etmenler nokta modeli mobil robotlar seklinde ¢izilmistir.

2.1.1. Problemin Tanim

2.1.1.1. Sistem Dinamikleri

m sayida etmenden olusan ag-bagimli bir etmen takimi varsayalim. Her etmen cift
integratér dinamiklerine sahiptir. Etmen i (i =1,..,m) icin n-boyutlu koordinat

sisteminde (n = 2, 3) dinamik denklemleri

qi=v;, Vi =y (2.1)

seklindedir. Burada q;, v;,u; € R" sirayla i’inci etmenin konum, hiz ve ivme vektorinu
gostermektedir. Bu modelde ivme vektori u;, i’inci etmenin kontrol girdisidir. Dlzen

kontroll asagidaki bi¢cimde tanimlanmaktadir.
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Tanim 2.1. m adet tliyeden olusan ve herhangi bir i’inci (i = 1, ..., m) lye (2.1)
dinamiklerine bagl olan bir ¢ok etmenli sistemini varsayalim. Her etmen herhangi bir t >
0 anina kendi konumunu, hizin1 ve sistemdeki diger (komsu) etmenlerin konumlarini ve
hizlarin1 algilayabildigini varsayalim. Dlzen kontrolt, u; kontrol girdilerini sistem Uyeleri
arasindaki istenilen mesafelere ulasilacak ve 0ylece korunacak seklinde, tasarlamaktir (i =
1,..,m).

Dizen olusturmak igin kontrolin amaci u;’yi

lg:(®) —q;(®) —dy|| >0, t >0 (2.2)

saglamak iizere tasarlamaktir. Burada d;; € R™ graf topolojisinde ((i, ;) € £ ve) bitisik i
ve j etmenlerin arasindaki istenilen mesafe vektoridir (Sekil 2.1). Etmen takimini diizen

uyumu (cohesion) icerisinde tutabilmek icin, kontrolin ikinci amaci

la:(© - q;®O|| -0, t—>0o 2.3)
olmaktadir. Duzen hata vektoriyle hiz farki hata vektoriiniin toplami t aninda

la:(®) — q;(®) — dyj|| + ||q:(®) — ;D) (2.4)

seklindedir. Bu durumda, biitin takimin diizen hatalar1 ve hiz farki hatalar1 toplami t

aninda karesel bigcimde agagidaki gibi tanimlanabilmektedir.

2 Uij (llqi(t) —q;(t) - dij”2 +||g:(6) — ilj(t)”Z) (2.5)

@i,))e€
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» X

Sekil 2.1. iki boyutlu koordinat sisteminde takim diizeninin bir
gosterimi. Daireler etmenleri ve oklar bilgi alisverisi
baglantilarin1 gostermektedir.

Agiklama 1.4 ve 1.5 gore (2.5) matris bicimine donUstiirilebilmektedir.

Z Uij (||¢Ii(t) —q;(t) - dij”2 +|lq:(® - in(t)”z)

(i,))e€

T
= 2 wijlla: (® — Qj(t)nz -2 Z Uij (Qi(t) - ‘Ij(t)) d;;
@i, )e€ @@,))e€

+ Z :“ij”dijllz"‘ Z #ij”ili(t)—ilj(t)nz

@i.jeE (i.j)e€

=q)"DWD q(t) — 2q(t)"DWd + d"Wd + v(t)TDWD v(t)

q1" L —pwd 01[q(t)
=[ 1 ] —-(DOwd)” d'wd o0f| 1 ]
v(t) 0 0 Lllv(t) (2.6)

Burada q(t) = [q, (D)7, ...,q,,(®T]T € R"™, v(t) = [¢,(D)7, ..., g, (O)T]T € R"™ ve

d = col[d;;] € R"™. Bu matris ifadesi daha kompakt formda gésterilebilmektedir.
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qO1" L —-Dwd 07[q()
1 ] —(D@wa)T d"wd o|| 1 ]=z(t)TQZ(t)
v(t) 0 0 £l lv(t) (2.7)

Burada z(t) = [q(t)", 1,v(®)"]" € R*"™*! ve

L -Dwd 0
Q= |-(Dwd)" d"wd 0|
0 0 L

Agiklama 2.1. z(t)TQz(t) =0 olmasi nedeniyle diizen matrisi Q pozitif
yaritanimlidir (Q = 0).

Cift integrator dinamikleriyle ifade edilen mobil etmenler kontrol edilebilir

dogrusal sistem olarak modellenebilir. Durum vektorii z(t) zaman degiskeni t gore torevi

z(t) = [q(®O7,0,9()"]" (2.8)

seklindedir. Burada ©(t) = [u,(t)7, ..., u, (6)T]7. Yukanidaki z(t) vektorli asagidaki

durum-uzayi gosterim seklinde gosterilebilmektedir.
m
2(t) = Az(b) + Z B (t) 2.9)
i=1

Burada A= [8 I*(l)m] € R?VM+1l B, = [o,o,biT]T ve b; =[0..I,..0]". Dogrusal

diferansiyel durum denklemi (2.9) etmen takiminin dinamiklerinin denklemidir.

2.1.1.2. Duzen Maliyet Fonksiyonlari

Dizen grafi G’de her diigiim (veya etmen) i € V bireysel agirlik matrisini W;’ye
sahip olabilir. Dort diigiimli (m = 4) ve ti¢ kenarli (|€| = 3) bir dlizen grafin1 varsayalim.
Ikinci diigiimin (i = 2) komsular kiimesi birinci ve ii¢iincii diigiimii icersin. Bu durumda,

W, asagidaki gibi se¢ilmektedir.
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P21 0 0
W,=10 ;3 0
0 0 O

W’ nin elemanlar1 y;; tum j’lere, (i, j)e€ olmahdir. Boylece, her etmen bireysel £; ve Q;

agirlik matrislerine sahip olabilmektedir.

Takimin diizen hatas1 ve takimm hiz farki toplami z(t)7Qz(t), optimal kontrol
teorisinde sonlu ufuk maliyet fonksiyonu kavramina gore, i’inci (i = 1,...,m) etmenin

minimize etmesi igin
t
0

]i = Z(tf)TQle(tf) +j ’ Z(t)TQiZ(t) + Z uj(t)TRUu](t) dt (210)
j=1

sonlu ufuk kareli maliyet fonksiyonu seklinde tanimlanmaktadir. Burada R;; > 0 agirlik

katsayisilari, ty sonlu ufuk stresidir ve

Qs = |-(DW;rd) d"Wyd 0
0 0 L
L —DW,d 0
Q= |-@OWad) d'wd o
0 0o £

£if = DwifDT7 Wlf = Wlf ® In; Wlf = dlag((l)u)

L =DWD" W, =W; Q I, W; = diag(;;), ;5 > 0

Ayrica, (2.6) ve (2.10)’dan:

2(t;) Qirz(ty) = Z Wij (”‘h(tf) —a;(ty) - dy|I” + i) - C'Ij(’ff)”Z)

@i.))e€

2®7Qiz® = ) uy(|la:® - 4;® - dy” + a:® - 4,0|")

(i.))e€
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Agiklama 2.2. Q;f ve Q; (i = 1,...,m) matrisleri pozitif yaritanimlidir. Bunu goz
onuinde bulundurarak ve tim matrislerin (R;;, i # j icinde) reel ve simetrik oldugu yanisira
R;; (tamma gore) pozitif tanimli olmasini dikkate alarak, J* tim kabul edilebilir kontrol
fonksiyonlar1 w;, j#i ve tim z, icin (z(0) =z,), wu;’nin kesinlikle disbiikey
fonksiyonudur. Bu nedenle minimum prensip’den gelen kosullar hem gerekli ve hem de

yeterlidir.

R;;’nin elemanlarinin biyik oldugu durumda kontrol g¢abasi lzerine uygulanan
ceza da baydktir. Ryq, ... ,Ry,y, agirhik matrislerinin mutlaka ayni olmadigina dikkat
edimelidir. Bu matrislerin elemanlarmin se¢imleri gercek durumu yansitmalidir. Ornegin,
bir bireysel etmen icin bu matrisin elemanlar1 kendi yakit deposundaki yakit seviyesine
gore secilebilir. Eger yeterince yakit varsa, diizen kontroliine vurgu yapmak igin, bu
matrisin elemanlar1 kiigiik secilmelidir. Aksine, eger yakit deposunda fazla yakit
kalmamigsa, enerjisini veya yakit maliyetini korumak i¢in, bu matrisin elemanlar1 blylk

secilmelidir.

Dogrusal diferansiyel durum denklemi (2.9) ve kareli maliyet fonksiyonlari
(2.10)’dan goraldigi tzere dizen kontroli dogrusal-kareli diferansiyel oyun seklinde
ortaya c¢ikmustir. Isbirlikgi olmayan tutum altinda tiim oyuncular kendi kararlarini
baslangi¢ durum vektorii z, tizerine aldiklarini varsayalim. Dolayisiyla, bu durumda oyun
acik dongii bilgi yapisi altindadir. Bu nedenle Teorem 1.1°deki agik dongii Nash dengesi

¢OzUmi diizen kontrolu stratejisi olarak tim etmenler igin kullanilabilmektedir.
2.1.2. Acik Dongil Nash Dizen Kontrol

Acik dongii bilgi yapist altindaki bu oyun Teorem 1.1’de verilen agik dongii Nash

dengesi ¢ozUmin (var ise,) kabul etmektedir. Ayrica, denge ile iligkili durum yoériingesi

I
z)=[1 0 .. 0]eMt0) Qslf H(t)  z, (2.11)
me

seklinde verilmektedir. Burada
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I
— trM Qir
H(t;))=[ 0 .. 0le"™]|~,
me
-4 S .. S,
M=|@ AT 0 0
o -~ 0

Qn 0 o0 AT

Goriildiigii Uzere, sadece H (¢ ) tersi alinabilir bir matris ise denge ile iliskili durum
yoriingesi bulunabilmektedir. Buna ek olarak, H(t;) nin tersi almabilirligi bir essiz agik
dongi Nash dengesinin varligina esdegerdir. H (tf)’nin tersi alinabilirligi, se¢ilen ufuk

uzunlugu ty ve M matrisine baghdir [130].

Dizen kontroliinin, (2.9) ve (2.10)’daki diferansiyel oyun olarak, bir essiz agik
doéngu Nash dengesinin oldugunu varsayalim. Bu durumda her baslangi¢ durum vektorii z,
icin m-adet bagli Riccati diferansiyel denklemleri (1.53)’iin [0,tf]’de bir P;(¢t) (i =

1, ..., m) ¢oziimii vardir. Bagka bir ifadeyle, H (tf)’nin tersi alinabilirdir.

Agiklama 2.3. [130]’da bir iki oyunculu dogrusal-kareli oyunda ¢; = 0.1 icin matris

H (tf) ters alinabilir degilken, hesaplamalar ¢ = 0.11 i¢in H (tf) matrisinin ters alinabilir

oldugunu gostermistir.
2.1.3. Dagitik Kontrol Yasasi

Acik dongii Nash dengesi

u;(t) = —R;'BTP;(t)®(t,0)z
i i [ 0 (2. 12)
uygulanabilmesi igin tim etmenlere baslangi¢ durum vektorii z, sunulmalidir. Bu vektor
takimdaki tim bireylerin baslangi¢ durum bilgisini (yani konumlarint ve hizlarini)
icermektedir. [30] acik dongii Nash dengesi ¢ozimiu (2.12)’nin dagitik kontrol yasasi
olabilecegini ortaya ¢ikarmak igin bir yaklasim sunmaktadir. Bu yaklasima gore, diizen

maliyet fonksiyonlarindaki agirlik parametreleri w;; Ve p;;, eger etmen j graf topolojisinde
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bitisigi degilse etmen i i¢in sifir olarak segilir. Bu Varsayim 1.1°deki agirlik parametreleri
w;j (ve p;j) tamminda goriilmektedir. [30]daki yaklasim bu bélumde sunulan dizen

kontrolli formiilasyonu i¢in asagidaki sekilde uygunlanmustir.

Agirlik matrisi W;’de kosegen girisleri w;; sifirsa etmen i ile j graf topolojisinde
bitisik degildir. Dolayisiyla, dizen grafinda i ve j diigiiml arasinda herhangi bir kenar
yoktur, yani (i,/) & £ ve tersi. W; yapisina gore, Laplasyen £; (ve £;f) ve blok vektorleri
DW;d (ve DW;;d) ve dolayisiyla dizen agirlik matrisleri Q; (ve Q;f) asagidaki

formlarda olacaktir.

Li(VELif):

r y1,1 1,j—-1 1,j+1 1, T
L; S & J 0 4 I » m
l{_.l’l l{‘i'f‘l 0 l{_i’jH l{‘.l'"‘

0 . 0 0 0 . 0 |
l{+1'1 l{+1'1_1 0 l{+1'1+1 l{+1,m
_llf;l'l l:”’}_l 0 1?5“ llf’;m
led (Ve lefd)

-fll-

j-1

i

0

i+1

fi

i

Q; (ve Qif):
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, 1,j-1 1,j+1 ;
| o ..o !
'—‘1,1 ' '—1:,'—1 i '—1:,'+1 ) '—:1, ':—1
T T R L T
0o . 0 0 0 . 0 0
lj+1,1 lj+1,j—1 0 lj+1,j+1 lj+1,m fj+1
J o U J " J
[ i I A fi"
f;n+1,1 f:n+1,j—1 0 f:n+1,j+1 f;n+1,m q
0 ..00O0 ..0 0 ’il_’l
AR ;o
0 00 0 0 o I
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 l{“‘l
0 ..000 .. 0 0 ma
L

Burada I;"”, £, q;'lar n x n boyutlu bloklardir.

0 .. 0
0 .. 0
0 .. 0
0 .. 0
0 .. 0
0 .. 0
1,j-1
1’
~1,j-1
(T
0
j+1,j—-1
(TARY
it

00
00
00
00
00
00 ..
1,j+1
o L’
e
0 1{ J
0 0
j+1,j+1
oy’
6 zT""f“

1,m
li
lj—l,m
j+im
li

mm
li

Q; ve Q;f matrisleri (2m + 1) x (2m + 1) bloktan olusmaktadir. Goriildiigl gibi, j

ve (m + j + 1) blok satur ve siitunu 2m + 1 sifir bloktan olugsmaktadir. Diger bir taraftan,

A matrisinin blok kosegen yapiya sahip oldugundan dolayi, bagl Riccati diferansiyel

denklemlerinin ¢ozum matrisi P;’de j ve (m + j + 1) saturlari 2m + 1 sifir bloklardan

olusur, yani P; asagidaki forma sahiptir.

X; X; X;
P, =|x! Xx; Xx¢
RO G ¢
1,1 1,j-1 1,j 1,j+1
P; . Py p; p;
Jj-11 Jj-1,j-1 Jj—1,j Jj—1,j+1
pP; A P; pP;
1
j+1,1 j+1,j—-1 j+1,j j+1,j+1
p; S p; p;
m,1 m,j—1 m,j m,j+1
L P; o D D; p;
r . 1m+2 1,m+j 1m+j+1 1,m+j+2
pi - D p; p;
j—1m+2 j-1m+j j=1m+j+1 j=1m+j+2
p; - D p; p;
X?= 0 0 0 0
j+1m+2 j+1im+j j+Him+j+1 j+im+j+2
i - P p; p;
m,m+2 mm+j mm+j+1 mm+j+2
L P; - P P; P;

1im 1
j—1m
i

j+1im
i
mm

P; i

1,2m+1 1

p;

j-1,2m+1
i

0
j+1,2m+1
i

p;

- 1,m+1 A
p;
j—1m+1

p;
0

j+1m+1
i

mm+1

L P;

m,2m+1




63

4 _ m+1,1 m+1,j—1 m+1,j m+1,j+1 m+1,m
Xi =[p A ],

i S 4 p; p; T

Xis — [pl:m+1,m+1]

6 _ m+1,m+2 m+1m+j m+1m+j+1 m+1m+j+2 m+1,2m+1
X% = |p; X p; ; . D ]
m+2,1 m+2,j—1 m+2,j m+2,j+1 m+2m
pi pi pi pl’ i
m+j,1 m+j,j—-1 m+j,j m+j,j+1 m+jm
, pP; Dy p; pP; i
X7 = 0o .. 0 0 0o . 0 ,
m+j+2,1 m+j+2,j-1 m+j+2,j m+j+2,j+1 m+j+2,m
p; A p; pP; - D
2m+1,1 2m+1,j-1 2m+1,j 2m+1,j+1 2m+1,m
| p? - P p; p; wop
- om+2,m+1 q
p;
m+jm+1
i
X8 = 0

m+j+2,m+1
i

2m+1m+1
i J
m+2,m+2 m+2,m+j m+2,m+j+1 m+2,m+j+2 m+2,2m+1
i i g i i
m+jm+2 m+jm+j m+jm+j+1 m+jm+j+2 m+j,2m+1
, i . P; i i i
X] = 0 .. 0 0 0o .. 0
m+j+2,m+2 m+j+2,m+j m+j+2,m+j+1 m+j+2,m+j+2 m+j+2,2m+1
P; - D p; p; - D;
2m+1,m+2 2m+1,m+j 2m+1m+j+1 2m+1,m+j+2 2m+1,2m+1
| p? P p; p; . P !

Burada p;"” boyutu X7, X7, X/ ve X{’dan xn, X7 ve X?’de n x 1, X} ve X?‘da1 X n ve

X?’te 1 X 1 olan bloklardur.

Bu durum, @(0,0) =1 ile birlestirildiginde, a¢ik dongii Nash dengesi ¢6zumi
(2.12)’de, u;(t) baslangig durum vektori zZy =
[q:(0)7, ..., 4 (O)7, 1,0,(0)7, ..., v, (0)']"  de q;(0) ve v;(0) vektorlerini
kullanmayacagi anlagilmaktadir. Bu sonug, i ile bitisik olmayan tiim etmenlere dogrudan

genellestirilebilmektedir. Boylece, agik dongii Nash dengesi ¢ozumi (2.12) dagitik kontrol

yasasidir.
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2.1.4. Matlab ODE (Sayisal) Cozuimuniin Similasyonu

Bu bolumnde, similasyon ile modellerin ve yaklagimlarin dogrulugu gosterilmistir.
Iki-boyutlu koordinat sisteminde (n = 2) dort etmenli (m = 4) bir takimla istenilen ticgen
diizen seklinin olusturulmasi problemini ele alalim (Sekil 2.2). Duzen grafinin kenar

kiimesi ve iliski matrisi sdyle verilmistir:

E ={e1z, €14, €23}

1 -1 0
{1 0 -1
D=1y o 1
0 1 0

Sekil 2.2. Uggen diizen sekli ve diizenin bilgi grafi.

Maliyet fonksiyonlarindaki agirlik matrisleri W; ve W, dlizen grafi topologisinde
dogrudan komsuluk {izerine se¢ilmistir. Sekil 2.2’den goriligi Uzere, etmen 1’in
komsular1 2 ve 4°tlr, etmen 2’nin komsular1 1 ve 3°tlr, etmen 3’iin komsusu 2 ve etmen
4’iin komsusu 1°dir. Boylece, agirlik matrisleri asagidaki sekilde tanimlanmaistir:

1 0 0

W1=[0 1 0],W1f=5W1
0 0 O
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1 0 O

W2:O 0 O,szZSWZ
0 0 1
0 0 O

W3: 0 O 0 ,W3f:5W3
0 0 1l
[0 0 O

W4:0 1 0,W4f:5W4
0 0 O

Diizendeki etmenler aras1 istenilen ofset vektorleri

di; =dj; = [:i]

diy = [_24]

olarak verilmistir. Etmenlerin baslangi¢ konumlar1 ve baslangi¢ hizlar1 sdyledir:

.. =[] a@=)

q(0) = [(1)], q,(0) = [g]
q3(0) = [(2)], qs;(0) = [1(.)5]

2. =[] 0@ =[]

Maliyet fonksiyonlarindaki kontrol ugrasi agirlik matrisleri R;

1 0
Ri1 = Ry, = R33 = Ryy = [0 1
birim matrisi olarak seg¢ilmistir.

Ufuk sonu siresi t; = 7s olarak belirlenmistir. Simulasyon igin ornekleme zaman

dilimi 0.1s olarak dikkate alinmistir. Essiz a¢ik dongii Nash dengesinin varlik kosullarii
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incelemek icin H(7)’nin tersinin alinabilir olup olmadig1 incelenmis ve bu matrisin tersi
alinabilir oldugu goézlemlenmistir. Dolayisiyla, Teorem 1.1’e dayanarak bu oyun problemi
bir essiz agik dongii Nash dengesine sahiptir. Bu denge (2.12) ile hesaplanabilmekte ve
etmenlerin durum yoringesi (2.11) ile elde edilebilmektedir. Bu oyun icin bagli Riccati
diferansiyel denklemleri (1.53), asagidaki sekilde standart bir cebirsel Riccati denklemi

formunda yeniden yazilabilmektedir.

P(t) = -DP(t) — P(t)A + P(t)SP(t) — Q (2.13)

P(t;) = [Qf Qi Qi Qi)

Burada
[P1(t)]
[ P2(0)|
PO =1p. |
P,(t)
AT 0 0 0
o AT o0 o0
D= 0 0 AT o
0 0 AT

S=[51 S, 83 54]

0
o,
Q=lq,
Q.

Bu Riccati diferansiyel denkleminin ¢6ziimii terminal degerleriyle ve geriye dogru

yineleme yoluyla Matlab ODE ortamindaki fonksiyonlart kullanilarak bulunmustur.

Diizen grafi ve etmenler arasi ofset vektorlerine gore, arzu edilen diizen seklini
olusturmak igin sirasiyla x ve y ekseninde, (i) etmen 1 ve 2 bagil mesafe 2 ve 4’e, (ii)
etmen 1 ve 4 bagil mesafe -2 ve 4’¢, ve (iii) etmen 2 ve 3 bagil mesafe 2 ve 4’¢ ulasmak
zorundadir. Etmenlerin cizdikleri yoriingeler Sekil 2.3’te x — y diizleminde gosterilmistir.

Etmenler t = 0s, t = 3s ve t = 9.8s’de goriintiilenmistir. Buradan dort etmenin arasinda
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arzulanan ucgen dizen seklinin belirlenen ufuk sonunda gerceklestigi gorilmektedir.
Diizenin teskili siirecinde bitisik etmenlerin bagil mesafe yoriingeleri Sekil 2.4’te

gosterilmistir. Tiim bagil mesafelerin gergeklestigi gorilmektedir.

181

H  Robot 1

16+ *  Robot 2

4 Robot3

14 @® Robot 4
12
10~
E st

>

6 =
4 —~
2 ~
O =

x(m)

Sekil 2.3. Etmenlerin cizdikleri yoriingeler.

T
— Robot 1-2
ar === Robot 1-4 ]
""" Robot 2-3

E €
o o
& ©
= c
o o
4 4
x > -1r
ok
3l 3l m— Robot 1-2 | |
= == = Robot 1-4
a4k 4 a4 | mmmes Robot 2-3 |
5 r r r r r r 5 r r r r r r
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
zaman(s) zaman(s)

Sekil 2.4. Etmen aras1 bagil mesafe yoriingeleri (a) x ve (b) y ekseninde.

Ayrica, bitisik olan etmenler hem x hem de y ekseninde sifir bagil hiza ulasmak

zorundadir. Diizenin teskili surecinde bitisik etmenlerin bagil hiz yoriingeleri Sekil 2.5°te
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gosterilmistir. Bu sekilden ufuk sonunda tim bagil hizlarin sifira ulastigi goriilmektedir.
Kontrol girdilerinin yoriingeleri Sekil 2.6’da verilmistir. Buradan kontrol girdilerinin butln
zaman araligi ig¢in siirtiinmesiz oldugu ve herhangi bir ani degisiminin olmadigi

gorulmektedir.

5 T T 5 T T

— Robot 1-2 — Robot 1-2
ar === Robot 1-4 ] ar === Robot 1-4 ]
S Robot 2-3 S Robot 2-3

x h?z(m/s)
y hiz(m/s)

2 2
3 3
4 4
5 5 ; ; : : : ;
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
zaman(s) zaman(s)

Sekil 2.5. Etmenler arasi bagil hiz yoriingeleri (2) x ve (b) y ekseninde.

5 5
— Robot 1 m— Robot 1
4 == =Robot2 | 41 == = Robot 2 |
---- Robot 3 ====s Robot3
3r m— RObOt 4 | 3r e RObOLt 4 |
& & 2r
£ L
£ £ 4]
2 z T
=) S 0 B - —
= o
° S >
< - 2t I.”
g g {
x > 2t
o
5
3+
4+
5 . \ . . . . 5 . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
zaman(s) zaman(s)

Sekil 2.6. Kontrol girdilerinin yoriingeleri (a) x ve (b) y ekseninde.

Ayrica, etmenlerin farkli baslangig konumlari i¢in yeniden simulasyon yapilmis ve

bu denemeler Sekil 2.7°de gosterilmistir.
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18 18-
B Robot 1 B Robot 1
16 *  Robot 2 161 * Robot 2
€ Robot 3 € Robot 3
4r @ Robot 4 14r @ Robot 4
12+ 12k
10+ 10k
8t £ st
>
6 6L
4 4+
2 oL
of ok
2 c c c c c c c c r r 2 c r r r r r r r r r
4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6
X(m) x(m)
18 18
B Robot 1 B Robot 1
161 * Robot 2 161 * Robot 2
4 Robot3 4 Robot 3
14r ® Robot 4 14r @ Robot 4
12f 126
10f 10k
8- £ sl
>
6 6L
4t 4t
2k oL
of- ok
2 r r r r r r r r r r 2 r r r r r I r r r
4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 4 3 =2 1 0 1 2 3 4 5
x(m) ()
18 18
B Robot 1 W Robot 1
161 % Robot 2 6r %  Robot 2
4 Robot 3 € Robot 3
141 141
@ Robot 4 @ Robot 4
12f 12]-
10F
L B
8 =
6L
4k
oL
of- or
2 r r r r r r r r r r -24 é é ]’_ (’) :’l é :; ‘; é
4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 6 - -
x(m) X(m)

Sekil 2.7. Etmenlerin farkli baslangi¢c konumlari i¢in diizen teskili sirasindaki ¢gizdikleri
yoriingeler.
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2.2. Duzen Kontroliine Analitik Oyun Yaklagimi

Bolim 2.1°deki yaklasimda bagli Riccati diferansiyel denklemler kiimesi sayisal
olarak cozllmiistir. Fakat, bu denklemleri ¢cdzmeden, ¢6zim kimesinin varligi her
secilmis ufuk sonu igin g6zlemlenmelidir. Bu da H(tf)’nin tersi alinabilirliginin

gOzlemlenmesiyle es anlamlidir. Bu bolimde, dizen kontroliine bir essiz Nash dengesini
kazandiran diferansiyel oyun formilasyonu ortaya konulmustur. Bu formilasyonda her
secilen ufuk sonu icin etmenlerin kontrol kurallarinin varligi garantidir. Ayrica, oyunun
kabul ettigi bu agik dongii essiz Nash dengesi zamanin dogrusal islevi ve dagitik kontrol

yasast oldugu gosterilmistir.
2.2.1. Problemin Tanimi

2.2.1.1. Sistem Dinamikleri ve Dizen Grafi

m sayida etmenden olusan ag-bagimli bir etmen takimi varsayalim. Her etmen ¢ift

integrator dinamikleri ile tanimlanir. Takimin dinamiklerinin durum-uzay gosterimi

7=Az+ Z B (2.14)

seklindedir. Burada
— 0 I nm 2nm+1
a=| P |er

B, = [Onxnmf 0,41, bT]T € RZnm+1)xn
b;=1[0..1, ...O]T € RMXn

I,, n-boyutlu birim matrisini, z = [q7, ..., q%,, 1,1, ..., v1,]T € R#V™+1 piitim sistemin
durum vektorind, z, baslangi¢c durum vektoriinii ve q;, v;, u; € R*(i = 1, ..., m) n-boyutlu

koordinat sisteminde sirayla i’inci etmenin konum, hiz ve ivmesini gostermektedir.
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Yonlu graf G = (V,€) diiglim kiimesi V ve sirali digiim ciftleri iceren kenar
kiimesi £’den olusmaktadir. Dlizen kontrolii i¢in diigiim kiimesi V = {1, ..., m} diizende
yeralan etmenlere karsilikli olabilmektedir. Bu durumda kenar kiimesi € < {(i,j): i,j € V}
arabaglantilar1 temsil etmektedir. G’deki her kenar (i, j) € € bir agirhik sayis1 w;; > 0 ile
iliskilidir.

Varsayim 2.1. Dlizen grafi G baglantilidir, yani her ¢ift digiim i,j € V igin, i’den
J’yetimj =1,...,m,j # i, £deki kenarlardan olusan (yonsiiz) bir yol vardir.

Graf Laplasyen matrisi L

(2.15)
L=DWDT € R™

olarak tanimlanir. Burada D € R™€l iligki matrisi ve W = diag(wij) € Rl kosegen
agirlik matrisdir. D’de uv eleman1 eger v kenarinin yonii u diigiimiinden 6teye dogru ise
1’e esitlenir, eger v kenarinin yonii u diigimiine dogru ise -1’e esitlenir, aksi halde 0’a
esitlenir. n-boyutlu graph Laplasyen matrisi £ asagidaki sekilde tanimlanir.

L=LR®I, e R"™ (2.16)
Burada @ islegi Kronecker ¢arpimudir.

Kronecker carpimi oOzelliklerini kullanarak £ asagidaki sekilde yeniden ifade
edilebilmektedir.

L=DWDT QI,

=D In)(w® In)(D X In)T

= DWDT (2.17)

Burada D=D®I, ve W=WQ®I, Varsayallm q=][q],..,q5]7 ve v=
[v], ..., v5]". Laplasyen matrisi £ simetrik ve pozitif yaritanimhidir ve asagidaki karelerin-

toplamu 6zelligini saglamaktadir.
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q"Lq = Z wij|q; ~q’
(. nee

2
v Ly = Z wij||v; — v (2.18)
(e

Burada ||. || simgesi Oklit normunu R™’de géstermektedir. Buradan

Z wij(q; - q:) = 4"DW (2.19)
@@ )e€

Her etmen sadece graf topolojisindeki komsularindan gelen yerel bilgilere sahip
oldugu varsayilmaktadir. Etmen i’nin graf topolojisindeki komsular kiimesi N; =
{j €V:(i,j) € &} ile tammlanir. Bu nedenle, matris W etmen i icin W,; =

diag(O0, ..., ;j, ...,0),j € N; ile degistirilmektedir.

2.2.1.2. Maliyet Fonksiyonlari ve Nash Dengesi

d;; € R" ((i,)) € &) graf topolojisinde bitisik olan i ve j etmenlerinin arasindaki
istenilen mesafe vektorl olsun. Ufuk stresi sonu t¢’de, bitin takimin dizen hatalari ve

bagil hizlarin toplam1 diizen grafina gore asagidaki gibi tanimlanabilmektedir.

> oy (lae) - a;(t) = dyl* + weler) = v ()I°) 2.20)
(i,))e€

Karelerin-toplam1 6zelligi (2.18) ve (2.19)’dan (2.20) asagidaki sekilde matris

formuna doniistiiriilebilmektedir.

2 T
(wij”qi(tf) —4;(t)II" — 205 (a:(t) — a;(17)) @
@i,)eE

2 2
+wijl|dy||” + oy |lvi(te) — v ()|l )
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= Z(tf)TQiZ(tf) (2.21)
Burada
L; -Dw,d 0
Qi = _(Dwid)T dTWid 0
0 0 L;
Li = DWL'DT
Wi == Wi ® In

d = col(d;;) € R™

ve col(.) sltun vektorl anlamina gelmektedir. z(tf)TQiz(tf) > 0 oldugundan dolay1

diizen matrisi Q; pozitif yaritanimlidir.

Terminal dlzen hatalar1 ve terminal bagil hizlarin toplami (2.21) toplam kontrol
ugras gideriyle birlikte en aza indirgemek igin asagidaki sonlu ufuk kareli maliyet

fonksiyonu seklinde tanimlanmstir.

t m
0 =

Burada agirlik matrisi R;; simetrik ve pozitif tanimlidir. Bu nedenle, etmen i’in diizen
kontroli amaci, altta yatan sistem dinamikleri (2.14) dikkate alarak bireysel maliyet

fonksiyonu J;’yi en aza indirgemeyle u;’yi tasarlamaktir.

Bu problemde m sayida farkli maliyet fonksiyonlar1 oldugundan dolay: klasik
optimal kontrol teorisi optimal kontrol yasasini bulmak i¢in kullanilamaz. Bu durumda,
optimal kontrol stratejilerinin turetilebilmesi igin diferansiyel oyun teorisiyle yaklasilabilir.

Acik dongl kontrol yapist altinda, agik dongii Nash dengesi ¢ozumi duzen kontroli
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stratejileri olabilmektedir. A¢ik dongii bilgi yapisinda tiim oyuncular kendi kararlarini
baslangi¢ durum vektorii z, temel alarak vermekteler. Bir Nash dengesi (oyundaki) tim
oyuncularin bir strateji kombinasyonudur. Bu kombinasyonda tim oyuncular biri harig
hepsi Nash stratejilerini kullanmaktalarsa, sapan oyuncu maliyetini disuremez. Agik
dongilu Nash dengesi bir kabul edilebilir strateji se¢im kiime bilesimi (w7, ..., uy,) sekilde
tanimlanir eger tiim kabul edilebilir strateji se¢cim kiimeleri (w4, ..., u,,) i¢in

JH WS, e W, W U g, e, W) S THUG, e U, U, U, e, W) (2.23)
esitsizligi, i = 1, ..., m icin saglanirsa. Burada u; € I; ve I; i’inci oyuncu igin kabul edilir

strateji secim kiimesidir.
2.2.2. Analitik Sonuclar

Bu bolumde, duzen kontroliniin diferansiyel oyun (2.14) ve (2.22) cergevesinde
acik dongli Nash dengesinin ¢6zimi arastirilmistir. [129]°a gore maliyet fonksiyonlari J;
(i=1,..,m), u’nin tim kabul edilebilir kontrol fonksiyonlar1 u;, j # i ve tim z, igin
kesinlikle digbiikeydir. Bu durum, minimum ilkeyi izleyen kosullarin gerekli ve yeterli

oldugunu géstermektedir.

Etmen i icin Hamiltonian

m m
j:]_ i=1

olarak tanimlanir. Burada A; vektorl Lagrange ¢arpanidir. Hamiltonian’un u;’ye goére en
aza indirgenmesi optimal kontrol yasasi u;’yi verir.
u; = —R;'Bl 4; (2.25)

Burada 4; (i = 1, ..., m) vektori asagidaki denklemi saglamaktadir.

. 0H;
)'i = - aZl == —AT),l'

(2.26)
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A(tr) = Quz(ty)
(2.25) ve (2.14)’ten

m
z7=Az— z B;R;;'BT A;

=1

— Az — Z S, 2.27)

01}
Q=|:
Q.
AT o o
D=|o0 -~ o0
o 0 AT

(226) i=1,..,m icin, (2.27) ile birlikte asagidaki standart bicimde

gosterilebilmektedir.

¢ =-mMg
PL(0) + VE(ty) = [25 Onmanxm] (2.28)
Burada
(=1[z" 2T .. 2°]T
A S
m=[g »
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=]

P = [12n6n+1 0]

_ 02nm+1
"‘[ —Q I

(=)
[ ——

(2.28)’in esdegeri

(Pet™ 4+ V)e™M(0) = [25  Oanms1yxm] (2.29)

seklindedir. Eger (2.29) her z, igin essiz sekilde ¢6ziilebilir ise, o zaman problem bir essiz
acik dongt Nash dengesine sahiptir.

Varsayalim

m
H(t;) = Cyy + z C.i+10Q;
i=1

(2.30)
b= [12n6n+1 _IF]
F=[Cyp Cimi1]
Burada etrM = [C i j]. Temel matris analizileryle asagidaki sonug elde edilmektedir.
¢(tr) = e7rM3(0)
= [@(Pe'™ + V)] '[25  Onmsiyxm]
= Iz"g “] H(t;) 2o (2.31)

(2.31)’in esdegeri

2(0) = etM [’ an“] H(t,) 'z, 2.32)
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seklindedir. Buradan

7= el-oOM [’ Z"gﬂ] H(t,) 'z, (2.33)

elde edilmektedir. Denge ile iligkili durum yo6riingesi

2= [Iymyy OJe(tr=OM [’ an“] H(t;) 'z (2.34)
olarak bulunmaktadir. H(¢;)’nin tanimu kullanilarak (2.34)’in esdegeri

z=H(t; — )H(t;) 2, (2.35)
seklinde elde edilmektedir. Goriildiigi Uzere bir essiz agik dongl Nash dengesinin varligi

H (tf) matrisinin tersi alinabilirligi ile esdegerdir.

Agiklama 2.4. A, B, C, D’nin ayni boyuta sahip kare matrisler oldugunu
varsayalim. Eger CD = DC, bu durumda matris [‘g g] determinantt AD — BC matrisinin

determinanti ile esdir [132].
Teorem 2.1. H(¢;) matrisi tim ¢, > 0 icin tersi alabilir.

Ispat: A> = 0, D? = 0, M* = 0 oldugu gdzlemlenmektedir. Ustel matris e“s™ icin

kuvvet serisini kullanilarak

2 3
I1-tA ts+ti(SD—AS)—tiASD
rA S+ 6

0 I+tD

th —

€ (2.36)

olarak elde edilmektedir. Buradan

2 3
H(t;))=T—-tA+ ts+ti(SD—AS)—tiASD Q
f f 2T 6
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i=1 =1 =1
3«
—éAZSiATQl
i=1
[ &, % ( & )1
|I 6 K 6 N tf I+ 2 K |
—|[ tZO tlz 0 Jl (2.37)
f f
71( —EN I+ th

m
N = Z b;R7*b! (DW;d) (2.38)

=1

H (tf) ’nin determinant1 asagidaki matrisin determinantiyla esdir.

[ tF ty )1
-5k <I+ 7K))

2 (2.39)
l K I+tK J

2
(2.39)’un bloklar1 ayn1 boyuttan kare matrislerden olugsmaktadir. Ayrica, %K

matrisi ile I+ t¢K matrisi yer degisim 6zelli§ine sahipler. Bu durumda, Ag¢iklama 2.4’e

gore bu matrisin determinanti

3 4
1+t + L)k + Lk
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matrisin determinantiyla esdir. (2.40)’daki matris pozitif tanimlidir, ve bu teoremi

ispatlar.m

Teorem 2.1’e gore duzen kontrolinun diferansiyel oyun (2.14) ve (2.22)’deki
formulasyonunun agik dongii Nash dengesinin ¢6zumi vardir. Asagidaki doniigimii

varsayalim.

Burada ¥ temel matris olarak bilinmektedir. Bu matris tekil degildir ve
Y =AY (2.42)

Y(e) =1
denklemini saglamaktadir. (2.41)’in t’ye goOre turevi sistem dinamikleri (2.14) ile

birlestirildiginde

m
W7+ W= Az + 2 Bu, (2.43)

=1

elde edilmektedir. Buradan dogrusal es sistem asagidaki sekilde bulunmaktadir.

m
z=v1 (AP -¥)z+ Z B;u;
i=1
m
=¥ By (2.44)

#(0) = ¥(0)z,

Bu es sistem icin Z(tf) = z(tf) oldugundan dolayr maliyet fonksiyonlar1 (2.22)

kullanilabilmektedir.
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Teorem 2.2. Lidersiz duzen kontrolinun (2.14) ve (2.22)’deki diferansiyel oyun

formilasyonunun bir agik dongii essiz Nash dengesi ¢ozimi vardir. Bu ¢oziim

w; = —R*BT (I + (¢, - t)AT)QiH(tf)_le (2.45)

olarak verilmektedir.

Ispat: i’inci oyuncu igin Hamiltonian

=1

m m
j=1 =

olarak tanimlanir. Hamiltonian’nu u;’ye gore en aza indirgemek optimal kontroli

vermektedir.
— -1 pT —-1\T3
u;=—-Ry; Bi(Y )4 (2.47)
Burada
A =0 (2.48)

A(tr) = Qiz(tr)

(2.48)’den goriildiigii lizere 4; sabit bir vektordiir. Béylece

Déniisiim (2.42) ve A2 = 0°dan asagidaki sonuglar elde edilmektedir.

Y = e(t_tf)A

=I+(t—t)A
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w1 — p(tr-t)a
=1+ (t;—t)A (2:50)
z(t;)’yi (2.35)’ten hesaplayarak (2.49) asagidaki sekilde elde edilmektedir.
~ -1
A = QH(t;) "z, (2.51)

Sonug olarak, (2.50) ve (2.51)’den (2.45) elde edilmektedir. Teorem 2.1°e gére H(¢;) tersi

alinabilir. Buradan (2.45)’in essiz ve var olmasi goriilmektedir. m

Oyunun kabul ettigi agik dongii essiz Nash dengesi (2.45) zamanin dogrusal islevi
oldugu gorilmektedir. Ag-bagimli ¢ok etmenli sistemlerin kontroliinde dagitik kontrol
tasarimlari tercih edilmektedir. Agiklama 2.5’te Nash dengesinin ¢ozumi (2.45)’in dagitik

kontrol yasas1 oldugu gosterilmistir.
Agiklama 2.5. Agik dongii Nash dengesi (2.45) dagitik kontrol yasasidir.

Ispat: Graf topolojisinde etmen i ve etmen j’nin dogrudan komsu olmadiklarini
varsayalim. Bu durumda, agirlik matrisi W;’nin kosegen eleman1 w;; sifira ayarlanacaktir.
Kronecker carpim operatorii 6zelliklerine gore £; matrisi m X m blok yapisina sahiptir.
Burada her blokun boyutu n’dir. w;; = 0 ayari, £; ve DW;d’nin j’inci blok satir ve

stitununu sifir bloklara ¢evirmektedir. Boylece, Q; matrisinde j’inci ve (m + j + 1)’inci

blok satirlar1 ve siitunlar1 2m + 1 sifir bloklardan olusacaktir. Dolayisiyla, Q;H (tf)_l
carpimi sonucunda, j’inci ve (m 4+ j+ 1)’inci blok satirlari 2m + 1 sifir bloklardan
olusacaktir. Bu durum, agik dongii Nash dengesi ¢ozimi u;, j’inci etmenin baslangig
durum vektorleri q;(0) ve v;(0)’mn biitiin sistemin baslangic durum vektdrli z, =
[q.(0)7, ..., 4 (0)T,1,v,(0)7, ..., v,,(0)T]7°da kullanmayacagim gostermektedir. Bu
sonug, i ile komsu olmayan tiim etmenlere dogrudan genellestirilebilmektedir. Boylece,

acik dongli Nash dengesinin ¢ozimi u; dagitik kontrol yasasidir. m
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2.2.3. Analitik Cozimunun Simulasyonu

Iki-boyutlu koordinat sisteminde (n =2) dort etmenli (m =4) bir takim
varsayalim. Takimin bir eskenar dortgen diizen seklini teskil etmesi beklenmektedir (Sekil

2.8). Duzenin graf kenar kiimesi ve iliski matrisi asagidaki formda verilmistir.

€=1{(12),(14),(23)}

1 -1 0
{1 0 -1
D=1y o 1
0 1 0

Sekil 2.8. Eskenar dortgen dlzen sekli ve diizen grafi.

Maliyet fonksiyonlarindaki agirlik matrisi W; diizen grafi topologisinde dogrudan

komsuluk {izerine se¢ilmistir. Boylece agirlik matrisleri

1 0 0
W, = [0 1 0]
0 0 O
1 0 0
W, = [0 0 0]
0 0 1
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olarak tanimlanmistir. Dlzen seklinde etmenler arasi istenilen ofset vektorler

a2 = 3]

diy =dy3 = [_24]

olarak belirlenmistir. Etmenlerin baslangi¢c konumlari ve baslangi¢ hizlar

0.0 = [ m@ =)
4.(0) = [, v = 3]
a:0 =[] vs (@ = [ ]

4,0 =[] va@ =]

olarak tanimlanmustir.

Maliyet fonksiyonundaki kontrol ugrast agirlik matrisi R;; = I, (i = 1, ...,4) birim
matris olarak secilmistir. Sonlu ufuk stresi t; = 10s olarak belirlenmis ve similasyon igin
ornekleme zaman dilimi 0.1s olarak dikkate alinmstir. Teorem 2.1’e gore bir essiz agik
dongu Nash dengesi var ve (2.45) ile hesaplanabilir. Etmenlerin denge ile iliskili
yorungeleri zaman araligi [0,10] icin (2.35) ile elde edilmektedir. Eskenar dortgen
diizeninin teskili sirasinda etmenlerin gizdikleri yoriingeler x — y diizleminde Sekil 2.9°da
gosterilmistir. Etmenler t = 0s, t = 3s ve t = 9.8s’de goriintiilenmistir. Bu grafik dort

etmen arasinda arzulanan dlzenin gerceklestigini kanitlamaktadir.
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20

151

x(m)

Sekil 2.9. Etmenlerin gizdikleri yorungeler.

Ofset vektorleri d,,, d,4 ve d,3’e gore etmen 1 ile 2 x ve y ekseninde sirayla —2
and —4, etmen 1 ile 4, x ve y ekseninde sirayla 2 and —4 ve etmen 2 ile 3, x ve y
ekseninde sirayla 2 and —4 mesafelerine ulasmalidir. Etmenler arasi bagil konum degisim
cizgileri Sekil 2.10°da gosterilmistir. Bu grafikten ofset vektorleriyle tanimlanan tiim bagil

mesafelerin gergeklestigi gorulmektedir.

T T
s Robot 1-2
= == = Robot 1-4 [|
""" Robot 2-3

x konum(m)
y konum(m)

-3r i -3r — Robot 1-2 |
= = = Robot 1-4
4 4r L aeea Robot 2-3 |
5 L c c c c L ; ; c 5 : : : : : : : : ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
zaman(s) zaman(s)
(@) (b)

Sekil 2.10. Etmenler aras1 bagil mesafe degisimi, (a) x ve (b) y ekseninde.
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Ayrica, etmenler sifir bagil hiza ulasmak zorundadir. Etmenler arasi bagil hiz
yorungeleri Sekil 2.11°de gosterilmistir. Bu grafikten, etmen 1 ile 2, etmen 1 ile 4 ve etmen
2 ile 3 arasi1 bagil hizlarin sifira ulastigi goriilmektedir. Kontrol girdilerinin ydériingeleri
Sekil 2.12°de gosterilmistir. Bu sekilden, oyunun kabul ettigi Nash dengesinin zamanin
dogrusal bir islevi oldugu agiktir. Ayrica, goriildiigii iizere kontrol girdileri biitlin zaman
aralig1 i¢in siirtlinmesizdir ve ani degisimler gorilmemektedir. Etmenlerin farkli baslangig

konumlart i¢in simdlasyon yeniden yapilmis ve bu denemeler Sekil 2.13’te gosterilmistir.

T T
— Robot 1-2
= m= = Robot 1-4 []
""" Robot 2-3

x hiz(m/s)

y hiz(m/s)

T T
e Robot 1-2
= m= = Robot 1-4 []
""" Robot 2-3

8 9 10 8 9 10
zaman(s) zaman(s)
(a) (b)

Sekil 2.11. Etmenler aras1 bagil hiz yoriingeleri, (a) x ve (b) y ekseninde.

T T 1 o o
m— Robot 1 — Robot 1
0.81 == Rohot 2 ] 0.8 == Robot 2 |
P Robot 3 P Robot 3
. == === Robot 4 : === == Robot 4
—~ 0.4 4~
® L %
.
NS SR =
2 0 Il AR 2
5 of e E)
ar -
5 ...--_--_-;.':.'i-"'-“‘H Rkl TSN S
Z 027 fNrtm. € -
g e
X 0.4 >
0.6 0.6
0.8 0.8
1 : : : 1 : :
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
zaman(s) zaman(s)

Sekil 2.12. Kontrol girdilerinin yorungeleri, (a) x ve (b) y ekseninde.




20

15

y(m)

20

15

y(m)

20

—e

oehpn

Robot 1
Robot 2
Robot 3
Robot 4

oeohn

Robot 1
Robot 2
Robot 3
Robot 4

Sekil 2.13. Etmenlerin farkli baslangi¢ konumlari igin diizen teskili sirasindaki

yoriingeleri.
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y(m)

y(m)

B Robot 1
A Robot 2
20r € Robot3
@ Robot 4
151
10
sk
ok
r r
-4 4 5
B Robot 1
A Robot2
20 € Robot3
@ Robot 4
15
10
5L
o
r r
-4 4 5
B Robot 1
A Robot2
20r € Robot3
@ Robot4
151
10
5k
ok
r r r
-4 1 4 5 6
x(m)
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2.3. Diizen Kontroliine Dinamik Oyun Yaklasimi

Bu bolimde dizen kontrolinun sirekli zamanda diferansiyel oyun formulasyonu
ayrik zamanda dogrusal-kareli dinamik oyun bi¢imine dondstiiriilmiistiir. Ayrik zamanda
bagl Riccati fark denklemlerinin ¢oziimlerinin varligi kosullar: ve bu denklemlerin analitik

yaklagik ¢oziimii bulunmustur.

Ik olarak, diizen kontrolii surekli zamanda diferansiyel oyun olarak formiile
edilmistir. Daha sonra, bu diferansiyel oyun ayriklastirilarak ayrik zamanda bir dinamik
oyun elde edilmistir. Dinamik oyun igin, Levy-Desplanques teoremi kullanilarak, bagli
Riccati fark denklemlerinin ¢ozilebilirligi kosullar1 bulunmustur. En son, Gerschgorin’in
disk teoremini ve spektral yarigapr (spectral radius) temel alan matris yakinsama
(convergence) kriteri kullanilarak, bagl Riccati diferansiyel denklemlerinin (geriye dogru
yinelemeli) analitik yaklasik ¢6ziiml elde edilmistir. Simulasyon yoluyla modellerin ve
analitik yaklasik ¢6zimiUn dogrulugu gosterilmistir. Ayrica, analitik yaklasik ¢6ziimUnUn
basarimini gostermek i¢in bu ¢dzim Matlab ODE yolu ile elde edilen sayisal ¢ozim ile

karsilastirilmistir.

2.3.1. Problemin Siirekli Zamanda Tanim

Bireyleri ¢ift integratorli dinamiklerele modellenmis bir ag-bagimli etmen takimini
varsayalim. Bu takim m sayida etmenden olusmakta ve biitiin takimmn dinamiklerine ait

durum-uzay1 gosterimi agagidaki sekilde verilmektedir.

m

7=Az+ Z B (2.52)
i=1
z(0) = z,
Burada
— 0 Inm 2nm+1
A= [0 v ] ER
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B, = [Onxnm 0,51 b?]T € R(an+1)><n
b; = [0 e Iy ...O]T € RMXN

ve I, € R™ birim matrisidir. z=1[q] .. q%, 1 vI .. v ]T € R¥"™*1 ve g,
sirayla sistemin durum vektorl ve sistemin baslangi¢ durum vektoradir. q;, v;, u; € R
(i =1,...,m) swraylan-boyutlu koordinat sisteminde (yani, n =2,3) i’inci etmenin

konum, hiz ve ivmesini gostermektedir.

Graf G = (V,€), digiim kiimesi V ve sirali diigiim ciftleri iceren kenar kiimesi
E’den olusur. Dlzen kontrolii i¢in diigiim kiimesi V = {1, ..., m} diizendeki etmenlere
karsilikli olabilir. Bu durumda kenar kiimesi € € {(i,j):i,j € V} arabaglantilar1 temsil
etmektedir. G’deki her kenar (i,j) € € bir art1 olan agirlik sayis1 (u;; > 0) ile iliskilidir.
Etmen i’nin graf topolojisindeki komsular kiimesi N; ={j € V:(i,j) € £} olarak
tanimlanir. Dizen grafi G baglantilidir, yani her bir ¢ift diigiim i, j € V i¢in, i’dan j’ye tim

j=1,...,m,j # i, £deki kenarlardan olusan bir yol vardir.
Robot i i¢in graf Laplasyen L;
Li = DWiDT € ]Rm

formunda tanimlanir. Burada D € R™*I€l iliski matrisi ve W; = diag(O, coer Ui ...,0),j €

N;, W; € RI¥! bir kosegen agirlik matrisidir. D’de uv elemani eger v kenarimin yonii u
diigiimiinden 6teye dogru ise 1’e esitlenir, eger v kenarinin yoni u digiimiine dogru ise -

1’e esitlenir, aksi halde 0’a esitlenir.

n-boyutlu graf Laplasyen £;

‘Ci = Li ® In € an (253)

seklinde tanimlanir. Burada @ isleci Kronecker ¢arpimidir. Kronecker garpimi 6zellikleri

kullanilarak £; asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilmektedir.
L;=DW,DT ®1I,

=D In)(Wi X In)(D ® In)T
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= DW, DT (2.54)
BuradaD =D QI,veW; =W; QR I,,.

Varsayalm q = [q7, ...,q5%]7 ve v=[v], .., vL]T. L; simetrik ve pozitif

yaritanimlidir ve asagidaki karelerin-toplami 6zelligini saglamaktadir.

q'Liq = z wijlla; ~q’
(. Dee

2
VL = z uijllv; — v (2.55)
(@.pee

Burada ||. || Oklit normunu R™de g6stermektedir.

Dizen gereksinimi bilgi grafina gore asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

2 2
Z Hij (||ql- —q; — dy[|" + [lvi - v] ) (2.56)
(i,))e€

Burada d;; € R™ ((i,j) € €) graf topolojisinde bitisik olani ve j igin etmenler arasi
istenilen mesafe vektoriinii gostermektedir. Karelerin-toplami 6zelligine goére (2.56) matris

bicimine dontisturilebilmektedir.

2
(#ij”qi ~aill” = 25(a: — 4;) iy + il |+ pgllv = v )
@j)e€

=q'L,q—2q"DW;d + d"W;d + v' L;v
=2zTQ;z (2.57)

Burada
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L; —DW,d 0
Qi = —(led)T dTWid 0
0 0 L

d = col(d;;) € R™ ve col(.) siitun vektdrii anlamma gelmektedir. z7Q;z > 0 olmast

nedeniyle diizen matrisi Q; pozitif yaritanimlidir.

Etmen i icin diizen kontrol sonlu-ufuk kareli maliyet fonksiyonu asagidaki formda

tanimlanmustir.

tf m

T

]i = Z(tf) Qle(tf) +f ZTQiZ + u]TRUu] dt
: Zjﬂ (258)

Burada
Lif —DWl-fd 0
Qif = —(lefd)T dTWlfd 0
0 0 Lir

Ly =DW; DT, W;; =W;; ® I, W;; = diag(0, ..., w;;, ...,0),j € N;, w;; > 0, t ufuk
sonudur ve R;; simetrik ve pozitif tanimli agirhk matrisidir. Etmen i’nin diizen
kontrolindeki amaci, altta yatan sistem dinamikleri (2.52)’yi dikkate alarak bireysel

maliyet fonksiyonu J;’yi en aza indirgeyen u;’yi tasarlamaktir.

(2.52) ve (2.58) problemi icin, agik dongii kontrol yapisi altinda, agik dongii Nash
dengesi ¢6zumi dizen kontroli stratejileri olabilmektedir. Dizen kontroli icin Nash

dengesinin ¢ozimu Teorem 2.3’te ifade edilmistir. Teoremin ispati verilmemistir.

Teorem 2.3. Duzen kontrollintn (2.52) ve (2.58)’deki formulasyonunu bir igbirlik¢i
olmayan dogrusal-kareli diferansiyel oyun oldugunu varsayalim. Bagli Riccati diferansiyel

denklemleri (2.59) P;’yi (i = 1, ..., m) ¢0zUmU olarak kabul ettigini varsayalim.

m

j=1



Pi(tr) = Qy
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Burada S; = B;R;*B”. Bu durumda diizen kontroltniin dogrusal-Kkareli diferansiyel oyun

formiilasyonu igin bir essiz agik dongii Nash dengesi ¢6zimu vardir. Bu ¢6zim asagidaki

sekilde verilmektedir.

u; = —R;;'B] P,®(t,0)z,

Burada
m
b0 =[4- ZS-P- ®(t, 0)
j=1
@(0,0) =1

Denge ile iliskili durum yoriingesi

zZ = ¢(t, O)Zo

olarak verilmektedir. Burada

m
j=1

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Bilindigi kadariyla, bagl Riccati diferansiyel denklemlerinin bir ¢6ziminin

varhigimi (oyununun/dizenin parametreleri izerinde) garanti edecek bir dizi kosul yoktur.

Ayrica, bu denklemler kimesinin ¢6ziminid bulmak icin de genel analitik yéntem

bulunmamakta; u¢ degerleri ve geriye dogru iterasyon kullanilarak sayisal olarak

cozilmeleri gerekmektedir.
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2.3.2. Problemi Ayriklastirma

Bagli Riccati diferansiyel denklemler (2.59)’u ¢6zmek icin sirekli zaman

parametresi bir dizi zaman araligina ayrilmalidir. Zaman araligr [0, t¢]’y1 K esit araliklart
[0,t1], [t1,t2], ..., [tk-1,tk = tg]’ye ayriklastirlmistir. Aralik uzunlugu (veya diger bir
ifadeyle ornekleme zamani) t; — t,_; = § olarak tanimlanir. K bir ¢ift sayidir. Kontrol

girdiler degiskenleri pargali siireklidir.

Surekli zamanda olan sistem dinamikleri (2.52) asagidaki ayrik zamanda sistem

modeline dontstirilmektedir [133].
m
Zyo, = Az + Z Bu, (2.64)
i=1
Buradak =0, ..., K —1ve
A=ed
B — (S,ta
Bi = fO e dtBl

Maliyet fonksiyonu (2.58)’in kontrol ugrasi kismi asagidaki sekilde yeniden

yazilabilmektedir.
tr m
o =

m
ty
T —

Jj=1

o

=

m K-1

LT .
52 (uy) Rijuwy =

j=1 0

&
1]
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K-1

m
T .
Z (u) Riju;, (2.65)

j=1 k=0

Burada ﬁij = 6R;;. Kontrol sinyalleri birim-basamak oldugundan dolayr (2.65) bir

yaklasim (approximation) olmamaktadir. Maliyet fonksiyonu (2.58)’in geri kalan1 belirli
integrallerin sayisal hesaplanmasinda kullanilan Simpson kurali ile asagidaki gibi
yaklasilabilmektedir.

tr
Z(tf)TQle(tf) +f ZTQl'Zdt =
0

K

Tk, _

5zszizk =
k=0

K

T ok
szlek (266)

k=0

Burada
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(2.65) ve (2.66) birlestirerek maliyet fonksiyonu (2.58) asagidaki formda

ayrilmaktadir (ve ayni anda yaklagilmaktadir).

=2k Qfzy + ) | z}QFz + Z(u{;) Riju, (2.67)

Aciklama 2.6. A2 = 0 oldugu gozlemlenmektedir. Bu durumda Ustel matrisi e ve

taT
et =T1+tA

etA" = [ +tAT (2.68)
olarak ifade edilebilmektedir.

(2.68)’den

A=1+dA

- 52

elde edilmektedir.

Ayriklagtirilmig diizen kontroll (2.64) ve (2.67) ayn1 anda ayrik zamanda dogrusal-

kareli dinamik oyun seklindedir. Bu oyun igin agik dongu Nash dengesinin ¢ozimd

asagidaki teorem ile nitelendirilir [134].

Teorem 2.4. A¥ ve M¥** matrislerinin asagidaki formda tiretilmelerini varsayalim.

Mf = Qf + ATMf*(AF) 1A
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M{ = Qf

m
k _ C k+1
A =1+ 3M) (2.70)
=1

Burada S; = B;R;;'B]. Eger A* matrisleri k = 0,...,K — 1 i¢in tersi alinabilir ise, oyun
bir essiz ac¢ik dongii Nash dengesi ¢c6zimiinl kabul etmektedir. Bu ¢6zim
uj, = —R;'BTM{* (A*) Az, (2.71)

olarak verilmektedir. Denge ile iligkili durum yoriingesi asagidaki sekilde bulunmaktadir.
Zypy = (A) 1Az, (2.71)

Goriildiigii gibi, (A* ile bagh olmus) Riccati fark denklemlerinin ¢oziimlerinin
varligi igin gerekli ve yeterli kosul A*’nin tersi alinabilir olmasidir. Bu durumda ayrik

zamanda diizen kontroltinun Nash dengesinin denetleyicileri var olmaktadir.
2.3.3. Riccati Fark Denklemlerinin C6zimu

Bu bélimde Teorem 2.4’teki Riccati fark denklemlerinin ¢ozlebilirligi kosullari

ve olasi ¢oziiml arastirlmistir. Once asagidaki tanim sunulmustur.

Tamm 2.2. X = [x;;] € R™ bir kare matris olsun. Eger tim i = 1, ..., n icin

|| > leijl (2.72)

Jj#i

olursa, X bir kesin kdsegen baskin (strictly diagonally dominant) matristir.

Iyi bilinen Levy-Desplanques Teoremi kesin kdsegen baskin matrisin tekil

olmadigini belirtmektedir [135]. Bu sonugtan faydalanarak asagidaki teorem verilmektedir.

Teorem 2.5. Buyuk olmayan her t; igin A* (k =0, ..., K — 1) matrisleri tekildir.
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Ispat: Terminal degerleri kullanilarak geriye dogru iterasyon ile

QZ

olarak elde edilmektedir. Burada

64
—H —V —H
4

| |
w2 o]
| |

& H 63V 5%H
2 2
m
H bR (S, + £
= iRy Dj \g4i T 4ir
j=1
m
— -1T
V== bR bD(; W+ W,)d
j=1

(2.73) asagidaki sekilde dogrulanabilmektedir. Tanimlara gore:

I,, 0 &I,
A=|0 1 0]
Onm O Inm
2
_[3E
Bi: 0
5b;

(2.73)
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Ayrica,

5 (3 +£y) 6D (~5 W, — Wy )d 0
1 T 1 (2.74)
= 6(1)(—§wj—wf>d) sd” (§Wj+wjf)d 0
1
0 0 5(§Lj +Ljf)_

Boylece, 2}71:1 S'ja ; 'nin matris formu dogrulanmistir.

Ote yandan, Laplasyen matrisinin tanimina gére £; ve £;; matrisleri asagidaki

yapilara sahiptir.

i —U; 0
Hi 1511,1 .
L;=|"Hi1 - Z Hikg - “Him R I,
(i,k)eE
0 .. —Him Him
L= _(A)"l Z wi,k _wi:m ®I
lf l (i,k)eg n (2.75)
0 —Wim Wim
Ayrica,
(Mi,l ® In)di,1
PW,d=|" Z (i @ I)d (2.76)

(i,k)eE

(.ui,m ® In)di,m
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L;, Lir ve DW,;d’den asagidaki matrisler elde edilmektedir.

m
z i ”1bT( L; +£Jf)=diag(R;11,...,R;1}n)

1 1 1
oy <§H1,k + wl,k) (‘ §l11 Kk — W1 k> (‘ §#1,m - w1,m>

: ' 1 :
1 z ( /’le+wlk) <__:uim_wim>
(—gﬂl”l - a)m) o k)EE 3 3

) 1 : . . :
(— §‘um,1 — wm,l) <_ g.um,k - wm,k) Z (gum,k + wm,k)
I,
ve

m
bR‘leD 1w W, |d
T 3 j— Wir
j=1

z <<%H1,k + w1,k) X In> dyg _

(1,k)ee

1 ' (2.77)
= diag(R7i, ..., Ryk) z <(§Hi,k + wi,k) 02 In> dix
(i,k)eE

1
<<§.um,k + wm,k) ® In) dmk

L(m,k)€EE

Kesin kosegen baskin taniminin uygulanmasiyla

53 Z (;Hlk+wlk>(1+4| zk] |> u’]j

(te (2.78)
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esitsizligi, tim i = 1,...,m, ve j = 1, ...,n icin, elde edilmektedir. Burada [dl—,k]j siitun
vektorl d; ;. ’nin j’inci elemamni gdstermektedir. [R;;]; notasyonu R;;’nin j’inci kosegen
elemanmi ifade etmektedir. Bu sonug (yani (2.78) esitsizligi) AX~! icin teoremi

kanitlamaktadir.

Pratikte, § parametresinin kiigtikliigii nedeniyle (2.78)’in sol tarafi sagdan ¢ok daha
az degeri olmaktadir. Bdylece, bir sonraki tekrarlamada Y7, $;M~" matrisinin de kesin
kdsegen baskin olacagi garanti olamktadir. Bu da, AX~2’nin kesinlikle pozitif taniml
oldugunu ifade etmektedir. Sonlu ufuk siresi biiyiikk olmayan bir sabit deger secilirse,

AX73, .., A° matrisleri aym sekilde yargilanabilmektedir.m

Teorem 2.5’ gbre ayrik zamanda dizen kontroltinin Nash dengesi
denetleyicilerinin varligi kanitlanmistir. Bir sonraki teoremde bagli Riccati diferansiyel
denklemler (2.59)’un analitik yaklasik ¢oziimi sunulmustur. Asagidaki agiklamanin ispati
[136]°da bulunmaktadir.

Aciklama 2.7. G € R™ bir kare matris olsun. Varsayalim sprad(G) < 1. Burada
sprad(G), “G’nin spektral yarigap1” anlamindadir. Bu durum igin Y2, G/ dizisi

kesinlikle yakinsar, ve

(I-6)!= Z G’ (2.79)
=0

Teorem 2.6. Diuizen kontroliinlin (2.52) ve (2.58)’deki sonlu ufuk dogrusal-kareli
diferansiyel oyun formiilasyonu ile iliskili (2.59)’deki bagli Riccati diferansiyel
denklemlerinin  k’inci  6rnek zamanindaki analitik yaklasik ¢o6zimi (2.80) ile

hesaplanabilmektedir.

1 m
P, ~ (AT)2Mf*! l—ijM]’f“ A (2.80)
j=1

Burada M¥, terminal degerleri kullanilarak geriye dogru iterasyon yolu ile
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m
— Nk 1 k+1 C k+1 | A

denkleminden bulunmaktadir.

Ispat: 372, §;Q matrisi igin (h = 1, ..., n)

max{mmh S Guron)lril, Y (o

(1,k)ee (z k)ee

-1 1 1
+ Wik ) s [Rinmln ( Hmge + wmk) [Rij'], Z <§.uj,k + wj,k)

(mk)e€ (j,k)EE

oldugunu varsayalim. Bir matrisin 6zdegerlerinin yeri Gerschgorin disk teoremi ile

stirlandirilmistir [137].

Bu teoreme gore

m
sprad Zgjaf
j=1

1
< [Rj‘jl]h(53 +262%) z <§uj_k + wj_k)
(J.k)eE

(3, Gonvon)ere) e

(i,k)EE

53

-1
+ [Rj; T

sonucuna varilmaktadir. Esitsizlik (2.78) igin yapilan yorum burada da gegerlidir. Bu

nedenle:

m
sprad 23‘1@( <1
=1
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Aymist Y7L, §; MY, L, YT, 8 M7 matrisleri icin de ifade edilebilmektedir.

Aciklama 2.7°ye gore

m
At = z —ZSJ-M,’-‘“ (2.82)

m
At~ I — z 5, M+ (2.83)

olarak elde edilmektedir.

(2.83)’den A;' (2.70)’de kullamlmasyila (2.81) elde edilmektedir. Ayrica,

(2.69)’dan A4 ve B; matrisleri (2.71)’de kullanilarak asagidaki sonuca variimaktadir.

. 1 52 m ~ N
= =g (o + ST i 1) s |

m
5 _
— - k+1 k
= —R;;'BT (1+§AT)Mi+ I- E S;M Az, (2.84)

(2.84) ve (2.60)’dan (2.80) ortaya ¢ikmaktadir. m
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2.3.4. Analitik Yaklasik CoziimUnun Simulasyonu

Bu bolimde Teorem 2.5 ve Teorem 2.6°daki teorik bulgularin basarimi similasyon
ile gosterilmektedir. iki-boyutlu koordinat sisteminde (n = 2) bes etmenli (m = 5) bir
takim varsayilmistir. Takim diizen kontrolii amaci bir icgen seklini olusturmaktir (Sekil

2.14). Diizenin bilgi grafinin kenar kiimesi ve iligki matrisi

E ={eqz,14,€23, €45}

[—1 -1 0 0]
|1 0 -1 o]
p=lo o 1 o]
lo 1 0 —1J
0 0 0 1

olarak verilmistir.

Sekil 2.14. Bes etmenli Giggen diizen sekli ve diizenin grafi.

Dilzenin W; agirlik parametreleri Teorem 2.5’e gore ayarlanmis ve asagidaki

matrisler seklinde tanimlanmustir.

W1=

SO OO -
O O O
S OO O
S OO O
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100 0
1o 0o 0 o
W2‘0010}
000 0
00 0 0
1o 0o 0 o
W3‘0010‘
00 0 0
000 0
1o 1 0 o0
Wa=1o 0 0 o
000 1
00 0 0
1o 0 0 o
Ws=1o 0 0 o
000 1

Wif = 5Wi, (l = 1, ,5)

Maliyet fonksiyonundaki kontrol cabasi agirlik matrisleri R; =1,, i =1, ...

olarak secilmistir. Istenen diizen seklinde etmenler arasi1 ofset vektorleri

di; =d,;3 = [:i]

diy=dss = [_24_]

olarak tanimlanmistir. Etmenlerin baslangi¢ konumlari ve baslangig hizlar

4.0 =[] ».@ =[]
2.(0) =[], v = 3]

0= [ 50 =1
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2. =[] v =[]

a5 =[] vs(® =[]

olarak verilmistir.

Ufuk sonu tr = 10s segilmis ve similasyon icin drnekleme zaman dilimi 0.1s
olarak dikkate alinmistir. Bagli Riccati diferansiyel denklemler (2.59)’un analitik yaklasik
¢cozimi (2.80) ve (2.81)’den hesaplanmistir. Dolayisiyla, bu denklemler dizen
kontroluniin agik dongiilic Nash dengesinin analitik yaklasik ¢oziml de buradan

hesaplanmistir. Etmenlerin durum yoriingesi (2.71)’den elde edilmistir.

Etmenlerin cizdikleri yoringeler Sekil 2.15’te x —y duzleminde gosterilmistir.
Etmenler t =0s, t =3s, ve t=9.8s aninda gorintilenmistir. Bu grafikten, tim
etmenlerin belirtilen ufuk sonunda istenilen diizen seklini teskil ettikleri gorilebilmektedir.

Bir bagka ifadeyle, analitik yaklasik ¢6ztim ile ilgili beklenen basari yakalanmistir.

Robot 1
Robot 2
Robot 3
Robot 4
Robot 5

25 .

20

*oeohpn

15

y(m)

10

r r r r r r r r r r
6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
x(m)

Sekil 2.15. Etmenlerin cizdikleri yoriingeler.



105

Ofset vektorlerine gore etmen 1 ve 2, x ve y ekseninde sirayla —2 ve —4, etmen 1
ve robot 4, x ve y ekseninde sirayla 2 ve —4, etmen 2 ve robot 3, x ve y ekseninde sirayla
—2 ve —4, etmen 4 ve 5, x ve y ekseninde sirayla 2 ve —4 bagil mesafelerine ulagsmalidir.
Sekil 2.16°da etmenlerin bagil mesafelerinin yoriingeleri gosterilmistir. Bu grafikten
belirlenen bagil mesafelerine ulasildigi goriilebilmektedir. Bir diger ifadeyle, analitik

yaklasik ¢6ziim duzen kontroliniin amagini gergeklestirmistir.

T T
s Robot 1-2
= m= = Robot 1-4 []
""" Robot 2-3
. === Robot 4-5 ||

= —
£ £
£ £
=) =)
c c
o o
X X
X - >
2k 4
m— Robot 1-2
3t == === Robot 1-4 | |
""" Robot 2-3
AR N AR == === Robot 4-5 | -
5 r r r r r r r r r 5 r r r r r r r r r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
zaman(s) zaman(s)

Sekil 2.16. Etmenlerin bagil mesafe yoringeleri, (a) x ve (b) y ekseninde.

Dizen kontroli amacinda tiim bagil hizlarin sifira ulasmasi da yer almaktadir.
Sekil 2.17°de etmenlerin bagil hizlarinin zaman ge¢misleri gosterilmistir. Bu grafikten tim
bagil hizlarin sifira ulasdig1 goriilmektedir. Sekil 2.18’de etmenlerin kontrol girdilerinin
yoringeleri gosterilmistir. Goriildiigli izere kontrol girdiler biitiin zaman araligi igin
stirtinmesizdir ve herhangi bir ani degisim goriilmemektedir. Ayrica, etmenlerin farkli

baslangi¢c konumlar1 igin similasyon yeniden yapilmis ve Sekil 2.19°da x — y diizleminde

gosterilmistir.



X hiz(m/s)

Sekil 2.17.

-

X kontrol—girdisi(mlsz)
Q
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5 5

s Robot 1-2
== === Robot 1-4 |
===== Robot 2-3
m= === Robot 4-5

y hiz(m/s)

T T T T T 5

s Robot 1-2
== === Robot 1-4 |
====uiRobot 2-3
= === Robot 4-5

zaman(s)

(@)

10

zaman(s)

(b)

Etmenlerin bagil hizlarmin yoriingeleri (a) x ve (b) y ekseninde.

T T T T T T T 2 T T T T T
m— Robot 1 m— Robot 1
== === Robot 2 |{ 1.5 == === Robot 2 |{
===== Robot 3 ===== Robot 3
=== Robot 4 || 1 === Robot4 ||
=== Robot 5| _ =-~#=- Robot 5

%)

2

ERS

=

PPCYTTT YT P 5

O L dlinle 2

+ 2

-~ L asd e
- 1&
5
Yepant® —;

kN

-1.5

zaman(s)

(a)

10

zaman(s)

(b)

Sekil 2.18. Kontrol girdilerinin yorungeleri (a) x ve (b) y ekseninde.
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B Robot 1
A Robot 2
5 4 Robot3
@ Robot 4
% Robot 5
20
é 15
=
10r-
5k
ok
r r r r r r r r r
6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
x(m)
30
B Robot 1
A Robot 2
25F @ Robot 3
@ Robot 4
W Robot 5
20
\E, 15
=
10~
5L
ok
¢ c r c c ¢ c ¢ c c
6 -4 0 2 4 6 8 10 12 14
x(m)
30,
B Robot 1
A Robot 2
255 4 Robot3
@ Robot 4
W Robot 5
20
g 151
>
101
5k
ok
r r r r r r r r r
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y(m)

y(m)

y(m)

30
B Robot 1
A Robot 2
8- 4 Robot3
@ Robot 4
W Robot 5
20
15
T w
sk
ok
. . . . . . . . . .
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
x(m)
30
B Robot 1
A Robot 2
8- 4 Robot3
@ Robot 4
W Robot 5
20
15
10~
5l
0
r r r r r r r r r r
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14
X(m)
30
B Robot 1
A Robot2
25 4 Robot 3
@ Robot 4
+4 W Robot5
20 "
15
10
5l
ok
r r r r r r r r r r
-6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14

Sekil 2.19. Etmenlerin diizen teskili sirasinda ¢izdikleri yoriingeler.
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2.3.5. Sayisal ve Analitik Yaklasik Coziimlerin Karsilastirilmasi

Bagli Riccati diferansiyel denklemler (2.59)’un analitik yaklasik ¢oziiminin
basarimini  kiyaslamak icin bu denklemler Matlab ortaminda ODE45 ¢o6zicu ile
¢ozilmistir. ODE45, Runge-Kutta formilinde, Dormand-Prince ¢iftine dayanmaktadir
(EK 5.1). Bu tez ¢alismasinda kullanilan dogrusal-kareli diferansiyel oyun yaklagimi, Sekil
1.7°den goriildigi tlizere cebirsel yaklasimlar grubundandir. Bu gruba ait problemler
analitik olarak islenebilmekte ve bazen kapali formda ¢6ziimler bulunabilmektedir. Kapali
formda ¢oziimlerin bulunamadigr durumlarda, problem sayisal yaklagimlar yardimiyla
cozllebilmektedir. Bir baska ifadeyle, cebirsel problemler icin kapali form veya sayisal
¢ozlimler arastirilir. Geometrik gruba ait optimizasyon problemlerinin ¢ozimi igin
evrimsel algoritma veya genetik algoritmalar gibi yapay =zeka algoritmalari

kullanilabilmektedir.

Etmen i = 4 icin t = 0 anindaki analitik yaklasik ¢6ziim matrisi P¢ olarak ifade
edilsin ve Matlab platformundaki ODE c¢6zicistnin sonucu P,(0) olarak gosterilsin. Bu
matrisler Tablo 2.1°’de verilmistir. Matlab platformunda ODE ¢o6ziiciiniin sonuglariyla
karsilastirildiginda, analitik yaklasik ¢6ziimiin olduk¢a dogru ve memnun edici oldugu
goriilmektedir. Ustelik, ¢dziim matrislerindeki sifir olan satirlar bagh Riccati diferansiyel
denklemler (2.59)’un komsu olmayan etmenlerin bilgilerini icermedigini gostermektedir.
Baska bir deyisle, diizen kontroliiniin Nash dengesi kontrolleri (2.60) iletisim topolojisinde
sadece komsularin yerel bilgilerini kullanmaktadir. Bu Nash dengesi (2.60)’1n bir dagitik

Kontrol yasasi oldugunu agiklamaktadir.

Buna ek olarak, analitik yaklasik ¢6ziim matrisleri Pt, P?, P3, P} ve P} sayisal
ODE ¢6zum matrisleri P,(t), P,(t), P5(t), P,(t) ve Ps(t) ile zaman arahigi [0,10]’da
karsilagtirilmistir (¢ = 0 durumu EK 5.2°de verilmistir). Sekil 2.20°de bu matrislerin
karsilikli elemanlarindan birkaginin egrileri gdsterilmistir. Bu matrislerin yapilar1 bolim
2.1.3’te aciklanmistir. Bu grafikten analitik yaklasik ¢6ziim ile elde edilen egrilerin ODE

¢Ozliimiiniin egrileriyle ufuk sonunda yakinsadiklar1 gorilmektedir.



Tablo 2.1. i = 4 icin analitik yaklasik ¢6ziimiin ve Matlab ODE ¢oziiciiniin sonuglari.

Pi=
/ 2.1030 0.2613 0.1514 —2.1647 —0.3509\
0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 |en
\—1.9035 —0.1716 —0.0896 4.1781 —2.0134/
—0.1995 —0.0896 —0.0618 —2.0134 2.3640
(4.6050 )T (0.7018 )T (0.4262 )T (—0.3027)T (—5.4303)T
—9.2100 —1.4036 —0.8525 0.6055 10.8605
/ 1.6260 0.6275 0.4482 —1.8240 —0.8777\
0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0o |®r
\—1.1965 —0.3773 —0.2502 3.1998 —1.3758/
—0.4295 —0.2502 —0.1980 —1.3758 2.2535
P,(0)
2.2030 0.2629 0.1537 —2.2662 —0.3535
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ®I,
—2.0034 —0.1723 -0.0906 4.3788 —2.1126
—0.1998 —0.0906 —0.0631 —2.1126 2.4660
_ (4.8059 )T (0.7069 )T (0.4335 )T (—0.3074)T (—5.6389
—9.6118 —1.4138 —0.8670 0.6147 11.2779
1.9467 0.6688 0.4739 —2.1557 —0.9337
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ®I,
—1.4870 —0.4039 —0.2649 3.8375 —1.6818
—0.4597 —0.2649 —0.2090 —1.6818 2.6154

v

(6.8610,-9.2010)"
(0,0)
(0,0)
(—1.0045,-0.7981)"
(—5.8565,10.0081)"

102.3071

(10.2062, —8.2222)7
0,07
0,007
(—2.6516,—-1.7181)7
(—7.5545,9.9403)7

(7.0867,-9.6118)7
0,0)"
0,007
(—1.0143,-0.7991)7
(—6.0724,10.4109)"

106.409

(11.2793,-9.6257)T
0,07
0,007
(—2.8152,-1.8389)"
(—8.4641,11.4646)7

/ 1.8363 0.6536 0.4633 —2.0404 —0.9127\
0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 |®L
—1.3868 —0.3945 —0.2592 3.6176 —1.5772
\—0.4495 —0.2592 —0.2041 —1.5772 2.4899/
(4.5716 )T (1.8255 )T (1.3348 )T (—0.9265)T (—6.8053)T
—9.1432 —3.6510 —2.6696 1.8531 13.6106
/ 3.8096 23180 1.9874  —4.7488 —3.3662\
0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 |®l
—2.4308 -1.2699 —1.0482 7.5102 —2.7614
\—1.3788 —1.0482 —0.9392 -2.7614 6.1276
1.9467 0.6688 0.4739  —2.1557 —0.9337
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ®I,
—1.4870 —0.4039 —0.2649 3.8375 —1.6818
—0.4597 —0.2649 —0.2090 —1.6818 2.6154
(4.8128 )T (1.8673 )T (1.3659 )T (—0.9479)T (—7.0982
—9.6257 —3.7347 —2.7318 1.8957 14.1964
43800 2.4875 2.1112 —5.3749 —3.6038
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ®I,
—28874 -13711 -1.1163 8.6385 —3.2637
—1.4926 -1.1163 —0.9949 -3.2637 6.8674

y

60T
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P1(t)(1,1)'e karsi P1(1,1): Robot 1
P2(t)(1,1)'e karsi P2(1,1): Robot 2

0.8

0.6 - 4

3(t)(3,1)'e karsi P3(3,1): Robot 3
P4(t)(7,1)'e karsi P4(7,1): Robot 4

P

zaman(s)

P5(t)(11,1)'e karsi P5(11,1): Robot 5
P1(t)(18,20)'e karsi P1(18,20): Robot 1

zaman(s) zaman(s)

Sekil 2.20. Riccati’nin sayisal ve analitik yaklasik ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi.



3. SONUCLAR VE ONERILER

21. yiizyilda, gergek diinya sorunlarina ¢ok etmenli sistemlerin kullanimiyla yeni ve
etkin ¢ozimler elde edilmetke ve bu gibi ¢alismalar uygulanabilir hale geldikce, etmenleri
koordine etmek icin yeni yontemlerin gelistirilmesi gerekmektedir. T1ibbi nano robotlardan
uzay arastirmalarma kadar c¢esitli alanlardaki uygulamalarin artmasi ile ¢ok etmenli
sistemlerin kontrolline olan ilgi artmaya devam etmektedir. Oyun teorisinin, ¢ok sayida
tiyesi olan ag-bagimli sistemlerin kontroll igin gii¢lii bir arag oldugu kanitlanmistir. Oyun
teorisi gercevesinde, bireysel ¢ikarlar1 olan etmenlerin bir ortak takim amaci dogrultusunda
etmenler aras1 etkilesimlerinin modellenmesi yapilabilmektedir. Diizen kontrolii ag-

bagimli mobil sistemlerinin ¢ogunun kontroliiniin temel bir bilesenidir.

Bu tez ¢alismasinda, diizen kontrollinin oyun teorisi gercevesinde olas1 ¢6ziimleri
aragtirtlmistir. Cok etmenli diizen kontroli bir istenilen diizen seklinin olusturulmasi
problemi olarak tanimlanmistir. Probleme diferansiyel oyun teorisi yaklasimi ¢ergevesinde
cesitli modeller ve ¢oziimler onerilmistir. Etmenler dogrusal (Gift integrattr) dinamikler ile
tanimlanmis ve bir ag yoluyla bilgi aligverisi yapmaktadir. Ayrica, sistem lidersizdir ve
higbir etmenin digerine Ustiinliigli olmamaktadir. Bilgi aligverisi agi zamanda degismez
diigim ve kenar kiimesi olan yonlii graf ile tanimlanmistir. Grafin Laplasyen matrisi
tanimindan faydalanarak diizen kontroliiniin gereksinimi her etmen icin bir sonlu ufuk
karesel maliyet fonksiyonu bigiminde formiile edilmistir. Dlzen kontrolii i¢in kullanilan
etmen hareket denklemleri ve tanimlanan maliyeti fonksiyonlar1 bir diferansiyel oyunun
durum denklemleri ve maliyet fonksiyonlar1 olarak yorumlanmistir. Bu yaklagimin ana
avantaji diizen kontrolli probleminin, dogrusal-kareli diferansiyel oyun olarak, analitik
islenebilir olmasidir. Ancak, diizen kontroliiniin var olduguna dair hicbir garanti yoktur. Bu
tez caligmasinin ana katkisi, Ozetlemek gerekirse, diizen kontroliiniin varligini saglayan
diferansiyel oyunlarin formiilasyonlaridir. Diger bir ifadeyle, formiile edilmis oyunlar essiz
Nash dengesi kabul etmektedir. Ayrica, analitik yaklasik ¢6ziimiin bulunmasi ¢alismanin

diger katkisidir.

Bu caligmanin 6zeti ve ana sonuglar1 sdyledir:
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1. Acik dongii diizen kontrolii strateji tasarimi agisindan, diferansiyel oyun teorisi
yaklasimu ile lidersiz bir etmen takimi igin bir 6zgun dogrusal-kareli modelleme

ortaya konulmustur (bdlim 2.1).

- Her etmen bilgi aligverisi grafina gore sadece komsu etmenlerle durum
bilgisi alisverisi yaptigindan dolay1 6nerilen modelleme teknigi dagitik

strateji tasarimudir.

- Bagh Riccati diferansiyel denklemleri standart bir cebirsel Riccati
denklemine doniistiiriiliip ¢oziimii terminal degerleriyle ve geriye dogru

yineleme yoluyla bulunmustur.

2. Duzen kontroluniin varolusu agisindan, bir essiz Nash dengesi kazandiran (yani
diizen kontroliiniin varligin1 saglayan) diferansiyel oyun formilasyonu ortaya

konulmustur (b6lum 2.2).

- Oyun ile ilgili bir karmasik matrisin tersi alinabilir olmas1 nedeniyle

diizen kontrolinin varhigr gosterilmistir.

- Oyunun kabul ettigi agik dongii essiz Nash dengesinin zamanin dogrusal

islevi oldugu teorik olarak ve simulasyonlarla gosterilmistir.

- Oyunun kabul ettigi agik dongii essiz Nash dengesinin dagitik kontrol

yasasi oldugu gosterilmistir.

3. Ayrik zamanda agik dongii diizen kontroll strateji tasarimi agisindan, bagh
Riccati diferansiyel denklemlerinin ¢ozilebilirligi kosullar1 ve bu denklemlerin

analitik yaklasik ¢6ziimi ortaya konulmustur (b6lim 2.3).

- Terminal degerlerini ve geriye dogru yineleme teknigini esas alarak,
stirekli zamanda diizen kontrolii problemi ayrik zamanda bir yaklagik

probleme dontistiirilmiistiir.

- Levy-Desplanques teoremi kullanilarak ayrik zamanda bagli Riccati fark

denklemlerinin ¢ozilebilirligi kosullari bulunmustur.
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- Gerschgorin’in disk teoremi ve spektral yarigapini temel alan matris
yakinsama  kriterleri  kullanilarak  bagli  Riccati  diferansiyel

denklemlerinin geriye dogru analitik yaklasik ¢oziiml elde edilmistir.

- Matlab platformunda ODE ¢6ziicliniin sonuglariyla karsilastirildiginda,
analitik yaklasik ¢6ziimiin olduk¢a dogru ve memnun edici oldugu

gosterilmistir.

Cesitli simllasyon denemeleri yapilarak, tim modellerin ve teorilerin dogrulugu
gostermistir. Bu denemelerde agik dongii bilgi yapist altinda Nash dengesi ¢6zimu ile
diizen kontroliiniin gerceklestirildigi gdzlenmistir. Ilgili grafiklerde etmenler aras istenilen
mesafelere, sifir bagil hizlara, biitiin zaman araliginda sirtinmesiz ve ani degisimlerin

olmadig kontrol yoriingelerine (istenilen sekilde) ulasildigr gorilmektedir.

Burada, calismada elde edilen sonuglar dikkate alinarak bazi oneriler yapilmustir.

Gelecekteki arastirmalar asagidaki olas1 yonlerde gergeklestirilebilir.
1. Zamanda degisen bilgi yapisi:

Diizen kontroliindeki beklendik degisiklikler zamanda degisen bilgi ag1 yapisi
ile ugrasilabilir. Bu durum graf teorisinde zamanda degisen kenar kiimesi ile ve
zamanin bir islevi olan Laplasyen matrisi ile ifade edilebilmektedir. Bu
calismadaki Onerilen tasarim yaklagimida (£; matrisi £;(t) ile degistirilerek),
sistemdeki beklendik degisikliklere uyumlu Nash dengesinin ¢ozumleri
aranabilir. Bu durumda c¢Ozumlerin varolusu ve essiz olup olmadigi

gozlenmelidir.
2. Kapali dongii kontrol:

Sistemin degismesine aninda tepki verebilmek kapali dongi kontroli ile
gerceklesebilmektedir. Kontrol uygulamalarinda kapali dongii kontroliine 6zen
gosterilmektedir. Oyunun bilgi yapisim1 kapali dongii seklinde tasarlayarak
kapal1 dongii Nash dengesinin ¢ozum aranabilir. Acik dongii Nash dengesi igin
oldugu gibi, kapali dongii Nash dengesinin ¢6zimu bagh Riccati diferansiyel

denklemlerinin ¢ozilmesiyle belirlenebilecegi agik¢a ortadadir.

3. Carpigsmadan kaginma:
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Dilzen kontroli probleminde, engeller ve diger etmenlerle carpigsmalardan
kaginirken, istenilen diizenin teskil edilmesi dikkate alinabilir. Diger bir deyisle,
etmenlerin  diizen  seklini  olusturmalarin1  saglayan  geribildirimli
denetleyicilerinin tasarimi kapali dongii Nash oyunu seklinde modellenebilir.
flgi ceken bir yaklasim, diizen kontrolii ve ¢arpismadan kaginmanin birlesik bir
maliyet fonksiyonuna entegre edilmesidir. [110]’da karesel olmayan bir
kag¢inma maliyet fonksiyonu bir ters optimal kontrol yaklasimi ile yenilik¢i bir
sekilde olusturulmustur. Bu fonksiyon analitik, dagitik ve optimal bir duzen
kontrolii yasasini dogurmaktadir. Ayni yaklasim kapali dongii Nash oyununun
modellenmesinde dusunulebilir. Diger bir yaklasim, carpismadan kagimnma
problemini durum kisitlamalarina doniistiirerek kapali dongii Nash oyununu

tasarlamaktur.
. Ag-kaynakl gecikme:

Etmenler arasi bilgi aligverisi ag yoluyla oldugundan dolay1r ag performansi
kontrol sistemini etkilemektedir. Ag-kaynakli gecikme komsu etmenlerin
iletisimi sirasinda meydana gelebilmektedir. Ag protokolii tasariminda
deterministik iletisim davranisint modellemek igin sabit ag-kaynakli gecikmeler
dikkate alinmaktadir. Ag-kaynakli gecikme altinda olan diizen kontroli kapali

dongl Nash oyununun modellenmesinde diisiiniilebilir.
Iletim bozukluklar: (isaretin bozulmasi):

lletisim aginda etmenlerin aldig1 isaret gonderilen isaretle aynmi olmayabilir.
Bozulmalar isaretin kalitesinin bozulmasi veya bit hatalar1 seklinde olabilir ve
nedenleri ise isaretin zayiflamasi, gecikmesi veya giiriiltiiniin karismasidir.
Diizen kontroliinde etmenlerin iletisimi sirasinda isaret bozulmalari durumu
dikkate alinabilir. Bozulmalar altinda diizen kontroliiniin Nash denetleyicileri

arastirilabilir.
. Kismi bilgi erigimi:

Bir gercekgi senaryoda her etmen (graf topolojisi yerine) uzaysal koordinat
sisteminde bitisigi olan etmenlerin durumlarina erisimi var. Bu durumda her

etmen kismi bilgi ile diizen kontrolii denetleyicisini tasarlamalidir. Bu senaryo
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acik dongili veya kapali dongii Nash oyunu c¢ergevesinde disiiniilebilir. Kismi

g6zlem durumunda uygulanabilir bir Nash dengisinin varolusu arastirilabilir.
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5. EKLER

5.1. Matlab ODE Co6zlcusu

Riccati matris diferansiyel denklemi, Matlab’de ODE paketindeki fonksiyonlar
kullanilarak c¢oziilebilir. Bu pakette farkli ¢oziiciiler bulunur. Bu ¢6ziicliler arasinda
ode45, ¢ogu ODE problemlerinde iyi sonug verir ve genellikle ilk tercih edilen ¢ozicu
olmaktadr.

ode45, Runge-Kutta formilunde, Dormand-Prince c¢iftine dayanmaktadir. Tek
adiml bir ¢oziictidiir. y(t,)’nin hesaplamasi i¢in sadece hemen 6nceki zaman noktasinda,
y(t,—1)’nin  ¢bzimdine ihtiya¢c duyar. Runge-Kutta yontemleri, geg¢i¢i ayriklastirma
yoluyla adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in kullanilan yinelemeli
yontemlerdir. Bu yontemler 1900’lerde Alman matematikgiler Carl Runge ve Martin Kutta
tarafindan gelistirilmistir. Dormand-Prince, sayisal ¢6ziim hatasin1 6nceden belirlenmis bir
tolerans seviyesinin altinda tutmak i¢in otomatik olarak hata tahminini yapan ve adim
boyutunu (zaman aralig1) buna gore ayarlayan bir Runge-Kutta yontemidir.

Klasik dérdunci-besinci-mertebeden Runge-Kutta-Fehlberg yontemi:
Varsayalim

dy

< =&y
n—1

h =

Dordiincu-mertebeden  yontem, her bir zaman adiminda bes fonksiyon
degerlendirmesi kullanan bir yontemdir.

25 1408 2197 1
Yne1 =Yn h(ﬂkl * 256573 T 3102 5 5)
ky = f(tn, yn)
b= f (a4 5.0 + o)
2Ty
@:f@ﬁém%+§%,ﬁ&b>
8 321733
k4::f(q,+}EJL%1+]932hk1-7200hk24—Z§29ﬁk3)
13 2197 2197 2197
k5==f(u1+luyh-kfigﬁk1—-8hk2+—3680hk3—-845h 4)
216 513 2104

Miskili alti-asamal1 besinci-mertebeden yontemde

16 6656 28561 9 2
k6>

yﬁ+1=:yﬁ4'h(135k1*'12825k34’56430k4"§6k54'§§
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. (t N 8h, . 3544h  1859h 11k )
6 =f\tn T3 =57k 27565 3T 4104 4T a0 S

Yerel kesilme hatasi, soyle tanmin edilir,

&= ”)In+1 - yn+1”

Dormand-Prince yontemine goére optimal zaman arali@i asagidaki sekilde
hesaplanir

5[eh
hopt = h\/;

Burada € adim basina istenilen hatadir.

Pratik programlamada, bu yeni h,,, hesaplamanin bir sonraki adiminda
kullanilacaktir. Bu ekteki bilgiler asagidaki kaynaklardan alinmistir.

[1] Dormand, J. R. and P. J. Prince, “A family of embedded Runge-Kutta formulae,” J.
Comp. Appl. Math., Vol. 6, 1980, pp. 19-26.

[2] Shampine, L. F. and M. W. Reichelt, “The MATLAB ODE Suite,” SIAM Journal on
Scientific Computing, Vol. 18, 1997, pp. 1-22.

[3] T. Kimura, “On Dormand-Prince method. Technical report,” Japan Malaysia Technical
Institute, Senior VVolunteer of Japan International Cooperative Association, 20009.



5.2. Matlab ODE’ye Kars1 Yaklasik C6zim

Tablo 5.1. i = 1 icin analitik yaklasik ¢6ziimiin ve Matlab ODE ¢oziiciiniin sonuglari.
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Tablo 5.2. i = 2 igin analitik yaklasik ¢6ziimiin ve Matlab ODE ¢6zictnun sonuglari.
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Tablo 5.3. i = 3 i¢in analitik yaklasik ¢6ziimiin ve Matlab ODE ¢oziiciiniin sonuglari.
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5.3. Grafik Araylzi Goruntuleri

Tez calismasinda teorik sonuglarin dogrulugunun, farkli diizen kontrolii sekillerinin
teskil edilmesi ve incelenebilmesi i¢in Matlab GUI ile Sekil 5.1°deki arayiiz tasarlanmistir.
Hazirlanan bu arayliz 2.2°deki analitik bulgular iizerine programlanmustir. Arayuzin
calisirken ekran gorUntileri Sekil 5.1-5.9°da verilmektedir. Bu gorintiler bulgularin
dogrulugunu kanitlamaktadir.

4 formation GUI

20

né r
Formation shapes [group 1)
ne
Thiznyle Fenlagon
n4
Square Hexagon
2 r
10 -
8 Furmialion shapes {gioup 2)
Cc J
6F
B z
4
2 -
Q
0 & 4 3] 8 10 2 4 6 8 20

Sekil 5.1. Diizen kontrolu i¢in Matlab’de tasarlanmis grafik arayiizii.
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Sekil 5.2. Uggen diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.
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Sekil 5.3. Kare diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.
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Sekil 5.4. Besgen diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.

4. formation GUI
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Sekil 5.5. Altigen diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.
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4\ formation GUI
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Farmation shapes (group 1)
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Sekil 5.6. C-harfi diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.

4. formation GUI
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Sekil 5.7. J-harfi diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.
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Sekil 5.8. P-harfi diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.
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Sekil 5.9. Z-harfi diizenin teskil edilmesinin ekran goriintiisii.
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5.4. Matlab Kodu
B6lUm 2.1°deki simiilasyonun Matlab kodu:

clc
clear all
close all

T=7; % finite horizon time
n=2; % dimension of the coordinates
m=4; % size of multi robot system

A=[zeros (n*m) zeros(n*m,l) eye(n*m); zeros(l,n*m) zeros(l,l) zeros(l,n*m)

zeros (n*m) zeros(n*m,1l) zeros(n*m)];

bl=[eye(n); zeros(n); zeros(n); zeros(n)];

b2=[ zeros(n); eye(n); zeros(n); zeros(n)];

b3=[ zeros(n); zeros (n) ;eye(n); zeros(n)l;

bd4d=[ =zeros(n); zeros (n); zeros(n); eye(n)l;

Bl=[zeros (n);zeros (n);zeros(n);zeros(n); zeros(l,n); bl];
B2=[zeros (n);zeros (n);zeros(n);zeros(n); zeros(l,n); b2];
B3=[zeros(n);zeros(n);zeros(n);zeros(n); zeros(l,n); b3];
B4=[zeros (n);zeros (n);zeros(n);zeros(n); zeros(l,n); b4d]l;

=[B1l B2 B3 B4];

C=ctrb (A, B);

num uncontl statesl=length (A)-rank(C); % number of uncontrollable
states, i.e. check that system is controllable.

=[-1 -10; 10 -1; 001, 01 0]; %$Incidence Matrix D
D=kron (D, eye(n));

% Weight Matrics W
W1l=0*[1 0 0; 0 1 O0; 0 O 01;
Wl=kron (Wl, eye(n
W2=0*[1 0 0; O ;
W2=kron (W2, eye(n));
W3=0*[0 O 0; O
W3=kron (W3, ey
W4=0*[0 0 0; O ;
W4=kron (W4, eye(n)):;

W1lT=5*[1 0 0, 0 1 0; 0 O 0];
W1lT=kron (W1T, eye(n));
W2T=5*[1 0 0; 0 0 O, O O 1];
W2T=kron (W2T, eye(n));
W3T=5*[0 0 0, 0 O O0; O O 1];
W3T=kron (W3T, eye(n));
WAT=5*[0 0 0; O 1 0; 0 O 01,
W4T=kron (W4T, eye(n));

Rll=1*eye (
R22=1*eye (
R33=1*eye (
R44=1*eye (

% Desired Offset vectors for formation
dlz2=[-2 -4]1"
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dld=[ 2 -41"';

dz23=[-2 -41"';

d=[d1l2' dl14' d23']"';

%$initial state vector g(0)

ql=[-1 0 1"'; v1=[0 2]"';

g2=[ 1 0 1'; v2=[0 3]"';

g3=[ 2 0 1'; v3=[0 1.51";

g4=[-3 0 1'; v4=[0 11"';

qO:[ql' qzl q3l q4l]l;

vO=[vl' v2' v3' v4']"';

x0=[g0" 1 vO0']"';

x=[g0" 1 vO']"';
Ql=[D*W1*D' -D*W1l*d zeros(n*m); - (D*Wl*d)'
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W1*D'];
Q2=[D*W2*D"' -D*W2*d zeros(n*m),; - (D*W2*d)'
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W2*D"'];
Q3=[D*W3*D"' -D*W3*d zeros(n*m); - (D*W3*d)'
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W3*D'];
Q4=[D*W4*D' -D*W4*d zeros(n*m); - (D*W4*d)"'
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W4*D"'];

Q1lT=[D*W1T*D'

zeros (n*m)

Q2T=[D*W2T*D'

zeros (n*m)

Q3T=[D*W3T*D'

zeros (n*m)

QAT=[D*WAT*D"

zeros (n*m)

-D*W1T*d
zeros (n*m, 1)
-D*W2T*d
zeros (n*m, 1)
-D*W3T*d
zeros (n*m, 1)
-D*W4T*d
zeros (n*m, 1)

d'*wWl*d

d'*w2*d

d'*wW3*d

d'*wid*d

zeros (1,n*m) ;
zeros (1l,n*m) ;
zeros (1,n*m) ;

zeros (1l,n*m) ;

zeros (n*m); - (D*W1T*d)"' d'*W1T*d zeros(l,n*m);
D*W1T*D'];
zeros (n*m); - (D*W2T*d)"' d'*W2T*d zeros(l,n*m);
D*W2T*D'];
zeros (n*m); - (D*W3T*d)' d'*W3T*d zeros(l,n*m);
D*W3T*D'];
zeros (n*m); - (D*W4T*d) "' d'*W4T*d zeros(l,n*m);
D*W4T*D'];

’

S1=B1*R11"(-1)* B1l';
S2=B2*R22" (-1)* B2';
S3=B3*R33"(-1)* B3';
S4=B4*R44" (-1)* B4';
PT= [Q1T; Q2T; Q3T; Q4T]; % Riccati Matrix terminal value
ZeroM = zeros(size(A'));
D= [A' ZeroM ZeroM ZzeroM ;...
ZeroM A ZeroM ZeroM ;...
ZeroM ZeroM A ZeroM ;...
ZeroM ZeroM ZeroM A' 1;
S= [S1 S2 S3 Ss4];
0= [Q1; 0Q2; 0Q3; 04];
% Solving m-Coupled Riccati Matrix Differential Equation Backward in
time
[Tl P] = oded45(@(t,P)mRiccati(P, A, D, S, Q), [T:-0.1:01, PT(:));
[ml nl] = size(P);
PP = mat2cell (P, ones(ml,1l), nl);
fh reshape = @ (x)reshape (x,size(Q));
PP = cellfun(fh reshape, PP, 'UniformOutput’', false);
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Ml=[-A S ; zeros(size(Q)) D];

H=[eye (2*n*m+l) zeros(2*n*m+l, length (M1l)-2*n*m-
1) ]* (expm (M1*T) ) *[eye (2*n*m+1); PT];

fil0=eye (2*n*m+1) ;

% *hkkhkkhkkhkhkkhkkkkk kK

% *hkkhkkhkkhkhkhkhkkkkkkkhkhx

t=T:-0.1:0;

for i=l:1length (T1)
Pp=PP{length (T1)-i+1}

E=A-(S1*Pp(l:17,:)+S2* Pp(18:34,:)+S3* Pp(35:51,:)+354* Pp(52:68,

ul (i, :)=-R11"(-1)* B1'* Pp(1l:17,:)*expm(i*E)*fi0*x0;
u2 (i, :)=-R22"(-1)* B2'* Pp(18:34,:)*expm(i*E)*fi0*x0;
u3 (i, :)=-R33"(-1)* B3'* Pp(35:51,:)*expm(i*E)*fi0*x0;
ud (i, :)=-R44"(-1)* B4'* Pp(52:68,:) *expm (i*E) *£i0*x0;
X(:,1)=[eye(2*n*m+1l) zeros(2*n*m+1l,length(Ml)-2*n*m-
1)1 * (expm (M1*t (i))) *[eye(2*n*m+1l); PT]*inv (H) *x0;
end
x1=x0 (1) ; y1=x0(2) ;
x2=x0(3) ; y2=x0(4) ;
x3=x0(5); y3=x0 (6) ;
x4=x0(7) ; y4=x0 (8) ;
for j=1l:1length(T1)
if (J==1) | (3==10) | (J==20) [ (3==30) | (j==40) | (j==50)
[ (3==60) | (3==70) | (3J==80) | (3==90) [ (3==100)
hold all
line ([x1 x2], [yl y2],'LineWidth',1, 'Color','k")
line ([x1 x4]1, [yl y4],'LineWidth',1, 'Color','k")
line([x2 x3],[y2 y3], 'Linewidth',1, 'Color’','k")
legend ('off")
hl = plot(xl,yl,"'*','MarkerSize', 12, '"MarkerEdgeColor', 'k");
h2 = plot(x2,y2,'p', "MarkerSize',12, '"MarkerEdgeColor', 'k'");
h3 = plot(x3,y3,'d', "MarkerSize',12, '"MarkerEdgeColor', 'k'");
h4 = plot(x4,y4,'o', 'MarkerSize',12, '"MarkerEdgeColor', 'k");

2)) s

legend ([hl h2 h3 h4], {'Robot 1','Robot 2', 'Robot 3', 'Robot 4'});

xlabel ("x(m) ', 'fontsize',12)
ylabel ('y(m) ', 'fontsize',12)

end
x1=x(1,3); yl=x(2,3);
x2=x(3,73); y2=x(4,7);
x3=x(5,7); y3=x(6,7);
x4=x(7,3); y4=x(8,3);

pause (0.05)
axis([-4 6 -2 181])
end

Q

% x position error for formation

erry vel vl v2=[x0(1)-x0(3) x(1,:)-x(3,:)]1";
errx vl v4=[x0(1)-x0(7) x(1,:)-x(7,:)1";
errx v2 v3=[x0(3)-x0(5) x(3,:)-x(5,:)1";

figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vel vl v2,'k','LineWidth', 3);
hold on
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plot(t,errx vl v4,'--k','LineWidth', 3);

hold on

plot (t,errx v2 v3,':k','LineWidth', 3);

hold on

axis ([0 T =5 5])

xlabel ('"time (s) ', '"fontsize',12)

ylabel ('x position(m)', 'fontsize',12)

legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4"', 'Robot 2-3');

[}

% y position error for formation

erry vl v2=[x0(2)-x0(4) x(2,:)-x(4,:)]";
erry vl v4=[x0(2)-x0(8) x(2,:)-x(8,:)]1";
erry v2 v3=[x0(4)-x0(6) x(4,:)-x(6,:)]";
figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vl v2,'k','LineWidth', 3);

hold on
plot(t,erry vl v4,'--k','LineWidth', 3);

hold on
plot(t,erry v2 v3,':k', 'LineWidth', 3);

hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y position(m)', 'fontsize',12)

legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4', 'Robot 2-3");
% x velocity error for formation

erry vel vl v2=[x0(10)-x0(12) x(10,:)-x(12,:
erry vel vl v4=[x0(10)-x0(16) x(10,:)-x(16,:
erry vel v2 v3=[x0(12)-x0(14) x(12,:)-x(14,:
figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vel vl v2,'k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel vl v4,'--k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel v2 v3,':k', 'LineWidth', 3);
hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('x velocity(m/s)"', 'fontsize',12)
legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4"', 'Robot 2-3");

Q

% y velocity error for formation

erry vel vl v2=[x0(11)-x0(13) x(11,:)-x(13,:
erry vel vl v4=[x0(11)-x0(17) x(11,:)-x(17,:
erry vel v2 v3=[x0(13)-x0(15) x(13,:)-x(15,:
figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vel vl v2,'k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel vl v4,'--k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel v2 v3,':k','LineWidth', 3);
hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time (s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y velocity(m/s)"', 'fontsize',12)
legend ('Robot 1-2', 'Robot 1-4', 'Robot 2-3'");
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Q

% x control error for formation

figure

t=0:0.1:T;

plot(t,ul(:,1),"'k"', 'LineWidth', 3);

hold on

plot(t,u2(:,1),"'--k', '"LineWidth"', 3);

hold on

plot(t,u3(:,1),"':k', 'Linewidth', 3);

hold on

plot(t,u4(:,1),"'.-k', 'LineWidth', 3);

hold on

axis ([0 2 -1 11])

xlabel ('time(s) ', '"fontsize',12)

ylabel ('x control-input (m/s”2)"','fontsize',12)
legend ('Robot 1', 'Robot 2', '"Robot 3', 'Robot 4');

% y control error for formation

figure

t=0:0.1:T;

plot(t,ul(:,2),'k', 'LinewWidth', 3);

hold on

plot(t,u2(:,2),"'--k', 'LineWwidth', 3) ;

hold on

plot(t,u3(:,2),"':k', 'LinewWidth', 3);

hold on

plot(t,ud(:,2),"'.-k"',"'LineWwidth', 3);

hold on

axis ([0 2 -1 11)

xlabel ('time (s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y control-input (m/s”2)"','fontsize',12)
legend ('Robot 1', 'Robot 2', '"Robot 3', 'Robot 4');
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Riccati denklemlerini ¢ozen fonksiyonun Matlab kodu:

function dpPdt = mRiccati(P, A hat, D, S, Q)

P = reshape (P, size(Q)); %Convert from "n"2"-by-1 to "n"-by-"n"
dpdt = -D*P - P*A hat + P*S*P - Q; %Determine derivative

dbPdt = dPdt(:); %Convert from "n"-by-"n" to "n"2"-by-1
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Bolim 2.2°deki simiilasyonun Matlab kodu:

clc
clear all
close all

10;

2r
4

o°

o°

’

3 ﬁ =

o°

A=[zeros (

zeros

bl=[eye (n
b2=[ zer
b3=[ zer
b4=[ zer
Bl=[zeros
B2=[zeros
B3=[zeros
B4=[zeros
D=[-1 -1

D=kron (D,

finite horizon time

dimension of the coordinates
size of multi robot system

n*m) zeros(n*m,1l) eye(n*m);

(n*m) zeros(n*m,1)

) zeros (n); zeros(n);
os(n); eye(n); zeros(n
) ;eye (n
); zero

os (n); Zeros

(n
os (n); zeros (n

7 Z€ros

0, 10 -1; 00 1; 01 0];

eye(n));

% Weight Matrics W

W1l=5*[1 0
Wl=kron (W
W2=5*[1 0
W2=kron (W
W3=5*[0 0
W3=kron (W
W4=5*[0 0
Wi=kron (W

Rll=1*eye
R22=1*eye
R33=1*eye
R44=1*eye
% Desired
dlz=[-2
dld=[ 2
dz23=[ 2

d=[dl2’

$initial
ql=[-1

x0=[qg0"

x=1[q0"

0; 01 0; 00 01
1, eye(n));

0; 00 0; 0O 11;
2, eye(n));

0; 00 0; OO0 171
3, eye(n));

0, 01 0, 00 01;
4, eye(n));

’
’

’

’

n)
n)
n)
n)

(
(
(
(

zeros (n)
zeros (n
n
(

zeros (1l,n*m) zeros(1l,1)

zeros (n*m) ];

Offset vectors for formation

-4]1"';
-4]1"';
-4]1"';

dl4' d23'1"';

state vector g(0)
0 1'; vi=[0 2]"';

0 1'; v2=[0 3]";

0 J]'; v3=[0 1.51";
0 ]'; v4=[0 11°"';
qzl q3l q4l]l;
v2' v3' v4']l"';

1 v0']"';

1 v0']"';

zeros (1, n*m)



QlT=[D*W1*D'
zeros (n*m)
Q2T=[D*W2*D'
zeros (n*m)
Q3T=[D*W3*D'
zeros (n*m)
Q4T=[D*W4*D'

-D*Wl*d
zeros (n*m, 1)
-D*W2*d
zeros (n*m, 1)
-D*W3*d
zeros (n*m, 1)
-D*W4*d

zeros (n*m) ;

D*W1*D'];

zeros (n*m) ;

D*W2*D'];

zeros (n*m) ;

D*W3*D'];

zeros (n*m) ;
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-(D*Wl*d)' d'*Wwl*d
- (D*wW2*d) ' d'*w2*d
- (D*W3*d) ' d'*W3*d
-(D*W4*d) ' d'*w4*d

zeros (1,n*m) ;
zeros (1l,n*m) ;
zeros (1l,n*m) ;

zeros (1,n*m) ;

zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W4*D"'];
S1=B1*R11"(-1)* B1';

S2=B2*R22" (-1)* B2';
S3=B3*R33"(-1)* B3';

S4=B4*R44" (-1)* B4';

0= [Q1T; Q2T; Q3T; Q4TI

ZeroM = zeros(size(A'"));

L1=pb1*R11" (-1) *b1'*D*W1*D'"+b2*R22" (-1) *b2'*D*W2*D"'+b3*R33" (-
1) *b3"'*D*W3*D'+b4*R44" (-1) *b4'*D*W4*D"';

)

L2=bl1*R11" (-1) *b1l'*D*W1*d+b2*R22" (-1) *b2 ' *D*W2*d+b3*R33" (-
1) *b3"'"*D*W3*d+b4*R44" (-1) *b4'*D*W4*d;

o
o

Sk kK
o

H=[eye (n*m) - ((T"3)/6)*L1
zeros (1, n*m)
((T"~2)/2)*L1

((T*3)/6) *L2
1
(- (T"2)/2)*L2

-T*eye (n*m) - ((T"2) /2
zeros (1, n*m)
eye (n*m)+T*L1

fil0=eye (2*n*m+1) ;
t=T:-0.1:0;

for i=l:length(t)

% dell=[1 t(i); 0 1];

% del2=[1 0; t(i) 11;

% Delt=blkdiag(dell,dell,dell,dell,1,del2,del2,del2,del2)
Ht=[eye (n*m) - (( (£ (i))"3)/6)*L1 (((t(i))~"3)/6)*L2 - (t (i)

(((E(1))"2)/2)*L1;
zeros (1, n*m)
(((t(1))"2)/2)*L1

eye (n*m) + (t (1)) *L1 1;

X (:,1)=Ht*inv (H) *x0;

1
(= ((t(1))"2)/2)*L2

) *L1;

) *eye (n*m) —

zeros (1, n*m)

% x(:,1)=[leye(2*n*m+l) zeros(2*n*m+1l,length (M) -2*n*m-

1) 1* (expm (M*t (i))) *[eye(2*n*m+1); Q]*inv (H) *x0;
ul (i, :)=-R11"(-1)* BLl'* (eye(size(A))+t(i)*A'")*Q1lT*inv (H) *x0;
u2 (i, :)=-R22"(-1)* B2'* (eye(size(A))+t(i)*A")*Q2T*inv (H) *x0;
u3 (i, :)=-R33"(-1)* B3'* (eye(size(A))+t(i)*A")*Q3T*inv (H) *x0;
ud (i, :)=-R44" (-1)* B4'* (eye(size(A))+t(i)*A'")*Q4T*inv (H) *x0;
t (1)

end

x1=x0(1); vy1=x0(2);

x2=x0(3); y2=x0 (4) ;

x3=x0(5); y3=x0(6);

x4=x0(7); v4=x0(8);

for j=1l:1length(t)

if (J==1)1 (3J==30) | (3==98)

hold all



legend('off")

hl
plot (x1,v1,
) ;

h2
plot(x2,y2,'"™!
')

h3
plot (x3,vy3,
)

h4
plot(x4,v4,'o
)

, '"MarkerSize',

, '"MarkerSize'

'MarkerSize',

', '"MarkerSize',
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9, '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k'

,11, '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k

9, '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k'

9, '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k'

legend ([hl h2 h3 h4], {'Robot 1', 'Robot 2', '"Robot 3', 'Robot 4'});
xlabel ("x(m) ', 'fontsize',12)
ylabel ('y(m) "', 'fontsize',12)
end
x1l=x(1,3); yl=x(2,3);
x2=x(3,3); y2=x(4,3);
x3=x(5,3); y3=x(6,3);
x4=x(7,3); y4=x(8,3);
if §>1
line ([x(1,73) x( ,J-1)1,[x(2,3) x(2,3-1)1, 'LinewWidth',2, 'Color"', 'k")
line ([x(3,3) =(3,3-1)1,[x(4,3) x(4,3-
1)1, 'LineWidth',2, 'Color', 'k', 'LineStyle', '-=")
line ([x(5,3) x(5,3-1)1,[x(6,]) x(6,]-
1)1, 'LinewWidth',2, 'Color', 'k', 'LineStyle', ': ")
line([x(7lj) X(7Ij_l)]l [X(8Ij) X(8Ij_
1)], 'LineWidth', 2, 'Color', 'k', 'LineStyle', '-.")
end
pause (0.05)
axis([-4 6 -2 247)
end

Q

°

x position error for formation

erry vel vl v2=[x0(1)-x0(3) x(1,:)-x(3,:)1";
errx vl v4=[x0(1)-x0(7) x(1,:)-x(7,:)1";
errx v2 v3=[x0(3)-x0(5) x(3,:)-x(5,:)1";
figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vel vl v2,'k','LineWidth', 3);

hold on

plot(t,errx vl v4,'--k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,errx v2 v3,':k', 'LineWidth', 3);
hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('x position(m)', 'fontsize',12)

legend ('Robot 1-2",

>3

°

'Robot 1-4",

'Robot 2-3"'");

y position error for formation

erry vl v2=[x0(2)-x0(4) x(2,:)-x(4,:)]1";
erry vl v4=[x0(2)-x0(8) x(2,:)-x(8,:)]";
erry v2 v3=[x0(4)-x0(6) x(4,:)-x(6,:)]";
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figure

t=0:0.1:T+0.1;

plot (t,erry vl v2,'k','LineWidth’', 3);

hold on

plot (t,erry vl v4,'--k','LineWidth', 3);

hold on
plot(t,erry v2 v3,':k','LineWidth', 3);

hold on

axis ([0 T =5 5])

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y position(m)', 'fontsize',12)

legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4"', 'Robot 2-3");
% x velocity error for formation

erry vel vl v2=[x0(10)-x0(12) x(10,:)-x(12,:
erry vel vl v4=[x0(10)-x0(16) x(10,:)-x(16,:
erry vel v2 v3=[x0(12)-x0(14) x(12,:)-x(14,:
figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vel vl v2,'k','LineWidth', 3);
hold on

plot (t,erry vel vl v4,'--k', 'LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel v2 v3,':k', 'LineWidth', 3);
hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time(s) ', '"fontsize',12)

ylabel ('x velocity(m/s)', 'fontsize',12)
legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4', 'Robot 2-3");

Q

% y velocity error for formation

erry vel vl v2=[x0(11)-x0(13) x(11,:)-x(13,:
erry vel vl v4=[x0(11)-x0(17) x(11,:)-x(17,:
erry vel v2 v3=[x0(13)-x0(15) x(13,:)-x(15,:
figure

t=0:0.1:T+0.1;
plot(t,erry vel vl v2,'k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel vl v4,'--k','LineWidth', 3);
hold on
plot(t,erry vel v2 v3,':k', 'LineWidth', 3);
hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y velocity(m/s)"', 'fontsize',12)
legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4"', 'Robot 2-3");

Q

$ x control effort

figure

t=0:0.1:T;

plot(t,ul(:,1),"'k"', 'LineWidth', 3);
hold on

plot(t,u2(:,1),"'--k', 'LineWidth', 3);
hold on

plot(t,u3(:,1),"':k"', 'LineWidth',3);
hold on

plot(t,ud(:,1),"'-.k"'", 'LineWidth', 3);
hold on
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axis ([0 T -1 17)

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('x control input (m/s”2)','fontsize',12)
legend ('Robot 1', 'Robot 2', '"Robot 3', 'Robot 4');

Q

% y control effort

figure

t=0:0.1:T;

plot(t,ul(:,2),"'k', 'LinewWidth', 3);

hold on

plot(t,u2(:,2),"'--k', 'LineWidth"', 3);

hold on

plot(t,u3(:,2),"':k', 'LineWidth"', 3);

hold on

plot(t,ud(:,2),"'-.k','LineWidth"', 3);

hold on

axis ([0 T -1 11)

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y control input (m/s”2)','fontsize',12)
(

legend ('Robot 1', 'Robot 2', '"Robot 3', 'Robot 4');
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Bolim 2.3’teki similasyonun Matlab kodu:

clc
clear all
close all

T=10; % finite horizon time
n=2; % dimension of the coordinates
m=5; % size of multi robot system

A=[zeros (n*m) zeros(n*m,l) eye(n*m); zeros(l,n*m) zeros(l,l) zeros(l,n*m)

zeros (n*m) zeros(n*m,l) zeros(n*m)];

=[eye(n); zeros (n); zeros(n); zeros(n);zeros(n)]l;
=[ zeros(n); eye(n); zeros(n);zeros(n); zeros(n)];
=[ zeros(n); =zeros(n);eye(n);zeros(n); zeros(n)];
=[ =zeros(n); zeros (n); zeros(n); eye(n); zeros(n)l];
=[ =zeros(n); zeros(n); zeros(n); zeros(n); eye(n)];
=[zeros (n*m,n); zeros(l,n); bl];
=[zeros (n*m,n); zeros(l,n); b2];
=[zeros (n*m,n); zeros(l,n); b3];
=[zeros (n*m,n); zeros(l,n); bd];
=[zeros (n*m,n); zeros(l,n); b5];

D=[-1 -1 0 0; 1 0 -1 0; 00O 1 0; 01O -1; 00 O 1]; %Incidence Matrix D

%$ % D=[-1 -1 0; 1 0 -1; 0 0 1, 0 1 0],

D=kron (D, eye(n));

% Weight Matrics W

Wl=1*[1 0 0 0; 01 0 0; 0 O O O0; O O O 01

Wl=kron (Wl, eye(n)):;

wW2=1*[1 0 0 0; 0 O O O; 0O O 1 O; O O O Q1

W2=kron (W2, eye(n));

W3=1*[0 0 0 0; 0 O O O; OO 1 0O; O O O 01

W3=kron (W3, eye(n));

W4=1*[0 0 0 0; 01 0 0; O O O O; OO O 171,

W4=kron (W4, eye(n));

W5=1*[0 0 0 O0; 0 O O O; 0O O O O; OO O 11;

W5=kron (W5, eye(n));

W1T=5*W1;

W2T=5*W2;

W3T=5*W3;

WAT=5*W4;

W5T=5*W5;

R11=10*eye (n);

R22=10*eye (n) ;

R33=10*eye (n) ;

R44=10*eye (n) ;

R55=10*eye (n) ;

Q

% Desired Offset vectors for formation
dlz2=[-2 -4]1"
dl4=[ 2 -4]1°';
d23=[-2 -41"';
d4s5=[ 2 -4 1°';
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d=[dl2' d14' d23' d45']"’
%$initial state wvector g(0)

gl=[ 1 0 ]'; v1=[0 2]"
q2=[ 4 0 1'; v2=[0 3]';
g3=[ 7 0 1'; v3=[0 1.5]"';
q4=[-1 0 1'; v4=[0 1]';
a5=[-4 0 ]'; v5=[0 2.5]"

q0=[qgl"' g2' g3"' g4' g5']"'
vO=[vl' v2' v3' v4' v5']"
x0=[g0" 1 vO0']"

x=[g0'" 1 vO']"

Q1l=[D*W1*D'" -D*Wl*d =zeros(n*m); —-(D*Wl*d)' d'*Wl*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W1*D'];
Q2=[D*W2*D" -D*W2*d zeros(n*m); - (D*W2*d)' d'*W2*d =zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W2*D"'];
Q3=[D*W3*D"' -D*W3*d zeros(n*m); - (D*W3*d)' d'*W3*d =zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W3*D"'];
Q4=[D*W4*D"' -D*W4*d zeros(n*m); - (D*W4*d)' d'*W4*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W4*D'];
Q5=[D*W5*D"' -D*W5*d zeros(n*m); - (D*W5*d)' d'*W5*d =zeros(l,n*m);

zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W5*D"'];

QlT=[D*W1T*D' -D*W1T*d =zeros(n*m); - (D*W1T*d)' d'*W1lT*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*WlT*D iF;
Q2T=[D*W2T*D' -D*W2T*d =zeros(n*m); - (D*W2T*d)' d'*W2T*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*WZT*D 1;
Q3T=[D*W3T*D' -D*W3T*d =zeros(n*m); - (D*W3T*d)' d'*W3T*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*WBT*D 1;
Q4T=[D*W4T*D' -D*WA4T*d =zeros(n*m); - (D*W4T*d)' d'*W4T*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W4T*D 1;
Q5T=[D*W5T*D' -D*W5T*d =zeros(n*m); - (D*W5T*d)' d'*WS5T*d zeros(l,n*m);
zeros (n*m) zeros (n*m, 1) D*W5T*D 1;

S1=B1*R11"(-1)* B1l';
S2=B2*R22" (-1)* B2"';
S3=B3*R33"(-1)* B3';
S4=B4*R44”~ (-1)* B4"';
S5=B5*R55" (-1)* B5';

% Numerical solution of Coupled Riccati Egquations
PT= [Q1T; Q2T; Q3T; Q4T; Q5T]; % Riccati Matrix terminal wvalue
ZeroM = zeros(size(A'"));
DD= [A' ZeroM ZeroM ZeroM ZeroM ;...
ZeroM A ZeroM ZeroM ZeroM ;...
ZeroM ZeroM A ZeroM ZeroM ;...
ZeroM ZeroM ZeroM A' ZeroM ;...
ZeroM ZeroM ZeroM ZeroM A' ];

S= [S1 S2 S3 sS4 S5];

0= [Q1; Q2; Q3; Q4; Q5];
% Solving m-Coupled Riccati Matrix Differential Equation Backward in

time

[Tl P] = oded45(@(t,P)mRiccati(P, A, DD, S, Q), [T:-0.1:0], PT(:));
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[ml nl] = size(P);
PP = mat2cell (P, ones(ml,1), nl);
fh reshape = @ (x)reshape(x,size(Q));

PP = cellfun(fh _reshape, PP, 'UniformOutput’', false);

Pp=PP{length(T1) };

Pl=Pp(1l:21,:);

P2=Pp (22:42,:);

P3=Pp (43:63,:);

P4=Pp (64:84,:);

P5=Pp (85:105, :);

% END
%*****************************
delta=0.1;

K= 100;
A hat= eye(size(A))+delta*A;

Bl hat= delta* (eye(size(A))+0.5*delta*A)*Bl;
B2 hat= delta* (eye(size(A))+0.5*delta*A)*B2;
B3 hat= delta* (eye(size(A))+0.5*delta*A)*B3;
B4 hat= delta* (eye(size(A))+0.5*delta*A)*B4;
B5 hat= delta* (eye(size(A))+0.5*delta*A)*B5;

R11 hat=delta*R1l1;
R22 hat=delta*R22;
R33 _hat=delta*R33;
R44 hat=delta*R44;
R55 hat=delta*R55;

S1 hat=Bl hat*R11 hat”(-1)* Bl hat';
S2_hat=B2 hat*R22 hat”(-1)* B2 hat';
S3 _hat=B3 hat*R33 hat”(-1)* B3 hat';
S4 hat=B4 hat*R44 hat”(-1)* B4 hat';
S5 hat=B5 hat*R55 hat”(-1)* B5 hat';

Q1 hat=delta*Ql;
02 hat=delta*Q2;
03 hat=delta*Q3;
04 hat=delta*Q4;
05 hat=delta*Q5;

’

QlT_hat:delta*(1/3*Q1+Q1T)

Q2T hat=delta* (1/3*Q2+Q2T);

Q3T hat=delta* (1/3*Q3+Q3T);
( )
( )

’

Q4T hat=delta* (1/3*Q4+Q4T
Q5T hat=delta* (1/3*Q5+Q5T

’

Ml= QIT hat;
M2= Q2T hat;
M3= Q3T hat;
M4= Q4T hat;
M5= Q5T hat;

t=0:0.1:T;
SMf= S1 hat* M1+ S2 hat* M2+ S3 hat* M3+ S4 hat* M4+ S5 hat* M5;
for i=l:length(t)

SM= S1 hat* M1+ S2 hat* M2+ S3 hat* M3+ S4 hat* M4+ S5 hat* M5;



eig(sSM);
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G= eye(2*n*m+l)- SM ;
Ginv=inv (eye (2*n*m+1) + SM) ;

oe

M1=Q1 hat + A hat'*Ml *G* A hat;
M2=02 hat + A hat'*M2 *G* A hat;
M3=03 hat + A hat'*M3 *G* A hat;
M4=Q4 hat + A hat'*M4 *G* A hat;
M5=Q5 hat + A hat'*M5 *G* A hat;
pl=((A _hat')"0.5) *M1*G*A hat;
p2=((A _hat')"0.5) *M2*G*A hat;
p3=((A _hat')"0.5) *M3*G*A hat;
p4=((A _hat')"0.5) *M4*G*A_ hat;
p5=((A _hat')”"0.5) *M5*G*A_hat;
if i==
x(:,1)=G*A hat*x0;
else
x(:,1)=G*A hat*x(:,1i-1);
end
ul (i, :)=-R11 hat”(-1)* Bl hat'* M1* G* x(:,1);
u2 (i, :)=-R22 hat”(-1)* B2 hat'* M2* G* x(:,1);
u3 (i, :)=-R33_hat”(-1)* B3 hat'* M3* G* x(:,1);
ud4 (i, :)=-R44 hat”(-1)* B4 hat'* M4* G* x(:,1);
ub (i, :)=-R55 hat”(-1)* B5 hat'* M5* G* x(:,1);
end
x1=x0 (1) ; y1=x0(2) ;
x2=x0(3) ; y2=x0 (4) ;
x3=x0(5); y3=x0(6) ;
x4=x0(7) ; y4=x0(8) ;
x5=x0(9) ; y5=x0 (10) ;
for j=l:1length(t)
if (3==1)1(3==30) | (3==98)
hold all

legend ('off")

hl =

plot(xl,yl,'s"',

)7

h2 =

plot(x2,y2,'"",

) 7

h3 =

plot (x3,y3,'d",

)7

h4 =

plot(x4,vy4,'o"',

) 7

h5 =

plot (x5,v5,'p',

')

'MarkerSize',9, "MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'k'

'MarkerSize',11, '"MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor', 'k

'MarkerSize',9, '"MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k’

'MarkerSize',9, '"MarkerEdgeColor', 'k', "MarkerFaceColor', 'k'

'MarkerSize',13, "MarkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k

legend ([hl h2 h3 h4 h5], {'Robot 1','Robot 2', '"Robot 3', 'Robot
4','"Robot 5'});

xlabel ("x(m) ', 'fontsize',12)



end
x1=x(1,3); yl=x(2,3);
x2=x(3,3); y2=x(4,3);
x3=x(5,3); y3=x(6,3);
x4=x(7,3); y4=x(8,3);
x5=x(9,3); y5=x(10,3)

if 3>1
line ([x(1,3J) x(1,3-1
line ([x(3,7) x(3,3-1
line ([x(5,7) x(5,3-1
line ([x(7,3) x(7,3-1
line ([x(9,3J) x(9,3-1
1)1, 'LineWidth', 3, 'Color"'

end

pause (0.05)
axis([-6 15 -2 28])
end

t=0:0.1:T+0.1;
% x position error
figure

plot (t, [x0(1)-x0(3)
hold on
plot(t, [x0(1)-x0(7)
hold on
plot (t, [x0(3)-x0(5)
hold on
plot(t, [x0(7)-x0(9)
hold on

axis ([0 T -5 57)
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)1, [x(2,7) x(2,3-1)]1, 'LineWidth'
)1, [x(4,7) x(4,7-1)], 'LineWidth'
)1, [x(6,7) x(6,3-1)], 'LineWidth'
)1, [x(8,7) x(8,j-1)], 'LineWidth'
)1, [x(10,3) x(10,3-

s 'r")

xlabel ('time (s) ', 'fontsize',12)

A}

ylabel
legend

'x position (m)

(
(

o)

% y position error

figure

plot(t, [x0(2)-x0(4) x(2,
hold on

plot(t, [x0(2)-x0(8) x(2,
hold on

plot(t, [x0(4)-x0(6) x(4,
hold on

plot(t, [x0(8)-x0(10) x(8,:

hold on

axis ([0 T -5 57)

xlabel ('time (s) ', 'fontsize',12)

ylabel (
legend (
% x velocity error
figure

plot (t, [x0(12)-x0(14)
hold on

x (12,

) -x (14,

:)1','r', 'LineWidth', 3) ;

'g','LineWidth', 3);

:)1','b', 'LinewWidth', 3) ;

'm', 'LineWidth', 3);

, 'fontsize',12)
'Robot 1-2', '"Robot 1-4', 'Robot 2-3', '"Robot 4-5'");

'r','LineWidth', 3);

'g','LineWidth', 3);

:)]1','b', 'Linewidth', 3) ;

:)]','m', 'LineWidth', 3) ;

'y position(m)', 'fontsize',12)
'Robot 1-2', 'Robot 1-4', 'Robot 2-3', 'Robot 4-5'");

:)]'",'r', 'LineWidth', 3) ;

'Color',
'Color"',
'Color"',
'Color',

B B BB
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plot(t, [x0(12)-x0(18) x(12,:)-x(18,:)]"','g', 'LineWidth"', 3);
hold on
plot(t, [x0(14)-x0(16) x(14,:)-x(16,:)]1"','d"', 'LineWidth',3);
hold on
plot (t, [x0(18)-x0(20) x(18,:)-x(20,:)1"','m", 'LineWidth',3);
hold on

axis ([0 T -5 51)

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('x velocity(m/s)', 'fontsize',12)

legend ('Robot 1-2', '"Robot 1-4', 'Robot 2-3', 'Robot 4-5");

[}

% y velocity error

figure

plot(t, [x0(13)-x0(15) x(13,:)-x(15,:)]"','r"', " 'LineWidth"', 3);
hold on

plot(t, [x0(13)-x0(19) x(13,:)-x(19,:)1','g', 'LineWidth',3);
hold on

plot(t, [x0(15)-x0(17) x(15,:)-x(17,:)1"','b', 'LineWidth',3);
hold on

plot(t, [x0(19)-x0(21) x(19,:)-x(21,:)]1"','m', 'LineWidth', 3);
hold on

axis ([0 T -5 57])

xlabel ('time(s) ', '"fontsize',12)

ylabel ('y velocity(m/s)"', 'fontsize',12)

legend ('Robot 1-2', 'Robot 1-4', 'Robot 2-3','Robot 4-5"');

Q

% X control effort

figure

t=0:0.1:T;

plot(t,ul(:,1),"'r', 'LineWidth', 3);

hold on

plot(t,u2(:,1),'g', 'LineWidth',3);

hold on

plot(t,u3(:,1),"'b', 'LineWidth', 3);

hold on

plot(t,u4(:,1),'m', 'LineWidth',3);

hold on

plot(t,u5(:,1),"'c', 'LineWidth', 3);

hold on

axis ([0 T -5 5])

xlabel ('time (s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('x control input (m/s”2)','fontsize',12)
legend ('Robot 1', 'Robot 2', 'Robot 3', 'Robot 4');

% y control error for formation
figure

t=0:0.1:T;

plot(t,ul(:,2),"'r', 'LineWidth', 3);
hold on

plot(t,u2(:,2),'g', 'LineWidth',3);
hold on

plot(t,u3(:,2),'b', 'LineWidth', 3);
hold on

plot(t,ud4(:,2),'m', 'LineWidth', 3);
hold on
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plot(t,ub(:,1),'c', 'LineWidth',3);

hold on

axis ([0 T =5 5])

xlabel ('time(s) ', 'fontsize',12)

ylabel ('y control input (m/s”2)','fontsize',12)
legend ('Robot 1', 'Robot 2', '"Robot 3', 'Robot 4');
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