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OZET

I'?2,I'3 VE HECKE GRUPLARININ NORMALLIYENI VE GRAFLAR

Zeynep SANLI

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitis
Matemtik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2019, 71 Sayfa

Bu tezde [8] de verilen “ I = (2)%I', Z[Ag] in bir ideali ve (2,I'") =1 olsun. Bu

takdirde H3(I) kongriians alt grubunun H® Hecke grubundaki normalliyeni, a = a’ —
min (2, [E]]) olmak tizere HZ((2)%I') dir.” konjektiiriin I min bir karesiz ideal olmasi

durumunda ispat1 yapildi. Ayrica ' modiiler grubunun alt gruplar1 olan I['* ve T3 te
sirastyla kongriians alt gruplar1 olan [Z(n) ve TI§(n) i¢in normalliyen hesaplandi. Ek

olarak Iy, (N) kongriians alt grubunun alt yoriingesel graflar1 incelendi.

Birinci bolimde konu ile ilgili genel bilgiler ve literatiirdeki bazi1 énemli tanim,

teorem ve sonuclar verildi.

Ikinci boliimde ise yukarida belirtilen gruplar i¢in normalliyen hesaplandi. Bunlarla
ilgili teorem ve sonuglar verildi. Bunlarin yam sira Iy, (N) kongriians alt grubunun alt

yoriingesel graflarini incelemek igin gerekli olan indeks hesaplar1 yapildi ve kenar sartlari

belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Hecke grubu, modiler grup, alt yoriingesel graf, normalliyen, indeks
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SUMMARY

THE NORMALIZERS OF THE GROUPS T'?,T'* AND HECKE AND GRAPHS
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In this thesis, it is shown that the conjecture “Let I = 2%I', where (2,I') =1, be
an ideal of Z[A5]. Then the normalizer of H3(I) in H%, is H3((2)*1') where a =

a' — min (2, [E]D .7 in [8] is proved when I is a nonsquare ideal of Z[15]. Moreover, in
the subgroups I'? and T3, subgroups of modular group T', the normalizers of the
congruence subgroups I'¢(n) and I$(n), the congruence subgroups of TI'? and I'3 are

found respectively. In addition, the suborbital graph of the congruence subgroup T, (N)

is examined.

In the first chapter, some necessary definitions, notations and results for the

preceeding chapters are given.

In the second chapter, the normalizers of the above mentioned groups are
determined. Some theorems and conclusions related to these are given. In addition to these,
in order to examine the suborbital graph of the congruence subgroup T, ,(N) the

necessary index calculations are given and edge conditions are determined.

Key Words: Hecke group, godular group, guborbital graph, normalizer, index



1'*2

To (V)
Ton(N)
I2o(N)

I3 o(N)

H3 (D)
|A: B|

Gx

Z[A]
PSL(2,R)

p(N)

SEMBOLER DiZiNi
: Modiiler grup

: Modiiler grubun elemanlarimn karelerinin tirettigi grup

: Modiiler grubun elemanlarimin kiiplerinin {irettigi grup
: Moduler grubun ¢ = 0 mod n olan alt grubu

: Ty (N) nin elemanlarimin a = d mod n olan alt grubu
: T2 grubunun ¢ = 0 mod n olan alt grubu

: T3 grubunun ¢ = 0 mod n olan alt grubu

: (O _1), (1 '1) elemanlar1 tarafindan tiretilen Hecke grubu

1 0 0 1

: Hecke grubunun ¢ = 0 mod I olan grubu
: B grubunun A grubundaki indeksi

: x noktasinin G yoringesi

. x noktasinin G ’deki sabitleyeni

: Tamsayilar kiimesi

: Rasyonal sayilar kiimesi

: Genigletilmis rasyonel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi
C1+/5 .
= irrasyonel sayisi

:a,b € Z olmak lizere a + bA seklindeki sayilar
: Gergel katsayili, lineer, kesir dontigiimlerinin grubu

: Euler Fonksiyonu



1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

19. ylizyilin sonlarina dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edecek bazi dnemli
sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan géz oniine getirilmis ve eliptik fonksiyonlar
teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplar1 adi verilen ve sistematik
calismasint Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant biraktig:
fonksiyonlar iizerinde bir¢cok bilim adami ¢aligmalar yapmistir. Lineer kesirli doniisiimler
grubu ozellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant teorinin kesfiyle
birlikte biiyiik 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle gerek
analiz, gerekse cebirsel yoOntemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin
aritmetigi, integral kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorisindeki dnemi
nedeniyle en ¢ok T modiler grubunun kongriians alt gruplart  olan
I'(N), I, (N), T (N), '°(N) gruplari iizerinde ¢alisilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde de
[ modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 Pierre de Fermat’in 1637 yilinda ifade ettigi
son teoremin ispatinda oldukca dnemli bir yer teskil ettigi goriilmektedir.

Daha sonra ise Eriche Hecke , 1936 yilinda “ Uber die Bestimmung Dirichletcher
Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” adli caligmasinda, A sabit bir pozitif tamsay1

olmak Uzere,
T(z) = —é, Uz)=z+2

kesirli dogrusal donisiimleri ile iiretilen ve H(A) ile gosterilen gruplari tanitmistir [7].

Burada S = TU alinirsa

S(2) =——

z+A

elde edilir. Bu gruplar, H(A) bir Fuchsian grup oldugundan Dirichlet serilerinin
calismasinda kullanilir. Hecke gruplar1 ile ilgili olarak David Rosen, 1963 yilinda “An

arithmetic characterization of the parabolic points of G(2 cos g)” adli makalesinde A =



Ag = ZCOSZ, q = 5 olmas1 durumunda G (1) nin parabolik noktalarin1 karakterize etmistir

[20].

1990 yilinda Mehmet Akbas ve David Singerman’m yaptiklar1 ¢alismada I (N) nin
PSL(2,R) deki normalliyeni arastirilmistir [3]. Bu normalliyen I'y(N) ile iliskili Riemann
yuzeyleri Uzerindeki Weierstrass noktalar1 ile ilgili ¢caligmalarda ve Modiiler formlarda

onemli bir rol oynamaktadir.

2000 yilinda ise Hecke gruplarmin temel kongriians alt gruplar1 tizerinde Mong-Lung
Lang, Chong-Hai Lim ve Ser-Peow Tan tarafindan bazi ¢alismalar yapilmistir. “ Principal
Congruence Subgroups of the Hecke Groups” adli bu makalede g > 3 bir tek tamsay1, G,
bir Hecke grubu, (1), Z[4,] nun bir asal ideali ve G(q,1),G, nun temel kongrians alt
grubu olmak tizere [G,:G(q,7)] = G(q,7) temel kongriians alt grubunun G, daki
indeksinin formiilii elde edilmistir. Ayrica bu makalede [G,(q,T),G(q,7)] Ve
[Gy(q,7T),G1(q,7)] indislerinin formiilleri verilmistir. Son olarak q bir asal sayr olmasi

durumunda G (q, ) geometrik invaryantlari i¢in formiiller ortaya ¢ikmustir [11].

Mong-Lung Lang’m 2001 yilinda yaymnlanan “Normalizers of the Congruence
Subgroups of the Hecke Groups G, and Gg” adli ¢alismasinda PSL(2,R) de [,(m) +
w, ve Iy(m) + w; tanimlanmistir. Bu tip normalliyenlerin tamimi, G, ve Gy Hecke
gruplarinin G (A) ve G2(A) kongriians alt gruplarinm PSL(2,R)’ deki normalliyenlerini

tanimlamaya olanak saglamigtir [13].

Yine Mong-Lung Lang tarafindan 2007 yilinda yapilan “ The Structure of the

Normalizers of the Congruence Subgroups of the Hecke Group G:” adli ¢alismada su

gosterilmistir: A = Zcosg ve T da Z[A] nin bir asal ideal olsun. Gy (t) nun PSL(2,R) deki

Gs Hecke grubundaki normalliyeni N(G,(t)) ile gosterilmek Uzere, N(Go(r)) =G, (%)

dir. Burada h; 4 Un en blyk bolenidir ve h?,t yu béler [14].

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yayimlanan “ Graphs and Finite Permutation
Groups” adli makalede ([24]) ve Gareth A. Jones, David Singerman ve K. Wicks’in, 1991
yilinda yaymlanan “ The Modular Group and Generalized Farey Graphs” adh

calismasinda ([10]) alt yoriingesel graflar ve bu graflardaki devre uzunluklar:

incelenmistir. S.P. Chan , M.L. Lang , C.H. Lim 1994 yilinda “The invariants of the



Congruence Subgroups G,(B) of the Hecke Group Gs” adli ¢alismada § < Z[A] sifirdan

P B

grubunda T' moduler grubunun Ty(N) alt grubuna karsilik gelen G,(B) kongrians alt

farkli bir ideal olmak iizere ( ) clemanlar: tarafindan tretilen Gz Hecke

grubun simgesindeki invaryantlar bulunmus ve G,(B) grubunun (retici eliptik
elemanlarinin mertebelerinin 2 veya 5 oldugu gosterilmistir [5]. M. Akbas’in 2001
yilindaki “ On Suborbital Graphs for the Modular Group” adli ¢aligmasinda devre
uzunluklar1 ile ayrik gruplarin iiretici eliptik elemanlarinin mertebeleri arasindaki iligki

ortaya konmustur [2].

1.2. Topolojik Gruplar

Tamm 1.2.1.[9] (G,) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde her

g,h € G igin
i. mGxXaGg—oG
(g h)—>g-h
il. i:G— G
g—-g "

dontistimleri stirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tamm 1.2.2.[9] G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde
AGXX — X
A(g,x) = gAx =: gx

stirekli bir doniigiim ve her g, g, € G ve her x € X igin

I (9192)x = 91(g2%)

ii. ex = x (e G’ nin birimi)

sartlar1 saglaniyorsa [G, X, A] Uclusline veya [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu

ad1 verilir. Bu durumda G ye X Uzerinde bir hareket grubu denir.



Tamm 1.2.3.[9] A bir topolojik uzaymn alt kiimesi olsun. Eger her x E Aicin UNA =
{x} olacak sekilde bir U komsulugu varsa A ya ayriktir denir.

Ornegin, Z tamsayilar kiimesi R nin bir ayrik alt kiimesidir. R nin her bir sonlu alt

kimesi de R nin bir ayrik alt kiimesidir. {ﬂ nNeEZ n+* 0} kiimesi R nin ayrik bir alt

kiimesidir. Ancak A = {ﬂ nNeEZ n+ O} U {0} kiimesi R nin ayrik bir alt kiimesi degildir.

Lemma 1.2.4.[19] [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x,y € X olsun. Bu taktirde
x=y:e3Ig€EG:gx =y

seklinde tanimlanan " = " bagintis1 X {izerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.2.5. " = " bagintisinin denklik siniflarina hareketin yoriingeleri denir. Ayrica x €

X noktasini igeren yoriingeye x in yoriingesi denir ve bu Gx := {gx|g € G} kiimesidir.

Tamm 1.2.6. G, X Uzerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx = y olacak bigcimde
bir g € G eleman1 varsa G ye X iizerinde transitif olarak hareket ediyor denir. Bu tanima
gore hareket transitif ise Vx € X i¢in Gx = X elde edilir. Yani bir tek yoriinge vardir.

Y oriinge grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Tanmm 1.2.7. G bir grup ve H < G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik smiflarmin
sayis1 aymidir. Bu sayiya H alt grubunun G icerisindeki indeksi denir ve |G:H| ile

gosterilir.

Tamm 1.2.8.[9] G,X Uzerinde hareket etsin ve x € X olsun. G, ={g € G|gx = x}

kiimesine x noktasinin sabitleyeni denir.
Sonug 1.2.9. [9] G, sabitleyeni G nin bir alt grubudur.

Sonug 1.2.10.[9] x,y € X ve g € G olmak Uzere y = gx olsun. Bu takdirde G, ve G,

esleniktir.
Ispat: Gy, = gG,g~" oldugu agiktur.

Lemma 1.2.11.[19] G, X Uzerinde hareket etsin ve x € X olsun. Bu durumda |Gx| =
|G: G,| dir.



Ispat: Gx = {gx|g € G} ve G, = {g € G| Vx € X i¢in gx = x} oldugunu biliyoruz.
Y :={gG,:g € G} i¢in a: Gx — Y,a(gx) = gG, seklinde tanimlansin.
I. @ nin iyi tanimli oldugunu gosterelim. g,, g, € G ve x € X olsun. Eger g, x = g,x
ise a(g1x) = a(g,x ) midir?
G1X = goX = g7 91X = g7 (g1X) = g2 7' go2x = x = g, ' g1 € Gy

dir. Simdi g,"g, € G, = g,G, = 9,G, Yani g,"*g, € G, = g, 19,G, = G, oldugunu

gosterelim. h € G, olsun.
9271 g1hx = 9,7 g1x = x = 9,7 916G, € G, (*)

g2hx = g,x = g1x = g1 ' gohx = x = gy 'gh € G, = h € g,7'9,G, = G, C

927916y (%)
olup (*) ve (xx) dan g, 1g,G, = G, dir. Bdylece
91X = g2X = g1Gx = g6 = a(g,x) = a(g.x)
bulunur.
ii. a nin birebir oldugunu gosterelim. g;, g, € G ve x € X icin a(g,;x) = a(g,x)

olsun. a(g1x) = a(g,x) = 9,6, = g6y = g2 '91 € G, = g, 'g1x = x dir. g;x =

92921 91x = g,(g2"*g1x) = g,x olup « birebirdir.

lii. @ nin 6rten oldugunu gosterelim. v € Y olsun. Buna gére v = gG, olacak sekilde
bir g € G vardir. Buradan a(gx) = gG, = v olup « ortendir.
Dolayisiyla |Gx| = |Y| = |G: G| elde edilir.

Tamm 1.2.12. G bir grup olsun. C := {g € G|Vx € G i¢in gx = xg} kiimesine G nin

merkezi denir.

Tamm 1.2.13. Bir T doniisiimiiniin periyodu (veya mertebesi) T™ = [ esitligini saglayan

en kiiciik pozitif tam sayidir. Boyle bir m sayis1 yoksa T~ ye sonsuz periyotludur denir.



Tanmm 1.2.14. n € Ni¢in 1 < a < nve (a,n) = 1 olan a tamsayilarinin sayist ¢ (n) ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

n =p, tp,"2---p,"s ise bu taktirde

o =n(1=3)(1-3)(1-3)

dir.

1.3. Moduler Grup

Tamm 1.3.1. PSL(2,R) grubunun

az+b

I := PSL(2,Z) = {z —

|a,b,c,d€Zvead—bc= 1}

alt grubuna Modiiler Grup adi verilir. Bu grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tam sayilar

matrisleriyle de temsil edilebilir:

A= (CC‘ Z),detA —1.

A ve - A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir. Boylece,

bu tez igerisinde, matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica

(& vl g k=0

matrisleri yine ayni donilisiimii temsil ettiginden matris hesaplamalarinda uygun oldugu
yerde bu matrisler esit olarak yazilabilir. (Burada determinantin 1 olma sarti
aranmayacaktir.) Asagidaki teorem I' modiler grubunun T(z) =z+1 ve U(z) = —i

doniigtimleri ile iiretildigini géstermektedir.

Teorem 1.3.2.[23] T modiler grubu Tz((l) D ve Uz((l) _01) matrisleriyle

uretilir.m



1.4.T min Q@ = Q U {0} Uzerindeki Hareketi

Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her elemam x,y € Z ve
(x,y) = 1 olmak Uzere bir x/y indirgenmis kesri olarak gosterilebilir. x/y =—x/—y
oldugundan bu gosterim tek degildir. o u 1/0 =—1/0 olarak gosterelim. ' nin Q
uzerindeki hareketi

(a b) x _ ax+by
==
c d/ vy cx+dy

dir. T € T" olmak lzere

. (5) _ a§+b _axtby oo (:_x) _ —ax-by _ ax+by _ o (5)

c§+d u cx+dy y —cx—dy 4 cx+dy - y

oldugundan T grubunun @ iizerindeki hareketi iyi tanimhdir. Eger (x,y) = 1 ve ad —

be =1 ise &3 indirgenmis kesirdir [10].
cx+dy

Teorem 1.4.1.[10] T nin Q tizerindeki hareketi transitiftir. m

Teorem 1.4.2.[10] Q nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir. m

1.5. Modiler Grubun Kongriians Alt Gruplari
Tamm 1.5.1. n pozitif tamsay1 olmak iizere I grubunun temel kongruans alt grubu

I'(n) = {(CCL Z)EF|aEdE 1 (modn), b= czO(modn)}

ile tanimlanir. ' grubunun I'(n) temel kongriians alt gruplarini iceren herhangi bir alt

grubuna kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok ¢alisilan baz1 kongriians alt gruplar:

L(n):= {(Z Z) € F|a =d=1(modn), c=0 (modn)},
I(n) = {(Z Z) € Fl ¢ =0 (mod n)},

) = {(CCL Z) € F| b = 0 (mod n)}



gruplaridir. n € Z olmak uzere I'(n) < I'y(n) < I;(n) < T bigimindedir.

Ayrica I'(n), I grubunun normal bir alt grubudur, dolayisiyla I'(n) grubu I, (n) ve
I';(n) gruplarinin da normal alt grubudur. Diger taraftan I';(n) < I;(n) dir. Buna gore

indeksler n > 2 icin
2
TR = n Ty (1+5) IR =5 Ty (1-55)

Ir: T = 2 T (1- )
dir.

n =2 durumunda |TI:1;(2)| =3,|[I:;(2)|=3,[I"T'(2)|=6 dir. n>2 icgin
yukarida verilen indekslerden asagidaki sonuclar kolayca elde edilir;

ITT@)| _
T I‘l(n)|

Il (): 13 ()] = R = 2Ty (1= 3) L IR (TGO =

[T:Lp ()]

Iy(n),I;(n) ve T'(n) gruplarinin cusp kiimesi de Q dir. Ciinkii bu gruplar I’ grubunun
sonlu indeksli alt gruplaridir ve bir A Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt

grubu da A ile ayn1 cusp kiimesine sahiptir [17].

Teorem 1.5.2.[10] n > 1 olmak (izere Iy(n) grubunun Q Ulzerindeki hareketi transitif

degildir. m
1.6. T2 Modiiler Alt Grubu

I'? ile T modiiler grubunun elemanlarmin karelerinin iirettigi grubu gdsterecegiz ve

a b

kolaylikla goriiliir ki T'? = {(c d) elab+bc+cd=0 modZ} dir. Buradan TI'?

grubunun elemanlar1 a,b,c,d € Z olmak Uzere, (an Z),(Zac Zdb),(ccl Zbd) matris

gOsterimlerinden birine sahiptir.
1.7. T3 Moddler Alt Grubu

I'3 ile T modiiler grubunun elemanlarmin kiiplerinin iirettigi grubu gésterecegiz. [17]

a b

den goriilecegi gibi '3 = {(c d) €Elab+cd =0 m0d3} seklinde gosterilir. Buradan



kolaylikla rs grubunun elemanlari a,b,c,d €EZ olmak Uzere,
3a b a 3b\ (a b . . . L. s o
( c 3 d)' ( 3 d ) , (c d) matris gosterimlerinden birine sahiptir. Ik iki tip

gdsterime sahip elemanlarin I'3 te olacag asikardir. Uciincii tip elemanlara gelince

a,b,c,d # 0 (mod3) olmak izere ad — bc = 1 kosulunu gercekleyen elemanlardir,

yani;

a b

a,b,c,d # 0 (mod3) olmak Uzere T = (C d) € I'® ancak ve ancak T € T dr.

1.8. Hecke Gruplar

T:z— —§ ve U(z) =z+ A, (1 €R) elemanlar1 ile tretilen PSL(2,R) nin alt
gruplarmin ayrik olmasi durumu 6zel bir 6nem tagir. Bu durumda kargimiza "2 nin hangi

degerleri igin bu gruplar ayrik olur? " sorusu ¢ikmaktadir. A nin A =4, = Zcosg, q=3
degerleri i¢in yukarida verilen gruplarin ayrik oldugu Hecke tarafindan gosterilmistir.

Tammm 1.8.1.[14] Yukarida tanimlanan ve ayrik olduklar1 Hecke tarafindan verilmis
gruplara 6zel olarak Hecke gruplari denir ve A =4, = 2cosg degerine karsilik gelen

Hecke grubunu G, ile gosterelim. T ve U doniisiimlerinin PSL(2,R) deki matris

gosterimlerini kullanirsak,

=@ D)

1 1
0 1

grubu olarak karsimiza ¢ikar. Herhangi bir G, Hecke grubu igin

s=r=@ 6 =6 %)

tanimlansin. Bu durumda

dir. ¢ = 3 olmas1 durumunda U = ( ) olur. Bu durumda G5 Hecke grubu, I modular

G, = (T, U) =(T,S)

olur. G, Hecke gruplar1 T ve S ile iiretilen devirli gruplarmn serbest ¢carpimidir. Dolayisiyla
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G, =(T,S) =L, x L,
dur.

G nun kongriians alt gruplarmi asagidaki gibi tanimlayabiliriz: §, Z[A] nin bir ideali

olmak Uzere

Go(B) = {(Ccl Z) €Gg:CcE .3}' G°(B) = {(a 3) € Gg:b € .3},

c

G1(B) :{(‘Cl Z) €EGpa—1,¢c,d-1 E,B},

¢ ={(* Z) €Gpa—1,bcd—1€p)

dir. Hecke gruplariyla ¢aligmanin baslica giicliiklerinden biri

PSL,(Z[A]) = {(‘C‘ Z) .ad —bc = 1,a,b,¢,d € Z[A]}

nmin herhangi bir elemaninin G, Hecke grubuna ait olup olmadigina karar vermekteki

zorluktur. Gergekten I' dan baska sadece G, ve G, Hecke gruplarinin elemanlar1 asagidaki

matrislerden olusmaktadir: G, iin elemanlar1

{<c37 bf): ad — 2bc = 1} ve {(axc/f dij/f) :2ad — bc = 1} ,

G nin elemanlart

{<03§ bf): ad — 3bc = 1} ve {(a\c/g d3§): 3ad — bc = 1}

seklindedir. G, ve G4 nin bu iki tip elamanlarina sirasiyla ¢ift ve tek elemanlar denir.

Peki G5 in elemanlar1 nelerdir? Bu problemi ¢6zmek igin 1952 yilinda David Rosen,
doktora tezinde, siirekli kesirlerin yeni bir ¢esidi olan A, kesirlerini ortaya atmustir. A,

kesirleri nelerdir? Aq kesirleri

==. [ro, 81: T'l/l, 82: r2/1, ...]

&1
Tod + ——=—
0 7'1/1+ £2 23
T'zl
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seklindeki stirekli kesirlerdir. Burada, genellikle, sabit bir g icin A = 2C osg, q=3,¢& =

+1 ver, €Z*,i = 1,1y € Z dir. Bu sirekli kesir bir “en yakin tamsay1 algortimas1” ile

gelistirilmistir. Eger & bir reel sayr ise biz £ ye en yakin A nin bir tamsayr katini

aragtirtyoruz. Yani, eger "{}" en yakin tamsayiy1r gdosteriyorsa bu taktirde {%} =71,

§

yazacagiz. Burada —% <71y— 1< % yani ry esitsizlikte tek tiirlii belirlenir.

7”0/1—§<§Sr0/’1+/51 €y

Boylece & = 1,1 +§—1 dir. Burada eger rpd <& ise & >0 ve rpA>¢ ise g <0
1

oldugundan &; = Esﬁ > 0 oldugu goriilir. Eger & =nA +§ =n+1)1 —% ise bu
—To

taktirde (1) esitsizliginden r, =n ve & =1 dir. Bu taktirde 14 —% < &<k +§

ifadesi &; > % >1> % oldugunu vurgular ve boylece r; = {i—l} > 1. Bu sekilde devam

edersek &, > % oldugunu buluruz ki bu 1, = 1 (m = 1) oldugunu vurgular [22].
Bundan sonra 4 kesri A5 kesrini gosterecektir. Simdi A kesrine bir 6rnek verelim.
Ornek 1.8.2. 1 € Z nin A kesirlerine ayrilmis seklinin A — % oldugunu gosterelim.

En yakin tamsay:1 algoritmasii uygulayalim. & = 1 olsun. ¢ ye en yakin A nin bir

tam say1 katini arastiracagiz. Bu tamsayi r, olsun. Bu taktirde

= (=)= () - et =1

dir. 1A = 1= 1,618 > & = 1 oldugundan & = —1 dir. Boylece & = 14 + %:fl

_ &
T &1

esitliklerinden

—y_1 -1
§=41 51,51—1_,1

elde edilir. Simdi &; e en yakin tamsayr algoritmasimi uygulayalim. 4 nin &; e en yakin

tamsayi kat1 r; olsun. Bu taktirde

2=~
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1 1

dir. Burada 4% = 2 + 1 olduguna dikkat edelim. ;4 = 1 = 1,61803 < §; = — = —— =

1,61812 oldugundan &, = 1 dir. Boylece

1 1 1

1
nEAt T —, Tl-A+i+i 0
T-1 T-2

(0¢]

olupé& =1+ é = A bulunur. Buradan ¢ = 4 — % dir. Yani 1 in A-kesirlerine ayrilmig sekli

1
ﬂ—zdlr.l

A-kesirlerine ayirma islemi her zaman ¢ok kolay degildir. Bunu asagidaki 6rnekte

gorebiliriz.
Ornek 1.8.3. 222 ifadesini A kesirlerine ayiralim.

. 9 yl )
En yakin tamsay1 algoritmasim kullanacagiz. & = % olsun. Buna gore A nin ¢ ye

en yakin bir tamsay1 katini arastiracagiz. Bu tamsayi 1, olsun. Bu taktirde

$ S+ 4 3+71 3+71) (14,632
o {/1} 2 s1—21—2)  3i—2) lzgsa)~ 127 =5

dir. 7p1 =51 =8,09 < £ =2 = 8,294 oldugundan & =1 dir. Boylece & =roA+
€1 __&a N .
Z 1 ) esitliklerinden

_5“1 B 1 _ 5— 221 _5-22

‘= 51'El‘3+7,1_5/1_3+7,1—25,1+1oa+10_13—8,1
5—21

bulunur. Simdi &; e en yakin tamsay1 algoritmasini uygulayalim.

_ {51} _{ 5-21 }_ {5 - 2/1} _ {1,764} — (19,820} = 20
NS T 1321—81-8) _ 5a—8J " loogy) _ VT

dir. A = 201 = 32,36 > & = —— = 31,5 oldugundan £, = —1 dir. Boylece
&= X $p = 5 _ 21 901 T 5-21—2601+1601+160 —1021+ 165

13 -84



13

elde edilir. Buna gore

§=51+—7
201 — +
$2

dir. Simdi &, ye en yakin tamsay1 algoritmasini uygulayalim.

_{52}_{ 81—13 }_{ 84 —13 }—{_0’056}—{0861}—1
2T T C1022—102 + 1654 6321 —102) —0,065) N

81-13 _ —0,056

Olup mA=21=1618>¢, = —102A+165  —0,036

= 1,55 oldugundan &; =-1 dir.

Boylece
U ~1 r 1024 - 165 _ 1021 - 165
N s _; 8A—13+102A+102-1654 —551+ 89
—1021 + 165

elde edilir. Buna gore

1
£=51+ T

1——=
$3

bulunur. Simdi &5 ye en yakin tamsayi algoritmasini uygulayalim.

_ {53} _ { 1021 — 165 } ~ {1021 — 165} ~ {0,036} ~
T2 T 15551 —55+894 1 341-55J 0,012
102A-165 _ 0,036
—551+89 0,009

0|Llp rgl =31= 4‘,854‘ > 53 =

= 4 oldugundan ¢, = —1 dir. Boylece

-1 -1 -1
$3=34-7 8= 1024165 ,,  102A—165+165A+165—-2674 0
—551+ 89 —551+ 89

olup & =31 — é = 3 bulunur. Bdylece & nin A kesirlerine ayrilmis sekli

3+7,1_5/1+
5—21 1

dir. m
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Teorem 1.8.4.[22] Her reel say1 bir tek A kesir gosterimine sahiptir. m

G5 Hecke grubunun elamanlarini belirlemek i¢in asagidaki teorem yardimci olabilir.

Teorem 1.85.21] V = (2 3), ad —bc = 1,a,b,c,d € Z[A] olsun. V € Gy &
i b _ g _Pno@_ P
l. E—r0/1+ +Tnﬂ._Qn'C_ Qn—17 (3)
ii a_ e By Ent1r _ Pnia b P
I1. Z - rOA + + Tn/1 + Tn+1). - Qn+1 ;d - Qn, (4‘)
vP P vP, P
Eger i) saglamyor ise V=< ol n) , i) saglaniyor ise V=( ntl ”)
s ) 8 7 in—l Qn ) 8 Y in+1 Qn

seklindedir. Burada v = +1, detV = 1 olacak sekilde se¢ilir.m

Teorem 186.021] v = (% 3

Aq-kesir gosterimine sahip oldugunu varsayalim. Bu taktirde V € Gq < V, (3) veya (4)

), ad —bc = 1,a,b,c,d € Z[4,] olsun ve S nin sonlu bir

seklindedir. m

Ornek 1.8.7.[21] V = (_(9’1 +4) 354+ 24) olsun, R = 35424

—(2A+3) 131+6 = Tai:¢ Yien yakin tamsay1

algoritmasini kullanarak A-kesirleri cinsinden yazarsak R = 24 — 2/1: — elde edilir.

1

31

Buradan P; = 351 + 24 ve Q; = 131+ 6 bulunur. Boylece b ve d Teorem 1.8.6. y1

A .
1 o= 22*% 4ur. Teorem 18.6. nin sartlarini

saglar. Sondan bir 6nceki yakinsaklik 24 —
21+A 2A+3

saglamak i¢in a = —(94+ 4) = —P,, ¢ = — (21 + 3) = —Q, secilebilir. Buna gore V,
(3) seklinde oldugundan V € Gg dir.

—(22A4+13) 1112+13

Ornek 1.8.8.[21] A = ( —(71+5) 7A—-1

), detA = 1 olup (3) veya (4) seklinde

olmadigindan A & G dir.

1.9. indirgenmis Form

Tamm 1.9.1.[15] x, Gs in bir cusp noktasi, yani x € Q(4) olsun. Eger

i. (Z ccl) € Gs olacak sekilde ¢, d € Z[A] vardr,
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i b=0,

. . 1 1
hil. X = oo ise, indirgenmis form — o vevas dir,

sartlar1 saglaniyorsa x =% ye bir indirgenmis form adi verilir. Eger oo, siralanmis cusp

L . 1 . .1
noktalarinin solunda ise indirgenmis form — 5 saginda ise 5 olarak alinir.

Acikca (a, b) = 1 dir. Buradan eger (a’,b") = 1 olmak lizere x = % ise bu taktirde,

u ,Z[2] da bir birim olmak lizere a = pua’,b = ub’ dir.
Indirgenmis form, genelde, oldukga karmasik olabilir. Ornegin 1 ve % un
indirgenmis formlar1 sirasiyla

193776765+3135373921 _ 21436
313733810+5076319681 34436

S

dir.

Lemma 1.9.2.[15] Bir x # oo cusp noktasimin indirgenmis formu tektir. m

Sonug 1.9.3.[15] Eger o* ve -2, <t =Zolan iki indirgenmis form ise bu taktirde a; =
1 2 1 2

a, ve bl = bz dlr ]
Lemma 1.9.4.[15] % > 0 (b > 0) bir indirgenmis form olsun. Bu taktirde b e N &< b =1

dir. m

Sonug 1.9.5.[15] Eger x # oo bir cusp noktasi ve x = % indirgenmis formda ise bu taktirde

b=1ebirmeZiginx =mAdr. m

1 b) € Gs © b = mA, m € Z ve benzer sekilde (i

0 1 O)EGS<:>

Bu sonuca gore ( 1

¢ =nA, n € Zdir.

Tamm 1.9.6. Eger (xl-, xj) bir ¢ift dogru (even line) ise bu taktirde

b Q) =% G 2))=x
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olacak sekilde bir (Z ccl) € Gg vardir (b # 0, d # 0).

&4

Lemma 1.9.7.[15] Varsayalim ki x; = % ve x; ==
i j

indirgenmis formda olmak iizere
x;,x; € Q[A] ve x; < x; dir. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine esittir:

. (49 ai)
) EG
! (bj b; a

ii. (xl-, xj) bir ¢ift dogrudur.

||| ajbi - aibj =1 dII’

1.10. Cebirsel Say1 Cisimleri

Tamm 1.10.1.[4] Sifir bolensiz, birimli, degismeli halkaya bir tamlik bolgesi denir.

Ornek 1.10.2. m tam kare olmayan bir tam sayr olsun. Bu taktirde Z + Z+/m =
{a+bvm:a,b € Z} kiimesi bir tamhik bolgesidir. Burada vm sayis1t x2—m =0
denkleminin bir kokiidiir. Dolayisiyla Z + Zv/m ye “Kuadratik Bblge” denir.

Ornek 1.10.3. F bir cisim olsun. F[x] := {p(x) polinomu : katsayilari F de} kimesi
bir tamlik bolgesidir.

Tammm 1.10.5.[4] D bir tamlik bolgesi, a € D olsun. a1 ise a ya D tamlik bolgesinin

“birimi” (unit) ad1 verilir. D nin birimlerinin kiimesini U(D) ile gosterecegiz.
Tamm 1.10.6.[4] D bir tamlik bolgesi, I < D olsun. Bu taktirde

I. Va,b€ligina+b el ve

ii. VaelvevVreDiginrael
ise I ya D nin bir ideali ad1 verilir.

Tamm 1.10.7.[4] D bir tamlik bolgesi ve a € D olsun. (a) = {ra:r € D} idealine bir Esas

ideal denir. Buna gore (0) = {0} ve (1) = D esas ideallerdir.

Tamm 1.10.8.[4] D tamlik bdlgesine bir esas ideal bolgesi adi verilir & D nin her ideali

esas idealdir.
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Teorem 1.10.9.[4] Z[A] bir esas ideal bolgesidir. Burada 1 = 1+f

dir. m

Teorem 1.10.10.[4] D bir tamlik bolgesi, P < D bir 0z ideal olsun. P asal idealdir &
ab € P ise a € P veya b € P dir.

Ornek 1.10.11. I =< x% + 1 > ideali C[x] te bir asal ideal degildir. Clinkii x ¥ i € C[x],
(x+)(x—i)=x*>+1€lfakat x Fi €I

Tamm 1.10.12.[4] A ve B, A € B olan tamlik bolgeleri olsun. b € B elemanina A Uzerinde

“tam”dir denir:& ag, aq, ..., a,—; € A olmak izere b elemani bir
x"+an_x" 1+ t+ax+ag=0
monik polinom denklemini saglar.
Her a € A elemani A lizerinde tamdir. Ciinkii a, x — a € A[x] in bir kdkudur.
Tamm 1.10.13.[4] Z lizerinde tam olan bir kompleks sayiya bir cebirsel tamsay1 denir.

Tamm 1.10.14.[4] A ve B, A C B olan tamlik bélgeleri olsun. Farz edelim ki A bir cisim

ve b € B de A iizerinde tamdir. Bu taktirde b ye A cismi izerinde cebirsel denir.
Tamm 1.10.15.[4] Q Uzerinde cebirsel olan bir kompleks sayiya cebirsel say1 denir.

Teorem 1.10.16.[4] Tiim cebirsel tamsayilarin kiimesi bir tamlik bolgesidir. m
Tamm 1.10.17.[9] G bir grup ve H < G olsun.
Ng(H) = {g € G|gH = Hg}

kiimesine H nin G deki normalliyeni denir.

1.11. Bir Kuadratik Cisim Uzerindeki Cebirsel Tamsayilar

Burada, bir x? + ax + b € Q[x] indirgenemez kuadratik polinomunun bir a € C
koki ile @ nun birlesmesinden elde edilen Q(a) cismindeki cebirsel tamsayilari
belirleyecegiz. Yani Q(a), C nin Q ve a y1 iceren en kiigiik cismidir. x2 + ax + b, Q[x]
de indirgenemez oldugundan a € Q olduguna dikkat edelim. a? + aa + b = 0 olmak

Uzere

Q) = {x +yalx,y € Q}



18

cismine bir “kuadratik cisim” veya “Q nun bir kuadratik genigslemesi” denir.

Teorem 1.11.1.[4] K bir kuadratik cisim olsun. Bu taktirde K = Q(v/m) olacak sekilde

bir tek karesiz m tamsayis1 vardir. m

Simdi m karesiz bir tamsayr olmak fiizere K = Q(\/ﬁ) = {a+ b\/ﬁla,b € Q}
kuadratik cismindeki cebirsel tamsayilar1 belirleyecegiz. K daki cebirsel tamsayilarin

kiimesi “O” ile gosterilir.

Teorem 1.11.2 [4]. K kuadratik bir cisim ve m, K = Q(v'm) olacak sekilde birtek karesiz

tamsay1 olsun. Bu taktirde K daki cebirsel tamsayilarin O kimesi

Z +7\m ,egerm % 1(mod4)

Z+Z (Hﬁ) , egerm = 1(mod4)

OK:

dir.m

1.12. Bir Kuadratik Elemanin Normu ve Izi
Tamm 1.12.1.[4] Eger K bir kuadratik cisim ise bu taktirde bir m karesiz tam sayisi1 i¢in
K = Q(vm) dir. « € K olsun. Bu taktirde 37, s € Q i¢in @ = r + sym dir.
a’ nin izi:
tr(@) =a+a =2r
Ve a’ nin normu:
N(@) = aa =1r?—5s’m
dir. Eger a € Oy ise bu taktirde tr(a) € Z ve N(a) € Z dir.
Teorem 1.12.2.[4] K n. dereceden bir cebirsel say1 cismi ve a, 8 € K olsun. Bu taktirde
tr(a + B) = tr(a) + tr(B) ve N(aB) = N(a)N(B)

dir. m
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Asagidaki teorem bir birimin normu hakkindadir.
Teorem 1.12.3.[4] K n. dereceden bir cebirsel say1 cismi olsun.

i. Eger @, Og nin bir birimi ise bu taktirde N(a) = +1 dir.
ii. Eger a € Oy ve N(a) = 1 ise bu taktirde a, Ox nin bir

birimidir. m

Teorem 1.12.4.[4] K bir cebirsel say1 cismi olsun. Eger @ € Ok, p bir rasyonel asal say1

ve N(a) = +p ise bu taktirde « indirgenemezdir. m

Teorem 1.12.5.[4] K, n. dereceden bir cebirsel say1 cismi, Og , K nin tamsayilar halkasi
ve a € O olsun. Bu taktirde N({(a)) = |[N(a)| dir. m

Asagidaki teoremde () esas idelinin normunu a nin Q tUzerindeki minimal polinomunun

sabit terimi cinsinden belirleyecegiz.

Teorem 1.12.6.[4] K, n. dereceden bir cebirsel say1 cismi, a € K ve irrg(a) = x™ +

by,_1x™ 1+ -+ by € Q[x] olsun. Bu taktirde N({(a)) = |b,|"/m dir. m



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. H? nun Kongriians Alt Gruplari

Modiiler grubun esas kongriians alt gruplarmin tanimlarina benzer sekilde, Z[44] nun
herhangi bir I ideali icin G := PSL(2,Z[A;]) nin esas kongriians altgruplarini

tanimlayabiliriz.

b
d

karsilik gelen esas kongriians alt grubu adi verilir. Benzer sekilde I idealine karsilik gelen

Tamm 2.1.1.[8] G(I) = {(‘C‘ ) €G:a—1bcd—1€ 1} alt grubuna G nin I ya

0zel kongriians alt gruplari,

6 ={(* Z)EG:a—l,C,d—lel}

ve

Go(I) = {(CC‘ Z) EG:cE€ I}

olarak tanimlanar.
Yukarida verilen kongriians alt grubu tanimlarindan
G <G ()<G,(D)<G
oldugu aciktir. Diger yandan G(I) 2 G ve G;(I) 2 Gy(I) d.

Teorem 2.1.2.[8] P ler I nin farkli asal bolenleri olmak tizere,

1

L GG =N [ep(1 = 5552

1

i [G:G (0] = NI [Tpp(1 = 577

ii. [G:Go(D] =N [1ps (1 + ;)

N(P)
dir. m

Tamm 2.1.3.[8] H, G nin herhangi bir alt grubu ve I,Z[A,] nin bir ideali olsun. Bu

durumda,
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H(I) = G(HNH
H,(I) == G,(DNH
Ho(I) = Go(DNH

alt gruplarina, H nin 6zel kongriians alt gruplari denir. Bu tanimda H = H? alinirsa,

H? nun 6zel kongriians alt gruplart,
H(I) == G(I)NH1
HI(I) = G (D)NHY
HI(I) = Go(DNHY

olur. Dolayisiyla HI(I) < H](I) < Hl(I) < H%, HI(I) 2 H? ve H{(I) < H{ (1) dir.

2.2. H? nun Ozel Kongriians Alt Gruplarmn Yansiniflar

A,BEHIve A= (Ccl Z)B = (Ccl: 2’,) olsun.

Onerme 2.2.1.[8] 1,Z[4,] nun bir ideali olsun. Bu takdirde,

i. A, B matrisleri HJ (I) nin ayni yansimifindadir < ac’ — ca’ = 0 mod I,

i. A/B matrisleri H!(I) nin aym yansmifindadr < a=a'modl,c=
c'modl,a=—-—a'modl,c=—c'modl,

iii. AB matrisleri HY(I) nin aym yansinifindadr <& a=a'modlI, b=
b'modIc=c'modl,d=d'modl veya a = —a'modI,b=—-b'modIc=
—c'mod I,d = —d'mod |

2.3. H3(I) mn H5 teki Normalliyeni

Lemma 2.3.1.[25] I = (2) = 2Z[A] ve A € H® olsun. Bu takdirde

1 ra

AEH(?(I)(:)AEi(O /

)mod I, r=20,1.

Teorem 2.3.2. I', Z[A,] nun bir karesiz ideali olmak Gzere (2,1") = 1ve I = (2)“I' olsun.
Bu takdirde,
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Nys (HS(D) = HS('T"), « = a—minf2 5]}

dir.

ispat: X = (; i) € Npys (Hg’(l)) keyfi bir matris olsun. Bu takdirde her (‘CI Z) €

H3 (1) igin, normalliyen tanimindan,

-1

T A A A R

dir. Yukaridaki matris ¢arpimi yapilirsa ,

_ (axt — bxy + czt — dzy
~ \ayt — by? + ct? — dty

* 5
*) € Hy(I)
olur. H5(I) nin tanimindan
c=0mod]I
ayt — by? + ct? — dty = 0 mod |
oldugundan
ayt — by? —dty = 0 mod I
dir. Diger yandan
(¢ =67
olarak alirsak yukaridaki denklik bagintisi
Ay =0mod I
olur ve (=1 + A)A = 1 oldugundan
y?2=0modI

elde ederiz. Son ifadeyi ayt —by? —dty = 0 mod 1 kongriians denkleminde yerine

yazarsak

(a—d)ty=0mod I



23

olur. Bu takdirde her x € Z[A] i¢in, yukaridaki ifade
(a—d)xty = 0mod I
olur. Ayrica, |X| = xt — yz = 1 oldugundan xt yerine 1 + yz yazilirsa

(a—d)y=0modI

elde edilmis olur. Diger yandan |(CCL Z)| = ad — bc = 1 ve ¢ = 0 mod I oldugundan
ad =1mod|I

olur. Sondan bir dnceki denklem a ile ¢arpilirsa

(a?—1)y=0mod I

elde ederiz. Ayrica I € (2)*I'c (2)*nI'c@)nl’, a=1,1=2)*I" ve y?
0 mod I oldugundan

y? = 0 mod 2¢
ve
y2=0modI
olur. Yine yukaridaki zincirden a > 1 igin
y? = 0 mod 2
dir. (2) ideali asal ideal oldugundan
y =0mod 2

dir. Diger yandan I’ karesiz ideal oldugundan asal ideallerin ¢arpimi seklinde yazilabilir.
Yani 1 <i<n icin P; asal ideal olmak uzere I' = P,P,..P, dir. Boylece y? =

0modI = y? € I' olup y? = pyp, ... p,(k + 12) olacak sekilde (k + I1) € Z[A] vardur.
p, asal oldugundan p, |y? = p4|y

p, asal oldugundan p,|y? = p,|y
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p,, asal oldugundan p, |y? = p,|y
dir ve buradan da
P1P2 - Pp|ly =y EI = y=0mod '
olur. Ote yandan n € Z* keyfi olmak iizere
L 2MZ[A) € 2 Z[A] € - € 22Z[A] < 2Z[A] < Z[A]
zincirini ele alalm. Burada y icin bir a’ € N sayisi
yE )" vey ¢ (2)*

olacak sekilde mevcuttur. Birinci ifadenin karesi alinirsa

y? € (2)2
olur. Aynm zamanda y? € (2)% oldugundan a < 2a’ elde edilir.

Burada a < a’ olmasi durumunda y = 0mod I’ ve y = 0mod 2% oldugundan

y2 = 0 mod 2% I' elde edilir. @ < &' oldugundan (2)% c (2)* dir ve boylece
y%2=0mod ]I
elde edilir.

Simdi de a’ < a durumunu inceleyelim. Bu durumda 0 < a — a’ olur. Ayrica a <

2a’ oldugundan

Q

aSZa’=>ESa’Sa

elde edilir. Diger yandan Lemma 2.3.2. den

ya(? Z)E((l) (1))mod2yada(z Z)E((l) i)modz

dir. Burada her iki durum icin de
a=1mod ?2

olur. Buradan da
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a+1=0mod2vea—1=0mod2

ve boylece
a? — 1 = 0 mod 22
elde edilir. Ayricay € Z“IZ[A] oldugundan
(a? — 1)y € 29'+27[1]
dir. Diger yandan (a? — 1)y = 0 mod I oldugundan
a<a+2=0<a-a <2
elde ederiz. Bu durumda a degerleri i¢in en kii¢iik @’ € N sayilarin1 belirlemek yeterlidir.
a=1iin 2<a’' <adn <o =a €L*
0<a-a <2dan0<l1-a' <2=a =1
olur.
a = 2icin %=1Sa’ = a' €Lt
0<2-a<2=a =12
olup a’ = 1 olur.
a=3icin 2=><a' = o €Z\{1}
0<3—-a'<2=a =123

olup a' = 2 dir. Bu takdirde a € {1,2,3} i¢in yukaridaki ¢6ziimlerden

(121 [ a=1
= _2_ ,a =
a' ={1=2 2] =2
—_ — _2_ ’a o
— -3_ —
2=3-|3]«=3
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olur. Simdi de @ = 4 oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda, a = f + 4 olacak sekilde

bir € N sayis1 mevcuttur. Bu takdirde,

_pta_

!
a =
2

+2>22=a =22

N |

N[ R

olur.
0<p+4<a'+2=p+2<dad

elde ederiz. Buradan her § e N igina’ = f + 2,8 + 3,8 + 4 olabilir. Ancak yukaridaki
sartlar1 saglayan en kiiciik a’ € Z* sayismi alacagimizdan a’ = £ + 2 olur. Bu durumda,

a = 4icin
a'=p+2=p+4-2=a-2=a =a-2
olur. Boylece her a € Z™ igin
y = 0mod 2% I'

ve

Nys (HE(D) < HE (%21
elde ederiz. Dolayisiyla a degerlerine karsilik gelen a' igin

a' = a—min {2, [[%]]}
ve
Nys (HS(2)°1) < HS()“'T')

oldugu gortiliir.

Simdi de @' = & — min {2, [[g]]} icin

H((2)°1") < Nys (H§(2)°1))

oldugunu gosterelim. Bunun igin
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X = (; +) € H (1)

keyfi olsun. Bu durumda

y = 0mod ((2)%'1")
dir. Buradan

y =2% (%0 + yo))(u + v2)
olacak sekilde bir u + vA € Z[A] ve xy + yoA € I' vardir. y nin karesi alinirsa,
y? =22 (xo + yo)* (u + v2)?
olur. a < 2a’ oldugundan,
y? = 2%(x0 + yo)[2°% " (xo + Yo ) (u + v2)?]
= y? € 2%(x + yo)Z[1]
= y? = 0mod (2)*I'

b

d) € H3 (D) icin a? — 1 = 0 mod 22 oldugundan

elde ederiz. Diger yandan, her ((cl
a’ —1=2%(x+yl)

olacak sekilde bir x + yA € Z[A] mevcuttur. y = Zal(xo + yoD)(u +vAd) ve a® —1 =
22(x + yA) taraf tarafa ¢arpilirsa, Z[A] degismeli halka oldugundan,

(@® = Dy = 2%+ (x + yo) (u + vA) (x + y2)
olur. Ayrica @ < a’ + 2 oldugundan yukaridaki ifadeyi
(@ — 1)y = 2%(xg + Yo [2* 27 (u + vA) (x + yA)]
olarak yazabiliriz. Boylece
(a®? — 1)y = 0 mod (2)%I'

elde ederiz. Son bagintidan ve y? = 0 mod (2)*I' olmasindan



28

X

(i ¢) € Nys (HS (D))
elde edilmis olur. Burada X matrisi keyfi alindigindan
H§ (1) < Nys (H§ (1)
olur ve tiim bunlarin sonucu olarak
Nys (HS(D) = HS((D® 1), o =a—min{2[5]}
oldugu ispatlanmis olur.

Sonug 2.3.4. I,Z[A] nin bir karesiz ideali olmak tizere
Nys (Hg (1)) = H3(D)
drr.

Ispat: Bir dnceki teoremin ispatindan N s (Hg ¢ )) < Hg(I) oldugu kolayca goriiliir.

Diger taraftan H3(I) < Nys (Hg (1)) oldugunu gosterelim. Bunun igin X =

X z 5 . . _(a b
(y t) € Hy(I) alalm. Gostermemiz gereken her K = (c d

XKX~1 € H3(I) olmas:1 gerektigidir. Bu da asikardir. Béylece her iki durumun sonucu

)e H3 (1) olmak (izere

olarak
Nys (Hg (1)) = H3(D)
drr.

2.4. Baz1 Kongriians Alt Gruplarimin Normalliyenleri

Bu béliimde sirasiyla T? ve I'® modiiler alt gruplarmin kongriians alt gruplar1 olan
[¢(n) ve T$(n) nin normalliyenlerini hesaplayacagiz. Ilk olarak gerekli olan tanim ve

teoremleri vermekle baslayalim.

Tamm 2.4.1.[8] H, X lzerinde hareket eden bir grup olsun. X in H eksenleri, asagidaki

bagmnt1 altinda X in trivial olmayan sabitleyenli noktalar kiimesinin denklik siniflaridir.
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x1~x2 (=1 Sx "’Sx

1 2

Yani bir eksen, trivial olmayan ayni sabitleyenli tiim noktalar1 igeren X in bir altkimesidir.

Baska bir deyisle, eger H nin bir eleman1 X in bir elemanm sabit birakirsa x in

ekseni tlizerindeki tiim noktalar1 sabit birakir.

Lemma 2.4.2.[8] G bir grup ve H < G olsun. G nin kendi tizerindeki transitif hareketi
91(g2H) = (9192)H

ile H nin sol yan simiflari lizerinde bir transitif hareket olusturur.

G nin H yansiift H nin kendisidir.

Lemma 2.4.3.[8] H nin G ekseni N(H) dir, yani H nin G deki normalliyenidir.

Ispat: Acikca H nin G deki sabitleyeni H nin kendisidir. Ciinkii Vg € G icin gH = H
g € H dir. Gergekten, V g € G igin

991 H =g o g7 'ggH=He g7 gg1€He g e giHg ™
dir. Bu yiizden g, H, H nin G eksenidir & g,Hg,"! = H yani g, € N(H).

Teorem (Dirichlet Teoremi) 2.4.4. q ve [ aralarinda asal tamsayilar olsun. Bu durumda

k € Z olmak Ulizere | + kq formunda sayisiz ¢oklukta asal say1 vardir. m

Teorem (Cin Kalan Teoremi) 2.4.5. [4] m;, m,, ..., m, € Z ve her i # j icin (m;, m;) =

1 olsun. Herhangi bir by, b,, ..., b, € Z igin
X = b; mod my

x = b, mod m,

x = b, mod m,

dir. Ayrica m = my; m, ... m, olmak Uzere, burada s6zu edilen x tamsayis1 m modunda

tek tUrli belirlidir. m
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. s _(a b _(a" b k
Onerme 2.4.6. n pozitif bir tamsay1 olsun. A = (c d) , B= (C, d’) € I'" olmak

lizere A, B T¥(n), (k = 2,3) nin ayn1 yansmifindadir & ac’ — ca’ = 0 mod n .

Ispat: Bu &nermenin ispatinda asagida belirtilen temel grup teorinin bir sonucu

kullanilacaktir.
91, 9, € G bir H altgrubunun aym yansinifindadir ancak ve ancak gy tg, € H dir.

Bu yiizden, A, B T¥(n) nin ayn1 yansmifindadir ancak ve ancak A~1B € T'¥(n) dir. Yani,

= (A B < (e, ) ey

olup ac’ — ca’ = 0 mod n dir.

Teorem 2.4.7. n=2%3Fn;>1, (ny,6) =1 olsun. Npz(T¢(n)), T¢(n) nin T? deki

normalliyeni olmak tizere

r¢(3f'n,) , a<2

N[‘Z (F()Z(n)) = {1"02(2“,3'3,710), a>2

a’=mak<a—4,a—3—[[a;3]]>, B’zmak(ﬁ—l,ﬁ—[[lz—?]])

Ispat: I'? nin I'Z (n) kosetleri iizerindeki hareketini diisiinelim. Onerme 2.2.3. ten bu
kosetler asagidaki denklik bagmtisiin T'? deki siniflaridir.

(’lC T)N(’l‘,’ T,,) & kl'—k'l = 0modn.

[lk siitunlar arasinda bir islem sdz konusu oldugundan (llc

sembolii ile gdsterecegiz. Boylece yukaridaki ~ bagintisi

T) nin I'¢ (n) kosetini [ﬂ

k k'
[7] = ll_'l < klI'—k'l=0modn

durumuna déner. T'? bu semboller iizerinde asagidaki gibi hareket eder.
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(a b) [E] _ [ak + bl
c d/ll ck +dl
Simdi [¢(n) ninT? eksenini bulahm ki bu da T'¢(n) tarafindan sabit birakilan kosetlerin

birlesimidir. Bu durumda

© Dll=1 - ben =
<cn d)[l =7 ,Va,b,c,d € Z, ad —bcn =1

dir. Buradan
[ak + bl] [ ]
cnk +dl
veya
(ak + b))l — (enk + d)k = 0 mod n

akl + bl?> —dkl = 0 mod n

olur. Bundan sonraki islemleri I'? nin ii¢ ayr1 eleman tipi i¢in ayr1 ayr1 yapacagiz.

A. (ll{ 7?) € I'2 olmak tzere k, t tek [, m ¢ift olma durumu:

k=xt=w, =2y, m=2z xvewtek.

Bu durumda yukaridaki kongriians bagintisi
2axy + 4by? — 2dxy = 0 mod n

olur. Simdi de I2(n) nin elemanlar1 da ii¢ farkli tipten olustugundan bunlar icin de ayr

ayr1 inceleyecegiz.
a. Ilk olarak a ve d tek, b ve c ¢ift olma durumu:

a=ay, d=d, b=2by,, c=2c, agved,tek
Bu takdirde yukaridaki durum

2a0xy + 8byy?* — 2dyxy = 0 mod n
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olup bu durum (1 2) € I¢(n) icin de dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians

0 1
bagntis1
2xy + 8y? = 2xy mod n
yani,
8y%2 = 0modn
olur ve yukaridaki durum
8y2=0modn

2(ayg — dy)xy = 0 modn
olur. Sistemin ikinci kongriiansini w ile ¢arpalim. Yani,
2(ag — dog)xwy = 0 mod n
xw—4yz =1
oldugundan xw = 1 + 4yz yazilrsa
2(ag—dy)(1+4yz)y =0modn
2(ap — dy)y + 8y2z(ay — dy) = 0modn

ve

8y?2=0modn
oldugundan sistemin son durumu
8y%2 =0modn
2y(ag —dy) = 0modn
olur.

aody —4bgcon = 1 ve (ay,n) =1 oldugundan ayd, = 1 mod n dir. Bu ylzden

kongriians her iki taraftan a, ile ¢carpilip yukaridakiler kullanilirsa,

2y(ay?® —apdy) = 0 modn
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2y(ay,®? —1) = 0modn
olur. Su ana kadar yaptiklarimizi 6zetleyecek olursak
8y2=0modn
2y(ag —1)(ag+1) =0modn, (ayn)=1olanV a,igin

Cin kalan teoreminden, p asal olmak iizere p* kuvvetleri i¢in ayr1 ayr1 ¢ozmek yeterlidir.

Bu durumda incelenecek ii¢ durum vardir.

i. p = 2 olsun. p|n ve (ay,n) = 1 oldugundan a tektir. Bu yiizden (ay,n) =1 olan vV q,

icin

(ap—1)(ap+1)=0mod 8
dir. Fakat

(ap—1)(ap+1) #0mod 16

olan bir a, daima bulabiliriz. Ayrica Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde

16k + 3 formunda bir a,’ asali bulabiliriz. Boylece
(apy" —1)(a," +1) =8mod 16

ve sistem

8y? = 0 mod 2¢

16y = 0 mod 2%
olur ve ¢ozim

y = 0 mod 2¢'

a’ =mak(a—4,a—3—[[a7_3]]), a =2

dir.

ii. Simdi p = 3 olsun. 3|n ve (ay,n) = 1 oldugundan a, = +1 mod 3 tir. Bu ylzden,

(ag,n) = 1olanV a, icin
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(ap—1D(ay+ 1) = 0mod 3,
dir. Fakat
(ap—1)(ap+1) #0mod 9

olan bir a, daima bulabiliriz. Ayrica Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde

9k + 2 formunda bir a,’ asali bulabiliriz. Boylece

(ap" — 1)(ay,’ +1) =3mod 9

ve sistem

8y% = 0 mod 3#

6y = 0 mod 3#
olur. (2,3) = 1 oldugundan

y% = 0 mod 3#

3y = 0 mod 38
dir ve ¢6zlim

y = 0 mod 3F

B’ =mak(p—1,6 -2

dir.

iii. p = 5 olsun. Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde pk + 2 formunda
bir a,’ asali bulabiliriz. Boylece
(ap"— 1)(ay, + 1) = 3mod p,
((ay" — D(ay" +1),p) =1
oldugundan ¢6ziim s, p ninen blyuk kuvveti olmak Gzere,

y = 0 mod p®
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dir. Bu durumda (A)(a) (ii)ve (iii) den sistemin ¢ozimu
y=0mod2%3fF n,, a=2
olarak bulunur.
Son olarak @ = 0 ve 1 durumunu inceleyelim. Her iki durumda da sistem
y?2 =0modn
(ag—dy)y =0modn
olur ve ¢6ziim yukaridaki gibi devam eder. Boylece
y=0mod3fn,, a<?2
olarak bulunur.

b. ikinci olarak a ¢ift b,c,d tek olma durumuna bakalim. Bu durumda a = 0 olmak

zorundadir. by, cy, d, tek olmak lzere

a=2ao,d=d0, b=b0, C=Cy

alindiginda

4agxy + 4byy? — 2xydy, = 0 mod n

2xy(2ay — dy) + 4by? = 0 mod n

2D g . 3 ) . )
olup bu durum ( nz 1> € I'¢(n) icin de dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians
bagintisi
2xyn+ 4y? = 0modn

yani,

4y? = 0modn
olur ve yukaridaki durum

4y? = 0modn
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(2ay — dy)2xy = 0 modn
durumuna doniigiir. Sistemin ikinci kongriiansini w ile ¢arpalim. Yani,
2(2ag — dy)xwy = 0modn
ve xw — 4yz = 1 oldugundan xw = 1 + 4yz yazilirsa
2(2ag —dy)(1 +4yz)y =0modn
2(2ay — dy)y + 8y%z(2ay — dy) = 0mod n

elde edilir ve

4y? = 0 modn
oldugundan sistemin son durumu
4y? = 0modn
2y(2ay — dy) = 0mod n
olur. (2,3) = 1 oldugunu kullanirsak
y? =0modn
vy(2ay, —dy) =0modn
dir.
i. p=3 icin pln ve (2ay,n)=1 oldugundan 2ay, = +1mod3 tir. a, =1 igin

(721 21) € I¢(n) olan b,,d, € Z vardrr. d; tek almabilir. Boylece
1

y? = 0 mod 3#

3y = 0 mod 38
olup ¢ozim

y = 0 mod 3F’

g =mak(s ~ 1,6 - [2])
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dar.

ii. Simdidep = 5 olsun. Yine ay = 1 i¢in (721 le) € I'¢(n) olan b,,d, € Z vardrr. d,
tek alinabilir. Boylece
y = 0 mod p°®
olur. Sonug olarak
y = 0mod SB'nO
dir.

c. Uclinci olarak d cift b, c,a tek olma durumuna bakalim. Bu durumda a = 0 olmak

zorundadir. by, ¢y, a, tek olmak tizere

a=ay, d=2d,, b=by, c=c
olsun. Dolayisi ile

2a,xy + by? — 4xyd, = 0 mod n

2xy(ay — 2dy) + by* = 0mod n

olup bu durum <711 2@) € T2(n) icin de dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians
2
bagintisi
2xyn+y? =0modn

yani,

y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y? =0modn

(ag — 2dy)2xy = 0 modn

durumuna doniisiir. Sistemin ikinci kongriiansini w ile ¢arpalim. Yani,
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2(ap — 2dy)xwy = 0modn
xw—4yz =1
oldugundan xw = 1 + 4yz yazilirsa ve
2(ag — 2dy)(1 +4yz)y = 0modn
2(ag— 2dy)y + 8y%z(ag — 2dy) = 0mod n

ve

y? =0modn
oldugundan sistemin son durumu
y?2 =0modn
2y(ay — 2dy) = 0modn
olur. (2,3) = 1 oldugunu kullanirsak, son durum
y? =0modn
y(ag — 2dy) = 0modn
dir.

i. p=3icin, p|n ve (ay,n) =1 oldugundan, a, = +1 mod 3 tir. Her taraf a, ile

carpilirsa
y? =0modn
y(ay?—1)=0modn
olur ve islem (A)(a)(i1) deki gibi devam eder.

ii. p = 5 ic¢in de sonug (A)(a)(iii) teki gibidir.

B. (’lc "Z) € I'? olmak lzere k ¢ift I, m,t tek olma durumu; yani

k=2x,t=w, l=y, m=z yzvewtek
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durumunu goéz Oniine alalim. Yine burada I'§(n) elemanlar1 igin ayr1 ayri incelemeler

yapacagiz.
a. Ik olarak a ve d tek, b ve c ¢ift olma durumu:
a=ay d=d, b=2by,, c=2c, a,ved,tek

2a0xy + 2byy? — 2doxy = 0 mod n

Bu durumda (é i) € T2(n) icin de kongriians dogrudur. Bdylece yukaridaki

kongriians bagintis1

2y>=0modn

(ag — dy)2xy = 0 modn
olur. Sistemin ikinci kongriiansini w ile ¢arpalim. Yani,
2(ag — dg)xwy = 0 mod n.
2xw — yz = 1 oldugundan 2xw = 1 + yz yazilirsa
(ag—dy)(1+yz)y=0modn
(ap —dy)y +v?z(ay, — dy) = 0modn

(ay — dy) ¢ift oldugundan, kongriiansin son durumu

2y =0modn

(ag —dy)y = 0 modn

olur. Burada a > 2 icin ¢dzim yoktur. Aksi takdirde y daima cift olur. Fakat matrisin

secimi geregi bu miimkiin degildir. O halde @ = 0 ve 1 i¢in durumu inceleyelim.
a =0veligin
y? =0modn
(ag—dy)y = 0modn

olup ¢cdzim (A)(a) (ii) ve (iii) teki gibidir.
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Yani,
y = 0 mod Bﬁ'no , a<?2.

b. ikinci olarak a cift b,c,d tek olma durumuna bakalim. Bu durumda « = 0 olmak

zorundadir. by, ¢y, dy tek olacak sekilde

a=2ay, d=dy, b=by c=c
olsun. Dolayisi ile

4ayxy + byy? — 2dyxy = 0 mod n

2xy(2ay — dy) + by> = 0modn

olup bu durum (2@ 1) € I'2(n) icin de dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians
n
bagintisi
2xyn+y? =0modn

yani,

y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y? =0modn

(2ay — dy)2xy = 0 modn
durumuna doniisiir. Sistemin ikinci kongriiansin1 w ile ¢arpalim. Yani,
2(2ay — dy)xwy = 0 mod n.
2xw — yz = 1 oldugundan 2xw = 1 + yz yazilirsa
(2ay —dy)(1 +yz)y =0modn

(2ay — dy)y + y?z(2ay — dy) = 0 mod n
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elde edilir ve

y? =0modn
oldugundan, sistemin son durumu
y? =0modn
y(2ay,—d,) = 0modn
olup sonug (A)(b) deki gibidir.

c. Uglincli olarak d ¢ift b, c,a tek olma durumuna bakalim. Bu durumda a = 0 olmak

zorundadir. by, cy, a, tek olmak lzere
a=ay, d=2dy,, b=by c=c,
alalim. Bu durumda
apxy + by? — 2xyd, = 0 mod n

xy(ay — 2dy) + by? = 0mod n

olup bu durum <711 2@) € I¢(n) icin de dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians
2
bagintisi
xyn +y?=0modn

yani,

y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y? =0modn

(ap — 2dy)xy = 0 modn
durumuna doniisiir. Sistemin ikinci kongriiansini 2w ile carpalim. Yani,
2(ay, — 2dy)xwy = 0 mod n.

2xw — yz = 1 oldugundan 2xw = 1 + yz yazilirsa
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2(ag—2dy)(1+yz)y=0modn
2(ag — 2dy)y + 2y?z(ag — 2dy) = 0mod n

elde edilir ve

y? =0modn
oldugundan, sistemin son durumu
y? =0modn
2y(ay — 2dy) = 0mod n
olur. (2,3) = 1 oldugunu kullanirsak
y? =0modn
y(ag — 2dy) = 0 mod n

Bundan sonraki iglemler (A)(c) deki gibidir.

C. (llc T) € I'? olmak tizere t ¢ift I, m, k tek olma durumu:

k=x,t=2w, |l=y, m=z yzvextek

Yine burada I'? (n) elemanlari i¢in ayr1 ayr1 incelemeler yapacagiz.
a. Ilk olarak a ve d tek, b ve c ¢ift olma durumu:
a=ay d=d, b=2by,, c=2c,, ayved,tek
agxy + 2byy? — doxy = 0 mod n.

1 2

Bu durumda (O 1

) € I'?(n) i¢in de kongriians dogrudur. Béylece yukaridaki kongriians

bagntis1
2y2=0modn
(ag — dy)xy = 0 modn

olur. Sistemin ikinci kongriiansin1 2w ile ¢carpalim. Yani,
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2(ag — dg)xwy = 0 mod n.
2xw — yz = 1 oldugundan 2xw = 1 + yz yazilirsa
(ag—dy)(1+yz)y=0modn
(ag —do)y +y%z(ag — dy) = 0modn
elde edilir ve (a, — d,) ¢ift oldugundan, kongriiansin son durumu
2y2=0modn
(ag —dy)y = 0 modn

olur. Burada a > 2 icin ¢dzim yoktur. Aksi takdirde y daima cift olur. Fakat matrisin

se¢imi geregi bu miimkiin degildir. O halde @ = 0 ve 1 i¢in durumu inceleyelim.
a =0velicin
y2=0modn
(ag —dy)y = 0modn
olup ¢ozim (A)(a) (ii) ve (iii) teki gibidir.

b. Ikinci olarak a ¢ift b,c,d tek olma durumuna bakalim. Bu durumda a = 0 olmak

zorundadir. by, cy, d, tek olmak tizere
a=2ay, d=dy, b=b, c=c
alalim. Bu durumda
2ao0xy + byy? —doxy = 0mod n
xy(2ag — dy) + by* = 0mod n

(n+1)
olup bu durum <2 2 1> € I'2(n) icin de dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians
n 1

bagintisi

xyn +y?=0modn
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yani,

y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y2 =0modn

(2ay — dy)xy = 0 modn
durumuna dontisiir. Sistemin ikinci kongriiansin1 2w ile ¢arpalim. Yani,
2(2ay —dy)xwy = 0modn
2xw — yz = 1 oldugundan 2xw = 1 + yz yazilirsa
(2ay—dy)(1 +yz)y =0modn
(2ay — dy)y + y?z(2ay — dy) = 0 mod n

elde edilir ve

y2 =0modn
oldugundan sistemin son durumu
y? =0modn
y(2ay—dy) = 0modn
olup sonug (A)(b) deki gibidir.

C. UgUnCU olarak d ¢ift b, c,a tek olma durumuna bakalim. Bu durumda « = 0 olmak

zorundadir.
a=a, d=2dy,, b=by, c=cy, by cy a,tek
Bu durumda
agxy + by? — 2xyd, = 0 mod n
xy(ay — 2dy) + by? = 0mod n

olup bundan sonraki islemler (A)(c) deki gibidir.



45

Baoylece (A),(B) ve (C) den ¢bzlim,
y = 0mod 3*'n, , a<?2,
y = 0 mod 2“’3ﬁln0 , a=2
olur.
Sonu¢2.48. n=>1 ve (n,6) =1 olsun. Bu takdirde
Npz(I¢ () = Tg (n)
dir.

Teorem 2.4.9. n=23fny>1, (ny,6) =1 olsun. Nz(I§(n)), I§(n) nin ' deki

normalliyeni olmak Uizere

r3(2%ny) , B<2

NF3(F03(n)) = { Fg,(za’gﬁ_zno)’ ﬁ > 2

o = mak (2 - 3,0~ [2])

Ispat: I'®  (in T§(n) kosetleri iizerindeki hareketini diisiinelim. Onerme 2.2.3. ten bu

kosetler asagidaki denklik bagmtisinin T'® deki smiflaridir.

k m k' m' b —
(l t)~(l, t,) & kl'—kK'l1=0modn
Burada bizim igin énemli olan I'* nin herhangi bir elemaninm ilk siitunu oldugudur.. Bu

k m

ylzden ( l t) nin I (n) kosetini [ﬂ sembolii ile gosterecegiz. Boylece yukaridaki ~

bagintisi [ﬂ = [';—,,] & k' —k'l=0modn

durumuna doner. I'3 bu semboller iizerinde asagidaki gibi hareket eder.

k k + bl
(Z Z)[T]:[Zk+dl '
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Simdi I[§(n) nin '3 eksenini bulalim, ki bu da T§(n) tarafindan sabit birakilan kosetlerin

birlesimidir. Bu durumda

-l -t
(cn d)[l =7 ,Va,b,c,d € Z, ad —bcn =1

dir. Buradan
[ak + bl ] _ [E]
cnk +dl l
veya
(ak + b))l — (cnk + dD)k = 0 mod n

akl + bl? — dkl = 0 mod n

olur. Bundan sonraki islemleri I'® nin ii¢ ayr1 eleman tipi i¢in ayr1 ayr1 yapacagiz.

A. (llc T) € I'° olmak Uzere k = 0 mod 3,t = 0 mod 3,1 = +1mod 3,m = £1mod 3

olma durumunu goz oniine alalim. Bu durumda

k=3x,t=3w, y=1 z=m

dersek, yukaridaki kongriians bagntist
3axy + by? — 3dxy = 0 mod n

olur. Simdi de I'§(n) nin elemanlar: da ii¢ farkl1 tipten olustugundan bunlar igin de ayri

ayr1 inceleyecegiz.

a. Ik olarak b = 0 mod 3,c = 0 mod 3,a = +1 mod 3,d = +1 mod 30olma durumu:
a=ay d=d, b=3by, c=3c

Bu takdirde yukaridaki durum

3aoxy + 3byy* — 3doxy = 0 mod n

olup bu durum ((1) i) € I3 (n) icin de dogrudur. Boylece yukaridaki kongriians

bagintisi
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3xy + 3y? =3xymodn
yani,
3y2=0modn
olur ve yukaridaki durum
3y2=0modn
3(ap — dy)xy = 0 modn
halini alir. Sistemin ikinci kongriiansint 9w ile ¢arpalim. Yani,
27(ag — dg)xwy = 0 mod n .
9xw — yz = 1 oldugundan, 9xw = 1 + yz yazilirsa,
3(ag—dy)(1 +yz)y=0modn
3(ag —dy)y + 3y?z(ay —dy) = 0modn

ve

3y2=0modn
oldugundan sistemin son durumu
3y2=0modn
3y(ay —dy) = 0modn
olur.

aodo - 9b0C0n =1 ve (ao, Tl) =1 Oldugundan aodo =1 mOd n dll’ Bu yUZden

kongriians her iki taraftan a, ile ¢arpilip yukaridakiler kullanilirsa,
3y(ay? — agdy) = 0 modn
3y(ay,? —1) = 0modn
elde edilir. Su ana kadar yaptiklarimizi 6zetleyecek olursak

3y2=0modn
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ve (ag,n) = 1olanV q, igin
3y(ap —1)(ag+1) =0modn

dir. Cin kalan teoreminden, p asal olmak (izere, p* kuvvetleri i¢in ayr1 ayr1 ¢dzmek

yeterlidir. Bu durumda incelenecek ii¢ durum vardir.

i. p = 2 olsun. p|n ve (ay,n) = 1 oldugundan a, tektir. Bu ylzden (ay,n) = 1olanV qa,

icin

(ap—1)(ap+1)=0mod 8
dir. Fakat

(ap—1)(ap+1) #0mod 16

olan bir a, daima bulabiliriz. Ayrica Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde

16k + 3 formunda bir a,’ asali bulabiliriz. Boylece
(ay' —1)(a,’ +1) = 8mod 16

ve sistem

3y? = 0 mod 2%

24y = 0 mod 2%
olur. (2,3) = 1 oldugundan

y? = 0 mod 3#

8y = 0 mod 3%

dir ve ¢ozim a' = mak (a -3,a— [[%]]) olmak Uzere,

y = 0 mod 2¢'
olarak elde edilir.

ii. Simdi p = 3 olsun. 3|n ve (ay,n) = 1 oldugundan, a, = +1 mod 3 tur. Bu yizden,

(ap,n) = 1olan V¥ a igin
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(ap—1D(ay+1) =0mod 3
tir. Fakat

(ap—1)(ap+1) #0mod 9

olan bir a, daima bulabiliriz. Ayrica Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde

9k + 2 formunda bir a,’ asali bulabiliriz. Boylece
(ag"—1)(ay,’ +1) =3 mod 9
elde edilir. Dolayisi ile sistem
3y% = 0 mod 3°
9y = 0 mod 3%

olur. Burada sadece f = 0 ve 1 olmasi durumunda ¢6ziim vardir. Aksi takdirde y =
0 mod 3 olur ve bu da matrisin yapisindan dolay1r miimkiin degildir. O halde f =0ve 1

icin durumu inceleyelim.

y = 0 mod 38

' =mak(g—2,6-1- |22
dir. Burada § = 0 ve 1 igin B’ = 0 dur.
iii. p = 5 olsun. Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde pk + 2 formunda
bir a,’ asali bulabiliriz. Béylece
(ap" — 1)(ay,’ + 1) = 3mod p,

((a" = Dlay' +1),p) =1

oldugundan ¢6ziim, s,p ninen blylk kuvveti olmak zere,
y = 0 mod p°®

dir. Bu durumda (A)(a) (i), (ii),(iii) ten sistemin ¢6zum

yEOmodZ“'nO, B <2
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olarak bulunur.

b. ikinci olarak a=0mod3,d =0mod3,b=+1mod3,c=+1mod3 olma

durumu:
a=3ay, d=3d,, b=by, c=c¢p.
Burada = 0 olmak zorundadir.
Bu durumda,
9a,xy + byy? — 9dyxy = 0 mod n

kongriians denklemini elde etmis oluruz. Bu denklemin ¢oziimiinii bulmak i¢in asagidaki

iki matrisi kullanacagiz.

3@ 1

e n = —1mod 3 olmak lizere 3 e | € I$(n),
n(2+n) 3 ;.

3D 1

e n= 1mod 3 olmak lizere 3 € I3 (n).

nn—2) 3 (n:)

Boylece yukaridaki kongriians bagintis1 her iki durumda da

y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y2 =0modn

9(ay — dy)xy = 0 modn
durumuna doniisiir. Sistemin ikinci kongriiansini w ile ¢arpalim. Yani,
9(ay, — dy)xwy = 0 mod n.
9xw — yz = 1 oldugundan, 9xw = 1 + yz yazilirsa,
(ap—dy)(1+yz)y =0modn

(ag — do)y +y%z(ag — dy) = 0modn
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ve

y? =0modn
oldugundan sistemin son durumu
y2=0modn
y(ay, — dy) = 0modn
olur.

i. p = 2 olsun. p|n ve (ay,n) = 1 oldugundan a, tektir. Bu ylizden (ay,,n) = 1 olan V q,

icin

(ap—1)(ap+1)=0mod 8
dir. Fakat

(ap—1)(ap+1) #0mod 16

olan bir a, daima bulabiliriz. Ayrica Dirichlet teoreminden (a,’,n) = 1 olacak sekilde

16k + 3 formunda bir a,’ asali bulabiliriz. Boylece
(ag' —1)(a,’ +1) = 8mod 16
ve sistem
y? = 0 mod 2¢
8y = 0 mod 2¢

olup coziim, a' = mak (a —3,a— [Eﬂ) olmak (izere,

y = 0 mod 24"
ii. p = 5 igin ¢ozUm (iii) teki gibidir. Sonug olarak
y = 0 mod 2F'n,

dir.



52

c. Uciincti olarak a = +1mod 3,d = +1 mod 3,b = +1mod 3,c = +1mod 3 olma

durumu:
a=a, d=dy, b=by, c=c
Burada f = 0 olmak zorundadir.
Bu durumda,
3ayxy + by? — 3xydy, = 0 mod n
3xy(ay —dy) + by? = 0modn
olup bu durum

1
n+

[ ]
S
I

—1 mod 3 olmak tizere (rlz 1) € I$(n)

e n= 1mod3olmak lizere (Tll 1__1n) € I3(n)

icin de dogrudur. Boylece yukaridaki kongriians bagntis1 her iki durumda da

y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y? =0modn

3(ap — dy)xy = 0 modn
durumuna doniisiir. Sistemin ikinci kongriiansini 3w ile carpalim. Bu durumda
9(ay — dg)xwy = 0modn
elde edilir. 9xw — yz = 1 oldugundan, 9xw = 1 + yz yazilirsa
(ag—dy)(1+yz)y=0modn
(ag — dy)y + v?z(ay — dy) = 0modn

ve

y? =0modn
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oldugundan sistemin son durumu
y? =0modn
y(ay, — dy) = 0modn

olur ve ¢6zlim yukaridaki gibi devam eder.

B. (’lc "Z) € '3 olmak lizere k,t = +1 mod 3, ,m = 0 mod 3 olma durumu:

k = x, t=w, [=3y, m=3z

Yine burada I'$ (n) elemanlari i¢in ayr1 ayr1 incelemeler yapacagiz.

a. Ik olarak a,d = +1 mod 3, b,c = 0 mod 3 olma durumu:
a=ay d=d, b=3by;, c=3c
3aoxy + 27byy? — 3doxy = 0 mod n

1 3

Bu durumda (0 1

) € I'3(n) icin de kongriians dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians

bagintis1

27y* =0modn

3(ap — dy)xy = 0 modn
olur. Sistemin ikinci kongriiansini w ile ¢carpalim. Bu durumda
3(ap — dg)xwy = 0 mod n
elde edilir. xw — 9yz = 1 oldugundan, xw = 1 + 9yz yazilirsa
3(ag—dy)(1+9yz)y = 0modn
3(ag —do)y + 27y%z(ag — dy) = 0modn

olup kongriiansin son durumu

27y =0modn

3(ag — dy)y = 0 modn
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olur. p = 2 asali i¢in ¢éziim a’ = mak (a —3,a— [[%]]) olmak (izere,

y = 0 mod 24
dir.

i. Simdi p =3 ve p|n olsun. ( ay,n )=1 oldugundan a, = +1 mod 3 olup c¢dzim

yapildiginda

y=0mod3F, B'=p—-2,8>2
elde edilir.
il. p = 5 icin yukaridakilere benzer sekilde

y = 0 mod n,
olup genel ¢6ziim
y=0mod2%3fn, , B'=B—-2,0>2

olarak bulunur.
b. Ikinci olarak a,d = 0 mod 3, b,c = +1 mod 3 olma durumu:

a=3ay, d=3d,, b=by c=cy
Bu durumda,

9aoxy + byy* — 9dyxy = 0 mod n
9xy(ay — dy) + by?> = 0mod n

olup bu durum (A)(b) de se¢ilen matrisler i¢in de dogrudur. Boylece yukaridaki kongriians

bagintisi
y? =0modn
olur ve yukaridaki durum

y? =0modn
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9(ay, — dy)xy = 0 modn

durumuna doniislir. Sistemin ikinci kongriiansini w ile carpip gerekli diizenlemeleri

yaptigimizda sistemin son durumu
y? =0modn
9y(ag — dy) = 0 modn
olup sonug (A)(b) deki gibidir.
c. Uglincii olarak a, b, c,d = +1 mod 3 olma durumu:
a=a, d=dy,, b=by,, c=c,.
Bu durumda 8 = 0 olmak zorundadir.
Bdylece,
3ayxy + 9byy? — 3xyd, = 0 mod n
3xy(ay, — dy) + 9by* = 0mod n

olup bu durum (A)(c) de secilen matrisler i¢cin de dogrudur. Boylece yukaridaki kongriians

bagntis1
9y?2 = 0modn
3(ap — dy)xy = 0 modn
durumuna doniisiir. Sistemin ikinci kongriiansin1 w ile ¢arpip diizenlersek
9y%2 = 0modn
3y(ay, —dy) = 0modn

olur. Bundan sonraki islemler (A)(c) deki gibi devam eder.

C. (]; T) € I'3 olmak tizere k, [, m,t = +1 mod 3 olma durumu:

k =x, t=w, l=y, m=z

Yine burada I'$ (n) elemanlari i¢in ayr1 ayr1 incelemeler yapacagiz.
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a. [k olarak a,d = +1 mod 3, b,c = 0 mod 3 olma durumu:
a=a0,d=d0, b=3b0, C=3C0
agxy + 3byy? — doxy = 0 mod n.

1 3

Bu durumda (0 1

) € I'$(n) icin de kongriians dogrudur. Bdylece yukaridaki kongriians

bagintisi
3y2=0modn
(ap — dy)xy = 0 modn
olur. Sistemin ikinci kongriiansin1 3w ile carpalim. Boylece son durum
3y2=0modn
3(ag — dy)y = 0 modn
olarak elde edilir. p asal olmak lizere p = 2 igin ¢6zim (i), (ii) ve (iii) teki gibidir.
b. ikinci olarak a,d = 0 mod 3, b,c¢ = +1 mod 3 olma durumu:
a=3ay, d=3d,, b=by, c=cy
Bu durumda S = 0 olmak zorundadir.
Boylece,
3ayxy + 9byy? — 3doxy = 0 mod n
3xy(ay — dy) +9byy? = 0 mod n
olup bu durumdan sonras1 (A)(b) deki gibidir.

c. Ugiincii olarak a,b,c,d = +1 mod 3 olma durumuna bakalim. Bu durumda 8 =0

olmak zorundadir.
a:ao, d:do, b:bo, C:CO.

Baoylece,
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apxy + by? —xyd, = 0 mod n
xy(ay — dy) + by> = 0modn

olup bundan sonraki islemler (A)(c) deki gibi devam eder. Dolayis1 ile teoremin ispati

tamamlanmis olur.

Sonug¢ 2.4.10. n>1 ve (n,6) =1 olsun. Bu takdirde
Nps (Fo3 (n)) = Fo3 (n)

dir.

2.5. Ty, (N) Kongriians Alt Grubunun Alt Yoriingesel Graflar

2.5.1. Ty, (N) Kongriians Alt Grubu

[16] da goriilecegi gibi Iy, (N) grubu, T,(N) kongriians alt grubunun (I\Cllc Z)

a = d mod n sartin1 saglayan elemanlarindan olusur. Yani,

Ton(N) = {(A‘,‘C Z) €,(N) | a®=1modn,n|N,n > 1}

={(Ccl Z)eFO(N) | azdmodn}

Agikea Ty, (N) < I(N) dir.
I n(N) grubuna ait baz1 ilging sonuglar asagida verilmistir:

e Eger n|N ise, I,,(N) grubu N diizeyli bir kongriians alt grubudur ve I'; (N) <
Ton(N) < TH(N) dir.
L A N S Z+ igln, FO,l(N) = Fo(N) dir.

e Eger n|N ise, Fojn(N)={(CCL Z

e Ty,(N)=Ty(N) ancakveancakV a € Z icin (a,N) = 1,a* = 1 modn [16].

) ETY(N)| a=1mod n} dir.

Simdi transitif permiitasyon gruplarinin imprimitif hareketini gézoniine alalim.
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(G,Q) bir Q kumesi Uzerinde hareket eden bir G  grubundan olusan bir
permiitasyon grubu olsun. Eger «,f € Q icin @ = f oldugunda V g € G igin g(a) =
g(B) oluyorsa “~” denklik bagintisina 0 Uzerinde bir G — invaryant denklik bagintisi

denir; denklik siniflarina da bloklar adi verilir. Boyle bagintilara agikar 6rnekler olarak;

I. 0zdeslik bagintisy, a = f & a = f5;

ii. evrensel bagint, Va,B € Qicin a = L.
Eger Q iizerinde i) ve ii) den farkli bir G — invaryant denklik bagintis1 var ise (G, ) ya
imprimitif aksi halde primitif denir. Acikga bir primitif grup transitif olarak hareket etmek

zorundadir. Eger degil ise yoriingeler bir sistem blogu olusturmaz; tersi dogru degildir.

Onerme 2.5.2.[10] (G,Q) bir transitif permitasyon grubu olsun. Bu takdirde (G, Q)
primitiftir & bir @ € Q noktasinin sabitleyeni olan G, ,V « € Q i¢in G nin bir maksimal

alt grubudur.

Onerme 2.5.2 den G, < H < G i¢in (G, Q) imprimitiftir. Simdi asikar olmayan bir
denklik bagintisin1 asagidaki sekilde verelim. Hareket transitif oldugundan Q nin her

elemani g(a), g € G formundadir. Béylece asagidaki baginti,

g(@) = g'(a) & g' € gH

agikar olmayan bir G - invaryant denklik bagintisidir. Bloklarin sayisi |G: H| indeks
sayisina esittir ve @ y1 kapsayan blok H(a) yoriungesidir. Biz burada G = T,(N), Q =
Q(N) ve H =Ty, (N) alacagiz.

2.6. To(N) nin Q(N) Uzerindeki Hareketi

Bu bélimde To(N) nin Q(N) dzerindeki transitif ve imprimitif hareketini
tanimlayacagiz. [y (N) (o) = {biN :a,b € Z} oldugundan {biN: a,b € Z} kiimesi T, (N) nin
transitif oldugu en biiyiik kiimelerden biridir. Bu kiimeyi Q(N) ile gosterelim. Boylece
Io(N), Q(N) uizerinde transitiftir. [10] daki Onerme 2.2 geregi (Iy(N), Q(N)) transitif
permiitasyon grubu impirimitiftir. Yani, n + 24 olmas1 halinde I',(N) grubu Q(N) iizerinde
impirimitif olarak hareket eder. Bu durumda Iy, (N) ile Q(N) uizerinde bir T' —invaryant
esdegerlik bagntis1 vardir, bu bagmtiy1 7 ile gosterelim.v = % vew = yizv € Q(N) alirsak;

[y (N) nin transitifliginden v = g(o) ve w = h(o0) olan g, h € I,(N) vardir.
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. r k X m =~ _ .
Boylece g = ( ) h= (yN t) yazarsakj n yiN & g th € T,(N) dir.

sN 1
g_lhz(—ézv _rk)(yJICV T?)

_( lx — kyN Im — kt

—sNx +ryN —smN + rt) € o (N)

& (Ix — kyN)? = 1?x?> = 1 modn

2

= x2=1"modn.

g nin determinantindan Ir = 1modn , yani r =171 modn oldugunu kullanirsak,

yukaridaki ifade
x2=r?modn

olur. Sonug olarak,

X = T 2 2
— — S X =r“modn
yN 1 sN

x = r

dir. Boylece bazi durumlarda = ™ Z dir. Bu durumda kisa olmasi itibar1 ile
YN M N YN N sN

yerine kisaca x : r yazabilecegiz. Impirimitiflik geregi yukaridaki esdegerlik siniflarinin

saylist
on((m) = |To(N): Ty, (N)]
dir. Simdi bu ¢ (n) sayisini, yani indeksi bulalim.

Onerme 2.6.1. A ={n € N|n|N} olsun. Bu takdirde ¢y(n):4 — N fonksiyonu bir
carpimsal fonksiyondur.
Ispat: neNven=kl, (k,) =1, k,1l > 1 olsun. Eger a : b ise kolayca gorulur ki

akbvealbdlr.
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Tersine a, : b, ve a, 7 b, oldugunu farzedelim. Bu iki bagmtiy1 kullanarak
a : b bagmtisii elde edecegiz. (k,l) = 1 oldugundan, a, + kx; = a, +ly, ve b; +
kx, = b, + ly, olacak sekilde x4, x,,y;,y, tamsayilar1 vardir. Boylece

~
~

a, + kxq n =kl b, + kx,
elde ederiz. Boylece denklik siiflarinin sayisi
MOEXIMCIRIN
esitligini verir.m

Simdi, Onerme 2.6.1 i kullanarak, n=p%,p asal olmak (lzere @y(n) vyi

hesaplayalim.

Onerme 2.6.2. N =2%n=2# B < a olsun. Bu takdirde, ¢ Euler fonksiyonu olmak

uzere,
1, p<3
on(2") = @, g>3
4
dir.
Ispat: § < 3 olsun. Gosterelim ki, biitin b;La sayilari ;) altinda denktir. Yani, D;La ;; dzLa

dir. Bunun icin a?® = c? mod 2F oldugunu gésterelim. a ve c tek sayilar oldugundan a =

2ay — 1,c = 2¢y — 1 yazilabilecek sekilde a, ¢, € N vardir. Buradan,
a’? —c? =4ay® —4ag+ 1 —4cy? +4cy— 1

= 4(a02 - Coz) —4(ay — ¢p)

= 4<a02 —ay—co® + c(,) = 0 mod 23
cift cift

tir. Boylece a® = ¢? mod 2f dir. Yani 8 < 3 olmast halinde ¢,a(2F) = 1 dir.
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Simdi de 8 > 3 olsun. Bu durumda 2 ile aralarinda asal olan (pozitif) sayilarin

1 3 2B-1_4
Sargar T ga

kiimesi {1,3,5,...,2% — 1} olur ki bunlarin sayis1 (p(Zﬁ) tanedir. Boylece

sayilar1 arasindan ;; ya gore denk olanlar1 bulalim:

~ =~ . 1 3 2B-1
Agikea, 1 5 28 —1,..,1 " 28 — 1 dir. Buradan, —,—, ..., —

2a’ pa’

sayilari, ki

o(

B
bunlarin sayis1 agik¢a 2 )dir, arasinda birbirine denk olanlar1 bulalim: Yine burada 2%

2

2B_

ile zam sayilar1 denktir. Gergekten,

m? = (2F71 - m)z mod 2F = m? = 2272 —m2f + m? mod 2P

2F-2-1 2B) .
o oOlacaktir. Bunlarm sayisi # tlr.

dir. BOylece yukaridaki sayilar zia =

) za )
Simdi gosterelim ki bunlar birbirinin smifinda degildir. Kolaylik i¢in paydalar1 atalim. Bu

durumda 1,3, ..., 2872 — 1 elde edilir.Simdi gosterelim ki bunlardan herhangi iKisi 5 Y

gore denk degildir. Farzedelim ki, m, k < 2672 —1ve 2f=2 —m 5 2F~2 —k
olsun. Bu durumda
(262 —m)? = (2672 — k)" mod 2°
ve boylece
m? = k? mod 2#

dir. mk <2f2-1, 2|]|tm—k,m+ k) oldugundan m? = k? mod 2F, yani (m —
k,m+ k) =0mod 2F dan 2lm —k ve 2F~YYm+k dir. Ancak, m +k <2572 -1+
28=2 -1 =281 -2 oldugundan 2°~'|m + k olamaz. Béylece m —k = 0 dir. Yani

1 3 28-21
m = k dir. Sonu¢ olarak —,—, ...,
202 20

sayilar1 biitiin farkli siniflarin temsilcileridir.

Boylece ,

on(2F) = @, g>3

tir.m
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Onerme 2.6.3. p > 3 asal, N = p%, n = p¥ olsun. Bu takdirde,

B
on(pf) = @

dir.

spat: Yukarida yaptigimiz gibi p# dan kiiciik ve p ile aralarinda asal 1,2,..,p —

1,..pP — 1 sayilarin1 gozoniine alalm. Temsilci olarak alimrsa | p} pP —1 oldugu

o(pP)

2

pP-1
2

aciktir. Bu durumda temsilci sayisi ye iner ki, bu sayilar 1,2, ...,p — 1, ..., dir.

pP-1
2

Onerme 2.4.2. de yapildig1 gibi k, [ < , (k,p)=WUp)=1 ise k p;; [ oldugunu

gosterelim. Aksi halde k% — 12 = 0 mod p# ise k — 1 = pt;, k +1 = pt, olup p|2k =
p|k celiskisi elde edilir. Dolayisi ile k — I = 0 mod p# veya k+ 1= 0mod p? dir. k #

[ ise bu iki durum s6z konusu degildir. Dolayisiyla k ;} [ dir. BOylece,

B
‘PN(PE) 5 @

dir.
Su ana kadar yaptiklarimiz1 asagidaki 6nerme ile 6zetleyebiliriz:

Onerme 2.6.4.n,N €N, n|N ve n=2%3%p,%  p.% de nnin asal carpanlarina

ayrilis1 olsun. Bu takdirde ¢ Euler fonksiyonu olmak Uzere,

1
(n) 2r-1 p(3%p;™ ..p ), a; <3
pnn) =

1
or+1 (p(n) ’ aq >3
dir.m

Sonug 2.6.5. n, N € N, n|N olsun. Bu takdirde ¢, (n) = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart
n|24 tlr.

Ispat: Yukaridaki 6nermeden sonug agiktir.

Sonu¢ 2.6.6. n,N € N, n|N olsun. Bu takdirde n|24 olmas1 igin gerek ve yeter sart
Ton(N) = Iy (N) olmasidir. m
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Not: [16] daki Lemma 3.1. yukaridaki 6nermenin basit bir sonucudur.

2. 7.To(N) nin Q(N) tizerindeki Alt Yériingesel Graflari

(To(N), Q(N)) transitif permiitasyon grubu oldugundan Iy(N):Q(N) x Q(N) -
Q(N) x Q(N) hareketini gozoniine alalim. g € [,(N) olmak izere g(a,p) =
(g(a), g(B)) hareketinin yoringesi I,(N) nin alt yoriingeleri adim alir. (a,8) nin
yoriingesi O(a, B) ile gosterilir. Bu yoriingeden hareketle G (a, §) alt yoriingesel grafini
olusturabiliriz. Bu grafin koseleri Q(N) nin elemanlari; (a,b) € O(a,B) ise a — b ile

gosterilir ve a dan b ye yonlii kenar admi alir. Ty(N) nin Q(N) iizerindeki transitifliginden

her O(a, B) alt yorlngesi bir (00, biN) ¢ifti icerir. Biz burada kolaylik ag¢isindan (00, %)
alacagiz. Bu durumda alt yoriingesi O, y ve karsihk gelen grafi G, y ile gosterecegiz.
Buradan G, y = G,/y' © N = N' ve u = u'mod N dir. Bu durumda her bir N igin tam
@ (N) tane farkl alt yoriingesel G,, y grafi vardir.
Onerme27.1. =~ L eG, v
YN SN /
. r=uxmodN, xs—ry=1

veya

ii. r=—-uxmodN, xs—ry=-1

dir.

ispat: yiN — = € G,y olsun. Bu takdirde, 3 T € To(N) dyle ki

(o) = Db W)

=(a au+bN)_(yN SN)

cN cuN +dN
dir. Buradaya a=x, au+bN =1, cN =yN, cu+d =s ve buradanr = ux mod N
ve determinanttan xs—ry =1, ya da a=-x, au+bN =1, cN=—yN =r =

—ux mod N ve yine determinanttan xs — yr = —1 dir.
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Ispatin diger kismimi sadece 7 = ux mod N, xs — yr = 1 olmas1 halinde yapalim.

r—ux
r=uxmod N = r =ux + bN olacak sekilde b €Z vardr. T = < X N ) €
yN s—uy

[ (N) dir ve agikga T (o0) = 3% ve T (11\1,) = SLN dir.m

Gosterim. F, y ile G,y ninkoseleri [oo] = [%] blogunda olan alt grafin1 gosterecegiz.

Onerme 2.7.2. =~ - — € G,y Ve = € [oo] olsun. Bu takdirde — ve — ayni bloktadur.
yN = sN ) N yN SN
Ispat: Onerme 2.5.2. den r = +ux mod N dir. Buradan r = +ux modn ve boylece

% = u?x? mod n dir. % € [] oldugundan u? = 1 mod n dir. Boylece r* = x? mod n

YN T

elde edilir. Yani, Z dir.m
SN

Onerme 2.73. x <n, (x,n) =1 olsun. x2=1modn olan x lerin sayis;, n =

2, a1 =3
2%p,% % ve B =11, a; =2 olmak lzere, n(n) = 28*1=1 dir.
0, al =1

Ispat: lk once n nin ¢arpimsal oldugunu gosterelim. n = nyn, ve (ny,n,) =1 olsun.
Bu durumda, x2 = 1 modn & x? = 1 mod n,, x* = 1 modn, dir. Onerme 2.4.1. in

ispatindaki gibi 1 fonksiyonu ¢arpimsaldir.

a. 1) n=2% a>3olsun. Budurumda, x <n ve (x,n) =1vedex?=1modn
olan x sayilar1 1,2%71—1,29"14+1,2% —1 dir. Gergekten, x2 =1 modn =
(x—1)(x+1) =0mod (n=2%).A¢ik¢a(x — 1,x + 1) = 2. Bu durumda x =
1, 2971 — 1,291 + 1,2% — 1 elde edilir ki bunlar 27 tanedir.

2) a<3ise (x,n) =1 olanher x icin x? =1 mod n dir.
b. n=p% p=>3olsun. Budurumda x2 = 1 mod p* olan x sayilar1 1,p% — 1 dir.
Gercekten p|x—1 ve p|x+1 olsa, p|1—x, plx+1 den p|2 celiskisi elde
edilir. Bu durumda, ya x —1 = 0mod p* veya x + 1 = 0 mod p® dir. Buradan
x=1 ve x=p%*—1 dir. Boylece n(p*) =2 dir. Bu durumda, n=

2%p,%2 .. p;*, n nin asal ¢arpanlarina ayrilis1 olmak Uzere,

nm) = nR“HnP.*2) ..n("")
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=28 2.2 =2bt-1

-1 tane
dir.

Onerme 2.7.4. n=2%p,% .p* € N olsun. (x,n) =1 olan her x icin x?=

1modn ancak ve ancak n|23.3 tir.

Ispat: x <n ve (x,n) =1 olan x € N lerin sayisi, ¢ Euler fonksiyonu olmak uizere,

1
p(n) =n | | (1 - 5) =207 1p, @7 p M7 (py, — 1) .. (py — 1) = 2P*1
p|n

dir. a; =3 ise n(n) = 2141 =207 1p, %=1 p@a~1(p, —1)..(p, — 1) dir. Boylece
a, =3, a,=--=a;=1 ve p,—1..p; — 1|2 olmak zorundadir. Bu durumda, [ = 2

ve p, = 3 olur. Boylece, n|23.3 elde edilir. a; < 2 durumu benzer sekilde gosterilir.

n|23.3icin x2 = 1 mod n olma durumu Onerme 2.5.3. te gosterildi.

2.8. F, y Grafi

Teorem28.1. — > L €F,, =
YN SN ’

. r=uxmodN, xs—ry=1

veya

ii. r=—-uxmodN, xs—ry=-—1

dir.
Ispat: Onerme 2.7.1. de ispatland1.

Not: G. Jones, D. Singerman ve Wicks in calismasinda graflar en fazla tiggen
igerebiliyorlard: [10]. Ancak, burada n 24 aldigimizda F, y de bir iicgen igermedigi

asagidaki teorem ile verilecektir.
Teorem 2.8.2. F, y grafi liggen igermez.

Ispat: Farzedelim ki F, y bir a > b - ¢ - a (ggeni icersin. Bu durumda Ty, (N) nin

transitifliginden a = oo ve b = % alabiliriz. Bu durumda Teorem 2.8.1. den



66

utl
N

u
0=—=>—> — 0
N

elde edilir. Ancak koseler [oo] blogunda oldugunda u?=1modn ve (u+1)?=
1 mod n dir. Uggenin var olmas1 u? +u+ 1 =0mod N olmas1 demektir. Bu durumda,

u? =1modn den 2+ u = 0modn dir. Bdylece,
u+t1)=1modn=u?4+2u+1=1modn=1+2u=0modn
=n|2+tu ve n|1+2u

dir n|]2+u ve n|l+ 2u oldugunda n|4+2u ve n|l1+2u dan n|3 elde edilir.
Ancak biz n t 24 almistik. Benzer sekilde, n|2 —u ve n|1 —2u oldugunda n|4 — 2u

ve n|1—2u danyine n|3 elde edilir. Boylece F,, (ggen icermez. m

Teorem 2.8.3. n { 24, n|N olsun. Bu takdirde, F, y grafi bir ormandur.

Ispat: Teorem 2.8.2. ve [2] den ispat tamamlanur.

Teorem 2.8.4. n { 24, n|N olsun. Bu takdirde F,, y grafi baglantisizdir.

Ispat: [10] daki Teorem 5.10. ispat1 verir.

Teorem 2.8.5. n t 24, n|N olsun. T, ,(N) 3. mertebeden bir eliptik eleman icermez.

Ispat: Aksine T, ,(N) 3. mertebeden bir eliptik eleman icersin. Bu durumda I, ,(N) de

_[(a b o a b
T = (CN +1— a) gibi bir eleman vardir. (CN 1—4

a) —bcN =1 den a— a? = 1mod N dir. Buradan, a — a? — 1 = 0 mod n dir. Boylece

) alalim. Bu durumda a(1 —

a’—a+1=0modn dir. a?=1modn den -a+2=0modn dir. Dolayisiyla
n|2—a dir. Diger taraftan (1—a)?=1modn den 1—2a+a?=1modn=
—2a+a?=0modn dir. a® =1modn den—2a+ 1= 0modn dir. Boylece, n| —
2a+ 1 dir. Dolayisiyla n| —2a+1 ve n|2—a dir. Boylece, n|3 elde edilir. Bu
hipotezle ¢elisir. Boylece I, (N) de 3. mertebeden bir eliptik eleman yoktur. m



3. IRDELEME

Gareth A. Jones, David Singerman ve K. Wicks’in 1991 yilinda yaymnlanan “ The
Modular Group and Generalized Farey Graph” adli calismasinda alty Ortingesel graflar ve
bu graflardaki devre uzunluklar1 incelenmistir [9]. loannis Panagioti lvrissimitzis
tarafindan 1998 yilinda yapilan “Congruence Subgroups of Hecke Grops and Regular

Dessins” adli doktora tezinde Ag = Zcosg ,q =3 olmak Uzere

0 -1\ (1 44 oy _
( 1 0 ), (O 1) elemanlar1 tarafindan iiretilen Hecke gruplarimin A =4 ve 6 olmas1
durumunda kongriians altgruplarmin normalliyenlerini hesaplamistir. Ayrica A = 5 olmasi
durumunda normalliyenin ne olabilecegi konusunda bir konjektiir birakmistir [8]. Daha
sonra S. Uzun’un 2003 yilinda tamamladig1 doktora tezinde ise bu konjektir I idealinin
Z[A] nin bir asal ideali olmasi durumunda ¢6ziimii yapilmistir [25]. 2005 yilinda Kurt
Ludwick tarafindan yapilan “Congruence Restricted Modular Forms™ adli calismada I}y (N)
kongrans altgrubuna birtakim kisitlmalar getirilerek elde edilen Iy, (N) kisitli kongriians
alt gruplar1 incelenmistir [16].

Bu tez calismasinda dort problem ele alinmistir. Birinci problemde loannis Panagioti
Ivrissimitzis tarafindan doktora tezinde konjektiir olarak birakilan problem, I c Z[A]
idealinin bir karesiz ideal olmas1 durumunda ispat1 yapildi. ikinci ve {igiincii problemlerde
ise [¢(N) ve T§(N) gruplarinin sirastyla T'? ve T3 teki normalliyenleri hesaplandi ve
bunlarla ilgili sonuglar elde edildi. Son olarak n|N olmak tzere T, (N) kisith kongriians
alt grubunun I'h(N) kongrans alt grubundaki indeksi hesapland1 ve Iy, (N) grubunun

Q(N) lizerindeki alt yoriingesel graflar1 incelendi.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz ¢calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1. n pozitif bir tamsayr olmak I'* deki herhangi iki elemanmn hangi sartlarda
I¥(n), (k = 2,3) nin aym yansinifinda olacagi gosterildi. (Onerme 2.2.3.)

2. I', Z[A4] nun bir karesiz ideali olmasi durumunda Hg (1) kongriians altgrubunun
H®> Hecke grubundaki normalliyeni hesaplandi. (Teorem 2.3.2.)

3. I, Z[A] nin bir karesiz ideali olmak iizere Nys (HS (I)) = H3(I) oldugu gosterildi.
(Sonug. 2.3.4.)

4. n=2%3Pny =1, (ng,6) =1 olmas1 halinde Nrz(Tg(n)), T¢(n)ninT? deki
normalliyeni hesaplandi ve bununla ilgili sonug elde edilidi. (Teorem 2.4.7.
ve Sonug 2.2.8.)

5. n=2%3Fny>1, (ny,6) =1 olmasi halinde Npz(T$(n)), T¢(n) nin T3 deki
normalliyeni hesaplandi ve bununla ilgili sonug elde edilidi. (Teorem 2.4.9
ve Sonu¢ 2.4.10.)

6. @y (n) fonksiyonunun bir ¢arprmsal fonksiyon oldugu gosterildi. (Onerme 2.6.1.)

7.N=2%n=2F B<ave p=3asal, N =p% n=pFolmak Uzere ¢y(2%)
fonksiyonu ayr1 ayr1 hesaplandi. Ayrica bunlar yardimiyla n,N € N, n|N
ve n = 2%3%p,% _p.% igin @y(m) fonksiyonu belirlendi  (Onerme
2.6.2., Onerme 2.6.3. ve Onerme 2.6.4.)

8. To(N) grubunun Q(N) uzerindeki altydriingesel graflar1 incelenmis ve bunlarla
ilgili kenar sart1 verildi. (Teorem 2.7.1.)

9. Ty(N) grubunun Q(NV) iizerindeki alt yoriingesel graflarimin {iggen icermedigi
ayrica n + 24, n|N oldugu durumlarda bir orman oldugu, baglantisiz oldugu ve 3.

mertebeden eliptik eleman icermedigi gosterildi. (Teorem 2.8.2., Teorem 2.8.3. ,
Teorem 2.8.4. ve Teorem 2.8.5.)



5. ONERILER

1. I', Z[A4] bir ideali olmak (zere (2,I') = 1 ve I = (2)*I' olsun. Bu takdirde,
Hg (1) nin H> teki normalliyeni hesaplanabilir.

2. nt N olmas1 durumunda Iy , (N) nin Iy (N) deki indeksi hesaplanabilir.

3. nt N olmasi durumunda Iy, (N) nin Q(N) Uzerindeki alt yoriingesel graflari
incelenebilir ve bu graflarin baglantililigi, eliptik eleman igerip igermedigi ve
ayrica orman olup olmadig arastirilabilir.

Bu 3 problemde oldukgca diistindiiriicti problemler olup ¢éziilmeleri halinde literatiire

Onemli katkilar1 olacaktir.
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