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Doktora Tezi

OZET

DUZGUN FIGURLER VE T, (N) NIN PSL(2, R) DEKi NORMALLIYENI

Nazli YAZICI GOZUTOK

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsi
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2020, 102 Sayfa

Bu ¢alismada, [;(N) nin PSL(2, R) deki normalliyeni I'z (N) nin tiggen grup oldugu
N degerleri igin, I[j(N) ye karsilik gelen diizgiin figiirlerin analitik olarak ede edilmesi
amaglanmistir. Bunun igin once I'z(N) ile I,(N) arasinda uygun alt gruplar bulunmus ve
bu gruplarin yapilar incelenmistir. Ardindan elde edilen alt gruplar ile I;,(N) ye karsilik
gelen diizgiin figiirler arasindaki iliskiler kurulmustur.

Bu c¢aligma iki ana bdliimden meydana gelmektedir. Birinci boliimde bu c¢alisma i¢in
gerekli olan temel kavramlar tamitilmustir. Ikinci boliimde ise yapilan calismalara yer
verilmistir. Yapilan ¢aligmalar kisminda: Tz(N) grubu ve ilgili alt gruplarinin yapilari,
hangi N degerleri i¢in tiggen figiir, dortgen figiir ya da altigen figiir elde edilebilecegi, her

bir durum i¢in {iggen figiirler, dortgen figiirler ve altigen figiirler analitik olarak verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dizgun figirler, Normalliyen, Riemann yizeyi
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SUMMARY

REGULAR MAPS AND THE NORMALIZER OF I, (N) IN PSL(2, R)

Nazli YAZICI GOZUTOK

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Bahadir Ozgiir GULER
2020, 102 Pages

In this study, it is aimed to obtain the regular maps corresponding to I[,(N)
analytically for some values of N which makes I'z;(N) a triangle group. For this, we first
find appropriate subgroups of I'z;(N), and then we investigate the structure of these
subgroups. Therefore, we reveal the relationship between the obtained subgroups and the
regular maps corresponding to I, (N).

The present study consists of two main chapters. In the fist chapter, the basic
concepts required for our study are introduced. In the second chapter, we give our results.
In the results section: the structure of I'z;(N) and its subgroups, for which values of N, 3-
valent maps, 4-valent maps or 6-valent maps will be obtained, for each case, obtaining 3-

valent maps, 4-valent maps and 6-valent maps analytically are given.

Key Words: Regular maps, Normalizer, Riemann surface
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1. GENEL BIiLGILER
1.1. Giris

(Grothendieck, 1997) bir grubun topolojik, geometrik ve kombinatoryal
Ozelliklerinin arastirllmasinda, dizgin figlrlerin kilit bir dneme sahip oldugunu ortaya
koymustur. Bu tez ¢alismasinin amaci, literatirde ©nemi iyi bilinen, I;(N) nin
PSL(2,R) deki normalliyeni olan T'z(N) aracihigiyla, T,(N) ye karsilik gelen dlzgin

figurleri incelemektir.

Sonlu ve baglantili bir G grafinin, kompakt, baglantili ve yonlendirilebilir bir S
yuzeyine gémilmesine, S Uzerinde bir figlr denir. S\G yuz (face) ad1 verilen ¢okgenlerden

olusur ve yiizler diizglin ve 6zdes ¢okgenlerden olusuyorsa, bu figiire bir diizgiin figiir
denir. Hiperbolik dizlemin konform izometrileri z — % (a,b,c,d € Rvead — bc =

1) bigimindeki Mobius doniisiimlerinden olusur. Bu doniisiimler bileske islemine gore bir
grup olusturur ve bu grubun herhangi bir ayrik alt grubuna bir Fuchs grubu denir. U =
{x+iy:x,y € R,y >0} ile kompleks Ust yari-dizlem gosterilmek tzere, bir F Fuchs
grubunun S = U/F bolim uzay1 da bir yiizeydir. Eger A, F grubunu normal alt grup olarak
igeren bir bagka Fuchs grubu ve A bir i¢gensel Fuchs grubu ise S ylzeyine bir Platonik
Riemann yuzeyi denir. Literatiirde en iyi bilinen Fuchs grubu I' Modiler gruptur. ' da bir
Ucgensel gruptur ve onun I'(n) kongriians alt gruplarina karsilik gelen diizgiin figiirler
(lvrissimtzis ve Singerman, 2005) calismasinda incelenmistir. Ote yandan T,(N) ye
karsilik gelen diizgiin figiirler igin literatiirde bir ¢calismaya rastlanmamuistir. Ayrica I'z(N)
nin, cusp kiimesi iizerindeki grup hareketinin graflari ¢calisilmasina karsin diizgiin figiirlerle

iligkisini ortaya koyan literatlirde herhangi bir ¢calismaya da rastlanmamustir.

Bu tez calismasinda oncelikle I5(N) ve altgruplarinin grup yapilart (Akbas ve
Singerman, 1990) calismasi temel alinarak derinlemesine incelenecektir. Grup teoriden
bilindigi {izere bir grubun grup yapisinin incelenmesinde bilhassa normal alt gruplar buytik
rol oynar. Ayrica diizgiin figiirler licgen grubun normal alt gruplarina karsilik geldiginden
Ig(N) nin tg¢gen gruplari ve normal altgruplart tez calismasmin temeli olacaktir.
Calismadaki kombinatoryal yapilarin simetrik 6zelliklerinin yani I;,(N) ye karsilik gelen

duzgin figurlerin kenar, kose ve yiizlerinin hesaplanmasinda hangi alt gruplarin



kullanilmas: gerektigi belirlenmis, sonrasinda geometrik olarak da detaylandirilmistir.
Tezin ilk bolimiinde ihtiya¢ duyacagimiz temel tanim, teorem ve kavramlar 6zetlenecek,

ikinci boliimde ilgili hesaplamalar ortaya konacaktir.

1.2. Gruplar ve Topolojik Gruplar

Tanmim 1.2.1. G # @ bir kime olsun. G X G den Gyehero: G x G - G, (g91,92) = 91 ©
g, fonksiyonuna G iizerinde bir ikili islem denir. Uzerinde en az bir ikili islem tanimlanmis

ve bos olmayan bir kiimeye cebirsel yap1 denir ve (G,o) ile gosterilir.
Tammm 1.2.2. "o" |, G # @ kumesi Uzerinde bir ikili islem olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa (G,°) ikilisine bir grup ad1 verilir.
Gi:Va,beGicinache G (kapallik 6zelligi )
G,:Vab,ceGicinao(b oc)=(a ob) oc(birlesme dzelligi )
G;:3biree GoylekivaeGicineeca=avoe=a(birim eleman 6zelligi )
Gy.VaegGicinda € Goylekiaoa' =a’ oa=e(tersecleman 6zelligi )
Burada a o b yerine kisaca ab yazacagiz.
Tamm 1.2.3. G bir grup, @ # H € G olsun. Eger H, G Uzerinde tanimlanan ikili isleme
g0re bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir. H < G ise e; € H

dir. Dolayisiyla {e} ve G, G nin alt gruplaridir. Bu alt gruplara trivial (asikar) alt gruplar

denir. Bir grubun trivialden farkli alt gruplarina 6z alt grup adi verilir.
Onerme 1.2.4. (Hungerford, 1989) G bir grup @ # H < G olsun. Bu takdirde
H<G&Va,b € Higin,

)ab € H

ii)a~l € H dir.



Onerme 1.2.5. (Hungerford, 1989) G bir grup, ® # H c G olsun. Bu takdirde H < ¢ <
Va,b € Hicinab™! € H dir.

Tamim 1.2.6. G bir grup ve H, M G nin iki alt grubu olsun. H = gMg~ olan bir g € G

varsa H ve M alt gruplarina eslenik alt gruplar ad1 verilir.

Tamim 1.2.7. (Hungerford, 1989) G bir grup H < G olsun. G Uzerinde " =" bagintisi
a =b(H) := a'b € H olarak tanimlansin. Bu bagint1 bir denklik bagintisidir ve bir a
elemaninin denklik siifi @ = {ah: h € H} := aH alt kiimesidir. aH kiimesine a € G nin

sol yan sinifi denir.

Tammm 1.2.8. (Hungerford, 1989) G bir grup H < G olsun. G Uzerinde " =" bagintisi
a=b(H) © ab™! € H olarak tanimlansi. Bu bagmti1 bir denklik bagintisidir ve bir a
elemaninin denklik sinifi @ = {ha: h € H} := Ha alt kimesidir. Ha kiimesine a € G nin

sag yan sinifi denir.

Tanim 1.2.9. G bir grup H < G olsun. H < G alt grubuna gore sag ve sol yan siniflarin

sayist aynidir. Bu sayiya H nin G icindeki indeksi denir ve [G: H] ile gosterilir.

Tammm 1.2.10. G bir grup ve H < G olsun. Eger H nin G deki butin sag ve sol yan
kiimeleri esitse, yani V a € G i¢in aH = Ha oluyorsa H alt grubuna G nin normal alt grubu

denir.
Teorem 1.2.11. G bir grup ve N < G olsun. Buna gore asagidaki Onermeler birbirine
denktir.

a)Vg EGvevn €Nigcingng €N

b)Vg €GicingNg lc N

C)Vg EGicingNg t=N

dVvg €eGicingN =Ng



Tamim 1.2.12. G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. Bu takdirde N(H) := {g € G :
gH = Hg } kimesine H nin G deki normalliyeni denir.
Teorem 1.2.13. N(H), H nin G deki normalliyeni olsun. Bu takdirde

i) N(H), G nin bir alt grubudur.

i) H, N(H) nin bir normal alt grubudur.

i) H yi normal alt grup olarak ihtiva eden, G nin en buyuk normal alt grubu N(H)
dir.
Tamim 1.2.14. X # @ verilen bir kiime, T < g(X) olsun. t ailesine;

)P € TveX € T,

mvu,V eticinUnV € t,

iii) V {0;}ie; € T igin U;¢; 0; € T sartlart saglaniyor ise T ailesine X (zerinde bir
topoloji ad1 verilir. X e de bir topolojik uzay denir ve (X, ) ile gosterilir.
Tamm 1.2.15. (Jones ve Singerman, 1987) (G,*) hem bir grup hem de bir topolojik uzay
olsun. Eger ;

)F:GXG— G, F(g,h):=gh

i) f:G -G, f(g)=g"

doniistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup adi verilir.

Ornek 1.2.16. (R, +) bir topolojik gruptur.

Tamm 1.2.17. (Jones ve Singerman, 1987) G bir topolojik grup, X herhangi bir topolojik

uzay olsun.

A:G X X = X, A(g,x) = gax = gx ile tanimlanan A doniisiimii siirekli ve Vg4, g, €

G,Vx € Xigin;



) g1(g2%) = (9192)x
i) eax = x
sartlar1 saglaniyor ise (G, X, A) ti¢liisline bir topolojik doniisiim grubu adi verilir.

Yukaridaki (i) ve (ii) sartlar1 saglaniyorsa G ye X Uzerinde hareket ediyor veya G, X
uzerinde bir hareket grubudur denir. Bu yapiy1 (G,X,a) yerine kisaca (G,X) ile

gosterecegiz.

Tamim 1.2.18. (G, X) bir topolojik doniisiim grubu ve x,y € X olsun.

x~y &< I g € G:y = gx olarak tanimlanirsa "~" bagmtis1 X Uzerinde bir denklik
bagintisidir. "~" bagintisinin her bir denklik simifina hareketin yoriingeleri adi verilir.
x € X noktasini igeren yoriingeye x in yoriingesi denir ve bu Gx ile gosterilir. Agik olarak

Gx = {gx:g € G}dir.

Tamm 1.2.19. G, X Uzerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx = y olacak sekilde

bir g € G elemani varsa G ye X lizerinde gegisli olarak ( transitif ) hareket ediyor denir.

Tanmm 1.2.20. G, X Uzerinde hareket etsin ve x € X olsun. G,:= {g€G:gx =x}

kiimesine x noktasinin G deki sabitleyeni denir.

Agik olarak, Gy, = gG,g~1 dir. Dolayisiyla G, X iizerinde gecisli olarak hareket

ediyorsaV x,y € X igin G, ve G,, esleniktir.

Tamm 1.2.21. X # @ bir kiime, S(X) = {f |f: X — X birebir ve orten} olsun. (5(X),o)
bileske islemine goére bir gruptur ve bu grubun elemanlarina permiitasyonlar denir.

(5(X),°) grubunun alt gruplarina permiitasyon grubu ad1 verilir.

G, X Uzerinde bir permitasyon grubu olsun. Bu takdirde; G, X zerinde hareket eder.
Gergekten g € G ise g: X — X bire-bir ve orten bir doniisiimdiir. Bu durumda gx := g(x)
olarak alinirsa (g;9,)x = g1(g,x) ve 1x = x oldugu agiktir. Bu harekete G nin X

tizerindeki dogal hareketi denir. Bu durumda "(G, X) permitasyon grubu" ifadesi kullanilir.



Ayrica G, X tzerinde gegisli olarak hareket ediyorsa "(G, X) gecisli permiitasyon grubu"

ifadesi kullanilir.

1.3. Oklidyen Olmayan Kristal Yapih Gruplar

G, C=CUo genisletiimis kompleks diizleminin asagida verilen bigimdeki

doniisimlerin grubu olsun:

) ZHZj:Z a,b,c,d€ER, ad—bc=1
ii)zn—>z__:2 a,b,c,d R, ad — bc = —1.

G nin her elemam1 U ={z€ C:Imz > 0} st yar1 diizleminden kendine bir
konform ya da anti-konform homeomorfizmdir. i) tipindeki déniistimlerin kiimesi G de
indeksi 2 olan bir alt grup olusturur. Bu grup G° ile ifade edilir. G° grubu genellikle
PSL(2,R) ile ifade edilir. Biz de ¢alismamizda bu notasyonu kullanacagiz. G ye R* tn bir
alt kiimesi goziyle bakarak yani, {(a,b,c,d): a,b,c,d € R, ad — bc = +1} kiimesi ile
ifade ederek, G iizerinde bir topoloji insa edilebilir. Dolayisiyla bu G topolojik grubu iki
bilesene sahiptir. Bunlardan biri PSL(2, R) digeri de G\PSL(2, R) dir.

Tamm 1.3.1. G nin bir ayrik alt grubuna Oklidyen olmayan kristal yapili grup ya da kisaca
NEC grubu denir.

Tamm 1.3.2. PSL(2, R) de icerilen bir NEC grubuna Fuchs grubu denir.

1) tipindeki elemanlar yon korurlar. Bu tipteki doniisiimler sabit noktalarina gore asagidaki
uc tipten birine sahiptirler. Sabit noktalar, z = %‘:Z ikinci dereceden denklemi c¢ozilerek

bulunur.

i) Eger |a+d| =2 ise donisiime paraboliktir denir. Bu durumda genisletilmis
reel sayilar lizerinde tek bir sabit nokta vardir.

i) |a+d|>2 ise doniisime hiperbolik denir. Bu durumda genisletilmis reel
sayilar tizerinde farkli iki reel sabit noktas1 vardir.

iii) |a+d| < 2 ise doniisiime eliptiktir denir. Bu durumda biri st yar1 diizlemde

olan iki kompleks eslenik sabit noktas1 vardir.



1.4. Moduler Grup

Tanm 1.4.1. w= Z:Z a,b,c,d € 7, ad—bc =1 formundaki tiim mobius

doniistimlerinin kiimesi modiiler grup olarak adlandirilir ve I" ile g0sterilir. Bu grup

asagidaki gibi 2 X 2 tipinde tamsayilar matrisi ile temsil edilir.

Az(‘cl Z), detd =1

A ve - A ayn1 doniisiimii temsil etti§inden s6z konusu matris negatifi ile es alinir. Boylece,

matris ve doniisiim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir.

Teorem 1.4.2. I’ modiler grubu, A2 = B3 = ile verilen A = ((1) 1) ve B = ((1) _01)

elemanlar1 tarafindan uretilir.

Tamm 1.4.3. Bir A Fuchs grubu verildiginde, asagidaki 6zellikleri saglayan bir F ¢ U

kapal1 kiimesine A nin bir F temel bolgesi denir.

) UreaT(F) =U
iVvT € A\ {(I}icin FNT(F)=@

Buna gore F = {(x,y) € RE:x2+y? =1, |x]| < % y > O} kiimesi I" moduler grubu

icin bir temel bolgedir.



F

k

-2 -1 =142 0 iz 1 P

Sekil 1. I' nin F temel bolgesi

T(z) = z+1 igin T(sy) = s, ve U(z) = —- icin U(sy) = s,’ oldugundan (s;,s,") Ve
(s2,s,") kongri kenar ciftleridir. Bu nedenle T ve U dontisiimleri I" moduler grubunu

Uretir.

Q = QU {} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her bir eleman1, x,y € Z ve

(x,y) =1 olmak (zere, § indirgenmis kesri olarak yazilabilir. §= :—;i oldugundan bu

gosterim tek degildir. oo u, % = —71 ile temsil edecegiz.

a b) X, Y eklindedir. T € T olmak Uizere;

I nin Q tizerindeki hareketi (C 4)5 " xrdy

ax+by —ax—by

X —-X
6 e ) [ g
y C.§+d cx+dy Cx+dy -y C,_—;+d L_dy —cx—dy Cx+dy
y - y

oldugundan T (i) =T (_—x

) dir. Bu da I" modiiler grubunun @ uzerindeki hareketinin iyi

taniml1 oldugunu ifade eder.

Teorem 1.4.4.
i) I nin Q Uzerindeki hareketi transitiftir.

if) @ nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.



Ispat: i) Vv = %, w =§ € Q elemanlan igin T(%) =§ olan T € I' donisiimiiniin
varligin1 géstermeliyiz. Bunun igin V v =% € Q elemanmin I'(c0) = {g():g € I'} da

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Cunk; k(o) =% ve () =§ olan k,I € I' mevcut

Cc

ise T:= 1k~ ile T(%) == dir. v =% € Q olsun. Bu durumda (a,b) = 1 oldugundan

. . o D _(a x a xy/1\ _(a
Jx,y € Z0yle ki ax — by = 1dir. Bdylece, g = (b y) € I dir ve (b y) (0) = (b)
oldugundan g (o) =% dir. Dolayisiyla %, oo un yoriingesindedir. Yani; I' nn Q

Uzerindeki hareketi transitiftir.

i) @ min herhangi iki elemanimin sabitleyenleri I' da eslenik olduklarindan oo un
. : e y _ (1 b\, _ 1 1
sabitleyeni olan I, u g6z 6nline almak yeterlidir. I, = {(0 1) :b € Z} = ((O 1)) dir.

a b

Gergekten; T = (C d) € I, olsun. O halde T(o) = oo dur. (a b) (1) = (1) =

c d/\0/ \0

(a) = (1) = a=1ve c=0 dir ve ayrica (Z

b o —
c 0 ) € [, € I' oldugundan ad — bc = 1

d

1 b

dir. .d—b.0=1= d=1 dir. O halde T=(0 .

), b € Z formundadir. Yani;

_((1 by, . % (1 1 -, . .
I, = {(0 1) :b € Z} dir. Boylece I, z = (0 1) elemant ile iiretilen sonsuz devirli

bir gruptur. Dolayisiyla Q da herhangi bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.
1.5. ' (N) ve I'y(N) Konguriians Alt Gruplari

Tamim 1.5.1. N pozitif bir tam say1 olmak tizere, moduler grubun I'(N) temel kongriians

alt grubu asagidaki kiime ile tanimlanir:

(¢ Derl+E = 1) moan)

ve modiler grubun I'(N) temel kongriians alt grubunu iceren herhangi bir alt grubuna

kongrians alt grubu denir.

Baz bilindik kongriians alt gruplar asagidaki sekildedir:
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rl(N)z{(‘Cl Z)EF|aEdElmodN,c50modN}
ve
,(N) = {(‘Cl Z) €T| c = 0moa N},

[ (N) nin taniminda yer alan d = 1 mod N kongriiansi, a = 1 mod N, ¢ = 0 mod N
kongriianslar1 ve ad — bc = 1 determinantindan elde edilebilir. A¢ik¢a goriliir ki bu alt
gruplar arasinda T'(N) < T;(N) < T,(N) <T bagintis1 vardir. Diger yandan I'(N), I’ nin
bir normal alt grubudur ve dolayisiyla da T, (N) ve Iy(N) nin de normal alt grubudur.
Ayrica T (N) de T(N) nin normal alt grubudur. Burada I'(N) nin, I' nin bir normal alt
grubu oldugu asagidaki sekilde gosterilebilir:

Y:Z — Zy dogal halka homomorfizmi, I dan PSL(2,Zy) ye taniml1 asagidaki seklide bir

1 grup homomorfizmi tanimlanmasina yardimci olur:

7 a b ay bN)
: T — PSL(2,Zy), (C d)»—><CN o)

Buradan 1 nin ¢ekirdeginin I'(N) oldugu goriilebilir. Ayrica , I (N) alt grubu N > 1 iken

I' nin bir normal alt grubu degildir. Diger yandan, I'(N),[;(N) ve I(N) gruplarinin I’
daki indeksleri sonludur. N > 2 i¢in

H - . N3 1
I'(N) nin I daki indeksi |T: T (V)| = = ITpn (1 - p_z),
Iy(N) nin I" daki indeksi |T: To(N)| = N [,y (1 + %)

I;(N) nin I daki indeksi |T: T, (N)| = ”;npw (1 - pi) dir. N = 2 icin bu indeksler

IT:T,(2)] = 3, IT:T,.(2)] = 3, IT:T(2)| = 6

seklindedir. Diger alt gruplarin birbirlerindeki indeksleri ise yukaridaki formiiller

kullanilarak hesaplanabilir. N > 2 i¢in
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_ It N 1\ _ o)
[T (N): ()| = T = 2 Hoiw (1 —;) ==

ve

LIl _

Ty (N):T(N)| = oo =

elde edilir. (Schoneberg, 1974)

Onerme 1.5.2. (Ivrissimtzis, 1998)
i) T(N), N = 2 igin eliptik eleman icermez,
ii) ['(N) nin parabolik sinif sayisi

1 1
{ EN21‘[1[,|N(1—p—2), N >3
3, N =2

seklinde hesaplanir.

1.6. T min Ozel Kongriians Alt Gruplarimin Kosetleri

_(a b _(a" b . - - .
A= (c d) ve B = (c’ d’)’ [' nin iki eleman olsun. Asagidaki 6nerme, A ve B nin

hangi durumda I' nin 6zel bir alt grubunun ayni kosetine ait olduklarini belirleyen bir kriter

vermektedir:

Onerme 1.6.1. (lvrissimtzis, 1998) N pozitif bir tam say1 olsun. A, B matrisleri sirasiyla

IL(N), T (N) ve I'(N) nin ayn1 kosetine aittir ancak ve ancak

i) ac’'—ca'=0mod N

i) a=amodN, ¢ =c'modN veyaa =—-a'mod N, ¢ =—c'mod N

iii) a=a'mod N, b=b'mod N, c =c'mod N, d = d mod N veya
a=—-amodN, b=-b'modN, c=—-c'mod N, d =—d'mod N.
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1.7. Impirimitif Hareket

Tanmm 1.7.1. G, Q nmin bir transitif hareket grubu ise, (G,Q) ikilisine bir transitif

permiitasyon grubu adi verilir.

Tamm 1.7.2. (G, Q) bir permitasyon grubu olmak Uzere, o, € Qve a = f iken Vg € G
icin g(a) = g(B) sarti1 saglayan, Q iizerinde tanimli bir = denklik bagintisina

G —invaryanttir denir. Bu bagmtinin her bir denklik sinifina blok ad1 verilir.

1) Va,f € Qigina = f © a = B ile tamml denklik bagintisina 6zdeslik bagintist,

i) Va, B € Q icin a = B bagintisina ise evrensel bagint1 denir.

Yukarida verilen bagintilara trivial G —invaryant bagmtilar denir. Q (zerinde trivial
bagintilar disinda bir G —invaryant denklik bagintis1 varsa (G, Q) permitasyon grubuna

impirimitif, aksi halde pirimitif denir.

Onerme 1.7.3. (G, Q) bir transitif permiitasyon grubu olsun. (G, Q) pirimitiftir ancak ve

ancak Ya € Q i¢in G,, G nin maksimal alt grubudur.

Onerme 1.7.4. (G, Q) bir transitif permitasyon grubu olsun. (G, Q) impirimitiftir ancak ve
ancak 3o e Qve H < G Oyleki G, = H = G dir.

Not 1.7.5. § € Q ise transitiflikten Q = {g(a@):g € G} oldugundan B = g(a) olan bir
g € G vardir. Boylece B y1 igeren [B] blogu[B] = {gh(a):h € H} bigimindedir.
Gergekten; B y1 igeren[f] blogu, B nin denklik smifi oldugundan, [B] = {y € Q:y = B}
dir. y € Q ve Q ={g(a):g € G} oldugundan Im € G Oyle ki y = m(a) dir. y=p

simetri 6z.
—— Py @ gl@=m(a) @ me gl & m=gholan h € H3 & m(a) =

gh(a) © v = gh(a) dir. © [B] = {gh(a):h € H} = gHa oldugu goriiliir. Ozel olarak
a y1 iceren [a] blogu; [a] = {h(a):h € H} = Ha := H(a) Yyoringesidir. Gercekten;
[a] ={0 € Q:0~=a}, 6 € Q ve Q={g(a):g € G}oldugundan I h € G Oyle Ki

simetri 6z.
0 =h(a)dir. bc0 & a=~0 < o=h(a) © e(ae) *h(a) © h € eH=H <

0 =h(a),h € H & [a]={h(a):h € H} =H(a) dir. H min G i¢indeki sol yan

smiflariin temsilcilerinin kiimesi {l;:i € I} ile gosterilsin. Boylece (G,) hareketinin
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bloklar1 (denklik smiflari) [;H(a) (i € I) lardir. Gergekten; w € Q, [®w] blogunu g6z
Oniine alalim. G nin Q iizerindeki hareketi transitif oldugundan w = k(a) olan k € G 3.
Boylece, [w] = [k(a)] = {kh(a):h € H} = kH(a) dan k = l.h; olan h; € H 3. Dolayis1
ile, kH(a) = l;H () dir. Boylece bloklar sol yan siniflarindan yalniz birine karsilik gelir.

H < G ise G =Uj¢; l;H oldugundan bloklarin sayisi sol yan siniflarin sayisina, yani H nin

G deki |I|=]|G: H| indeksine esittir.

G nin Q /= ={[B]:f € Q} denklik smiflar1 {izerinde de bir hareketi vardir. Bu hareket;
A GxQ J=> Q /=~ , a(g,[B]) = galB] == [gB] dir. “A” min Q /=~ lzerinde bir grup

hareketi oldugunu gosterelim:
i) ga(halBD) = ga([hB]) = [ghB] = ghaB]
i) ea[B] = [eB] = [B]

(i) ve (ii) ile “A” bir harekettir. Bu harekete G nin denklik siniflar1 iizerindeki hareketi
denir. [a] blogunun sabitleyeni olan G = H dir. Gergekten; g € Gpq) < gala] = [a] &

[gal=[u] © gH(2)=H(a) © g € H < G, = H oldugu goriiliir.
[a]

1.8. Graf Kavram

Tamim 1.8.1. X # @ bir kime, A € X X X bir bagint1 olsun. G = (X, A) ikilisine bir graf
denir. X kiimesinin elemanlar1 grafin koseleri, A bagintisinin elemanlari da grafin kenarlart
admi alir. Bir kenar, (a, b) € Aigin a — b ile ifade edilir. Eger a —» b yadaa < b ise a ve
b koselerine bir kenar ile baglanmistir denir. Eger a ve b bir kenar ile baglanmis ise a ve b

koselerine komsu koseler denir.

Tanmm 1.8.2. G = (X, A) bir graf ve A c X olsun.G' = (4,A N A X A) grafina G nin bir alt
grafi denir.

Tamm 1.8.3. a = v4,v,, ...,v, = b, bir G grafinin koseleri olsun. Her i = 1,2, ...,n i¢in
vi_1 = V; Veya v;_; < v; olan v; lerin olusturdugu yapiya a dan b ye n uzunluklu bir yol

denir. Eger a = b ise bu yola n uzunluklu bir devre ya da bir n —gen denir.
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Onerme 1.8.4. G = (X, A) bir graf ve X (izerinde, Vx,y € X icin

x=y&ox=y V xtenyyebir yol vardir

ile taniml1 = bagintis1 X iizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.8.5. X, = bagmtisina gore bir denklik sinifi ise, X e baglantilidir denir, aksi halde

baglantisizdir denir.

Tamm 1.8.6. G; = (X;,A,) ve G, = (X,,A,) iki graf olsun. A; ve A, arasinda birebir bir
esleme var ve bu esleme komsu koseleri komsu kdselere resmediyorsa, G; ve G, graflarina

izomorftur denir.

1.9. T min Q Uzerindeki Hareketinden Dogan Graflar

(G, Q) bir permitasyon grubu olsun. G nin Q X Q Gzerindeki hareketi

GXOAxQ—0xQ, gla,p)=(ga 9B)

ile tamimlansin. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yortingeleri denir ve (a, 8) elemanini
iceren alt yoriinge o(a, B) ile ifade edilir. Bu o(a, 8) alt yoriingesinden bir G(a, B) alt
yorilingesel grafi, koseleri () nin elelmanlar1 ve kenarlar1 da o(a, f) nin elemanlar1 olarak

alinarak elde edilir. Burada (x,y) € o(a, B) icin x — y olarak ele alinir.

Diger yandan o(«, ) ve o(B, a) yoriingelerinin ayrik veya esit olmalarina gore alt

yoriingesel graflar i¢in asagidaki tanimlar yapilabilir.

i) Eger o(a,B) # o(B, ) ise G(a, B) grafina, G(B, @) grafi ile eslesmistir denir. Bu
iki graf arasindaki tek fark kenarlarin yonleridir.

ii) Egero(a,B) = o(B, a) ise G(a, B) grafina kendiyle eslesmistir denir.

Onerme 1.9.1. G, bir (G, Q) transitif permiitasyon grubu icin bir alt yoriingesel graf olsun.
Bu takdirde,
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i) G, G nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder,

i) G, G nin koseleri tizerinde transitif hareket eder,

iii) G kendiyle eslesmis ise, G, G nin ardisik koselerinin sirali ¢iftleri tizerinde
transitif hareket eder.

iIV) G, G nin kenarlar1 tizerinde transitif hareket eder.

Onerme 1.9.2. o(a,a), QX Q nin kosegenidir. o(a, a) yoriingesine karsilik gelen alt

yorilingesel grafa trivial graf denir. Bu graf kendiyle eslesmistir.

I nin Q tizerindeki hareketinden dogan graflar i¢in: Bu hareket transitif oldugundan
bir v € Q icin g(a,B) = (o0,v) olacak sekilde bir g € T' vardir. Dolayisiyla her bir
o(a, p) alt yorungesi bir (oo, v) cifti igerir. Yoriingeler ya ayrik ya da esit olacagindan
o(a,B) ile o(o,v) aym alt yoriingeyi ifade eder. v € Q oldugundan (u,n) = 1 olmak
Uzere v = % seklindedir. o(oo, %) alt yorungesi 0, ,, ile ve bu yoriingeye karsilik gelen alt
yorungesel graf ise G, ,, ile ifade edilir. v = o0 = % = —% ise G10 = G_1, trivial graflar

elde edilir.

Teorem 1.9.3. v,v' € Q olmak Uzere o(o,v) = 0(oo,v") ancak ve ancak g(v) = v’

olacak sekilde bir g € I, vardir.
Sonu¢ 1.9.4. 0,, = O, ancak ve ancak n = n' ve u = u'mod n.

Sonug 1.9.5. Gy, n = Gy, ancak ve ancak n = n' ve u = u’ mod n.

Teorem 1.9.6. g — % € Gun ancak ve ancak

i) x=urmodn, y=usmodn, ry —sx = nveya

i) x =—urmodn, y =—usmodn, ry—sx = —ndir.



16

Sonug 1.9.7. u* # —1modn ve uv = —1modn olsun. Bu takdirde G, , ile G,

eslesmistir.
Sonug 1.9.8. G, , kendiyle eslesmistir ancak ve ancak u* = —1 mod n.

Tanim 1.9.9. u,n,m €N, m > 2 ve a;,a,, ..., a, € Gy, olmak lzere her x,y € A icin
X =a; > a; = - = a, =y olan sonlu bir yol varsa, G, , nin A alt grafina baglantilidir

denir. Aksi takdirde G,, , nin A alt grafina baglantisizdir denir.
1.10. Farey Grafi

G1,1, koseleri Q olan bir alt yoriingesel graftir. Burada Gun = G11 oldugundan
u =n=1dir ve 1> = —1mod 1 oldugundan G, ; kendiyle eslesmistir. Bu yiizden G ; i

yonlendirilmemis bir graf olarak diigiinebiliriz. Burada E ile § ardisik koselerdir ancak ve

ancak ry —sx = F1 (n=1) dir. Ornegin o ile ardisik olan koseler tamsayilardr.
Gercekten;

Lo =% ardigik koseler olsun. =2 7.0 —s.1 =F+1=>s = +1 :>£= +r € Zdir.

%)

Gy, alt yoriingesel grafina Farey dizileriyle olan baglantisindan otiirii “Farey grafi”

denilir ve F ile gosterilir. vm >1 igin F, Farey dizisi, terimleri artan sirada
diizenlendiginde, |y| <m olan g € Q elemanlarindan olusur. Oregin  Fy;

-1 -1 ,11123 .54 .
""?’T'O'Z’E'E’E’Z'1’1'5'"' dir. Acgik¢a gorilir ki F, Cc F,c F;cC-- ve

Ums1 B = Q dur. Gergekten;
i)i,j € N,i<jolmak lzere; F; C F; oldugunu gosterelim
% € Folsun.=|b|<i<j= %eFj =F;  F; elde edilir.
i) Ums1 En © Q oldugu asikardir.

Simdi Q € U,;;»1 B, oldugunu gésterelim
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S € Q olsun. N dogal sayilar kiimesi lstten sinirli olmadigindan 3m € N 0Oyle ki

lgl <m dir. Dolayisi ile; § € F,, dir. Boylece; g € Upms1 Ey elde edilir. Yani Q

Ums1 By dir. Buradan U, ;51 F, = Q dir.

Lemma 1.10.1. g ve % € Q indirgenmis rasyonel sayilar olsun. Bu takdirde asagidakiler
denktir:

i)g ve % F de ardisik koselerdir.
i) ry — sx = +1 dir.

iii)Birm € N iging Ve§ E,, de ardisik koselerdir.

3

[P
|

e | =
Lad | b=
bt | =
NENy W
L |

1
4

Sekil 2. Farey grafi

Sekil 2 deki rasyonel sayilar F, tin elemanlaridir. Kolaylikla gosterilebilir ki Sekil 2
periyodiktir ve periyodu 1 dir.

F nin kenarlar1t U = {z € C: Imz > 0} st yar diizleme dik hiperbolik geodezikler,

yani yar1 Oklid cemberleri veya R ye dik yar1 dogrular olarak goz dniine alinabilir.
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Sonug 1.10.2. F nin kenarlar U da kesismezler.

1.11. Gy n Ve F,,,, Graflan

Bu bélimde F = G, ; Farey grafinin 6zelliklerini diger G,, ,, alt yoriingesel graflarina
nasil genisletebilecegimizi gorecegiz. §—>§ € Gun S TY—SX=4n & 1y —sx =
0Omodn & g A, § dir ve her bir G, , ¥ (n) tane alt grafin ayrik birlesiminden olusur. Bu,

~, I' invaryant denklik bagintisina gore, her bir alt grafin koseleri bir tek blok olusturur.
I, Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden I' bu bloklar: transitif olarak permiite eder.

Bu da alt yoriingelerin her birinin birbirleriyle izomorf olduklar1 anlamina gelir. G, ,, nin,

koseleri oo U igeren [oo] = {% g g ~ %} = {%: y = 0 mod n} blogunda olan alt grafim F, ,,

ile gosterelim. Dolayisiyla; G, ,, F, , nin ¥ (n) tane ayrik kopyasindan olusur.

Teorem 1.11.1. ( Jones vd., 1991) E — g F, , de bir kenardir <
a)x =urmodnvery —sx =nveya
b) x = —ur modnvery —sx = —n.

Teorem 1.11.2. I} (n), F,, nin koselerini ve kenarlarin transitif olarak permiite eder.

Not 1.11.3. n bir p asal sayist ise Y (p) = p + 1 tane blok vardir ve bu bloklar:

1= e @:x=jymodp},j=o

[00]={§ € @:yEOmodp}

olmak dzere [0],[1],...,[p — 1],[oe] seklindedir. Ayrica bunlarin her biri birbirlerinin

izomorfik kopyasidir.
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Tammm 1.11.4. kq,k, ks ii¢ kose olmak tizere ki — k, —» k3 — k;  seklinde, yani
kenarlarin hepsi ayn1 yonde ise buna yonlendirilmis tiggen; k; — k, < k3 — kq gibi farkhi
yonde kenar varsa buna da ters yonlendirilmis iiggen denir. Kendi eslesmis bir alt

yoriingesel grafta bu iki kavram birbirine denktir.
Teorem 1.11.5. ( Jones vd., 1991)
i) F, » yonlendirilmis bir iiggen igerir & u® ¥ u + 1 = 0 (modn).

i) n > 1ise, F, , ters yonlendirilmis G¢gen icermez.

1.12. PSL(2,R) deki Parabolik ve Eliptik Alt Gruplar

Teorem 1.12.1. ( Jones ve Singerman, 1987 ) PSL(2,R) nin bir parabolik (eliptik,
hiperbolik) elemaninin PSL(2, R) deki merkezleyeni, ayni sabit nokta kiimesine sahip tiim

parabolik (eliptik, hiperbolik) elemanlardan olusur.

Teorem 1.12.2. ( Jones ve Singerman, 1987 ) Her abel Fuchs grubu devirlidir.

Yukaridaki iki teoremden, PSL(2,R) deki bir Fuchs grubunun asagidaki gibi ii¢ ¢esit
oldugunu goriiriiz.

C, PSL(2,R) nin herhangi bir alt grubu olmak tzere C ye abeldir denir ancak ve
ancak C devirlidir. Boylece C nin birimden farkli tiim elemanlar1 ayni sabit nokta kiimesine
sahiptir ve ayni tiptendir Ki bunlar parabolik, eliptik veya hiperboliktir. Bir A Fuchs
grubunun parabolik (eliptik) alt gruplari, parabolik(eliptik) elemanlardan olusan C < A
birimden farkli devirli ve bu 6zellik altinda maksimal olan alt gruplar olarak tanimlanir. A
nin t (veya € ) parabolik (eliptik) smif sayisi, A nin parabolik (eliptik) alt gruplarinin

eslenik sinif sayisidir.

Tamm 1.12.3. Eger ¥(r) = r olacak sekilde A nin bir y parabolik eleman1 varsa bir r € Q
noktas bir A Fuchs grubunun bir cusp 1 olarak adlandirilir. Benzer sekilde, eger o(2) = z
olacak sekilde bir 0 € A eliptik elman1 varsa bir z € U noktasina A nin bir eliptik noktasi

denir.
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Lemma 1.12.4. ( Jones ve Singerman, 1987 ) Eger A ve B, bir G grubunun alt gruplar1 ve
C=AnBise|B:C| <|G:A| dir.

Lemma 1.12.5. ( Lehner, 1966 ) y € A hiperbolik ve t € A, y daki gibi bir ve yalniz bir

sabit noktaya sahip olsun. Bu durumda A Fuchs degildir.

Sonug 1.12.6. A nin parabolik smif sayisi, A nin Q daki yoriingelerinin sayisidir.

1.13. Ayrik Gruplar ve Riemann Yiizeyleri

PSL(2,R) nin (‘C‘ 2) matrisini R* Un (a,b,c,d) noktasiyla ifade edecegimizi

sOylemistik. Boylece PSL(2,R) bir topolojik grup olur. PSL(2,R) nin bir Q ayrik alt
grubu, asagidaki 6zelligi saglayan bir alt gruptur:

Un Q= {I} olacak sekilde I birim matrisinin PSL(2,R) de bir U komsulugu vardir.
PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu Fuchs grup olarak adlandirilir. Sonlu es hacimli her sonlu

tiretilmis Fuchs grup asagidaki gosterime sahiptir.
Uretegler: ay, by, ..., ag, by, X1, o) Xy D1, oov) Ps

- —1p -1
Bagmtilar: x;™ = x,™2 = - = x,”™ = [[7_, a;b;a;7b; iz X =10k =1

burada my, ..., m,, = 2 tamsayilaridir. Bu durumda bu grubun simgesi (g; m4, ..., m;;s)

seklindedir.

al,bl,...,ag, bg elemanlar1 hiperbolik, m,,...,m, sirasma karsihik gelen x4, ...,x,

elemanlart eliptik ve py, ..., ps elemanlar1 paraboliktir. ( Singerman, 1970 )

I' bir Fuchs grubudur ve (0;2,3;1) simgesine sahiptir. Parabolik elemanlar sonsuz
mertebeli eliptik elemanlar olarak diigliniildiigiinden I' nin simgesini siklikla (0; 2,3, o)
seklinde yazariz. Ayrica, bir ayrik grubun her alt grubu ayrik oldugundan I' nin tiim alt
gruplar1 Fuchs grubudur.

Eliptik eleman1 olmayan her A Fuchs grubu, PSL(2, R) nin bir alt grubu olarak U Uzerinde
hareket eder. Ayrica, U/A bolim uzayi, bolim topolojisi ile bir yiizey olusturur. U/A

ylizeyi Uzerine U tizerindeki kompleks yapiy1 tagiyarak U/A uzaymi bir Riemann yiuzeyi
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yapabiliriz. Eger A, eliptik elemanlara da sahipse sonug¢ yine bir Riemann yuzeyidir fakat
U — U/ A projeksiyonu dallidir. Bu prosediir i¢in ayrintilar1 (Jones ve Singerman, 1987)

kaynaginda gorebiliriz.

Tamm 1.13.1. X bir topolojik uzay olsun. X in bir &rtiim uzayi, bir X uzaymndan olusan bir
ikilidir ve siirekli p: X — X doniisiimii asagidaki sart1 saglar:
Her x € X, p~1(U) nun her yay bileseni p tarafindan U (zerine topolojik olarak

resmedilecek bicimde bir yay baglantililig1 U agik komsuluguna sahiptir.

Basit baglantili bir Ortlim uzayi, evrensel Ortiim uzayr olarak adlandirilir ve

ortmlerin izomorfizmine gore tektir. ( Massey, 1991 )

Ozellikle, her Riemann yiizeyi bir evrensel 6rtiime sahiptir. Bu evrensel ortim, basit

baglantili bir Riemann yiizeyidir ve konform denklige gore yalnizca ii¢ ylizey vardir.

Teorem 1.13.2. (Jones ve Singerman, 1987) Her basit baglantili Riemann yiizeyi

asagidakilerden birine konform esdegerdir:

i) X Riemann kiresi
i) C Kompleks dizlem

1) U ist yar1 diizlem

Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplar1 asagidaki gibidir:

Teorem 1.13.3. (Jones ve Singerman, 1987)

i) Aut(Z) =PSL(2,C)
i) Aut(C) ={z—->az+b:a,b€eC,a+0}
iii) Aut(U) = PSL(2,R)

Tammm 1.13.4. (Jones ve Singerman, 1987) G, bir Y topolojik uzaymin
homomorfizmlerinin grubu olsun. Eger her y € Y noktasi, g € G icin g(V)NV #0

olacak sekilde V komsuluguna sahipse bu takdirde G, Y (zerinde sireksiz olarak duzgin
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bir sekilde hareket eder. Boylece g(y) =y yazilir ve Y nin her noktasinin sabitleyeni

sonludur.

Onerme 1.13.5. (Jones ve Singerman, 1987) PSL(2, R) nin bir alt grubu Fuchs grubudur

ancak ve ancak grup, U Uzerinde siireksiz olarak diizgiin bir sekilde hareket eder.

Teorem 1.13.6. M, M nin evrensel ortiim uzay1 ve G, sabit noktalar haric M Uzerinde
stireksiz diizgiin bir sekilde hareket eden Aut(1\71) nin bir alt grubu olmak tzere her M

Riemann yiizeyi, M /G ye konform esdegerdir.

Kiirenin birimden farkli her otomorfizmi bir ya da iki noktay: sabitlediginden, eger M = X
ise G igin yalnizca bir durum vardir ki o da M = ¥ verildiginde G = {I} olmasidir. Eger

M= CiseyaG ={I}ve M = CyadaG,Z ye izomorfve M = C\{0} yada G, Z X Z ye

izomorf ve M bir tordur.

Geri kalan tiim durumlarda M = U ve G ise eliptik elemanlar hari¢ bir Fuchs grubudur.

Teorem 1.13.7. (Jones ve Singerman, 1987) A,, A, eliptik elemanlar hari¢ Fuchs
gruplar1 olsun. Bu durumda U/A; ve U/A, konform esdegerdir ancak ve ancak
TA,T~! = A, olacak sekilde T € PSL(2, R) vardur.

Son olarak bir G Fuchs grubunun parabolik elemanlarinin U/G ylizeyinin geometrisi

tizerindeki etkisi ile ilgili baz1 teoremler verecegiz.

Onerme 1.13.8. (Farkas ve Kra, 1980) G, U lizerinde hareket eden bir Fuchs grubu olsun.
Eger G, parabolik eleman igeriyorsa U/G yuzeyi delik (puncture) icerir. Ayrica, U/G
uzerindeki delikler ile G deki parabolik elemanlarin eslenik smiflart arasinda bire-bir bir

esleme vardir.

Onerme 1.13.9. (Jones ve Singerman, 1987) U/A kompakt ise A, parabolik eleman

icermez.
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1.14. Ucgen Gruplar

A ile sekilde goriilen ve agilari /1, m/m ve w/n olan hiperbolik ti¢geni gosterelim.

Sekil 3. A Hiperbolik ticgeni

Ozel olarak [ = 2 alacagiz. Bu hiperbolik ii¢genin ii¢ kenarindaki yansimalar o, 05, 03

olsun. Bu ii¢ yansima ile tiretilen grubu I'* ile gosterelim:

I'* ={oy,0,,03 012 = 022 = 032) 1)

Burada x = 030, ve y = 0,03 alalim. Bu durumda x™ = y™ = [ oldugu agiktir. O halde
yx = 0,0, olacagindan (yx)? =1 dir. I'* grubunun x ve y ile Uretilen alt grubunu ele

alalim:

I'=(x,ylx™=y" = (xy)*> =1) 2)
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Bu I' grubunu A(2,m,n) ile gosterip adma tiggen grubu diyecegiz. Simdi 6nemli bazi
ticgen gruplarinin siniflandirmasini yapacagiz.

[lk olarak cinsi 0 olanlari ele alalim. Bunlarin saglanmasi gereken baginti

1 1 (3)
2 m n
oldugundan bu baginti
m—-2)(n—2)<4 4)

sekline doniistir. Bu bagintiy1 saglayan (m, n) dogal say1 ikilileri bize kiire lizerinde (cinsi

0) hareket eden tiim iiggen gruplarin1 verecektir.

Ik olarak m = 2 (veya n = 2) olursa buna karsilik hangi n (veya m) dogal sayis1 alinirsa
alinsin (4) bagmtis1 saglanir. Dolayisiyla (0; 2,2,n) (veya (0;2,m,2) ) seklinde sonsuz
elemana sahip iiggen grubu siniflar1 elde edilir. Bunlar dikkatle incelendiginde sirasiyla D,

(veya D,,) dihedral grubuna izomorfik olduklar1 goriliir.

Ozel olarak (1,n,n) iicgen gruplar1 da C,, devirli gruplarma izomorftur ve ilk bilesen 2

olmayip 1 oldugundan bu durum dejenere durum olarak ele alinir.

Bunlar disinda (4) bagintisin1 saglayan sonlu sayida (m, n) ikilisi daha mevcuttur. Bunlar,
(3,3), (3,4) ve (3,5) tir. Bu ikililere karsilik gelen iiggen gruplar1 ise (0; 2, 3,3), (0; 2, 3,4)
ve (0; 2, 3,5) tir. Bu liggen gruplarinin grup yapilari sirasiyla A3, S, ve As dir.

Grup teorisinin temel sonucglarindan birisi de verilen bir grubun normal alt gruplarinin

bulunmasina imkan saglayan asagidaki sonugtur:

Teorem 1.14.1. 6: G; — G, bir epimorfizm ise Kerf < G, dirve G, = Gl/Kere dir.
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Bu teorem ile verilen bir G; grubundan ¢ikan tiim epimorfizmlerin ¢ekirdekleri
hesaplanarak G; in normal alt gruplar1 belirlenebilir. Dolayisiyla tiggen gruplarinin iyi
bilinmesi hem normal alt gruplarin belirlenmesinde hem de bunlara karsilik gelen diizgiin
figurlerin elde edilmesinde oldukga énemlidir.

1.15. Dlzgun Figurler

Diizgiin figiirler, graflarin ya da multigraflarin kapal1 ylizeyler iizerine simetrik
sekilde gomiilmesidir. Diizgiin figiirler, platonik katilarin ve diizglin iiggenlemelerin,
dortgenlemelerin yiiksek cinsli yonlendirilebilir yiizeylere genisletilmesidir. Bu konudaki
ilk ¢alismalar 1920 lerde Brahana (Brahana, 1927) ile baslamis ve Coxeter (Coxeter, 1980)
ile devam etmistir. Diizglin figiirler ile matematigin hiperbolik geometri, Riemann
yiizeyleri, Say1 cisimleri ve Galois Teorisi gibi diger branslar1 arasinda derin baglantilar
vardir. Kiire, tor ve diger kiigiik cinsli yonlendirilebilir ylzeyler tizerindeki diizgun figdrler
bir ¢ok calismaya konu olmustur ve iyl bir sekilde incelenmistir. Ancak yiiksek cinsli
yiizeyler i¢in durum daha karmasiktir. Bu yondeki ¢alismalar da Conder, Siran ve Tucker

(Conder vd., 2010) tarafindan yapilmistur.

Bir figur, bir G baglantili grafinin, sinir1 olmayan kapali bir S ylizeyi Uzerine 2
boyutlu hiicreler halinde gdémulmesidir. Bu G grafi diigimlere veya ¢oklu kenarlara sahip
olabilir. 2 boyutlu hiicre kavrami kenar kesisiminin olmadig1 ve yiizey tizerindeki grafin
S\G tiimleyeninin her yiiziiniin basit baglantih oldugu yani, R? deki bir acik diske

homeomorf oldugu anlamina gelir.

Bir M figiiriine, tasiyic1 yiizeyin yonlendirilebilir ya da yonlendirilemez olusuna
gore yonlendirilebilir ya da yonlendirilemez denir. Yine bir M figurinun cinsi ve Euler
karakteristigi tizerinde bulundugu yiizeyin cinsi ve Euler karakteristigi olarak tanimlanir.
Boyle bir M figiirii bir kose kiimesi, bir kenar kiimesi ve bir yiliz kiimesinden olusur. Bu
kiimeler sirasiyla V,E ve F ile ifade edilirse M nin Euler karakteristigi y = |V| — |E| +
|F| ile verilir. Dolayisiyla M nin cinsi g, M yonlendirilebilirken y =2 —2g; M

yonlendirilemezken y = 2 — g formiilleri ile hesaplanir.

Bir M figiiri ile iliskili olan bir diger kavram da oklarin kiimesidir. Bir ok ise
yonlendirilmis bir kenardir. Altta yatan grafin diigtimii yoksa, oklar1 (v,e) € V X E kose-

kenar ikilisi olarak ele alabiliriz.
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Bir M figlrinin otomorfizmi, altta yatan grafin kenarlarinin yon koruyan bir
permiutasyonudur ya da denk olarak grafin her otomorfizmi tastyici yiizeyin bir
homeomorfizmini indirger. Baglantililiktan, bir figtriin her otomorfizmi, onun keyfi bir ok

Uzerindeki etkisi ile tek tirli belirlidir.

Bir M figiiriniin tiim otomorfizmlerinin kiimesi bileske islemi ile bir grup olusturur.
Bu gruba figlrin otomorfizm grubu denir ve Aut(M) ile ifade edilir. Eger Aut(M), M

nin oklar1 lizerinde transitif hareket ediyorsa, M ye diizgun denir.

Herhangi bir M diizgiin figuru igin, Aut (M), M nin oklari {izerinde transitif hareket
eder ve dolayisiyla M nin koseleri, kenarlar1 ve yiizleri iizerinde de transitif hareket eder.
Boylece bir M diizgiin figiiriiniin her yiizii ayn1 kenar sayisina (buna m diyelim) ve her
kosesi de ayni birlesim sayisina (buna n diyelim) sahiptir. Boyle bir diizgun figire {m, n}
tipindedir denir. Platonik katilar diizgiin figiirlere 6rnek olarak verilebilir. Bunlar, {3,3}
tipli dortytzIli (tetrahedron), {3,4} tipli sekizylizli (octahedron), {4,3} tipli kip, {3,5} tipli

yirmiyuzli (icosahedron), {5,3} tipli oniki yiizli (dodecahedron) dur.

Figiirlerin diizgiin olup olmamasi olduk¢a dnemli bir 6zelliktir. Jones ve Singerman
(1978), (2,m,n) tipindeki ii¢cgen gruplara karsilik gelen {m,n} tipli dizgun figirleri
incelemislerdir. Biz de bu g¢alismada [z(N) grubunun tggen grup oldugu durumlara

karsilik gelen diizgiin figiirleri inceleyecegiz.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Yoriinge Uzay1 Uzerinde Ortiim Grubunun Indirgenen Hareketi

PSL(2,R) ninU st yar1 diizlemdeki hareketini biliyoruz. Ayrica, G, PSL(2,R) nin
ayrik bir alt grubu ise U/G bir Riemann yizeyidir. U/G nin elemanlar, G nin U
tizerindeki hareketinden dogan yoriingelere karsilik gelir. Sembolik olarak; x € U olmak
Uzere [x]q, x In G-yoringesidir. Yani, x den ulasilabilen noktalarin kiimesidir. Burada,
U/G Uzerinde, PSL(2,R) nin U uzerindeki hareketinden indirgenen bir hareket
tanimlamak istiyoruz. Fakat bir T € PSL(2,R) elemanmin U/G nin bir doniistimiinii
indirgemesi gerekmez. Yani; U/G nin ayn1 yoriingesindeki, U nun iki elemanimi U/G nin
farkli iki yOriingesine goétiiren bir T € PSL(2,R) var olabilir. Dolayistyla PSL(2, R) X
U/G — U/G hareketi iyi tanimli olmayabilir. Haliyle, hareketi PSL(2, R) nin Oyle bir alt
grubuna kisitlamaliyiz ki ‘U nun G yoriingeleri korunsun. Bu sart asagidaki gibi ifade
edilebilir:

Vx,x' €Uiginx € [x']; & T(x) € [T(x")]¢.
Yukaridaki sarti saglayan tim T doniisiimlerinin kiimesi Z(U,G) ile gosterilir.
Ayrica, yukarida bahsedilen alt gruba trivial olmayan 6rnek, G nin normalliyen kiimesi

N(G) dir.

Lemma 2.1.1. H; , X kimesi lzerinde hareket eden bir grup ve H, < H; olsun. H, nin H;

deki normalliyeni olan N(H,) nin hareketi H, yortingelerini korur.

Ispat: h € N(H,) olsun. Tammmdan hH, = Hyh yazilir. X in bir eleman1 x olsun. O
halde,

h(lx]n,) = [XInn, = [*]un = [hx]n,

dir. Yani; h, x in H, yorungesini hx in H, yoriingesine gonderir.
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Onerme 2.1.2. H,, X kiimesi Uzerinde hareket eden bir grup ve H, < H; olsun. Ayrica
x € X ve S, , x in H; deki sabitleyeni olsun. Bu takdirde x in H, yoriingesinin H; deki
sabitleyeni Sixlu, icin

S[x]H = Stz

2
dir.

Ispat: g€ Sixln, olsun. Bunun anlami g[x]y, = [x]y, dir. Buradan g[x]y, =
{gax:a € H,} = [x]4y, Olur. H, 2 H; oldugundan gH, = H,g dir. Dolayisiyla [x]y, 4 =
[x]y, bulunur. Eger hy € H, ise h;gx = hyx olacak sekilde bir h, € H, mevcuttur.
Buradan h;gx = hyx oldugundan h;'h;gx = x olup bunun anlami ise h;'h;g € S, dir.
O halde g € hi'h,S, dir. Buradan g € H,S, olup g € S, H, elde ederiz.

Diger yandan, g € H,S, = S, H, olsun. O halde g = h,h, olacak sekilde h, € H, ve
h, € S, vardir. Buradan

g[x]Hz = h1hz[X]H2 = [h1hzx]H2 = [h1x]H2 = [x]Hz

olup g € Siy Hy dir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.1.3. Hy, bir X kiimesi (izerinde transitif hareket eden bir grup ve H, < H; olsun.
Bu takdirde H,, X/H, Uzerinde transitif hareket eder.

Ispat: H, < H, oldugundan, H, in X/H, iizerindeki hareketi iyi tanimlidir. Ayrica bu
hareket agikca transitiftir. Gergekten; [x]y,, [y]y, € X/H, olsun. x,y € X oldugundan ve
H,, X iizerinde transitif hareket etti§inden 6yle bir g € H, vardir ki, gx = y dir. g[x]y,, =

[9x]n, = [y]u, olur. Béylece ispat tamamlanur.
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Simdi bizim bu tez caligmamiza esin kaynagi olan loannis Ivrissimtzis ve David
Singerman 1n (Ivrissimtzis ve Singerman, 2005) ¢alismasini burada detaylandiracagiz.
Yazarlar bu calismada modiiler grubun kongriians alt gruplarina karsilik gelen Farey
figiirlerini incelediler. Hem modiiler grup hem de kongriians alt gruplar1 daha giizel bir
aritmetik yapiya sahip olduklarindan yukarida verilen topolojik kavramlarin bu gruplara
uygulanigint gérmek, daha sonrasinda bizim normalliyen ve alt gruplar {izerinde

yapacagimiz hesaplamalarin da daha anlasilir olmasini saglayacaktir.
2.2. T min Kongriians Alt Gruplarina Karsilik Gelen Figiirler

Sekil 2 ile verilen F evrensel figiiriinin (Farey Figiirii) koseleri Q dir. Burada
0 = % dir ve % ve g koseleri bir kenar ile baglidir ancak ve ancak ad — bc = +1 dir. F igin

asagidakiler gegerlidir:

[N N
R
=R K=}

i) Koseleri olan bir tiggen vardir.

) )

ii) I', F nin otomorfizmalariin grubu olarak hareket eder.
. .a a+b b s
1) Koseleri Rl olan bir liggen vardir.

Boylece F, U nun bir tgcgenlemesidir.
Tanim 2.2.1. F(n), F/I'(n) G¢gen figiirl olarak tanimlanir.

F nin koseleri I' nin cusplaridir. F(n) nin koseleri de bu cusplarin p: U = U/T"'(n)
dogal izdiisiimiiniin altindaki goriintiileridir, yani Q/I'(n) dir. I'(n) 2 T oldugundan ve T
nin Q iizerindeki transitif oldugundan I, Q/I'(n) Uzerindeki hareketi transitiftir (Lemma
2.1.3)).

oo un I' daki sabitleyeni S, , ((1) 1) matrisiyle Uretilen gruptur.

Lemma 2.2.2. I'(n) nin PSL(2, R) deki normalliyeni I" dir.

Lemma 2.2.3. S,I'(n) = I;(n) dir.
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Ispat: S, = {((1) I;) b € Z} tanimi dikkate alinirsa So, < I';(n) yazilir. Ayrica I'(n) <

I1(n) oldugundan S,I'(n) <Ty(n) elde edilir. Tersine, A €Tl;(n) alalim,T;(n)

tanimindan

4= i)

yazilabilir. Diger yandan,

(6 D eTm S = T =

elde edilir. Burada

(1 +(a—rc)n (b—rd)n

o Y ) € T(n) dir.

Dolayisiyla I3 (n) < S, I'(n) oldugu goriiliir. Bu ise ispati tamamlar.

Onerme 2.2.4. F(n) nin koseleri ile T;(n) nin T daki sol kosetleri arasinda bire-bir bir

esleme vardir.

Ispat: Lemma 2.1.3. ten Sieo) UN T daki kosetleri ile Q/T'(n) arasinda bire-bir bir esleme
vardir. Onerme 2.1.2. den Sj) = SoI'(n) dir. Diger yandan Onerme 2.2.3. den de
SeT'(n) = Iy (n) idi. Dolayisiyla Ty (n) nin T daki sol kosetleri ile @/T'(n) arasinda bire-bir

bir esleme vardir.
O

Simdi koselerin aritmetik olarak nasil hesaplanabilecegini gosterecegiz. Bunun i¢in

oncelikle agsagidaki onermeyi verelim.
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Onerme 2.2.5. 4 = (al bl),B = <a2 bZ) € T olsun. Bu durumda A ve B, Ty (n) nin T
1 dy c; dy

. .. . aq a; .
daki ayni1 sol kosetlerini belirler ancak ve ancak ( C1) =+ ( ¢ ) mod n dir.

Ispat: AT} (n) ve BTy (n) kosetlerini ele alalim. Kabul edelim ki AT (n) = BTy (n) olsun.
ATy (n) = BTy (n) ancak ve ancak A™1B € Iy (n) dir. Buradan

A-1p = ( dy —b1) <a2 bz) _ (a2d1 —bic; byd; — b1d2)
€ 44 a1C; — azC;  Azdy — bicy

c; dp
elde edilir. Esitligin sag tarafindaki matrisin [;(n) de olmasi icin gerek ve yeter sart

a;c, —ayc; = 0modn ve diger yandan a,d; — b;c, = 1 mod n olmasidir. Buradan

(&) = £(¢2) mod n elde edilir.

Her bir koseyi bir satir vektorii ile temsil etmek tlizere yukaridaki 6nerme dikkate alinirsa
bir kose, (a,c,n) =1 olmak lzere (a,c) vektori ile ifade edilebilir. Burada (a,c) ile

(—a, —c) 6zdes kabul edilir. Boylece kose kiimesi
{(a,c)|a,c € Z,,(a,c,n) =1}/~
seklindedir. Burada (a, c)~(n — a,n — c) dir.

Ornek 2.2.6. F(4) iin késeleri (1,0), (1,1), (2,1), (3,1), (1,2), (0,1) seklinde ve F(5)
in koseleri (1,0), (1,1), (2,1), (3,1), (4,1), (0,2), (1,2), (2,2), (3,2), (4,2), (2,0),
(0,1) seklindedir.

Yukaridaki kose tanimlamalari dikkate alindiginda F(n) nin kdse sayisinin
|T: Ty (n)] indeksi ile hesaplanabildigi goriiliir.
Diger yandan F(n) nin kenarlar1 ve yiizleri F evrensel figlriiniin kenarlar1 ve

ucgenlerinin projeksiyonlaridir. Boéylece (a, b), (c,d), F(n) de bir kenarla baglidir ancak
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ve ancak ad — bc = +1modn dir. Ayrica % ve ~—, (a,b) ve (c,d) kdseleri ile

icgensel yiiz olusturan koselerdir.

Tanim olarak bir ok, figiiriin yonlendirilmis bir kenarin1 ifade eder. Boylece eger
bir v kosesi, k katliligina sahipse, v de k tane ok vardir denir. F(n) figirleri icin, bu
figirler moduler grubun T'(n) normal alt gruplarindan dogar. Dolayisiyla (Jones ve
Singerman, 1978) c¢alismasindan F(n) figirleri diizgiin figiirler. Bunun anlami, bu

figiirlerin otomorfizm grubunun, figiiriin oklar1 iizerinde transitif hareket etmesidir.

Teorem 2.2.7. F(n) nin yonlendirilmis kenarlar1 (oklari) ile I'(n) nin I' daki kosetleri

arasinda birebir bir esleme vardir.

Ispat. Lemma 2.1.3. den H; =T, X olarak F nin oklarinin kiimesini, H, = I'(n), x, olarak
da co = 0 okunu alalim. (Jones vd., 1991) den biliyoruz ki, I', X zerinde transitif hareket

eder. O halde Sp,,; = I'(n) oldugunu gostermek yeterlidir. T € T, [x,] ni sabitlesin. Yani,

T([eo]) =[] ve T([0]) =[0] olsun. T:(Z Z) €T, oo un vyoéringesini

sabitlediginden ve Sj) = I (n) oldugundan T' € Ty (n) dir. Ayrica,

0= ;)

oldugundan, T([0]) = [0] ise

() o)1= ¢ )

Cy 7@ o)l =t

olup ((11 1)T((1) al) eleman1 [oo] ni sabitlediginden (0_1 (1))T((1) 0_1) € I1(n)

dir. Buradan
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Cy D¢ DO oH=C" 2)enm

- by (—d b < - = —
elde  edilir. (? d) , (c —a) €l(n) oldugundan a=d=1modn,c=

Omodn,b =0modnolupT = (? Z) € I'(n) elde edilmis olur.

Tersine, T € T'(n) olsun. T([eo]) = [oo] ve T([0]) = [0] dir. Dolayisiyla T ([x,]) =

[x0] Olup, ispat tamamlanir.

Ornekler. Bu kisimda, bazi kiigiik n degerleri i¢in F(n) figiirlerinin bazilarimi ¢izecegiz.
Bu figurler U/T'(n) ylizeyi lizerinde yatarlar ve bunlarin koseleri U/T'(n) nin cusplarinda
yatarlar. n = 2 icin F(2) bir tcggendir. n = 3,4,5 icin ise tetrahedron, octahedron ve

icosahedron elde edilir.

G,1)
1)

(2.1

(1,1) '

an
(1,0) (0,1)
(1,0) (0,1)

Sekil 4. Tetrahedron (Sol) ve Octahedron (Sag)

Bu ¢alismada T,(N) nin PSL(2,R) deki normalliyeni olan I'z(N) grubunu ve
dolayisiyla onun yoriinge uzay1 iizerindeki hareketini irdeleyecegiz. Bunun i¢in dncelikle

['5(N) nin yapisini inceleyelim.
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2.3. T'g(N) Normalliyenin Yapisi

PSL(2,R) nin ayrik alt gruplarina Fuchs grubu denir. Literatiirde en iyi bilinen
Fuchs grubu T' moduler grubudur. T' modiler grubu oldukca zengin bir alt grup ailesine
sahiptir. Bilhassa kongriians alt gruplart ve kuvvet gruplari iizerine yapilmis pek ¢ok
calisma mevcuttur. Kongriians alt gruplarindan biri olan [, (N), 6zellikle Klein, Fricke ve
diger kisiler tarafindan genis olarak ¢alisilmistir. Bu béliimde, I'y(N) nin PSL(2, R) deki
normalliyeni olan I'z (N) nin yapis1 hakkinda bilgi verecegiz.

['z(N) normalliyeni ilk olarak (Lehner ve Newman, 1964) c¢alismasinda

tanimlanmistir. (Conway ve Norton, 1979) ¢alismasindaki tanim kullanilirsa normalliyen,

(e de)

matrislerine karsilik gelen dontistimlerden olusur ki burada tiim elemanlar tam sayidir, h
ise h?|N sartim saglayan, 24 iin en biiyiik boleni ve e > 0, N /h? nin tam bdlenidir. Ayrica
determinanti e dir. (Eger m|K ve (m,K/m) =1 ise m ye K nin tam boleni denir ve bu

m||K ile ifade edilir.) Tz (N), birinci ¢esit, sonlu iiretilmis bir Fuchs grubudur.

(e de)

matrisi bir Mdbius doniisiimii temsil eder ve bu tipteki tiim matrislerin kiimesi matris

carpimi ile bir grup olusturur. Bu grubun birim matrisi

(o 7

dir ve

(e de)

doniisiimiiniin tersi
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(cenm “ae)

seklindedir. Burada e||N/h? dir ve her iki matrisin de determinanti e dir.

[ (N) nin bir
ae b/h
(cN/h de)

elemaninin [)(N) de olmasi igin gerek ve yeter kosul b = ¢ = 0 mod h ve determinant
e = 1 olmasidir.
Simdi, sonraki boliimlerde diizgiin figiirler i¢in de 6nemli olacak olan, 'z (N) nin

bazi alt gruplarini tanimlayacagiz.

1) T¢(N) alt grubu I'z(N) nin, determinant1 1 olan elemanlarinin kiimesidir. Yani

Te(N),

a b/h -
(CN/h ’ ) ad — beN /R? = 1

matrislerine karsilik gelen doniisiimlerden olusur ve h yukaridaki gibi tanimlidir.

2) T2(N) altgrubu,

(% bc/zh)’ ad — beN/h =1

matrislerine karsilik gelen doniisiimlerden olusur dyle ki h yukaridaki gibi

tanimlidir. Kolayca goriilebilir ki,
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v/ =(F Nream (G 7)) ®

dir. Yani; TO(N), (g ‘1)) ile T,(N/h) min bir eslenigidir.
3) TJP(N) alt grubu,

ae  b/hy 9 _
(cN/h de)’ c*N/eh* = 0 (mod h)

matrislerine karsilik gelen doniisiimlerden olusur. Boylece asagidaki iliskiyi

elde etmis oluruz.
Lo(N) < T¢(N) < Tg(N) < T(N)

Burada I'S(N), T2(N) nin T'z(N) deki normalliyenidir. Bunu gosterebilmek icin éncelikle

asagidaki kullanisli lemmay1 verecegiz:

Lemma 2.3.1. (Akbas, 1989) ad = 1 mod s ise a = d mod s ancak ve ancak s, 24 Un bir

bolenidir.
Onerme 2.3.2. T2 (N) nin Tz (N) deki normalliyeni T3 (N) dir.

Ispat: T2(N) nin Tz(N) deki normalliyenini N(T2(N)) ile gosterelim. Gosterecegiz ki,
N(r2(N)) =T9(N) dir. Oncelikle T@(N) = TS(N) oldugunu gosterelim. Her

ae b/h 0 x y/h 0 0 o _
(cN/h de) elz(N) ve (ZN " )EFC(N) alalim. Burada T§(N) ve TZ(N) nin

tanimlarindan ade? — bcN/h? = e, xt — yzN/h = 1 ve c2N/eh? = 0 mod h dir.

b/h d —b/h
(Cl?fjh d/e>(z)16v yih) <—c1\i/h a(f )EF(?(N)
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oldugunu gostermeliyiz.

(cf/jh bd/eh ) (zfv yﬁh) (—cdzs/h _Zh>:

_(aex+bzN/h  (aey + bt)/h de —b/h
B ((cx/h + dez)N cyN/h? + det) (—cN/h ae )

_ ( ade’x + bdezN /h — (aey + bt)cN/h? [-b(aex + bzN /h) + ae(aey + bt)]/h )
~ \[decx/h + d?e?z — c?yN/h3 — cdet/hIN —bcxN/h* — bdezN /h + aecyN /h? + ade’t

Bu matrisin her bir bileseni e ile boliiniirse, determinanti 1 olan bir matris elde edilir:

( adex + bdzN /h — (aey + bt)cN /eh? [—b(ax + bzN /eh) + a(aey + bt)]|/h )
[dcx/h + d?ez — c*>yN/eh® — cdt/h]N —bcxN/eh? — bdzN /h + acyN/h? + adet

N/h, N/h? N/eh, N /eh? ifadeleri birer tam say1 oldugundan, elde edilen matrisin

ade’x + bdezN /h — (aey + bt)cN /h?
—b(ax + bzN/eh) + a(aey + bt)
—bcxN /eh? — bdzN /h + acyN /h? + adet

girdileri tam sayidir. Eger dcx/h + d%ez — c*yN/eh® — cdt/h ifadesinin bir tam say1
oldugu gosterilirse, elde edilen matris [[2(N) grubunun bir eleman1 olacaktir. ¢2N/eh? =
0 mod h oldugundan c?yN/eh® bir tam sayidir. Diger yandan xt —yzN/h =1
oldugundan xt =1+ yzN/h olup xt = 1mod h elde edilir. h|24 ve Lemma 2.3.1
kullanilirsa x = t mod h ve dolayistyla x —t = 0 mod h yazilir. Bu ise dcx/h — cdt/h
ifadesinin bir tam say1 oldugunu belirtir. Sonu¢ olarak dcx/h + d%*ez — c?>yN /eh® —

cdt/h ifadesi bir tam sayidir ve

b/h d —b/h
(Cl?fjh d/e>(z)16v yih) <—c1\i/h a(f )EF(?(N)

elde edilir. Yani I2(N) 2 T2 (N) dur.
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IP(N) 2 TP(N) oldugundan ve normalliyenin tanimindan Tg(N) ¢ N(T2(N))

ae b/h

0 :
cN/h de ) € N(I¢(N)) alalim. Normalliyen tanimi

oldugu goriiliir. Diger yandan, her (

geregi, keyfi (%7 { ") & oy igin

b/h d —b/h
(Cl?fjh d/e>(z)16v yih) <—c1\i/h a(f )EF(?(N)

dir. Benzer sekilde, yukaridaki carpma islemi yapildiginda, dcx/h + d?ez — c?yN /eh® —
cdt/h ifadesinin bir tam say1 oldugu elde edilir. Burada dcx/h — cdt/h ifadesinin bir tam
say1 oldugunu gostermistik. d?ez ifadesi de bir tam say1 oldugundan, her y igin c2yN /eh3
ifadesi de bir tam sayidir. Boylece c2yN/eh? = 0 (mod h) elde edilir. Bu her y icin

saglandigindan ¢?N/eh? = 0 (mod h) elde edilir. Dolayisiyla <c]$j n bd/eh) e T2 (N)

olup N(T2(N)) < [2(N) elde edilir. O halde N(T2(N)) = I'S(N) oldugu gériiliir.
4) Ty (N) alt grubu,
(ae b )
cN de

matrislerine karsilik gelen doniisiimlerden olusur. Burada e||N ve determinant
e > 0 dir. Bu I, (N) grubunun elemanlart Atkin-Lehner doniisiimleri olarak

adlandirilir.

Simdi Ty(N) < TQ2(N) <T2(N) < Tg(N) zinciri igin, baz1 alt gruplarm Tz(N)

deki indekslerini hesaplayacagiz. Bunun i¢in asagidaki Lemma dan yararlanacagiz.

Lemma 2.3.3. (Akbas, 1989) p, N/h? nin ayrik asal c¢arpanlarmim sayisi ve T =
[Ipn(1+ %)/pr/hz(l + %) olmak tzere |Tg(N) : To(N)| = 2Ph?z dir.
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Onerme 2.3.4. [T2(N) : To(N)| = h dur.

Ispat: (1) esitliginden T2(N) ile To(N/h) nmn eslenik oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
IT2(N) : To(N)| = |[To(N/h) : To(N)| esitligi yazilabilir. T, (N) nin T modler grubundaki

indeksinin N [T, v (1 + %) oldugunu biliyoruz. Buradan

Il:To(N)| NHp|N(1+%)
IT:To(N/h)| N N/th|N/h(1+%)

[ITo(N/h):To(N)| =

elde edilir. Simdi N ile N/h in asal bélenlerinin ayni oldugunu gosterelim. h = 1
durumunda N ile N/h ayni say1 olacagindan istenilen agiktir. A # 1 olsun. Kabul edelim ki
p|N fakat p + N/h olan bir p asali mevcut olsun. p|N oldugundan N = pk olacak sekilde
bir k dogal sayis1 mevcuttur. h?|N oldugundan h?|pk dir ve p asal oldugundan h?|k elde
edilir. Dolayisiyla h|k elde edilir. O halde N = pk oldugu kullanilirsa, N/h = p(k/h)
elde edilir ki bunun anlam1 p|N/h dir. Bu ise p t N/h kabuliiyle celisir. Sonug¢ olarak N

ile N/h m asal bolenleri aymidir. Bu ise [, n(1 +%) = [Ipjn/n(1 +%) sonucunu verir.

Dolayistyla

1
r:r,| _ Npw@d+3)

= =h
I N/ /b M1+ 3)

|FCO(N) :To(N)| = [To(N/h) : To(N)| =

elde edilir.

Onerme 2.35. p, N/h? nin ayrik asal carpanlarinin sayis1 ve T =[Ipn(1 +%)/

[pn/m2(1 + %) olmak tizere |Tz(N) : T2(N)| = 2Pht dur.
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Ispat: Lemma 2.3.3. ve Onerme 2.3.4. kullanarak,

ITp(N) :To(N)| _ 2Ph2T
[T2(N):To (V)] h

ITs(N) : e (V)| = = 2Pht

elde edilir.

Simdi (Akbas, 1989) tezinde olan, I'y; (N) nin yapisinm1 karakterize eden iki 6nemli

teorem verecegiz.

Teorem 2.3.6. N = 2938 ve § = 0 veya 2 olsun. Béylece Tz (N) iiggen gruptur ancak ve

ancak @ < 8 ise. Bu durumlarda I'z (N) nin simgesi asagidaki gibidir:

(0;2,3,0), a =0,2,4,6
(0;2,4,0), a =1,3,5,7
(0, 2,00'00), a = 8

Teorem 2.3.7. N = 2%3f ve § = 1,3 olsun. Bu takdirde I'; (N) bir licgen gruptur ancak ve
ancak « = 0, 2,4, 6 dir. Bu durumlar i¢in [z (N) nin simgesi (0; 2, 6, o) dir.

N = 293F olsun. Yukaridaki iki teoremden, eger £ =0,2 ve a=0,2,4,6 ise
['5(N) nin normal alt gruplarina diizgiin tiggensel figiirler karsilik gelir; eger § = 0,2 ve
a =1,3,5,7 ise Iz (N) nin normal alt gruplarina diizgiin dortgensel figiirler karsilik gelir;
eger B=1,3 ve a=0,2,4,6 ise I'z3(N) nin normal alt gruplarina diizgiin altigensel

figiirler karsilik gelir.

Tiim bu durumlar asagidaki tablo ile aciklanabilir:
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Tablo 1. N degerleri ve karsilik gelen figiirler

_ Karsilik Gelen
N degeri h degeri e degeri Simge o
Figur
Diizgiin Uggen
1 1 1 (0;2,3,) -
Figur
Duzgln
2 1 1ve?2 (0; 2,4, 00) .
Dortgen Figur
Diizgiin Altigen
3 1 1ve3 (0; 2,6, ) -
Figur
Diizgiin Ucgen
4 2 1 (0;2,3,) - :
Figur
Duzgln
8 2 1ve?2 (0;2,4, ) .
Dortgen Figur
Diizgiin Uggen
9 3 1 (0;2,3,) -
Figur
Diizgiin Altigen
12 2 lve3 (0; 2,6, ) -
Figur
Diizgiin Ucgen
16 4 1 (0; 2,3, ) - :
Figur
Duzgln
18 3 1ve?2 (0; 2,4, ) .
Dortgen Figur
Diizgiin Altigen
27 3 1ve3 (0; 2,6, ) _
Figur
Dizgun
32 4 1ve2 (0;2,4, )

Dortgen Figlr




Tablo 1'in devami

42

Diizgiin Ucgen
36 6 1 (0;2,3,0) J “
Figar
Diizgilin Alt
48 4 1ve3 (0; 2,6, ) Hegtn Atieen
Figar
Diizgiin Ucgen
64 8 1 (0;2,3,0) JHn =69
Figar
Dulzgln
72 6 lve?2 (0; 2,4, ) g
Dortgen Figlr
Diizgiin Alt
i 5 1ve3 (0; 2,6, 0) uzgiin 1gen
Figar
Dulzgln
128 8 1ve?2 (0; 2,4, 0) :
Ddortgen Figir
Diizgiin Ucgen
144 12 1 (0;2,3,0) J “
Figar
Diizgilin Alt
192 8 1ve3 (0; 2,6, ) Hzetn Ateen
Figar
Duzgun
288 12 lve?2 (0;2,4,0) g
Dortgen Figlr
Diizgtin Alt
432 12 1ve3 (0;2,6, ) Hzgt ATECH
Figar
Diizgiin Ucgen
576 24 1 (0; 2,3, ) J “
Figar
Duzgln
1152 24 lve? (0; 2,4, 0)
Daortgen Figir
Diizgilin Alt
1728 24 1ve3 (0; 2,6, ) Hzetn Ateen
Figar
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Bu tez ¢alismasinda, Oncelikle [,(N) alt gruplarna karsilik gelen diizgiin {iggen
figiirler arastirilmistir, akabinde Ij(N) alt gruplarina karsilik gelen diizgiin dortgen ve

altigen figiirler aragtirilmistir.
2.3.1. Ucgen Figurler

Bu bolim boyunca N sayisi, 8 = 0,2 ve @ = 0,2,4, 6 olmak lizere N = 293f > 1
seklinde bir dogal say1y1 ifade edecektir. N nin bu degerleri icin, Tablo 2.3.1 den N = h?
ve e =1 oldugu goriiliir. Dolayisiyla I's(N) grubu, asagidaki matrislere karsilik gelen

doniisiimlerden olusur:

(CC;l bc/ih)' ad — bc = 1.

Burada h, h%|N sartim1 saglayan, 24 iin en biiyiik bolenidir. Bu degerler icin T2(N)

grubu, asagidaki matrislere karsilik gelen doniistimlerden olusur:

( a b/h), ad — beh = 1.
ch? d

(Akbas, 1989) calismasinda yer alan bir sonuca gore, N nin bu boliimdeki degerleri
icin Tz(N) nin Q uzerindeki hareketinin transitif oldugu bilinmektedir. Fakat, ¢calismanin
biitiinliigii agisindan, Tz (N) nin Q iizerindeki hareketinin transitifligi i¢in asagidaki kanit:

verecegiz:

Teorem 2.3.8. T(N) nin Q@ = Q U {oo} Gizerindeki hareketi transitiftir.

o+

ispat: oo =>€ Q elemaninin yoriingesinin Q oldugunu gostermemiz yeterlidir. %E Q

olsun.
1.Durum: (h,y) =1 olsun. (x,y) =1 oldugundan, (hx,y) =1 elde edilir.

Dolayisiyla ahx — by = 1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilar1t mevcuttur. Bu durumda
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(hx b/h

hy ) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinant1 1 dir ve I'z(N) nin tanimi gz

Oniine alinirsa <Z§ bé h) € I'5(N) oldugu elde edilir. Diger yandan

(i "a)@)=6)

elde edilir. Bunun anlami keyfi %E Q eleman: alindiginda bu eleman sonsuzun

yoriingesindedir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

2.Durum: (h,y) = h olsun. h|y olup y = ht olacak sekilde bir t tam sayisi

mevcuttur. (x,y) =1 oldugundan ax — by = 1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilari

x b A o } .
mevcuttur. Bu durumda (y a) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinantt 1 dir ve bu

. (x b\ _(x bh/h\y . . . . <
matrise (y a) = (th M ) goziiyle bakilirsa, I'z(N) nin tanimi dikkate alindiginda

(§ 2) € I'z(N) elde edilir. Diger yandan

x b\(1\ _ (X
(y a) (0) - (Y)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

3.Durum: k # 1 ve k # h olmak lzere (h,y) = k olsun. Bu takdirde h = km ve
y = kn olacak sekilde m,n € Z tam sayilart mevcuttur ve (n,m) = 1 olur. (m,y) =1 ve

(x,y) =1 oldugundan (mx,y) = 1 dir. Buradan amx — by = 1 olacak sekilde a,b € Z
b/m)
a

mx . ..
tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla ( matrisini ele alalim. Bu matrisin

my
b/m) _ (mx bk/km) _ (mx bk/h)

. . . mx
determinantt 1 dir ve bu matrise (
m a mkn a nh a

b/m

! ) € T,(N) elde edilir.

goziiyle bakilirsa, ['s (N) nin tanimi1 dikkate alindiginda <$x

Diger yandan
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(e ") @ =0)

elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

Simdi M5 ile sembolize edecegimiz evrensel uggen figuri (normalliyen figuri)

insa edecegiz. M5 lin koseleri i¢in oo un Iz (N) altindaki goriintiilerine bakmak yeterlidir.

0 = ﬁ ve 0 = % ile ifade edilirse, M iin koseleri (a,c) = 1 olan % elemanlaridir. M5 te

% ile ;—h koseleri birbirlerine bir kenar ile baglidir ancak ve ancak ad — bc = +1 dir.

Ayrica M35 i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir:

1 1 0

olan bir ticgen vardir.
o0h’ h’ h ¢

i) Koseleri

i) Tg(N), M3 tin otomorfizmalarinin grubu olarak hareket eder.

a a+b b
ch’ (c+d)h’ dh

1) Koseleri olan bir liggen vardir.

Buradaki ii) 6nermesini kanitlayalim.

Onerme 2.3.9. AutM5 = I's(N) dir.

a b/h
ch d

doniistimiiniin bir otomorfizm oldugunu gosterecegiz. vt M5 1in bir kosesi olsun.

Ispat. Oncelikle bir A = ( ) € [3(N) doniisiimiinii alalim. Simdi A: M3 — M;

AGe) = (G "G =

elde edilir. (x,y)=1 ve ad—bc=1 oldugundan, (ax+ by,cx+dy)=1 dir.

Dolayisiyla % , M5 iin bir kdsesidir. O halde A: M3 — M3 doniisiimii kapalidir.

. X X . oy o . . X X
Diger yandan —, =%, M iin iki kosesi ve —= = == olsun. Bu durumda x; = x, ve
yih' yzh yih  yzh

yl = yz dll’
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X b/h\ 7 X ax, + by ax, + by b/h\ r X
A (yl_lh> - (Cah c/i )(Y11h) - (cx11+ dyll)h - (cx22+ dyzz)h - (Cf;l c/i )(yzzh)

X2
=4(5%)
y2h

olup, A: M3 — M5 doniistimii iyi tanimlidir. Simdi birebir ve 6rtenligi gosterelim. Bunun

- X1 X2 . oy . . . X1 X2 g

icin —, —, M in iki kosesi ve A (—) =A (—) olsun. Bu esitlikten

“N S Som 73 3 y1h yzh 3
axq,+by, _ ax,+by,

(cx1+dy1)h - (cxy+dy,)h

elde edilir. Burada (ax; + by,,cx; + dy,) = 1 ve (ax, + by,,cx, + dy,) = 1 oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla

(axy + by,)(cx, + dy,) = (ax; + by;)(cx; + dyy)

acx,x, + adx,y, + bcy,x, + bdy,y, = acx,x, + ady,x, + bcx,y, + bdy;y,
adx,y, — bcx,y, = ady,x; — beyx;

(ad — bc)x 1y, = (ad — bc)y,x,

X1 _ X2

yih  y2h

elde edilir. Dolayisiyla doniisiim birebirdir. Diger yandan ;C—h, M5 1in bir kosesi olsun.

dx—by

Cay—con kesrini g6z 6niine alalim. (dx — by, ay — cx) = k olsun. Bu durumda k|dx — by

ve k|ay — cx olur. Bunun sonucu olarak da k|a(dx — by) + b(ay — cx) ve k|c(dx —
by) —d(ay — cx) vyazlabilir. k|a(dx — by) + b(ay — cx) ifadesi duizenlenirse ve
ad — bc = 1 oldugu kullanilirsa k|x elde edilir. Benzer sekilde k|c(dx — by) — d(ay —

cx) ifadesi dizenlenirse ve ad — bc = 1 oldugu dikkate alinirsa k|y elde edilir. k|x ve

dx—by
(ay—cx)h’

k|y oldugundan k|(x,y) = 1 olup, (dx — by,ay — cx) = 1 elde edilir. O halde

M 1in bir kosesidir ve

_ dx —>b
A ((;;—_cljcy)h) - (cC;z bc/ih) ((a; — cx);h) - yx_h
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dir. O halde déniisiim Srtendir. Son olarak, —= x_zh M Un bir e kenariyla baglanmis iki

yih’ v,

kosesi olsun. Bu durumda x,y, — x,y; = +1 dir.
i

A (ylh)
X2

A (yzh)

(o ") G) =2

(G ")) =S

koselerini ele alalim. detA = ad — bc = 1 oldugu da dikkate alinirsa

(axy + by1)(cx, + dy,) — (ax; + by,)(cx; + dyy)
= acx,x, + adx,y, + bcx,y, + bdy,y, — acxyx, — adx,y; — bexyy, — bdy,y,

= ad(x1y; — x2¥1) — be(x1y, — %21) = (x1y2 — xy1)(ad — bc) = £1

X1
yih

halde A: M3 — M5 bir otomorfizmdir. Dolayisiyla A € Aut M5 elde edilir.

elde edilir. Bunun anlami ise A ( ) ve A (ﬁ) koseleri, M te bir e’ kenar ile baghidir. O
2

Tersine, bir A € AutM; otomorfizmi alalim. Oncelikle bu yondeki icermeyi
gosterebilmek icin bazi bilgiler verecegiz. Bunlardan ilki I'z(N) ile T modiler grup

arasindaki iliskiyi veren asagidaki esleniklik bagintisidir:
_(1 0 h 0
= r(s 9.

Bu esitlik basit bir matris ¢arpimiyla dogrulanabilir. Buradaki ((1) 2) dontistimiini

1 0Y iy sipnns - h 0 P
f= ( 0 h) ile gosterirsek, f~1 = ( 0 1) yazilir. Dolayistyla yukaridaki esitligi Iz (N) =

fTf~1 seklinde ifade edebiliriz. Diger yandan Farey Tessellationim F ile gosterecek
olursak, (lvrissimtzis ve Singerman, 2005) ¢alismasindan AutF =T’ oldugunu biliyoruz.
Ayrica kolayca gosterilebilir ki F nin bir kosesinin f altindaki goriintisii M3 Un bir
kosesini verir. Tersine M5 iin bir kdsesinin f~1 altindaki goriintiisii F nin bir kdsesini

verir. Simdi iddiamiz f~1Af doniisiimiiniin F nin bir otomorfizmi oldugudur. Bunun i¢in
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oncelikle f~1Af:F — F doniisiimiiniin kapali ve iyi tanimli oldugunu gosterelim. %, F
nin bir kosesi olsun. f (i) = ;—h dir. Diger yandan A, M3 {in bir otomorfizmi oldugundan

A (yx—h) M iin bir kdsesidir. Bu kdseyi A (;—h) = = ile gosterelim. Burada —-, M nin bir
Z
t

kosesi oldugundan (z,t) = 1 dir. Yine £~ () = Z elde edilir. O halde £~ Af (§) =

Zz
th
olup, (z,t) =1 oldugundan bu nokta F nin bir kdsesidir. Dolaysiyla f~1Af:F — F

kapalidir. Diger yandan %, % F nin iki kosesi ve ? = % olsun. Buradan x; = x, ve
1 2 1 2

X1 X1 X2 X2 X1 X2 .. -
= azilir. (—) == ve (—) === dir ve — === olup, 4, M> Un bir
Yi=Y2 ¥ f vi/  yih f v2) " yah nin  ypn 2P 3

otomorfizmi oldugundan A (ﬁ) =A (;;—Zh) dir. Dolayisiyla f~1Af (;i_i) = f1Af (?;_z)
x2

olup, f~1Af iyi tammlidir. Simdi f~*Af nin birebir ve drten oldugunu gosterelim. ?, o
1 2

T . -1 X1) _ f-1 X2 X1) X2
F nin iki kosesi ve fAf (y1) fAf (yz) olsun. Buradan Af (yl) Af (yz) elde
edilir. A, M {in bir otomorfizmi oldugundan, f (%) S C—Z) elde edilir. f nin tanimindan
1 2
X1

e WS 4 x1_ X -1 g X b .
Yk Jah yazilir. Dolayisiyla > olup f~"Af birebirdir. > F nin bir kosesi olsun.

Oncelikle bu koseyi f ile M iin bir kdsesine tasiyalim, yani f (%) = ;—h olur. A, M5 Un bir
otomorfizmi oldugundan ortendir, dolayisiyla A (%) = ;—h olacak sekilde, M5 Un bir %
kosesi vardir. (z,t) =1 oldugundan %, F nin bir kdsesidir ve bunun f~1Af altindaki

gortntis f1Af (2) = 1A (Z) = £ (y"—h) =2 olur. Dolaysiyla f ~*Af ortendir. Son

olarak ?, i—z F nin bir e kenari ile bagli iki kosesi olsun. Bu durumda x;y, — x,y; = +1
1 2

yazilir. Bu koselerin f altindaki goriintiileri f (%) = % ve f (i—z) = % dir. Ayrica
1 1 2 2

i,x—z koselerinin A altindaki goriintiileri A (i) =2 ve A (Q) = 22 olsun. Burada

yih y2h yih tih V2 tz2h

X1V, — X,y1 = +1 oldugundan %,;—Zh koseleri, M5 te bir e’ kenari ile baghdir. A, M5 in
1 2

. . - X X . .. e . . Z V4 . .
bir otomorfizmi oldugundan y—lh, y—zh koselerinin goriintiileri olan ﬁ ve j koseleri, M
1 2 1 2

te bir ' kenari ile baghdir. Buradan z;t, — z,t; = +1 dir. Simdi ?,% koselerinin f~1Af
1 2

altindaki goriintiilerine bakalim:
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() =G = ) =

)= = )=

elde edilir. z;t, — z,t; = +1 oldugundan f~1Af (ﬁ) ve fLAf (Q) koseleri, F de bir
V1 Y2

e'"" kenari ile baghdir. O halde f~1Af, F nin bir otomorfizmidir, yani f~*Af € AutF =T

elde edilir. Buradan f~1Af €T olup, A € fTf~1 =Tz(N) elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

(Singerman, 1988) ¢alismasinda gosterdi ki bir yiizey Uzerindeki herhangi bir ticgen
figlr; evrensel figirin, T'(2,0,3) grubunun bir alt grubuna bélimudur ve her diizgiin
ucgen figur evrensel figlrin, I'(2, o, 3) grubunun bir normal alt grubuna bélimudir. Biz
burada T'(2,,3) lcgen grubu olarak Tz(N) grubunu kullanacagiz ve My (N) =
M5 /Ty (N) figiirlerini inceleyecegiz.

Tamm 2.3.10. M (N) figiirt, M5 /T, (N) ticgen figiirii ile tanimlanur.

MP(N) figuru icin oncelikle MZP(N) nin kdselerini tanimlayacagiz. Tanimdan
dolay1 figiiriin koseleri Q /T,(N) dir. Ayrica, Ty(N) < Tz(N) ve T'z(N), Q iizerinde
transitif hareket ettiginden I'(N), Q /T (N) koselerinin kiimesi iizerinde transitif hareket
eder (Lemma 2.1.3.). Burada [x]r ), x in To(N)-yoriingesi olarak tamimlanir ve A €

[g(N) elemani, A[x]r vy = [Ax]r, vy Olarak hareket eder.

Teorem 2.3.11. (Orbit-Stabilizer Teoremi, (Fraleigh, 1969)) G, bir X kimesi Uzerinde

hareket eden bir grup, S, , x in G deki sabitleyeni ve [x]; de x in G y6ringesi olmak lizere

|G:Sx| = [[x]¢]
dir.
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Lemma 2.3.12. G, X kimesi Uzerinde transitif olarak hareket eden bir grup ve H < G
olsun. Six,p, [xo]y m G deki sabitleyeni olmak Gzere S, ; m G deki kosetleri ile X /H

arasinda bire-bir bir esleme vardir.

Ispat: Oncelikle G x X/H — X/H hareketi ve [x,]y yoriingesini ele alalim. Orbit-

Stabilizer teoreminden

|G: Sixg1] = I[xolu]l

elde edilir. [[xo]lyls ile X/H arasinda birebir bir esleme oldugu gosterilirse ispat
tamamlanmig olur. Bunun igin f: [[x¢lgle — X/H seklinde tanimli f dontisimii A € G

icin f(Alxoly) = [Axoly seklinde alinsin. VA, [xg]y, Az (%0l € [[x0]u]¢ icin

f(A1lxoln) = f(Azlx0]n)

olsun. f nin tanimindan [A;x,]y = [A,%0]y elde edilir. Burada A, A, € G oldugu ve G
nin X/H tizerindeki hareketi dikkate alinirsa A;[x]y = Ay[xo]y elde edilir. O halde f
birebirdir. Diger yandan V[x]y; € X/H alalim. G, X lizerinde transitif hareket ettiginden
Xo € X igin Axy = x olacak sekilde bir A € G vardir. Dolayisiyla f(A[xoly) = [Axoly =
[x]y olacak sekilde bir A[xy] € [[xo]y]s eleman var oldugundan f drtendir.

Sonug olarak |[[xo]lylg| ile X/G arasinda birebir bir esleme ve |G:S[x0]| =

[[[x0] ]| oldugundan ispat tamamlanmis olur.

1 u/h

1 . . .
Lemma 2.3.13. o0 = S un [ (N) deki sabitleyeni S, = {(O 1

):u € z} dir,
Ispat: oo u sabitleyen 'z (N) nin elemant igin
(o "E=6)

esitliginden
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(en) = (o)

elde edilir. Buradan a = 1 ve ¢ = 0 dir. Determinant1 ad — bc = 1 den d = 1 elde edilir

ve oo un Ip(N) deki sabitleyeni S, da icerilir. Tersine, ((1) u{h) € S, I¢in
1 u/h\(1\ _ (1
(0 1 )(0)_(0)
elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanur.
m|

Lemma 2.3.14. [oo]r, vy Un T (N) deki kiimesel sabitleyeni S, olsun. Bu durumda
Steo] = Seolo(NV)

dir.

Ispat: A, Sieo] un bir elemani olsun. Buradan A[o0]r, vy = [®]r,(v) Yazilir. Diger yandan
A[o]r vy = {AB : B € [H(N)}

olup, € = AB € ATlj(N) oldugu dikkate alinirsa
Aloo]r vy = {AB : B € [[(N)} = {Co0 : C € ATG(N)} = [0]4ry(w)

elde edilir. Yani [oo]r vy = Aloo]r, vy = [®]ar,y dir. Ayrica To(N) < Tp(N)
oldugundan AT,(N) =TI ,(N)A dir. Dolayistyla [o0]r, vya = [©]r, vy dir. Bunun anlami
ise Ay, A, € Ty(N) elemanlar1 vardir dyle ki A;Aco = A,o0 yazilir. Buradan A4 Aco =
oo elde edilir. Yani, C; = A;4,A € S, elde edilir. O halde A714,C; = A olup, A7'4, €
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[L(N) ve C; € S, oldugundan A € T,(N)S,, elde edilir. Yine I'y(N) < I'g(N) oldugundan
To(N)Se = SeoIg(N) olup A € S, Th(N) bulunur. Yani Spe) © SeoIp(N) dir.

Ters kapsama icin, C € S, I,(N) olsun. C, C = AB formundadir 6yle ki A € S, ve
B € I,(N) dir. Boylece,

Cl]r,vy = AB[o0]r, vy = A[®]r, vy = [A%®]ry vy = []r, )

esitligi elde edilir. Yani, C, [o]r vy u sabitler. Dolaysiyla C € Sy} dir. Yani S, (N) <

S|e] Olup, ispat tamamlanur.

Lemma 2.3.15. S,.T,(N) = T[2(N) dir.

ispat: N sayis;, $=0,2 ve a =0,2,4,6 olmak lizere N = 2938 seklinde oldugundan
I2(N) grubunu asagidaki gibi ifade edebilir:

a b/h

IP(N) = Kchz J ):ad — bch = 1}.

S, = {((1) u{ h) ‘U € Z} tanim1 dikkate almirsa S, < T2(N) yazilir. Ayrica Ty(N) <

I2(N) oldugundan S,,Iy(N) < T2(N) elde edilir. Tersine, A € T2(N) alalim, T2(N)

tanimindan

Az( a b/h), ad — beh = 1
ch? d

yazilabilir. Diger yandan,

(1 ab/h)(a—abch —bzc)=<a abd/h—bzc)

( a b(ad - bch)/h)
0 1 ch? d ch? d

ch? d

- (CZZ bc/lh) =4
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elde edilir. Burada

(Zh; abch C;bzc)

a—abch —b?c

ch? d ) € IL(N) dir. Ayn1 zamanda

matrisini ele alalim. h? = N oldugundan (

1 ab/h
0 1

biri [, (N) nin digeri de S,, nin elemant olan iki matrisin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Yani

S tanimi dikkate alinirsa ( ) € S, elde edilir. O halde keyfi A € T2(N) elemant,

A € S, Ty(N) olur. Dolayisiyla T2(N) < S, Ty (N) oldugu goriiliir. Bu ise ispati tamamlar.

O
Simdi M7 (N) figiiriiniin kdselerini belirleyen teoremi verecegiz:

Teorem 2.3.16. T2(N) nin Iz(N) deki sol kosetleri ile M{(N) nin koseleri arasinda

birebir bir esleme vardir.

Ispat: MY(N) icin Tg(N) nin Q/T,(N) iizerindeki hareketi dikkate almacagindan,
ML (N) nin koselerinin kiimesi Q/T,(N) ile karakterize edilir. Q/T,(N) kose kiimesini
birebir esleyecegimiz bir kiime bulmak i¢cin Lemma 2.3.12. i kullanacagiz. Bu lemmada
G =Tgz(N), H=T,(N), X =Q ve x, = oo alalim, burada T'3(N), Q Uzerinde transitif
hareket ettiginden lemmanin sartlart saglamir. Simdi [oo]r vy Nin kiimesel sabitleyeni olan
St kiimesi bulunursa kdse kiimesinin birebir eslestigi kiime elde edilmig olur. Lemma
2.3.14. kullanilirsa Sje) = Seo[o(V) bulunur. Ayrica Lemma 2.3.15. kullanilirsa o un
I, (N)-yoriingesinin sabitleyeninin T2 (N) oldugu gériiliir. Dolayistyla Q/To(N) ile T2(N)

nin Iz (N) deki sol kosetleri arasinda birebir bir esleme vardir.

Bu teoremin anlama,

ITz(N):TQ(N)| = 2°Pht
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indeksinin bize koselerin sayisini verdigidir.

Simdi, koseleri bulmak icin asagidaki dnermeyi verecegiz.

. N bl/h> _ (az bz/h)
Onerme 2.3.17. A = <C1h d, ,B = &b d, € I5(N) olsun. Bu durumda A ve

B, T2(N) nin TIz(N) deki aym sol kosetlerini belirler ancak ve ancak

(?11) =+ (ZZZ) mod h dir.

Ispat: AT2(N) ve BT2(N) kosetlerini ele alalm. Kabul edelim ki AT2(N) = BI2(N)
olsun. AT2(N) = BI2(N) ancak ve ancak A~1B € I'2(N) dir. Buradan

A-1p = < dy —b1/h> ( a bz/h) y ( azdy —bic;  (bpdy — b1d2)/h>
_Clh aq Czh dz (a1C2 - azcl)h a2d1 - b1C2

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki matrisin I2(N) de olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a a
a,c, — a,c; = 0 mod h olmasidir. Buradan (cll) =+ (sz) mod h elde edilir.

Yukaridaki 6nermeden, (Zh Z/ h) matrisi tarafindan belirlenen sol koseti, (a,ch) satir

vektorii ile ifade edecegiz. Boylece koseleri, (a, ¢, h) = 1 olmak lzere (a, ch) satir vektorii
ile ifade edecegiz. (a, ch) ve (—a, (—c)h) vektorleri ayni sol koseti belirledigi icin, koseler
kumesini;

{(a,ch): a,c € Zy,(a,c,h) = 1}/~

seklinde ifade edecegiz ki burada (a, ch)~(h — a, (h — ¢)h) dir.

Simdi MY (N) nin oklarini, kenarlarini ve yiizlerini analitik olarak arastiracagiz.
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Bir ok, yonlendirilmis bir kenar olarak ifade edilebilir. MJ(N) nin otomorfizm grubu
I'3(N)/To(N) dir. Diger yandan I3(N), Q iizerinde transitif hareket ettiginden M5 {n
oklar1 iizerinde de transitif hareket eder. Boylece T's(N)/To(N), MP(N) nin oklari
Uzerinde transitif hareket eder. ( Jones ve Singerman, 1978 ) calismasinin bir sonucu
olarak, eger figiiriin otomorfizma grubu onun oklar1 {izerinde transitif hareket ediyorsa

figiir diizgiindiir denir. Dolayisiyla buradan My (N) bir diizgiin figtrdur diyebiliriz.

Teorem 2.3.18. Ty(N) nin Tz(N) deki kosetleri ile MP(N) oklar1 arasinda birebir bir

esleme vardir.

Ispat: Teoremin ispat: igin yine Lemma 2.3.12. i uygulayacagiz. Dolayisiyla éncelikle bir
ok segelim ve sonrasinda onun sabitleyenini bulalim. [0]r, vy — [%]r, vy OKuUNu secelim.
Eger A € I'5(N) elemani bu oku sabitlerse, ilk olarak [oo]r vy Yi sabitlemelidir. Lemma
2.3.14. ve Lemma 2.3.15. den A € T2(N) bulunur. Diger yandan A4, [0]r, vy Yi de
sabitlemelidir. Yani A[O]r,v) = [O]r,v) olmalidir. Burada her B € I)(N) icin ABO €
[O]r,(vy elde edilir. Bunun anlami ise AB € [3(N) olmasidir. BOylece keyfi B =

(;CN %]) € [L(N) icin N = h? oldugu dikkate alinirsa,

_(a b/hy(x Yy _(ax+bzh ay+bt/h)
AB_(ch d )(ZN t)_ chx +dzN cyh+dt

elde edilir. Burada A € T2(N) oldugundan bir k tamsayis1 igin ¢ =kh dir.
Dolayistyla N = h? oldugu da dikkate alinirsa,

ax + bzh ay + bt/h) _ (ax + bzh ay + bt/h)
kh’x + dzN cyh+dt /) \(kx+dz)N cyh+dt

AB = (
elde edilir. Yukardaki matris I;(N) de olmalidir. Haliyle matrisin ay + bt/h girdisinin bir
tam say1 olmasi gerekir. O halde t keyfi oldugundan h|b olmalidir. Bir [ tam sayisi igin

b = lh olsun. Buradan

A= (CC;I bc/zh) - (kiz clz) - (kczlv clz)
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a b
cN d

elemanin [0]r, vy — []r, () OKU Uzerindeki etkisini inceleyelim. T € I, (N) oldugundan

olup A €T[,(N) elde edilir. Tersine, T =( )E [L(N) elemanini alalim ve bu

T[OO]FO(N) = [OO]FO(N) ve T[O]FO(N) = [O]FO(N) oldugu gorulur B('jylece T, [O]FO(N) —
[©]r,(v) Okunu sabitler. Dolayistyla To(N), [0]r, vy — []r, vy OKunun sabitleyenidir.

Sonug olarak Lemma 2.3.11. den T, (N) nin Tz (N) deki sol kosetleri ile M (N) nin oklart

arasinda birebir bir esleme vardir.

Yukaridaki teoremden oklarin sayisinin |[g(N):[,(N)| olduguna ulasilir. Sonug
olarak, (a,ch) ve (b,dh), MP(N) nin iki kdsesi olsun. Béylece bu iki kdse, ad — bc =
+1 modh ise bir kenar ile birlesir ki burada a, b, c,d € Z;, dir. Bu koseler, (a + b, (¢ +
d)h) ve (a —b,(c —d)h) koseleriyle birlikte liggensel yiiz olusturur. Figiirlin diizgiin

olmasindan, kenarlarin sayis1

[T (N): To (M)
2

dir ve figiirlin iggensel olmasindan dolay1 yiizlerin sayisi ise

[T (N): To (M)
3

dir. U/Ty(N) nincinsi 2 — 2g =V — E + F Euler karakteristigi kullanilarak bulunabilir.
2.3.1.1. Ornekler
N = 4 igin, h = 2 dir. Bu durumda U/T,(4) ylzeyi tzerinde yatan My (4) figuri
elde edilir (Sekil 1). Bu figiir 3 kose, 3 kenar, 2 yiize sahiptir ve cinsi sifirdir. M3 (4) Un

koseleri asagidaki bigimdedir,

(0,2),(1,0),(1,2).
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(1,2)

(0,2) (1,0)
Sekil 5. MY(4): Ucgen

N =9 igin, h = 3 dir. Bu durumda U/T,(9) yuzeyi lzerinde yatan M2 (9) figirii elde
edilir (Sekil 2). Bu figiir 4 kdse, 6 kenar, 4 yiize sahiptir ve cinsi sifirdir. M (9) (n

koseleri asagidaki bigimdedir,

(0,3),(1,0),(1,3),(1,6).

(1,3)

(1,6) £ T (0,3)

Sekil 6. M (9):Tetrahedron

N = 16 igin, h = 4 dir. Bu durumda U /T, (16) yiizeyi lizerinde yatan M7 (16) figiri elde
edilir (Sekil 3). Bu figiir 6 kose, 12 kenar, 8yiize sahiptir ve cinsi sifirdir. M3 (16) Un
koseleri asagidaki bigimdedir,

(0,4),(1,0),(1,4),(1,8),(3,4),(2,4).
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(1,0)

(0,4) (2,4)

(1,8)
Sekil 7. MY (16):Octahedron

2.3.1.2. Uggen Figuirler Tablosu

Bu alt boliimde, yukarida verdigimiz teoriden elde edilen verilerle olusturulan bir
tablo verecegiz. N = 2938 > 1 L =0,2vea=0,24,6 sartiyla verilen tiim N degerleri

icin agagidaki veriler elde edilir:

Oklar :D = |Tg(N): Ty (N)|

f = [T

Koseler :V = |Tg(N):T2(N)|

. = [re®Ta)

Cins 12—-29g=V—-E+F

Kenarlar :

Yizler
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N D E %4 F g Figar

4 6 3 3 2 0 Ucgen

9 12 6 4 4 0 Tetrahedron
16 24 12 6 8 0 Oktahedron
36 72 36 12 24 1 (3,6}

64 96 48 12 32 3 Dual Dyck Fg.
144 288 144 24 96 13 (3,12}
576 1152 576 48 384 73 (3,24}

2.3.2. Dortgen Figurler

Bu bélim boyunca N sayis;, 8 = 0,2 ve @ = 1,3,5,7 olmak lizere N = 2938 > 2
seklinde bir dogal say1y1 ifade edecektir. N nin bu degerleri i¢in, Tablo 2.3.1 den N = 2h?
ve e = 1,2 oldugu goriiliir. Dolayisiyla '3 (N) grubu, asagidaki matrislere karsilik gelen

doniisiimlerden olusur:

M (%, bc/zh)' ad — 2bc = 1,

2a  b/h o o
(n (2ch 2d ), 4ad — 2bc =2 = 2ad — bc = 1.
Burada h, h?|N sartim1 saglayan, 24 (n en buyik bolenidir. Tg(N) nin (I) tipli

elemanlarina ¢ift elemanlar, (I]) tipli elemanlarina da tek elemanlar adini verecegiz.
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Onerme 2.3.19. Tz (N) nin ¢ift elemanlarinin olusturdugu kiime, 2 indeksli bir alt gruptur.

Ispat. Cift elemanlarin kiimesini 7 (N) ile ifade edelim. I (N) < I'y(N) oldugu acik

oldugundan indeksin 2 oldugunu goéstermek yeterlidir. Bunun icin, keyfi

(24 bl/h) _<2a2 bz/h>
A1_<chh 2d, )" 2= \2c,n  2a,) € BN

elemanlarini alalim. Buradan,

A5l = ( 2d, —bz/h> ( 2a, bl/h> _ ( 4a,d, — 2c1b, 2(byd, — bzdl)/h>
2717 \-2¢c,h 2a, )\2¢;h  2d, 4(ayc; — c,a)h  4dya, — 2bsc,

elde edilir. Bu doniistimiin determinanti 4 tiir. Dolayisiyla her bir terim 2 ile bélunirse,

determinanti 1 olan

2a,d; — ¢1b, (bid, — b2d1)/h)

-1 i
A2 A1 B (Z(azcl F Czal)h Zdlaz — b1C2

doniisiimU elde edilir. Bu ise bir ¢ift elemandir, yani A;1A; € TF (N) elde edilir. Bu ise

ispat1 tamamlar.

Bu degerler icin T@(N) grubu, asagidaki matrislere karsilik gelen déniisiimlerden

olusur:

(“ b/h), ad — 2bch = 1.
2ch? d

Oncelikle N nin bu degerleri i¢in T'5(N) nin transitif hareket ettigi kiimeyi ifade

edelim;:
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Teorem 2.3.20. Tz (N) nin @ = Q U {oo} iizerindeki hareketi transitiftir.

o+

Ispat: oo =>€ Q elemaninin yoriingesinin Q oldugunu gostermemiz yeterlidir. %E Q

olsun.

1.Durum: Eger (h,y) = 1 ise;

a) y cift olsun. Bu durumda y = 2k, k € Z diyelim. (x,y) =1 oldugundan,
(hx,y) = 1 elde edilir. Dolayisiyla ahx — by = 1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilari

a ) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinant1 1 dir ve

b/R\ (hx b/h
a)z(sz é)

h
mevcuttur. Bu durumda ( x
hy

h
y = 2k yerine yazilirsa (h;i olup T'z(N) nin tanimi gbéz Oniine

alinirsa <hx T

hy W@ ) € I3 (N) oldugu elde edilir. Diger yandan

iy "a)@)=6)

elde edilir. Bunun anlami keyfi %E Q elemam alindiginda bu eleman sonsuzun

yoringesindedir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b) y tek olsun. (x,y) =1 oldugundan, (hx,y) =1 elde edilir. Ayrica y tek
oldugundan (2hx,y) = 1 elde edilir. Dolayisiyla 2ahx — by = 1 olacak sekilde a, b € Z

2hx  b/h

2hy Za) matrisini ele alalim. Bu matrisin

tam sayilart mevcuttur. Bu durumda (

2hx  b/h

2hy 2a> € I'g(N) oldugu

determinant1 2 dir ve I'z(N) nin tanimi géz Oniine alinirsa (

elde edilir. Diger yandan
2hx  b/h\ 1\ _ (X
(Zhy 2a ) (O) - (3’)

elde edilir. Bunun anlami keyfi %E Q eleman: alindiginda bu eleman sonsuzun

yoriingesindedir. Boylece istenilen elde edilmis olur.
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2.Durum: (h,y) = h olsun. h|y olup y = ht olacak sekilde bir t tam sayisi

mevcuttur.

a) y tek olsun. (x,y) = 1 ve y tek oldugundan (2x,y) = 1 elde edilir. Dolayisiyla

2ax —by =1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilart meveuttur. Bu durumda (§§ zba>

matrisini ele alalim. Bu matrisin determinantt 2 dir ve bu matrise @i Zba) =

b

( 2x  bh/ h) goziiyle bakilirsa, I'z (N) nin tanimi dikkate alindiginda (;; 2a> € Iz(N)

2th  2a
elde edilir. Diger yandan

2x  b\/1\ _ (X
(Zy 2a> (0) - (3’)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b) y cift olsun. y = ht seklindeydi, burada t nin durumlarini incelemeliyiz:

bl) t cift olsun. Bu durumda t = 2k olacak sekilde bir k € Z sayis1 vardir. Bunu
y = ht de yerine yazarsak y = 2hk elde edilir. (x,y) =1 oldugundan ax — by =1

olacak sekilde a, b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla (; 2) matrisini ele alalim.
Bu matrisin determinant1 1 dir ve bu matrise (§ 2) = ( sz bf;/h) goziiyle bakilirsa,

[5(N) nin tanim1 dikkate alindiginda (;C/ Z) € I’z (N) elde edilir. Diger yandan
5 E=0)
y a/\o/ \¥y
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b2) t tek olsun. (x,y) = 1 oldugundan, (x,t) = 1 dir. Ayrica t tek oldugundan
(2x,t) =1 elde edilir. Buradan 2ax — bt =1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilari
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2x b/h
mevcuttur. Dolayisiyla <2y 24

b/h>:(2x b/h
2a 2ht 2a

< 2x b/h
alindiginda <2y 2a

) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinanti 2 dir ve

bu matrise @;C/ ) goziiyle bakilirsa, I'g(N) nin tanimi dikkate

) € I'z(N) elde edilir. Diger yandan

2x b/h\ 1\ _ (X
(Zy 2a ) (O) B (y)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

3.Durum: k # 1 ve k # h olmak Uzere (h,y) = k olsun. Bu takdirde h = km ve

y = kn olacak sekilde m,n € Z tam sayilart mevcuttur ve (n,m) = 1 olur.

a) y tek olsun. (m,y) = 1 ve (x,y) = 1 oldugundan (mx,y) = 1 dir. Ayrica y tek
oldugundan (2mx,y) = 1 dir. Buradan 2amx — by = 1 olacak sekilde a,b € Z tam

sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla <2mx bz/;n )

matrisini ele alalim. Bu matrisin
2my

: . . (2mx b/m) _(2mx bk/km\ _ (2mx bk/h
determinanti 2 dir ve bu matrise <2my 20 )= (kan a )— (Znh 2a )

2mx b/m

2my 2a ) € Tp(N) elde edilir.

goziiyle bakilirsa, I'y (N) nin tanimi dikkate alindiginda (

Diger yandan
(amy "24)©) =)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.
b) y ¢ift olsun. y = kn oldugunu biliyoruz. n nin durumlarini inceleyelim:
bl) n ¢ift olsun. n = 2t olacak sekilde t € Z sayis1 mevcuttur. Dolayisiyla y = 2kt
yazilir. y ¢ift ve (x,y) =1 oldugundan x tektir. Diger yandan (m,n) =1 ve n gift

oldugundan m tektir. Ayrica (x,y) =1 oldugundan (x,t) =1 dir. x tek oldugundan
(x,2t) =1 dir. (m,n) =1 oldugundan (m,2t) =1 dir. Buradan (mx,2t) =1 dir.
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Buradan amx — 2bt = 1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla

(;nt;cl bé h) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinant1 1 dir ve I'z(N) nin tanimi
: < mx b/h . N
dikkate alindiginda (2 th a ) € I's(N) elde edilir. Diger yandan

mx b/h\(1\ _ (¥
(Zth a )(0) - ()’)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b2) n tek olsun. (x,y) = 1 oldugundan (x,n) = 1 dir. n tek oldugundan (2x,n) =
1 elde edilir. Ayrica (m,n) = 1 oldugundan (2xm,n) = 1 dir. Buradan 2amx — bn =1

i 2mx b/h I
olacak sekilde a,b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla ( onh Za) matrisini ele
alalim. Bu matrisin determinantt 2 dir ve [z(N) nin tanimi dikkate alindiginda

2mx b/h r A
( omh  2a ) € I'z(N) elde edilir. Diger yandan

G %)) =6)

elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

Simdi M, ile sembolize edecegimiz evrensel figiirii insa edecegiz. Oncelikle M,

iin koselerini elde edelim. M,, sanal eksenin I'z(N) altindaki goriintiilerinden olusur.

Buradan 0 ve oo un M, iin koseleri oldugu agiktir. 0 = 1—Oh Ve oo = ﬁ seklinde yazilabilir.

Eger I'g (N) nin bir ¢ift eleman1 uygulanirsa, co un yoriingesi, (a,c) = 1 ve a tek olan %

formundaki noktalardan olusurken; 0 mn yoriingesi ise (a,c) = 1 olan ve ¢ tek olan %

formundaki noktalardan olusur. Benzer sekilde 'z (N) nin tek elemani i¢in de ayni1 formda
noktalar elde edilir. Birinci tipteki koselere cift koseler, ikinci tipteki koselere de tek

koseler adin1 verecegiz.
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Onerme 2.3.21. Tz(N) nin ¢ift elemanlari, M, iin ¢ift kdselerinin kiimesini ve tek

koselerinin kiimesini korur.

a b/h

Ispat (Zch d

) ¢ift elemanini alalim. Zth bir ¢ift kose, i bir tek kose olsun. Buradan

b/h\ s X ax + 2by
(chlh c/l )(th) - 2(cx + dy)h

elde edilir. Zth bir ¢ift kose oldugundan x tektir. Diger yandan ad — 2bc =1

determinantindan a nin tek oldugu bulunur. Dolayisiyla ax + 2by tam sayis1 tektir. Simdi
(ax + 2by,cx + dy) = 1 oldugunu gosterelim. x tek ve (x,y) = 1 oldugundan (x,2y) =
1 dir. ad — 2bc = 1 oldugundan

(2 b)(x) ax + 2by

2c d/\2y =2(cx+dy)

esitligi kullanilirsa, (ax + 2by, 2(cx + dy)) = 1 olup, buradan da (ax + 2by, cx + dy) =

1 elde edilir. Dolayisiyla ( a  b/h

sch d ) doniisiimii ¢ift koseleri ¢ift koselere doniistiiriir.

Simdi

b/h ar + bs
(chzh c/i ) (sh) = (2cr + ds)h

esitligini ele alalim. é bir tek kose oldugundan s tektir. Diger yandan ad — 2bc =1

determinantindan d nin tek oldugu bulunur. Dolayisiyla 2cr + ds tam sayis1 tektir. Simdi

(ar + bs, 2cr + ds) = 1 oldugunu gosterelim. (r,s) = 1 ve ad — 2bc = 1 oldugundan

+b
Ge O =2va
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b/h)

esitligi kullanilirsa (ar + bs,2cr +ds) =1 elde edilir. Dolayisiyla (ZZh 4

dontistimii tek koseleri tek koselere doniistiirtir.

Onerme 2.3.22. Tz(N) nin tek elemanlar;, M, iin ¢ift kdselerinin kiimesi ile tek

koselerinin kiimesini birbirine doniistiiriir.

2a  b/h

X . . . T . . .
och 2 d) tek elemanini alalim. P bir ¢ift kose, o lse bir tek kdse olsun.

Ispat. (

Buradan

(Za b/h)( X ): 2(ax + by) _ ax + by
2ch  2d/\2yh 2(cx + 2dy)h  (cx + 2dy)h

2a  b/h
2ch 2d

determinantindan 2ad — bc = 1 olup, c tektir. Dolayisiyla cx + 2dy tam sayisi tektir.

elde edilir. Zth bir ¢ift kose oldugundan x tektir. Diger yandan ( ) elemaninin

Simdi (ax + by,cx +2dy) =1 oldugunu gosterelim. (x,y) =1 ve 2ad —bc=1
oldugundan

+b
(Z ;;)(5)::(if+_2;;

2a b/h)

esitliginden (ax + by,cx +2dy) =1 oldugu bulunur. Sonug olarak (ZCh 2d

doniisiimii ¢ift koseleri tek koselere doniistiiriir.

(Za b/h)(T) 2ar + bs

2ch 2d/\sh) = 2(cr + ds)h

2a b/h)
2ch 2d

elemaninin determinantindan 2ad — bc = 1 olup, b tektir. Dolayisiyla 2ar + bs tamsayisi

esitligini ele alalim. i bir tek kose oldugundan s tektir. Diger yandan (

tektir. Simdi (2ar + bs, cr + ds) = 1 oldugunu gosterelim. (r,s) =1 ve 2ad —bc =1

oldugundan
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2ar +b
(& D=7

2a b/h)

esitliginden (2ar + bs,cr +ds) =1 oldugu bulunur. Sonug¢ olarak (Zch 2d

doniisiimii tek koseleri ¢ift koselere doniistiiriir.

Simdi M, iin kenarlarin1 ve dortgenlerini karakterize edecegiz. M, iin kenarlar1 0
ile o0 u baglayan kenarin I'y (N) altindaki goriintiileridir. Diger yandan, tanim geregi, 0 M,

iin bir tek kosesi ve co M, Un bir ¢ift kdsesi oldugundan M, {in kenarlar bir tek ve bir gift

. o PN . a . . b . 2 o o

koseyi birbirine baglar. Dolayisiyla o kosesi h kosesi ile baghdir ancak ve ancak
11
2h’ h
a b a+2b a+b
2ch’ dh’ 2(c+d)h’ (2c+d)h

ad — 2bc = +1 dir. M, un dortgenleri ise; oo, 0, koseli temel dortgenin I'z(N)

altindaki goriintiileridir. Yani M, Un dortgenleri koseleri ile

karakterize edilir.
Tamm 2.3.23. M0 (N) figurt, M, /Ty (N) dortgen figiirii ile tanimlanr.
MQ(N) figurt icin oncelikle M2 (N) nin kdselerini tanimlayacagiz.

1 u/h

1 . . .
Lemma 2.3.24. 0 = Sun ['; (N) deki sabitleyeni S, = {(0 1

):u € z} dir.
Ispat: Tz(N) nin tek elemanlart ¢ift koseleri korumadigindan ve oo bir ¢ift kose

oldugundan I’z (N) nin tek elemanlar1 co u sabitleyemez. co u sabitleyen I'z (N) nin bir tek

elemant i¢in

Gan "))

(o)

esitliginden

(2en) = (5)
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elde edilir. Buradan a = 1 ve ¢ = 0 dir. Bu elemanin determinanti ad — 2bc = 1 olup,

d = 1 elde edilir ve oo un I'y; (N) deki sabitleyeni, S,, da icerilir. Tersine, ((1) u{h) € Se
icin
1 u/h\(1\ _ (1
(0 1 )(0) - (0)
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.
m|

Lemma 2.3.25. [oo]p, ) Un Iz (N) deki kiimesel sabitleyeni S, olsun. Bu durumda
Steo] = Seolo(N)
dir.
Ispat: A, Sieo] un bir elemani olsun. Buradan A[oo]r, vy = [®]r,(v) Yazilir. Diger yandan
Aloo]r vy = {AB : B € T (N)}
olup, € = AB € ATlj(N) oldugu dikkate alinirsa
Alo]r vy ={AB : B € [((N)} = {Co0 : C € AT{(N)} =[] ary )

elde edilir. Yani [oo]r vy = Aloo]r, vy = [®]ar,y dir. Ayrica To(N) < Tp(N)
oldugundan AT,(N) =TI ,(N)A dir. Dolayistyla [o0]r, vya = [©]r, vy dir. Bunun anlami
ise A;,A, € Ty(N) elemanlar1 vardir dyle ki A;Aco = A,o0 yazilir. Buradan A4, Aco =
oo elde edilir. Yani, C; = A;4,A € S, elde edilir. O halde A714,C; = A olup, A7'4, €
IL(N) ve C; € S, oldugundan A € T,(N)S,, elde edilir. Yine I'y(N) < I'g(N) oldugundan
To(N)Se = SeoTo(N) olup A € S, Th(N) bulunur. Yani Spe) © SeoIp(N) dir.
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Ters kapsama icin, C € S, I,(N) olsun. C, C = AB formundadir 6yle ki A € S, ve
B € I,(N) dir. Boylece,

Clo]r,vy = AB[oo]r, vy = A[®]r, vy = [A%®] vy = []r, )

esitligi elde edilir. Yani, C, [o0]r, vy u sabitler. Dolayisiyla C € S| dir. Yani S, (N) <

S[w] Olup, ispat tamamlanir.

Lemma 2.3.26. S,,I,(N) = T2(N) dir.

Ispat: N sayisi, $=0,2 ve a =1,3,5,7 olmak lizere N = 2%3F geklinde oldugundan
I'2(N) grubunu asagidaki gibi ifade edebilir:

a b/h

oo M) sad - 2ben = 1}
c

rew) = {(

S, = {((1) u{ h) ‘U € Z} tanim1 dikkate almirsa S, < T2(N) yazilir. Ayrica Ty(N) <

I2(N) oldugundan S,Io(N) < T2(N) elde edilir. Tersine, A € T2(N) alalim, T2(N)

tanimindan

Az(“ b/h), ad — 2bch = 1
2ch? d

yazilabilir. Diger yandan,

(1 ab/h) (a — 2abch —2b2c) ( a abd/h- bzc)

0 1 2ch? d 2ch? d
( a b(ad — 2bch)/h) _ ( a b/h) — 4
2ch? d 2ch? d

elde edilir. Burada
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(ZCZZZabCh c;szc)

a—2abch —2b%c
2ch? d

zamanda S, sabitleyeni tanim1 dikkate alinirsa ((1) Cllb/ h) € S, elde edilir. O halde keyfi

A € TY(N) elemani, biri T(N) nin digeri de S., nin elemani olan iki matrisin ¢arpimi

seklinde yazilabilir. Yani A € S,Iy(N) olur. Dolayisiyla T2(N) < SeTo(N) oldugu

matrisini ele alalim. 2h? = N oldugundan ( )E [L(N) dir. Aym

gorallr. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi M2 (N) figiiriiniin kdselerini belirleyen teoremi verecegiz:

Teorem 2.3.27. T2(N) nin I;(N) deki sol kosetleri ile ML (N) nin koseleri arasinda

birebir bir esleme vardir.

Ispat: MQ(N) icin Tz(N) nin Q/Ty(N) lzerindeki hareketi dikkate alinacagindan,
ML (N) nin koselerinin kiimesi Q/T,(N) ile karakterize edilir. Q/T,(N) kose kiimesini
birebir esleyecegimiz bir kiime bulmak i¢in Lemma 2.3.12. yi kullanacagiz. Bu lemmada
G =Tgz(N), H=T,(N), X =Q ve x, = oo alalim, burada T'3(N), Q (zerinde transitif
hareket ettiginden lemmanin sartlart saglamr. Simdi [oo]r vy Nin kiimesel sabitleyeni olan
St kiimesi bulunursa kdse kiimesinin birebir eslestigi kiime elde edilmig olur. Lemma
2.3.25. kullanilirsa Sje) = Seo[o(IV) bulunur. Ayrica Lemma 2.3.26. kullanilirsa o un
I, (N)-yoriingesinin sabitleyeninin T2 (N) oldugu gériiliir. Dolayistyla Q/To(N) ile T2(N)

nin Iz (N) deki sol kosetleri arasinda birebir bir esleme vardir.

Bu teoremin anlama,

IT5 (N): T2 (N)| = 2Pht

indeksi bize koselerin sayisinin verir.
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Simdi, koseleri bulmak icin asagidaki dnermeleri verecegiz.

) (@ bl/h) _(az ba/h
Onerme 2-3'28-A_(2c1h d, B = 2¢c;h dy

Bu durumda A ve B, T2(N) nin I'z(N) deki aym sol kosetlerini belirler ancak ve ancak

(?11) =+ (ZZZ) mod h dir.

) € Iz(N) iki cift eleman olsun.

Ispat: AT2(N) ve BT2(N) kosetlerini ele alalim. Kabul edelim ki AT2(N) = BI2(N)
olsun. AT2(N) = BT2(N) ancak ve ancak A~*B € I?(N) dir. Buradan

A-1p = ( dy —b1/h)( a bz/h) _ < azdy = 2bic;  (bpdy — b1d2)/h>
—2c,h a, 2c,h d, 2(a,c, —a,c)h a,d; — 2b;c,

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki matrisin [2(N) de olmasi igin gerek ve yeter sart

a a
a,c, — a,c; = 0 mod h olmasidir. Buradan (cll) =+ (sz) mod h elde edilir.

Onerme 2.3.29. A = (2a1 bl/h),B = (Zaz by/h

2c;h  2d, ~ \2c,h 2d,

Bu durumda A ve B, T2(N) nin I'z(N) deki aym sol kosetlerini belirler ancak ve ancak

(?11) =+ (ZZZ) mod h dir.

) € Iz(N) iki tek eleman olsun.

Ispat: AT2(N) ve BT2(N) kosetlerini ele alalm. Kabul edelim ki AT2(N) = BI2(N)
olsun. AT2(N) = BT2(N) ancak ve ancak A~*B € I?(N) dir. Buradan

2d, —b, /h) ( 2a, b, /h)

_ (2(2azdy — bicy)  2(bydy — b1d2)/h)
—-2cih  2a4 2co,h 2d,

-1 —
ATB = ( B (4(a1c2 —a,ci)h  2(2a,d; — bycy)

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki dontisimin her bir terimini 2 ile bélelim. Boylece
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A-1p = ( 2a,d;, — byc, (bpdy — b1d2)/h)

2(ayc; — azeph 2a,d; — byic3)

elde edilir. Bu déniisiimiin [J(N) de olmasi igin gerek ve yeter sart a;c, — a,c;

al az .
0 mod h olmasidir. Buradan (C1) =+ (Cz ) mod h elde edilir.

2a, b,/h

(@, bm i = (
A= ( € T'g(N) bir cift eleman ve B = 2e,h 2d,

2c;h  dy

eleman olmak Uzere,

) € I, (N) bir tek

A-1p = <d1 —b1/h) <2a2 bz/h) il <2(d1a2 —bscy) (b1d; — 2d2b1)/h)
—2C1h al 2(a1C2 o chaz)h 2(a1d2 - Cle)

2co,h 2d,
olup, A71B ¢ I'’(N) oldugundan, Tz(N) nin tek elemanlar: ile belirli sol kosetler ile
['5(N) nin ¢ift elemanlar1 ile belirli sol kosetler ayriktir. Dolayisiyla bu kosetlere karsilik
gelen koseler birbirinden farklidir. Bu sebeple bu koseleri ayri ayri adlandiracagiz. Tek

elemanlarin belirledigi sol kosetleri tek koseler, ¢ift elemanlarin belirledigi sol kosetleri

a b/h

o o ) déniisiimii

cift koseler olarak adlandiracagiz. Yukaridaki  Onermelerden, (

2a  b/h
2ch 2d

sol koseti ise (a, ch) satir vektori ile ifade edecegiz. Boylece kdseleri, (a, c, h) = 1 olmak

tarafindan belirlenen sol koseti, (a, 2ch) ve ( ) dontisiimii tarafindan belirlenen

uzere (a, 2ch) (bir ¢ift kose) ve (a,ch) (bir tek kose) satir vektorleri ile ifade edecegiz.

(a,2ch) ve (—a, 2(—c)h) vetorleri ayn1 sol koseti belirledigi i¢in ¢ift kdseler kiimesini
{(a,2ch) : a,c € Zy,(a,c,h) = 1}/~

seklinde gosterecegiz. Burada (a, 2ch)~(h — a, 2(h — c¢)h) dir. Benzer sekilde (a, ch) ve

(—a, (—c)h) vektorleri ayn1 sol koseti belirledigi i¢in tek koseler kiimesini
{(a,ch): a,c € Zy, (a,c,h) = 1}/~

seklinde ifade edecegiz ki burada (a, ch)~(h — a, (h — c¢)h) dir.
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Simdi M (N) nin oklarini, kenarlarim ve yiizeylerini arastiracagiz.

Teorem 2.3.30. I,(N) nin T'z(N) deki kosetleri ile M2 (N) nin oklar1 arasinda birebir bir

esleme vardir.

Ispat: Teoremin ispat: igin yine Lemma 2.3.12. i uygulayacagiz. Dolayisiyla éncelikle bir

ok segelim ve sonrasinda onun sabitleyenini bulalim. [0]r, vy — [%]r, vy OKuUnu secelim.
Eger A € Ig(N) eleman1 bu oku sabitlerse, ilk olarak [o]r vy Yi sabitlemelidir. Lemma
2.3.25. ve Lemma 2.3.26. dan A € T2(N) bulunur. Diger yandan A4, [O]r, vy Yi de
sabitlemelidir. Yani A[O]r,v) = [O]r,v) olmalidir. Burada her B € I,(N) icin ABO €
[0]r,(v) elde edilir. Bunun anlami ise AB € [,(N) olmasidir. BOylece keyfi B =

(;N i]) € Ty(N) icin A € T2(N) oldugu ve N = 2h? oldugu dikkate alinirsa,

b bt
AB — (a ﬁ> (xN y) _ (ax+ 2bzh  ay +— )
2ch? a) V#V T 2cxh? 4+ dzN 2cyh? +dt
(ax + 2bzh  ay + bt/h )
(cx +dz)N 2cyh? +dt

elde edilir. Yukardaki matris [l;(N) de olmalidir. Haliyle matrisin ay + bt/h girdisinin bir
tam say1 olmasi1 gerekir. O halde t keyfi oldugundan h|b olmalidir. Bir [ tam sayis1 i¢in

b = lh olsun. Buradan

A= (2cah2 bc/ih) - (cilv cli)

a b
cN d

elemanin [0]r, vy — []r, () OKU Uzerindeki etkisini inceleyelim. T € I, (N) oldugundan

olup A € T[,(N) elde edilir. Tersine, T =( )E [L(N) elemanini alalim ve bu

T[OO]FO(N) = [OO]FO(N) ve T[O]FO(N) = [O]FO(N) oldugu gorulur B('jylece T, [O]FO(N) —
[%©]r, vy Okunu sabitler. Dolayisiyla To(N), [0]r, vy — []r,vy Okunun sabitleyenidir.

Sonug olarak Lemma 2.3.12. den I, (N) nin Iz (N) deki sol kosetleri ile M2 (N) nin oklart

arasinda birebir bir esleme vardir.
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Yukaridaki teoremden oklarin sayisinin |[g(N):Ty(N)| olduguna ulasilir. Sonug
olarak; (a, 2ch) ve (b, dh), M (N) nin iki kosesi olsun. Bdylece bu iki kdse, ad — 2bc =
+1 modh ise bir kenar ile birlesir ki burada a,b,c,d € Z, dir. Figurin dizgiln

olmasindan, kenarlarin sayis1

[T (N): T (M)
2

dir ve figiirlin dortgensel olmasindan dolay1 yiizlerin sayisi ise

[T (N): To (M)
4

dir. U/Ty(N) nin cinsi, i¢cin 2—2g =V —E + F Euler karakteristigi kullanilarak

bulunabilir.

2.3.2.1. Ornekler

N = 8 igin, h = 2 dir. Bu durumda U/T,(8) yuzeyi lzerinde yatan M (8) figuri
elde edilir (Sekil 1). Bu figiir 4 kdse, 4 kenar, 2 yiize sahiptir ve cinsi sifirdir. M (8) in

koseleri asagidaki bigimdedir,

(0,2),(1,0),(1,2),(1,4).

0,2) (1,4)

(1,0) (1,2)

Sekil 8. M2 (8):Dortgen



75

N = 18 igin, h = 3 dir. Bu durumda U/T,(18) ylizeyi Uzerinde yatan M} (18)
figlirti elde edilir (Sekil 2). Bu figiir 8 kose, 12 kenar, 6 yiize sahiptir ve cinsi sifirdir.
MQ(18) in kodseleri asagidaki bigimdedir,

(0,3),(0,6),(1,3),(1,0),(2,0),(1,6),(1,12), (2,3).

(13) (1,12)

A A A (2,0)

2,3) (1,6)
Sekil 9. M2 (18):Kiip

N = 32 igin, h = 4 dir. Bu durumda U /T, (32) ylizeyi tizerinde yatan M (32) figiirii elde
edilir (Sekil 3). Bu figiir 8 kose, 16 kenar, 8 ylize sahiptir ve cinsi 1 dir. M2(32) nin
koseleri asagidaki bigimdedir,

(1,0), (0,4), (1,8), (1,4), (1,16), (2,4), (1,24), (3,4).
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(1,24) (1,24)

(1,8) (1,8)

(1,24) (1,16) (1,24)

Sekil 10. M0 (32): {4,4},,

2.3.2.2. Dortgen Figurler Tablosu

Bu alt boliimde, yukarida verdigimiz teoriden elde edilen verilerle olusturulan bir
tablo verecegiz. N = 2%3f >2 f=0,2ve a = 1,3,5,7 sartiyla verilen tim N degerleri

icin asagidaki veriler elde edilir:

Oklar :D = |Tg(N): Ty (N)|

f = [T

Kenarlar :

Koseler :V = |Tg(N):T2(N)|

. = [re®Ton)

Cins 12—-29=V—-E+F

Yizler
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Tablo 3. N degerleri ve dortgen figiirler

N D E |4 F g Figlr
8 8 4 4 2 0 Daortgen
18 24 12 8 6 0 Kup
32 32 16 8 8 1 (4,4}
72 96 48 16 24 5 {4,6}
128 128 64 16 32 9 (4,8}
288 384 192 32 96 33 (4,12}
1152 1536 768 64 384 161 {4,24}

2.3.3. Altigen Figiirler

Bu bdlim boyunca N sayisi, 8 = 1,3 ve @ = 0, 2,4, 6 olmak lizere N = 2%3f > 3
seklinde bir dogal say1y1 ifade edecektir. N nin bu degerleri i¢in, Tablo 2.3.1 den N = 3h?
ve e = 1,3 oldugu goriiliir. Dolayisiyla 'z (N) grubu, asagidaki matrislere karsilik gelen

doniisiimlerden olusur:

@) (3Cclh bc/lh)' ad — 3bc =1,

3a b/h _ T
(I (3ch 3d)' 9ad —3bc =3 = 3ad — bc = 1.

Burada h, h?|N sartin1 saglayan, 24 (n en blyik bolenidir. Tg(N) nin (I) tipli

elemanlarina ¢ift elemanlar, (I1) tipli elemanlarina da tek elemanlar adini verecegiz.

Onerme 2.3.31. I’z (N) nin ¢ift elemanlarinin olusturdugu kiime, 2 indeksli bir alt gruptur.
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Ispat. Cift elemanlarin kiimesini 7 (N) ile ifade edelim. I (N) < I'y(N) oldugu acik

oldugundan indeksin 2 oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in, keyfi

 (3a bl/h) _<3a2 bz/h>
A1_<3c1h 3d, )’ 42 = \3c,n 3a,) € B

elemanlarini alalim. Buradan,

A4Sl = ( 3d, —bz/h> ( 3a4 bl/h> _ ( 9a,d, — 3c;b, 3(bid, — bzdl)/h>
217 \-3¢c,h  3a, /\3c;h 3d, 9(ayc; — c,a;)h  9dya, — 3byc,

elde edilir. Bu doniisiimiin determinant1 9 dur. Dolayisiyla her bir terim 3 ile boltnurse,

determinanti 1 olan

3a;d; — ¢, b, (b1dy — bzdl)/h>

-1 —
At = (3(a2c1 —ca1)h  3dia; — bic,

doniisiimU elde edilir. Bu ise bir ¢ift elemandir, yani A;1A; € TF (N) elde edilir. Bu ise

ispat1 tamamlar.

Bu degerler igin T (N) grubu, asagidaki matrislere karsilik gelen déniisiimlerden

olusur:

(“ b/h), ad — 3bch = 1.
3ch? d

Oncelikle N nin bu degerleri i¢in T'5(N) nin transitif hareket ettigi kiimeyi ifade

edelim:

Teorem 2.3.32. Tz(N) nin Q = Q U {oo} iizerindeki hareketi transitiftir.
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ok

Ispat: oo =>€ Q elemaninin yoriingesinin Q oldugunu gostermemiz yeterlidir. %E Q

olsun.
1.Durum: Eger (h,y) = 1 ise;

a) 3|y olsun. Bu durumda y =3k, k €Z diyelim. (x,y) =1 oldugundan,
(hx,y) =1 elde edilir. Dolayisiyla ahx — by = 1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilart

hx h . .. } .
mevcuttur. Bu durumda ( C/l ) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinanti 1 dir ve

hy

hx b/h
y = 3k yerine yazilirsa ( x b/ )z (hx b(/z h) olup T'z(N) nin tanimi géz Oniine

hy a 3hk
b/h)
a

h
alinirsa ( 3 € I's(N) oldugu elde edilir. Diger yandan

(y "a)@=6)

elde edilir. Bunun anlami keyfi %E Q elemam alindiginda bu eleman sonsuzun

yorungesindedir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b) 3+y olsun. (x,y) =1 oldugundan, (hx,y) =1 elde edilir. Ayrica 3ty
oldugundan (3hx,y) = 1 elde edilir. Dolayisiyla 3ahx — by = 1 olacak sekilde a,b € Z

3hx b/h

3hy Sa) matrisini ele alalim. Bu matrisin

tam sayilart mevcuttur. Bu durumda (

3hx b/h

3hy 3a> € I'g(N) oldugu

determinant1 3 tlr ve [z (N) nin tanimi goz Oniine alinirsa (

elde edilir. Diger yandan
3hx b/h\ 1\ (X
(3hy 3a ) (O) - (3’)

elde edilir. Bunun anlami keyfi %E Q elemam alindiginda bu eleman sonsuzun

yoriingesindedir. Boylece istenilen elde edilmis olur.
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2.Durum: (h,y) = h olsun. h|y olup y = ht olacak sekilde bir t tam sayisi

mevcuttur.

a) 3ty olsun. (x,y) = 1 ve 3 t y oldugundan (3x,y) = 1 elde edilir. Dolayisiyla

3ax — by =1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Bu durumda (g; 3ba>

matrisini ele alalim. Bu matrisin determinanti 3 tur ve bu matrise (g; 3ba) =

b

( 3x  bh/ h) goziiyle bakilirsa, 'y (N) nin tanim1 dikkate alindiginda (g; 3a> € Iz(N)

3th 3a
elde edilir. Diger yandan

3x b\(1\ _ (X
(By 3a> (0) - (y)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b) 3|y olsun. y = ht seklindeydi, burada t nin durumlarini incelemeliyiz:

bl) 3|t olsun. Bu durumda t = 3k olacak sekilde bir k € Z sayis1 vardir. Bunu
y = ht de yerine yazarsak y = 3hk elde edilir. (x,y) =1 oldugundan ax — by =1

olacak sekilde a, b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla (; 2) matrisini ele alalim.

Bu matrisin determinant1 1 dir ve bu matrise (§ 2) = ( 3ink bf;/h) goziiyle bakilirsa,

[5(N) nin tanim1 dikkate alindiginda (;C/ Z) € I’z (N) elde edilir. Diger yandan

6 J6)-6)

elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b2) 3+t olsun. (x,y) =1 oldugundan, (x,t) =1 dir. Ayrica 3 t t oldugundan
(3x,t) =1 elde edilir. Buradan 3ax — bt =1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilari
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3x b/h
mevcuttur. Dolayisiyla <3y 3

b/h>:(3x b/h
3a 3ht 3a

< 3x b/h
alindiginda <3y 3

) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinanti 3 tlr ve

bu matrise <§§ ) goziiyle bakilirsa, I'g(N) nin tanimi dikkate

) € I'z(N) elde edilir. Diger yandan

3x b/h\ 1\ _ (X
(3y 3a ) (O) B (y)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

3.Durum: k # 1 ve k # h olmak Uzere (h,y) = k olsun. Bu takdirde h = km ve

y = kn olacak sekilde m,n € Z tam sayilart mevcuttur ve (n,m) = 1 olur.

a) 3ty olsun. (m,y) = 1 ve (x,y) = 1 oldugundan (mx,y) = 1 dir. Ayrica3 t y
oldugundan (3mx,y) =1 dir. Buradan 3amx — by =1 olacak sekilde a,b € Z tam

sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla <3mx b3/;n )

matrisini ele alalim. Bu matrisin
3my

: " . 3mx b/m) _(3mx bk/km\ _ (3mx bk/h
determinanti1 3 tir ve bu matrise <3my 3 )= (Bmkn 3q )— (th 3q )

3mx b/m

3my 3a ) € Tp(N) elde edilir.

goziiyle bakilirsa, I'y (N) nin tanimi dikkate alindiginda (

Diger yandan
Gy ")) =G)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.
b) 3|y olsun. y = kn oldugunu biliyoruz. n nin durumlarini inceleyelim:
bl) 3|n olsun. n = 3t olacak sekilde t € Z sayis1 mevcuttur. Dolayisiyla y = 3kt
yazilir. 3|y ve (x,y) =1 oldugundan 3t x tir. Diger yandan (m,n) =1 ve 3|n

oldugundan 3t m dir. Ayrica (x,y) =1 oldugundan (x,t) =1 dir. 3 t x oldugundan
(x,3t) =1 dir. (m,n) =1 oldugundan (m,3t) =1 dir. Buradan (mx,3t) =1 dir.



82

Buradan amx — 3bt = 1 olacak sekilde a,b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla

(ggl bé h) matrisini ele alalim. Bu matrisin determinant1 1 dir ve I'z(N) nin tanimi
: < mx b/h . N
dikkate alindiginda (3 th a ) € I's(N) elde edilir. Diger yandan

mx b/h\(1\ _ (¥
(3th a )(0) - ()’)
elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

b2) 3 { n olsun. (x,y) = 1 oldugundan (x,n) = 1 dir. 3 { n oldugundan (3x,n) =
1 elde edilir. Ayrica (m,n) = 1 oldugundan (3xm,n) = 1 dir. Buradan 3amx — bn =1

i 3mx b/h I
olacak sekilde a,b € Z tam sayilar1 mevcuttur. Dolayisiyla ( 3nh 3a) matrisini ele
alalim. Bu matrisin determinantt 3 tlr ve [3(N) nin tanimi dikkate alindiginda

3mx b/h r A
( anh  3a ) € I'z(N) elde edilir. Diger yandan

G 3)(0)=6)

elde edilir. Boylece istenilen elde edilmis olur.

Simdi M ile sembolize edecegimiz evrensel figiirii insa edecegiz. Oncelikle My

nin koselerini elde edelim. Mg, sanal eksenin T'z(N) altindaki goriintiilerinden olusur.

Buradan 0 ve oo un My iin koseleri oldugu agiktir. 0 = 1—Oh Ve oo = ﬁ seklinde yazilabilir.

Eger Tz (N) nin bir cift elemani uygulanirsa, co un yoriingesi, (a,c) = 1 ve 3 } a olan %

formundaki noktalardan olusurken; 0 in yoriingesi ise (a,c¢) =1 olan ve 3 t ¢ olan %

formundaki noktalardan olusur. Benzer sekilde 'z (N) nin tek elemani i¢in de ayni1 formda
noktalar elde edilir. Birinci tipteki koselere ¢ift koseler, ikinci tipteki koselere de tek

koseler adin1 verecegiz.
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Onerme 2.3.33. T(N) nin ¢ift elemanlari, M, nin ¢ift kdselerinin kiimesini ve tek

koselerinin kiimesini korur.

a b/h

Ispat. (3ch g

) cift elemanini alalim. 3yih bir ¢ift kdse, & bir tek kose olsun. Buradan

(a b/h)(x) ax + 3by

3ch d /\3yh) = 3(cx +dy)h

elde edilir. 3yih bir ¢ift kose oldugundan 3t x tir. Diger yandan ad —3bc =1

determinantindan 3  a oldugu bulunur. Dolayisiyla 3t ax + 3by dir. Simdi (ax +
3by,cx + dy) = 1 oldugunu gosterelim. 3 t x ve (x,y) = 1 oldugundan (x,3y) = 1 dir.
ad — 3bc = 1 oldugundan

ax + 3by
(3ac Z) (3);) - 3(cx + dy)

esitligi kullamlirsa, (ax + 3by,3(cx + dy)) = 1 olup, buradan da (ax + 3by, cx + dy) =

1 elde edilir. Dolayisiyla ( 3Cclh bc/ih) dontisimii ¢ift koseleri ¢ift koselere doniistiiriir.

Simdi

b/h ar + bs
(3Cclh c/i )(Srh) - (3cr +ds)h

esitligini ele alalim. i bir tek kose oldugundan 3 t s dir. Diger yandan ad — 3bc =1

determinantindan 3 t d oldugu bulunur. Dolayisiyla 3 t 3cr + ds elde edilir. Simdi
(ar + bs,3cr + ds) = 1 oldugunu gosterelim. (r,s) = 1 ve ad — 3bc = 1 oldugundan

+b
(?flc Z) (Z) - ';Z;' + dSs
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esitligi kullanilirsa (ar + bs,3cr +ds) =1 elde edilir. Dolayisiyla (SZh bc/ih)

dontistimii tek koseleri tek koselere doniistiirtir.

Onerme 2.3.34. Tz(N) nin tek elemanlari, My nin cift kdselerinin kiimesi ile tek

koselerinin kiimesini birbirine doniistiiriir.

. 3a b/h X L ap e T "
Ispat. ( 3ch  3d ) tek elemanini alalim. P bir ¢ift kose, - bir tek kose olsun. Buradan
(Ba b/h)( X )= 3(ax + by) _ ax + by
3ch 3d/\3yh 3(cx +3dy)h  (cx + 3dy)h

3a b/h
3ch 3d

determinantindan 3ad — bc =1 olup, 3 t ¢ dir. Dolayisiyla 3 t cx + 3dy elde edilir.

elde edilir. 3yih bir ¢ift kose oldugundan 3 t x tir. Diger yandan ( ) elemaninin

Simdi (ax + by,cx +3dy) =1 oldugunu gosterelim. (x,y) =1 ve 3ad —bc=1
oldugundan

+b
(Z ;;)(5)::(if+_3;;

3a b/h)

esitliginden (ax + by,cx +3dy) =1 oldugu bulunur. Sonug olarak (3Ch 34

doniisiimii ¢ift koseleri tek koselere doniistiiriir.

3 b/h 3ar + bs
(3CC;1 3/d ) (Srh) - 3(cr + ds)h

3a b/h)
3ch 3d

elemaninin determinantindan 3ad — bc = 1 olup, 3 t b dir. Dolayisiyla 3 t 3ar + bs elde

esitligini ele alalim. i bir tek kose oldugundan 3 t s dir. Diger yandan (

edilir. Simdi (3ar + bs,cr + ds) = 1 oldugunu gosterelim. (r,s) =1 ve 3ad — bc =1
oldugundan
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3ar +b
(& D=7

3a b/h)

esitliginden (3ar + bs,cr +ds) =1 oldugu bulunur. Sonug¢ olarak (3ch 3d

doniisiimii tek koseleri ¢ift koselere doniistiiriir.

Simdi M nin kenarlarin1 ve altigenlerini karakterize edecegiz. Mg nin kenarlar1 0
ile oo u baglayan kenarin I'y (N) altindaki goriintiileridir. Diger yandan, tanim geregi, 0 M

nin bir tek kosesi ve oo Mg nin bir ¢ift kosesi oldugundan Mg nin kenarlar1 bir tek ve bir

cift kdseyi birbirine baglar. Dolayisiyla % kosesi % kosesi ile baghdir ancak ve ancak

1 1 2 1

ad — 3bc = +1 dir. M nin altigenleri ise, 0,0, s I

koseli temel altigenin

a b a+3b a+2b
3ch’ dh’ 3(c+d)h’ (Bc+2d)h’

[z(N) altindaki goriintiileridir. Yani M, nin altigenleri

2a+3b a+b
3(2c+d)h’ (3c+d)h

koseleri ile karakterize edilir.

Tamim 2.3.35. M2 (N) figurti, My /T (N) figiirii ile tanimlanr.
MR (N) figurt icin oncelikle M2 (N) nin kdselerini tanimlayacagiz.

1 u/h

1 . . .
Lemma 2.3.36. o0 = S un [ (N) deki sabitleyeni S,, = {(O 1

):u € z} dir,
Ispat: Tz(N) nin tek elemanlarn ¢ift koseleri korumadigindan ve oo bir cift kose

oldugundan I'z(N) nin tek elemanlar1 co u sabitleyemez. co u sabitleyen I'z (N) nin bir tek

elemani i¢in

Gen "))

(o)
esitliginden

(3en) = (0)
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elde edilir. Buradan a = 1 ve ¢ = 0 dir. Bu elemanin determinanti ad — 3bc = 1 olup,

d = 1 elde edilir ve oo un I'y; (N) deki sabitleyeni, S,, da icerilir. Tersine, ((1) u{h) € Se
icin
1 u/h\(1\ _ (1
(0 1 )(0) - (0)
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.
m|

Lemma 2.3.37. [oo]p, ) Un Iz () deki kiimesel sabitleyeni S, olsun. Bu durumda

S[oo] = SOOFO(N)
dir.

Ispat: A, Sie0] un bir elemant olsun. Buradan A[oo]r, vy = [o0]r,v) yazilir. Diger yandan
Aloo]r, vy = {AB : B € [((N)}
olup, C = AB € Aly(N) oldugu dikkate alinirsa
Aloo]r vy = {ABo : B € [{(N)} = {Co0 : C € Al{(N)} = [] 41y )

elde edilir. Yani [oo]r vy = Aloo]r, vy = [©]ar,y dir. Ayrica To(N) < Tp(N)
oldugundan AT,(N) = T,(N)A dir. Dolayisiyla [o0]r, (vya = [®]r, vy dir. Bunun anlami
ise A;,A, € Ty(N) elemanlar1 vardir dyle ki A;Aco = A,o0 yazilir. Buradan A31A4;Aco =
oo elde edilir, yani, C; = A3'4,4 € S, elde edilir. O halde A74,C, = A olup, A7'A4, €
IL(N) ve C; € S, oldugundan A € T,(N)S,, elde edilir. Yine I'y(N) < I'g(N) oldugundan
To(N)Se = SeoIg(N) olup A € S, Th(N) bulunur. Yani Spe) © SeoIp(N) dir.

Ters kapsama icin, C € S, I,(N) olsun. C, C = AB formundadir 6yle ki A € S, ve
B € T,(N) dir. Boylece,
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Cloo]r, vy = AB[]ryvy = A[®]r,vy = [A%®]r, vy = [ty

esitligi elde edilir. Yani, C, [o0]r, vy u sabitler. Dolaysiyla C € S| dir. Yani S, [ (N) <

S[w] Olup, ispat tamamlanir.

Lemma 2.3.38. S,,I,(N) = T2(N) dir.

Ispat: N sayisi, f =1,3 ve a = 0,2,4,6 olmak lizere N = 2938 geklinde oldugundan
I'2(N) grubunu asagidaki gibi ifade edebilir:

a b/h

remw) = {(3ch2 d

):ad — 3bch = 1}.

S, = {((1) u{ h) ‘U € Z} tanim1 dikkate almirsa S, < T2(N) yazilir. Ayrica Ty(N) <

I2(N) oldugundan S,Io(N) < T2(N) elde edilir. Tersine, A € T2(N) alalim, T2(N)

tanimindan

Az(“ b/h), ad — 3bch = 1
3ch? d

yazilabilir. Diger yandan,

(1 ab/h) (a — 3abch —3b2c) ( a abd/h— bzc)

0 1 3ch? d 3ch? d
_ ( a b(ad - 3bch)/h)
3ch? d
:< a b/h) — 4
3ch? d

elde edilir. Burada
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(g;;abCh c;3b2c)

a —3abch —3b%c

3ch? P )E [L(N) dir. Aym

matrisini ele alalim. 3h? = N oldugundan (

zamanda S, tanimi dikkate alinirsa ((1) (llb/ h

elemani, biri TH(N) nin digeri de S, nin elemani olan iki matrisin ¢arpimi seklinde

yazilabilir. Yani A € S,,Ty(N) olur. Dolayisiyla T2 (N) < S,y (N) oldugu gériiliir. Bu ise

) € S, elde edilir. O halde keyfi A € ()

ispat1 tamamlar.

Simdi M2 (N) figiiriiniin koselerini belirleyen teoremi verecegiz:

Teorem 2.3.39. T2(N) nin Iz(N) deki sol kosetleri ile M2(N) nin koseleri arasinda

birebir bir esleme vardir.

Ispat: MQ(N) icin Tz(N) nin Q/Iy(N) iizerindeki hareketi dikkate alinacagindan,
ML (N) nin koselerinin kiimesi Q/T,(N) ile karakterize edilir. Q/T,(N) kose kiimesini
birebir esleyecegimiz bir kiime bulmak icin Lemma 2.3.12. i kullanacagiz. Bu lemmada
G =Tz(N), H=Ty(N), X =Q ve x, = oo alalim, burada I'3(N), Q Uzerinde transitif
hareket ettiginden lemmanin sartlart saglamir. Simdi [oo]r vy Nin kiimesel sabitleyeni olan
St kiimesi bulunursa kdse kiimesinin birebir eslestigi kiime elde edilmig olur. Lemma
2.3.37. kullanilirsa Sy} = Seolo(N) bulunur. Ayrica Lemma 2.3.38. kullanilirsa co un
I, (N)-y6riingesinin sabitleyeninin [2(N) oldugu gériiliir. Dolayisiyla Q/T,(N) ile T2(N)

nin [z (N) deki sol kosetleri arasinda birebir bir esleme vardir.

Bu teoremin anlami,

[Ty (N):T2(N)| = 2Pht

indeksi bize koselerin sayisinin verir.
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Simdi, koseleri bulmak icin asagidaki dnermeleri verecegiz.
. (o bl/h) _ (az b,/h
Onerme 2.3.40. A = (3c1h d, ,B = 3c,h d,

Bu durumda A ve B, T2(N) nin Iz(N) deki aym sol kosetlerini belirler ancak ve ancak

(?11) =+ (ZZZ) mod h dir.

) € Iz(N) iki cift eleman olsun.

Ispat: AT2(N) ve BT2(N) kosetlerini ele alalim. Kabul edelim ki AT2(N) = BT2(N)
olsun. AT2(N) = BT2(N) ancak ve ancak A~*B € I?(N) dir. Buradan

_( apdy —3bjc;  (bdy — b1d2)/h>

A-1p = ( dy _bl/h)( az bz/h) 4 (
3(a1C2 - azcl)h azdl - 2b1C2

—3c1h a, 3coch  d,

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki matrisin [2(N) de olmasi igin gerek ve yeter sart

a a
a,c, — a,c; = 0 mod h olmasidir. Buradan (cll) =+ (sz) mod h elde edilir.

O
- (344 bl/h) _ (Ba2 bz/h) -
Onerme 2.341. A = (3c1h 3d, ,B = 3ch 3d, € Iz(N) iki tek eleman olsun.

Bu durumda A ve B, T2(N) nin Iz(N) deki aym sol kosetlerini belirler ancak ve ancak

(?11) =+ (ZZZ) mod h dir.

Ispat: AT2(N) ve BT2(N) kosetlerini ele alalim. Kabul edelim ki AT2(N) = BT2(N)
olsun. AT2(N) = BT2(N) ancak ve ancak A~*B € I?(N) dir. Buradan

(3(3a2d1 —bycy) 3(bady — b1d2)/h)

A_lB — < 3d1 _bl/h) < ?)az bz/h)
9(aic; —aze))h  3(3ayd; — bicy)

—3cih 3aq4 3c,h 3d,

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki dontisiimiin her bir terimini 3 ile bélelim. Boylece
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A-1p = ( 3a,d; — byc, (bpdy — b1d2)/h)

3(aic; — azeph 3a,d; — byicy)

elde edilir. Bu déniisiimiin [J(N) de olmasi igin gerek ve yeter sart a;c, — a,c;

al az .
0 mod h olmasidir. Buradan (C1) =+ (Cz ) mod h elde edilir.

3a, by/h

_( bl/h) L _(
A-( € I'g(N) bir cift eleman ve B = 3eh 3d,

3c;h dy

eleman olmak Uzere,

)EFB(N) bir tek

A-1p = <d1 —b1/h) <3a2 bz/h) il <3(d1a2 —bscy) (b1d; — 3d2b1)/h)
_3C1h al 3(a1C2 o 3C1a2)h 3(a1d2 - Cle)

3c,h 3d,
olup, A™1B ¢ TI'2(N) oldugunan, I3 (N) nin tek elemanlar1 ile belirli sol kosetler ile Tz (N)
nin ¢ift elemanlar ile belirli sol kosetler ayriktir. Dolayisiyla her bu kosetlere karsilik
gelen koseler birbirinden farklur. Bu sebeple bu koseleri ayr1 ayri1 adlandiracagiz. Tek

elemanlarin belirledigi sol kosetleri tek koseler, c¢ift elemanlarin belirledigi sol kosetleri

a b/h

cift koseler olarak alandiracagiz. Yukaridaki ~ 6nermelerden, ( 3ch d

) déniisimii

3a  b/h
3ch 3d

sol koseti ise (a, ch) satir vektorii ile ifade edecegiz. Boylece koseleri, (a, c, h) = 1 olmak

tarafindan belirlenen sol koseti, (a, 3ch) ve ( ) doniisiimii tarafindan belirlenen

uzere (a,3ch) (bir ¢ift kose) ve (a,ch) (bir tek kose) satir vektorleri ile ifade edecegiz.

(a,3ch) ve (—a, 3(—c)h) vetorleri ayn1 sol koseti belirledigi igin ¢ift koseler kimesini
{(a,3ch) : a,c € Zy, (a,c,h) = 1}/~

seklinde ifade edecegiz ki burada (a, 3ch)~(h — a,3(h — c)h) dir. Benzer sekilde (a, ch)

ve (—a, (—c)h) vektorleri ayni sol koseti belirledigi i¢in tek koseler kiimesini;
{(a,ch): a,c € Zy,(a,c,h) = 1}/~

seklinde ifade edecegiz ki burada (a, ch)~(h — a, (h — c¢)h) dir.
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Simdi M2 (N) nin oklarmni, kenarlarini ve yiizeylerini arastiracagiz.

Teorem 2.3.42. Ty (N) nin T'z(N) deki kosetleri ile M2(N) nin oklar1 arasinda birebir bir

esleme vardir.

Ispat: Teoremin ispat: igin yine Lemma 2.3.12. i uygulayacagiz. Dolayisiyla éncelikle bir
ok segelim ve sonrasinda onun sabitleyenini bulalim. [0]r, vy — [*]r, vy OKUnu secelim.
Eger A € I'5(N) elemani bu oku sabitlerse, ilk olarak [oo]r vy Yi sabitlemelidir. Lemma
2.3.36. ve Lemma 2.3.37. den A € T2(N) bulunur. Diger yandan 4, [O]r, vy Yi de
sabitlemelidir. Yani A[O]r,v) = [O]ryv) olmalidir. Burada her B € Ih(N) icin ABO €

[O]r,(vy elde edilir. Bunun anlami ise AB € [3(N) olmasidir. BOylece keyfi B =

(;CN %]) € I(N) icin A € T2(N) oldugu ve N = 3h? oldugu dikkate almirsa,

a b/h) (x y) r (ax + 3bzh ay + bt/h )

4B = (3ch2 d ~ \3cxh? + dzN  3cyh? + dt

zN t

_ <ax +3bzh ay+ bt/h )
~ \(cx +dz)N 3cyh? +dt

elde edilir. Yukardaki matris [l;(N) de olmalidir. Haliyle matrisin ay + bt/h girdisinin bir
tam say1 olmasi gerekir. O halde t keyfi oldugundan h|b olmalidir. Bir [ tam sayisi igin

b = lh olsun. Buradan

A= (3cah2 bc/ih) - (cilv cli)

a b
cN d

elemanin [0]r, vy — []r, () OKU Uzerindeki etkisini inceleyelim. T € I, (N) oldugundan

olup A € I[L,(N) elde edilir. Tersine, T =( )E [o(N) elemanini alalim ve bu

T[OO]FO(N) = [OO]I‘O(N) ve T[O]FO(N) = [O]FO(N) oldugu gOI'U.lU.I' Bt')ylece T, [O]I‘O(N) 4
[%©]r, vy Okunu sabitler. Dolayisiyla To(N), [0]r, vy — []r,vy Okunun sabitleyenidir.

Sonug olarak Lemma 2.3.12. den T, (N) nin Tz (N) deki sol kosetleri ile MY (N) nin oklart
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arasinda birebir bir esleme vardir.

Yukaridaki teoremden oklarin sayisinin |I'g(N):T(N)| olduguna ulasilir. Sonug
olarak; (a, 3ch) ve (b, dh), M2 (N) nin iki kosesi olsun. Bdylece bu iki kdse, ad — 3bc =
+1modh ise bir kenar ile birlesir ki burada a,b,c,d € Z; dir. Figlrin dizgln

olmasindan, kenarlarin sayisi

|Tg (N): T (V)|
2

dir ve figiirlin altigen olmasindan dolay: yiizlerin sayisi ise

|Tg (N): T (V)|
6

dir. U/Ty(N) nincinsi 2 — 2g =V — E + F Euler karakteristigi kullanilarak bulunabilir.
2.3.3.1. Ornekler
N =12 icin, h = 2 dir. Bu durumda U/T,(12) ylzeyi Uzerinde yatan M2 (12)
figird elde edilir (Sekil 1). Bu figiir 6 kose, 6 kenar, 2 yiize sahiptir ve cinsi sifirdir.

M2 (12) nin koseleri asagidaki bigimdedir,

(1,0),(0,2),(1,6),(1,2),(0,6), (1,4).
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(0,2) 1,6)

(1,0) 1,4)

1,2) (0,6)

Sekil 11. M2(12):Altigen

N = 27 igin, h = 3 dur. Bu durumda U/T,(27) yiizeyi Uzerinde yatan M2 (27)
figlirti elde edilir (Sekil 2). Bu figir 6 kose, 9 kenar, 3 yilze sahiptir ve cinsi 1 dir.
M2 (27) nin késeleri asagidaki bicimdedir,

(1,0),(0,3),(1,9),(1,3),(1,18), (2,3).

S A g

R il t

Sekil 12. M2(27):{6,3}
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2.3.3.2. Altigen Figiirler Tablosu

Bu alt b6élimde, yukarida verdigimiz teoriden elde edilen verilerle olusturulan bir
tablo verecegiz. N = 2038 > 3 f=13vea=0,24,6 sartiyla verilen tiim N degerleri

icin agagidaki veriler elde edilir:

Oklar  :D = |T5(N): T, (N)]

g = a0 To)

Kenarlar :

Koéseler :V = [[g(N):T2(N)|

. = [re®To)

Cins 12—-29=V—-E+F

Yizler

Tablo 4. N degerleri ve altigen figiirler

N D E |4 F g Figlr
12 12 6 6 2 0 Altigen
27 18 9 6 3 1 {6,3}
48 48 24 12 8 3 {6,4}
108 108 54 18 18 10 {6,6}
192 192 96 24 32 21 {6,8}
432 432 216 36 72 55 {6,12}
1728 1728 864 72 288 253 {6,24}




3. IRDELEME

M bir Hausdorff uzay1 olsun. M nin her noktasinin R? nin bir agigina homeomorf bir
komsulugu varsa M ye bir Riemann ylizeyi denir. Tanimdan kurulan bu 6zdesimle,
topolojik manada Oklid uzayina en yakin yapilardir. Bir Riemann yiizeyi insa etmenin en
kolay yolu: “G, PSL(2,R) nin bir ayrik alt grubu ise G nin U Uzerindeki grup hareketinin
neticesinde elde edilen S = U/G bolim uzayr bir Riemann yiizeyidir” &zelliginden
faydalanmaktir. Asagida verilen iki teorem, bu tezde bahsi gecen gruplarla Riemann

yiizeyleri arasindaki yakin iligskiyi vurgulamaktadir:

Teorem (Jones ve Singerman, 1987): Her basit-baglantili Riemann yiizeyi

asagidakilerden birine konform esdegerdir,

1) Riemann kiresi ()
i)  Kompleks diizlem ( C)
iii) Ust-yar diizlem (U )

Teorem (Jones ve Singerman, 1987): Yukaridaki yiizeylerin otomorfizma gruplari

asagidaki gibidir,

) Aut¥ = PSL(2,C)
i) AutC={z—-az+b : abeCa=0}
iii) AutU = PSL(2,R)

Bu tez ¢alismasinda onemi literatiirce iyi bilinen I (N) nin PSL(2,R) deki I'z(N)

normalliyeninin diizgiin figiirlerle (bir tiir Riemann yiizeyi) olan iliskisi incelenmistir.



4. SONUCLAR

Figlrin en sade tanim1 "bir yiizey tizerinde bir grafin ¢izilmesidir." Ancak baglantili
bir grafin bir yiizeye gomiilmesinin nasil yapilacagi, belki de en temel durum olan
yonlendirilebilir yizeyler zerinde ilk kez (Jones ve Singerman, 1978) calismasinda
verilmigstir. Figlirlin diizglin (regiiler) olmasiyla anlagilan sey "yiiksek diizeyde simetri"

Ozellikleridir.

I. Asama (Kisim 2.1): Bu tez ¢alismasinda oncelikle gruplardan dizgin figirlerin
nasil insa edildigi ile ilgili teori detaylandirilmistir. Bu ¢alismamizla ilgili olarak verilen en
onemli detay, belli liggen gruplarinin normal alt gruplariyla diizgiin figiirler arasinda 1-1

bir iligkinin varliginin bir kez daha vurgulanmasidir.

II. Asama (Kisim 2.2): Bu tez calismasina esin kaynagi olan (Ivrissimtzis ve
Singerman, 2005) calismasinda, Hecke gruplarinin temel kongriians alt gruplarina karsilik
gelen diizgiin figiirler elde edilmis, diisiik indeksli olan bazilar1 geometrik olarak da
cizilmistir. Bizim 6zgiin hesaplamalarimizin daha anlagilir olmasi igin ve aritmetik yapilar
[3(N) normalliyenine nazaran daha iyi olmasi nedeniyle I'-Modiler grubun temel

kongriians alt gruplarina karsilik gelen diizgiin figiirler detaylandirilmistir.

III. Asama: Grup teoriden bilindigi tizere bir grubun grup yapisinin incelenmesinde
bilhassa normal altgruplar biiyiik rol oynar. Ayrica diizgiin figiirler iggen grubun normal
altgruplarina karsilik geldiginden I'z (N) nin tiggen gruplar1 ve normal altgruplarinin yapisi
Ozellikle (Akbas ve Singerman, 1990) c¢alismasinin yardimiyla incelenmis ve duzgin
figurlerinin kenar, kose ve yiizlerinin hesaplanmasinda hangi alt gruplarin kullanilmasi

gerektigi belirlenmistir (Kisim 2.3). Daha sonra sirasiyla

e (2,3,00) simgeli ticgen gruplar (Kisim 2.3.1)
e (2,4,0) simgeli ticgen gruplar (Kisim 2.3.2)
e (2,6,0) simgeli ticgen gruplar (Kisim 2.3.3)

icin karsilik gelen diizglin figiirler elde edilmis ve Kisim 2.3.1.deki sonuglar (Yazici

Gozitok vd., 2019) ¢alismasinda yaymlanmustir.



5.ONERILER

“G, PSL(2,R)’nin bir ayrik alt grubu ise G’nin U Uzerindeki grup hareketinin
neticesinde elde edilen S = U/G bo6liim uzayr bir Riemann ylizeyidir” sonucundan yola
¢ikarak, kombinatoryal olarak ilk kez (lvrissimtzis ve Singerman, 2005)’de ortaya konan
ve bu tez ¢aligmasinda Iy (N)’e uygulanan metot, diger sonlu iretilmis Fuchs gruplarina da

pekald uygulanabilir.

Yine (Singerman, 1988)’de ele alinan F(n) yani F/I'(n) tcgen figlrlerinin bizzat
yiizey olarak dzellikleri (nasil elde edildiginden ziyade), (Singerman ve Strudwick, 2020;
Singerman, 1988; Singerman ve Strudwick, 2016; Ivrissimtzis vd., 2019) ¢aligmalarinda
arastirma konusu olmustur. Ornegin diizgiin figiirlerin 6nemli invaryantlarindan biri olan
Petrie poligonlarinin uzunluklar1 (kabaca yerkiirede ekvator c¢izgisi ne ise, kristalize
yuzeylerdeki Petrie poligonu odur) hesaplanmis ve kose kiimelerinin Fibonacci dizileri ile
olan iligkisi ve yine sayilar teorisi agisindan dikkate deger bir ¢ok sonug elde edilmistir. Bu

tez ¢alismasindaki ylizeyler de bu anlamda incelenmeye namzettir.

Son olarak diizgiin figiirlerin diger disiplinlerdeki uygulamalar1 olduk¢a ¢arpicidir.
(King, 2003)’te kimyasal maddelerin pek ¢ok 6nemli o6zelliginin aydinlatilmasinda
figiirlerden yararlanilabilecegini gostermistir. Ilgili ¢aliymada 6rnek olarak fulleren ve
grafit ele alinmistir. Fulleren 20 altigen ve 12 besgen seklinde dizili 60 Karbon atomuyla
meydana gelmis bir tiir molekiildiir (C60) (Sekil 13). Fullerenler tizerine ilk yayin Japon
kimyager Eiji Osawa tarafindan 1970 yilinda yapildi. Ancak esas farkindalik 15 yi1l sonra
14 Kasim 1985 Nature dergisinde Robert F. Curl, Jr (ABD), Harold W. Kroto (Ingiltere) ve
Richard E. Smalley (ABD) aragtirmacilar tarafindan yayinlanan yayinin diinya ¢apinda ilgi
gormesiyle olustu. Bu ekip, kesiflerinden otiirii 1996 Nobel Kimya Odiilii'nii kazandh.
Dinyada nadiren bulunan bir molekiil olmasina karsin, fulereni kiymetli kilan sey
nanoteknolojidir. Bilindigi iizere nano teknoloji, yaklasitk 1-100 nm boyutundaki
materyallerin fiziksel, kimyasal ve biyolojik 6zelliklerinin; (tek atom, molekil ve hacimli
cisim) duzenlenebilmesi, sentezlenebilmesi ve yeni nesil materyal, cihaz, yap1 ve
sistemlerin gelistirilebilmesi icin degistirilebilmesinin anlagilmasi, islenmesi ve kontrol
edilmesi olarak tanimlanmaktadir (Diudea vd., 2001). Temelinde yiiksek 1s1 ve basing

altinda atomlarin yeniden dizayn edilmesi dedigimiz bu teknolojinin bilinen varyasyonlari
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nano tupler, maga tipler, polimerlerdir. Yine ¢alismalar gostermistir ki, yiiksek 1s1 ve
basing altindaki manipiilasyonlar da dahi siire¢ tabiati gere§i bazi matematik
modellemelere uygun olarak hareket etmektedir (Diudea vd., 2006). Dahasi bir ¢ok
disiplinin optimizasyon probleminde, ¢alisilan konu ya da materyalin matematiksel modeli
kurulup en etkili sonuca ulasma gereksinimi vardir. Burada da diizgiin figiirler ve onlarin

dejenere formlari karsimiza ¢ikmaktadir. (Stefanelli, 2017).

Sekil 13. Fulleren

Yine biyoloji alaninda diizgiin figiirlerin i¢erisinde yer aldig1 pek ¢ok 6nemli ¢aligma
ortaya konmustur. Watson ve Crick 1956’da yine Nature dergisinde yayinlanan ve viriisleri
konu alan makalelerinde, virislerin sekil ve boyut manasinda, geometrik olarak diizgiin ve
simetrik ozellikler tagidigina isaret etmislerdir. Kurduklar1 hipoteze gore bitkilerdeki kiigiik
viriislerden hayvanlardaki daha kompleks olanlarina kadar hepsi kiigiik birim bilesenlerin
kristalize bir sekilde bir araya gelmesiyle tiiremekteydi. Ayni makalelerinde platonik
katilarin(diizgiin figlir) onlar1 modellemedeki basarisin1 Orneklerle verdiler. Bu hipotez
sonraki yillarda yiiksek c¢Oziiniirliiklii cihazlarin gelismesiyle tamamen dogrulandi.
Gunimuizde DNA molekiillerinin dizayninda yine diizgiin figiirlerin etkin bir sekilde
kullanildigin1 goérmekteyiz (Sekil 14). DNA’nin heliks seklindeki ¢ift sarmal yapisi ve baz
eslesmeleri, onu yapisal olarak manipiilasyona agik hale getirmektedir. Ve tipki fullerende
oldugu gibi yiiksek nitelikli nanoyapilar insa etmek i¢in diizgiin figiirlerin 6zelliklerinden
faydalanarak DNA {izerinde yapilan dizayn stratejilerinin basarisi, yiiksek faktorli
dergilerdeki pek c¢ok calismayla vurgulanmaktadir (Goodman vd., 2005; He vd., 2008;
Winfree, 1998).
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Tatrahedron
Loop: 5 bases
DMA: 75 nM

/ Dodecahedron
Loop: 3 bases
3 M DNA: 50 nM
—
. e A 3

Sekil 14. DNA ve Duzgn figdrler

Konunun matematik tarafini ele alacak olursak; grup kavrami modern cebirin en
temel kavramlarindan biridir. Geometrik sekillerin simetri 6zelliklerinin arastirilmasinda
ve cebirsel denklemlerin koklerinin belirlenmesinde ortaya ¢ikmistir. Buna goére, her
geometrik sekle bir simetri grubu ve her cebirsel denklemin koklerine bir Galois grubu
karsilik gelir (Asar, 2009). Yukarida bahsi gecen konular bunlardan birincisi, yani
geometrik sekillerin simetri ozellikleri ile ilgilidir. Bu tez galismasindan elde edilen

deneyim ve diizgiin figiirler hakkinda elde edilecek temel bilgi ile

Matematik

Biyoloji

eVirlsler
*DNA

eFuleren
oGrafit
oSivi kristal

o Cebir
e Topoloji
* Geometri

multidisipliner ¢aligmalar tasarlanabilir ya da onerilebilir.
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Abstract

In this study, we investigate suborbital graphs &,y of the normalizer I' () of I'g (V) in PSL(2, R)
for N = 9°3% > 1 where o = 0,2,4,6, and 8 = 0, 2. In these cases the normalizer becomes a
triangular group. Ws first defing an imprimitive action of 'z (V) on & using the group D% () and
then obtain some properties of the suborbital graphs arising from this action. Finally we dafine
suborbital graphs F, » and investigate their properties. As a consequence, we find some certain
relationships between the lengths of circuits in suborbital graphs £, ;r and the periods of the group
To(N).

Keywords: Normalizer; Congruence Subgroup; Suborbital Graphs
MSC 2010 No.: 20H10; 05C25

1. Introduction

Orbital graphs, also called suborbital graphs, were introduced into the theory of permutation groups
{especially finite permutation groups) by Sims (1967). In their paper, Jones et al. (1991) investigate
the concept in the relation to the modular group T' acting on the projective line PG(1, Q) over the
field of rational numbers. This is an interesting infinite permutation group that, for well over a
century, has played an important role in number theory, in the theory of binary quadratic forms,
and in the theory of modular forms and automorphic functions.

The group SL(2, E), the group of 2 x 2 matrices of determinant 1 with integer entries, has a natural
action by Mobius transformations on PG (1, @), given by
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