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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Hilbert uzaylarinin direkt toplami ve Halth uzaylari tGzerinde tanimli lineer kapali
operatdrlerinin direkt toplami teorisiningd@ngici cok eskilere dayanmasingmeen Hilbert
uzaylarinin direkt integrali ve Uzerindeki oper&in direkt integrali teorisi 1949
yillarindan sonraki zamanlara tesaduf etmektedilbdart uzaylarinin direkt integrali ve
Uzerindeki operatdrlerin direkt integrali teorisiatemaigin ve bir cok fiziksel problemlerin
¢bzim yontemi icin uzaylarin ve operatorlerin dirédplami teorisinin bir geneenesi
olarak 1949 yilinda John von Neumann [1] tarafingtameli atilmg ve gelitirilmistir. Bu
konuda esas camalar [2-5] islerinde bir araya getirilngtir. Bu teori lokal kompakt
gruplarin gosterimler teorisinde, operatér halkalar faktorlere aygim teorisinde,
invariantlar teorisinde, von Neumann cebirlerindejirgeme teorisinde, ¢ok partikalli
kuantum teorisinde, kuantum alan teorisinde, salimc teorisinde vs. Barili sekilde
kullaniimaktadir [1, 5-9].

Aslinda tezin inceleme konusunun yapilatrdasinda, 6zellikle, E.A. Azoff'un [10]

calismasinin bilytk etkisi olngtur. Burada(A,X, i) bir élgtim uzayi,H, bir ayrilabilir

Hilbert uzayi ve herAOA igin H (1) =H, (6zel durum) olmak Uzere,

]
H =jH (A)duA)
A
Hilbert uzaylar ailesinin direkt integrali ve
O
T:H - H,T:jT(A)dp(A)
A

ise T(A):H(A) - H(A),AOA lineer operatorler ailesinin direkt integrali ahsuBu
calismanin esas amaci, spektral fonksiyonun olgulelgilirlo(T (1)) spektrumu ileA OA
parametresi ver(T) ile a(T(A)), AOA spektrumlari arasindakigkiyi belirlemek gibi ti¢

problemden olgmaktadir. Bu ¢cajmada;
(1) Eer o(T) ailesi bir KOC kompakt kimesi ile ayrik ise, hemen héigin

o(T(A)) kimesiK ile ayriktir;



(2) EOA, H :JD' H(A)du(A), Tc =TT(A) du(A) olmak Uzere ger her Aigin g(T(A))

baglantisiz ise bir pozitif dlcimIE igin U(TE) kiimesi de bgantisizdir;

gibi sonuclara ukalsa da maalesef spektrumlar arasinda kesikiléndirmenin olmadii
gozukmektedir. Her ne kadar bu sonuncu makale yaparktan 6nce ve sonra [11-23]
bilimsel calsmalari gimgigi gorsede onlarin hicbirinde spektrumlarin ve getilmis
O0zdeser kumelerinin, kompaktlik, kuvvet ve polinomsalnishlik &zelliklerinin

ili skilendirilmesine rastlanamastir.

Simdi direkt integralin 6zel bir durumu olan diretdplam hali i¢in birka¢ husus
verilsin. Bir Hilbert uzayinda tanimli kompakt @nik operatorler icin spektral aysl
teoremi, Hilbert uzayinda bu operatdriin 6zalt uagin ortogonal direkt toplargeklinde
gosterilebildgini ve ayrica bu operatdriin 6zalt uzaylar Uzerirmtiisim operatorlerinin
direkt toplami olarak acik bir agrminin verilebildgini belirtir. Ayrica, kuantum fiziinde
Hilbert uzaylarinin direkt toplami, parcalarin sagin dgistigi durumlari iceren bir sistem
olan Fock uzay olarak ortaya ¢ikar ki burada kuanmekangi sistemi icin her bir Hilbert
uzayina bir ek serbestlik derecesiskiak gelir. Gosterim teorisinde Peter-Weyl teoremi
Hilbert uzaylari Gzerindeki bir kompakt grubun hemlgi bir Gniter goésteriminin sonlu
boyutlu gdsterimlerinin direkt toplargeklinde gosterilebildiini garantiler [5].

[.Sobhy El-Sayed’in [24-29}alismalarive [30-32] calismalarinda (bu listeyi daha da
gensletmek mumkunduryirekt toplam icin spektral teorinin olmayndan dolayl sonlu
veya sayllabilir sayida alt araliklar Gizerinde mainfonksiyonlarin Hilbert uzayinda, reguler
veya singller tipli skaler lineer diferansiyel ogi@rlerin direkt toplaminin spektrumu, her
defasinda duruma has 6zel yontemlerle incelgimmBu ve buna benzer bir¢cok ¢ok noktal
diferensiyel operatorler teorisinin spektral temde aratirilan sorular ancak Hilbert veya
Banach uzaylarinin direkt toplami tizerinde kolagigilenebilecg sonucuna varilngtir.

Tezde alinacak sonuclar ¢cok noktali difeigel operatorler ve spektral teorisine
uygulanarak regiler veya singiler ¢cok noktali stereék veya normal vs. diferensiyel
operatdrlerin spektral problemleri icin literatUkdéu tip baluklar dolduracaktir.

Simdi kuantum teorisinden direkt toplam operatorggnel teorisinin yontemlerinden
yararlanarak ¢cozuilen bir drnek verilsj3] ¢alsmasinda

0 (e 1)1
H= dsz{Sz 4jco§x’ s>0



Seklindeki Schrodinger operatdrUnth(R) 'de Urettgi Hamiltonianlar (sistemin total
enerji fonksiyonu) esas inceleme konusu aitmu Potensiyel fonksiyonunun sayilabilir
sayida singulerlik noktasi olgundan argtirma LZ(R) 'de mUmkdn olmanstir. Bunun

Uzerine, Uretilen Hamiltonian’ lar ilk dnce heilZ igin
T T
H =L|-——+n7,—+nr
=[S )
uzayinda bulunmuve daha sonrdl operatérinurl, (R) 'de Urettgi Hamiltonian'in

E Lz(—i—T+ nﬂ,i—T+ nﬂJ
n=1 2 2

seklindeki direkt toplam oldgu gosterilmstir.
Bu ve buna benzer bir¢cok problem Hilberaylarinin direkt toplami tzerinde lineer
operatdrlerin spektral teorisini glincel yapan onéakitdrlerdendir.

Bu tez cagmasinda:

(1) Hilbert uzaylarinin direkt toplami (zerinde tanimda direkt toplam
operatdrlerinin  kompakth ile onlarin koordinat operatdrlerinin  kompagtl

arasindaki bantilarin aratirilmasi;

(2) Hilbert uzaylarinin direkt toplami {zerinde tanimda direkt toplam
operatdrlerinin spektrum parcalari ile onlarin ldoat operatorlerinin spektrum
parcalari arasindaki pntilarin incelenmesi;

(3) Hilbert uzaylarinin  direkt toplami Gzerinde tanimda direkt toplam
operatorlerinin  kuvvet sinirlgr ile onlarin koordinat operatérlerinin kuvvet
sinirhhigr arasindaki bantilarin irdelenmesi;

(4) Hilbert uzaylarinin direkt toplami (zerinde tanimda direkt toplam
operatdrlerinin polinomsal sinirigh ile onlarin koordinat operatorlerinin polinomsal
sinirlihgr arasindaki baintilarin irdelenmesi;

(5) Hilbert uzaylarinin direkt toplami (zerinde tanimda direkt toplam
operatdrlerinin gegletiimis 6zdeger kiimeleri ile onlarin koordinat operatérlerinin
gengletilmis 6zdeger kiimeleri arasindaki Bmtilarin aratiriimasi;

amaclanmakdadir.



1.2. Gerekli Kavram ve Agiklamalar

Bu boélimde tezde kullanilacak gerekli leamrve agiklamalar verilecektir.

Tanim 1.2.1 (Metrik Uzay, ([34], s.11): X bacs olmayan bir kiime ve
d: XxX >R, (xy) -dx)
bir fonksiyon olsun. Eer d fonksiyonu herx, y, zO X i¢in

(@) d(x y)=0;

(b) d(x, y) =0 < X= y(0zdslik aksiyomu);
©) d(x y)=d( y ¥ (simetriklik aksiyomu);
) d(xy)<d %3+ d z Y (tcgen gitsizlizi),

ozelliklerini sa&liyorsa onaX Uzerinde bir uzaklik fonksiyonueyametrik adi verilir ve
(X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.
Ornek 1.2.2([35], s.5) X =R olmak uizere

d: RxR - R, (xy) - d(xy)=|x

seklinde tanimlanaml donsimia R Gzerinde bir metriktir. Bu mefte R zerinde mutlak

deger metrgi denir. Gergekten;

(@) Herx, yOR icin d(x y)=|x= y=0;

(b) Herx, yOR icin d(X y)=|x- y=0<= x y=0= x Yy

(c) Herx, yOR igin d(x y)=|x= y=|[(-)(y- 3=~ v k= d y ki

(d) Herx, yOR icin d(x y)=|x-y=|% z =z |g| x |2| 2|3 (d, )& (d 2
sartlari sglanir. O haldeg(R,d) bir metrik uzaydir,

Tanim 1.2.3 (Ayrilabilir Metrik Uzay, ([34], s.19): (X,d) bir metrik uzay olsun. ger

bu metrik uzayda sayilabilir gon bir kiime bulunabilirse bu metrik uzaya ayrilabrietrik

uzay denir.

Orngin; Q O R rasyonel sayilar kime§R,d) uzayinda ygun oldygundan dolayi

(]R,d) metrik uzayi ayrilabilir bir metrik uzaydir.



Tanim 1.2.4 (Lineer Uzay,([34], s.3): X bos olmayan bir kiime veK (R veya C) bir

cisim olsun.

+HXX X X, (X)) - ¥y, x¥ X

«Kx X=X, (0¥ -ax,a0K x3dX
donigtmleri ile toplama ve ¢carpmalemleri denilen glemler tanimlansin. Bulemler her
x,y,zO X ve g, 0K icin sgagidaki kasullar salasin:

(@) x+y=y+Xx

(b) x+(y+2 =(x Y+ z

(c) x+0=x bantisini sglayan bir tekOLI X elemani vardir;

(d) x+(—x) =0 bagintisini sglayan bir tek-x0 X elemani vardir;

(e) 1x = x;

) apX)=(aB)x;

(@) al{x+y)=alx+aly;

(h) (o +B)x=a x+ BK;
Bu durumdaX e K cismi Gizerinde bir lineer uzay (vektér uzayi) dei 'nin elemanlarina
skaler, X in elemanlarina ise vektéadi verilir. K =R (K =C) ise X e bir reel (komleks)

lineer uzay denir.

Ornek 1.2.5([34], s.5) S bir kime ve X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. Bu

durumdaF (S, X):={ f: S Xbirfonksiyor} olmak iizereF ailesi
(f+a)(x)=f(x+a(x . I HSX
(af)(x)=af(x),a0K, fOF(S X

islemleri altinda bir lineer uzaydir

Ornek 1.2.6([34], s.5) X ve Y iki lineer uzay olsun. Bu durumd& xY uzay
00 y)* 00 %) =0t % w+ y) (8 Y (% YO X
a(xy)=(axay),adK,(xy)O XxY

cebirsel glemleri altinda bir lineer uzaydir.

Tanim 1.2.7 (Lineer Altuzay,([34], s.3): X birlineer uzay ver 0 X, Y£[ olsun. Eer

Y kimesi X lineer uzay! lUzerinde tanimlanan cebirgémler altinda kendi ana bir

lineer uzay olgturuyorsaY'ye X 'in bir lineer altuzayi denir.



Ornek 1.2.8([35], s.53) X bir lineer uzay olmak tzeré ={0} O X alt kiimesiX 'in bir
lineer alt uzayidir.

Omek 1.2.9 ([35], $.56) R" ={x=(X,...%,..) %.,%,..xOR} kiimesi K =R cismi
uzerinde

X+y=(X+¥% %+ %o X+ ¥) . (X X ¥ ¥( ¥ Yoo JOR”
ax=(ax,ax,..ax) ,a0R ,x=(x,%,..x)OR"

islemleri altinda bir lineer uzay olup
X ={x=(x,% %): %= % ve x=Q¢OR’
alt kiimesi ayni cebirsgjlemler altindaR*’(in bir lineer altuzayidir.
Tanim 1.2.10 (Normlu Lineer Uzay,([34], s.31) X, K cismi Uzerinde taniml bir lineer

uzay olsun. Ber [ : X - R, x - ¥, dénisimii herx, yO X ve hera 0K igin

(i) Id =0 :
(it) Il =0 = x=6,

(i) larx], =[all ] ;

(i) [x+ ¥l <[4 +] o, ( ticgen sitsizligi)
kosullarini s&liyorsa ona X lineer uzayi tzerinde bir norm ve bu durum@&,”[ﬂw

ikilisine bir normlu lineer uzayeyanormlu uzayadi verilir.

Ornek 1.2.11([34], s.35) X veY iki normlu uzay olsun. Bu durumdx xY lineer uzayi

[0 ) =PA +1 5

seklinde tanimlanan norm altinda bir normlu uzaydir.

Ornek 1.2.12([34], 5.35) (= {(xn):anC, n=1> | x| <oo} , 1< p< lineer uzayi,
n=1

her (x,)0¢, icin

oo, =(S )

seklindeki fonksiyon altinda bir normlu uzaydir.

Tanim 1.2.13([36], s.55) Bir X kimesi lzerinde tanimIC (R) -degerli, = -6l¢ulebilir,
|f|p, 1< p <o fonksiyonunun biry 6lcimine gore integralinin sonlu ofglu 7 denklik

siniflarinin ailesinin tumil, (X, %, 1) ile gésterilecektir. Bul, (X,X, ) lineer uzayi



1/p
"f”Lp 3:(I|f|pd,uj , 1< p<oo
X

fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir ([36], s.59)

Ozel durumda ger, X OR, 3, X'in Lebesgue oOlcllebilir alt kiumelerinin
olusturdugu o -cebirive =1 Lebesgue 6lciimiiisk, (X,X, #) Lebesgue uzayL, (X)
ile gosterilecektir.

Tanim 1.2.14 (Yakinsak dizi([34], s.12; s.36): (X||[|11J normlu uzay,(x,) O X bir dizi

olsun. Ber xO X igin lim|x, - X, =0 ise, (x,)0 X dizisi xOX elemaninalf,

normuna goére yakinsiyor denir ve bu durunb(nDr[ﬁ&wD» X ya da limx,=x

n-o

notasyonlarindan biriyle gosterilir.
Ornek 1.2.15([34], s.38) (f,)OC([0,4],R):={f|f:[0,1] - R ve siirek}i dizisi her
t0[0,] icin f,(t)=t", n=1 seklinde tanimlaniyor.(f,) dizisi (C([O]] R) ||[|11)

1
|11, :Hf (t)|at, fO0C([0,4 R) normlu uzayindaf (t) =0 noktasina yakinsaktir.
0

Gergekten;

1 1
) 1
||fn-f||1=£ fn(t)-f(t)\o't=fo(t ~0)dt=—= - 0

oIdugundanLi[rl” f, = |, =0 bulunur. Bu isef, (t):=t", n=1 dizisinin |[fj normuna gére

f (t) =0 noktasina yakinsagini gosterir.

Tanim 1.2.16 (Cauchy Dizisi([34], s.12; s.36) (X||[|11K) bir normlu uzay ve(x,) 0 X
bir dizi olsun. Ber her £>0 igin m,n>n dogal deserlerinde |x, - x|, <& olacak
sekilde bir n, DN sayisi bulunabilir isgx,) 0 X dizisine (X||[|11A normlu uzayinda bir
Cauchy dizisdenir.

Omek 1.2.17.C([0,] R) ={ f| f {0, - R ve sireiolmak iizer¢ f,) 0 C([0,1] R)

dizisi hert0[0,] icin f,(t):=t" seklinde tamimlaniyor( f,) dizisi



(c(og &) i) . |1 II-Hf Jdx. foc([o.q R)
normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olup

(c(fog &) Jin.) Jtl. = suf f (x| xo[ o} fOC([ o)
normlu uzayinda bir Cauchy dizisigklir. Gercekten;

Ik olarak (f,) dizisinin (C([O]] ,R) ||[[H) normlu uzayinda Cauchy dizisi olglu

gosterilsin.n,mON ve n>m olsun. Bu halden>m oldugu igin
I t]dt= J( t)dt=—— <

1
m+1l n+l m
5 - . 1 .
oldugu elde edilir. Eger here >0igin n, = ”—Hﬂ alinirsa hem n> n igin
£

1
” fo - fm||1<a<£

oldugundan

[0 fal, <&
oldugu bulunur. Oyleyse(f,) dizisi ( ([0.1, )||[m) normlu uzayinda bir Cauchy
dizisidir.

simdi ( f,) dizisinin (C([0,1] ) Ji,) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olmgus
gosterilsin. Aksine(f,) dizisinin (C([0,1] .R) Jfi,) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi

oldugu varsayilsinn,mON ve n>m olsun. Bu halden>m oldugu igin

|f,

esitli gi elde edilir. Kolay hesaplamalarla

supt"-t" :0st< }z(%)m( 1—%‘)

esitli gi bulunur. Buradan

m o m
-t =3 ()

esitli gine ulailir. Buradam= k[ON ve n=2k[N alinirsa

m:ost< }: SU|{)t"‘—t” &t< }]




k
K \2k-k k 1 1)1
It =) [ =34

olur ki bu durumdagz:—; icin :11<é esitsizligine ulailir. Bu ise bir cekkidir.

Dolayisiyla( f,) dizisinin (C([O:I] R) ||[|1]w) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi gilir.

Tanim 1.2.18 (Tam Uzay([34], s.16; s.36) Eger bir normlu uzayda her Cauchy dizisi bu
normlu uzayda yakinsak ise o uzaya tam uzay denir.
Tanim 1.2.19 (Banach Uzayi([34], s.16; s.48) Tam normlu uzaya bir Banach Uzayi

denir.

Ornek 1.2.20 ([35], s.33) 7, ::{z::(zl,..., z,..) (z)0C snirl birdizi} lineer uzayi
tizerindel[fl :¢,, — R normu herzO¢,, icin
[2] =supf| 3 :roon)
seklinde tanimlaniyor. Bu durum({am,” Eﬂw) normlu uzayi bir Banach uzaydir.
Gergekter*(;z(“)) :(( 208 .9 )) aOs, ,(ﬁm [|[n]w) normlu uzayinda bir Cauchy
dizisi olsun. O halde heg >0 sayisina karlik bir N (5) UN dogal sayisi bulunabilir yleki
her p,q0ON; p, = N(¢) icin

A9 49 g

0

bagintisi d@grudur. Burada
AP _ A9 :sup{‘ 37 - éq)‘ : IGN}

oldugundan son gtsizlikten her kON igin (zﬁ”))DC kompleks sayi dizilerinin her
p,qON; p, g= N(¢) igin

-
sartini sgladigl goraltr. O halde hek [N igin (z&")) O C kompleks sayi dizilerinin her
biri birer Cauchy dizisidir. Dolayisiyla Cauchy yakaklik kriterine gére hekON igin

(z&")) O C kompleks sayi dizilerinin her biri yakinsaktir.iHelIN i¢in z 0 C olmak tizere

z.:=lm 4" vez:=(z, 2,..., 7,..)

n- o
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olsun.

(a) zO¢,,'dur. Gergekten; (z(”)):((zf”), A4 )) 0/, ,(ﬁm ”[n]w) normlu
uzayinda bir Cauchy dizisi olgundanl> O sayisina karlik bir N =N (1) N dogal sayisi
vardir dyleki herp,qON; p, g= N(¢) igin

-
Ozel olarak henON , n> N igin

_iN) <1

00

seklindedir. Bu durumda

M| =

V- 4] ko)
oldugundan hetk DNve n(ON, n> N igin

-4

olup buradan
(n)

<1

<1+|2N

olur. HerkON igin |ZM|< |2V

oldugundan herkONve nON, n= N igin

e ]

esitsizligine ulgilir. Ayrica herkON igin z :=lim z‘k”) olduzundan

)

%=
seklindedir. O halde sonigsizlikten herk N igin

! )

lim

n-oo

Yani herk[ON igin

<lim (1+H2(N

Nn- o

3l s1+2],

oldugu elde edilir. O halde
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(b) lim 2" - Z dir. Gergekten;(z(”)) :(( 2400 )) 0, ,(fm ”[n]m) normlu

Nn- oo

uzayinda bir Cauchy dizisi olgundan hers >0 sayisi igin§>0 sayisina karlik bir

N(%}DN dogal sayisi bulunabilir 6yleki hep, qUN; p, 9= N(%j icin

&

Hz(p)_z(Q) <t
o2

seklindedir. O halde
Hz(p) _ 2((1)”()o :sup{‘ ip) _ éq)‘ : IGN}

oldugundan hetk N ve herp,q0N; p, q= N(%) icin

o<

esitsizligi bulunur. Herk ON icin z =lim z(k") oldusundan pON ve KON sayilari sabit

olarak gz 6nine alinginda son gtsizlikte q — +oo icin limit alindginda herk, pON

oyleki p= N(%j icin

lim |20 - 49| <lim £
qlﬂw % 2'(< ‘ t:MZ
dolayisiyla
(p) _ <£
27 - 2[<3

oldugu bulunur. O halde hepN; p= N(%} Icin

-4

seklindedir. Sonug olarak herJN , n> N(%j icin

-4

i :sup” i”)— ;‘ : IGN} sg<£

<&

00
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oldugundan (z(”)) O/, dizisi (Em,” [ﬂw) normlu uzayindazJ/_ noktasina yakinsaktir.

Dolayisiyla (.| 0, ) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak glthdan (... o )

normlu uzayi bir Banach uzayidir.

Ornek 1.2.21([35], s.38) (R,+,[)] reel sayilar cismi vea,b[0R; a< b olan iki reel sayi
olmak iizereC([a, b],R) lineer uzay
C([ab].R)={f|f{al-R ve f sirek

seklinde tanimlaniyor. Bu durumda

(c((a82) ). =] (3] o, 1 [ = b2)

normlu uzay bir Banach uzay glir.

Gergekten; hemN igin

0 , asx<O0

f.(x)=<nx, 0< x<%

1 , 1SXsb
n

seklinde tanimlanar(f,) dizisi (C([a b],R),[,) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi

olup yakinsak bir dizi dgldir.
Tanim 1.2.22 {¢ Garpim Uzay1,([34], s.51;5.53) X, K(K=C, K =R) cismi tizerinde
bir lineer uzay olsun. ger (J0, :X xX - K donumu;

a) OxO X igin (x,x), 20 ve (x,x), =0 = x=6;

b) Tx, yO X igin (x,y), =(y% %), ;

c) Ox,yO X veaOK igin (ax,y), =a(xy),;

d) Ox,y,z0 Xicin (x+vy,2), =(x 2 +( y ¥,
kosullarini sg&liyorsa onaX lineer uzayi Uzerinde bir i¢ ¢carpim fonksiyor(LX,(DE)]X)
ikilisine de i¢ carpim uzaydenir. Ezer K =C (K :R) ise ona kompleks (reel) i¢ carpim

uzay! denir.

K =R durumunda hek, yO X icin (x,y), =(y. ¥, ssitli gi dogrudur.
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Ayrica herx, yOI X ve her a, 0K igin
(1) (ax+,8y,z)x=(axjx+(,8yixza( X)Zx+ﬂ( y)%<;

(2) (xay), =(ay. X, =a(vR, =a( ¥}, =a( x ¥,

(8) (xay+B2), =(ay+Bz}, =a( y ¥ +B( 7K
=a(y.x), +B(z ), =a( %y, +B( x 3,
bagintilarinin dgrulugu elde edilir.

Ornek 1.2.23([37], s.40) aOC[a b ,a(t)>0, t0[ad olmak uzere

(f.9), g = @(0) F(0)0(D ek, f.00 L a Y

seklinde tanimlanan dogim Lz[a, b] lineer uzayi Uzerinde bir i¢ garpim fonksiyonudur.

Gergekten;

ayHer £ 0L, [ab] igin (1,1),,., = a(t) () T(Odt= ()t (9 dtz0,

a

Eser

b

() oy :Z[a(t) f(0) T dt=[a(®) £ (9 de=o0

ise hertO[a,b] icin a(t)>0 oldugundan hetO[a,b] icin |f(t)=0 A-h.h.y olup
buradan hetO[a,b] icin f(t)=0 A-h.h.ydir, yani (f,f)=0 ise f =0 A-h.hy

oldugu bulunur.

Tersine,ger f =0 ise

(1) :;fa(t) f (t)mdtzia(t)\ f (1) dt:EOdt: 0

olup (f,f),_ =0 eitli gi elde edilir.

b) Her f,gOL,[a,b] icin

(1) =[a() 1) 0() cn= () T(9o( Y a
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c)Her f OL,[a,b] ve BOC igin

(IB g L[ab] '[,30' dt ﬁja ()dt_ (f’ @Lz[a,b];
d) Her f,g,h0L,[a H icin

(f+h,g)L2[a,b]=§a(t)(f(t)+h(t))ﬂ OIt=i(a(t) () dd+a() () d)) d

=[a(t)f (t)g(t)d”ia(t) h() o(9 dt=( 1, 9 1y *( B 9 1y

a

Tanim 1.2.24 {¢ Carpimin Urettigi Norm, ([34], s.56): (X(Dj]x) bir ic carpim uzayi

olmak Uzerexd X ic¢in

I =(x %"
seklinde tanimlanan fonksiyoX Uzerinde bir norm olup ve bu norma i¢ carpimirttife
norm denir.
Tanim 1.2.25 (Hilbert Uzayi,([34], s.63): Eger bir i¢ carpim uzay! i¢ carpimin Urgtti

norma gore tam ise bu i¢ carpim uzayina Hilberyudanir.
Ornek 1.2.26 ([34], s.64) (CO:¢,x0, - C, (z,w) ;i zw, =( 7, w( Wwor,
n=1
fonksiyonu
Ez::{(xn):an(C ,nZl,i|)§]|2<oo}
n=1

uzay! Uzerinde bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur &guzay! bu i¢ carpimin tregi

V2 _
=54 =0
normuna gore bir Hilbert uzayidir.
b
Ornek 1.2.27 ([34], s.64) X =L,(ab), fg:jf oddt f,gIL(ah, aBR
fonksiyonu L, (a,b) tizerinde bir i¢ carpim fonksiyonu olup (&, b) uzayi bu i¢ carpimin
rettigi

b y2
(1w = [t et f0L (00, am

a
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normu altinda bir Hilbert uzayidir.
Tanim 1.2.28 W, (a b) Sobolev uzayi([38], s.50): L,(a,b),a bOR lineer uzayinda

|| f ”iz(a,b) +|| f ’||2|_2(a,b) <@

kosulunu sglayan olculebilir f fonksiyonlarinin olgturdugu aiIeV\lzl(a, b) ile gosterilir.

Bu durumdaV; (a b lineer uzay

(f’g)Wzl(a,b) :=(f,g)L2(aa+(f',g)L2(at) , f,g0W(ah

ic carpimi ile bir Hilbert uzayidir. Bu uzaya Sodoluzay! denir. Ayrica

W (a={ 10w (abd: (3= (b=

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.29]34], s.7; [39], s.238) X veY ikilineer uzay oIsunD(A), X in bir lineer
altuzay! olmak UzereA: D(A) O X - Y olan her dongiime bir operator adi verilir. Bu
durumda

D(A):={x0 X: Axtanimhi} O X kiimesineA operatoriiniin tanim kiimesi,

R(A=AD(A={y= Ax X O 0O ) kimesine ise A operatdriiniin der
kiimesi,

Ker A:={ xO D( A): Ax=0} 0 X kiimesine iseA operatoriiniin sifir kiimesiya
cekirdesi denir.
Tanim 1.2.30 (Lineer Operattr,([35], s.82): X ve Y ayni bir K cismi Uzerinde iki lineer

uzay, D(A), X' in bir lineer altuzayi veA: D(A) 0 X - Y bir operator olsun. ger her

x,yO D( A) ve hera, 0K igin

Alax+By)=a N N+B A
ise A operatortine bir lineer operatér denir.
Tanim 1.2.31 (Birim Operatdr, ([35], s.84): X bir lineer uzay olmak tzerge: X - X,
her xOO X igin Ex= x seklinde tanimlanan operattre birim operatér denir.
Tanim 1.2.32 (Sifir Operato6ri,([35], s.84): X bir lineer uzay olmak tGzere: X - X,
her xO X igin Ox = x seklinde tanimlanan operatotre sifir operatori denir.

Ornek 1.2.33([35], s.84) Birim ve sifir operatorleri lineer operatorlerdir.
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Ormnek 1.2.34 ([35], s.90) A:R? - R?, A(x,%)=(%.0),(%,%)0OR? seklinde
tanimlananA operatord lineerdir.
Omek 1.2.35:A:C[a -~ daB, A }= {}+1 0 ¢ a} seklinde tanimlanam
operatoru lineer dgldir.

Gergekten;f, gOC[a l igin f+gOC[al olup lineer operatdr tanimindaki

a=p=1icin

olup

A(f+g)(t)z Af(t)+ Ag( )
oldugundan A operatori lineer dgdir.
Tanim 1.2.36 (Surekli Operator,([35], s.96): X veY iki normlu uzay,D(A), X in bir
lineer altuzayi vea: D(A) 0 X - Y bir operator veall D( A) olsun. EBer here >0 igin
5>0 sayisi vardir dyleki|x-a|<d olan OxOD(A) icin |Ax- Ad<e esitsizligi
sglaniyorsa A operatoriix = a noktasinda sureklididenir. A operatdri herxd D(A)

noktasinda surekli ise ona surekli operatémir.
Tanim 1.2.37 (Sinirli Operator,([35], s.91): X ve Y iki normlu uzay veA: X — Y bir

operator olsun. ger herxd X igin
|4, < M4,
olacaksekilde sabit birM >0 sayisi varsaA operatérine sinirli operatdenir. X 'den

Y 'ye tum sinirli operatérlerin ofturdugu aile B(X,Y), 6zel olarakX =Y ise bu aile
B( X) ile gosterilecektir.
Ornek 1.2.38([37], 5.55) k(t,s) fonksiyonuD =[a,b] x [a,H, a KIR karesel bélgesi

uzerinde kompleks gerli stirekli bir fonksiyon olmak tzere hdrOL, [a, b] icin

b

KF (t):=[k(ts) f(9 d

a
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seklinde bir operat6r tanimlansin. Bu operattr Im&airli bir operatordir. Gergektek

operatorinun lineer olgu acik olup sinirli oldgunu gosterilsin. Herf DLz[a, b] icin

Cauchy-Schwarzsésizliginden

it (30 <1 0¥ b 0F

olup

K = 9 (309 o] €]l 6 s

a

oldugu ve buradan hef 0L, [a,b] i¢in Kf OL,[a,b] oldugu ve

bb , y2
HHLMSUW@%dwﬂHtM

esitsizligi elde edilir. DolayisiylaK:L,[a,b] - L[aH operatorinin sinirli olgu

goraldr.

Ornek 1.2.39([34], 5.92) C([a b],R)={ f| f[a ] - R ve f siirek}i ve
C'(lab.R)={flf]ald-R, f{al-R varve f sireKi

olmak lzere

s: (o4 RIfL) - [od R m) I 1. = suff (3] [ ol
S(f)=f, foc([o] R)

seklinde tanimlanan doégiamuin lineer olup sinirli bir dogiim dezildir.

Tanim 1.2.40 {zdisum Operatori, ([34], s.155): X herhangi bir lineer uzay olmak tizere

P: X - X, P = Psartini sglayan operatdre izgiim operatorii denir.

N 00
Ornek 1.2.41:H =C? ,P:C* - C?ve P :(0 J ise P bir izdisiim operatoriidiir.

Gergekten; hex = [Zj OC? igin

eerter=(o 3o (e AR W)

olup buradanP? = P oldugu gorulur.
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Tanim 1.2.42 (Nilpotent Operatér, ([34], s.246): H bir Hilbert uzayi ve AO B(H)

olsun. Bu durumdaA" =0 olacak sekilde bir n(ON sayisi mevcutsaA operatoriine

nilpotent operator denir.gr bir nON icin A" 20, amaA" =0 ise nON sayisinaA

operatdriinun nilpotentlik derecesi denir.
Ormek 1.2.43: ([40], s.301) S:L(-11) - L(-13, Sf >)=j f(ydt, O L(-1)

seklinde tanimlanan ters simetrik Volterra operatitpiotentlik derecesi 2 olan bir nilpotent

operatordur.
Gergekten; hef OL,(-1,1) icin
X X[t
S((3)= st Y= 5 Ocd=[[] &) d wo
-X =X\ -t
olup buradanS# 0 ve S* =0 oldugu elde edilir.
Tanim 1.2.44 (Operatoriin Normu,([34], s.97): X ve Y iki normlu uzay veA: X - Y
sinirh lineer bir operatér olsun. Bu durumda
1A ::inf{M: M >0 ve OxO X icin | A, < M| >HX}

saylisinaA operatorinin normu adi verilir.

Teorem 1.2.45[35], 5.92) X veY ikinormlu uzayveA: X - Y sinirli lineer bir operator

| A,

|4

normu icin aagidaki alternatif formaller dgrudur:

olsun. Bu takdird

:xO X ve x# QX} kiimesiR 'de sinirli olup A operatdrinin

(1) |A|=su ||”'?(|>|4|Y X0 X vex# QX}
X

(2) A =sud |Ad, x0 X ve §, <} ;
(3) [Al=sud [, :x0 X vel §, <} ;
(4) A =sud [ A4, X0 X ve f, =} -
Ornek 1.2.46 ([35], s.93) X bir normlu uzay olmak Uzeré& : X — X birim operatori

sinirli bir operatér olufE| = 1'dir.

Ornek 1.2.47([35], s.93) X bir normlu uzay olmak tizef@ X — X sifir operatérii sinirli
bir operator olud|0]| = 0’dr.
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Ornek 1.2.48([34], s.104) Her z=( 3, 3,..., ,..)0¢, icin
T(2)=(0,42,2,42, 2..)
seklinde birT donumu tanimlansin. Bu durumdell/,
(2 =l(0.42.3.42, 2.
=16[z) +|2[ +16 2] + 16 4"+

<16) 3 <o
n=1

olup T(2)O¢, dir. Yani, T: ¢, - ¢, seklinde bir dongumdir. AyricaT donitimi sinirli
lineer bir dongiim olup|[T||=4'tir.

GergektenT donigumundn lineer bir doniiim olduysu aciktir. HerzO /, igin

(@) =16Xaf =14 £,

oldugundan
[T(2)], <44,

esitsizligi dogrudur. O haldeT : ¢, — ¢, doniumi sinirl ve|T| < 4’dir. Diger taraftan
IT||:= sup{ HT(Z)H”2 1200, ve =}

oldugundane:=(1,0,...,0,.)0¢, icin

=4

[

o, =1 T(9=(0,4,0,4,..) ve|T(¢)

seklindedir. Dolayisiyla4<|T|'dir. Sonug olarak|T|<4 ve 4<|T| esitsizliklerinden
IT|=4 ssitligi elde edilir.
Omek 1.2.49: ([34], s.103) C([0,4 R)={f|f {01~ R vef siireki ve

|1, =sup|f (x)] :xO[ 0.3} . fOC([ O.LR) olmak tizeref OC([0,1] R) igin

1
Af (t):=] f(t)dt
0
seklinde bir dongim tanimlansin. Bu halde

fra=]|(9fans 11, o=l 1.

¢ (9]
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olup her fOC([0,4 R) igin AfOR olur, yani A:C([0,].R) - R seklinde bir
fonksiyoneldir. AyricaA lineer operat6ri sinirli bir operator olulpn =1'dir.

Gergekten; hef OC([0,1] R) icin

Af ()] 1.
esitsizliginden A lineer operatorindn sinirli \ﬂeﬁ“ <1 oldugu elde edilir.

Dger taraftan

|Al=su |A(f) fOC([0.R) vd 1], =}
oldugundan herx0[0,1] i¢in g(x) =1 seklinde alinirsa
1
j g( 1) d{ =1
0

olup buradan isé< || A| oldugu elde edilir. Sonug olargld|| <1 ve 1<||A| esitsizliklerinden

g0C([0.9 k) [dl. = 1ve|Ag(y)=

|A|=1 oldugu bulunur.

Teorem 1.2.50([34], s.97) X ve Y iki normlu uzay olmak Utzere&X 'den Y '’ye tanimli
lineer sinirli operatérlerin ofturdusu B( X, Y) lineer uzayi| [ -operatér normu altinda bir
normlu uzaydir.
Tanim 1.2.51 (Operator Normunda Yakinsama([39], s.246): X ve Y iki normlu uzay
ve A, AOB( X Y), rz1olsun. Bu durumda,er here >0 icin en az birN ON mevcut
6yle ki her n>N icin |A - Al<¢ esitsizligi saglaniyorsa(A,) dizisi A’ya operator
normunda yakinsiyor denir.
Tanim 1.2.52 (Kompakt Kiime,([34], s.16; s.36) X bir normlu uzay veA 1 X bir kime
olsun. Eer her(xq) 0 A dizisi A kimesinde bulunan bir elemana yakinsayan biriait d
iceriyorsa A0 X kimesine kompakt kiime denir.

Orngin; R",n>1 Oklid uzayinda her kapali sinirli kiime kompakttir
Tanim 1.2.53(Kompakt Operator, ([35], s.405): X ve Y iki normlu uzay veA: X - Y

lineer sinirh bir operatdr olsun. Bu durumdgeeher sinirhM O X kdmesi icin (M)

kompakt iseA operatériine kompakt operator demdr’den Y 'ye tum kompakt operatérler

ailesiC,, ( X,Y) ile ayricaX =Yise bu aileC, ( X) ile gésterilecektir.
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Teorem 1.2.54([35], s.407) X ve Y iki normlu uzay ve A: X - Y lineer sinirli bir
operator olsun. Bu durumda operatdrinin kompakt operatér olmasi igin gerelyeter

sart her sinirli(x,) O X dizisi icin (Ax,) O Y dizisinin yakinsak alt dizi igeriyor olmasidir.

Ornek 1.2.55([34], s.213) H bir kompleks Hilbert uzay vey, zO H iki sabit eleman
olsun. Bu durumda
T:H - H,Tx=(xy), z X K

seklinde tanimlanan operator bir kompakt operatardir
Gercgekten; alinan hét O H sinirl alt kiimesi igin

T(M):{(x, y),, z: X0 I\/}
goruntt kiimesi igin

dimspar(T (M))<
oldugundan durum agiktir.

Ornek 1.2.56: H bir Hilbert uzayi(e,) , 0 H ortonormal baz olmak tizer&: H - H,

her xOH, x:ianq] ,i|0/n|2 <o icin
n=1

n=1

Ax= i a,.e.,
n=1

operatori kompakt gédir.
Gercekten; bu halde
Ag =g, , 2l

olup
M={e:nz3 OH

kimesi gbzoniune alinirsa hee1 icin
&) =(e. &) =1

olup M kimesi sinirhdir. Bu halde
AM ={g,: n=2}

olup
X, =€ ,N=2

seklinde allnlrsa(xn) dizisinin hicbir altdizisi yakinsayamaz. Clnki# m icin
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% =% =(e- &, e- ¢)=1+1=2
olup
1% = %[ =+/2

bulunur. BuradanAM O H kiimesinin kompakt olmagh dolayisiyla daAoperatorinin
kompakt olmadii elde edilir.

Teorem 1.2.57 ([37], s.92) H, ve H, iki Hilbert uzayr olmak Uuzere ger

(K,)OC,(Hy,H,), KOB(H,H,) ve|K,~K]| - 0ise KOC, (H,,H,) seklindedir.
Omek 1.2.58([37], 5.93) K:L,[ab] - L[aH, Kf(t jk(t,s) 3 d ve k(t,s)

fonksiyonuD =[a,b] x [a 1], (& HOR) karesel bolgesi lizerinde komplekgedi siirekli
bir fonksiyon olsun. Bu durumdi operatériiniin kompakt oldu gosterilsin. Bunun igin;

#,.4,.... L,[a.b] Hilbert uzayinin bir ortonormal tabani olmak tzdrg([a, b] x| a, )
Hilber uzayi icin

@, (ts)=¢ (1)x¢, (9, i,i=12,..
tabani gz oninde bqunduruIs({ﬂB?] ,S.33 . Bu durumda

+

k= Z (k’ ij )Lz([a,b]x[ab])W,J

i,j=1
esitli gi dogrudur. Ayrica
k” z( ) NELREY: )Wl ! NUN
i,j=1
seklindeki fonksiyonlar igin

||k_kﬂ||L2([a,b]x[ i) o 0

a ) No +o0

Ayrica

k(tg (3 d

seklinde tanimlanan lineer operatorleridimR(K,)<+e olduundan kompakt

K,:L[ab] - L[at, K f(§)=

m'—)U

operatorlerdir ([34], s.207). Ayrica

Ik - K, <]k 0,0 s

Lo([ab]{aH)
oldugundanK operatériniin kompakt olgu elde edilir ([37], s.92).
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C
Omek 1.2.59 ([37], s.93) K:/¢, - ¢, ,K(x,)=(Ax%), (1,)0C, A, - 0 ise K
operatori kompakt bir operatordir. Gergekten; bumhala hemON igin K : ¢, - 7, ,

Ko (4 %%, 1) (A% A%, % ,0,).

operatorler dizisi tanimlansin. Buractzh'mR(Kn)s n<o oldugundan hernN icin

K,OC, (¢,) ([34], 5.207). Ayrica he(x,) 0/, igin

Ka00) = KOO, =A% A 2n) = (Ax A sed 510,
= H(O’ 0, "'/1n+1xn+1 /1n+2Xn+2 "')HZZ

z( i |Aka|2j/2

k=n+1

w Y2
< sup|/1k|( 5 |xk|2j

k=n+1 k=n+1

< sup|4](x,)
k=n+l

l,
olup buradan henJN icin

I, = K[ < supl| - @
bulunur. Bilinen bir sonugtaik OC, (¢,) oldugu elde edilir ([37], s.92).
Tanim 1.2.60 (Kapali Lineer Operattr,([35], s.292): X ve Y iki normlu uzay,D(A),
X in bir lineer altuzayr veA: D(A) O X — Y lineer bir operator olsun. Bu durumad®
operatorinun grafi

Gr(A)={(x AY: x0 D A} O Xx Y
X xY normlu uzayinda kapall isA operatdriine kapali lineer operatér denir.
Teorem 1.2.61([35], 5.293) X veY iki normlu uzay,D(A), X' in bir lineer altuzayi ve
A:D(A)O X - Y lineer bir operator olsun. Bu takdirde operatdrinin kapall operator

olmasi icin gerek ve yetaart (x,) 0 D(A) igin lim x, = x ve lim Ax, = y ise xOD( A)

n-o

ve y= Ax olmasidir.

Ornek 1.2.62 ([35], 5.294) A:D(A) 0 C'[0,]] -~ ([ 0,1 , Ax= X olsun. Bu durumdad
operatorii kapali bir operatérdur. Gergektex;) O D( A) icin

x 000 xveAx, =x 000y
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olsun.C[0,1] normunda yakinsaklik0,]] tizerinde diizgiin yakinsald denk oldgundan

ve x, 00 - y kabuliinden

t

[)&'(T) ¢=x)- %0)

_t[y(r) dr :_t[lim x, (7) dr =lim

n-oo Nn— oo

Yani
%(1)= x(0) +i y(r) &

esitli gi elde edilir. Bu isex[] D(A) ve X = y oldugu anlamina gelir. Teorem 1.2.61'den
operatori kapali bir operatordr.
Ornek 1.2.63: ([41], s.121) T:D(T)0O L[0,4] - L[0,d , T = xf() D(T)=C|0.]]
seklinde tanimlanan operatdr kapalgieir. Gergekten( f, ),(h,) O C[0,] icin

(1, () 0B~ u(¥), (n,(9) 0 e u(y
ama

f.(1)=1h,()=0,n=1.2,..
seklinde tanimlansin. Bu haldgf, = x, Th, =0 oldugsundan durum agiktir.
Tanim 1.2.64 (Bire-bir Operator, ([35], s.614): X veY iki lineer uzay,D(A), X' in
bir lineer altuzayi veA: D(A) 0 X Y lineer bir operatdr olsun.gr her x, x, 0 D( A)
icin X, # X, bagintisi sglandiginda Ax # Ax bagintisi sglaniyorsaA operatorune bire-bir
operatér denir.

Tanim 1.2.65 (Eslenik operatér, ([39], s.353): H bir Hilbert uzay,D(A), H’ nin bir

lineer altuzay1,A: D(A) O H - H lineer bir operator véd (A) = H olsun. Bu durumda
D(A):={yO H:0x0 D( A igin bir 21 Hvardir dyleki( Ax, ¥, =( x},}

olmak tzere
A:D(A)OH-H, Ay=z

seklinde tanimlanan operatowe operatdriningenik operatori denir.
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Ornek 1.2.66([34], s.183): T,: 4, - £,, (c,)0¢,, T.(x%) =(¢c %) seklinde tanimlanan
operat6riin genigi bulunsun. Bu halde her(x,).(y,)0¢, ve hera,B0C igin
a(x,)+B(y,)0¢, olup

T(a(x)+B(w) =(a(a(x)+A( ) =(sla( %)+ (5 ¥))

=a(cx)+B(cy)=aT(x)+BT( ¥
bagintisindanT, operatérunin lineegdi aciktir. Her(xn)Dﬁ2 icin

w y2 w 12
(), = Slex | < {37 = f, . e=sumg <

olup TCDB(KZ) oldusu agiktir. O halde T, eslenik operatori var olup her

x=(x,), y=(y)0¢, icin

(), =2 6n =2 6y =( xT )
seklindedir. Buradan
Ty=(cw). y=( %0,

Yani T, =T dir.

2

Ornek 1.2.67:([37], s.78): V:L,(0,1) - L, (0,9 ,Vf(x) .:i f( t)dt seklinde tanimlanan

0

lineer Volterra operatérinunlenigi bulunsun. Bu durumd® operatérinin lineer olgu

aciktir. Ayrica herf,g 0L, (0,1 i¢in Couchy-Schwarzsésizligi de kullanilarak

M = | (0 f o[ 0 of
=

{(fxa [froraf |
|

1
1dtﬂf \dt ||f||
0

L,(0,9)

Yani
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M o <D T o

olup V operatoriinin sinirh olgw goralir. O haldev” eslenik operatorii var olup her

f,g0L,(0,9) icin

olup buradan
1
Vig(t) :j g(f)dt

Tanim 1.2.68 (Ozelenik operator, ([39], 5.359): H bir Hilbert uzayi,D(A), H’ nin bir
lineer altuzay, A:D(A)O H -~ H bir lineer operator veA”, A operatoriinin genik
operatorii olsun. Bu durumdaez D(A) = D(A') ve herf 0D (A) igin Af = A’f ise A

operatbriine 6z&enik operatddenir.

Ornek 1.2.69([34], 5.179) Her f 0C[0,1] icin T, 0 B(L,[0,1]) operatorii
(Te9)(9)= 1 (1) (9
seklinde tanimlansin. Bu durumda reefedi f DC[O,]] icin T, Ozslenik operatorddr.

Gergekten; heg, hO L,[0,]] icin

S ECE UL e ECRTSE TS

olup (Tf )D=Tf oldugu bulunur. f 0C[0,] fonksiyonu reel dgerli oldusundan f = f

f

olup (T, ) =T, esitii gi elde edilir.
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Tanim 1.2.70([35], s.555) S ¢, - ¢,, S( x)=( x.)=(0, x %..) ve §:¢, - ¢,

S(%)=(%.)=(% % %..) operatorlerine sirasiylg, lineer uzay: iizerinde ga ve sola
Oteleme operatdrleri denir.

Ornek 1.2.71 ([34], s.171) S :/¢, -~ ¢, saa Oteleme veS:/, - ¢, sola oteleme
operatorleri lineer operatdrler olup glenik olmayan operatdrlerdir.

Gergekten; hex=(x,), y=(y,)0¢, ve hera, 0K icin

S (ax+By)=S((a )+(8 )
=(0,a%+ By, ax%+BY,..)
=(0,a%.,0%,..)+(08Y, BY, .-}

a(0,%,%,.)+B( 0.y .Y, ..}

=a(%1)*+ B(Yna)
=aSx+BSy

olup S : ¢, - ¢, sasa Oteleme operatori lineerdir. Bengekilde § : ¢, - ¢, sola 6teleme

operatdrintin de lineer olgu gosterilebilir.

S#a Gteleme ve sola dteleme operatorlerigiergkleri ise her(y, ) 0/, icin
S(% % %-)=( % % %)= ¢
ve

S(% % %-)=(0y,¥,.)= §
olup her ikisi de 6zg¢enik olmayan operatorlerdir.

Tanim 1.2.72 ( Normal operator,([39], s.379): H bir Hilbert uzayl,D(A), H’ nin bir
lineer altuzayi, A: D(A)O H — H bir lineer kapall operatér veA”, A operatoriiniin
eslenik operatori olsun. Bu durumdaes;

a) D(A)= D(A*) ve

b) Her f OD(A) igin | Af|, =| A f]_
ise A’ya H 'da normal operator adi verilir.
Omek 1.2.73 ([34], s.176) Her fOC[0,d] icin T,0B(L[0,1]) operatori
(Tf g)(t):: f(t) g(t) seklinde tanimlansin. Bu durumdaT, operat6ri normal bir

operatordur.
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Gergekten; Ornek 1.2.69'dan hef1C[0,]] igin (Tf )D:TT oldugu bilinir. O halde

her gOL,[0,1] icin
ve

olup
T (1) =(T) T
ve buradan dd, operatoriinin normal bir operator ofgubulunur.
Ornek 1.2.74[42]: A:D(A) 0L (0,1 - L(0,d ,Au(t) = d(9+ a } , IR,
D(A):={uDW (0.1 : (D)= | 0}
seklinde tanimlanan operator bir normal operator@arcekten, bu durumda
Av(t)=-v(t)+aV 1,
D(A)={vOw (0.9 : (9= (0}
olup, D(A) = D(A') ve heru(t)0L,(0,1) igin
[Ad] o =l + ad oy =l-d+ af o= A
Yani A normaldir.
Omek 1.2.75 ([34], s.177) S:(, - £,, $(¥)=( x.)=(0, x X.) saa Oteleme
operatorii normal bir operatér gielir. Gercekten; hefy,)0¢, icin
SN % %) =( % % %)= §
oldugu bilinir. O halde he(x,) 0/, icin

S(S(x % %)= & .8 xx:x)= 60, x,%)=( 1 %%}

ve

S((x % x))= 1% xx:x))=,6,x:%,8=(0,,%,%.

olup

§$# 88
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Yani sa&a Oteleme operatdrti normalgileir. Benzersekilde sola 6teleme operatérinin de
normal olmadii gosterilebilir.
Tanim 1.2.76 (Uniter operator,([39], s.364): H bir Hilbert uzaylA: H - H bir lineer

operatdr veA”, A operatoriniin genik operatorii olsun. Bu durumda: H — H birim
operator olmak lizereger AA’= A’ A= E ise A operatoriine uniter operator denir.

Ornek 1.2.77([34], 5.181) Her f 0C[0,1] icin T, 0 B(L,[0,1]) operatorii
(Ta)(t)= (1) o(Y
seklinde tanimlansin. Bu durumdgee f 0C[0,1] icin |f (t)| =1 iseT, operatorii bir tiniter

operatordur.

Gergekten; Ornek 1.2.69'dan hef1C[0,4] iin (T,) =T, oldugu bilinir. O halde

her gOL,[0,4 icin

olup

ve dolayisiyla

T, (1) =E

esitli & bulunur. Benzesekilde (T, )DTf = E ssitli i elde edilir. O haldeT, operatérii bir
Uniter operatordur.
Tanim 1.2.78 (Pozitif Operator,([39], s.411): H bir Hilbert uzayi veA: D(A)O H - H
bir lineer 6zglenik operatér olsun. g&r herxd D( A) igin

(Ax %), =0
ise A operatdrine pozitif operatoér denir ve= 0 semboli ile gosterilir.

Tanim 1.2.79 (Spektrum, Rezolvent Kiime([35], s.371): H bir Hilbert uzayi, D(A),
H'nin bir lineer altuzay! veA: D(A) 0 H - H lineer bir operatdr olsun. Bu durumda

E:H - H birim operatér olmak tzere
(1) o, (A)={AD0C:bir xOH, x20 icin Ax=A ¥  kimesine A’nin  noktasal

spektrumu denir.
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(2) o

C

(A) ::{A OC: A-AE bire-bir, R A1 B# H, § A1 E= I}I kiimesine
A’'nin surekli spektrumualenir.
(3) 5, (A):={A0C: A-AE bire-bir, T A-A B# H  kimesine Anin kalan
spektrumuwdenir.
(4) o(A)=0,(A Do, (ADo, (A kimesineA’'nin spektrumwenir. Bu halde
o(A)={A0C: A-AE terslenemezdi
(5) p(A)=C\o(A) kimesineA’nin rezolvent kiimesi denir. Bu halde
p(A)={A0C: A-AE terslenebilirdif
(6) A00,(A) sayisina A’'nin 6zdageri, Ax=Ax xJ H, x#0 denkleminin

¢6zimune iseA’'nin A 6zdeserlerine kagilik gelentzvektoridenir.

Tanim 1.2.80 (Rezolvent Operator([35], s.370): H bir Hilbert uzay1,D(A), H’ nin
bir lineer altuzayr veA: D(A)O H - H lineer bir operator olsun. Bu takdirdé bir
komleks sayl1,E ise birim operator olmak tuzerd, = A—AE operatori terslenebilir (tersi
var ve sanirl) ise

Al=(A-AE)"
operatbriineA operatériinin rezolvent operatori denirR’ﬁe( A) sembollyle ifade edilir.

Teorem 1.2.81([39], s.299) EgerA lineer operatdri sonlu boyutlX lineer uzayinda

tanimli bir operatér iser, (A) =0 ve g, (A)=0.
Teorem 1.2.82[39], 5.382) H bir Hiloert uzayi, A0 B( H) olsun.
(a)Eger A= A ise, 0, (A)=0,0(A) O[-|A.|A]
(b) Eger A normal bir operator isez, (A) =0 .
Teorem 1.2.83[35], 5.390) H bir Hilbert uzayi olmak tzerd B(H) ise o(A)# 0 .

Tanim 1.2.84 (Spektral Yaricap,([34], s.188): H bir Hilbert uzayi, T 0 B( H)olsun.

Bu durumda
sup{[4] A Do (T)}

sayisinal operatdriiniin spektral yaricapi denirry§T ) sembolii ile gésterilir.
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Ornek 1.2.85([43], 5.223) H =L,(0,1) uzayindaA: L,(0,1) - L,(0,) ,

Af(x)=:[min(x,y) (y) dy

seklinde tanimlanan operat6riin spektrumu ve spekénatap! bulunsun.

Bu halde hef OL,(0,1) icin A operatorii

Af(x):imin(x, ) f()bdy:_i v Y dy f< () o

seklinde yazilabilirilk 6nce A operatériiniin noktasal spektrumu incelenginlC icin
Af(x)=A1(x%), FOL,(0,1)

denkleminin ¢6zUmu bulunsun. Bu halde

1

Tyf(y)dyﬂi f(y) dy=A { X

X

denklemini cézmek icin her iki tarafin tirevi ahsa

1

Xt (x)+[ f(y)dy- xf( §=2 £( }

X

denklemi, yani

X ey |

f(y)dy=41(¥
esitli gi elde edilir. Bulunan denklemin tekrar her ikiganin tirevi alinirsa
—f(x)=A1"(x)
oldugu bulunur. Buradager A =0 ise f =0 bulunur. Yani A=000,(A).
Simdi 220, A0C oldugu kabul edilsin. O halde yukaridaki yapilagpemlerden
bakilan problem
f"(x)=—/]1 £(x), f0L(0,0),40C
f(0)=f'()=0
sinir deger problemine doniiir. Bu denklemin ¢ézumu

f(x)= clco'si X+ G, Sin= x, xa[ 0,1

VA VA

seklindedir. f (0)=0 ve f'(1) =0 sinir dggerleri kullanilirsa
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- 1 1_
=0 ve gﬁcos\/—}— (

Buradan dacosi = C oldugu elde edilir. Songtlikten

N
(2k+)m_ 1
= , kOZ
2 JA

ve buradan da

2
A=——— kOZ
VA (2k+1)r

oldugu gorulir. Bu sonuncudan isé,'nin 6zdeerlerinin

4 - 1 KOZ

My (127

seklinde oldgu bulunur, yani

ap(A):{;z:kDZ}
(k+12)°

elde edilir.

A:L(0,2) - L,(0,) ,ADC,(L,(0,0) ([43], s.223) ve dimL,(0,)=c

oldugundan A™ sinirh olamaz ([34], s.208). DoIay|S|ylaD,0(A). Ayrica A operatori
Ozeslenik bir operator oldgundan Teorem 1.2.82'deno, (A)=0'dur. Bu halde

00, (A), 00p(A) veo, (A)=0 oldugundan0dag, (A) . Sonug olarakA operatoriiniin

spektrumunun

1
A)={0; 0 ———:kOZ
A= {(k+]/2)2772 }
seklinde oldgu bulunur.

Dger taraftan, A operatdrinin oOzgerlerinin en buygi k=0 igin 4/772 olup

r, (A) =4/ dir.
Ornek 1.2.86([40], s.299) V: L,(0,1) - L,( 0,3 vf(x :.X[ f(t) dt lineer sinirlh Volterra

operatoriiniin spektruma (V) ={0} seklindedir.

GercektenE: H — H birim operator olmak tizerd C igin
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(V-4E) f=g, f, g0 L(0,)
spektrum problemine bakilsiik olarak

(a) g=0, A # 0 durumu incelensin. Bu durumda problem
(V-AE) f=0

seklinde olup buradan

f(t)dt=Af(x), fOL(0,]

O ) X

seklindedir. Bu integral denklemi

f(x)=Af'(x) A-h.h.y
{f(o):o

diferansiyel denklem olan sinirger problemine dongiir. Son eitlikten
£(x) :;.1 f(x) A-hhy
olup buradan isef (x) ¢ozumi
f(x)=¢ c
seklinde olur. Buradaf (0)=0 sinir-dger sartini yerine yazilirsaf (x)=0A-h.h.y

bulunur. BuAOC , A # 0 sayisinin 6zdger olamayaca anlamina gelirSimdi

(b) g=0, A =0 durumu incelensin. Bu hald& =0 olup

f(t)dt=0, fOL,(0,9)

O =y X

olur. Buradan f(x)=0A-h.h.y oldugu bulunur. Bu ise A=0 sayisinin ozdger
olamayacg! anlamina gelir. Boylecqa) ve (b) durumlarindano, (V) =0 oldugu elde
edilir.

(c) g#0, A # 0 durumu ele alinsin. Bu durumda

(V-AE) f=g, f,g0L(0,)

Yani

f(t)dt-A1(x)= g(x), . g0 L(0,]

O ) X

olur. Burada
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alinirsa integral denklemi

(35 h09 = o}
h(0)=0

diferansiyel denklemine dosiir. Bu denklemin genel ¢6zimu

seklindedir. h(0) = 0 oldusundanc =0 olup buradan
o L7 g9 ‘
h(x)= AJ;eﬁ o § o

esitli gi dogrudur. h(x) :j f (t) dt oldugundan
0

-1 _ _ _ 1% l(x—s) , _ 1 1 % %(x—s)
V-1 g(9= (3= h(J=[ -2 & gk db=-2 )] B (g)s
0
¢ozumu elde edilir. Sonsitlikten R, (V)=(V-4 E)_l'in var oldusu ve

(v 15 0 8( 1, (0.)
oldugu elde edilir. Sonug olarak
e\ = (V)
olup
a(v)={9
seklindedir.Simdi ise
(d) g#0, A =0 durumunda is® 0, (V) oldugu aciktir. Boylece
a(V)=0o,(v)={0}
bulunur. Bu durumdar, (V) =0 seklindedir.
Ornek 1.2.87 ([44], s.365) H=L,(0,1) uzayinda A:D(A)D L (0,1 - L(0,9.

i =1,...,4 operatOru igin
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(1) Au=u+au O A)= W(0.), AR
(2) Au=u+au D )={ 0 W(0): §9= , @2 |
(3) Au=u+au D( A)={ T W(0):¢9= ¢J} . a
(4) Au=u+au O A)= W(0] , &R
operatdrlerinin spektrumlari bulunsun. Bu haldeH — H birim operatdr olmak tzere

(1) Heru(t) DV(</12 (0, icin

(u’ +au-Auy éa_ﬁ)t)

(u, &*>‘)LZ(OJ}+( ( a7) <é“*>t)L2(04

(u, &) )LZ(M)
(u(2).¢)

(0

oldugundan herA JC igin
R(A-AE) O &)
ve buradan
R(A-AE)C a-7)t
bulunur. Baka bir deysle,
R(A-AE)# L,(0.1)
Sonuncu ve kalan spektrumunun tanimina gére
a(A)=0,(A)=C
(2) Bu durumdad OC igin
Au=U+au=Au f fO L(0,])

denkleminin genel ¢b6zimu

t
u(t) = cd' ¥+ [ =9 (3 o
0

seklinde olupu(0) = 0 sinir dger kasulundanc =0 bulunur. Oyleysed OC igin
(A, =A)u=f,f0L,(0,9

denkleminin
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t
u(t)=R (A) f()=] e 1( § d& W0.1)
0
seklinde bir tek ¢cozumu vardir, yani
Ri(A)=(A-215"
mevcut olup
(A,-AE) 0 8(L,(0.)
Baska bir ifadeyle

a(A)=0, p(A)=C
(3) A0C igin
Au=uU+au=Ay O O 4
denkleminin ¢6zim kimesi
u, (t)=ce™, coc, ost<1
seklindedir. Ayricau, DW: (0,1) olup u(0) = u(1) sinir dgerlerini kullanilirsa
c=ce®
oldugu elde edilir. Buradan
c(l— e‘(”)) =0
olup c#0 icin
1=
seklindedir. Buradan ise A-a=2kmi, kOZ olugu bulunur. Sonuncu ve noktasal
spektrumun tanimindan
o,(A)={a+2kri: kOZ}
Omek 1.2.74den A:D(A)O L(0,1) - L,(0,) operatéri normal olup Teorem
1.2.82'den bu operatériin kalan spektrumy A) =0 .
Simdi A # A, =a+ 2krmi, KOZ alinsin.
Au=Au+ f, u(9), (90 L (0,
denkleminin ¢6zim kimesi

u(t):ce'(a'”)t+ gla 9 f(§ ds @C

O t—y
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seklindedir.u(0) = u(1) sinir dgerleri kullanilirsa
( é/l a ) lj‘ é/l a)(1-9)
0
olup

R (1) =(1-¢9) e s)dsf EA (s ds L (0)

0

Yani

RAf( 1+e J‘é/]ats st_ é;:aj‘@a

sonucuna ukalir.

simdi R, f(t)0 B(L,(0,1)) oldugu gosterilsin.

2 1+ Aats —a h a ‘
R (0 =[2G 9 14 0o éﬁa!@ +s i
1+ (A-a) t é/la 1 (-9
SJ{ e/la),([e 1 é)a,!-g ()S%SJ

146" t (1-a)(t-9) 2 d4-a) 1 g 2

52_([ 1-gi2 (.(Ue f(s) dsj + 1- 4" (U ( )5* d}
1 1+ (1-a) 279 e 2 é/]_a) 2, L )
ot el 425 e 1 4

(Cauchy—Bunyokowski fitsizliginden)

Jfereof) o s S et & o
<2 [ g [l o e o

-a)|? -a) |2 a-
<2 1+e(”) + é/]) (é A—]H H

1+e
1-a

(1-a) |? 449 V171

1-* 3| |1- "9 2la-1|
Bu halde
1
1+ | A [P @
_l,) )
C, { ‘1_e(/1 a + é/i a 2|/1 _a|
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olarak secildiinde

R £ (9= | £
elde edilir. Boylece ger A # A, kOZ ise, A0 p(A). Sonug olarak

o(A)={a+2kri: kOZ}
(4) A0C igin

Au=U+au=Ay u W(0,)
denkleminin ¢6zim kiimesi

u(t)=cé"™
seklinde olup herAOC igin Au=Au denklemininu#0, uOW (0,) seklinde ¢ozumi
vardir. Sonuncu ve noktasal spektrum tanimina gore

o(A)=0,(A)=C
Tanim 1.2.88 (Diskret Spektrumlu Operatér, ([38], s.27): T:D(T)OH - H
operatori herhangi bid Hilbert uzayi Gzerinde lineer kapall vegym tanimli bir operator
olsun. Ber p(T)z0 ve A0p(T) icin rezolvent operatérR, (T)O G, (H) ise T
operatbrune diskret spektumlu operatdr denir.

Ornek 1.2.89([44], s.365) H =L, (0,1) uzayinda

AWE(0.0 L (09 - L(0}
Au=U, u(0)=0

operatorii diskret spektrumlu bir operatordir. Bldéal OC ve her f OL,(0,1) icin

Au=Au+ f
u(0)=0

sinir deger probleminin ¢6zimu

R,(A) 1()=[ eV (3 ds 0 o]

O t—y

seklindedir. Oyleyse hed 0p(A) i¢in R, (A0 G, ( L(0,1) (bak ([37], 5.93)).

Gergekten, bu durumda
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Ri(A ():Ik( 9 f(§ds 0 HoJ

A(t-s) <s<t<li
k(t,s): e , 0<s< t_1|§e
0 , O<t<s<1 ise

yazilabilip A # 0 igin

11 t 2
[]Ik(t9) dsae [ [| &
00 0

dsdt_[ t[jo %

g2t _— (ezm ) dt=— J‘ dt- 51 'i & d
1

Ik
|

. 21
Sl -2

seklindedir. Ezer A =0ise deR, (A)= R( A0 G ( L(0,1) oldusu agiktir.
Tanim 1.2.90 (Kuvvet Sinirli Operator,[45]): H bir Hilbert uzay veT OB(H)olsun.

Eger her nUN igin ‘T“

<M <= olacaksekilde sabit birM (=1) sayisi mevcutsd
operatoriine kuvvet sinirli operatér denirivel PW(H) seklinde gosterilir. Ayricager her

nON igin [T°

< M ssitsizligini sgglayan en kicikM sayisi mevcut ise bu sayiya

operatoriiniin kuvvet siniri denir W, (T) seklinde ifade edilir.

Ornek 1.2.91: ([40], s.301) S: L(-11) - L(-13, Sf( >):I flydt, O L(-1L)

seklinde tanimlanars operatoru kuvvet sinirli bir operatordir.

Gercekten|S| =2 Ve Omek 1.2.43’tevﬂ8n =0,n= 2 olup hern=1icin |S"|<—
T

seklindedir. YaniSO PW( L(~1,1)) dir.
Ornek 1.2.92: H herhangi bir Hilbert uzayi olsun. Bu halde

T:HHH,Tx=%x, xd H

Yani E:H - H birim operatér olmak lzer& :%E seklinde tanimlananT operatori

kuvvet sinirli bir operatorddr.
Gercgekten; hemn>1 igin

=L <1

Tn
2n
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olup TOPW(H) dir.
Ornek 1.2.93: H bir Hilbert uzayi,
T:H - H, Tx=2x xdJ H
Yani E:H - H birim operatér olmak Uzer& = 2E seklinde tanimlananT operatori

kuvvet sinirli bir operatdr olamaz. Cunki hez1 igin

seklindedir.

T"(|<2"

Tanim 1.2.94 (Polinomsal Sinirh Operator,[45]): H bir Hilbert uzayi veTDB(H)

olsun. Eger her p((y polinomu igin |p(T)|< M| .. |, :sup{| i 9 : 2C| IE]}
olacaksekilde sabit birM (=1) sayisi mevcutsd operatérine polinomsal sinirli operator
denir veT OPB(H) seklinde gésterilir. Ayricager |p(T)| < M| |, esitsizligini saglayan
en kicUkM sayisi mevcut ise bu saylyaoperatoriintin polinomsal siniri denir e, (T)
seklinde ifade edilir.

Not: H bir Hilbert uzayr ve TOB(H) olsun. Bu durumda; ger TOPB(H) ise

TO PW(H) 'dir. Bu iddianin tersinin dgru olmadgini, yani kuvvet sinirli her operatoriin

polinomsal sinirli olmagini gésteren operatér OrgieA. Lebow’un [46] calismasinda

verilmistir.
Ornek 1.2.95[47]: Eger H bir Hilbert uzayi,K : H - H bir daraltma operatori ise her

polinomu igin

[p(K)[ <A,

esitsizligi J.von Neumann s@sizligi olarak anilmaktadir. Bu sésizlikten KDPB(H)

oldugu elde edilir.

Ornek 1.2.96[46]: H bir Hilbertuzay,K : H — H bir daraltma operatéris, S'0 K H

icin T = SKS*: H- H operatorii polinomsal sinirli bir operatordiir.

Gergekten; keyfp(z):zn: a, 2, a0C, m=0,1,..,1 igin
m=0
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[p()] =] p( sKs')

=[a,(SKS')"+ a,( skS)™+mB 4 SK§+ OEHE
=|a,(SK*s')+ a,( SK* S)+m® 4 SKY§+ Oa#
= S(q K'+ g, K™ +F a K+ a E) Slu

ISl o K] 7

esitsizligi dogrudur. Bu sonuncu ve J.von Neumansitsgzliginden

[p(T)=M[d, . M=]g] s<e

olup T operat6ri polinomsal sinirli bir operatorddr.
Fakat G. Pisier’in [48] camasinda bir Hilbert uzayinda polinomsal sinirlinosana

IN

bir daraltma déniimiine benzer olmayan operatérler @awaa gosterilngitir.
Tanim 1.2.97 (Genjletilmis Ozdeger, [49]): H bir Hilbert uzayi veADB(H ) olsun. Eer
TA= A AT olacaksekilde sifirdan farkliT O B( H) operatorii mevcutsd OC sayisinaA
operatoriiniin  bir gegletiimis 6zdegeri denir ve A operatdorinin tim gegetilmis
ozdeserlerinin kimesi Z(A) ile gosterilir,

Bu durumdad =1 sayisinin her lineer sinirlA operatori icin bir gegletilmis

Ozdeseri oldusu aciktir. Burada tanimdaKi operat6rUE birim operatori olarak secilebilir.
Ornek 1.2.98[50]: H bir Hilbert uzay,E: H - H birim operatér isez (E) ={1} "dir.
Gergektend =1 ve herTOB(H), T#0 icin TE=AET seklindedir.

Ornek 1.2.99[49]: H bir Hilbert uzayi, A:H — H nilpotentlik derecesn>1 olan bir

lineer sinirh nilpotent operatoér olsun. Bu haIc@(A):(C’dir. Gergekten; burada

genkletiimis 6zdeserler tanimindakil operatori, A" seklinde segilebilir.
Tanim 1.2.100 (Hilbert uzaylarinin ve operatorlerinn direkt toplami, ([51], s.256)

H., n=1 Hilbert uzaylarinin sonsuz direkt toplami ¥, , n=1 Hilbert uzayi tzerinde

lineer yggun tanimli kapallAh:D(Aq)D H, - H,, n=1 operatorlerin sonsuz direkt

2
< oo}
Hn

toplami sirasiyla

H=0 Hn:{u:(un) :un|:| Hn’ nz 1, i“u”
n=1
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A= @fw A:D(AD H_ H,

D(A)={u=(u)0H:yO0DA) =1 Ax( A

seklinde tanimlanir.
Bu haldeH

(u.v), =§(w,vn)Hn

ic carpimi ile bir Hilbert uzayidir [51].
Omegin; H,:=(C,|0), n>1 olmak iizere

H :r[élC:{(un):unD(C, nzlve§|qn|2<oo}:£2

seklindedir. Ayrica ger

A:H, - H, , Au=a.u,, nZl.O’nD(C,a:supba

n=1

olmak Uzere
A:nD:lHn N nD:1H“’ A= nDﬂA1
olsun. Bu halde

v=Au(¥)=((A) §=(a, y), @1
olup heru H igin

- y2
I, =[ Saflu | el
seklindedir. Dolayisiyla
A:OH, - OH,
n=1 n=1

operatord sinirl bir operatoérdar.

WO H

r|<oo



2.YAPILAN CALI SMALAR VE BULGULAR
2.1. Direkt Toplam Operatérlerinin Bazi Kompaktlik Ozellikleri

Bu bolumde Hilbert uzaylarinin direkt tapli Gzerinde tanimli direkt
toplamnoperatdrlerinin kompakglh ile koordinat operatorlerinin kompakgli arasindaki

ili ski aragtirilacaktir.

flk 6nce hern=1 igin A OB(H,) olmak iizereH = 0 H, Hilbert uzay: lzerinde

n=1
tanimh A=rélAh operatorunun sinirhlik o6zedi arsstirllacaktir. Asagidaki drnekte bu
iddianin genelde dgu olmadgini gosteriliyor. Gergektenger

Au,=nuy ,ytdH ,n=1. A=§1Ah , H=rélHn
ise her n=1icin A OB(H,), amaAdB(H).

Simdi ileride sik sik kullanagamiz ve [5] calgmasinda ispatsiz verilen bir 6nerme ve

ispati verilsin.
Teorem 2.1.1[5]:H = 61Hn , A= 5;1,0,1 vehernz1icin A 0B(H,) olsun. Bu durumda,
AOB(H) olmasi igin gerek ve yetgart sup| A, | < « olmasidir.

nz1

Ek olarak AD B( H) oldugu durumda

|Al=sup|A]
esitli gi dogrudur.
Ispat: ADB(H) ama sup|A =« olsun. Bu durumda birk( O N dizisi vardir dyleki
n=1

U |
HA% ko llhy

|u

(o Hy,

A =su u OH,_ ,u # 0,02 1000

kn

O halde bir(ulz) [ H, dizisi vardir oyleki



1
Dörtgen


44

Oyleyse bir (m,) O (k,) alt dizisi bulunabilir 8yleki hen=1 icin

At
- ™ >n

O
Ju |
nhH"h

Yani hern=1 igin

0
o
H”‘wHrTh <1

[Antinl,
esitsizligi elde edilir.

Simdi eger

v:=(0,...,0¥, ,0.....0v, ,0,...8, ,0)

m m

seklinde bir eleman tanimlanirsa, burada

Hmu [ =3, sX<e

Yani vOH . Fakat

Al
- | Hz

n=1

[, Z

ol

yani vOJD(A) ve buradanD(A)# H . Bu celiki sup|A,|< e oldugunu gésterir,
n=1

Tersine, ger sup|A | < c< oo ise heru=(u,)OH igin
n=1

o0 o0 2
I, =31 Auls, <31 A i, <(surl Al 14

Buradan ||A|<sup|A), yani AOB(H) oldugu aciktir. Ayrica
n=1

suff| ], X0 H, |4, = 11 %], = ks suff Af, o0 H K =)

esitsizligi dogru olup bu sonuncudan

sup{|Ax ], %0 H, %], =} suf Af, o0 H|§ =)
bulunur. Dolayisiyla hen>1 icin

[Al=<[A

olup buradan ise
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suplA <[4
olur. Boylece

|A=sup|A

elde edilir.
Operatorlerin kompakgh tanimindan ([35], s.405asidaki 6nermenin dgru oldusu

elde edilir.
Teorem 2.1.2: Eger H=0H, , A= A, ADB(H,) ,nz1 ve AI G( H ise her

n=1 icin A OC,(H,).
Uyari 2.1.3: Sonuncu iddianin tersi geneldegdo degildir.
Ornek 2.1.4: H, bir boyutlu Oklid uzay, yanH, =R ,n>1, A :H, - H, operatorl

birim operatér veH = 61Hn , A= E;lﬁh olsun. Buradan hem>1 icin A, 0C,(H,) ama

ADC, (H) oldugu agiktir.

Genelde,sagidaki sonug dgrudur.
Teorem 2.1.5 [53]:H = rélHn , A= EIA] ve hernz1 icin A OC,(H,) olsun. Bu halde
ADC, (H) olmast igin gerek ve yeter L'[Q”'A“” =0 olmasidir.
ispat: Iim(s)up||A1|| > Qoldugu varsayilsin. O halde bic >0 sayisi ve K, J1N dizisi vardir

oyleki

A [ =su M u OH, {0 n=2=c> |
n Ju, o

Hi,

Bu durumda (uEn)D H, dizisi bulunabilir dyleki

o
HA<n Y, Hy,

|u

> >
- =>c,n=21
ko I,

seklindedir.
Simdi, eger gagidaki formda H 'nin bir
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u
M = ,0,...0OH n2=

—1

alt kimesi tanimlanirsa hen O M igin
1
Jul <= <eo
c
Yani M, H ’da sinirli bir kimedir.

Dger taraftan

AU,

AM =< 0,0,...
Al

,0,..l10H n=

seklinde oldgu aciktir.Simdi AM O H kiimesinin kompakt olmagh gosterilsin. Keyfi bir
(v,) O AM dizisi alinsin. Bu durumda hem=1 icin |v,|, =1 olup keyfi
m,n=1, mz n icin

”Vn_vm”Z :(Vn_ Vi Vo™ V”l’)H :” Vrui _( Vi V”)H _( Vin V)H +|| \’”12; =1+1=2
bulunur. Buradan hem,n=1, m# r icin

o = Vo, =2
O|dUgU elde edilir. Bu ise alinan hlgbl( )D AM dizisinin yakmsak bir alt dizi

bulunduramayaga anlamina gelir. Oyleyse bilinen bir sonugtan 4{[3.16) AM O H
kiimesinin kompakt olmagh ve dolayisiylaAoperatorinin kompakt olmagielde edilir.

Sonug olarak
limsup| A, = 0
(n)
Yani
im/A]|=0
Tersine, ger
Kn:H - H m=1, K =AO0AONDAODO0, 00, O

ise herudJH igin
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(=)@l =(( 5,4 )u( 3.4)4 = 3 (A ad, = 31 AL,

= ml

< 3 [alluli, = _sual” > Jull, <[ siesl] 14;

Buradan

[A=K.|< sup| Al ,m= 1
elde edilir. Ayricalimsup|A = 0 oldugu igin sonuncu bantidan B(H) daki (K,,)
(n)

operatorler dizisinin operatdr normundea operatoriine yakinsagiagiktir. Dger taraftan

KmDCw(H), m=1 oldugundan kompakt operatorler teorisinin bilinen bimsoundan
AOC, (H) ([37], 5.92) oldgu bilinir.

Simdi direkt toplam operatérinin spektrum yapisi Knaftaki gagidaki kisim

verilebilir.

2.2. Direkt Toplam Operatorlerinin Spektrum Kumeleri

Bu bolimde Hilbert uzaylarinin direkt tapli Uzerinde tanimh direkt toplam
operatdrlerinin spektrum ve rezolvent kimeleriktgordinat operatdrlerinin spektrum ve

rezolvent kiimeleri arasindakigski arastirilacaktir.

Teorem 2.2.1 [53]:Her n=1 icin H, bir Hilbert uzayr veH =61Hn olmak Uzere

A= éAh: D( A) U H - H operatorinin spektrum ve rezolvent kiimeleri igiagalaki

bagintilar dgzrudur:

n=1 21
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p(A)= 100 o(A) el (8 <o
n=1 nz
Ispat: ilk once birinci iddianin dgrulugu ispatlansin. A Da'p(A) olsun. Bu durumda

Au=Au, uz Oolacaksekilde sifirdan farkli u=(u,)0 D( A elemani vardir. Bu halde

u# 0 oldugu igin en az birm, ON vardir dyleki

umADD(AW), u, #0 ve A u, =Au,

esitli gi saglanir. Bu AU, (Anﬂ )oldugu anlamina gelir. Buradan

elde edilir.

Tersine, herhangi bin € N icin A0g,(A,) olsun, yaniu, 0D(A,), u, #0 ve
A.u.=Au_ . Budurumda

u,:=(0,0,...,04, ,0,)OD( A, u,#0 ve Au, = Au,

bagintisi dgrudur. Buradaml O, (A) olup

00

Ua.(A)Ba,(A)

n=1
oldugu elde edilir. Dolayisiyla teoremin birinci iddiaasgiktir.

Simdi surekli spektrumla ilgili olan ikinci @anti ispatlansin.A DJC(A) olsun. Bu

durumdaE:H - H birim operatdr olmak lzere sirekli spektrum tancan A-AE

birebir bir operatér,R(A-A1E)# H ve R(A-AE), H’da yosundur. Sonug olarak
E,:H, - H,,n=1 birim operator olmak tzere her=1 icin A, —AE, operatoriH, ' de
birebir bir operatdr, en az bim, LIN vardir dyleki R( A, —AE, ) Z H, ve hernz1icin
R(A-AE,) lineer altuzay H,'de yosundur veya hern=1 icin A0p(A,) fakat
SHL>JH|RA (A )= . Bunun anlami ise

1] A a)s ()]0 Yo a0 o(a):suir 1=

n=1

oldugudur.
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Tersine olarak A [JC igin sonuncu baintinin sglandgl kabul edilsin. Sonug olarak

hernz1 icin A0o,(A)Op(A,) veenazbim, ON vardir yleki
A DO’C(AW) veyaAO()p(A,) ve su1p||RA (A )=
n=1 nz
Yani her n=21 igin A -AE, birebir bir operator, R(A-AE)=H, ve

R( A, —AE, ) # H, seklindedir. BuradanA-AE = @1( A -AE,) operat6riniin birebir

oldugu, R(A-AE)# H ve R(A-AE)=H oldusu elde edilir. Bunun sonucu olarak
AOag,(A). Ayrica A Dﬁp(ﬁ) ve su|R, (A ] =« oldugu durumlarda dai o, (A)
=1 n=1

oldugu aciktir. Boylece

UC(A)={{@(UC(A)Dp(a))} " (OUC(A\)}D{A oe(A):sulR @, 1|=°°}

n=1
elde edilir. Ayrica hern=1 igin

,(A)Bo(A)0a,(A)Dp(A)=C

ve

0, (A)na.(A)=0 . 0,(A)na,(A)=D,
0.(A)n0,(A)=0 , 0.(A)n p(A)=0 .

bagintilarindan hem=1 icin

o.(A)Dp(A)=[a,(A)00,(A)]
esitli gi elde edilir. Bu halde De Morgan kuralindan

o, (A)0p(A)=[o,(A)] n[o.(A)]

bulunur. Oyleyse

oldugu aciktir. Sonugcta
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00

o8| [0euta)] o U] o U ) a1t a)se o=

n=1

oldugu bulunur.

Simdi tictincti iddianin dgrulugu gosterilsin. Bird 0o, (A) oldugu kabul edilsin. Bu

takdirde kalan spektrum tanimind#@x- AE birebir bir operatb'r,R( A-A E) # H bagintisi

dogrudur. O halde hen=1 i¢gin bir A —AE, operatorii H_’ de birebir bir operator, en az

bir m, ON igin R(A, -AE, )# H, esitli g dogrudur. Buradan

) D{ﬁ(%(ﬁ) Do (A)0p( A))} : [Oar( A)J}

n=1 ne1
bulunur ki buradan

(81| ((e.(a)07,(4)0(A) o Yo, (#)|
bagintisina ulailir.

Ters yondeki @antinin dgrulugu kolaylikla gosterilebilir. Oyleyse

o (8)=| ((e.(4)00,(4)0.2(A) o Uo.(#)|

Bir operatorin spektrum parcalari ve regot kimeleri arasindaki ayriklik 6zgjlve

hern=1 icin

a,(A)0o,(A)00,(A)0p(A)=C
bagintisindan

o,(A)00,(A)Dp(A)=(o,(A)) . n21
elde edilir. Bu sonuncudan ve De Morgan kuralindan

(e.(a) 59, (a)7(A) =(e,(A) =(Ue( )]

n=1

olup sonugta

o.(A=(Uan ()] o(Ue.(a))

Simdi ise teoremin rezolvent kime ile skisini aciklayan iddianin dgulugu

gosterilsin.
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Bir A0 p(A)olsun. Bu haldeA-AE: H — H birebir bir operatérR( A-AE) = H
ve (A-AE) 0 B(H). O halde hem=1 igin A —AE,:H, - H, operatdribirebir bir

operator ,R(A -AE)=H, ve(A -AE,)" 0B(H,). Buise hem=1 igin A0p(A))

oldugu anlamina gelir ve sonugt/hDﬂp(Ah) oldugu bulunur. Ayrica

n=1
12 _ -1, 2 ®
(A-2E) =0(A-AE) O H, - O H,
ve
(A-AE)" D B(H)

bagintisi ve Teorem 2.1.1’den

|(a-aE)7|=supf(A-2E) <o
Yani

IR (Al =sud B (A ]<e
Sonucta

p(A Do (A):sulR (A)<o|
Tersine, ger bir A Dﬁp(A]) ve sup|R, (A )< ise

A-AE=0(A-AE): H- H
operatori birebir érten olup Teorem 2.1.1'den

IR (Al =suR (A} <o

Bu ise A0 p(A) oldugu anlamina gelir. Sonugta

p(A)={A 0NA(A) sudR (AH<W}

elde edilir.

Simdi bu sonuctan yararlanilarak bazi 6zel operatirlspektrumu incelensin.

Ornek 2.2.2: H =, ve (a,) bir sinirl kompleks say! dizisi olmak tizere

A:H - H ve A(y,)=(a,u,), (u)OH
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olsun. Eersimdi her n=1 igin

H,=(C,|0) ve A :H, - H, , Ay, =au, ,a,0C

olarak alinirsa H = 0 H, ve A= éﬁh oldugu aciktir. Bu halde noktasal spektrum

n=1

tanimindan ve Teorem 1.2.81'den
JP(AW):{an} ’a—c(Ah):a-r(Al):D ! nz 1

oldugu dikkate alinirsad 0 p(A,) =C\{a,} icin A, operatéruniin rezolvent operatorii

1
Ri(A)W=——V% vO H
seklinde olup
1
R, (A=) e

Oyleyse, Teorem 2.2.1'den dolay!

a—c(A)z{n;n Dﬁ(@\{an}):sup%zoo}:{)l A)(c Ya}) cinfla, -/ = o}

n=1

:{/\Dﬁ((ﬁ\{a’n})i(a%)m(an) vardir éyleki @, - A, m- 00}

o (A)=0,nz
p(A) ={/I DQ(C\{GH}):iglpﬁ<oo}:{/l D@(C\{an}):igﬂan - ¢O}

Ornek 2.2.3: H =/, ve (a,) [0,1]'de bir dizi veO{an} =[0,1) olmak uizere
n=1

A:H - H ve A(y,)=(a,u,), (u)OH

olsun. Egersimdi bir dnceki 6rnekte oldtu gibi her n>1 igin
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H,=(C|d) ve A :H, - H,, Au,=a u, .a 0R

olarak alinirsaH = 51Hn ve A= ElAh olup Teorem 2.2.1 VU{%} = [0]] oldugundan
n= n= n=1

[

o (A=Ula) ; o A=lod Ua) : o,(A=D

n=1

Genel olarak ise

A)=U{a} =[]

Omek 2.2.4: Her nz1 igin H, =¢,, A:H, - H, , A(u,)=(a,u,) 0ylek

supsupa,,| < olmak tizereH = D H, ve A= D | A, olsun.

n=1l m=1

Eersimdi hern>1 icin
Hnm::((c’|[|])ve Ahm: Hnm - Hnm' Annyvm::a nryvm an H n’mrrEl

alinirsa

Hy= O My, ve A =0 A H - Hy, 021

Oyleyse, yine Teorem 2.2.1 ve Ornek 2.2.2'den
7,()=Ue,(4) =007, (A =0t
J [LWJ j}ﬂ{mfjp(&)rigldl& (M|=°°}

(8= Uan(8)] (U (a)] =0 |

n=1 n=1

p(A)={A0110(A):surlR (A ] <=}

{m(u{y{a}j} rimiDJl"’“m_A'iO}
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Ornek 2.2.5:r,sC, s# 0 olmak Uizere,

00

_1
n

o o
w o o

q
o O o o

A, S0,

_1
¥ o o o

_‘
"o o o o o

- O O OO0 oW
O O O O o =
O O o w
O o o ~
o

T o

seklindeki sonsuz bir Uckégenli bant matrise bakilsin. Bu durumda matrisini

rs «
A, :(s rj , A :C? 5 C? n=1 olmak lzere,A= O A, Ail, » (, seklinde yazmak
mumkundur. Bu halde Teorem 2.1.1'den

Y2
|A|=sud A= suf "+ B) <o
nz1 n=1

Bilindigi gibi Teorem 1.2.81'den hen=1 icin ,(A))=0,(A)=0 .

Simdi ,(A,), n=1 kimesi hesaplansig,, C*'de birim matris olmak tizere bir

AOC icin det( A, - AE,) = O karakteristik denklemine bakilirsa;

det(A, - AE,) =

"4 S‘:(r—)l)z—szzo
s r-A

esitli ginden A, A, 0C kokleri bulunur ki hem=1 igin
,(A)={ A4}

olur. Burada/, = A, olabilir. Sonugta hem =1 igin
o(A)={A.A}
Diger taraftand 0 p(A,), n=1igin

(A -2E)% =Y. % %0C% x=( % %) . v=( % § . =1

denklemi

A

seklinde yazilabilir. Buradan her=1igin
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(r=A)x+s=y,

K +(r=A)x =¥
Oyleyse

A(A)=(r-A)"-s*#0

oldugundan
1_(r_/])yi_sy§ 2_(r—/1)y§—sy:
ARY0) B P)
seklindedir. Sonucta
r—A -S
A(A) A(A
OIS it (AR P PR
A(4)  A(4)
bulunur. Bu durumda het 0 p(A,), n=1igin

2
r—/1|

A(2)

um»\:[z

olup her

A DQ,O(AJ =C\{A, 1)
icin Teorem 2.1.1'den

Ry (A =sud B (4)
oldugu elde edilir. Oyleyse Teorem 2.2.1’den

o(A)=Uo(n)={A.2}

p(A)=C\{A 4}

Simdi A:/, - ¢, sonsuz Uckgegenli bant matrisinin spektrumu direkt hesaplansin

< o0

Bunun icin ilk 6nceA operatoriniin resolvent kiimesi bulunsi./,’de birim operator

olmak tizereAOC ve bir y=(y,)0¢, i¢in (A-AE)x=y, x=( %), yani
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r-A s 0 0 0 0 0 --\(x Y,
S r-A 0 0 0 0 0 | X% Y,
0 0 r-A s 0 0 0 | % Y
0 0 S r-A 0 0 0 -l |_|:
0 0 0 0 r-As 0 ||
0 0 0 0 S r-A 0 - :
0 0 0 0 0 0 ' X, Y,
denklemine bakilsin. Bu durumda hek 1 icin
(r _/])XZn—1+ SXZn = y2n—1
S)(Zn—l-i-( r_/]) XZn = y2n
lineer denklemler sistemi elde edilir.
Ber A(A)=(r-A)"-s*#0 ise
(r_A)yZn—l_SyZn (r_A) y2n_S$n—l
= = >1
X2n—1 A(/]) 1 X2n A(/]) ! n>
bulunur. Bu durumda
S ’ | r-A S ’
2 _ _ ~ _
”X”/2 _H( Z| | Z( ( ) Yor1 ™ A(/]) ¥on +‘A /]) ¥n A(A) Bérﬂ‘ ]

o (lr=alLs | s [ l-af
5;[2(‘“” ‘A(A‘ |y2n1|+2‘A ‘ ‘A ‘ |an|
2

:2 (A) +A(/‘) ;|y2n—l| +|y2n|

=2||r s Haen| [l <o
n=1

oldugundanx =(x,) 0¢, oldugu elde edilir. Ayrica



r-A -s
m m 0 0 0
-s r-A
m A(/]) 0 0 0
(A-AE)* =0 0 ;('j) A'—‘;‘) 0 -|=0A(4)
-S r—=A
0 0 m m 0
0 0 0 0
oyle ki
r-A -s
s
a0 a0

olup Teorem 2.1.1'den

=suf A4 (4)] = f;;{ E

r-A7A

(A-2E)" a0

+|§r2}] < o0

Oyleyse
{r0C:a(A)2z0 0 p(A)
seklindedir.
Simdi AOC igin
A(A)=(r-A)"-s*=0
olsun. Bu haldes# 0 oldugundanA # r olur. Oyleyse
(A-AE) x=0, x=( %)
denkleminden hen=>1 igin
(r =A) X, +5%,=0
X1 ¥ (1=4) %, =0
ve buradan
((r -A)° —sz) %,=0,n=1

bulunur. Eger
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_1
x2n—n¢0,n21
alinirsa
=S
XZ”'l_(r—/l)n nz1
Bu halde
& e °(l s F1 1 s Pl 1
Rl B (o E e

Sonugtad 0o, (A) bulunur. Yani
{r0C:a(A)=0 0o(A)
bagintisina ulalir. Bu sonuncu ve
{r0C:a(A)2z0 0 p(A)
bagintisindan

o(A)={A,1;}
p(A) = C\{Av/‘z}

buradaA,, A, sayilariA(A)=0, A0C denkleminin ¢oziimleridir.

Omek 2.2.6:(a,), (b,), (c,). (d,) kompleks sayi dizileri ve

supa,|<e , sufg| < , sum|<co ve slg|<co
n=1 n>1 el el

olmak Uzere,
a b O 0O OO O O
¢c d 0 0 0 0 O O -
O 0 aa b O OO O -
O 0 c,c, dd O 0O O O -
A=|0 0O 0 .. 0 0 0 - |,Al,1,

O .- 0 O O a b 0 -
O -~ 0 0 O0w¢c d O -
O -0 0 0 0O 0 °

seklindeki sonsuz bir tick@genli bant matrise bakilsingér

_an h1 .2 2
Ah_(c dj'A"C L C%nz1

n n
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alinirsaA= @An , Ail, - [, seklinde yazilabilir. Bu halde har=1 igin

12
[af= (| +[B)" + 6l +|af] " <e
olup Teorem 2.1.1'den

| =sud A<

olup gergekten deA: 7, — ¢, oldugu agiktir. Bu durumda Teorem 2.2.1'den

o,(A)=A0C: (8, - 1)(d, - 1) = b}

n=1

Simdi hern=1 icin
R,(A):C* - C?, A0p( A)

operatori hesaplansii,, C?’de birim matris olmak tizere biy:(yl, yz) OC? icin

(A, -AE,)x=y, x=( %, x)0C?

a, - A bn X - Y1
Cn dn - A X2 y2
denklemine bakilsin. Buradan ve

A, (2)=(a,=2)(d,=1)-cb,z0, n=1

Yani

oldugundan

_(d-A)y-by _(a-1) -6y

&) T A ™

olup

esitli gi elde edilir. Oyleyse

N
+
o

d,-A[ |a-
A, ()]

uwu{
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Bu halde/ Dﬁp(ﬂh) icin Teorem 2.1.1’der$uq‘RA ( Aﬁ)H =o olmasi icin gerek ve yeter
nx1

n=1

sart

Sup{Ian—Allcln—All b ||_s I}:w

e |8, (A)] 18, ()] |8,(2)] |8,(4)]

olmasidir. Bu durumda henz1 igin g,(A,)=0,(A)=0 oldusundan Teorem 2.2.1'e

gore

_ = . -Al|d, -/ b, _
"°(A)‘{”Dﬂ”(“'ﬂp{'z(ﬁ)% el |AH?A)§}'°°}

- Al ld -2
pt=ofetn) a2 ol et ol <!

Sonug 2.2.7:H = D_lHn, mON Hilbert uzay! Gzerinde tanimlA= D_lA1 operatdrunin

spektrum ve rezolvent kiimeleri icigagidaki baintilar dgrudur:

Omek 2.2.8:Eger H,:=(C,|0), A, :H, - H,,Au,=a,u,,a 0C, n=12,...m,nIN
seklinde segilirse

o(A)=0,(A)={a} . n=12,.m

Bu halde bir 6nceki sonuca gdte= @lHn ve A= D_lA1 , A:H - H olmak tzere

o(8)=(a. oA =c\Ua |

1 n=1
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Teorem 2.2.9 [S3]:Eger A= ﬁlﬁh: H= ﬁlHn - H= ElHn diskret spektrumlu bir

operator ise hen=1icin A :H_, - H, operatdrt de diskret spektrumlu operatordur.

Geneldesagidaki sonu¢ dgrudur.

Teorem 2.2.10 [53]: Eger Hz@lHn, A:a;lAh: D(AOH - H, her n21 igin
A, :H, - H,_ diskret spektrumlu bir operatér, ()p(A)20 ve A0()p(A) icin
n=1 n=1

IimHRA ( Ah)H =0 ise A:H - H operatoru diskret spektrumlu bir operatoérdur.

n-oo

ispat: Bu durumda hen O\ p(A,) icin R, (A)OG.(H,) , n=1dir.
n=1
Simdi
K=OR/(A):H-H
operatord tanimlansin. Bu durumda&H - H ve E ,:H, - H, , n=1 birim operator

olmak tizere heu=(u,)OD( A icin

<(A-18)(u)=( 3R ()| B(A-18))(W
=(R(A)(A-1E) u)=(y)

(BRANC a8

(A28 K(4)=(A-2B( D R( A )(W=( A B R 4 )
=(S(A-2E)|(R(A)u)=(( A4 8) R A §=(

oldugu elde edilir. Bu baintilar

R (A=0R(A)
oldugunu gosterir. Buna ek olarakagidaki formda olanK_ :H - H ,m=>1 operatorleri

tanimlansin;

Kou=(R(A) U R(4) u.. RC A 400}, 8( H0

Simdi K_,,m=1 operatorlerinin K operatoriine operatér normunda yakingakli

incelensin. Heu=(u,) O H igin
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I o, <[ suell R A) 30,

o=k = 3[R (A) W, < X | B( 4
-(_subr. (AN 14

oldugu bulunur. Buradan
|K, =K< sup|R, (A)] ,m= :
n2m1
oldugu elde edilir. Bu ise(Km) operatdrler dizisininK operatoriine operatér normunda
yakinsadgl anlamina gelir. Bwe KmDCw(H) , m=loldugu icin kompakt operatérler
teorisinin 6nemli bir teoremindel OC, (H) ([37], s.92).
Ornek 2.2.11:Egersimdi her n=1 igin H_ = ((C| E]])

AH, - H,, Au=a.u,, u0H, a0C,|a| - «

veH=0H,, A:D(A)OH - H, A=[] A olsun.

Bu halde dmC=1 oldusu i¢in A 0C,(H,) ,n=1 oldusu ve o(A)={a,}, n=1
oldugu bilinir.

Ote yandam O p(A,) icin A, operatériniin rezolvent operatorii

RA(/%)Vfal_A v, vO H,
seklinde olup
1
IR (Al =] n=1
Bu durumda
: . 1
L'Q\\Ra(ﬁ)\\:'mmzo

oldugundan bir énceki teoremdeR, ( A0 G, ( H) oldugu elde edilir.
Uyari 2.2.12: T:D(T)O H - H bir operatér ve p(T)#0 olsun. Bilindgi tzere
A,u0p(T) igin

R(T)-R(T=(u-4) R(T R( T
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bagintisi matematikte Hilbert séligi olarak anilmaktadir. ger bir A0p(T) igin
R, (T)OG,(H) ise

RAT=R(N+(«=-) R(T R( T

esitli ginden R,(T)O G, (H) elde edilir.

2.3. Direkt Toplam Operatorlerinin Kuvvet ve Polinomsal Snirlilik Ozellikleri

Bu kisimda Hilbert uzaylarinin direkt tapli tGzerinde tanimlanan direkt toplam
operatdrlerinin kuvvet ve polinomsal sinigiliile koordinat operatoérlerinin kuvvet ve
polinomsal sinirlilgl arasindaki banti incelenecektir.

Asagidaki sonucun dgrulugu aciktir.

Teorem 2.3.1Eger H =0 H,, A= A TPW( H) ise hern>1igin A OPW( H,).
Bu teoremin ispati
sur{ sumj: sué sqwujm
m=1 1 e=1 nel

esitli ginin sonuglarindan biridir.

Uyari 2.3.2: Sonuncu iddianin tersi geneldegdo desildir.

Ornek 2.3.3: H =0H,, H, = L,(-19), A=OA:H - H A L(-13 - L,(-1)

n=1 A f(x) :anj f(t)dt,a,0R, n=1,supa|=c olsun. Bu durumda hem=1 icin

>
b n>1

|IA| =4a| /7 ([40], s301) ve Ornek 1.2.43'dery’ =0 oldugu agiktir. O halde buradan

ve Teorem 2.1.1'den
suf= suf sub]= sil= suie] =
seklinde olup hem=1icin A OPW( H,) fakat A= @lAh O PW( H).

o = - 0 O
Ornek 2.3.4: H:D_1Hn ,HH:CZ,A:D_IA];H SH,AC? 0P, A":[a oj’

a,0C,n=1, suda,|= olsun. Bu durumda hen=>1 icin |A | =|a,| ve A’ =0, yani

nx1

hern=1icin A O PW( (CZ) , fakat Teorem 2.1.1’den
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A"Ml= m | = = =
sur= su )= sl sl
olup sonug olarakA PW( H) .
Genelde,sagidaki sonug dgrudur.
Teorem 2.3.5: H :rélH”’A: rélﬁholmak tzereAl PW( H) olmasi icin gerek ve yeter

sart hern=1 igin A OPW( H,) ve supM,, (A, )< olmasidir.

n21

ispat: Eger AO PW( H) ise Teorem 2.1.1'den

suf A= suf subaT]}= sp shr]| <

olup buradan hem>=1 icin sudAhH<oo oldugu elde edilir. Buradan hen=1 igin

m=1

A OPW( H,) oldugu bulunur. Dger taraftan hen=1 icin

sur']< sup spay])= s sarf]= dl< (A<

olup buradan

supM,, (A, )M, (A) <o

n=1
esitsizligine ulailr.
Tersine, ger hern=1 igin A OPW( H,), supﬂ ﬁﬂ‘”s M,( A) ve supM, (A,)< o
m21

nz1

ise

suq‘A’“H— su;E SUHA Hj— SL(p s»uﬂ)s Blsm(p”)qo

bagintisindanAO PW( H) oldugu elde edilir.

Simdi direkt toplam operatérlerinin polinamsal simik 6zelligi arastirnisin.
Asagidaki sonucun dgrulugu agiktir.

Teorem 2.3.6:Eger H = ﬁlHn , A= 5;1,0,1 ve AOPB(H)ise hern=1igin A OPB(H,)

Uyar 2.3.7:Sonuncu iddianin tersi geneldegto desildir.
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Omek 2.3.8: H=0H, , H,=L,(-1, A=0A H - H , A L,(-13 - L,(- 1}

X

n>1, Ahf(x):)lnj' f(t) dt, )Inzg , A, — +o0 olsun. Bu durumda hen>1 igin A

operatdrintn nilpotentlik derecesi 2 olan bir og@raldusu bilinir.
ilk olarak A, , n>1 operatéruniin polinomsal sinirli ofglugosterilsin. Bu halde
q
p(z)=> a2, g0C, k01..,9, ¢ 012,..,pC-C

k=0

keyfi bir polinom ve E,: H, - H,, n=1 birim operator olmak lizere

Ip(aN=[Zan|<lans =il o A=l a0 b 4] B

T T
Ote yandan ters ugcgensitsizligi ve supremum-infimum o6zellikleri kullanilarak her

z0D:={z0C:| 2=} igin

‘p(z)‘2|ao|-‘ qz+ g z+--+ ?‘q%
bagintisindan

sudp(2) 2| al-inf| 4 a+ a 2+ aZ]=| ¢
bulunur. Buradan

[Pl 2|
oldugu elde edilir.

Dier taraftan hezO D igin

‘p(z)‘2|qif—‘ a+ g z+--+ 9"4
bagintisindan

> — 24 >

supp(7)2 supa - infa+ az++ a%z| & ¢
elde edilir. Boylece

[Pl =[a]-|a|
Sonugta hemp(0J polinomu igin

o[ <[Pl ve [a]=2]H],

bulunur. Bu songtsizlikler ve daha 6nceki
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4,
m

[p(A)]s 222 (ja)+|a]), 21

bagintisindan hep ([} polinomu icin

(el +2ld.)=="21 d. . =1

bagintisi elde edilir. Yani hen=1 i¢in A, OPB( H,) 'dir.

4,
s

124,
7T

[p(A)|<

Eser simdi
n(z):: z Z1C, p:C - C
polinomu alinirsa Teorem 2.1.1'den
4
A= = = n —
[p-(A)|=surl p (A)]= suf A= sup->=oo

Buradan A PB( H) oldugu elde edilir.
Ornek 2.3.9: H, bir Hilbert uzayi,H, =H,,n=1,H = D_lHn A Hy, - H, nilpotentlik

derecesi 3 olan bir operatofAf=1 ve A =nA,nz1,A= a;lﬂ olsun. Bu halde

A, OPB( H,) olmasina ramen AQ PB(H) dir.

Bunun igin keyfi
q

p(z)=> a2, a0C, 01..,9, ¢ 012,..,pC-C
k=0

polinomu alinsin. Bu durumdé&, : H, - H,, n=1 birim operator olmak tizere
\ k 2.2
p(A)=[San | =lage asr 2 4=] age ans s
k=0
<laof*+nfall Al+ | &l A< Al A7(| d+] 4+ 4)

oldugu agiktir.

Dger yandan ters ucgenitsizligi ve supremum-infimum 6zellikleri kullanilarak her

z0D:={z0C:| 2=} igin

‘p(z)‘2|30|—\ qz+ g 2+ + 9"4
bagintisindan

sudp(2) 2| al-inf| 4 a+ a 2+ aZ]=| ¢
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bulunur. Buradan

[Pl ==
oldugu elde edilir.

Ote yandarp,(2) =1+ cz, JC{ 3 , pC - C olmak uizere

[Poll. =supo(2) = sup ci< | ¢
Z0D )

[ .
olup ayricaz, :E noktasi igin

a(a] = d2]-1e ¢

bulunur. Buradan

[ oll, =1+[d

oldugu elde edilir. Bu durumda
n(2=a+az a aIC\J, pC-C

polinomu igin
ol =suyin + a4=| d sup 2 b= o 2
20D D a0

Eser a, =0 veyaa, =0 ise de

SIREEE

[Pl =[a0[+|a]
oldugu aciktir. Yeniden ters ucgenitsizligi, supremum-infimum 6zellikleri ve bir énceki

uyari kullanilarak hezO D igin
> —infaz+ azr+ a%= ;
suplp(7)|z supa+ a4~ infa 2+ a%r+ A% o |
bulunur. Buradan

[Pl 22| +[a]
oldugu elde edilir.

Benzesekilde her herzO D igin
sufp(2)> supa 2|~ infa+ az aze+ ate| | &
bulunur. Buradan

0], 2|a| &
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oldugu elde edilir.

Sonug olarak yukarida|_ icin alinan bgintilardan

[Pl =|a[+|a] ve 2 4. =|a]

bulunur. Bu gitsizliklerden

[o(A)s PIAI(1al+]al+| &) <3 Al 47 b
Yani hernz1igin A OPB( H,) 'dir.

Fakat

p(2)=2z 4C, p:C-C
polinomu igin Teorem 2.1.1'den

[p.(All=sur|p (A)] = suf All= supnaf=<
Buradan Al PB( H) oldugu elde edilir.

Aslinda dikkat edilirse

|Al=sud A= suiinA] = sup{ A]=e
oldugundan A B(H) 'dir.
Geneldesagidaki sonug dgrudur.

Teorem 2.3.10: H = @1Hn , A= D_lAq ve AOB(H) olsun. Bu durumdaAd PB( H)

olmasi i¢in gerek ve yetgart hern=1 icin A, DPB( Hn) ve supM, (A1)< o olmasidir.

n21

Ispat: Her p(} polinom fonksiyonu igin

[p(A)< M, (A)lH. ve supM (A )<e

oldugu kabul edilsin. Bu durumda hgi([)] polinom fonksiyonu igin

p(A= 5 A]=0 A
oldugundan Teorem 2.1.1den
[p(A)|=sup|p( A)]
esitli gi dogrudur. En son gtlikten
[p( A< supM, (A)] d.

esitsizligi elde edilir. Sonug olarala [0 PB( H).
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Simdi tersine, Al PB( H) olsun. Bu durumda har=>1ve p()}] polinom fonksiyonu

icin

[p(A)< [ p( Al=sud ol A)l< suma(A)] b,

esitli gi dogrudur. Buradan hen=1 igin A, DPB( Hn). Diger taraftan sonsélikten her
n=1 icin
My (A)s M (A) <o

saglanir. Dolayisiyla supM | (A1)< o olugu elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

n=1

2.4. Direkt Toplam Operatorlerinin Genisletilmis Ozdeser Kiimeleri

Bu kisimda Hilbert uzaylarinin direkt tapli Gzerinde tanimlanan direkt toplam
operatorlerinin gegietilmis 6zdeserleri ile koordinat operatorlerin gatetiimis 6zdeserleri
arasindaki bganti incelenecektir. Ayrica normal kompakt operkgn gengletiimis
O0zdeserlerinin yapisi ardirilacaktir.

Ik 6nce aagidaki sonucun dgrulugu gosterilsin.

Teorem 2.4.1: Her nz1 icin H, bir Hilbert uzayi, A :H, - H,, AOB(H,),

H= 51Hn , A= ﬁlAqD B(H) olsun. Bu durumda sinirli direkt toplam operatdnier

gensletilmis 6zdegerleri igin

Uz(A) D Z(A)

n=1
bagintisi dgrudur.
Ispat: ilk once keyfiA DUZ(AJ alinsin. Buradan en az bif N dogal sayisi ve sifirdan

nx1

farkl T, O B( Hna) operatoru vardir oyleki

Tn/l Ah = A‘A Trla
esitli gi dogrudur. Bu durumda,ger T, operatoriT, , n,.yerde olmak Gzere
T,=(0,0...07, .0.)

seklinde segilirse

T,0B(H), T,#0 ve T,A=A1AT,
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esitli gi saglanir. BuradanA 0% (A) olup

Uz(A) D Z(A)

n21

oldugu elde edilir.

Teorem 2.4.2:Eger hernz1icin H, bir Hilbert uzayi, A:H, - H, , AOB(H,),
H=0H,, A=0ADB(H),A0%(A) yleki TA=A AT ve birn, 0N igin TH, O H,

ise A0 J=(A,) seklindedir. Yani

nz1

{A02(A):TA=A ATve bir n, ONigin TH, OH, } 0{J2(A,)

a1
Ispat: Keyfi A DZ(A) alinsin. Buradan sifirdan farkii 0 B(H) operatdrii mevcuttur
Oyleki TA=A AT ssitli gi saglanir. Bu durumdaT, , n=1 operatordr operatorinurH | alt
uzayina kisitlagi olmak tzereTA=A AT ssitli ginden hern=1icin TA =A AT, ssitli gi
elde edilir. Eger birn, ON igin

TH, OH,veT, #0
bagintilari sglaniyorsa

T, A, = A AT,

esitli gi dogrudur, yaniA DZ(Au ) bulunur. Sonug olarak

A0Jz(A)

n=1
oldugu elde edilir.

Son iki teoremdensasidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.4.3: Her nz1 igin H, bir Hilbert uzayi, A :H, - H,, AOB(H,),
H :.élH” , A:élﬁhD B( H)oldugu kabul edilsin. Eer her AOZ(A) icin
T,0B(H), T, A=A AT ve en az bim, ON igin {0} #TH, 0O H, kosulu s&laniyorsa
2(4)=Uz(4)

esitli gi dogrudur.
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Teorem 2.4.4: Her nx=1 igin H, bir Hilbert uzayi, A :H, - H,, AOB(H,),

H= ﬁlHn , A= a;lAqD B( H) olsun. Eger bir mON igin A, =0ise £(A)=C ssitligi
dogrudur.
Ispat: Gergekten; ger

T,#0veT,=0,n#m, =1, T0 K H) ,T=0 T, T:H - H

olarak segilirse hed OC igin TA=AAT ve TOB(H) bagintisi sglanir.

Teorem 2.4.5: Her nx=1 icin H, bir Hilbert uzayi, A :H, - H,, AOB(H,),
H= 51H” , A= a;lAq 0 B( H) olsun. Eger bir mON igin A, bir nilpotent operatér ise bu

durumdaZ(A)=C esitli gi dogrudur.

Gergekten; bu durumdallN, A, operatorinin nilpotentlik derecesi olmak iZere
operatoru

T=00000M A™ 0 00 I
seklinde segilebilir.

Eer A:H - H operatéri normal kompakt bir operator ise bu dpeiia direkt
toplam operatori olarak ifade edilebiidi yani E, :H, - H, birim operator,
H, =Hpn(A), her n=0 icin A operatoruniny,, p,=0 Ozdeerlerine kagilik gelen
Ozvektdrlerinin olgturdusu alt uzay olmak tzere

A=OWE, H=0H,, H = kers
seklinde yazilabildii bilinir (bak [39], s.445).

Teorem 2.4.6: Eger H bir Hilbert uzayi, A:H - H normal kompakt bir operator,
kerAz{0} , o, (A)={H,:n=20, kimesi A operatérinin noktasal spektrumu,
Hn:HW(A), n=0, Aoperatorinin p, Ozdeerlerine kagihk gelen 6zvektorlerinin
olusturdugu alt uzay iseZ(A) = C esitli gi dogrudur.

Ispat: Bu durumda

A:nD=1H“ E” : nD=1Hn - nD=1Hn

operatorii iginA; =0 oldugundan ve Teorem 2.4.4'de( A) =C sitli gi elde edilir.
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Simdi son teoremin birka¢ uygulamasi verilsin.

Ornek 2.4.7: A:/, - (,operatori,(w,) kompleks sayi dizisi 6yle kiim w, =0 olmak

n-o

uzere

A(x)=(0.wx%, wx..)
seklinde alinsin. Bu durumda(A) = C dir.

Gercekten; Teorem 1.2.57'dénoperatorinin kompakt bir operator aiduaciktir.
=(y) 07, igin

Ayrica herx=(x,),y
(Ax,y) (A( ). )) =((0W2x2vv3x3vy4>g)(¥3§¥y))/

=D WX, Y, = nZ&vwn (0020 5 0.) (O, 8 W, o))

n=2
olup buradan
= (0, Wy, WY W Y, o)

oldugu bulunur. Bu haldeA”A= AA’ oldusu kolaylikla gdsterilebilir. DolayisiylaA
operatdri normal bir operatdorduir.

O halde A operatori normal kompakt bir operator olup yukakidteoremden
Z(A)=C oldugu elde edilir.
Ornek 2.4.8: H bir Hilbert uzayr , M OH lineer altuzay,M #H, dimM <o ve
P:H - H operatériM lineer altuzayina kompakt ortogonal izdin operatdori olsun. Bu

durumda Teorem 2.4.6’dari(P):C oldugu aciktir. Gercekten E:H — H birim

operatdr olmak Uzere getetiimis 6zdeerler tanimindakiT operatori E—- P seklinde
secilebilir.
Ornek 2.4.9: B bir Banach uzay olmak lizereZ(A)=C olacak sekilde A:B - B

kompakt operatoru vardir. Gergektéh=/ , 1< p<o,(w,) kompleks sayi dizisi Oyleki

limw, =0 ve

A(%)=(wx,0,wx,0,wx,...0,w % ,,0.). x( 07,
seklinde alinirsaA: 7 — ¢ operatoriinin kompakt operator ofduagiktir. AyricaT

operatori

T:fp —»fp,lﬁ p<°°,T(>$]):(0,>§,O')S’0~-- ,0,)§n ,0,).. ,)F( %()Dfp
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seklinde secilirseTA= AT=0 ssitli ginin sglanacgini gérmek zor dgldir. Dolayisiyla
Z(A) =C egitli gi elde edilir.

Teorem 2.4.10: H bir Hilbert uzayi, A:H - H bir normal kompakt operator,
o.(A)={0q , E, :H, - H, birim operatér olmak uzeres, (A)={p,: n=1} kiumesi

A:@lph E, operatorinun noktasal spektrumd, =H (A) n=1, Aoperatorininy,

Ozdeserlerine kagihk gelen Ozvektorlerinin  okiurdugu alt uzay, H:QIHn

ADZ(A) , TA=A ATve T, operatdri isdf operatériniird,, n=1 alt uzayina kisitla
olsun. Bu durumda,ger iki m, kON i¢in

T.H,nH, 2{0 ve TH,nHz{q
ise

m=kve A=t
b

esitlikleri dogrudur.

ispat: Bu durumdax? O H,\{0} elemani mevcuttur Gyleki
TX'OH, MO ve TAX =2 AT, X

seklindedir. Bu halde
(M= A) T, X'=0

olup buradanA =t esitli gi bulunur. Ayni mantikla A =t esitligi elde edilebilir.

m k

Buradanp,,, = 1, oldugu ve sonugtan= K esitli gi bulunur.
Teorem 2.4.11Eger AOB(H), kerA={q ,o(A=0,(A={H :®= L, H,=H, (A),

n=1, A operatéruniny, 6zdeerlerine kagilk gelen 6zvektorlerinin okiurdugu alt uzay

ve H :ﬁlHn ise bu durumda

2(8)= | {|

m, =1 un
esitli gi dogrudur.
Ispat: ilk olarak slemlerin kolaylgi icin A x, = W, X, , dim H, = 1 olsun. [50] camasinda
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s(A)of{aoc:o(Ano(AA =0}

bagintisinin dgrulugu ispatlanmgtir. Bu ve A operatdriiniin spektrum yapisindan

(A0 {”—}

nmet [ Hm
bagintisi elde edilirSimdi T O B( H), T, operatoruT operatérunirH,, , n=1 alt uzayina
kisitlangl olmak lGzere
T.X,=X,,n21lveT, =0 Kk#n
olarak tanimlansin. Bu durumda her (x,)OH igin
TA=TA %)= T Ax)= T( Ax A% Ax.. Ax.))

:T((plxl, L%, %, M g()) =(0,0,,.. ,0, g x,0,).
esitli gi elde edilir. Dger taraftan benzeekilde

ATx= AT(( % %, %)) = £(0.0,..,0,% ,0..))=( 0,0,...04 ¥ .0Q)

esitli gi bulunabilir. Bu haldeA =Hnpe ve TO B( H),T¢ 0 icin

Hn
TAX= (ﬁJ ATx
Hn
esitli gi dogrudur. Bu hDZ(A) ,m=1, n> 1anlamina gelir. Buradan
Hy
I
S OZ(A
mL,il{ p‘n } ( )

bagintisina ulailir. Sonug olarak
(8= 1t
m, n=1 un
esitli gi elde edilir.
Sonug 2.4.12:H bir Hilbert uzayi olmak tzeregerA: H - H operatdrii normal kompakt
bir operatérkerA={Q ve o(A)=0,(A ={u,: nz1 ise
s(R)= |t
m, el un

esitli gi dogrudur.



75

Teorem 2.4.11 ve Sonug¢ 2.4.12'de kompldkzlemde genletiimis Ozdeerler
kiimesinin formu konusunda bazi fikirler verikti. Bununla ilgili benzer sonuglar [49]
calismasinda verilngtir.

Ornek 2.4.13:Maalesef alinan bu sonuglar normal olmayan kompp&tatorler icin dgru

degildir. Ornegin,
V:L(0,9) - L,(0,2), Vf(x) ;ff(t) dt , fO L (0,1

Volterra operatorii normal olmayan bir operatér o/ )= (O,+oo) seklindedir (bak
[52]).
Diger taraftan Hilbert uzayr tizerinde tanintl( A) ={1} eitli gini saglayan kompakt

olmayan A operatorii de mevcuttur (bak [49]).

[

Teorem 2.4.14: Her n=1 icin H_ Hilbert uzayi, A]DB(Hn),H:DH,

n n=1 n
A:ailAh 0B(H), n=1 olsun. Bu durumdager dimH <o ise

s(A)=J{10C:wo(A)na(2A,)20}

m, =1

seklindedir. Genel durumda ise

>(A)O Y{r0C:o(A)no(AA)=0}

m, =1
bagintisi dgrudur.
Ispat: Bu kosullar altinda Teorem 2.2.1'den

(A =0, (#)=Uo, ()

esitli ginin dogrulugu aciktir. Dger taraftandimH < oo ise
s(A)={A0C o (Ano(AAz0}

ve genel durum igin
S(A)D{A0C :o(A)na(1A=0}

oldugu bilinir (bak [50]). Dolayisiyla yukaridaki gentilar dgzrudur.

Uyari 2.4.15: Her n=1 icin H, bir Hilbert uzayi, A, OB(H,), A:ﬁlAqD B( H),

H= @lH n=1 olsun. Bu durumda, genelde

n'
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=(A)z[JZ(A)

n=1
bagintisi dgrudur.
Ornek 2.4.16:Eger H, veH, iki sonlu boyutlu Hilbert uzay,

AOB(H),ADB(H), H=HOH,, A= A0 A,o( A={1} o( A)={ 2}

ise bu durumda

{r0c:o(A)no(1A)20} ={1,3,1/}
{A0C:0(A)no(AA)£0}={1,2,1/}
{a0c:o(A)no(1A)20} ={ 1/2,1/4,3/4,3)p
{r0C:o(A)no(aA)20)={ 2/3,4/3,2 ]

seklinde olup Teorem 2.4.15'den
5(A)={1,1/4,1/3,1/2,2/3,3/4, 4/3,3/2, 28#5(A)0=(A,)={1,1/3,1/2,2 F
esitli gi elde edilir. Bu ise ispatl tamamlar.
Geneldesagidaki iddia dgrudur (ispat icin bak [50]).
Teorem 2.4.17:Eger H Hilbert uzayi, AO B(H) ve 000 ( A) ise

1) =(A) D{% 800 ( A)}

inf |a| sup|a|
(2)2(A)0{A0C :infargg - suparg<argi< sup amg- inf arg=®) 1| oo
allo(A) allo(A) allo(A) allo(A) ELPA) |O’ | aIDgIA) | a |

bagintilari dgrudur.
Uyarl 2.4.18: Eger Teorem 2.4.17'dalimH <o ise (1) ve (2) gtsizlikleri esitliklere
donisUr.

Ormek 2.4.19: EgerH Hilbert uzayi, ADB(H) ve o (A)={A0C:[A|=r>0} ise A

operatoriiniin gesletiimis 6zdeserlerinin kiimesiz ( A) O {é‘f’ 0<¢< 277} formundadir.



3. SONUCLAR

Bu tez calismasinda Hilbert uzaylarinin direkt toplami iizerinde tanimli direkt toplam
operatorlerinin:

(1) Kompaktlik 6zellikleri [53];

(2) Kuvvet siirlilik 6zellikleri,

(3) Polinomsal smirlilik 6zellikleri;
ile koordinat operatorlerinin uygun 6zellikleri arasinda kesin iligkilendirmelere ait sonuclar elde
edilmistir.

Ayrica bu baglantilar spektrum ve rezolvent kiimeleri ile genisletilmis 6zdeger kiimeleri
icin de incelenerek kesin sonuglara ulasilmistir [53].

Ote yandan alinan sonuglar uygun yerlerde 6rneklerle desteklenmistir.



4. ONERILER

e Tez kapsaminda incelenen problemler Hilbert uzaylarinin direkt integrali iizerinde
taniml1 direkt integral operatorleri i¢in de ayrica bir arastirma konusu olabilir.

e Spektrum parcalarinin iliskilendirilmesi hakkindaki Teorem 2.2.1; tigkOsegenli bant
matrisler ve iki kosegenli alt veya list bant matrisler i¢in de incelenebilir.

e QGenisletilmis 6zdeger kiimelerinin iliskilendirilmesi hakkindaki sonuglar genisletilmis
0zvektor kiimeleri i¢in de bir arastirma konusu olabilir.

e Hilbert uzaylarinin direkt toplami iizerinde tanimli direkt toplam operatorleri ile
onlarin koordinat operatorleri arasindaki ilskilendirme bagmtilar1 devirlilik,
hiperdevirlilik ve stiperdevirlilik 6zellikleri i¢in de bagimsiz bir inceleme konusu

olabilir.
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