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Doktora Tezi
OZET
SINIRLI KAFESLER UZERINDE NULLNORMLAR
Mehmet Akif INCE

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Funda KARACAL
2015, 56 Sayfa

Bu tezin temel amaci herhangi bir sinirli kafes tizerinde nullnormlar1 tanimlayarak
onlara ait temel Ozelliklerin verilmesi ve bir takim insa metotlarinin ortaya konulmasidir.

Bu caligma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1 de, ¢alismamizda temel olan bazi
tanim, teorem ve énermeler ifade edilmistir. Bolim 2 ise (i¢ kissmdan olusmaktadir. ilk
kisimda sinirli kafesler iizerinde nullnormlar tanimlanmis, onlara ait detayli o6zellikler
verilmis ve nullnormlarin olusturdugu kismen sirali kiimeden bahsedilmistir. ikinci
kistmda V., v, vy ™ @y @9 yT e yS jle gésterilen nullnormlar tanimlanarak
nullnorm insa etme yoOntemleri ortaya konulmus ve bu nullnormlar arasindaki iliski
incelenmistir. Ayrica Va(s), Va(T) ile gosterilen nullnormlarin yardimiyla L smirli kafesi

uzerinde a € L\{0,1} sifir elemanli nullnormlarin ailesinin sirasiyla en kii¢iik ve en biiyiik

elemanlar1 olan V;l(v) ve V;l(/\) nullnormlari belirlenmistir. Son kisimda ise sinirli bir L kafesi
Uzerinde Med, (disjanktif form) ve Med® (konjanktif form) tanitilip bunlar yardimiyla
tanimlanan V, ve V* fonksiyonlar1 arasindaki iligki incelenmistir. V, ve V* fonksiyonlarinin
hangi sartlar altinda nullnorm olabilecegi irdelenmistir. Ayrica yine bu fonksiyonlarin
yardimiyla sinirhi kafesler tizerinde ayni sifir elemana sahip birden fazla idempotent

nullnormlarin varligi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Nullnorm, Smirli kafes, Medyan, a-medyan

Vi
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SUMMARY
NULLNORMS ON BOUNDED LATTICES
Mehmet Akif INCE

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Funda KARACAL
2015, 56 Pages
Major purpose of the present thesis is to give the basic properties of nullnorms and to
introduce some constructing methods on a bounded lattice by introducing their definition.
This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions, theorems
and propositions which are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains three parts.
In the first part, nullnorms are defined on bounded lattices, their detailed properties are

given and adverted about the partially ordered set created by nullnorms. In the second part,
constructing methods are introduced by defining the nullnorms denoted by ., v, ™",
Va("), Va(T’S), VI and V; and the relations between these nullnorms are investigated.

Furthermore, Va(v) and Va(/‘) that are the smallest and the greatest elements of family of

nullnorms with the zero element a € L\{0,1} on a bounded lattice L is obtained by the

helping of Va(s) and Va(T) nullnorms. In the last section, the functions V, and V* defined by
the helping of Med, (disjunctive form) and Med® (conjunctive form) are studied.
The relations between these functions are examined. It is analyzed that under which
conditions, these functions can be nullnorms. In addition, again using these functions, it is
shown that there exist several idempotent nullnorms having the same zero element on

bounded lattices.

Key Words: Nullnorm, Bounded lattice, Median, a-median
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: T t-normunun idempotent elemanlarinin kiimesi
: Minimum t-norm

: Carpim t-norm

: Lukasiewicz t-norm

: [0,1] Gzerindeki drastik ¢arpim

- Siurl1 bir kafes tizerindeki en kiiglk t-norm

: Maksimum t-konorm

: Istatistiksel toplam

- Lukasiewicz t-konorm (sinirli toplam)

: Drastik toplam

: Smurli bir kafes iizerindeki en biiytik t-konorm

- Nilpotent minimum

: Infimum t-norm

. Genisletilmis reel sayilarin bostan farkli bir araligi
. a elemant ile b elemani kiyaslanamaz
. a eleman ile kiyaslanamayan elemanlarin kiimesi
. a sifir elemanli nullnorm
:{1,2, ...,n} kimesi

: V, nullnormunun [0, a]? kiimesine kisitlanist



1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

[0,1] birim reel araligi tUzerindeki nullnormlarin hikayesi sirasiyla [17] de verilen
1999 yilinda Mas, Mayor ve Torrens’ in yaptig1 “t-operators” ve [3] te verilen 2001 yilinda
Calvo, DeBaets ve Fodor’ un yaptig1r “The functional equations of Frank and Alsina for
uninorms and nullnorms” isimli c¢alismalarla baslar. Daha sonra bu konuda cesitli
calismalar yapilmistir ([6], [7], [9], [19], [20], [21], [22]). Nullnormlar, birim reel aralik
tizerinde bir sifir elemana sahip olup t-norm ve t-konormlarin bir takim ek kosullar
saglayan genellestirmesidir. Baz1 6nemli nullnormlar sadece teorik birer fonksiyon olarak
kalmayip, ayn1 zamanda bir¢cok alanda (uzman sistemler, ndral aglar, bulanik niceleyiciler
gibi) 6nemli uygulamalara sahiptirler.

Bu c¢alismada ¢oziilmesi amaglanan temel problem, herhangi bir sinirli kafes goz
Onitine alindiginda, bu kafes iizerinde nullnormlarin tanimlanmasi ve hangi 6zelliklere
sahip olduklarinin ortaya konmasidir. Daha 6nce literatiirde bu konuda yapilmis herhangi
bir ¢alisma bulunmamaktadir. Bu problemin ¢oziimii literatiirde yepyeni derin bir tartigma
baslatmas1 acisindan ¢ok biiylik 6nem arz etmektedir.

[0,1] birim reel araligi iizerindeki nullnormlarla ilgili ¢aligmalara bakildiginda,
herhangi a €]0,1[ sifir elemanina sahip nullnormlarin smifinin en biiyiik-en kiguk
elemanlart belirlenmistir ([6]). Ayrica yine birim reel aralik iizerinde herhangi a €]0,1[
sifir elemanina sahip idempotent olan sadece bir tane nullnorm oldugu gosterilmistir ([6]).
[0,1] birim reel araligi tizerindeki nullnormlarla, herhangi bir L sinirli kafesi tizerindeki
nullnormlar arasinda 6nemli farkliliklar bulunmaktadir. Ornegin yukarida ifade edildigi
gibi, birim reel aralik {izerinde herhangi a €]0,1[ sifir elemanina sahip idempotent olan
sadece bir tane nullnorm varken L sinirhi kafesinde bu saymin tek olmasi gerekmez. Bu
caligmada, buna benzer bazi farkliliklar ortaya konacaktir. Bunun disinda bu konuda
yapilan ([0,1] birim reel aralik {izerinde) diger ¢alismalara bakildiginda nullnormlarin
Ozellikleri, birgok nullnorm 6rnegi ve insa metotlar: ortaya konmustur ([6], [7], [9], [19],
[20]). Bu ¢alismada ise herhangi bir L sinirli kafesi tizerinde, a € L\{0,1} sifir elemanina
sahip nullnormlarin bir karakterizasyonu yapilacaktir. Yapilmast amaglanan seyler;

e Sinirh kafesler tizerinde nullnormlarin taniminin verilmesi,



e Sinirli kafesler tizerinde nullnormlarin 6zelliklerinin belirlenmesi,

e Smirlt kafesler iizerinde nullnormlarin t-normlar ve t-konormlarla iligkisinin
arastirilmast,

e Sinirh kafesler lizerinde nullnorm ingasi i¢in ¢esitli yontemler ortaya konulmast,

e Herhangi bir L smirh kafesi iizerinde, a € L\{0,1} sifir elemanma sahip
nullnormlarin sinifinin en biiyiik ve en kiigiik elemaninin belirlenmesi,

e Herhangi bir L simirlt kafesi tizerinde bir t-norm T ve bir t-konorm S yardimiyla
tanimlanan Med,(T,S) ve Med®(T,S) fonksiyonlarmin o6zellikleri ve hangi
kosullar altinda nullnorm olacaklarinin arastirilmast,

e Herhangi bir L sinirli kafesi tizerinde idempotent nullnorm 6rneklerinin verilmesi.

Oncelikle bu konuda gerekli olan birtakim genel bilgiler asagida verilmistir:

1.2. Kismen Sirali Kiimeler ve Kafesler

1.2.1. Kismen Sirali Kiimeler

Tamim 1.1. [2] P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagint1 olsun. Her x,y, z € P igin

P1. x <x (Yansima)
P2. x<yvey<xisex=y (Ters Simetri)
Pl.x<yvey<zisex<z (Gegisme)

sartlar1 saglanirsa, < bagmtisina P (izerinde bir siralama (veya kismen siralama) denir.
Uzerinde bir < siralama bagintis1 mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen sirali
kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Eger x <y ve x # y ise x <y vyazilir ve ‘x, y de 0z olarak icerilir’ olarak ifade
edilir. x <y bagintist y > x olarak da yazilir ve ‘y, x de igerilir’ olarak ifade edilir.
Benzer sekilde x < y, y > x olarak da yazilir.

Ornek 1.1. X bir kiime olmak iizere, (¢(X), €) kismen siral1 bir kiimedir.

Lemma 1.1. [2] Herhangi bir kismen sirali kiimede higbir x i¢in x < x dirve x <y
ve y <z ise x < z dir. Tersine ‘<’ ikili bagmtis1 6n iki sart1 saglar ve ‘x <y’ ‘x <y’

veya ‘x = y’ olarak tanimlanirsa ‘x < y’ bagmtis1 P1, P2, P3 sartlarini saglar.



Uyan 1.1. [2] (P, <) kismen sirali bir kiime olsun.

(i) Bira € P elemani her x € P i¢in a < x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
bu elemanin tek oldugu acgiktir. BOyle bir eleman (eger mevcutsa) 0 ile gosterilir ve P nin
en kicuk elemani olarak adlandirilir.

(ii) Bir b € P elemani her x € P i¢in x < b kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
1 ile gosterilir ve P nin en biyik eleman: olarak adlandirilir. Bdyle bir eleman mevcutsa
tek oldugu agiktir.

Eger 0 ve 1 clemanlar1 mevcutsa, her x € P i¢in 0 < x < 1 oldugundan 0 ve 1 e
evrensel siirlar denir.

Lemma 1.2. [2] Eger x; < x, < -+ < x, < X1 IS8 X1 = x, = -+ = x,, (ters devir)
dir.

P4.Herx ve y icinx < y veyay < x dir.

Tamm 1.2. [2] P4 6zelligini saglayan bir kismen sirali kiimeye tam sirali kiime,
zincir veya lineer sirali kime denir.

Teorem 1.1. [2] (P, <) kismen sirali bir kime ve S € P alt kiimesi ise, (§,<)
kismen sirali bir kimedir. Ozel olarak, P bir zincir ise S de zincirdir.

Ornek 1.2. [2] R reel sayilar kiimesi bir zincir oldugundan N dogal sayilar kiimesi,
Ny pozitif dogal sayilar kiimesi, Z tam sayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar kiimesi dogal
siralamaya gore bir zincirdir.

Ornek 1.3. [2] {1,2, -+, n} kiimesi dogal siralamaya gore bir zincir seklindedir.

Tanmmm 1.3. [2] (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. 6:P — Q
dontigiimiine sira korur doniisiim veya izoton denir:< Her x,y € P igin

x<,yisef(x) <, 0()
dir.

(P,<;) ve (Q,<,) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir:< Birebir, érten bir
0: P — Q doniistimdi, her x,y € P igin

0(x) < 0(y) & x<1y
saglayacak sekilde mevcuttur. (P,<;) ve (Q,<,) kismen sirali kiimeleri izomorf ise bu
durum P = Q ile gosterilir.

(P, <;) kismen sirali kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfiye bir otomorfi
denir.

Tamm 1.4. [2] p, P Uzerinde bir bagint1 olsun.
p~'t ={(a,b)|(b,a) € p}



olarak tamimlanan p~! bagitisina p bagmtisinin tersi denir.

Teorem 1.2. (Duallik Prensibi) [2] Bir kismen siralamanin tersi yine bir kismen
siralamadir.

Tammm 1.5. [2] Bir X kismen sirali kilmenin duali ayni elemanlar {izerinde ters
siralama bagintisi ile tanimlanan X kiimesidir.

Tanmm 1.6. [2] (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. Bir 6: P — Q
fonksiyonuna ters sira korur veya antiton denir:< x,y € P igin,

[x <1y ise 0(x) =, 6(¥)] ve[0(x) <, 6(y) ise x =, y]
gerektirmelerini saglanir. 6 antiton, 1-1 ve orten bir doniisim ise 6 doniisiimiine dual
izomorfi denir.

Tanmmm 1.7. [2] (P,<) kismen sirali bir kime olsun. a,b € P i¢in ‘a Orter b’
denir: & a > b olup, a > x > b olacak sekilde bir x € P eleman1 mevcut degildir.

Bir P kismen sirali kiimesinin n(P) mertebesi ile P nin elemanlarinin (kardinal)
sayist kastedilir. Bu say1 sonlu ise P ye sonlu kismen sirali bir kiime denir. Kapsama
bagintis1 kullanilarak herhangi bir sonlu kismen sirali kiimenin asagidaki gibi bir grafiksel
gosterimi elde edilir: P nin her bir elemanin1 gostermek icin kiglk bir daire cizilir ve
a > b oldugunda a, b den daha yukari yazilir. a, b yi orttiigiinde a dan b ye diz bir ¢izgi
cizilir. Sonugta elde edilen sekle P nin bir diyagrami denir. Asagida bazi kismen sirali

kiimelerin diyagram ornekleri verilmistir.

1
C
a d
a
b
b C
0 0
Ms N5 P

Sekil 1.1. Diyagram ornekleri



Tamim 1.8. [2] (P, <) kismen siral1 bir kiime ve X € P olsun.

(i) a € X olsun. Eger her x € X i¢in a < x ise bu a elemanina X kiimesinin en
kiiciik elemanidir denir ve EkeX ile gosterilir.

X kiimesinin en biiyiik eleman1 dual olarak tanimlanir ve EbeX ile gosterilir.

(ii) a € X olsun. Eger x < a olacak sekilde x € X mevcut degil ise bu a
elemanina X kiimesinin bir minimal elemani1 denir.

X kimesinde maksimal eleman, dual olarak tanimlanr.

En kiclk eleman bir minimal eleman ve en buyuk eleman da bir maksimal
elemandir. Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez.

Teorem 1.3. [2] (P, <) kismen siral1 bir kiime ve @ = X € P sonlu alt kiime olsun.
Bu takdirde X kiimesi minimal ve maksimal elemanlara sahiptir.

Teorem 1.4. [2] Zincirlerde minimal (maksimal) ve en kicuk (en bulyik) eleman
kavramlar1 denktir. Boylece keyfi sonlu bir zincir en kiciuk ve en biylk elemanlara
sahiptir.

Teorem 1.5. [2] n elemanli her sonlu zincir n ordinal sayisina ({1,2,...,n}
tamsayilarinin zincirine) izomorftur.

Tamim 1.9. [2] Bir sonlu n zincirinin uzunlugu n — 1 olarak tanimlanir. Daha genel
olarak, bir P kismen sirali kiimesinin ¢(P) uzunlugu P deki zincirlerin uzunluklarinin en
kiiglik st smir1 olarak tanimlanir. Eger £(P) sonlu ise P kismen sirali kiimesine sonlu
uzunluklu kismen sirali kiime denir.

Tamim 1.10. [2] (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) a€ P veherx € X iginx < aise, a elemanina X kiimesinin bir tist sinir1
denir ve X kiimesinin iist simirlarinin kiimesi X ile gosterilir. X in herhangi bir ¢ iist simr1
icin a < c ise, a elemanina X kiimesinin en kiigiik {ist sinir1 veya supremumu denir.
a = supX veya a =V X ile gosterilir.

(ii) b e P veher x e Xigcinb < x ise, b elemanma X kumesinin bir alt
sinirt denir ve X kiimesinin alt sinirlariin kiimesi X ile gosterilir. X in herhangi bir d alt
siirt igin d < b ise, b elemanina X kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir.

b = infX veya b =A X ile gosterilir.



1.2.2.Kafesler

Tanmm 1.11. [2] (P, <) bir kismen sirali kiimesi olsun. Her x,y € P icin sup{x, y}
ve inf{x, y} mevcut ise P ye kafes denir.

P kafesinde x,y € P i¢cinx Vy := sup{x,y} vex Ay :=inf{x,y} ile gosterilir.

Eger (P, <) bir kafes ise v ve A islemleri P iizerinde ikili islemlerdir. Dolayisiyla
(P,V,A) bir cebirsel yapidir.

Ornek 1.4. [2] Sekil 1.1 de verilen diyagram 6rneklerinde Ms ve Ng kafes olup Py
kafes degildir.

Ornek 1.5. [2] (o(X),S) kismen sirali kiimesi bir kafestir.

Bu kafeste VA,B € go(X) icinAVB=AUB ve AAB = An Bdir.

Tamim 1.12. [2] Bir P kafesine sinirl kafes denir:< P, en kiiguk eleman 0 ve en
biylk eleman 1 e sahiptir.

Tanim 1.13. [2] Bir L kafesine tam kafes denir:< L nin her X alt kiimesi L de bir en
kiigiik Uist sinira ve bir en biiyiik alt sinira sahiptir. Yani, her X € L alt kiimesi i¢in supX
ve infX, L de mevcuttur.

Ozel olarak Tanim 1.13 de X = L alindi§inda bostan farkl1 her tam kafesin en Kiiciik
elemaninin ve en biiyiik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Bu nedenle her tam kafes
siirlidir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.

Ornek 1.5 de verilen bir X kimesinin tim alt kiimelerinin kafesi (g(X),<) tam
kafestir, burada en kicuk eleman 0 = @ ve en blyik eleman 1 =X dir. S, € X alt
kiimelerinden olusan keyfi A ailesi icin infA = N4 S, ve supA = U,S, dir.

Tanimm 1.14. [2] L bir kafes ve X € L olsun. X alt kimesine L kafesinin bir alt
kafesidir denir:< Hera,b € X icinaAb € X veaV b € X dir.

Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak,
(L,<) bir kafesve a,b € L icin a < b ise

[a,b] :={x € Lla < x < b}
ile tamimlanan [a, b] kapali aralig1 bir alt kafestir.

Tanimm 1.15. [2] P bir kismen sirali kiime ve X € P olsun. X e konveks alt kiime
denir: Hera,b € X, a < b icin [a, b] € X dir.



Tanmm 1.16. [2] Bir L kafesinin S alt kiimesine konveks alt kafes denir.< Her
a,b € Sicin[aAb,aVb] < Sdir.

Bir L kafesinin ayni siralama altinda kafes olan bir alt kiimesinin alt kafes olmasi
gerekmez. Asagidaki kafes bu duruma bir 6rnek olarak verilebilir.

Ornek 1.6. [2] =, bir G grubunun tiim alt gruplarinin ailesi olsun. H, K € X igin

H<KSHCK
olarak tanimlansin. Bu takdirde (X, <) bir tam kafestir, burada HAK = H n K (kiime
kesigsimi) ve HV K, H ve K alt gruplarini i¢eren en kiigiik alt gruptur. Ancak (%, <)
kafesi (¢(G), <) kafesinin bir alt kafesi degildir.

Teorem 1.6. [2] L bir tam kafes ve S € L olsun. Eger

@i 1€S,

(ii) TS S =infTeES
ise, S bir tam kafestir.

Tanim 1.17. [2] (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen
sirali kimelerinin

PxQ={(xylx€ePyeQ}
seklinde tanimlanan P X Q kartezyen ¢arpim kiimesi

(1) S (g, y2) © xSy x,Vey; S92 X,%, €EP, y,,Y, €Q
bagtisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (P X Q, <) kismen sirali kiimesine P ve Q
kismen sirali kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Teorem 1.7. [2] L ve M iki kafes olsun. L X M direkt ¢arpimi da yine bir kafestir.
Burada (x4, y,), (x5,¥,) € L X M igin

(x1,y1) V (x2,¥2) = (1 V x5, 51 V ¥2)

(x1, y1) A (x2,¥2) = (4 Axg, 1 AY2)
dir.

Bir kafeste A ve Vv ikili islemleri 6nemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.

Lemma 1.3. [2] P kismen siral1 bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri

(eger mevcutsa) asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Ll. xAx=x, xVx=x, (Idempotent)
L2. xAy=yAx, xVy=yVx, (Komutatif)
L3. xAy)Az=xA(YAz), (xVy)Vvz=xV(yVz), (Birlesme)

L4. xA(xVy)=xV(xAy)=x. (Yok etme)



Ustelik x < y ifadesi x Ay = x ve x Vy =y sartlarinin her birine denktir.

Lemma 1.4. [2] P, 0 en kiigiik elemanina sahip kismen sirali bir kiime ise her x € P
icin

OAx=0veOVx=x
dir. Dual olarak P, 1 evrensel st sinirina sahip ise her x € P i¢in

xAl=xvexvl=1
dir.

Lemma 1.5. [2] Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri sira korurdur.
Yani bir L kafesinde x,y,z € L igin

y<zise xAy<xAzve xVy<xVz
saglanir.

Lemma 1.6. [2] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin

xANyVz)=(xAy)V(xA2)

xVWAz) S(xVYy)A(xV2)
esitsizlikleri saglanir.

Lemma 1.7. [2] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin modiiler esitsizlik olarak
bilinen

x<zisexV(yAz) <(xVYy)Az
esitsizligi saglanir.

Tamm 1.18. [2] Idempotent, komiitatif ve birlesme 6zelliklerine sahip ikili islemli
bir sisteme yar1 kafes denir.

Sonu¢ 1.1. [2] P kismen sirali bir kiime ve P de aliman herhangi iki elemanin
infimumu mevcut olsun. Bu takdirde, P, A ikili islemine gore bir yar1 kafestir. Boyle yari
kafeslere infimum-yar1 kafesler denir. Dual olarak, P kismen sirali kiimesinde alinan
herhangi iki elemanin supremumu mevcut ise P, V ikili islemine gore bir yar1 kafestir.
Boyle yar1 kafeslere supremum-yari kafesler denir.

Lemma 1.8. [2] P bir kiime, o P {izerinde bir ikili islem ve (P,°) bir yar1 kafes
olsun. Bu takdirde x <y < xoy = x olarak tanimlanan < bagintis1 altinda (P, <)
kismen siral1 bir kiimedir, burada x o y = inf{x,y} seklinde tanimlidir.

Teorem 1.8. [2] (L, <,A,V) bir kafestir & A ve v ikili islemleri L1-L4 6zelliklerini
saglar.

Teorem 1.9. [2] Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:

LS. xA(yvz)=(xAy)V(xAZz), Vx,y,Z€L,



LS".xv(yAz)=(xVy)A(xVz), Vx,y,Zz€L

Tamim 1.19. [2] Bir kafese dagilmali kafes denir:< L5’ 6zelligi (bdylece L5" )
saglanir.

Sekil 1.1 deki M5 ve N5 kafesleri dagilmali degildir.

Lemma 1.9. [2] L bir zincir ise L dagilmali bir kafestir.

Keyfi dagilmali kafesin duali de dagilmali kafestir. Ayrica herhangi bir dagilmal
kafesin alt kafesi ve dagilmali1 kafeslerin direkt carpimlari da dagilmali kafestir.

Teorem 1.10. [2] Bir dagilmali kafeste cA\x =cAy ve cVx=cVy ise, x =y
elde edilir.

Tamim 1.20. [2] L bir kafes olsun. L kafesine moduler kafes denir: < Her x,y,z €
L icgin

L6. x<zisexV(yAz)=((xVy Az
saglanir.

Her dagilmali kafes modiilerdir. Fakat her modiiler kafesin dagilmali kafes olmasi
gerekmez. Ornek olarak Sekil 1.1 deki Mg kafesi modiilerdir ancak dagilmali degildir.

Teorem 1.11. [2] Herhangi bir G grubunun normal alt gruplarinin kafesi bir modiiler
kafestir.

Bir moduler kafesin keyfi alt kafesleri modilerdir ve moduler kafeslerin direkt
carpimlar1 da modiilerdir.

Teorem 1.12. [2] Modiler olmayan herhangi bir L kafesi Sekil 1.1 deki Ny kafesini
bir alt kafes olarak icerir.

Tamim 1.21. [2] L sinirh bir kafes ve x,y € L olsun. y elemanina x elemaninin
komplementi denir< xAy=0 ve xVvy=1 dir. Bu durumda x -elemanmin
komplementi x' ile gosterilir.

Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut ise boyle kafeslere
komplementli kafes denir.

Tamim 1.22. [2] Bir kafese yerel komplementli kafes denir :< Bu kafesin tim
kapali araliklar1 komplementlidir.

Bir X kimesinin tim alt kiimelerinin kafesi komplementlidir. Sekil 1.1 deki Mg
kafesi komplementli kafese bir 6rnektir.

Teorem 1.13. [2] Keyfi komplementli moduler kafes yerel komplementlidir.

5-elemanli modiiler olmayan Sekil 1.1 deki Ny kafesi komplementlidir ancak yerel

komplementli degildir.



10

Tamim 1.23. [2] L bir kafes olsun. x € L elemanina atom denir : < x, L\ {0} in
minimal elemanidir.

Teorem 1.14. [2] Sonlu uzunluklu yerel komplementli bir kafeste her eleman
igerdigi atomlarin supremumu seklindedir.

Sonug¢ 1.2. [2] Sonlu uzunluklu komplementli modiler kafeste, her eleman igerdigi
atomlarin supremumu seklinde yazilabilir.

Tammm 1.24. [2] Bir atomik kafes, her elemani igerdigi atomlarin supremumu
seklinde olan kafestir.

Tanmm 1.25. [2] L smrh bir kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir ;< L
dagilmali ve komplementli bir kafestir.

Ornek 1.7. [2] Ornek 1.5 de verilen ((X), S,v,A) kafesi bir Boole kafesidir, burada
her A € X alt kiimesi igin A" = X \ A dur.

Teorem 1.10 kullanilirsa, herhangi bir dagilmali kafeste komplementler tektir.

Teorem 1.15. [2] L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemaninin bir tek x’
komplementi mevcuttur. Ustelik her x,y € L igin

L7. xAx'=0 ve xvx' =1,

L8. (x)' = «x,

L9. (xAy) =x"Vvy' ve (xVy) =x"Ay’
Ozellikleri saglanir.

Tanmm 1.26. [2] L bir kafes olsun. L kafesine Boole cebiridir denir :< L kafesi
AV, islemleri ile L1-L9 6zelliklerini saglar.

A bir Boole cebiri olsun. @ # B € A kiimesine A Boole cebirinin alt cebiridir
denir: & Hera,b € BiginaAb,aV b,a’ € B dir.

Teorem 1.16. [2] Evrensel sinirlara sahip herhangi dagilmali kafesin komplementli

elemanlarin kiimesi bir alt kafes olusturur.

1.3. [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar ve Konormlar

1.3.1. [0,1] Uzerinde Ucgensel Normlar

Aksi belirtilmedikge, [0,1] Uzerindeki dogal siralama < ile gosterilecektir.
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Tanmim 1.27. [16] Bir liggensel norm (kisaca t-norm) T, [0,1] birim aralif1 tizerinde
asagidaki ozellikleri saglayan bir ikili islemdir; yani T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu her
x,y,z € [0,1] icin

T1. T(x,y) =T(y,x) (Komutatiflik)
T2. T(x,T(y, Z)) =T(T(x,y),2) (Birlesme)
T3. y<zise T(x,y) <T(x,2) (Monotonluk)
T4. T(x,1) =x (Sinir sart1)

ozelliklerini saglar.

Ornek 1.8. [16] Ty, Tp, Ty, Tp ve T™ temel t-normlar1 asagidaki gibi verilir:

Ty (x,y) = min(x,y) (Minimum)

Tp(x,y) = xy (Carpim)

T, (x,y) = max(x +y—1,0) (Lukasiewicz t-norm)
_ (0, (x,y) € [0,1[? .

To(xy) = {min(x, y), aksi halde (Drastik garpim)

0 +y<1 i . .
T™ (x,y) = { xTy (Nilpotent Minimum)

min(x,y), aksihalde
Uyari 1.2. [16] T, [0,1] birim aralig: {izerinde bir t-norm olsun.

(i) Tanim 1.27 den dolay1 her T t-normu her x € [0,1] igin
T(0,x) =T(x,0) =0 (1.1)
T(1,x)=x (1.2)

esitliklerini saglar.

(ii) Bir T t-normunun ikinci bilesene gore monotonlugu, (T1) komitatiflik ve (T3)
monotonluk 6zellikleri ile tanimlanir. Bu monotonluk her iki bilesene gére monotonluga
denktir; yani

x1 S x; Ve Y Sy, ise T(xy,y1) < T(x2,¥2) (1.3)
saglanir.

Tamm 1.28. [16]

() T, ve T, iki t-norm olsun. Eger her (x,y) € [0,1]* icin T (x,y) < To(x,y)
esitsizligi saglanmiyor ise ‘Ty, T, t-normundan daha zayiftir’ veya ‘T,, T; t-normundan daha

gucludur’ denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.



12

(i) T, <T, ve T, #T, ise yani T; <T, ve bir (x,¥) € [0,1]*> elemam igin
Ty (x0, Vo) < Ty(x9,V,) ise, bu durum T; < T, ile gosterilir.
Uyan 1.3. [16]
(i) [0,1] birim aralig1 tizerinde Ty, minimum t-normu en gu¢ll, Tp drastik ¢carpimi
en zayif t-normdur. Gergekten;
T, [0,1] birim aralig1 {izerinde bir t-norm olsun. (1.3) n bir sonucu olarak her
x,y € [0,1] igin
T(x,y) <T(x,1) =xveT(x,y) <T(1,y) =yolup
T(x,y) < min(x,y) = Ty(x,y) dir. Boylece, T); minimum t-normu en gucli t-
normdur.
Her x,y €]0,1[ icin T(x,y) = 0 = Tp(x,y) oldugundan T}, drastik carpimi en zayif

t-normdur. Bu durumda keyfi T t-normu igin
Tp <T <Ty (1.4)

esitsizligi saglanir.
(i) Simdide T; < Tp oldugu gosterilecektir. Bunun igin x, y € [0,1] keyfi alinsin.
x +y = 1olsun. Buradan x + y — 1, xy € [0,1] oldugundan
x+y—1<xyveyax+y-—1>xy
olur. Ilk olarak x + y — 1 > xy alinsin. Buradan
x—1>xy—y
x—1>ykx—-1)
y>1
celigkisi elde edilir. O halde x + y — 1 < xy dir.
Yanix+y=>1liseT;(x,y) =x+y—1<xy = Tp(x,y) dir.
x +y < 1 durumunda ise T;,(x,y) = 0 < Tp(x,y) olur. Dolayisiyla T, < Tp oldugu elde
edilir. Simdi esitligin saglanmadig gosterilecektir.

x = 1/2 vey = 1/2 alinsin.

T.(Yy 1) = max(Y/y + 1/ = 1,0) =0 < 1e(1/5 , 1/5) = 1/ 1/ =1/,
oldugundan T; # Tp dir. Buradan T; < Tp oldugu elde edilir.

Bu nedenle dort temel t-norm arasinda

Tp < T, <Tp < Ty (1.5)
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iliskisi mevcuttur.
Onerme 1.1. [16] ]0,1[S 4 < [0,1] bir kiime ve *: 4> — A, A (izerinde bir ikili
islem ve her x,y,z € A ic¢in (T1)-(T3) 6zellikleri ile birlikte

x*y <min(x,y) (1.6)

ozelligi saglansin. O halde

_[x=*y, (x,y) € (A\ {1})?
Teoy) = {min(x, y), aksi halde (1.7

ile tamimlanan T:[0,1]2 — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. Ustelik T, (4 \ {1})? ne
kisitlanigi, * isleminin (A4 \ {1})? ne kisitlanis1 ile ayni olan tek t-normdur.

Tamm 1.29. [16] Her x,y,z € [0,1] igin (T1)-(T3) ve (1.6) 6zelliklerini saglayan
bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna bir t-altnorm denir.

Agik olarak her t-norm bir t-althormdur, fakat tersinin dogru olmasi gerekmez.
Ornegin F(x,y) = 0 ile verilen F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-altnormdur fakat bir t-
norm degildir. Cunkl F fonksiyonu sinir sart1 6zelligini saglamaz.

Sonug 1.3. [16] F bir t-altnorm ise

F(x,y), (x,y) € [0,1[?
min(x,y), aksi halde

T(x,y) ={

ile tantmlanan T: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.

Onerme 1.2. [16]

(i) Her x € [0,1] icin T(x,x) = x esitligini saglayan tek t-norm T, minimum t-
normdur.

(i) Her x € [0,1] icin T(x,x) = 0 esitligini saglayan tek t-norm Tp, drastik
carpimdir.

Uyar 1.4. [16]

(i) (T2) birlesme kurali ile, her t-norm T bir tek sekilde, indiksiyon kullanarak
asagidaki gibi bir n -li isleme genisletilebilir: Yani, her (x4, x5, ..., x,) € [0,1]" n-siralist

icin
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TR x; = T(T27 %, %)

dir. Eger 6zel olarak x; = x, = --- = x,, = x ise kisaca
x%n) =T(x,x,...,x)
(0) (1)

yazilir. Budurumda x;” = 1ve x;~ = x olarak tamimlanir.

(i) [0,1] in elemanlarinin her (x;);ey dizisi yani (x;);ey € [0,1]N icin
T2y = limy 00 T2 X (1.8)

ile tanimlanir.
(iii) Keyfi bir I indis kiimesi ve her (x;);¢; € [0,1]" icin, yani [0,1] in elemanlarmim

her (x;);e; ailesi i¢in asagidaki ifade iyi tanimlidir ve (1.8) in bir genellemesidir:
T x; = inf {T]-kzlxij| (xl-l,xl-z, ...,xik), (x;);e; min bir sonlu alt ailesidir }

Ornek 1.9. [16] T, minumum ve T, ¢arpim t- normlarinin n-li genislemelerinin
Ty (xq, X5, oo, X)) = min(xq, x5, ..., X)
Tp(xq, %2, e, x) = [Tizq X
oldugu aciktir. T, Lukasiewicz t-normunun ve T, drastik carpiminin n-li genislemeleri
Ty (x4, %2, o, xp) = max(Qie, x; — (n— 1),0),
seklindedir.
Uyann 1.5. [16] Tanim 1.27 de verilen (T1)-(T4) aksiyomlar: birbirinden
bagimsizdir. Bunu gorebilmek i¢in asagidaki 6rnek verilebilir.
Ornek 1.10. [16] i = 1,2,3,4 icin F;:[0,1]> — [0,1] fonksiyonlar1 asagidaki gibi

sirasiyla tanimlansin.

(0, (%) € [0,0.5] x [0,1]
Fi(xy) = {min(x, y), aksi halde

F,(x,y) = xymax(x,y)

0.5, (x,y) € [0,1]?

F3(x,y) = { min(x,y),  aksi halde
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F4(.X,',)/) = 0

Bu fonksiyonlar t-norm degildirler. Cunkii F; fonksiyonu (T1)-komutatiflik
ozelligini, F, fonksiyonu (T2)-birlesme ozelligini, F; fonksiyonu (T3)-monotonluk

ozelligini ve F, fonksiyonu (T4)-sinir sart1 6zelligini saglamaz.

1.3.2. [0,1] Uzerinde Uc¢gensel Konormlar

Tamim 1.30. [16] Bir tiggensel konorm (veya kisaca t-konorm) S, [0,1] birim aralig

Uzerinde her x,y,z € [0,1] icin (T1)-(T3) sartlarin1 ve her x € [0,1] igin
(S4) S(x,0)=x (Sinir sart1)

sartin1 saglayan S: [0,1]> — [0,1] fonksiyonudur.
Aksiyomatik olarak t-normlar ve t-konormlar sadece sinir sartlarinda farklilik
gosterirler. Aslinda, t-norm ve t-konorm kavramlari bazi anlamlarda dualdirler.

Ornek 1.11. [16] Sm,Sp, S, ve Sp temel t-konormlari sirast ile

Sulx,y) = max(x,y) (Maksimum)

Sp(x,y)=x+y—xy (Probalistic toplam)

S.(x,y) =min(x +y,1) (Lukasiewicz t-konorm)
(1, (x,y) €]0,1[ .

Sp(xy) = {max(x, ), aksi halde (Drastik toplam)

seklinde tanimlanir.
Onerme 1.3. [16] S: [0,1]?> — [0,1] fonksiyonu bir t-konormdur <
Her x,y € [0,1] icin

S(x,y)=1-TA—x,1—-y) (1.9)

olacak sekilde bir T t-normu mevcuttur.

Uyan 1.6. [16]
(i) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm ise

Tx,y)=1-S(1—-x,1—y) (1.10)
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ile tanimlanan T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. (1.9) ile verilen t-konorma, t-
norm T nin dual t-konormu denir. Benzer sekilde, (1.10) ile verilen t-normas t-
konormunun dual t-normu denir.

(i) (Ty,Sy), (Tp,Sp), (T,,S.) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve t-
konorm ciftleridir.

(iii) S:[0,1]?> — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] icin

S(1,x) =S(x,1)=1

S(0,x) =x
ilave sinir sartlar olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Boylece, tim t-konormlar [0,1]?
sinir1 lizerinde ¢akisiktir, yani ayni degeri alirlar.

T-normlarda oldugu gibi bir S t-konormu elde etmek i¢in gerek ve yeter kosul
Onerme 1.1 in duali ile (S1)-(S3) sartlarmin ve her (x,y) igin S(x,y) = max(x,y)
esitsizliginin saglanmasidir.

(iv) Duallik siralamay1 degistirir:

yani T; ve T, t-normlan i¢in T; < T, ve S;, T, t-normuna ve S,, T, t-normuna
karsilik gelen dual t-konormlar ise S; > S, dir. Her S t-konormu igin

Sy<S<S,
dir. Yani Sy, maksimum t-konormu en zayif, S, drastik toplam en gicli t-konormdur.
Ornek 1.11 deki t-konormlar igin

Sy <Sp<S,<Sp
siralamasi elde edilir.

(v) S bir t-konorm olsun. Uyar1 1.4 e benzer sekilde (xq,x,,...x,) € [0,1]"
seklindeki n-siralilarina, (x;);ey € [0,1]N dizilerine ve I keyfi kiime olmak (izere

(x1);ie; € [0,1]" ailelerine genisletme islemi asagidaki gibidir:
Sin=1xi = S(Sin=_11xi'xn) = S(xler' "-xn)
S{.ilxi = lirnn—mo Sinzlxi

SierXi = sup {S}‘zlxij| (xl-l, Xiys ey xl-k), (xi)ie; mn sonlu alt ailesidir }

Ne

X1 =Xy =+ =x, =x oldugunda S(x,x,--,x) yerine kisaca yazilir ve her

x € [0,1] igin xs(o) =0ve x5(1) = x olarak gosterilir.
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Ornek 1.12. [16] S,, maksimum t-konormunun n -li genislemesinin

Sy (x1, %9, o xy) = max(xq, Xy, ... Xp)
oldugu agiktir. Sp probalistik toplam, S; Lukasiewicz t-konorm ve S;, drastik toplam icin
n -li genislemeler

Sp(x1, %2, . xp) =1 —-TL,(1 —x;)
Sp(x1, %2, . xp) = min(Qi=, x;, 1)

el LA
seklinde tanimlanir.

Uyan 1.7. [16] (T,S) birbirlerine dual t-norm ve t-konorm cifti ise, (1.9) ve (1.10)
dual ifadeleri,

SkexXk = 1 — Teg (1 — x)

Thexxk =1 — Skex (1 — x)

seklinde genisletilebilir, burada K keyfi bir indis kiimesidir.

1.4. Cebirsel Ozellikler [16]

Tanim 1.31. [16] T bir t-norm olsun.

(i) Bir a € [0,1] elemanina T nin bir idempotent elemanidir denir: & T(a,a) = a
dir.

0 ve 1 her t-norm icin idempotent elemanlar olup bu elemanlara trivial idempotent
elemanlar denir. ]0,1[ araligindaki idempotent elemanlar ise trivialden farkli idempotent
elemanlar olarak adlandirilir.

(i) Bir a €]0,1] elemanina t-norm T nin nilpotent eleman1 denir:< Bir n € N
say1sl a;n) = 0 olacak sekilde mevcuttur.

(iii) Bir a €]0,1[ elemanina T nin sifir boleni denir :< T(a, b) = 0 olacak sekilde
bir b €]0,1[ mevcuttur.

Ornek 1.13. [16]

e Her a€[0,1] i¢in Ty(a,a) =min(a,a) = a oldugundan keyfi a € [0,1]

eleman1 Ty, minimum t-normunun idempotent elemamidir. Onerme 1.2 nin bir sonucu
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olarak Tj; minimum t-normu idempotent elemanlarinin kiimesi [0,1] araligina esit olan tek
t-normdur.

e Her a €]0,1] eleman1 T; Lukasiewicz t-normunun ve Tj drastik ¢arpimin hem
sifir bdleni hem de nilpotent elemanidir.

e Tj, minimum t-normu ne nilpotent elemana ne de sifir bolene sahiptir.

e Tp drastik carpim ve T, Lukasiewicz t-normu trivialden farkli idempotent
elemanlara sahip degildirler.

e Tp carpim t-normunun da trivialden farkli idempotent eleman1 yoktur.

e Tp carpim t-normu nilpotent elemana ve sifir bolene sahip degildir. Ayrica Tp
carpim t-normu sifir bolene de sahip degildir.

Idempotent elemanlar asagidaki yolla karakterize edilebilirler.

Onerme 1.4. [16]

(i) Bira € [0,1] elemani bir t-norm T nin idempotent elemanidir ;<
Her x € [a, 1] icin T (a,x) = min(a, x) dir.

(ii) Eger t-norm T sirekli bir fonksiyon ise a € [0,1], T nin bir idempotent
elemanmidir & Her x € [0,1] icin T(a, x) = min(a, x) dir.

Uyan 1.8. [16]

(i) Eger a € [0,1] bir t-norm T nin idempotent elemani ise, indiksiyon ile her
n € N icin a;n) = a dir. Sonug olarak, ]0,1[ in hic¢bir eleman1 hem idempotent hem de
nilpotent eleman olamaz.

(ii) Bir t-norm T nin her nilpotent eleman1 ayn1 zamanda T nin bir sifir bolenidir.
Fakat tersi dogru degildir. Ornegin; 2/3 €]0,1[, T™ nilpotent minimum t-normunun sifir
bolenidir ancak nilpotent eleman1 degildir.

(iii) Eger bir t-norm T bir a nilpotent elemana sahip ise o halde b%z) = 0 olacak
sekilde bir b €]0,1[ eleman1 daima mevcuttur.

(iv) Eger bir a €]0,1[ eleman1 t-norm T nin bir nilpotent eleman1 (sifir boleni) ise
her b €]0, a[ sayist ayn1 zamanda T nin bir nilpotent elemanidir (sifir bolenidir).

(v) Bir t-norm T nin nilpotent elemanlarinin ve sifir bolenlerinin kiimesi ya bos
kiimedir ya da 0, c[ veya ]0, c] seklinde bir araliktir.

Onerme 1.5. [16] Her t-norm T igin asagidakiler denktir.

(i) T sifir bolenlidir.

(ii) T nilpotent elemana sahiptir.
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Tanim 1.32. [16] T bir t-norm olsun.

(i) T t-normuna kesin monotondur denir: < x > 0vey < zise T(x,y) < T(x, z).

(ii) T t-normu kisaltma kuralim1 saglar denir : <= x >0 ve T(x,y) = T(x,z) ise
y =z

(iii) T t-normu sartli kisaltma 6zelligini saglar denir : & T(x,y) = T(x,z) > 0 ise
y =z

(iv) T t-normu Arsimedyandir denir : < Her x,y €]0,1[ igin bir n € N sayisi
xr™ < y olacak sekilde mevcuttur.

(v) T t-normu limit 6zelligini saglar denir : & Her x €]0,1[ igin lim,,_,o x7™ = 0.

Ornek 1.14. [16]

e Ty minimum t-normu Tanim 1.32 de verilen 6zelliklerden higbirini saglamaz.

e Tp carpim t-normu Tanim 1.32 de verilen 0zelliklerin hepsini saglar.

e T, Lukasiewicz t-normu Arsimedyandir, sartli kisaltma oOzelligini ve limit
Ozelligini saglar ancak Tanim 1.32 de verilen diger 6zelliklerin hi¢birini saglamaz.

e Tp drastik carpimi Arsimedyandir, sarth kisaltma 6zelligini ve limit 6zelligini
saglar ancak Tanim 1.32 de verilen diger 6zelliklerin higbirini saglamaz.

Onerme 1.6. [16] T bir t-norm olsun. Bu takdirde;

(i) T kesin monotondur & T kisaltma 6zelligini saglar.

(ii) T kesin monoton ise T sadece trivial idempotent elemanlara sahiptir.

(iii) T kesin monoton ise T sifir bolene sahip degildir.

Teorem 1.17. [16] Bir t-norm T igin asagidaki ifadeler denktir:

(i) T Arsimedyandir.

(ii) T limit 6zelligini saglar.

(iii) T sadece trivial idempotent elemanlara sahiptir. Bir x, €]0,1[ igin
limyy, T(x,x) = x5 ise  T(yo,¥0) =xo olacak sekilde bir y, €]xy,1[ eleman
mevcuttur, burada lim,.,, T'(x, x) notasyonu t-norm T nin (x,, o) noktasindaki sag tarafli
limitini gbstermektedir.

Tanmm 1.33. [16] T bir t-norm, S bir t-konorm olsun. T t-normu S (zerinde

dagilmalidir denir : & Her x,y,z € [0,1] icin

T(x,S(y,2)) = S(T(x, ), T(x,2))
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esitligi saglanir. Benzer sekilde S, T tizerinde dagilmalidir denir : & Her x,y,z € [0,1]
icin

S(x,T(y,2)) = T(S(x,¥),S(x, 2))

esitligi saglanir. Eger S, T Uzerinde ve T, S lizerinde dagilmali ise (T, S) ¢iftine dagilmali
cift denir.

Onerme 1.7. [16] T bir t-norm ve S bir t-konorm olsun. Bu takdirde

(i) S, T tzerinde dagilmalidir & T = T), dir.

(ii) T, S tizerinde dagilmalidir & S = S, dir.

(>iii) (T,S) bir dagilmali ¢ifttir & T = Ty, ve S = S, dir.

Uyan 1.9. [16] Eger T bir t-norm, S onun dual t-konormu ve T, S lzerinde (veya S,

T izerinde) dagilmaliise T = Ty, ve S = S, dir.

1.5. Smmrh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar

Tamm 1.34. [13] L sinirh bir kafes olsun. Bir {iggensel norm T (kisaca t-norm) L
uzerinde komdtatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 1- birim elemanli bir ikili
islemdir.

Uyarn 1.10. [13]

(i) T, ve T, smirh bir L kafesi Gizerinde iki t-norm olsun. Eger her (x,y) € L? icin
Ti(x,y) < T,(x,y) esitsizligi saglaniyor ise Ty, T, t-normundan daha zayiftir veya denk
olarak T,, T; t-normundan daha gicludur denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.

(i) T,<T, ve T, #T, ise yani T; <T, ve bir (x,,7y,) € L?> elemam icin

Ty (x0, Vo) < Ty(x9,¥,) ise, bu durum T; < T, ile gosterilir.

x, y=1,
TW(ny): y1 x=11
0, aksihalde

olsun. O halde Ty,, L Uzerinde bir t-normdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda Ty, Tp
ile gosterilir. L Gzerindeki keyfi t-norm T i¢in Ty, < T oldugundan bu t-norm, L tzerindeki
en kucuk t-normdur.

Sinirht bir L Kkafesi Gzerindeki en buyik t-norm T,(x,y) = x Ay ile verilir ve 6zel
olarak L = [0,1] oldugunda T, = T, dir.
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Tamm 1.35. [13] L simirh bir kafes olsun. Bir icgensel konorm S (kisaca t-konorm)
L tlizerinde komiitatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 0- birim elemanl bir ikili
islemdir.

Ornek 1.15. [13] Asagida, L simirh kafesi iizerinde t-konorm 6rnekleri verilmistir:

Sy(x,y) = x vy, L Uzerindeki herhangi t-konorm S icin S, < S dir.

x, y=0,
SW(x,y)z Y, x=0,
1, aksihalde

L uzerindeki herhangi t-konorm S icin § < Sy, dir.

Tanim 1.36. [4] T, sinirh bir L kafesi Gzerinde bir t-norm olsun. Bir x € L elemanina
T nin bir sifir boleni denir : & x Ay # 0 ve T(x,y) = 0 olacak sekilde bir y € L eleman
mevcuttur. T nin sifir bolenlerinin kiimesi Z (T') ile gosterilecektir.

Eger Z(T) = @ ise T ye sifir bélensiz denir.

L = [0,1] olarak alinirsa Tanim 1.36 ve Tanim 1.31 (iii) deki sifir b6len tanimlarinin
denk oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tanim 1.37. [4] Smurli bir L kafesi Uzerinde bir t-norm T alalim. Bir x € L
elemanina T nin idempotent elemanidir denir : & T (x, x) = x esitligi saglanir.

Agik olarak, 0 ve 1 elemanlar1 herhangi bir t-normun idempotent elemanlaridir. Bu
elemanlara trivial idempotent elemanlar denir. Bunlardan farkli idempotent elemanlara da
trivial olmayan idempotent elemanlar denir.

Tanim 1.38. [13] Siurl bir L kafesi Gzerindeki bir t-norm T ye (bir t-konorm S ye)
V- dagilmalidir (A- dagilmalidir) denir : &

Her a, by, b, € L igin

T(a, by V by) = T(a,by) V T(a by) (S(a by Aby) = S(a by) AS(a,by))
esitligi saglanir.

Tanim 1.39. [1] Sinirl bir L kafesi Uzerindeki bir t-norm T ye bollnebilirdir denir
1< x < yolanherx,y € Ligin x = T(y, z) olacak sekilde bir z € L mevcuttur.

Smurlt bir L kafesi Gzerindeki Ty, t-normu bolinebilir olmayan bir t-normdur. Diger
taraftan, T, infimum t-normu boltnebilir bir t-normdur: x < y olmasi x A y = x olmasina
denktir.
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1.6. Birlestirme Fonksiyonlar:

I, R = [—o, ] genisletilmis reel sayilar sisteminin bostan farkli bir araligini temsil
eder.

n sifirdan farkli bir dogal say1 olmak iizere, [n] = {1,2,...,n} seklinde gosterilir.
Ayrica n-siralilart  gostermek icin bazen (xq,..,x,) Yyerine koyu x semboluni
kullanilacaktir.

Tammm 1.40. [9] I" de birlestirme fonksiyonu asagidaki sartlari saglayan bir
AM: 1™ — [ fonksiyonudur.

(i) Herbir degiskene gore azalmayandir.

(ii) infyem A™ (x) = infl ve supyen A™(x) =supl

Burada n tamsayist birlestirme fonksiyonunun degiskenlerinin sayisini temsil eder.
Higbir karisiklik olmayacagi zaman A™ yerine A yazilacaktir.

Ornek 1.16. [9]

(i) AM™(x) == % Yieq x; ile tanimlanan aritmetik ortalama her I araligi i¢in I" de
birlestirme fonksiyonudur.

(ii) Herhangi k € [n] icin P, (x) = x; seklinde tanimlanan P,:I™ — I projeksiyon
fonksiyonu bir birlestirme fonksiyonudur.

(iii) Herhangi k € [n] igin 0S,(x) = x(x) seklinde tanimlanan OS;:1" — 1 sira
istatistik fonksiyonu bir birlestirme fonksiyonudur. Burada xg), x in k. alttaki
koordinatidir yani:

X(1) SX2) S S X)) S S Xy dir.

0S,, fonksiyonunun asagidaki sekilde yazilabilecegine dikkat edilmelidir:

0Si(x) = Akcin](Viexxi) =V ken] (A iexXi)
K| =k IK|=n—k+1

n nin tek oldugu durumda, n = 2k — 1 ise (x4, ..., X3x—1) elemanmin sira istatistik
degeri olan x ) basit olarak daha iyi bilinen medyan fonksiyonu ttrtinden

Med(xq, ..., Xok—1) = X
seklinde ifade edilir. Daha genel olarak

Med (x4, ..., X2-1) = /\Kg[Zk—ﬂ(Vieri) = VKE[Zk—l] (N iexxi)
|K|=k |K|=k
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Ornek olarak:
Med(x1,x3,x3) = (X1 Ax2)V(x1Ax3)V (x,Ax3) = (%1 V) A1 Vxz)A(x,Vxs).

(iv) Herhangi o € I'icin a-medyan, Med,,: 1" — 1

Med  (x) = Med (xl, e X M) = Med(Min(x), o, Max(x))
n—1tane
ile tanimlanir.

Tamm 1.41. [9] U, 1" de genisletilmis birlestirme fonksiyonu F: U, 1" — R e
bir fonksiyondur.

Uner I de genisletilmis birlestirme fonksiyonu bir A fonksiyonudur 6yle ki A nin I™
ye kisitlanist A™ = A| = fonksiyonu her n € N igin I™ de bir birlestirme fonksiyonudur.

Bir genisletilmis fonksiyon, bilesenlerin herhangi sayisi i¢in tanimlandigindan bu
fonksiyon bir (F(),cy dizisi olarak tamtilabilir. Burada bu dizinin n. elemani n-li
F™:1" — R fonksiyonudur. Karisiklik olmayacag1 zaman bir genisletilmis fonksiyona

basit olarak bir fonksiyon denilecektir.

Birlestirme fonksiyonlarin1 sinirli kafesler iizerinde de tanimlamak miimkiindiir.
Bunun i¢in asagidaki tanim incelenmelidir:

Tamm 1.42. [9] (L, <,0,1) sinirh bir kafes ve n € N keyfi olsun. Bir A:L" — L
fonksiyonuna L sinirli kafesi iizerinde bir birlestirme fonksiyonu denir :< Herbir
degiskene gore azalmayandir yani x <y (yani x; < yq,+, X, < ),) oldugunda A(x) <

A(y) dir ve asagidaki sinir kosullarini saglar:

A(0,-+-,0) = 0,A(1, 1) = 1.

1.7. [0,1] Uzerinde Nullnormlar

Tamm 1.43. [3] Bir nullnorm V:[0,1]> — [0,1], birim aralik (zerinde komdtatif,
birlesme ve monoton ozelliklerini saglayan, a € [0,1] sifir elemanli ve asagidaki 6zelligi
saglayan bir ikili islemdir:

Her x € [0,a] icin V(x,0) = x ve her x € [a, 1] icin V(x, 1) = x.
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Ornek 1.17. [9] Asagidaki sekilde V:[0,1]> — [0,1] a = 1/3 sifir elemanli bir

nullnormdur:

Mak(xy) () €[0,1/5] ise
Vix,y) = 3”_2—_”1 ,(x,y) € [1/3, 1]2 ise

k 1/3 aksi halde

Siradaki onerme [0,1] birim reel aralik iizerinde nullnormlarla a-medyan arasindaki
onemli iligkiyi agiklamaktadir:

Onerme 1.8. [9] V:U,[0,1]* — [0,1] birlestime fonksiyonu bir nullnormdur <
V(x) = Med,(T(x),S5(x)) = Med(T(x),S(x),a) olacak sekilde bir t-norm T, bir t-

konorm S ve bir a €]0,1[ mevcuttur.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Simirh Kafesler Uzerinde Nullnormlarin Genel Ozellikleri

(L, <,0,1) bir sinirlt kafes ve a, b € L olsun. Eger a ve b birbiriyle kiyaslanamazsa
a || b notasyonu kullanilir. a eleman ile kiyaslanamayan tiim elemanlarin kiimesi I, ile

gosterilsin. Boylece
I,={x€L : xlla}

olur.

Ayrica bu ¢alisma boyunca D, simgesi ile asagidaki kiime kastedilecektir:
D, =[0,a[ X ]a,1]U]a, 1] X [0,a[, a € L\{0,1}

Tanmmm 2.1. Bir nullnorm (L,<,0,1) sinirlhi kafesi lizerinde asagidaki o6zellikleri
saglayan bir fonksiyondur; yani V: L? — L fonksiyonuna bir nullnorm denir :

Her x,y,z € L igin

V1. V(x,y) =V (y,x) (Komutatiflik)
V2. V(x,V(y,2) =V(V(x,y),2) (Birlesme)
V3. y<zise V(x,y) <V(x,z) (Monotonluk)

V4. x <aise V(x,0) =x ve x=>a ise V(x,1) = x olacak sekilde bir a € L

mevcuttur.

Herhangi x € L elemani i¢in monotonluk kullanilirsa V(x,a) <V(1,a) =a ve
V(x,a) = V(0,a) = aolup V(x,a) = a oldugu elde edilir. Béylece a € L eleman1 V igin
bir “sifir” (“yutan” veya “abz6rve”) elemandir.

L kafesi tlizerindeki tiim nullnormlarin kiimesi V ile gosterilirsin ve V asagidaki
siralama ile gbz Oniine alinsin:

V1, V, €V igin

V., <V, ©Vi(x,y) < Vy(x,y) her (x,y) € L? (2.1)
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Yukaridaki siralama bagintisi ile V kiimesinin bir kismen sirali kiime oldugu kolayca
gosterilebilir. Benzer mantikla, L kafesi Uzerindeki a € L sifir elemanli tiim nullnormlarin
kiimesi V(a) ile gosterilirse, bu takdirde V(a) da bir kismen sirali kiime olur.

Onerme 2.1. (L, <,0,1) bir sinirh kafes, a € L\{0,1} ve V, L lizerinde a sifir

elemanli bir nullnorm olsun. Bu takdirde;

() Valjoqp2: [0,a]* — [0, a], [0, a] Uzerinde bir t-konormdur.

(i)  Valigap2:[a 1]* — [a, 1], [a, 1] Gzerinde bir t-normdur.

Onermenin ispat1 nullnormun tanimindan kolayca elde edilir m

Asagidaki Onermede, yukarida tanimi verilen smirli kafesler iizerinde taniml
nullnormlarin tam bir karakterizasyonu detayli olarak verilmistir:

Onerme 2.2. (L,<,0,1) bir smirl kafes, a € L\{0,1} ve V, L izerinde a sifir

elemanli bir nullnorm olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

D Va(x,y)=a,her(x,y) €Dy ;

(i) a<V,(x,y) her(x,y) €[a,1]?VU[a, 1] xI, U, X [a,1];

Gii) V,(x,y) < a, her (x,y) € [0,a]? U [0,a] X I, U I, X [0,a];

iv) V,(x,y) <y, her(x,y) €L X]|a1l];

) Vilx,y) <x, her (x,y) € [a,1] X L;

(i) x <V, (x,y), her(x,y) €[0,a] XL;

(vii) y <V,(x,y),her (x,y) €L x[0,a];

(viii) xVvy <V, (x,y), her (x,y) € [0,a]?;

(x) V,(x,y) <xAvy, her(x,vy) € [a 1]%

x) (xAa)Vv(yAa) <V,(x,y), her(x,y) €[0,a] xI,Ul, x[0,a]Ul, XI,;
xi) V,(x,y)<(xVva)A(yVva)her(x,y) €lal]lxI,Uul, X[a 1]Ul, XI,.

Ispat:
(i) Her(x,y) €[0,al x]a,1]icina =V,(0,a) < V,(x,y) <V,(a,1) = ave
her (x,y) €]la, 1] X [0,a[ icin a =V,(a,0) <V, (x,y) <V,(1,a) =a olup
istenen elde edilir.
(i) Her (x,y) € [a,1]? U [a,1] x I icin a = V,(a,0) < V,(x,y) ve
her (x,y) € I, X [a,1]i¢cina = V,(0,a) < V,(x,y).
(iii) Her (x,y) € [0,a]? U [0,a] x I, icin V,(x,y) < V,(a,1) = ave
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her (x,y) € I, X [0,a] icin V,(x,y) < V,(1,a) = a.

(iv) Her (x,y) € L x[a,1]icinV,(x,y) < V,(1,y) = y.

(v) V, min komiitatifligi ve (iv) sikkindan elde edilir.

(vi) Her (x,y) € [0,a] X Liginx =V, (x,0) < V,(x,y).

(vii) V, nin komiitatifligi ve (vi) sikkindan elde edilir.

(viii) (vi) ve (vii) siklarindan elde edilir.

(ix) (iv) ve (v) siklarindan elde edilir.

x) Her (x,y)e[0,a] xI,ul,x[0,alUl,xI, icin xAa,yAac€]0a]
oldugundan (viii) kullanilip ardindan V, nin monotonlugu goézoniine alinirsa,
(xAa)ViyANa) < V(xANa,yAa) < V,(x,y) elde edilir.

(xi) Her (x,y)€[a1]xI,Ul,X[a1]Ul,x1I, icin xVa,yVace€]|al]
oldugundan (ix) kullanilip ardindan ¥V, nin monotonlugu gozoniine alinirsa,

xva)A(yva)=V,(xVa,yVa)=V,(x,y)elde edilir m

Onerme 2.3. (L,<,0,1) bir smirl kafes, a € L\{0,1} ve V, L izerinde a sifir
elemanli bir nullnorm olsun. Eger x <y, x || a ve y |l z olacak sekilde x,y,z € L Oyleki
Y,z € [a, 1] elemanlari mevcutsa bu takdirde V,(x,z) < z dir.

Ispat: x,y,z € L elemanlar1 6nermenin hipotezindeki gibi segilirse bu takdirde V,
monoton ve z > a oldugundan

Vo(x,2) <V,(yv,2) <V, (1,2z) =z
elde edilir. Simdi varsayalim ki V,(x,z) = z olsun. Bu takdirde V, nin monotlugu ve
Onerme 2.2 (ix) kullanilirsa
z=V,(x,2) < V,(y,2) <y Az
elde edilir ve buradan z <y bulunur. Bu ise y |l z olmasi ile gelisir. Dolayisi ile

varsayimimiz yanlis olup V, (x, z) < z olmas1 gerektigi sonucu bulunur m

2.2. Simirh Kafesler Uzerinde Nullnormlarin Bazi Insa Yontemleri

(L,<,0,1) bir simirh kafes ve a € L keyfi bir eleman olsun. Biliniyor ki a = 0 igin
(bu durumda V bir t-norm) ve a = 1 i¢in (bu durumda V bir t-konorm) a € L sifir elemanlh
bir nullnorm V her zaman mevcuttur. Akla su soru gelir. Acaba herhangi (L, <,0,1) sinirli

kafesi Uzerinde her a € L\{0,1} i¢in a sifir elemanli bir nullnorm V her zaman mevcut
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mudur? Bu boélimde, [0,a] Uzerindeki t-konormlarin ve [a, 1] Uzerindeki t-normlarin
mevcudiyeti kullanilarak (L, <,0,1) siirh kafesi tizerinde her a € L\{0,1} icin a sifir
elemanli bir nullnorm V' nin mevcudiyeti, verilecek olan insa yontemleriyle garanti altina
alinmis olur.

Teorem 2.1. (L, < ,0,1) bir strh kafes, a € L\{0,1}, T:[a, 1]*> — [a, 1] bir t-norm
ve S:[0,a]?> — [0,a] bir t-konorm olsun. Bu takdirde asagidaki sekilde taniml V;l(s) ,

Va(T): L?> — L fonksiyonlar1 a sifir elemanli birer nullnormdurlar:

( Sy ,(x,¥) €[0,a]?
VO (x y)={ a ,(x,y) € [a,1[?U [a,1] X I, U T, X [a,1] U D,
a S(xAa,yAna) ,(x,y)€[0,a] xI,Ul, X [0,a]ul, x1,
XAy ,aksi halde
ve
T(x,y) ,(x,y) € [a,1]?
v (x,y) = a ,(x,y) €[0,a[?uU[0,a] x I, UI, X [0,a] U D,
a T(xVayva) ,(xy) €lal]lxI,ul,x[a 1]Ul, xI,
xVy ,aksi halde

ispat: Her x € [0, a] icin V) (x,0) = S(x,0) = x ve her ¢ € [a, 1] icin V. (¢, 1) =
t A1 =t elde edilir. Boylece V4 sart1 saglanir. V1 komiitatiflik agiktir. Simdi V2 birlesme
sartinin saglandigin1 gésterelim. Bunun icin x,y,z € L olsun. Ispat, x,y, z elemanlarinin a
elemaniyla iligkilerinin tiim olasi durumlar1 g6z Oniine alinarak boliimler halinde
yapilmustir.
1. x<a
11. y<a
111.z<a

0V (3,2) = S5, 2) =SS, 2) = VP (1 (6.3, 2)
112.z>a

WV 0,0) =V a) = a

W0 @) =V S@y.) =a
113.z1lla

W0V 3,2) =1V (6 SO A a2 A ) = S(x,S(,2 A @)

=S5(S(x,y),zNa)
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VIV, 3),2) = VE (S, ¥),2) = S(S(y) Aa,z Aa) = S(S(x,y),z A a)
12. y>a

121.z<a
VO,V (y,2) =V (x,0) = S(x,a) = a
VEWE (x,9),2) =V (a,2) = S(a,2) = a
1.22.z>a
VO,V (1,2) = a
VO WS (x,),2) =V (a,2) = a
1.23.z 1l a
VO,V (y,2) =V (x,0) = S(x, @) = a
VOV (x,9),2) = v (a,2) = a
13. ylla

131.z<a
V@V 3,2) = V(xS Aa,z Aa)) = S(x,S(y A a,2))
=SS(x,yNa),z)
VIV, ),2) = VO (S(x Aa,y Aa),z) = S(S(x,y A a),z)

132.z>a
V0V (,2) = VP (va) = S(x,a) = a
VWD 00y),2) = VP (S(xAayna)z) = a
133.zlla
Va(s) (x, Va(s)(y, z)) = Va(s)(x,S(y ANa,zNa)) =S(x,S(yAa,zAa))
VO WS (x,v),2) = V(S Aa,y Aa),z) = S(S(x,y Aa) Aa,z Aa)
=S, S(yANa,zANa))
2. x>a
21 y<a
211.z<a
VOV ,2) =V (,5(0,2)) = a
VWD (0y),2) = Vi (a,2) = S(a,2) = a
212.z>a
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VOV ,2) =V (x,a) = a
VEOWE (x,),2) =V (a,2) = a
213.z 1l a
VOV 1,2) =V (S AazAa) =a
VOV (x,9),2) = v (a,2) = a
22. y>a
221.z<a

VOV ,2) =P (xa) = a
VO WS (x,9),2) = a
222.z>a
VO, vy, 2)) = v O (x, ), 2)
223.z |l a
VOV ,2) =V (x,a) = a
VO WS (x,9),2) = a
23. yla
231.z<a

V@V (3,2) = V(S A e,z A ) = a
VEOWE (x,9),2) =V (a,2) = S(a,z) = a
2.3.2. z>a
VOV 3,2) =P a) = a
VIS x,9),2) =V (a,2) = a
233. zll a
VI x VP (,2) =V, S(yAa,zra)) = a

S S S
VOIS x,y),2) =V (a,2) = a

3. x|la
31. y<a
311.z<a

VO, v (,2) = Vv (x,$(1,2)) = S(x A a,S(y,2) Aa) = S(x Aa, S(¥,2))

VIS x,y),2) = VI (S(xAa,y Aa),z) = S(S(x A a,y),2)

=S(xANa Sy, 2))



31

312.z>a
WV 0,2) =1 (ra) = a
W0 @y, = (S rayra),) =a
313.zla
VO e, v (v,2) =V, Sy Aa, z A a)) = S(x Aa, S(y,z Aa) Aa)
=S(xANaS(y,zNa))
Va(s) (Va(s) (x,),2z) = Va(s) SxAna,yna),z)y=SS(xNa,y)ANa,zNa)
=S(xANa,S(y,zANa))
32. y>a
321.z<a

VOV ,2) = v (xa) = a
VEWE (x,9),2) =V (a,2) = S(a,2) = a
3.22.z>a
VO,V (,2) = a
VOV (x,9),2) = v (a,2) = a
323.z1a
VOV ,2) = v a) = a
VOV (x,),2) =V (a,2) = a
33. ylla
331.z<a

Va(s) (x, Va(s)(y, z)) = Va(s)(x,S(y ANa,zNa)) =S(xANa,S(yAa,z)ANa)
=S(xANa,S(yAa, z))
VO WS (x,v),2) = V(S Aa,y A a),2) = S(S(x Aa,y Aa),z)
=S(xANa,S(yAa, z))
332.z>a
WV 0,2) =1 (ra) = a

VOV (x,9),2) =V S Aayra)z) =a

333.z1la
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Va(s) (x, Va(s)(y, 7)) = Va(s)(x,S(y ANa,zANa))=S(xANa,S(yAa,zANa)Aa)

=S(xANa,S(yAa,zAa))

VO WO IO _

(7 ,2) =V, (S(xANa,yANa),z) =S(S(xANa,yANa)Aa,zA\a)
=S(xAa,S(yAa,zAa))

Boylece V. birlesme ozelligini saglar. Simdi V3 monotonluk 6zelliginin
saglandigin1  gosterelim. Bunun i¢cin x,y,z € L keyfi alinsin. Yine ispat, x,y,z
elemanlarinin a elemaniyla iliskilerinin tiim olas1 durumlar1 gz oniine alinarak boliimler
halinde yapilmustir.

1. x<a
11, y<z<a
S s
Vi (x,y) = S(6y) < S(x,2) = Vi (x,2)
12. y<a<z
s s
W0y =S@y) <a=1"(x2)
13. a<y<z
s s
) =a=V"x2)
14, z>aylla
Va(s) (xx,y)=S(xANa,yAha)<a= Va(s)(x, z)
15 y<azla

Va(s)(x,y) =S(xy)<S(x,zAha)=S(xANa,zNa) = Va(s)(x,z)
16. zlla,yla

VO y) = _y®

A Y)=SxANa,yna)<S(xAa,zAa) =V, (x,z)
2. x>a
21 y<z<a
S S
) =a =V x2)
22. y<a<z
VI (xy) = a <V (x,2)
23. a<y<z
s s
Va6 <V, (x,2)
24, z>a,ylla
) =a < VP x,2)
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y<azla

s s

V2 y) = a=V"(x2)

zla,ylla

s s

V2 xy) = a=1"(x2)

x|l a

y<z<a

V(S)(x = _u®
e y)=S(xANa,ynha)SS(xANa,zNa) =V, (x,2)
y<a<z

V@ y) =Sxrayra) <a=VS(x2)
a<y=<z

s s

2 y) = a=1"(x2)

z>a,ylla

VO y) =Sxrayra) <a=VS(x2)
y<azla

)] _ )
V7(xy)=SxAha,yna)<S(xAa,zAa) =V, (x,2)
zla,ylla

Va(s)(x,y) =S(xANa,yha)<S(xAa,zAa) = Va(s)(x,z)

Boylece Va(s) nin bir nullnorm oldugu gosterilmis olur. V;l(T) nin nullnorm oldugu

tamamen benzer sekilde elde edilirm

[0, a] Uzerinde S = S, ve [a, 1] Uzerinde T = T, alinirsa bu takdirde asagidaki nullnormlar

sirastyla L Uzerinde a sifir elemanli en kiigiik ve en biiyiik nullnormlar olurlar:

ve

Sonug 2.1. (L, <,0,1) bir simrh kafes ve a € L\{0,1} olsun. Eger 6nceki teoremde

( xVy ,(x,¥) €10,a]?
v (x, y) :{ a ,(x,y) € [a,1[*U [a, 1] X1, U I, X [a,1] U D,
a (xAa)V(yAna) ,(x,y)€[0,a]xI,Ul, x[0,a]ul, xI,

k XAy ,aksi halde
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( XAy ,(x,y) € [a,1]?
v ®(x ) :{ a ,(x,¥) € [0,a[2U [0,a] x I, UI, x [0,a] UD,
a (xva)A(yva) ,(xy)€[a1]xI,Ul, x[a,1]JUl, X1,

k xVy ,aksi halde

Ispat: Gosterilmesi gereken Va(v) un, V(a) nin en kiigiik eleman1 oldugudur. Yani

keyfi V, € V(a) nullnormu alindiginda, tiim (x,y) € L?> elemanlar1 igin Va(v)(x, y) <

V,(x,y) esitsizliginin saglandifidir. Simdi keyfi (x,y) € L? igin:

e Eger (x,y) € [0,a]® ise Onerme 2.1 in kullanilirsa V(9 4p2: [0, a]* — [0, a] bir
t-konorm olur. [0, a] tizerinde Va(v)(x, y)=xVy=3S,(xy)veS,(x,y) =xVyen kicik
t-konorm oldugundan Va(v) (x,y) < V,(x,y) esitsizligini elde edilir.

e Eger (x,y) € [a,1[?U[a,1] x 1, U, X [a,1]U D, ise Onerme 2.2 (i) ve (ii)
siklari ile Va(v) (x,y) = a < V,(x,y) oldugu goriiliir.

e Eger (x,y) €[0,a] xI,Ul, X [0,a]ul, x I, ise Onerme 2.2 (x) sikkindan
dolay1 Va(v) (x,y)=(xAa)V (yAa) <V,(x,y) bulunur.

o Egery=1vex € [a,1]ise Va(v)(x,y) =xAN1=x=V(x,1) =V, (x,5).

e Egerx=1veyE€|a1]ise Va(v)(x,y) =1Ay=y=V,(1,y) =V, (x,¥).

Tidm durumlarda Va(v) <V, elde edilir. Boylece Va(v), V(a) kimesinin en kuigik

eleman1 olarak bulunur. Benzer sekilde Va(/\) nin, V(a) kiimesinin en biiyiikk eleman

oldugu gosterilebilir m
Sonug 2.2. V(a) bir siurlt kismen sirali kiimedir.

Yukaridaki onermeler ve sonuglar goz oniline alindiginda (L, <,0,1) simrh kafesi
Uzerindeki a € L\{0,1} sifir elemanli nullnormlarin yapisi asagida Sekil 2.1 de verildigi
gibidir:
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I x<Valxe,y)<a la<Vy(xy)<x [0<Vu(x,y)<1
1

a T a=V,(xy)<y
a

S a y=(xy)<a
0 a 1 I,

Sekil 2.1: Nullnormlarin Yapisi

Burada V,: L — L, a € L\{0,1} sifir elemanli herhangi bir nullnorm, § = Valjo,a2
ve T - Va|[a‘1]2.

Onerme 2.4. (L, <,0,1) bir smirli kafes, a € L\{0,1}, T:[a, 1]*> — [a, 1] bir t-norm
ve S:[0,a]> — [0,a] bir t-konorm olsun. Bu takdirde asagidaki sekilde tanmimli

Va(T’S): L?* — L fonksiyonu a sifir elemanli bir nullnormdur:

s S(xy) ,(xy)€[0,al?
Vo 7 (0y) =4T(x,y) ,(xy) € [a,1]?
a ,aksi halde

ispat: Her x €[0,a] icin V" (x,0)=S(x,00=x ve her t€[a1] icin
Va(T’S) (t,1) =T(t,1) = t dir. Boylece V4 sart1 saglanmis olur.
V1 komiitatiflik agiktir. Simdi V2 birlesme sartinin saglandigini gosterelim. Bunun

icin x,y,z € L olsun. Ispat, x,y,z elemanlarinin a elemamyla iliskilerinin tiim olasi

durumlar1 g6z 6ntline alinarak boliimler halinde yapilmistir.

1. x<a
11 y<a
111.z<a

VD, vy, 2)) = S(x, S, 2)) = S ¥),2) = VIV W (x,9), 2)
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1.1.2.z>a
T,S T,S T,S
VI, vy, 2)) = v (x,0) = S(x,a) = a
T,S T,S T,S
VDD (x,9),2) = VIV (S(x,p),2) = a
1.1.3.z 1l a
T,S T,S T,S
VI, vy, 2)) = v (x,0) = S(x,a) = a
T,S T,S
v w T (x,y),2) = a
12. y>a

121.z<a
T,S T,S T,S
VI, vy, 2)) = v (x,0) = S(x,a) = a
T,S T,S T,S
VW (x,y),2) =V (a,2) = S(a,2) = a
1.22.z>a
T,S T,S T,S
VI, v (,2) = VIV 1, T, 2)) = a
T,S T,S T,S
VDI (x,y),2) =V (a,2) = T(a,2) = a
1.23.z 1l a
T,S T,S T,S
VI, vy, 2)) = v (x,0) = S(x,a) = a
T,S T,S
VW (x,y),2) = a
13. ylla
T,S T,S T,S
V) x,V (,2)) = VP (x,a) = a
T,S T,S T,S
Vv x,y),2) =V (a,2) = a
2. x> a
21 y<a
211.z<a
T,S T,S T,S
VD, VT (y,2)) = vV (1, S(,2)) = a
T,S T,S T,S
Vv x,y),2) =V (a,2) = a
21.2.z>a
T,S T,S T,S
Vv (,2)) = VP (x,a) = a
T,S T,S T,S
VW (x,y),2) =V (a,2) = a
213.z 1l a
T,S T,S T,S
V),V (y,2) = v (x,a) = a

T,S T,S
v w T (x,y),2) = a



37

22. y>a
221.z<a

T,S T,S T,S
VD,V (y,2)) = v (x,a) = a
T,S T,S T,S
VDI x,9),2) = VD (T (6, y),2) = a
222.z>a
T,S T,S T,S T,S
VD, vy, 2)) = T, T, 2)) = T(T(x,y), 2) = VO (x,9), 2)
2.23.z |l a
T,S T,S T,S
V) x,V (,2) = vV (x,a) = a
T,S T,S
VW (x,y),2) = a
23. ylla
T,S T,S T,S
VD,V (y,2) = v (x,a) = a
T,S T,S T,S
Vv x,9),2) =V (a,2) = a
3. x|l a
T,S T,S
v v (y,2)) = a

T,S T,S T,S
VW (x,y),2) =V (a,2) = a

Boylece Va(T’S) birlesme 6zelligini saglar. Simdi V3 monotonluk &zelliginin
saglandigin1  gosterelim. Bunun i¢in x,y,z € L keyfi alinsn. Yine ispat, x,y,z
elemanlarinin a elemaniyla iliskilerinin tiim olas1 durumlar1 gz oniine alinarak boliimler

halinde yapilmustir.

1. x<a
11, y<z<a
T,S T,S
V) (x,y) = S(x, ) < S(x,2) = V" (x,2)
12. y<a<z
T,S T,S
VD (x,y) = St y) < a =V (x,2)
13. a<y<z
T,S T,S
VI (x,y) = a = VI (x, 2)
14 z>aylla
T,S T,S
VI y) = a = VI (x, 2)
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15 y<azla
T,S T,S
VD (x,y) = St y) < a =V (x,2)
16. zlla,ylla
T,S T,S
VI (x,y) = a = VI (x, 2)
2. x> a
21 y<z<a
T,S T,S
VI y) = a = VI (x, 2)
22. y<a<z
Va(T’S) (x,y)=a<T(xz) = Va(T’S) (x,2)
23. a<y<z
T,S T,S
V) (,y) = T y) < T(x,2) = V9 (x,2)
24, z>a,ylla
V@ y) = a < T(x,2) = VT (x,2)
25. y<a,zla
T,S T,S
VI y) = a = VI (x, 2)
26. zlla,ylla
T,S T,S
VI (x,y) = a = VI (x, 2)
3. x|l a

T,S T,S
VI (x,y) = a = VI (x, 2)

Boylece Va(T'S) nin bir nullnorm oldugu gosterilmis olur.
Sonug 2.3. (L, <,0,1) bir sinirh kafes ve a € L\{0,1} olsun. Eger 6nceki 6nermede
[0, a] lizerinde S = Sy, almirsa V,T ve [a, 1] Uzerinde T = Ty, alinirsa V¥ nullnormlar elde

edilir. VT, V;3: L2 — L fonksiyonlar asagidaki gibi elde edilir:

T(x,y) () €[a1]?

T _ y ,x=0vey<a
Va (%,y) = X ,y=0vex<a
a ,aksi halde

ve
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Sty) (xy) €[0,a]?

s _ y ,x=1vey =>a
Va (x.y) = X ,y=1lvex>a
a ,aksi halde

Simdiye kadar verilen V.7, VS v v v ™9 YT ve S nullnormlar gz 6niine
alindiginda bunlar arasindaki siralama asagidaki sekilde elde edilir:

Sonu¢ 2.4. (L,<,0,1) bir smirh kafes ve a € L\{0,1} olsun. Bu takdirde herbir
T:[a,1]*> — [a, 1] t-normu ve S:[0,a]? — [0, a] bir t-konormu igin asagidaki esitsizlik

dogrudur:

2.3. Nullnormlar ve a-medyan Iliskisi

Tamm 2.2. (L, <,0,1) bir smirh kafes, a € L\{0,1} ve V,: L? — L a sifir elemanl
bir nullnorm olsun.
x € L elemanina V, nullnormunun bir idempotent elemani denir :& V, (x, x) = x.

7, nullnormuna idempotent nullnorm denir :< L nin tiim elemanlar1 idempotenttir.

[0,1] birim reel aralik iizerinde herhangi bir a €]0,1[ eleman i¢in tek idempotent

nullnorm Ornek 1.16 da verilen Med, (a-medyan) nullnormudur ([6]).
Med,(x,y) = Med(x,y,a) = (x Ay)V(xAa)V (yAa) (disjanktifform)
veya denk olarak
Med,(x,y) = Med(x,y,a) = (xVy)A(xVa)A(yVa) (konjanktif form).

Onerme 1.8 den biliniyor ki [0,1] birim reel aralig: izerindeki herhangi bir nullnorm
Vo, Va(x,y) = Med(T(x,y),S(x,y),a) formunda yazilabiliyor. Burada T [0,1] (zerinde
bir t-norm, S [0,1] Uzerinde bir t-konorm ve a €]0,1[ sifir elemandir. Bu gergekten
esinlenilerek bir sinirli L kafesi zerinde iki tip medyan (disjanktif form ve konjanktif

form) dolayisi ile iki tip a-medyan asagidaki sekilde tanimlanabilir:
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Med,, Med®:1? — L
Med (T (x,),S(x,y)) = [T, ) ASx V] VI[Sxy)Aa] V[T (x,y)Aa]
Med® (T (x,y),S(x,¥)) = [TC,y) VS, MIA[SC,y) Val A[T(x,y) v al.

Onerme 2.5. (L,<,0,1) bir smurh kafes a € L\{0,1}, T:L?> — L bir t-norm ve
S:L* — L bir t-konorm olsun. V, = Med,(T,S) ve V* = Med®(T,S) fonksiyonlari

tanimlansin. Bunlar:

V.(x,y) = Med,(T(x,y),5(x,¥)) = [T, y) ASx, V]V [SC,y) Aa] vV [T(x,y) Aa]

ve
V'(x,y) = Med*(T(x,y),5(x,¥)) = [T(x,y) VS, MIA[SC,y) Va] AT(x,y) Val

Boylece V.(x,y) =T(x,y)V(S(x,y)Aa) ve V*'(x,y) =S, y)A(T(x,y)Va)
olur. Bu takdirde asagidakiler elde edilir:
(i) x = avey < aise bu takdirde,
Vi, y) =T, y) vV (S(xy)Aa) =a
Vi, y) =S y) A(T(x,y)Va)=a
(i) x Il a ve y < aise bu takdirde,
V., ) =T,y) V(IS y)Aa) =S(x,y) Aa
Vi y) =Sxy) AT y)va)=Sxy)Aa
(iii) x < a ve y < a ise bu takdirde,
V.ooy) =T,y) V(IS y)Aa) =Sxy)Aa
Vi, y) =Sxy) AT y)va)=Sxy)Aa
(iv) x > a ve y > aise bu takdirde,
V.ooy) =T y) V(IS y)Aa) =T(xy)Va
Vi y) =Sxy)ATxy)Va)=Tx,y)Va
(v) x <avey = aisebu takdirde,
Vi, y) =T, y) vV (S(xy)Aa) =a
Vi, y) =S y) A(T(x,y)vVa)=a
(vi) x ll ave y |l a ise bu takdirde,
Vi, y) =T, y) vV (S(xy) A a)
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V' (x,y) =S y) AT y)Va)
(vii) x |l a ve y > a ise bu takdirde,
V.o, y) =T,y)V(ISxy)Aa) =T(x,y)Va
V'xy) =Sy ATxy)vVa) =Tx,y)Va
Onermenin ispati t-norm ve t-konormun tanimindan kolayca elde edilir m
Onerme 2.6. (L,<,0,1) bir sirh kafes a € L\{0,1}, T:L?> — L bir t-norm ve
S:L? — L bir t-konorm olsun. V, = Med,(T,S) ve V* = Med®(T,S) fonksiyonlar1 goz
oniine alinsin. Bu takdirde:
Hn =y
(i) Eger L dagilmaliise V, = V™.

Ispat: (x,y) € L? keyfi olsun.
i) T(x,y)<S(xy)veS(x,y)Aa<S(x,y) oldugundan
T(x,y)V(S(x,y) Aa) < S(x,y) elde edilir.
AyricaT(x,y) <T(x,y)vaveS(x,y)ANa <a < T(x,y)V a oldugundan
T(x,y)V(S(x,y)Aa) < T(x,y) V abulunur.
Boylece T(x,y) V (S(x,y) Aa) <S(x, ) A(T(x,y)Va)olupV, < V* dur.
(i) V(y)=Txy)V(Sky)ra)
=(Txy)VvS(xy) AT (x,y)V a) L nin dagilmaliligindan
=SNATxy)Va)=V'(x,y)m

Yukaridaki onermede eger L dagilmali ise V., =V* oldugu gosterildi. Siradaki
Ornekte, eger L dagilmali degil ise V, ve VV* in gakismayabilecegi gosterilecektir.

Ornek 2.1. Sekil 1.1 de verilen N kafesi géz oniine alinsin. 1. boliimden bilindigi
uzere N dagilmali degildir. T = T, ve S = S, alinirsa bu takdirde

V.ity) = xAy)V(xVy)Aa)

V'(x,y) = (xVy)A((xAy)Va)
olarak bulunur. Asagidaki sonuclar1 kiyaslayalim:

V.(b,c)=(bAc)V((bVc)Aa)=Dhb

V*(b,c)=(bVc)A((bAc)Va)=c

Sonug olarak V, < V* oldugu elde edilir. Boylece V, ve V* foksiyonlarinin dagilmali

olmayan bir kafeste ¢akismayabilecegi gosterilmis olur.
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Ek olarak, kolayca gosterilebilir ki V, ve V* Ng lizerinde birlesmelidirler ve sonug

olarak her ikisi de birer nullnormdur. Ayrica idempotent olduklarini da not edelim m

Siradaki ornekte V, ve V* fonksiyonlarimin birlesme 6zelligini saglamayabilecegi,
dolayisi ile birer nullnorm olmayabilecegi gosterilecektir.

Ornek 2.2. L = M (Sekil 1.1), T =T, ve S = S, olarak alinsin. Béylece V, ve V*
fonksiyonlar1 bir dnceki 6rnekteki gibi elde edilir. b,c,1 € M5 elemanlan i¢in asagidaki
sonuclar incelenirse, bu takdirde

V.((b,c)1) = V(e 1) =a

V.(b,V.(c, 1)) = Vi(b,1) = 1
ve

V*(v*(b,c),1) =V*(a,1) =a

V*(b,V*(c,1))=V*(b,1) =1
oldugundan V, ve V* fonksiyonlar1 Mg kafesi lizerinde birlesme 6zelligini saglamazlar ve
boylece birer nullnorm degildirler. M5 kafesinin dagilmali olmadigi unutulmamalidir.

Onceki iki 6rnekle ¢cok dnemli sonuglar ortaya konmustur. Birincisi, L dagilmali
olmadiginda V, ve V* fonksiyonlari, kafese bagli olarak, nullnorm olabilirler veya
olmayabilirler. Ikincisi ise, bir smirli kafes iizerinde iki tane idempotent nullnorm ortaya
konmustur. Bu durum, [0,1] birim reel araligi iizerindeki nullnormlarla keyfi sinirli
kafesler Uzerindeki nullnormlar arasindaki en 6nemli farklardan birisidir (hatirlanacagi
uzere [0,1] birim reel aralik {izerinde tek bir tane idempotent nullnorm vardir).

Asagidaki teorem V, ve V* fonksiyonlarinin hangi kosullar altinda nullnorm
olduklarini ortaya koyar.

Teorem 2.2. (L,<,0,1) bir sinirh dagilmali kafes, a € L\{0,1}, T:L?> — L bir v-

dagilmali t-norm ve S: L? — L A- dagilmali bir t-konorm olsun.

Bu takdirde V, = Med,(T,S) (ve boylece V* = Med®(T,S)) fonksiyonu a sifir

elemanli bir nullnormdur.

Ispat: V1 komiitatiflik aciktir. V3 monotonluk ve a nin sifir eleman olusu Onerme
2.5 ten elde edilir. Dolayis1 ile birlesme 6zelliginin saglandigin1 gostermek yeterlidir.
Bunun igin x,y,z € L keyfi alinsin. Ispat, x,y, z elemanlarinin a elemaniyla iliskilerinin

tiim olas1 durumlar1 goz 6niine alinarak boliimler halinde yapilmustir.
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Kabul edelimkix Il a, y Il a ve z || a olsun.

Bu durumda Onerme 2.5 (vi) den

V., V.(0,2)) = u(x, Ty, 2) V (S(¥, 2) A @)).

T(y,z) V(S(y,z) Aa) |l aolsun. Bu takdirde

V.o, V.(0,2)) = (x, T(y,2) V (S(¥,2) Aa))

=[Tx,T(y,2)V(Sy,2) Aa)]V[S(x,T(v,2) V (S(y,2) Aa)) Aa], Onerme 2.5
(vi) den

=Tx,Ty,z)VT(x,S(y,z)Aa) V[S(x,S(y,z) A(T(y,z) Va))Aa], L nin
dagilmaliligi ve T nin V-dagilmaliligindan

=Tx,T(y,z))VT(x,S(y,z)Aa)V [S(x,S(y,2)) AS(x,T(y,z) Va) Aa], S nin
A- dagilmaliligindan

=T, TW,z)VT(x, S, z)Aa)V[S(x,S(y,z))ANa],S(x,T(y,z) Va) =
S(x,a) = a esitsizliginden

=[TxTW,2) VTS, 2) Aa) VS S, 2)] AT T, 2)) Vv
T(x,S(y,z) ANa) V a], L nin dagilmaliligindan

=S, S, 2)AN[T(x,T(y,z)val,T(xS(y,z)Aa) <T(x,a) < a esitsizliginden

1.1.1.T(x,y) V(S(y,z) Aa) |l a olsun. Bu takdirde

V.((xy),2) = V(T (xy) vV (S, 2) Aa),z)

=T(T(,y)V (S, 2)Aa),z) VIS(T(x,y) vV (S(y,2z) Aa),z) Aa] , Onerme 2.5
(vi) den

=T(T(x,y),2) VT(S(x,y) Aa,z) V[S(S(x,y) A(T(x,y)Va),z) Aa], L nin
dagilmaliligi ve T nin V-dagilmaliligindan

=T(T(x,y),2) VT(S(x,y)Aa,z) V[S(S(x,y),2) AS(T(x,y)Va,z)Aa], S nin
A- dagilmaliligindan

=T(T(x,v),2)VT(S(x,y)ANa,z) VI[S(S(x,y),z) Aa] ,S(T(x,y)Va,z)=>
S(a,z) = a esitsizliginden

=[T(Txy),2) VTS y)Aa,z) VSSx,y),2)] A T(Tx,¥),2) VTS, y) A
a,z) V a], L nin dagilmaliligindan

=SS, y),z2)ANT(T(x,v),z2)Val , T(S(x,y)ANa,z) <T(a,z) <a
esitsizliginden

Bu durumda V, (x, V.(y, z)) = V.(V.(x,y), z) oldugu elde edilir.
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1.1.2.T(x,y) V (S(y,2) Aa) < a olsun. Bu takdirde

V.(V.(x,y),2) =Vu(T(x,y) V (S, 2) A ), 2)

=S(T(x,y)V (S(x,y)Aa),z) Aa, Onerme 2.5 (ii) den
=S(S(x,y)A(T(x,y)Va),z) Aa, L nin dagilmaliligindan
=S(S(x,y),z2) AS(T(x,y)Va,z)Aa,S nin A- dagilmaliligindan
=SSMx,y),z)Na,S(T(x,y)Va,z)=S(a, z) = a esitsizliginden

Diger taraftan,

V.(x,V.(y,2)) =S(x, S, 2)) AN[T(x,T(y,z)) Va],1llden

=S, S.2)Na, Tx,Ty,2)) <T(xy) <Txy)V(SWz)ANa)<a
esitsizliginden

Sonug olarak V, (x, V.(y, z)) = V.(V.(x, y), z) elde edilir.

1.1.3.T(x,y) V (S(¥,2z) Aa) = a olsun. Bu takdirde

1.2.

V.((x,),2) = V(T(x,y) V (S(x,¥) Aa), 2)
=T(T(x,y)V(S(xy)Aa)z)Va,Onerme 2.5 (vii) den
=T(T(x,y),z) VT(S(x,y) Aa,z) Va, T nin V-dagilmaliligindan
=T(T(x,y),z)Va,T(S(x,y)ANa,z) <T(a,z) < a esitsizliginden
Ote yandan,

V(x, V.(r,2)) = u(x, T(y,2) V (S(¥, 2) A a))

=S, SW,2)AN[T(x,T(y,z))Vval,llden

=[S S, 2)AT(x,T(y,2))] VIS S, z)) Aa], L nin dagilmaliligindan
=Tx,Ty,z))Va,a<Tx,y)VESEWY,z)ANa) <Sxy)VS(y,z) <
Sx,S(,z))vS(x,5(y,2)) = S(x,S5(y, 2z)) esitsizliginden

Yine V.(x,V.(v,2)) = V.(V.(x, ), z) elde edilir.

T(y,z) V(S(y,z) Aa) < aolsun. Bu takdirde

V., V.(0,2)) = (x, T(y,2) V (S(¥,2) Aa))

=S, T(y,2)V(S(,z)Aa)) Aa, Onerme 2.5 (ii) den

=5, S, 2) A(T(y,z) Va)) Aa, L nin dagilmaliligindan

=S50, S, 2)AS(x,T(y,z) Va) Aa, S nin A- dagilmaliligindan
=SS, z)Na,S(x,T(y,z) Va) = S(x,a) = a esitsizliginden

1.2.1.T(x,y) V (S(x,¥) Aa) |l a olsun. Bu takdirde

V.(V.(x,y),2) = V(T(x,y) vV (S(x,¥) A a), 2)
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=T(T(,y)V(S(,y)Aa),z)V[S(T(x,y)V (S(x,y)Aa),z) Aa], Onerme 2.5
(vi) den

=T(T(x,v),2)VT(S(x,y)Aa,z) V[S(S(x,y) A(T(x,y)Va),z) Aa], L nin
dagilmaliligi ve T nin vV-dagilmaliligindan

=T(T(x,v),2)VT(S(x,y)Aa,z) V[S(S(x,¥),2) AS(T(x,y)Va,z)Aa],Snin
A- dagilmaliligindan

=T(T(xy),z2)VT(S(x,y)ANa,z) V[S(S(x,y),z)Aa],S(T(x,y)Va,z)=
S(a,z) = a esitsizliginden

=T(T(x,v),2)VI[SS(x,y),z2)Aa] , T(S(x,y)ANa,z) <S(x,y) ANa <
S(S(x,y),2) A a esitsizliginden

=SSx,y),z2)Na,T(T(x,y),z) <T(y,z) <a(l2den)ve T(T(x,y),z) <
S(S(x,), z) esitsizliklerinden

Bu durumda V, (x, V. (y, z)) = V.(V.(x,y), z) oldugu elde edilir.

1.2.2.T(x,y) V (S(x,¥) Aa) < aolsun. Bu takdirde

V.(i(x,¥),2) = V(T(x,y) V (S(x,¥) Aa), 2)

=S(T(x,y) vV (S(x,¥) Aa),z) Aa, Onerme 2.5 (ii) den

=SS, y)AN(T(x,y)Va),z) Aa, L nin dagilmaliligindan
=S5(x,y),z) AS(T(x,y)Va,z)Aa,S nin A- dagilmaliligindan
=SS, y),z)Na,S(T(x,y)Va,z)=S(a z) = a esitsizliginden
Yine V,(x,Vi(y, 2)) = V.(Vi(x,y), ) oldugu elde edilir.

1.23.T(x,y) V (S(x,¥) Aa) = a olsun. Bu takdirde

1.3.

1.3.1.

V.(V.(x,y),z) =T(T(x,y),z)Va=a, T(T(x,y),z) <T(y,z) < a esitsizliginden
Vi V.(n,2) =SS 2)Aa=a,a<sTxy)V(ESEy)Aa) <SKxy) <
S(S5(x,y), z) esitsizliginden

T(y,z) V(S(y,z) Aa) = a olsun. Bu takdirde

Vi, V.(r,2)) = u(x, T(y,2) V (S, 2) A a))
=Tx,T(,z)V(S(y,z)Aa))Va,Onerme 2.5 (vii) den

=TTy, z)VT(x,S(y,z) Aa)V a, T nin V-dagilmaliligindan
=Tx,T(,z))Va,T(x, Sy, z)ANa) <S5(,z) Aa < a esitsizliginden

T(x,y)V (S(x,y) Aa) |l aolsun. Bu takdirde

V.(i(x,),2) = V(T(x, y) V (S(x,¥) Aa), 2)
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=T(T(,y)V(S(,y)Aa),z)V[S(T(x,y)V (S(x,y)Aa),z) Aa], Onerme 2.5
(vi) den
=T(T(x,v),2)VT(S(x,y)Aa,z) V[S(S(x,y) A(T(x,y)Va),z) Aa], L nin
dagilmaliligi ve T nin vV-dagilmaliligindan
=T(T(x,v),2)VT(S(x,y)Aa,z) V[S(S(x,¥),2) AS(T(x,y)Va,z)Aa],Snin
A- dagilmaliligindan
=T(T(xy),z2)VT(S(x,y)ANa,z) V[S(S(x,y),z)Aa],S(T(x,y)Va,z)=
S(a,z) = a esitsizliginden
=T(T(x,v),2)VI[SS(x,y),z2)Aa] , T(S(x,y)ANa,z) <S(x,y) ANa <
S(S(x,y),2) A a esitsizliginden
=T(Txy),2)Va,SSxy),z)250,2) =S1,2)VS(W.2) 2T, 2) V
(S(y,2) A a) = a esitsizliginden (1.3 den)
Bu durumda V, (x, V. (y, z)) = V.(V.(x,y), z) oldugu elde edilir.

1.3.2. T(x,y) V (S(x,y) A a) < a olsun. Bu takdirde
V.(i(x,¥),2) = V(T(x,y) V (S(x,¥) Aa), 2)
=S(T(x,y) vV (S(x,¥) Aa),z) Aa, Onerme 2.5 (ii) den
=SS, y)AN(T(x,y)Va),z) Aa, L nin dagilmaliligindan
=S5(x,y),z) AS(T(x,y)Va,z)Aa,S nin A- dagilmaliligindan
=S5, y),z2)AS(a,z) Aa=S(S(x,y),z) Aa=a,S5((x,y),2z) = S5(y,z) =
S, 2)VS(y,z2) 2T(y,z2) V(S(y,z) Aa) = a esitsizliginden (1.3 den)
Bu durumda
V.(x,V.(y,2)) =T(x,T(y,z))Va=a,13veT(x,T(y,z)) <T(x,y) <T(x,y)V
(S(x,y) Aa) < a esitsizliginden

1.33.T(x,y) V (S(x,¥) Aa) = a olsun. Bu takdirde
V.((x,¥),2) = V(T(x,y) vV (S(x,¥) Aa), 2)
=T(T(x,y)V(S(x,y)Aa),z)Va,Onerme 2.5 (vii) den
=T(T(x,v),2)VT(S(x,y)Aa,z)Va,T nin V-dagilmaliligindan
=T(T(x,¥),z)Va,T(S(x,y)Aa,z) < a esitsizliginden
1.3 ten dolay1 zaten V,(x, V. (y,2)) = T(x,T(y,z)) V a

2. Simdi kabul edelim ki x, y, z elemanlari, birisi harig, a ile kiyaslanamasin. x || a ,
y Il a ve z < a olsun. Bu durumda
V.(x,V.(y,2)) = Vi(x,S(y,2) Aa) , Onerme 2.5 (ii) den
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=5S(x,S(y,z)) Aa) Aa, Onerme 2.5 (ii) den

=5(x,S(y,2)) AS(x,a) Aa, S nin A- dagilmaliligindan

=S S(y,z)Na

T(x,y)V (S(x,y) Aa) |l aolsun. Bu takdirde

V.(V(x,¥),2) = V.(T(x,y) V (S(x,y) Aa),z) , Onerme 2.5 (vi) den
=S(T(x,y)V (S(x,y) Aa),z) Aa, Onerme 2.5 (ii) den

=SS, y)AN(T(x,y)Va),z) Aa, L nin dagilmaliligindan
=S5(x,y),z) AS(T(x,y)Va,z)Aa, S nin A- dagilmaliligindan
=S5, y)z)Na,S(T(x,y) Va,z) = a esitsizliginden

Bu durumda V, (x, V.(y, z)) = V.(V.(x,y), z) oldugu elde edilir.
T(x,y)V (S(x,y) Aa) < aolsun. Bu takdirde

V.(V.(x,y),2) = V.(T(x,y) V (S(x,¥) Aa),z), Onerme 2.5 (vi) den
=S(T(x,y) vV (S(x,y) Aa),z) Aa, Onerme 2.5 (iii) den

=SS, y)AN(T(x,y)Va),z)Aa, L nin dagilmaliligindan
=5(5(x,y),z) AS(T(x,y)Va,z)Aa,S nin A- dagilmaliligindan
=SS, y),z)Na,S(T(x,y)V a,z) = a esitsizliginden
V.(x,V.(y,2)) = S(x,5(y,z)) A a oldugunu zaten biliyoruz.
T(x,y)V (S(x,y) Aa) = aolsun. Bu takdirde

V.(Vu(x,v),2) = V.(T(x,y) V (S(x,y) Aa),z) = a, Onerme 2.5 (i) den

VL V(y,2) =SSy 2) Aa=a,S(x,5(,2)) 2S5(x,y) =5(xy) v
S(x,y) =2T(x,y)V(S(x,y) Aa) = a esitsizliginden

Kabul edelim ki x, y, z elemanlarindan yalniz birisi a ile kiyaslanamasin. x || a
olsun.

y < a,z < aolsun. Bu takdirde

V.(x,V.(y,2)) = V.(x,S(y,2z) Aa) , Onerme 2.5 (iii) den

= S(x,S(y,z) Aa) Aa, Onerme 2.5 (ii) den

=S5(x,50y,z)) AS(x,a) Aa, S nin A- dagilmaliligindan
=S5x,S(y,z)Na

V.(V.(x,y),2) = V.(S(x,y) Aa,z), Onerme 2.5 (ii) den

= S(S(x,y) Aa,z) Aa,Onerme 2.5 (iii) den

=5(5(x,y),z) AS(a,z) Aa, S nin A- dagilmaliligindan

=SS, y),z)ANa



48

3.2. y <a,z = aolsun. Bu takdirde
V.(x,V.(y,2)) = Vu(x,a) = S(x,a) Aa = a, Onerme 2.5 (v) ve (ii) den
V.(Vu(x,v),2) = V.(S(x,y) Aa,a) = a, Onerme 2.5 (ii) ve (v) den
3.3. y = a,z < aolsun. Bu takdirde
V.(x,V.(y,2)) = V.(x,a) = S(x,a) Aa = a, Onerme 2.5 (i) ve (ii) den
V.(V(x,¥),2z) = V.(T(x,y) V a,a) = a, Onerme 2.5 (vii) ve (i) den
3.4. y >=a,z = aolsun. Bu takdirde
V.(x,V.(y,2)) = V.(x,T(y,z) Va) , Onerme 2.5 (iv) den
=T(x,T(y,z) Va)V a,Onerme 2.5 (vii) den
=T, T(y,z))VT(x,a)V a, T nin V-dagilmaliligindan
=T(xT(y,z))Va
V.(V.(x,y),2) = V.(T(x,y) V a,z) , Onerme 2.5 (vii) den
=T(T(x,y)Va,z)Va,Onerme 2.5 (iv) den
=T(T(x,vy),z2)VT(a,z) Va,T ninV-dagilmaliligindan
=T(T(x,¥),z)Va
Sonug olarak V, = Med,(T,S) (ve boylece V* = Med“(T, S)) fonksiyonunun a sifir
elemanli bir nullnorm oldugu gosterilmis olur m
Uyan 2.1. (L,<,0,1) smirlt dagilmali kafesi géz oOniline alinsin. V, (=V")
nullnormunun birlesmeli olusu, t-normlara (veya t-konormlara) benzer sekilde, onun n-li

genislemesini tanimlamaya imkan saglar. Bu genisleme su sekilde tanimlanabilir:
Vo(xy, oo, ) =T(xq,..., %) V(S(Xq,...,X5) A )
=S, X ) AN(T(xg, .0 x)Va) =V (xq,..., %) .

Onerme 1.8 de Grabisch, Marichal, Mesiar ve Pap ([9]) tarafindan, [0,1] birim reel
aralig1 Uzerinde verilen sonucu bir (L, <,0,1) sinirhi zincirine genisletmek miimkinddr.
Onerme 2.7. (L, <,0,1) bir smurh zincir olsun. Bir V:L? — L birlestime fonksiyonu

bir nullnormdur <

V(x,y) = Med(T(x,y),S(x,y)) = Med(T(x,y),5(x,y),a)

olacak sekilde bir t-norm T, bir t-konorm S ve bir a € L\{0,1} mevcuttur.

[0,1] birim reel aralig1 i¢in yukaridaki 6nermenin ispati [9] da bulunabilir.
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Uyan 2.2. Teorem 2.2 kullanilirsa, bir (L, <,0,1) siirh dagilmali kafesi {izerinde
eger T:L* — L V- dagilmali bir t-norm ve S:L? — L A- dagilmali bir t-konorm olursa
yukaridaki 6nermenin yeter sartinin saglandigi gosterilmis olur. Akla su soru gelir: Acaba
(L, <,0,1) sinirh dagilmali kafesi iizerindeki herhangi bir nullnorm V, icin V,(x,y) =
Med,(T(x,y),S(x,y)) olacak sekilde bir t-norm T, bir t-konorm S ve bir a € L\{0,1} her
zaman mevcut mudur? Siradaki 6rnek bu sorunun cevabinin ‘hayir’ oldugunu gosterir.

Ornek 2.3. L =1{0,a,b,1} ve L lzerindeki < siralamasi Sekil 2.2 deki gibi

tanimlansin.

0

Sekil 2.2 : L Uzerindeki < Siralamasi

Agikea (L, < ,0,1) bir sinirh dagilmali kafestir. Asagidaki sekilde tanimh V,: L2 — L
fonksiyonu g6z Oniine alinsin:

xVy ,x,y €[0,a]
Vu(y) =qx Ay ,xy € lal]
a ,aksi halde

Onerme 2.4 (in bir sonucu olarak V,, L iizerinde bir nullnormdur. Simdi L tizerinde,
Va(x,y) = Medo(T(x,y),S(x,¥)) =T(x,y) V(S(x,y) Aa) (2.2)

olacak sekilde bir t-norm T ve bir t-konorm S nin mevcut olamayacagini gosterelim.
Varsayalim ki L Uzerinde boyle bir t-norm T ve bir t-konorm S mevcut olsun. Bu takdirde
T(0,b) = 0ve S(0,b) = b olur. Boylece

Med,(T(0,b),S(0,b)) = T(0,b) V (S(0,b) Aa) =0V (bAa) =0

bulunur. Fakat diger taraftan /,(0, b) = a olur ki (2.2) esitliginden a = 0 geliskisi bulunur.
Bu durumda, varsayimimiz yanlis olup (2.2) esitligini saglayacak sekilde bir t-norm T ve

bir t-konorm S mevcut olamaz =
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Uyan 2.3. (L, <,0,1) bir smirli dagilmali kafes ve a € L\{0,1} olsun. Teorem 2.2
nin hipotezindeki T nin V- dagilmalilig1 veya S nin A- dagilmalilig: sartlar1 ihmal edilemez.
Clnku bu durumda V, (boylece V*) bir nullnorm olmayabilir. Asagidaki érnek bu durumu
dogrular.

Ornek 2.4. A = {x,y, z} kiimesinin tim alt kiimelerinin kafesi olan g(A4) g6z 6niine
almsin. Ornek 1.7 den dolayr (9(A),S,®,A) bir smirhi dagilmali kafestir. Kafesin
diyagrami Sekil 2.3 te verilmistir.

Sekil 2.3 : go(A) Kafesi

T =T, ve S =Sy alinsin. (A) dagilmali oldugundan T t-normu V- dagilmalidir.
Ama S A- dagilmali degildir. Gergekten:

Sdn{yh iy ={}veSHxt, yH ASHy} {y}) = A.

Simdi V, = Med,;(T, S) fonksiyonunun nullnorm olmadigin1 gosterelim ({x} in sifir
eleman oldugu, ayrica T nin V- dagilmali bir t-norm ve S nin A- dagilmali bir t-konorm
olmasi durumunda V, = Med,,(T, S) nin bir nullnorm oldugu Teorem 2.2 den agiktr).

{v},{z}, 0 € $(A) elemanlari i¢in,

V.(V.(y}Az)), @) = .(T{y} iz V (S} {z}) A {x}), 0) = {x}

ve

.y} Vi({z}, @) = V.(y} Tz}, ) v (S({z}, @) A {x})) = @.

Boylece V, birlesme 6zelligini saglamadigindan dolay1 bir nullnorm olamaz m
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Sonug 2.5. (L, <,0,1) bir sinirh dagilmali kafes ve a € L\{0,1} olsun. Bu takdirde

VM y) = AV AQ) V(Y Aa) = (xVY) AV a)A YV a) = Vi, ()

fonksiyonu a sifir elemanli bir idempotent nullnormdur.



3. IRDELEME

Bu tezin amaci simirli bir L kafesi Uzerinde nullnormlari tanimlamak, bir takim
Ozelliklerini arastirmak ve [0,1] birim reel aralik iizerindeki nullnormlarla sinirli kafesler
tizerindeki nullnormlar arasindaki bir takim farkliliklar1 ortaya koymaktir. Ayrica ¢ok
onemli bir birlestirme fonksiyonu olan ‘medyan’ ile nullnormlarin iliskisini arastirmaktir.

Bu amacla oncelikle bir smirli kafes tizerinde nullnorm tanimi verilmistir.
Nullnormlar, [0,1] birim reel aralik {izerinde ilk kez 1999 yilinda Mas, Mayor ve Torrens
tarafindan “t-operators” adli ¢alismada ([17]) ve 2001 yilinda Calvo, DeBaets ve Fodor
tarafindan “The functional equations of Frank and Alsina for uninorms and nullnorms” adli
calismada ([3]) ortaya konmustur. Daha sonra bu konuda bir¢ok ¢alisma yapilmistir ([6],
[71, [9], [21], [22]). Fakat smurli kafesler iizerinde su ana kadar literatiirde g¢alisma
bulunmamaktadir. Bu ¢alismadaki esas amag bu boslugu doldurmaktir.

Birim reel aralik iizerindeki ¢aligmalara bakildiginda a €]0,1[ sifir elemanina sahip
nullnormlarin sinifinin en biiylik-en kiiciik elemanlar1 bilinmektedir ([17]). Bu c¢alismada
ise keyfi smirli bir L kafesi Uzerinde a € L\{0,1} sifir elemanma sahip nullnormlarin
sinifinin en biiylik-en kiiclik elemanlarinin belirlenmesi problemi ¢oziilmiistiir. Ayrica
bir¢cok nullnorm inga metodu verilerek bunlar arasindaki iligki ortaya konmustur.

Birim reel aralik tizerindeki nullnormlarla sinirli kafesler Uzerindeki nullnormlar
arasinda ¢ok onemli farkliliklar bulunmaktadir. Bunlardan bir tanesi idempotent nullnorm
sayisidir. Birim reel aralik tizerinde a sifir elemanli sadece bir tane idempotent nullnorm
mevcut iken siirli bir kafes iizerinde bu saymin birden fazla olabilecegi bu ¢alismada elde
edilmistir.

Onerme 1.8 de ifade edildigi gibi [0,1] birim reel aralik iizerindeki herhangi bir
nullnorm V,, V,(x,y) = Med(T (x,y),S(x,y),a) formunda yazilabilir ve sonu¢ olarak
medyan fonksiyonu bir nullnormdur ([9]). Bu c¢alismada ise dagilmali olmayan sinirh
kafesler lizerinde iki tip medyan oldugu ortaya konmustur (disjanktif form ve konjanktif
form). Bu medyanlar arasindaki iliski bulunup hangi kosullar altinda nullnorm olduklari

belirlenmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1. L smirh kafesi tizerindeki tiim nullnormlarin kiimesi olarak gdsterdigimiz 1V kimesinin
(2.1) de verilen siralamayla bir kismen sirali kiime oldugu, ayrica L smrlt kafesi
Uzerindeki a € L sifir elemanli tim nullnormlarin kiimesi olarak gosterdigimiz V(a)
kiimesinin benzer siralamayla bir sinirli kismen sirali kiime oldugu elde edilmistir.

2. Onerme 2.2 de, L smirli kafesi iizerindeki a € L\{0,1} sifir elemanli bir nullnormun

hangi 6zelliklere sahip oldugu detayli sekilde belirlenmistir.

3. Teorem 2.1 de Va(s) , Va(T) nullnormlari inga edilip bunlarin yardimiyla L sinirh kafesi

uzerinde a € L\{0,1} sifir elemanli nullnormlarin ailesinin sirasiyla en kii¢iikk ve en biiyiik
elemanlari olan Va(v) ve Va(/\) nullnormlari belirlenmistir.
4. Va(T'S) nullnormu tanitilmistr.

5, Va(T), Va(s), Va(v), Va(/\), Va(T'S), VI ve V7 nullnormlar1 tanimlanarak aralarindaki iliski
bulunmustur.

6. Simurl1 bir L kafesi Uzerinde Med,, (disjanktif form) ve Med“ (konjanktif form) tanitilip
bunlar yardimiyla tanimlanan V, ve V* fonksiyonlar1 i¢in V, < V* oldugu ve dagilmali
olmayan bir kafeste bu fonksiyonlarin ¢akigsmayabilecegi sonucuna ulasilmistir.

7. V, ve V* fonksiyonlarinin Ns iizerinde idempotent olduklari gosterilmis olup herhangi
bir L sinirhh kafesi iizerinde birden fazla idempotent nullnorm olabilecegi sonucuna
ulasilmistir.

8. Bir L smirh dagilmali kafesi lizerinde eger T:L?> — L V- dagilmali bir t-norm ve
S:L* - L A - daglmali bir t-konorm olursa V, = Med,(T,S) (ve boylece V* =
Med?(T, S)) fonksiyonunun bir nullnorm oldugu gésterilmistir.

9. Bir L sinirli dagilmali kafesi {izerinde V, = Med,(T,S) (ve boylece V* = Med*(T,S))
fonksiyonunun bir nullnorm olmasi igin gerek sartlardan herhangi birisinin yani T nin V-

dagilmaliligi veya S nin A- dagilmaliligi sartlarinin ihmal edilemeyecegi gosterilmistir.



5. ONERILER

1. L smirh kafesi tizerindeki tiim nullnormlarin kiimesi olarak gdsterdigimiz 1V kimesinin
ayrica L smirl kafesi iizerindeki a € L sifir elemanli tim nullnormlarin kiimesi olarak
gosterdigimiz V(a) kiimesinin elemanlarinin supremuma Vveya infimuma sahip olup
olmadig1 dolayist ile s6zili gecen kiimelerin kafes olup olmadig: arastirilabilir.

2. Dagilmali olan veya olmayan kafesler {izerinde tanimlanabilecek tiim idempotent
nullnormlarin sinifi arastirilabilir.

3. V, ve IV fonksiyonlarinin hangi tip dagilmali olmayan kafesler iizerinde nullnorm

olduklar arastirilabilir.
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