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Bulanık altgrupların pek çok genelleştirilmeleri mevcuttur. Bunlardan literatürde büyük 

öneme sahip olanlar 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplar ve 𝑇𝐿-altgruplardır. Bu tezde, bir grubun 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgrupları tanıtılarak bu altgrupların temel özellikleri incelenmiştir. Grupların Kartezyen 

çarpımının bir 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubunun, 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların genelleştirilmiş çarpımı şeklinde 

yazılabilmesi için gerek ve yeter şart koşullar elde edilmiştir. Diğer yandan bir grubun 

(normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının tam kafes olduğu gösterilerek bu kafeslerin özel 

durumlarına ait sonuçlar verilmiş ve böylece grupların hangi sınıfa ait olduğuna dair bazı 

yeni sonuçlar elde edilmiştir. Bu sonuçlardan biri, bir grubun normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplarının 

kafesinin modüler kafes olduğu elde edilmiştir. Bir diğer sonuç, bir grubun  𝐿𝐹(0,𝜇)-

altgruplarının kafesinin dağılmalı kafes olması için gerek ve yeter koşulun grubun yerel 

devirli olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplarının kafesinin yarı 

komplementlenebilir olduğu elde edilip, 𝜆 ≠ 0 olduğu durumda 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların 

kafesinin yarı komplementlenebilirliği incelenmiştir. Diğer taraftan, bir grubun 𝑇𝐿-

altgrupların kafesi incelenmiş ve bu kafesin modüler olması için gerek ve yeter şart elde 

edilmiştir. Son olarak, bir grubun 𝑇-bulanık altgruplarının kafesinin yarı 

komplementlenebilirliği sıfır bölen elemanı bulunmayan t-normlar ile karakterize 

edilmiştir. 
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There are many generalizations of fuzzy subgroups. 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-subgroups and 𝑇𝐿-subgroups 

are the ones which have great importance in literature. In this thesis, the concept of 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

subgroups of a group is introduced and the fundamental properties of these subgroups are 

investigated. A necessary and sufficient condition is obtained for a 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-subgroup of 

Cartesian product of some groups to be written as the generalized product of 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

subgroups. On the other hand, it is shown that the lattice of (normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-subgroups of a 

group is a complete lattice. Some results for special cases of these lattices are given and so 

that some new results on the classification of groups are obtained. One of these results is 

that the lattice of (normal) 𝐿𝐹(0,𝜇)-subgroups of a group is a modular lattice. As a further 

result, a necessary and sufficient condition for distributivity of the lattice of 𝐿𝐹(0,𝜇)-

subgroups of a group is shown as being locally cyclic group. Also it is obtained that the 

lattice of 𝐿𝐹(0,𝜇)-subgroups is pseudo complemented and the pseudo complementation of 

the lattice of 𝐿𝐹(0,𝜇)-subgroups is investigated, where 𝜆 ≠ 0. On the other side, the lattice 

of 𝑇𝐿-subgroups of a group is investigated and a characterization is obtained for 

modularity of this lattice. Finally, pseudo complementation of the lattice of 𝑇-fuzzy 

subgroups of a group is characterized by t-norms without zero-divisors. 

 

 Key Words: lattice, modular lattice, distributive lattice, 𝐿-subgroup, 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-subgroup, 

𝑇𝐿-subgroup. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş  

 

Belirsizlik veya bulanıklık kavramları, niteliği tam anlaşılamayan, iyi seçilmeyen, 

açık seçik görülmeyen veya net olmayan şeklinde tanımlanabilir. İnsan aklı bulanıklık 

içeren durumları matematiksel olarak ifade etmek için derecelendirme kavramını 

oluşturmuştur. Bulanıklık, dereceli üyelik kavramı yardımı ile bilim dünyasına ilk kez 

1965 yılında Azeri matematikçi Zadeh [43] tarafından taşınmıştır. Zadeh’in bulanık 

(fuzzy) kümeler teorisi olarak adlandırdığı teorisinde, bulanık kümeler, kesin sınırları 

belirli olmayan olayları tanımlamak ve bu olayları matematiksel olarak modellemek 

amacıyla kullanılır. Bilgisayar sistemleri, kontrol mühendisliği gibi matematiksel 

otomasyon gerektiren modellemelerde bulanık kavramlara ihtiyaç duyulmuştur.  

Bulanık altkümeler teorisinin bir genellemesi olarak 1967 yılında Goguen [17] 

bulanık altkümeleri bir kafes üzerinde tanımlamıştır. 1971 yılında Rosenfeld [34] bulanık 

kümeler teorisini ilk olarak cebirsel yapılardan gruplar teorisine uyarlamıştır. 1979’da 

Anthony ve Sherwood [4], Rosenfield’ın tanımlarını keyfi bir tam kafes üzerindeki t-

normlara genişletmiştir.  

Cebirin önemli problemlerinden biri, cebirsel yapıların özelliklerini, bunlara ait alt 

cebrisel yapıların kafesleri (örneğin; grupların altgruplarının, halkaların ideallerinin, 

modüllerin altmodüllerinin kafesleri) ile karakterize etmektir. Şimdiye kadar bu konuyla 

ilgili önemli sonuçlar elde edilmiştir [26, 27, 29, 35].  

Rosenfeld [34], bulanık altgrup kavramını tanıtarak bulanık cebirsel altyapıların 

çalışmalarına öncülük etmiştir. 1994’ten beri bulanık altgrupların, bulanık normal 

altgrupların, bulanık ideallerin ve bulanık altmodüllerin kafeslerini inceleyen birçok 

çalışma yapılmıştır [20, 24, 28, 33, 36, 37, 44, 45]. Özellikle bu kafeslerin modülerlik ve 

dağılımlılık özellikleri incelenmiştir. İlk olarak 1994’te Ajmal ve Thomas [1-3] tarafından 

bulanık altgrupların kafesleri ve altkafesleri incelenmiştir. Bu çalışmada bir grubun bulanık 

normal altgruplarının kafesinin modüler olduğu gösterilmiştir [3]. 2009 yılında 

Tarnauceanu [36] tarafından sonlu grupların bulanık altgruplarının kafeslerinin hangi 

koşullarda dağılımlı olacağının bir karakterizasyonu verilmiştir. Head [18] çalışmasında 

bulanık normal altgrupların kafeslerinin modüler olduğunu metateorem ve alt direkt çarpım 
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teoremi ile izah etmiştir. Son yıllara kadar bulanık cebirsel yapıların altkafeslerinin 

modüler ve dağılımlı olma özellikleri birçok yöntem kullanılarak incelenmiştir [19, 37]. 

Ancak bulanık cebirsel yapıların altkafesleri keyfi bir kafes üzerinde son yıllara kadar 

incelenmemiştir. İlk olarak Jahan [19] tarafından bir halkanın 𝐿-ideallerinin kafesinin 

modüler kafes olduğu farklı bir teknik ile ispatlanmıştır.  

Murali [31] bir bulanık noktanın bulanık altkümeye ait olması kavramını 

tanımlamıştır. Pu ve Liu [32] nun tanıttığı, bulanık noktasının bulanık altküme ile yarı-

çakışması kavramı, yeni bulanık altküme tanımlamaya fırsat vermiştir. İlk olarak, Bhakat 

ve Das [9] taradından bir bulanık altkümenin bulanık noktası, onun aitliği ve yarı-

çakışması ile (𝛼, 𝛽)-bulanık altgrupların tanımı verilmiştir. Burada 𝛼 ≠ 𝜖 ∧ 𝑞 olmak üzere 

𝛼, 𝛽 ∈ {𝜖, 𝑞, 𝜖 ∨ 𝑞, 𝜖 ∧ 𝑞} dir. Bu tanıma göre yaygın olarak incelenen bulanık altgrupların 

(𝜖, 𝜖)-bulanık altgrup olduğu gösterilmiştir. Böylece (𝛼, 𝛽)-bulanık altgruplar, 

Rosenfield’ın bulanık altgruplarının bir genelleştirilmesidir. Bu alanda özellikle birçok 

araştırmacı tarafından özel olarak (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruplar çalışılmıştır [7, 8]. Özetle, 

𝐴, 𝐺 nin bulanık altkümesi olmak üzere, 

ℒ = {𝑡|𝑡 ∈ (0,1],   𝑈(𝐴, 𝑡) ≤ 𝐺} 

kümesi tanımlanacak olursa, 

 ℒ = (0,1] ise 𝐴, Rosenfield’ in bulanık altgrubudur, 

 ℒ ⊇ (0,0.5] ise 𝐴, (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruptur. 

Buradan hareketle 𝜆, 𝜇 ∈ (0,1] ve 𝜆 < 𝜇 olmak üzere ℒ ⊇ (𝜆, 𝜇] ise 𝐴 için ne söylenebilir? 

Bu sorunun cevabı olarak Yuan, Zhang ve Ren [42] tarafından 𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplar (diğer bir 

deyişle, eşik değerli bulanık altgruplar) tanımlanmıştır. Böylece Rosenfield’ın bulanık 

altgruplarının ve Bhakat ve Das’ın (𝛼, 𝛽)-bulanık altgruplarının bir genelleştirilmesi elde 

edildi. Bu çalışma ışığında, Yao [39] 𝐹(𝜆,𝜇)-normal altgruplar ve 𝐹(𝜆,𝜇)-bölüm altgruplarını 

tanıttı. 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları aşağıdaki gibi özetlenebilir: 

𝐴, 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup olmak üzere; 

 𝜆 = 0 ve 𝜇 = 1 ise 𝐴 bulanık altgruptur. 

 𝜆 = 0 ve 𝜇 = 0.5 ise 𝐴 (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruptur. 

Birçok araştırmacı tarafından 𝐹(𝜆,𝜇)-cebirsel yapılar çalışılmıştır [10, 15, 16, 21, 22, 

40, 41] . 

Bu tezde, bir grubun genelleştirilmiş 𝐿-altgruplarının kafes yapıları üzerinde 

çalışılmıştır. Tez iki ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, önermelerde ve 
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teoremlerde adı geçen kavramların anlaşılabilmesi için gerekli ön bilgilere yer verilmiştir. 

İkinci bölüm ise dört kısımdan oluşturulmuştur. İlk kısımda, bulanık altgrupların 

genelleştirilmesi olan 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplar tanıtılarak çeşitli özellikleri araştırılmıştır. İkinci 

kısımda, 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların çarpımı tanımlanmış ve grupların kartezyen çarpımının 

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubunun, 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların çarpımı şeklinde yazılabilmesi için gerek ve yeter 

şart elde edilmiştir. Üçüncü kısımda 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların kafeslerinin özellikleri 

incelenmiştir. Bir grubun normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların kafesinin modüler olduğu 

gösterilirken dağılımlı olması için gerek yeter şart verilmiştir. Ayrıca, bu kafesin yarı 

komplementlenebilirliği incelenmiştir. Dördüncü kısımda ise 𝐿-altgrupların bir başka 

genelleştirilmesi olan 𝑇𝐿-altgrupların kafes özellikleri incelenmiştir. Üçüncü kısımda 

olduğu gibi 𝑇𝐿-altgrupların kafeslerinin modülerlik, dağılımlılık ve yarı 

komplementlenebilirlik özellikleri araştırılmıştır. 

 

 

1.2. Kafesler  

 

Bu bölümde, tez boyunca ihtiyaç duyulan kafesler ile ilgili tanım ve teoremler  [12] 

ve [13] nolu kaynaklardan derlenerek verilmiştir.  

 

Tanım 1.2.1: ∅ ≠ 𝐿 bir küme ve “≤” 𝐿  üzerinde bir bağıntı olsun. “≤” bağıntısına 𝐿  

üzerinde bir sıralama bağıntısıdır ancak ve ancak 

i) Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑎, 

ii) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑏 ≤ 𝑎 ise 𝑎 = 𝑏, 

iii) Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑏 ≤ 𝑐 ise 𝑎 ≤ 𝑐. 

Bu durumda 𝐿 kümesine sıralı küme denir ve (𝐿, ≤) notasyonu ile gösterilir. 

 

Tanım 1.2.2: (𝐿, ≤) sıralı küme, 𝐴 ⊆ 𝐿 ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. 

i) 𝑎  ya 𝐴 kümesinin bir alt sınırı denir ancak ve ancak her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑎 ≤ 𝑥 dir. 

ii) 𝑎  ya 𝐴 kümesinin bir üst sınırı denir ancak ve ancak her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑥 ≤ 𝑎 dır. 

iii) 𝑎 ya 𝐴 kümesinin en küçük elemanı denir ancak ve ancak 𝑎, 𝐴 kümesinin bir alt 

sınırı ve 𝑎 ∈ 𝐴 dır. 
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iv) 𝑎  ya 𝐴 kümesinin en büyük elemanı denir ancak ve ancak 𝑎,  𝐴 kümesinin bir 

üst sınırı ve 𝑎 ∈ 𝐴 dır. 

 

Tanım 1.2.3: (𝐿, ≤) sıralı küme ve 𝐴 ⊆ 𝐿 olsun. 𝐴 kümesinin, tüm alt sınırlarının ve üst 

sınırlarının oluşturduğu kümeler sırasıyla 𝐴𝑎𝑙𝑡 ve 𝐴ü𝑠𝑡 ile gösterilsin. Bu takdirde; 

i) 𝐴𝑎𝑙𝑡 kümesinin en büyük elemanı mevcut ise bu elemana 𝐴 kümesinin en büyük 

alt sınırı (infimumu) denir ve 𝑖𝑛𝑓𝐴, ∧ 𝐴, ⋀ 𝑎𝑎∈𝐴  notasyonlarından biri ile 

gösterilir. 

ii) 𝐴ü𝑠𝑡 kümesinin en küçük elemanı mevcut ise bu elemana 𝐴 kümesinin en küçük 

üst sınırı (supremumu) denir ve 𝑠𝑢𝑝𝐴, ∨ 𝐴, ⋁ 𝑎𝑎∈𝐴  notasyonlarından biri ile 

gösterilir. 

 

Tanım 1.2.4: (𝐿, ≤) sıralı bir küme olsun. 

i)  𝐿 kümesine kafes denir ancak ve ancak her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için  𝑖𝑛𝑓{𝑎, 𝑏} = 𝑎 ∧ 𝑏 ve 

 𝑠𝑢𝑝{𝑎, 𝑏} = 𝑎 ∨ 𝑏 mevcuttur.  

ii) 𝐿 kümesine zincir denir ancak ve ancak her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎 dır. 

iii) 𝐿 kümesine tam kafes denir ancak ve ancak her 𝐴 ⊆ 𝐿 için 𝑖𝑛𝑓𝐴 ve 𝑠𝑢𝑝𝐴 

mevcuttur. 

Bir 𝐿 kafesi genel olarak (𝐿, ≤, ∧, ∨) şeklinde gösterilecektir. Ayrıca, 𝐿 kafesinin en 

küçük elemanı ve en büyük elemanı (varsa), sırasıyla “0” ve “1” ile gösterilir. “0” ve “1” 

elemanlarına sahip kafese sınırlı kafes denir. 

 

Teorem 1.2.5: (𝐿, ≤)  bir sıralı küme olsun. 

i) 𝐿 tam kafestir ancak ve ancak 1 ∈ 𝐿 ve her ∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝐿 için 𝑖𝑛𝑓𝐴 mevcuttur. 

ii) 𝐿 zincir ise 𝐿 kafestir.  

iii) 𝐿 tam kafes ise 𝐿 kafestir.  

 

Tanım 1.2.6: (𝐿, ≤)  bir kafes, ∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝐿 olmak üzere, her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 için 𝑎 ∨ 𝑏, 𝑎 ∧ 𝑏 ∈ 𝐴 

ise 𝐴’ya 𝐿’nin bir alt kafesi denir. 

 

Tanım 1.2.7: (𝐿, ≤) ve (𝐿′, ≤ ′) sıralı kümeler ve  𝑓: 𝐿 → 𝐿′ bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda, 
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i) 𝑓 ye sırakorur (artan) fonksiyon denir ancak ve ancak her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏 

ise        𝑓(𝑎) ≤ ′𝑓(𝑏) dir. 

ii) 𝑓 ye izomorfizm denir ancak ve ancak 𝑓 birebir-örten, artan ve her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için         

𝑓(𝑎) ≤ ′𝑓(𝑏) ise 𝑎 ≤ 𝑏 dir. 

 

Tanım 1.2.8: (𝐿, ≤) bir kafes olsun. 𝐿’ye yoğun kafes denir ancak ve ancak her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿, 

𝑎 < 𝑏 için 𝑐 ∈ 𝐿 öyle ki  𝑎 < 𝑐 < 𝑏 dir. 

 

Teorem 1.2.9: Bir (𝐿, ≤) kafesi için aşağıdaki eşitsizlikler doğrudur. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 olmak 

üzere, 

1) 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) ≤ (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐), 

2) 𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) ≥ (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐), 

3) 𝑎 ≤ 𝑏 ise 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) ≤ 𝑏 ∧ (𝑎 ∨ 𝑐). 

 

Teorem 1.2.10: Bir 𝐿  kafesi için aşağıdaki özellikler denktir. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 olmak üzere, 

D1: 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐), 

D2: 𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐). 

 

Tanım 1.2.11: Bir 𝐿 kafesine dağılımlı kafes denir ancak ve ancak 𝐿 kafesi D1 veya D2 

özelliğini sağlar. 

 

Tanım 1.2.12: Bir 𝐿 tam kafesine sonsuz ∨-dağılımlı kafes denir ancak ve ancak her 

𝑎, 𝑏𝑖 ∈ 𝐿 için 

𝑎 ∧ (⋁𝑏𝑖
𝑖∈𝐽

) =⋁ (𝑎
𝑖∈𝐽

∧ 𝑏𝑖) 

dir. Benzer şekilde bir 𝐿 tam kafesine sonsuz ∧-dağılımlı kafes denir ancak ve ancak her 

𝑎, 𝑏𝑖 ∈ 𝐿 için 

𝑎 ∨ (⋀𝑏𝑖
𝑖∈𝐽

) =⋀(𝑎 ∨ 𝑏𝑖)

𝑖∈𝐽

 

dir. Eğer 𝐿 kafesi hem sonsuz ∨-dağılımlı hem de sonsuz ∧-dağılımlı ise 𝐿  ye sonsuz 

dağılımlı kafes denir. Dağılımlı bir kafeste D1 ve D2 özellikleri denk olmalarına rağmen 

sonsuz ∨-dağılımlı kafes ile sonsuz ∧-dağılımlı kafes arasında denklik yoktur.  
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Örnek 1.2.13: 𝐸 sonsuz elemanlı bir küme ve ℘∗(𝐸), 𝐸 nin sonlu altkümelerinin kümesi 

olsun. 𝐿 = ℘∗(𝐸) ∪ {𝐸} tam kafesi sonsuz ∧-dağılımlıdır, fakat sonsuz ∨-dağılımlı 

değildir. ℤ tamsayılar grubunun altgruplarının kafesi sonsuz ∨-dağılımlı olurken, sonsuz ∧-

dağılımlı değildir. 

 

Tanım 1.2.14: Bir 𝐿 kafesine modüler kafes denir ancak ve ancak her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 ve 𝑎 ≤ 𝑏 

için 

 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = 𝑏 ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) dir. 

 

Teorem 1.2.15: Bir 𝐿 kafesi modülerdir ancak ve ancak 𝑁5 e izomorf olan bir alt kafes 

içermez. 

 

Önerme 1.2.16: 𝐿 modüler (dağılımlı) bir kafes olsun. Bu takdirde 𝐿 nin her alt kafesi 

modüler (dağılımlı) kafestir. 

 

Örnek 1.2.17: 

1) Her zincir dağılımlı kafestir. 

2) Her dağılımlı kafes modüler kafestir. 

3) Kafes diyagramı 𝑀5 olarak verilen 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 1}  kafesi dağılımlı değildir 

ancak modülerdir. 

4)  Kafes diyagramı 𝑁5 olarak verilen 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 1}  kafesi modüler değildir. 

 

                                 
             𝑁5    𝑀5 
 

                                     Şekil 1. 𝑁5 ve 𝑀5 kafes diyagramları 
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Tanım 1.2.18: 𝐿 sınırlı bir kafes ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 olsun. 𝑏 elemanına 𝑎 nın komplementi denir 

ancak ve ancak 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 ve  𝑎 ∨ 𝑏 = 1 dir. 𝐿 kafesinin her elemanı komplemente sahip 

ise 𝐿 ye komplementlenebilir kafes denir. 

 

Tanım 1.2.19: (𝐿, ≤,∧,∨ ,0) kafesinde 𝑎 ∈ 𝐿 elemanına yarı-komplementlenebilir denir 

ancak ve ancak 𝑎 ∧ 𝑎⊥ = 0 olacak şekilde 𝑎⊥ ∈ 𝐿 mevcuttur ve 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 olan her 𝑏 ∈ 𝐿 

için 𝑏 ≤ 𝑎⊥ dir. 𝑎⊥ elemanına 𝑎 nın yarı-komplementi denir. 𝐿 kafesinin her elemanı yarı-

komplementlenebilir ise 𝐿 ye yarı-komplementlenebilir kafes denir. 𝑆(𝐿):= {𝑎⊥⊥|𝑎 ∈ 𝐿} 

olarak tanımlanan kümeye 𝐿 nin iskeleti denir. Açık olarak, 𝑆(𝐿) 𝐿 nin ∧-altyarı kafesidir. 

 

Örnek 1.2.20: 

1) Her sonlu dağılımlı kafes yarı-komplementlenebilir kafestir. Ancak tersi doğru 

değildir. Şekil 2 de diyagramı verilen 𝑄8’in altgruplarının kafesi yarı-

komplementlenebilirdir, fakat dağılımlı kafes değildir. 

2) Komplementlenebilir kafeslerin yarı-komplementlenebilir olması gerekmez. 𝑀5 

kafesi komplementlenebilirdir, fakat yarı-komplementlenebilir değildir. 

3) 𝑆(𝐿) 𝐿 nin ∧-altyarı kafesidir. Ancak altkafesi olmayabilir. Kafes diyagramı Şekil 3 

te verilen kafes yarı-komplementlenebilirdir. Ancak 𝑆(𝐿) = {0, 𝑎, 𝑏, 1} 𝐿 nin 

altkafesi değildir. 

       
 

Şekil 2. 𝑄8’in altgruplarının kafes diyagramı        Şekil 3. Örnek 1.2.20 (3) kafes diyagramı 

 

 

Teorem 1.2.21: 𝐿 yarı-komplementlenebilir ve dağılımlı kafes olsun. Bu durumda 

her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için aşağıdakiler denktir. 

i) 𝑆(𝐿) 𝐿 nin altkafesidir; 

ii) (𝑎 ∨ 𝑏)⊥⊥ = 𝑎⊥⊥ ∨ 𝑏⊥⊥; 
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iii) (𝑎 ∧ 𝑏)⊥ = 𝑎⊥ ∨ 𝑏⊥; 

iv) 𝑎⊥ ∨ 𝑎⊥⊥ = 1. 

 

Tanım 1.2.22: Yarı-komplementlenebilir ve dağılımlı bir 𝐿 kafesi Teorem 1.2.21 deki 

denk özelliklerden herhangi birini sağlar ise, 𝐿 ye Stone kafesi denir. 

 

 

1.3. Altgrupların Kafesleri 

 

Bu bölümde ki temel kavramlar [26, 27, 29, 35] kaynaklarından derlenmiştir. 

Tanım 1.3.1: 𝐺 bir grup olsun. Bu durumda, 

i) 𝐺 ye devirli grup denir ancak ve ancak  𝑥𝐺 :  < 𝑥 >= 𝐺.   

ii) 𝐺 ye yerel devirli denir ancak ve ancak 𝐺 nin her sonlu üretenli altgrubu devirli 

gruptur. 

< 𝑥 >= 𝐺  eşitliğini sağlayan 𝑥 elemanlarına G grubunun üreteçleri denir. Devirli her 

grup yerel devirli gruptur. Ancak yerel devirli grupların devirli olması gerekmez. Örneğin 

(ℚ,+) yerel devirli gruptur. 

𝐺 grubunun tüm altgruplarının ve normal altgruplarının aileleri sırasıyla 𝐿(𝐺) ve 𝑁(𝐺)  ile 

gösterilir. Açık olarak (𝐿(𝐺), ⊆) ve (𝑁(𝐺), ⊆) tam kafestir. Burada {𝐻𝑖|𝑖 ∈ } ⊆ 𝐿(𝐺) 

ailesi için    

⋁𝐻𝑖
i

=<⋃ 𝐻𝑖
i

>,     ⋀𝐻𝑖
i

=⋂𝐻𝑖
i

 

dır. Diğer yandan {𝐻𝑖|𝑖 ∈ } ⊆ 𝑁(𝐺) ailesi için    

⋁𝐻𝑖
i

= ⋃ 𝐻𝛼1𝐻𝛼2 …𝐻𝛼𝑛
𝑛∈ℕ\{0},𝛼𝑖𝜖Λ

,      ⋀𝐻𝑖
i

=⋂𝐻𝑖
i

    

dır. Özel olarak 𝐻1, 𝐻2  altgrupları (normal altgrupları)  için  

𝐻1 ∨ 𝐻2 =< 𝐻1 ∪ 𝐻2 >    (𝐻1 ∨ 𝐻2 = 𝐻1𝐻2) 

dır. Ayrıca 𝑁(𝐺),  𝐿(𝐺) tam kafesinin bir alt kafesidir. Bir 𝐺 grubunun 𝐿(𝐺) ve 𝑁(𝐺) tam 

kafeslerinin yapısı G grubunun hangi özel sınıfa ait olduğunu belirlemede önemli yer 

tutmaktadır. Bunlardan bazıları aşağıdaki teoremde verilmiştir.  

 

Teorem 1.3.2: 𝐺 bir grup olsun. Bu durumda aşağıdaki özellikler geçerlidir. 

i) 𝑁(𝐺) modüler kafestir, 
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ii) 𝐿(𝐺)  dağılımlıdır ancak ve ancak 𝐺 yerel devirlidir, 

iii) 𝐿(𝐺 × 𝐺) modüler kafestir ancak ve ancak 𝐺 abeldir, 

𝐺 sonlu olsun. Bu takdirde, 

iv) 𝐿(𝐺) dağılımlı kafestir ancak ve ancak 𝐺 devirli gruptur.  

v) 𝐿(𝐺)  zincirdir ancak ve ancak 𝐺 devirli p-gruptur. 

 

Bir grubun normal altgruplarının kafesi modüler olmasına karşın altgruplarının kafesi 

modüler olmayabilir. Şekil 4. ile 𝐷8 =< 𝑥, 𝑎| 𝑎
4 = 𝑥2 = 𝑒, 𝑥𝑎 𝑥−1 = 𝑎−1 > Dihedral 

grubunun altgruplarının kafesi verilmiştir. Burada 𝐷8 in altgruplarının kafesinin modüler 

olmadığı kolayca görülmektedir. 

 

 
 

Şekil 4. 𝐿(𝐷8) kafesinin diyagramı 

 

 

Aşağıda bazı basit kafesler bir G grubunun alt gruplarının kafesi olarak elde edilmiştir. 

i) 𝐿(𝐺)  kafes yapısı  ancak ve ancak 𝐺 asal mertebeli devirli gruptur. 

ii) 𝐿(𝐺)  kafes yapısı  ancak ve ancak 𝑝 asal sayısı için 𝐺  𝑝2 mertebeli 

devirli gruptur. 
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iii) 𝐿(𝐺)  kafes yapısı   ancak ve ancak 𝑝 ve 𝑞 farklı asal sayılar 

olmak üzere 𝐺  𝑝𝑞 mertebeli devirli gruptur. 

iv) 𝐿(𝐺)  kafes yapısı  ancak ve ancak 𝐺 Klein’in dörtlü grubudur. 

v) 𝐿(𝐺)  kafes yapısı  ancak ve ancak 𝐺 ≅ ℤ3 × ℤ3 veya  𝐺 ≅ 𝑆3 

dür. 

 

Bir tam kafes acaba bir G grubunun altgruplarını kafesi olarak elde edilebilir mi sorusu 

gruplar teorisinde önemli yer tutmaktadır.  Bu bağlamda yukarıda verilen örneklerin yanı 

sıra herhangi bir  𝐿 kafesi için altgruplarının kafesi 𝐿 ye izomorf olacak şekilde bir grup 

bulunmayabilir. Altgruplarının kafesi Şekil 3 te verilen kafes ile izomorf olacak şekilde bir 

grup bulunmamaktadır. 

  

 

1.4. T-normlar 

 

Bu bölümde t-norm kavramı hakkındaki temel bilgiler [23] kaynağı temel alınarak 

verilmiştir. 

Tanım 1.4.1: (𝐿, ≤,∧,∨ ,0,1) tam kafesi üzerinde tanımlı 𝑇: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 ikili işlemine bir 𝑡-

norm denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için, 

T1) 𝑥𝑇𝑦 = 𝑦𝑇𝑥, 

T2) (𝑥𝑇𝑦)𝑇𝑧 = 𝑥𝑇(𝑦𝑇𝑧), 

T3)  𝑥 ≤ 𝑦 ise  𝑥𝑇𝑧 ≤ 𝑦𝑇𝑧, 

T4)  𝑥𝑇1 = 𝑥 dir. 

 

Örnek 1.4.2: 𝐿 = [0,1] tam kafesi üzerinde bazı temel 𝑡-normlar aşağıdaki şekildedir: 

a) 𝑥𝑇𝑀𝑦 = min (𝑥, 𝑦),                                                                     (Minimum) 
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b) 𝑥𝑇𝑃𝑦 = 𝑥. 𝑦,             (Çarpım) 

c) 𝑥𝑇𝐿𝑦 = max(𝑥 + 𝑦 − 1,0)             (Lukasiewhicz) 

d) 𝑥𝑇𝐷𝑦 =  {

𝑥,         𝑦 = 1
𝑦,         𝑥 = 1
0,         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

                            (Kesin Çarpım) 

 

Örnek 1.4.3: Kafes diyagramı Şekil 5 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 1}  kafesi üzerindeki bütün  

𝑡-normlar Tablo 1 de verilmiştir. 

 

 
 

  Şekil 5. Örnek 1.4.3 de verilen 𝐿 kafesinin diyagramı 

 

 

Tablo 1. 𝐿 kafesi üzerindeki 𝑡-normların ikili işlem tablosu 

 

𝑇1 0 𝑎 𝑏 1  𝑇2 0 𝑎 𝑏 1  𝑇3 0 𝑎 𝑏 1  𝑇4 0 𝑎 𝑏 1 

0 0 0 0 0  0 0 0 0 0  0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 

𝑎 0 0 0 𝑎  𝑎 0 𝑎 0 𝑎  𝑎 0 0 0 𝑎  𝑎 0 𝑎 0 𝑎 

𝑏 0 0 0 𝑏  𝑏 0 0 0 𝑏  𝑏 0 0 𝑏 𝑏  𝑏 0 0 𝑏 𝑏 

1 0 𝑎 𝑏 1  1 0 𝑎 𝑏 1  1 0 𝑎 𝑏 1  1 0 𝑎 𝑏 1 

 

 

Teorem 1.4.4: 𝐿 bir tam kafes ve 𝑇, 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

koşullar sağlanır: 

1) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑥𝑇𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦, 

2) Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥𝑇0 = 0𝑇𝑥 = 0, 

3) Her 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐿 için 𝑥1 ≤ 𝑥2 ve  𝑦1 ≤ 𝑦2 ise  𝑥1𝑇𝑦1 ≤ 𝑥2𝑇𝑦2 dir. 

 

Tanım 1.4.5: 𝑇, 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm olsun. 𝑥 ∈ 𝐿 ye, 𝑇 t-normuna göre idempotent 

eleman denir ancak ve ancak 𝑥𝑇𝑥 = 𝑥 dir. 𝐿 nin tüm idempotent elemanlarının kümesi 𝐷𝑇 

ile gösterilir. Açık olarak, 𝑇 =∧  𝐷𝑇 = 𝐿 dir. 
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Tanım 1.4.6: 𝑇, 𝐿  tam kafesi üzerinde bir 𝑡-norm olsun. 

i) 𝑇 ye 𝐿 üzerinde ∨-dağılımlı t-norm denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 

𝑥𝑇(𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥𝑇𝑦) ∨ (𝑥𝑇𝑧) 

dir. 

ii) 𝑇 ye 𝐿 üzerinde sonsuz ∨-dağılımlı t-norm denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦𝑖 ∈ 𝐿 

için 

𝑥𝑇 (⋁𝑦𝑖
𝑖∈𝐽

) =⋁ (𝑥
𝑖∈𝐽

𝑇𝑦𝑖) 

dir.  

Sonsuz ∨-dağılımlı t-normlara örnek olarak [0,1] tam kafesi üzerinde tanımlı 𝑇𝑀, 𝑇𝑃 ve  𝑇𝐿 

verilebilirken 𝑇𝐷 t-normu sonsuz ∨-dağılımlı değildir.  

 

Tanım 1.4.7: 𝑇, 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm olsun. 𝑥 ∈ 𝐿\{0,1} elemanına 𝑇 nin bir sıfır böleni 

denir ancak ve ancak 𝑥𝑇𝑦 = 0 olacak şekilde 𝑦 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı mevcuttur. 

 

 

1.5. 𝑳-Altkümeler 

 

Aksi söylenmedikçe (𝐿, ≤,∧,∨ ,0,1) bir tam kafes ve 𝑇, 𝐿 üzerinde bir t-norm olarak 

alınacaktır.  

Tanım 1.5.1 [30]: 𝑋 ≠ ∅ olan bir küme ve 𝐿 bir tam kafes olsun. 𝐴: 𝑋 → 𝐿 fonksiyonuna 

𝑋 in bir 𝐿-altkümesi denir. 𝑋 in bütün 𝐿-altkümelerinin kümesine 𝑋 in 𝐿- güç kümesi denir 

ve 𝐿𝑋 ile gösterilir. Özel olarak 𝐿 = [0,1] alınırsa, 𝐴 ya 𝑋’in bir bulanık altkümesi denir. 

{𝐴𝑖|𝑖 ∈ Λ}, 𝑋 in 𝐿-altkümelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda  𝑥 ∈ 𝑋 için, 

(⋂𝐴𝑖
𝑖∈Λ

) (𝑥) =⋀𝐴𝑖(𝑥)

𝑖∈Λ

 

ile tanımlanan ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈Λ  , 𝑋’in  𝐿-altkümesine {𝐴𝑖|𝑖 ∈ Λ} 𝐿-altkümeler ailesinin kesişimi 

denir. 

𝐴, 𝐵 ∈ 𝐿𝑋 olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝐴(𝑥) ≤ 𝐵(𝑥) ise 𝐴, 𝐵 de içerilir denir ve bu durum 𝐴 ≤ 𝐵 

şeklinde gösterilir. Eğer 𝐴 ≤ 𝐵 ve  𝐴 ≠ 𝐵 ise 𝐴 ya,  𝐵 de kesin içerilir (veya 𝐵, 𝐴 yı kesin 

içerir) denir ve bu durumda 𝐴 < 𝐵 yazılır. 𝑡 ∈ 𝐿 için {𝑥 ∈ 𝑋|𝐴(𝑥) ≥ 𝑡} kümesine 𝐴 nın 𝑡-
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seviye altkümesi denir ve 𝑈(𝐴, 𝑡) ile gösterilir. Açık olarak, her 𝑡 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝐴 ∩ 𝐵, 𝑡) =

𝑈(𝐴, 𝑡) ∩ 𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 

∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋 ve 𝜇 ∈ 𝐿 olsun. Her 𝑥 ∈ 𝑋  için 

𝐴(𝑥) = {
𝜇,      𝑥 ∈ 𝑌 
0,      𝑥 ∉ 𝑌

 

olarak tanımlanan 𝐿-altkümesi  𝜇𝑌 olarak gösterilecektir. Özel olarak, 𝑌 = {𝑦} için 𝜇𝑌 𝐿-

altkümesine bulanık nokta denir ve 𝑦𝜇 ile de gösterilir. 

 

Tanım 1.5.2 : 𝐴, 𝑋 in bulanık altkümesi ve 𝛾, 𝛿, 𝑡 ∈ [0,1] öyle ki 𝛾 < 𝛿 ve  𝑡 ≠ 0 olsun. 

Bu durumda, 

i) 𝑥𝑡 ∈ 𝐴 ⟺𝐴(𝑥) ≥ 𝑡 , 

ii) 𝑥𝑡𝑞𝐴 ⟺ 𝐴(𝑥) + 𝑡 > 1 , 

iii) 𝑥𝑡 ∈∨ 𝑞𝐴 ⟺ 𝑥𝑡 ∈ 𝐴 veya 𝑥𝑡𝑞𝐴, 

iv) 𝑥𝑡 ∈𝛾 𝐴 ⟺  𝐴(𝑥) ≥ 𝑡 > 𝛾, 

v) 𝑥𝑡𝑞𝛿𝐴 ⟺  𝐴(𝑥) + 𝑡 > 2𝛿, 

vi) 𝑥𝑡 ∈𝛾∨ 𝑞𝛿𝐴 ⟺ 𝑥𝑡 ∈𝛾 𝐴 veya 𝑥𝑡𝑞𝛿𝐴. 

 

 

1.6. 𝑻𝑳-altgruplar 

 

Bu bölümde (𝐺,∙)  bir grup ve 𝐿 bir tam kafes olarak alınacaktır.   

Tanım 1.6.1: (𝐺,⋅) bir grup ve 𝐴, 𝐺 nin bir 𝐿-altkümesi olsun. 𝐴 ya, 𝐺 nin 𝑇𝐿-altgrubu 

denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

i)  𝐴(𝑥)𝑇𝐴(𝑦) ≤ 𝐴(𝑥𝑦), 

ii) 𝐴(𝑥) ≤ 𝐴(𝑥−1)  dir. 

𝐴, 𝑇𝐿-altgrubuna normal 𝑇𝐿-altgrup denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

iii) 𝐴(𝑦) ≤ 𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) dir. 
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Tablo 2. Özel (normal) 𝑇𝐿-altgrupların gösterimleri 

 

𝐴 𝐺 nin t-norm kafes notasyon 

𝑇𝐿-altgrup - - 𝑇𝐿𝐹(𝐺) 

𝐿-altgrup 𝑇𝑀 - 𝐿𝐹(𝐺) 

Bulanık altgrup 𝑇𝑀 [0,1] 𝐹(𝐺) 

Normal 𝑇𝐿-altgrup - - 𝑁𝑇𝐿𝐹(𝐺) 

Normal 𝐿-altgrup 𝑇𝑀 - 𝑁𝐿𝐹(𝐺) 

Normal bulanık altgrup 𝑇𝑀 [0,1] 𝑁𝐹(𝐺) 

 

Önerme 1.6.2: 𝐻 ∈ 𝐿(𝐺) ve 𝜇 ∈ 𝐿 ise 𝜇𝐻 ∈ 𝐿𝐹(𝐺) ve 𝜇𝐻 ∈ 𝑇𝐿𝐹(𝐺) dir. 

Teorem 1.6.3[33]: 𝑇𝐿𝐹(𝐺), 𝑁𝑇𝐿𝐹(𝐺) kümeleri “≤” bağıntısına göre tam kafestir.  

Önerme 1.6.4[36]: 𝜇 ∈ 𝐿\{0} olsun. 

i) {𝜇𝐻|𝐻 ≤ 𝐺} kafesi 𝐿𝐹(𝐺) kafesinin alt kafesidir. 

ii) {𝜇𝐻|𝐻 ≤ 𝐺} kafesi ile 𝐺 nin altgruplarının kafesi izomorftur. 

Gruplardaki izomorfi 𝑇𝐿-altgrupların (normal 𝑇𝐿-altgrupların) kafesi üzerinde kafes 

izomorfisine aşağıdaki şekilde kolaylıkla taşınır. 

Teorem 1.6.5: 𝐻,𝐾 gruplar olmak üzere 𝐻 ≅ 𝐾 ve 𝑇 bir 𝑡-norm ise 𝑇𝐿𝐹(𝐻) ≅ 𝑇𝐿𝐹(𝐾) 

ve 𝑁𝑇𝐿𝐹(𝐻) ≅ 𝑁𝑇𝐿𝐹(𝐾) . 

Tanım 1.6.6: 𝐴, 𝐺 grubunun bir bulanık altkümesi ve  𝛾, 𝛿 ∈ [0,1] öyle ki 𝛾 < 𝛿 olsun. Bu 

takdirde, 

i) 𝐴 ya 𝐺 nin (∈, ∈∨ 𝑞)-bulanık altgrubu denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ve 

𝑡, 𝑟 ∈ (0,1]  için 

1) 𝑥𝑡, 𝑦𝑟 ∈ 𝐴  ise  (𝑥𝑦)𝑡∧𝑟 ∈∨ 𝑞𝐴 ; 

2) 𝑥𝑡 ∈ 𝐴  ise  (𝑥−1)𝑡 ∈∨ 𝑞𝐴 dıir. 

ii) 𝐴 ya 𝐺 nin (∈𝛾, ∈𝛾∨ 𝑞𝛿)-bulanık altgrubu denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ve 

𝑡, 𝑟 ∈ (𝛾, 1]  için 

1) 𝑥𝑡, 𝑦𝑟 ∈𝛾 𝐴  ise  (𝑥𝑦)𝑡∧𝑟 ∈𝛾∨ 𝑞𝛿𝐴 ; 

2) 𝑥𝑡 ∈𝛾 𝐴  ise  (𝑥−1)𝑡 ∈𝛾∨ 𝑞𝛿𝐴 dır. 
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iii) 𝐴 ya 𝐺 nin eşik değerli bulanık altgrubu veya (𝛾, 𝛿)-bulanık altgrubu denir 

ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

1) 𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝛾 ≥ 𝐴(𝑥)  ∧ 𝐴(𝑦) ∧ 𝛿 ; 

2) 𝐴(𝑥−1) ∨ 𝛾 ≥ 𝐴(𝑥) ∧ 𝛿 dır. 

Önerme 1.6.7: 𝐴, 𝐺 nin bulanık altkümesi ve  𝛾, 𝛿 ∈ [0,1] öyle ki 𝛾 < 𝛿 olsun. Bu 

takdirde, 

i) 𝐴, 𝐺 nin (∈, ∈∨ 𝑞)-bulanık altgrubudur ⟺ Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

 𝐴(𝑥𝑦) ≥ 𝐴(𝑥)  ∧ 𝐴(𝑦) ∧ 0,5 ve 𝐴(𝑥−1) ≥ 𝐴(𝑥) ∧ 0,5 dir. 

ii) 𝐴, 𝐺 nin (∈𝛾, ∈𝛾∨ 𝑞𝛿)-bulanık altgrubudur ⟺ Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

 𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝛾 ≥ 𝐴(𝑥)  ∧ 𝐴(𝑦) ∧ 𝛿 ve 𝐴(𝑥−1) ∨ 𝛾 ≥ 𝐴(𝑥) ∧ 𝛿 dır. 

Sonuç 1.6.8 : 𝐴, 𝐺 nin bulanık altkümesi olsun. Bu takdirde, 

i) 𝐴 (0,0.5)-bulanık altgrup ancak ve ancak 𝐴 (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruptur. 

ii) 𝐴 (𝜆, 𝜇)-bulanık altgrup ancak ve ancak 𝐴 (𝜖𝜆, 𝜖𝜆 ∨ 𝑞 𝜇)-bulanık altgruptur. 

Tanım 1.6.9 [14]: Her  𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 𝐴𝑖, 𝐺𝑖 grubunun bulanık altkümesi olsun.  

𝐴1 × 𝐴2 ×… × 𝐴𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝐴1(𝑥1) ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ …∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛)  

ile tanımlanan 𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛 ifadesine 𝐴𝑖 bulanık altkümelerinin çarpımı denir. 

 

Teorem 1.6.10 [14]: 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 gruplar ve 𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛 sırasıyla 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛’nin 

birim elemanları olmak üzere, 𝐴, 𝐺1 × 𝐺2 ×… × 𝐺𝑛’nin bulanık altgrubu olsun. Bu 

durumda aşağıdaki koşullar birbirine denktir: 

i)  Her  𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1,… , 𝑛} için  

 𝐴(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛) ≥ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) dir. 

ii) 𝐴𝑖 ∈ 𝐹𝑆(𝐺𝑖);  𝑖 = 1,2, … , 𝑛  öyle ki    𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛 dir. 

 

 

 



2. YAPILAN ÇALIŞMALAR  

 

 Bu bölümde aksi söylenmedikçe (𝐺,∙), 𝑒 birim elemanlı bir grup ve 𝐿 bir tam kafes 

olarak alınacaktır.   

 

 

2.1. 𝑳𝑭(𝝀,𝝁)-Altgruplar 

 

Bu bölümde 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup tanımı verilerek bazı temel özellikleri incelenmiştir. Ayrıca 

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların 𝐿-altgruplar yardımıyla bir karakterizasyonu verilmiş ve bir grubun 

(normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların kafeslerine ait birçok özellik incelenmiştir.  

Tanım 2.1.1: 𝐴 𝐺 nin 𝐿-altkümesi, 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐿 ve 𝜆 < 𝜇 olsun. 𝐴 ya 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu 

denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

i)  𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧ 𝜇 ≤ 𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆, 

ii) 𝐴(𝑥) ∧ 𝜇 ≤ 𝐴(𝑥−1) ∨ 𝜆 dir. 

𝐴, 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubuna normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup denir ancak ve ancak her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

iii) 𝐴(𝑦) ∧ 𝜇 ≤ 𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝜆 dir. 

𝐺 nin tüm 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının ve normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kümesi sırasıyla  

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) ve 𝑁𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) notasyonları ile gösterilecektir. Eğer 𝐿 = [0,1] ise, 𝐺 nin 

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu, 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu olarak gösterilir. 

Aşağıdaki örnekle bir 𝐺 grubunun 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kümesinin 𝐿-altgruplarının 

kümesinden daha geniş olduğu kolaylıkla görülür. 

Örnek 2.1.2: 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐿,  𝜆 < 𝜇 ve 𝐺 = ℤ2  grubu olsun. 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 için 

𝐴(𝛼,𝛽)(𝑥) = {
𝛼, 𝑥 = 1̅

𝛽, 𝑥 = 0̅
 

olarak tanımlanırsa 𝐿𝐹(𝐺) = 𝑁𝐿𝐹(𝐺) = {𝐴𝛼,𝛽|𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿  𝛼 ≤ 𝛽} ve 

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) = 𝑁𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) = {𝐴𝛼,𝛽|𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿  𝛼 ∧ 𝜇 ≤ 𝛽 ∨ 𝜆}  

dır. 

Tanım 2.1.1 den aşağıdaki önerme kolaylıkla elde edilir. 
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Önerme 2.1.3: 𝐴, 𝐺 nin 𝐿-altkümesi olsun. 𝐴 𝐺 nin (normal) 𝐿-altgrubu ise 𝜆 < 𝜇 olmak 

üzere her 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐿 ve için 𝐴 𝐺 nin (normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur. 

 

Sonuç 2.1.4: 𝜆, 𝜇 ∈ 𝐿 ve 𝜆 < 𝜇 olsun. Bu durumda; 

i) 𝐿𝐹(𝐺)  ⊆ 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺); 

ii) 𝑁𝐿𝐹(𝐺)  ⊆ 𝑁𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) dir. 

Sonuç 2.1.4 te ki “⊆” sembolü genel olarak “=” ile değiştirilemez.  

 

Örnek 2.1.5: Şekil 5 te verilen 𝐿 kafesi için 𝑆3 simetrik grubunun bir 𝐿-altkümesi 

aşağıdaki gibi tanımlansın. 

𝐴(𝑥) =

{
 

 
1,                            𝑥 = (1),

𝑎,       𝑥 ∈ {(123), (132)},

𝑏,            𝑥 ∈ {(12), (23)},
0,                          𝑥 = (13).

 

Bu durumda, 𝐴 ∈ 𝐿𝐹(0,𝑎)(𝑆3)\𝐿𝐹(𝑆3) ve 𝐴 ∈ 𝑁𝐿𝐹(0,𝑎)(𝑆3)\𝑁𝐿𝐹(𝑆3) dir. 

 

Tanım 2.1.6: 𝐴, 𝐵 𝐺 grubunun 𝐿-altgrupları ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 olsun. 𝐴𝛽
𝛼, 𝐴𝛽, 𝐴𝛼, (𝐴 ∙ 𝐵) ve 

(𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵) 𝐿-altkümeleri aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

i) Her 𝑥 ∈ 𝐺 için  

𝐴𝛽
𝛼(𝑥) = (𝐴(𝑥) ∧  𝛽) ∨ 𝛼 

dir. Eğer 𝛼 = 0 ise 𝐴𝛽 ile eğer 𝛽 = 1 ise  𝐴𝛼 ile gösterilir. 

ii) Her 𝑥 ∈ 𝐺 için  

(𝐴 ∙ 𝐵)(𝑥) = ⋁ 𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣)

𝑥=𝑢𝑣

 

dir. 

iii) Her 𝑥 ∈ 𝐺 için   

(𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁(𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑢𝑣

 

dir. 
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Teorem 2.1.7: 𝐿 dağılımlı bir kafes ve 𝐴, 𝐺 nin 𝐿-altkümesi olsun. Bu durumda 

aşağıdakiler denktir. 

i) 𝐴, 𝐺 nin (normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur. 

ii) 𝐴𝜇
𝜆, 𝐺 nin (normal)  𝐿-altgrubudur.  

İspat: (i)⇒(ii): 𝐴, 𝐺 nin  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu olsun. Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

𝐴𝜇
𝜆(𝑥𝑦) = (𝐴(𝑥𝑦) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

= (𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∧  𝜇 

≥ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧  𝜇) ∧  𝜇 

= 𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧  𝜇  

Ayrıca açık olarak 𝐴𝜇
𝜆(𝑥𝑦) ≥  𝜆 olduğundan,  

𝐴𝜇
𝜆(𝑥𝑦) ≥ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

= ((𝐴(𝑥) ∧  𝜇) ∧ (𝐴(𝑦) ∧  𝜇)) ∨ 𝜆 

= ((𝐴(𝑥) ∧  𝜇) ∨ 𝜆) ∧ ((𝐴(𝑦) ∧  𝜇) ∨ 𝜆) 

= 𝐴𝜇
𝜆(𝑥) ∧ 𝐴𝜇

𝜆(𝑦) 

elde edilir. Buna ek olarak, 

𝐴𝜇
𝜆(𝑥−1) = (𝐴(𝑥−1) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

= (𝐴(𝑥−1) ∨ 𝜆) ∧  𝜇 

≥ 𝐴(𝑥) ∧  𝜇 

ve açıkça 𝐴𝜇
𝜆(𝑥−1) ≥  𝜆 olduğundan,  

𝐴𝜇
𝜆(𝑥−1) ≥ (𝐴(𝑥) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 = 𝐴𝜇

𝜆(𝑥) 

dir. Böylece  𝐴𝜇
𝜆, 𝐺 nin  𝐿-altgrubudur. Benzer şekilde, 𝐴 nın 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu 

olduğu durumda 𝐴𝜇
𝜆 nın 𝐺 nin normal  𝐿-altgrubu olduğu elde edilir. 
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(ii)⇒(i): 𝐴𝜇
𝜆 𝐺 nin 𝐿-altgrubu olsun. Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 

𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆 ≥ (𝐴(𝑥𝑦) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

= 𝐴𝜇
𝜆(𝑥𝑦) 

≥ 𝐴𝜇
𝜆(𝑥) ∧ 𝐴𝜇

𝜆(𝑦) 

= ((𝐴(𝑥) ∧  𝜇) ∨ 𝜆) ∧ ((𝐴(𝑦) ∧  𝜇) ∨ 𝜆) 

= (𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

≥ 𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧  𝜇 

ve  

𝐴(𝑥−1) ∨ 𝜆 ≥ (𝐴(𝑥−1) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

= 𝐴𝜇
𝜆(𝑥−1) 

≥ 𝐴𝜇
𝜆(𝑥) 

= (𝐴(𝑥) ∧  𝜇) ∨ 𝜆 

≥ 𝐴(𝑥) ∧  𝜇 

elde edilir. Buradan 𝐴, 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur.  𝐴𝜇
𝜆 nın 𝐺 nin normal 𝐿-altgrubu olması 

durumunda benzer şekilde 𝐴 nın normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu olduğu gösterilir. 

Sonuç 2.1.8: 𝐴 𝐺 nin bulanık altkümesi olsun. Bu takdirde, 

i) 𝐴 (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruptur ancak ve ancak 𝐴0,5
0  bulanık altgruptur. 

ii) 𝐴 (𝜖𝜆, 𝜖𝜆 ∨ 𝑞 𝜇)-bulanık altgruptur ancak ve ancak 𝐴𝜇
𝜆 bulanık altgruptur. 

Bir 𝐿 kafesi üzerinde 𝐺 grubunun 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının karakterizasyonu [42] deki Teorem 

2.2 ye benzer olarak aşağıdaki teorem ile verilebilir. 

Teorem 2.1.9: 𝐴, 𝐺 nin bir 𝐿-altkümesi olsun. 

i) Her 𝑡 ∈ (𝜆, 𝜇] için 𝑈(𝐴, 𝑡) 𝐺 nin (normal) altgrubu ise 𝐴 (normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgruptur. 
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ii) 𝐿 bir zincir ve 𝐴 (normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup ise her 𝑡 ∈ (𝜆, 𝜇] için 𝑈(𝐴, 𝑡) = ∅ 

veya 𝑈(𝐴, 𝑡), 𝐺 nin (normal) altgruptur. 

Bir dağılımlı kafes için Teorem 2.1.9 (ii) nin genel olarak doğru olmadığı aşağıdaki 

örnekte görülebilir. 

Örnek 2.1.10: 𝐿 = {𝜇, 𝑡, 𝑙, 𝜆, 0} olmak üzere, 𝐿 kafesinin diyagramı Şekil 6 daki gibi ve  

 
 

                                                 Şekil 6. 𝐿’nin kafes yapısı 

 

 

𝐴:ℤ2  𝐿, 𝐴(1̅) = 𝑡 ve 𝐴(0̅) = 𝑙  ise 𝐴 𝐺 nin  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur, ancak 𝑈(𝐴, 𝑡) 𝑡-seviye 

altkümesi 𝐺 nin altgrubu değildir. 

Önerme 2.1.11: 𝐿 sonsuz dağılımlı kafes olmak üzere 𝐴 ve 𝐵, 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları 

olsun. Bu takdirde, 

i) 𝐵  𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu ise, (𝐴 ⋅ 𝐵) 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur. 

ii) 𝐴 ve 𝐵, 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları ise, (𝐴 ⋅ 𝐵), 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgrubudur. 

iii) Her 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 için 𝐴𝛼 , 𝐴𝛽 , 𝐴𝛽
𝛼 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarıdır. 

iv) 𝐴 ve 𝐵,  𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları ise, (𝐴 ⊙𝜇
𝜆 𝐵) 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgrubudur. 

İspat: 

i) 𝑥, 𝑦𝜖𝐺 olsun. Bu durumda, 

(𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑥) ∧ (𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑦) ∧ 𝜇 = (⋁ 𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏)

𝑥=𝑎𝑏

) ∧ (⋁ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑)

𝑦=𝑐𝑑

) ∧ 𝜇 
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  = ⋁ (𝐴(𝑎) ∧ 𝐴(𝑐) ∧ 𝜇) ∧ (𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇

 
𝑥=𝑎𝑏
 𝑦=𝑐𝑑

 

 

  ≤ ⋁ (𝐴(𝑎𝑐) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑐−1𝑏𝑐) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇
𝑥=𝑎𝑏
 𝑦=𝑐𝑑

 

  = ⋁ (𝐴(𝑎𝑐) ∨ 𝜆) ∧ ((𝐵(𝑐−1𝑏𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ (𝜆 ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇))
𝑥=𝑎𝑏
 𝑦=𝑐𝑑

 

 ≤ ⋁ (𝐴(𝑎𝑐) ∨ 𝜆) ∧ ((𝐵(𝑐−1𝑏𝑐𝑑) ∨ 𝜆) ∨ (𝜆 ∧ 𝐵(𝑑)))
𝑥=𝑎𝑏
 𝑦=𝑐𝑑

 

= ⋁ (𝐴(𝑎𝑐) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑐−1𝑏𝑐𝑑) ∨ 𝜆)
𝑥=𝑎𝑏
 𝑦=𝑐𝑑

 

≤ ⋁ (𝐴(𝑎𝑐) ∧ 𝐵(𝑐−1𝑏𝑐𝑑)) ∨ 𝜆
𝑥=𝑎𝑏
 𝑦=𝑐𝑑

 

≤ ⋁ (𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣)) ∨ 𝜆

𝑥𝑦=𝑢𝑣

 

= (𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑥𝑦) ∨ 𝜆 

dir. Diğer yandan, 

(𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑥) ∧ 𝜇 = (⋁ 𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏)

𝑥=𝑎𝑏

) ∧ 𝜇 

                           = ⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝜇) ∧ (𝐵(𝑏)

𝑥=𝑎𝑏

∧ 𝜇) ∧ 𝜇 

                          ≤ ⋁(𝐴(𝑎−1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑏−1)

𝑥=𝑎𝑏

∨ 𝜆) ∧ 𝜇 

                          = ⋁(𝐴(𝑎−1) ∨ 𝜆) ∧ ((𝐵(𝑏−1)

𝑥=𝑎𝑏

∧ 𝜇) ∨ 𝜆) 
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                          ≤ ⋁(𝐴(𝑎−1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑎𝑏−1𝑎−1)

𝑥=𝑎𝑏

∨ 𝜆) 

                         = ⋁(𝐴(𝑎−1) ∧ 𝐵(𝑎𝑏−1𝑎−1))

𝑥=𝑎𝑏

∨ 𝜆 

                         ≤ ( ⋁ 𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣)

𝑥−1=𝑢𝑣

) ∨ 𝜆 

                         = (𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑥−1) ∨ 𝜆 

Böylece (𝐴 ⋅ 𝐵), 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur. 

ii) (𝐴 ⋅ 𝐵) nin 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu olduğu (i) şıkında gösterildi. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 olsun. 

(𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑦) ∧ 𝜇 = (⋁ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑)

𝑦=𝑐𝑑

) ∧ 𝜇 

= ⋁(𝐴(𝑐) ∧ 𝜇) ∧ (𝐵(𝑑)

𝑦=𝑐𝑑

∧ 𝜇) 

≤ ⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑥𝑑𝑥−1)

𝑦=𝑐𝑑

∨ 𝜆) 

= ⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∧ 𝐵(𝑥𝑑𝑥−1))

𝑦=𝑐𝑑

∨ 𝜆 

≤ ( ⋁ 𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣)

𝑥𝑦𝑥−1=𝑢𝑣

) ∨ 𝜆 

= (𝐴 ⋅ 𝐵)(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝜆 

dir. Buradan (𝐴 ⋅ 𝐵), 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur. 

iii) 𝐴, 𝐺 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için  

 𝐴𝛽
𝛼(𝑥𝑦) ∨ 𝜆 = (𝐴(𝑥𝑦) ∧  𝛽) ∨ 𝛼 ∨ 𝜆 

= (𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝛼 ∨ 𝜆 ) ∧ (𝛽 ∨ 𝛼 ∨ 𝜆) 
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≥ ((𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝛼) ∧ 𝛽 

= (𝐴(𝑥) ∨ 𝛼) ∧ (𝐴(𝑦) ∨ 𝛼)  ∧ (𝜇 ∨ 𝛼) ∧ 𝛽 

≥ 𝐴𝛽
𝛼(𝑥) ∧ 𝐴𝛽

𝛼(𝑦)  ∧ 𝜇 

Benzer şekilde,  𝐴𝛽
𝛼(𝑥−1) ∨ 𝜆 ≥ 𝐴𝛽

𝛼(𝑥)  ∧ 𝜇 olduğundan her  𝛼, 𝛽 ∈ 𝐿 için 𝐴𝛽
𝛼 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgruptur. 

iv) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için; 

(𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥) ∧ (𝐴⊙𝜇

𝜆 𝐵)(𝑦) ∧ 𝜇 = (𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) 

∧ (𝐴(𝑦) ∨ 𝐵(𝑦) ∨ ⋁(𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

) ∧ 𝜇 

=

(

 
 
((𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥)) ∧ (𝐴(𝑦) ∨ 𝐵(𝑦)))

∨ ((𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥)) ∧ (⋁(𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

))

∨ ((𝐴(𝑦) ∨ 𝐵(𝑦)) ∧ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

))

∨ ((⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) ∧ (⋁(𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

))

)

 
 
∧ 𝜇 
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≤

(

 
 
((𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦)) ∨ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑦)) ∨ (𝐵(𝑥) ∧ 𝐴(𝑦)) ∨ (𝐵(𝑥) ∧ 𝐵(𝑦)))

∨ ((⋁(𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐵(𝑥) ∧ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

))

∨ ((⋁(𝐴(𝑦) ∧ 𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐵(𝑦) ∧ 𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

))

∨ ((⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

))

)

 
 
∧ 𝜇 

≤ (𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ (𝐵(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ (𝐴(𝑦) ∧ (𝐵(𝑦−1𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇)

∨ (⋁(𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁((𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑥) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ ((𝐴(𝑏𝑦𝑏−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ (𝐵(𝑏𝑦𝑏−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ (𝐴(𝑏𝑐𝑏−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) 
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≤ (𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ (𝐵(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ ((𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆)

∨ ((𝐴(𝑦) ∧ 𝐵(𝑦−1𝑥𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆)) ∨ (⋁(𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∧ 𝐵(𝑥) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ (𝐴(𝑏𝑦𝑏−1) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏𝑦𝑏−1) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐴(𝑏𝑐𝑏−1) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) 

≤ (𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ (𝐵(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ ((𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆)

∨ ((𝐴(𝑦) ∧ 𝐵(𝑦−1𝑥𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆)) ∨ (⋁((𝐴(𝑥𝑐) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∧ (𝐵(𝑥𝑑) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁((𝐴(𝑎𝑏𝑦𝑏−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ (𝐵(𝑏𝑦) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁((𝐴(𝑎𝑏𝑐𝑏−1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑏𝑑) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) 
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≤ (𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ (𝐵(𝑥𝑦) ∨ 𝜆) ∨ ((𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆)

∨ ((𝐴(𝑦) ∧ 𝐵(𝑦−1𝑥𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆)) ∨ (⋁(𝐴(𝑥𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∧ 𝐵(𝑥𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎𝑏𝑦𝑏−1) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) ∨ (⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏𝑦) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎𝑏𝑐𝑏−1) ∧ 𝐵(𝑏𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑎𝑏

) 

≤ 𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝐵(𝑥𝑦) ∨ ⋁ (𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥𝑦=𝑢𝑣

 

= (𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥𝑦) 

≤ (𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥𝑦) ∨ 𝜆  

dir. Diğer yandan, 

(𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥−1) ∧ 𝜇 = (𝐴(𝑥−1) ∨ 𝐵(𝑥−1) ∨ ⋁ (𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥−1=𝑎𝑏

) ∧ 𝜇 

= (𝐴(𝑥−1) ∧ 𝜇) ∨ (𝐵(𝑥−1) ∧ 𝜇) ∨ ( ⋁ (𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥−1=𝑎𝑏

) 

≤ (𝐴(𝑥) ∨ 𝜆) ∨ (𝐵(𝑥) ∨ 𝜆)

∨ ( ⋁ ((𝐴(𝑎−1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑏−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥−1=𝑎𝑏

) 

= 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ 𝜆 ∨ ( ⋁ (𝐴(𝑎−1) ∧ 𝐵(𝑏−1) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥−1=𝑎𝑏

) 

≤ 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ( ⋁ (𝐴(𝑎−1) ∧ (𝐵(𝑎𝑏−1𝑎−1) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥−1=𝑎𝑏

) 
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= 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ( ⋁ (𝐴(𝑎−1) ∧ 𝐵(𝑎𝑏−1𝑎−1) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥−1=𝑎𝑏

) 

≤ (𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ (⋁(𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑥=𝑢𝑣

)) ∨ 𝜆 

= (𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥) ∨ 𝜆 

dir. Böylece, (𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur.  

(𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑦) ∧ 𝜇 = (𝐴(𝑦) ∨ 𝐵(𝑦) ∨ (⋁(𝐴(𝑐) ∧ 𝐵(𝑑) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆

𝑦=𝑐𝑑

)) ∧ 𝜇 

= (𝐴(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ (𝐵(𝑦) ∧ 𝜇) ∨ ⋁((𝐴(𝑐) ∧ 𝜇) ∧ (𝐵(𝑑)

𝑦=𝑐𝑑

∧ 𝜇)) ∨ 𝜆 

≤ (𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝜆) ∨ (𝐵(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝜆) 

∨ ⋁((𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐵(𝑥𝑑𝑥−1)

𝑦=𝑐𝑑

∨ 𝜆)  ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

= 𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝐵(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝜆 

∨ ⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1) ∧ 𝐵(𝑥𝑑𝑥−1)

𝑦=𝑐𝑑

∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

≤ 𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝐵(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ ( ⋁ 𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣) ∧ 𝜇

𝑥𝑦𝑥−1=𝑢𝑣

) ∨ 𝜆 

= (𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵)(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝜆. 

dir. Sonuç olarak, 𝐴⊙𝜇
𝜆 𝐵 normal  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur. 

Uyarı: İki 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubun çarpımının 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup olması gerekmez. 

Örnek 2.1.12: 𝜆, 𝜇 ∈ [0,1] ve 𝜆 < 𝜇 olmak üzere, 𝑆3 ün 𝐴, 𝐵 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları aşağıdaki 

gibi tanımlansın.  
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𝐴(𝑥) = {
1,         𝑥 ∈ {(1), (12)},
0,                          𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

  𝐵(𝑥) = {
1,         𝑥 ∈ {(1), (13)},
0,                          𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

Bu takdirde, 

𝐴 ⋅ 𝐵(𝑥) = {
1,    𝑥 ∈ {(1), (12), (13), (132)},
0,                                            𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

olup 𝐴 ⋅ 𝐵, 𝑆3 ün  𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu değildir. 

 

 

2.2. 𝑳𝑭(𝝀,𝝁)-Altgrupların Çarpımları 

 

Grupların Kartezyen çarpımının bulanık altgruplarına ait bir karakterizasyon Chon 

[14] tarafından verilmiştir. Bu bölümde bir   dağılımlı kafesi için grupların Kartezyen 

çarpımının 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarına ait benzer bir karakterizasyonu verilecektir.  

 

Teorem 2.2.1: 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 gruplar ve ⋁ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 < ⋀ 𝜇𝑖

𝑛
𝑖=1  olmak üzere 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 

sırasıyla 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛’nin 𝐿𝐹(𝜆𝑖,𝜇𝑖)-altgrupları olsun. Bu durumda (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛), 

𝐺1 × 𝐺2 × … × 𝐺𝑛’nin  𝐿(⋁ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 ,⋀ 𝜇𝑖

𝑛
𝑖=1 )-altgrubudur.  

İspat: (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝐺1 × 𝐺2 × … × 𝐺𝑛 olsun. Bu takdiırde, 

(𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛)((𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)) ∨  ⋁𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛)(𝑥1𝑦1, 𝑥2𝑦2, … , 𝑥𝑛𝑦𝑛) ∨  ⋁𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= (𝐴1(𝑥1𝑦1) ∧ 𝐴2(𝑥2𝑦2) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛𝑦𝑛)) ∨  ⋁𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

≥ (𝐴1(𝑥1𝑦1) ∨  𝜆1) ∧ (𝐴2(𝑥2𝑦2) ∨ 𝜆2) ∧ … ∧ (𝐴𝑛(𝑥𝑛𝑦𝑛) ∨ 𝜆𝑛) 

≥ 𝐴1(𝑥1)  ∧ 𝐴1(𝑦1) ∧ 𝜇1 ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ 𝐴2(𝑦2) ∧ 𝜇2 ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝐴𝑛(𝑦𝑛) ∧ 𝜇𝑛 
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= (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∧  (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛)(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)

∧⋀𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

 

(𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛)((𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
−1) ∨⋁𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

= (𝐴1(𝑥1
−1) ∧ 𝐴2(𝑥2

−1) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛
−1)) ∨⋁𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

 

≥ (𝐴1(𝑥1
−1) ∨  𝜆1) ∧ (𝐴2(𝑥2

−1) ∨ 𝜆2) ∧ … ∧ (𝐴𝑛(𝑥𝑛
−1) ∨ 𝜆𝑛) 

≥ 𝐴1(𝑥1)  ∧ 𝜇1 ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ 𝜇2 ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝜇𝑛 

= (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∧⋀𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

 

yazılır. Böylece,  (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛) nin 𝐿𝐹(⋁ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 ,⋀ 𝜇𝑖

𝑛
𝑖=1 )-altgrup olduğu elde edilir. 

Sonuç 2.2.2: 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 sırasıyla 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 gruplarının 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları olsun. 

Bu durumda,  (𝐴1 × 𝐴2 × … × 𝐴𝑛), 𝐺1 × 𝐺2 × … × 𝐺𝑛’nin  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur.  

 

Sonuç 2.2.2 de oluşturulan  (𝐴1 × 𝐴2 ×… × 𝐴𝑛) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu 𝐺1 × 𝐺2 ×… × 𝐺𝑛 

grubunun bütün 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının bir karakterizasyonu olmayabilir.  

Örnek 2.2.3: ℤ2 × ℤ2’nin 𝐴 bulanık altkümesi aşağıdaki gibi tanımlansın.  

𝐴(𝑥) =

{
 
 

 
 0.8,            𝑥 = (0̅, 0̅),

0.7,            𝑥 = (1̅, 0̅),

0.6,            𝑥 = (0̅, 1̅),

0.5,            𝑥 = (1̅, 1̅).

 

𝐴, ℤ2 × ℤ2’nin 𝐹(0,0.5)-altgrubudur ve 𝐴 Teorem 1.6.10 (i) koşulunu sağlamasına rağmen 

𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2 olacak şekilde ℤ2’nin  𝐴1, 𝐴2 𝐹(0,0.5)-altgrupları yoktur. 

Gerçekten 𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2 olacak şekilde 𝐴1, 𝐴2 𝐹(0,0.5)-altgrupları mevcut olsun. Buradan, 

𝐴(1̅, 0̅) = 0.7 ve 𝐴(0̅, 1̅) = 0.6 olduğundan  𝐴1(1̅) ≥ 0.7 ve 𝐴2(1̅) ≥ 0.6 elde edilir. 

Böylece, 

𝐴1 × 𝐴2(1̅, 1̅) = 𝐴1(1̅) ∧ 𝐴2(1̅) ≥ 0.7 ∧ 0.6 = 0.6 ≠ 0.5 = 𝐴(1̅, 1̅) 

çelişkisi elde edilir. 
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Tanım 2.2.4: 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 gruplar olsun. 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 sırasıyla 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛’nin 𝐿-

altkümeleri olsun. Bu durumda her (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐺1 × 𝐺2 ×… × 𝐺𝑛 için 

(𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 …×𝜇
𝜆 𝐴𝑛)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (𝐴1(𝑥1)  ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝜇)  ∨  𝜆 

olarak tanımlanan (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 …×𝜇
𝜆 𝐴𝑛) 𝐿-altkümesine 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 lerin 

genelleştirilmiş çarpımı denir. 𝜆 = 0 için (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 …×𝜇
𝜆 𝐴𝑛) yerine 

(𝐴1 ×𝜇 𝐴2 ×𝜇 … ×𝜇 𝐴𝑛) notasyonu kullanılacaktır. 

 

Teorem 2.2.5: 

i)  𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 sırasıyla 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛 gruplarının 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupları olsun. 

Bu durumda, (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛), 𝐺1 × 𝐺2 × … × 𝐺𝑛’nin  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)- 

altgrubudur.  

ii) 𝐴, 𝐺1 × 𝐺2 ×… × 𝐺𝑛’nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu olsun. Her  𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

𝐴𝑖: 𝐺𝑖 → 𝐿  𝐴𝑖(𝑥) = 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) olarak tanımlanan 𝐿-

altküme 𝐺𝑖 nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubudur.  

İspat: 

i)  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝐺1 × 𝐺2 × … × 𝐺𝑛 olsun. Bu takdirde 

 (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛)((𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)) ∨  𝜆 

= 𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛(𝑥1𝑦1, 𝑥2𝑦2, … , 𝑥𝑛𝑦𝑛) ∨  𝜆 

= (𝐴1(𝑥1𝑦1) ∧ 𝐴2(𝑥2𝑦2) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛𝑦𝑛) ∧ 𝜇) ∨  𝜆 

= ((𝐴1(𝑥1𝑦1) ∨ 𝜆) ∧ (𝐴2(𝑥2𝑦2) ∨ 𝜆) ∧ … ∧ (𝐴𝑛(𝑥𝑛𝑦𝑛) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

≥ (𝐴1(𝑥1)  ∧ 𝐴1(𝑦1) ∧ 𝜇 ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ 𝐴2(𝑦2) ∧ 𝜇 ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝐴𝑛(𝑦𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

= ((𝐴1(𝑥1) ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∧ (𝐴1(𝑦1)  ∧ 𝐴2(𝑦2) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑦𝑛)

∧ 𝜇)) ∨ 𝜆 

= ((𝐴1(𝑥1) ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆) ∧ ((𝐴1(𝑦1)  ∧ 𝐴2(𝑦2) ∧ … 

∧ 𝐴𝑛(𝑦𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇 

= (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

∧ (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛)(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∧ 𝜇 

(𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛)((𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

−1) ∨  𝜆 
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= (𝐴1(𝑥1
−1) ∧ 𝐴2(𝑥2

−1) ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛
−1) ∧ 𝜇)  ∨  𝜆 

= ((𝐴1(𝑥1
−1) ∨  𝜆) ∧ (𝐴2(𝑥2

−1) ∨  𝜆) ∧ … ∧ (𝐴𝑛(𝑥𝑛
−1) ∨  𝜆) ∧ 𝜇) ∨  𝜆 

≥ (𝐴1(𝑥1)  ∧ 𝜇 ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ 𝜇 ∧ … ∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

= (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛)(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇 

Böylece, (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup elde edilir. 

ii) 𝐴, 𝐺1 × 𝐺2 ×… × 𝐺𝑛’nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺𝑖 olsun. 

𝐴𝑖(𝑥) ∧ 𝐴𝑖(𝑦) ∧ 𝜇 

= 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) ∧ 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑦, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) ∧ 𝜇 

≤ 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥𝑦, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) ∨ 𝜆 

= 𝐴𝑖(𝑥𝑦) ∨ 𝜆 

dir. Benzer şekilde, 

𝐴𝑖(𝑥
−1) ∨ 𝜆 = 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥

−1, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) ∨ 𝜆 

≥ 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) ∧ 𝜇 

= 𝐴𝑖(𝑥) ∧ 𝜇 

elde edilir. 

 

Teorem 2.2.6: 𝐴, 𝐺1 × 𝐺2 × … × 𝐺𝑛’nin 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu olsun. Her  𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

(𝐴(𝑒1, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑒𝑖, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

⇔ 𝐴𝑖(𝑥) = 𝐴((𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛)) olmak üzere, 𝐴 = 𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛 

şeklinde yazılır. 

İspat: . Her  𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

(𝐴(𝑒1, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑒𝑖, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

olsun. Bu takdirde 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (𝐴(𝑥1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

= ((𝐴1(𝑥1) ∧ (𝐴(𝑒1, 𝑥2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆) ∧ 𝜇)

∨ 𝜆 

= (𝐴1(𝑥1) ∧ (𝐴2(𝑥2) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆) ∨ 𝜆 
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= (𝐴1(𝑥1) ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇 ∨ 𝜆 

= ⋯ 

= (𝐴1(𝑥1) ∧ 𝐴2(𝑥2) ∧ …∧ 𝐴𝑛(𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

= (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛) (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

dir. Böylece 𝐴 = 𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛 elde edilir. Diğer yandan 

𝐴 = 𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛 olsun. Bu takdirde 

𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (𝐴1 ×𝜇
𝜆 𝐴2 ×𝜇

𝜆 … ×𝜇
𝜆 𝐴𝑛) (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

= (𝐴(𝑥1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑥2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛) ∧ …∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

≤ ((𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑒𝑛)) ∨ 𝜆) ∧ …∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

= (𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑒𝑛) ∧ …∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

≤ ⋯ 

≤ (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 

≤ 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∨ 𝜆 

= 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

dir. Buradan, (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) elde edilir. 

Benzer şekilde, her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} için 

(𝐴(𝑒1, … , 𝑒𝑖−1, 𝑥, 𝑒𝑖+1, … , 𝑒𝑛) ∧ 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑒𝑖, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛) ∧ 𝜇) ∨ 𝜆 = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

elde edilir. 

 

 

2.3. 𝑳𝑭(𝝀,𝝁)-Altgrupların Kafesleri 

 

Önerme 2.3.1: 𝐿 sonsuz ∧-dağılımlı bir kafes olmak üzere {𝐴𝑖|𝑖 ∈ Δ}, 𝐺 nin (normal) 

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların ailesi ise ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈Δ  𝐺 nin (normal) 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur. 

İspat: {𝐴𝑖|𝑖 ∈ Δ} 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların ailesi ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 olsun. Bu takdirde 

(⋂𝐴𝑖
𝑖∈Δ

) (𝑥𝑦) ∨ 𝜆 = (⋀𝐴𝑖
𝑖∈Δ

(𝑥𝑦)) ∨ 𝜆 =⋀(𝐴𝑖(𝑥𝑦) ∨ 𝜆)

𝑖∈Δ
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≥⋀(𝐴𝑖(𝑥) ∧ 𝐴𝑖(𝑦) ∧ 𝜇)

𝑖∈Δ

=⋀𝐴𝑖(𝑥) ∧⋀𝐴𝑖(𝑦)

𝑖∈Δ𝑖∈Δ

 ∧ 𝜇 

= (⋂𝐴𝑖
𝑖∈Δ

) (𝑥) ∧ (⋂𝐴𝑖
𝑖∈Δ

) (𝑦) ∧ 𝜇 

dir. Benzer şekilde, 

(⋂𝐴𝑖
𝑖∈Δ

) (𝑥−1) ∨ 𝜆 =⋀𝐴𝑖
𝑖∈Δ

(𝑥−1) ∨ 𝜆 ≥⋀𝐴𝑖(𝑥)  ∧ 𝜇

𝑖∈Δ

= (⋂𝐴𝑖
𝑖∈Δ

) (𝑥) ∧ 𝜇 

elde edilir. Böylece ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈Δ  𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur. {𝐴𝑖|𝑖 ∈ Δ} normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların ailesi 

olmak üzere, ⋂ 𝐴𝑖𝑖∈Δ  nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup olduğu kolaylıkla görülür. 

 

Önerme 2.3.1 in sonucu olarak aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 2.3.2: (𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺),≤) ve (𝑁𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺),≤) tam kafestir. 

 

Sonuç 2.3.3: 

i)  𝐺 nin (normal) (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık gruplarının kafesi tam kafestir. 

ii) 𝐿 sonsuz ∧-dağılımlı bir kafes olmak üzere, 𝐺 nin (normal) 𝐿-altgruplarının 

kafesi tam kafestir. 

 

Önerme 2.3.4: 𝐿  sonsuz ∨-dağılımlı bir kafes olmak üzere 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑁𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) olsun. Bu 

durumda, 𝐴 ∨ 𝐵 = 𝐴⊙𝜇
0 𝐵 dir. 

İspat: 𝐴 ve 𝐵 normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplar ise, Önerme 2.1.11 (iv) ile 𝐴⊙𝜇
0 𝐵 normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-

altgruptur. Açıkça 𝐴, 𝐵 ≤ 𝐴⊙𝜇
0 𝐵 dir. 𝐶  normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgrup ve 𝐴, 𝐵 ≤ 𝐶 olsun. Bu 

takdirde, 

(𝐴⊙𝜇
0 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁ 𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇

𝑥=𝑎𝑏

 

≤ 𝐶(𝑥) ∨ ⋁(𝐶(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

≤ 𝐶(𝑥) ∨ (𝐶(𝑥) ∨ 0) = 𝐶(𝑥) 

Böylece 𝐴 ∨ 𝐵 = 𝐴⊙𝜇
0 𝐵  elde edilir. 

 

Teorem 2.3.5:  𝐿 sonsuz ∨-dağılımlı bir kafes ise, 𝑁𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) modüler bir kafestir. 
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İspat: 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplar ve 𝐴 ≥ 𝐵 olsun. 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ≥ 𝐵 ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) 

eşitsizliği bütün kafesler için geçerlidir. 𝑁𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) kafesinin modüler kafes olduğunu 

göstermek için 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ≤ 𝐵 ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) olduğunu göstermek yeterlidir. Her 𝑥 ∈ 𝐺 için, 

𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∧ ( 𝐵 ⊙𝜇
0 𝐶)(𝑥) 

= 𝐴(𝑥) ∧ (𝐵(𝑥) ∨ 𝐶(𝑥) ∨ ⋁(𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

) 

= (𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑥)) ∨ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐶(𝑥)) ∨ ⋁(𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

= 𝐵(𝑥) ∨ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐶(𝑥)) ∨ ⋁(𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

= 𝐵(𝑥) ∨ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐶(𝑥)) ∨ ⋁(𝐴(𝑥) ∧ (𝐴(𝑎) ∧ 𝜇) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

≤ 𝐵(𝑥) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) ∨ ⋁(𝐵(𝑎) ∧ 𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑎−1) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

= 𝐵(𝑥) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) ∨ ⋁(𝐵(𝑎) ∧ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐴(𝑎−1) ∧ 𝜇) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

≤ 𝐵(𝑥) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) ∨ ⋁(𝐵(𝑎) ∧ 𝐴(𝑏) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

= 𝐵(𝑥) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) ∨ ⋁(𝐵(𝑎) ∧ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

=  𝐵 ⊙𝜇
0 (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) 

=  𝐵 ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) 

dir. Sonuç olarak, 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplarının kafesi modüler kafestir. 

 

Sonuç 2.3.6: 

i) 𝐺 nin normal (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruplarının kafesi modülerdir. 
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ii) 𝐿 sonsuz ∨-dağılımlı bir kafes olmak üzere, 𝐺 nin normal 𝐿-altgruplarının kafesi 

modülerdir. 

 

Uyarılar: 

i) 𝐺 nin normal bulanık altgruplarının kafesinin modüler olduğu [3] ve [18] 

çalışmalarında verilmiştir. Bu sonuç Teorem 2.3.5 in özel durumu olarak elde 

edilebilir.  

ii) 𝜆 ≠ 0 için, 𝐿 sonsuz ∨-dağılımlı bir kafes olsa dahi, 𝐺 nin normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgruplarının kafesi modüler olması gerekmez.  

 

Örnek 2.3.7: 𝐿 = {0, 𝜆, 𝑘, 𝜇, 1} sıralı kümesinin kafes diyagramı Şekil 7 deki gibi olsun.  

 
 

Şekil 7: Örnek 2.3.7 de verilen 𝐿 kafesinin diyagramı 

 

 

Eğer  ℤ nin  𝐿-altkümeleri 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 aşağıdaki gibi tanımlanırsa; 

𝐴1(𝑥) = {
𝜇,      10|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝑘,           𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

          𝐴2(𝑥) = {

𝜇,              10|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝑘,        2|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
𝜆,                    𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

𝐴3(𝑥) = {

𝜇,              10|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝜆,       2|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
𝑘,       5|𝑥 𝑣𝑒 2 ∤ 𝑥,
0,                  𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

                 𝐴4(𝑥) = {

𝜇,              10|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝑘,       2|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
𝜆,       5|𝑥 𝑣𝑒 2 ∤ 𝑥,
0,                  𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

𝐴5(𝑥) = {

𝜇,                                          10|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝜆,           2|𝑥, 5 ∤ 𝑥 𝑣𝑒𝑦𝑎 5|𝑥, 2 ∤ 𝑥,
0,                                               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.
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𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 ∈ 𝑁𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(ℤ) olduğu açıktır. Ayrıca bu normal 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplar için  

𝐴4 ∨ 𝐴3 = 𝐴1, 𝐴2 ∧ 𝐴3 = 𝐴5  ve 𝐴1 ≥ 𝐴2 ≥ 𝐴4 ≥ 𝐴5 ifadeleri doğrudur. Buradan 

𝐴2 ∧ (𝐴4 ∨ 𝐴3)(1) =  𝜆 ve  𝐴4 ∨ (𝐴2 ∧ 𝐴3)(1) =  0 olduğundan  

𝐴2 ∧ (𝐴4 ∨ 𝐴3) ≠ 𝐴4 ∨ (𝐴2 ∧ 𝐴3) 

elde edilir. Böylece 𝑁𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(ℤ) modüler kafes değildir. 

 

Önerme 2.3.8: 𝜇 ∈ 𝐿\{0} olsun.  

i) 𝐻, 𝐺 nin altgrubu olmak üzere, 𝜇𝐻 ∈ 𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) dir.  

ii) {𝜇𝐻|𝐻 ≤ 𝐺} kümesi 𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) kafesinin alt kafesidir.  

İspat: 

i) Önerme 1.6.2 den  𝜇𝐻 𝐿-altgrup olduğundan 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgrup olduğu açıktır. 

ii) Önerme 1.6.4 (i) ile benzer olarak {𝜇𝐻|𝐻 ≤ 𝐺}, 𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) kafesinin alt 

kafesidir.  

 

Teorem 2.3.9: 𝐿 sonsuz ∨-dağılımlı bir kafes olsun. Bu durumda  𝐺 × 𝐺 nin  𝐿𝐹(0,𝜇)-

altgruplarının kafesi modülerdir ancak ve ancak 𝐺 değişmeli gruptur. 

İspat: ⇒: 𝐺 × 𝐺 nin  𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplarının kafesi modüler olduğundan Önerme 2.3.8 ile 

onun {𝜇𝐻|𝐻 ≤ 𝐺 × 𝐺} alt kafesi modülerdir. Önerme 1.6.4 (ii)  den dolayı 𝐺 × 𝐺 

altgruplarının kafesi modülerdir. Sonuç olarak, Teorem 1.3.2 (iii) den 𝐺 abeldir. 

⇐: 𝐺 bir abel grubu ise 𝐺 × 𝐺 de bir abel grubudur. Buradan 𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺 × 𝐺) =

𝑁𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺 × 𝐺) elde edilir. Teorem 2.3.5 den, 𝑁𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺 × 𝐺) modüler bir kafestir. 

Böylece,  𝐺 × 𝐺 nin  𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplarının kafesi modülerdir. 

 

Önerme 2.3.10: 𝐿 bir zincir, 𝐺 sonlu bir grup ve 𝐴, 𝐵 𝐺 nin 𝑁𝐿𝐹(0,𝜇)-altgrupları olsun. Bu 

takdirde, her  𝑡 ∈ (0, 𝜇] için 𝑈(𝐴, 𝑡) ≠ ∅ ve 𝑈(𝐵, 𝑡) ≠ ∅ ise 𝑈(𝐴 ∨ 𝐵, 𝑡) = 𝑈(𝐴, 𝑡) ⋅

𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 

İspat: 

𝑥 ∈ 𝑈(𝐴 ∨ 𝐵, 𝑡) olsun. Bu durumda  
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(𝐴 ∨ 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ≥ 𝑡

𝑥=𝑎𝑏

 

dır. 𝐿 bir zincir olduğundan üç değerlendirme yapılır: 

Eğer (𝐴 ∨ 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ise, 𝑥 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) dir. Teorem 2.1.9 (ii) den 𝑈(𝐵, 𝑡), 𝐺 nin altgrubu 

ve buradan 𝑥 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) ⋅ 𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 

Eğer (𝐴 ∨ 𝐵)(𝑥) = 𝐵(𝑥) ise, benzer şekilde 𝑥 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) ⋅ 𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 

Eğer 

(𝐴 ∨ 𝐵)(𝑥) = ⋁(𝐴(𝑎) ∧ 𝐵(𝑏) ∧ 𝜇) ≥ 𝑡

𝑥=𝑎𝑏

 

ise, 𝐺 sonlu olduğundan, ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 öyle ki 𝑥 = 𝑎𝑏 ve 𝑎 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡)  𝑏 ∈ 𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 

Buradan, 𝑥 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) ⋅ 𝑈(𝐵, 𝑡)  elde edilir. 𝑈(𝐴 ∨ 𝐵, 𝑡) ⊆ 𝑈(𝐴, 𝑡) ⋅ 𝑈(𝐵, 𝑡) ve açıkça 

𝑈(𝐴 ∨ 𝐵, 𝑡) = 𝑈(𝐴, 𝑡) ⋅ 𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 

 

Sonsuz bir grup için Önerme 2.3.10 genelde doğru değildir. Bu duruma bir örnek aşağıda 

verilmiştir. 

Örnek 2.3.11: ℤ nin 𝐴 ve 𝐵 bulanık kümeleri aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 𝐴(𝑥) = {

𝜇 ,                     𝑥 = 0,

𝜇 −
𝜇

𝑘
,    𝑥 ∈ 2𝑘ℤ\2𝑘+1ℤ,

0 ,                   𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

  𝐵(𝑥) = {

𝜇 ,                    𝑥 = 0,

𝜇 −
𝜇

𝑘
,    𝑥 ∈ 3𝑘ℤ\3𝑘+1ℤ,

0 ,                    𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

  

Burada 𝐴 ve 𝐵 ℤ nin 𝐹(0,𝜇)-altgruplarıdır. 𝑈(𝐴, 𝜇) ⋅ 𝑈(𝐵, 𝜇) = {0} iken 𝑈(𝐴 ∨ 𝐵, 𝜇) =  ℤ 

dir. 

 

Teorem 2.3.12:  𝐿 bir zincir olsun. Bu durumda 𝐺 grubu yerel devirlidir ancak ve ancak 

𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) dağılımlı bir kafestir. 

İspat: ⇐: 𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) dağılımlı bir kafes olsun. Önerme 2.3.8 kullanılarak {𝜇𝐻|𝐻 ≤ 𝐺} 

kafesinin dağılımlı olduğu elde edilir. Önerme 1.6.4 (ii) kullanılarak 𝐺 nin altgruplarının 

kafesinin dağılımlı olduğu bulunur. Teorem 1.3.2 (ii) den 𝐺 yerel devirlidir. 

⇒: Her kafes için 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶)  ≥ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) eşitsizliği mevcuttur. Diğer yandan 
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𝑥 = 𝑎𝑏 olmak üzere 𝑡 ≔ 𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇 olsun. Bu durumda 𝑥 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡)  

𝑎 ∈ 𝑈(𝐵, 𝑡) ve 𝑏 ∈ 𝑈(𝐶, 𝑡) dir. Teorem 1.3.2 (ii) ile yerel devirli gruplarının altgruplarının 

kafesi dağılımlı kafes olduğundan 

𝑥 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) ∩ (𝑈(𝐵, 𝑡) ⋅ 𝑈(𝐶, 𝑡))  = (𝑈(𝐴, 𝑡) ∩ 𝑈(𝐵, 𝑡)) ⋅ (𝑈(𝐴, 𝑡) ∩ 𝑈(𝐶, 𝑡)) dir. 

∃ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐺 öyle ki 𝑥 = 𝑢𝑣 ve  𝑢 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) ∩ 𝑈(𝐵, 𝑡) ve 𝑣 ∈ 𝑈(𝐴, 𝑡) ∩ 𝑈(𝐶, 𝑡) dir. 

Buradan, 

𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇 ≤ 𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑢) ∧ 𝐴(𝑣) ∧ 𝐶(𝑣) 

≤ (𝐴 ∧ 𝐵)(𝑢) ∧ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑣) 

dır. Böylece, 

⋁ 𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇

𝑥=𝑎𝑏

≤ ⋁(𝐴 ∧ 𝐵)(𝑢) ∧

𝑥=𝑢𝑣

(𝐴 ∧ 𝐶)(𝑣) ∧ 𝜇 

elde edilir. Diğer yandan, 

𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶)(𝑥) =  𝐴(𝑥) ∧ (𝐵(𝑥) ∨ 𝐶(𝑥) ∨ ⋁(𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

) 

= (𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑥)) ∨ (𝐴(𝑥) ∧ 𝐶(𝑥)) ∨ ⋁(𝐴(𝑥) ∧ 𝐵(𝑎) ∧ 𝐶(𝑏) ∧ 𝜇)

𝑥=𝑎𝑏

 

≤ (𝐴 ∧ 𝐵)(𝑥) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶)(𝑥) ∨ ⋁ (𝐴 ∧ 𝐵)(𝑢) ∧

𝑥=𝑢𝑣

(𝐴 ∧ 𝐶)(𝑣) ∧ 𝜇 

= ((𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶))(𝑥) 

dir. Böylece, 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶)(𝑥) ≤ ((𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶))(𝑥) elde edilir. Sonuç olarak, 

𝐿𝐹(0,𝜇)(𝐺) dağılımlı bir kafestir. 

 

Teorem 2.3.12 kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 2.3.13:  

i) 𝐺 yerel devirlidir ancak ve ancak 𝐺’nin (𝜖, 𝜖 ∨ 𝑞)-bulanık altgruplarının kafesi 

dağılımlıdır. 

ii) 𝐿 bir zincir olmak üzere 𝐺 yerel devirlidir ancak ve ancak 𝐺’nin 𝐿-bulanık 

altgruplarının kafesi dağılımlıdır. 
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Uyarı: 𝜆 ≠ 0 olması durumunda genel olarak bir yerel devirli grubun bütün 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-

altgruplarının kafesinin dağılımlı olması gerekmez. 

Örnek 2.3.14: 𝐿 Şekil 6 daki gibi olmak üzere,  𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 ℤ6 nın bulanık 

altkümeleri aşağıdaki gibi olsun: 

𝐴1(𝑥) = {
𝜇, 𝑥 = 0̅,
𝑘, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

         𝐴2(𝑥) = {

𝜇,      𝑥 = 0̅,

𝑘, 𝑥 ∈ {2̅, 4̅},
𝜆,        𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

           𝐴3(𝑥) =

{
 

 
 𝜇,                   𝑥 = 0̅,

𝜆,            𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

𝑘,                   𝑥 = 3̅,
0,                   𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

                                 

𝐴4(𝑥) =

{
 

 
𝜇,                  𝑥 = 0̅,

𝜆,           𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

𝑘,                  𝑥 = 3̅,
0,                  𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

                      𝐴5(𝑥) = {

𝜇,            𝑥 = 0̅,

𝜆, 𝑥 ∈ {2̅, 3̅, 4̅},
0,           𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

Bu takdirde 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5  ∈ 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(ℤ6) dir. Oysaki, 

𝐴2 ∧ (𝐴3 ∨ 𝐴4)(1̅) = 𝐴2 ∧ 𝐴1(1̅) = 𝐴2(1̅) = 𝜆 

(𝐴2 ∧ 𝐴3) ∨ (𝐴2 ∧ 𝐴4)(1̅) =  𝐴5 ∨ 𝐴4(1̅) = 𝐴4(1̅) = 0 

ve 𝜆 ≠ 0 olduğundan 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)(ℤ6) dağılımlı bir kafes değildir. 

 

Uyarı: Bir 𝐺 grubunun 𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kafesi komplementlenebilir değildir. 

Gerçekten, 𝛼 ∈ (0,1) olmak üzere her 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝐴(𝑥) = 𝛼 olsun.  Açıkça 𝐴 ∈ 𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) 

dir. Fakat 𝐴 nın komplementi olacak şekilde bir 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup bulunamaz. 

 

Teorem 2.3.15: Her 𝐺 grubu için 𝐹(0,𝜇)(𝐺) yarı-komplementlenebilir bir kafestir.   

İspat: 𝐴, 𝐺 nin 𝐹(0,𝜇)-altgrubu olsun. 𝑆𝐴 ≔ {𝑥 ∈ 𝐺|𝐴(𝑥) = 0} olarak tanımlansın. 

 𝑆𝐴 = ∅ ise 𝐴⊥ = 0 dır. 

 𝑆𝐴 ≠ ∅ ise, 

i) 𝑒 ∉ 𝑆𝐴  ise 𝐴⊥(𝑒) = 0 olmalıdır. Her 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝐴⊥(𝑒) ≥ 𝐴⊥(𝑥) ∧ 𝜇 

olduğundan 𝐴⊥ = 0 dır. 

ii) 𝑒 ∈ 𝑆𝐴 ise her 𝑥 ∈ 𝐺 için 0 = 𝐴(𝑒) ≥ 𝐴(𝑥) ∧ 𝜇 olduğundan  𝐴 = 0 elde 

edilir. Bu durumda 𝐴⊥ = 1 dir. 
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Sonuç olarak, 𝐹(0,𝜇)(𝐺) yarı-komplementlenebilirdir. 

 

Teorem 2.3.16: 𝜆 ≠ 0 olmak üzere, 𝐺 nin altgruplarının kafesi bir zincirdir ancak ve ancak  

𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) yarı-komplementlenebilir bir kafestir. 

İspat: ⇒: 𝐴, 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup olsun. 𝑆𝐴 ≔ {𝑥 ∈ 𝐺|𝐴(𝑥) = 0} olarak tanımlansın. 

 𝑆𝐴 = ∅ ise 𝐴⊥ = 0 dır. 

 𝑆𝐴 ≠ ∅ ise, 

i) 𝑒 ∉ 𝑆𝐴  ise 𝑆𝐴 nin içerdiği bir altgrup yoktur. 

𝐴⊥(𝑥) = {
𝜆, 𝑥 ∈ 𝑆𝐴,
0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

  

olarak tanımlanan 𝐴⊥  𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur ve 𝐴 ∧ 𝐴⊥ = 0 dır. Varsayalım ki 𝐵 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu 

için 𝐴 ∧ 𝐵 = 0 ve  𝐵 > 𝐴⊥ olsun. Bu durumda ∃𝑥 ∈ 𝑆𝐴 öyle ki 𝐵(𝑥) > 𝐴⊥(𝑥) dir. 

𝐵(𝑥) ≔ 𝑡 olsun. Buradan 𝑡 > 𝜆 ve 𝑥 ∈ 𝑈(𝐵, 𝑡) dir. 𝐵 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrup olduğundan 𝜇 ≥ 𝑡 > 𝜆 

ise 𝑈(𝐵, 𝑡), 𝑡 > 𝜇 > 𝜆 ise 𝑈(𝐵, 𝜇) 𝐺 nin altgrubudur. Bu ise 𝑆𝐴 nın altgrup içermemesiyle 

çelişir. Böylece 𝐴⊥, 𝐴 nın yarı komplementidir. 

ii) 𝑒 ∈ 𝑆𝐴 ise 𝑆𝐴 en az bir tane altgrup içerir. 𝐺 nin altgruplarının kafesi bir 

zincir olduğundan 𝑆𝐴 nın içerdiği altgrupların en büyüğü 𝐻 olsun. Bu durumda 

𝐴⊥(𝑥) = {

1,        𝑥 ∈ 𝐻,
𝜆,   𝑥 ∈ 𝑆𝐴\𝐻,
0,        𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

olarak tanımlanan 𝐴⊥,  𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur ve 𝐴 ∧ 𝐴⊥ = 0 dır. (i) şıkkında olduğu gibi 

varsayalım ki 𝐵 𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu için 𝐴 ∧ 𝐵 = 0 ve  𝐵 > 𝐴⊥ olsun. Buradan ∃𝑥 ∈ 𝑆𝐴\𝐻 öyle 

ki 𝑡 = 𝐵(𝑥) > 𝐴⊥(𝑥) dir. Buradan 𝑡 > 𝜆 ve 𝑥 ∈ 𝑈(𝐵, 𝑡)  dir.  𝐻 ⊂ 𝑈(𝐵, 𝑡)  ⊆ 𝑆𝐴 veya 

𝐻 ⊂ 𝑈(𝐵, 𝜇) ⊆ 𝑆𝐴 elde edilir ki bu, 𝐻 ın 𝑆𝐴 nin içerdiği en büyük altgrup olmasıyla çelişir. 

Böylece 𝐴⊥, 𝐴 nın yarı komplementidir. 

 ⇐: 𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) yarı-komplementlenebilir bir kafes olsun. Varsayalım ki 𝐺 nin altgruplarının 

kafesi bir zincir olmasın. Bu durumda, 𝐺 nin karşılaştırılamayan 𝐻 ve 𝐾 altgrupları 

mevcuttur. 0 < 𝑏 <  𝜆 < 𝜇 olmak üzere, 
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𝐴(𝑥) = {
𝑏, 𝑥 ∈ 𝐺\𝐻 ∪ 𝐾,
0,              𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

olarak tanımlanır ise 𝐴,  𝐹(𝜆,𝜇)-altgruptur. Bu durumda, 

𝐵(𝑥) = {

1,         𝑥 ∈ 𝐻,
𝜆,   𝑥 ∈ 𝐾\𝐻,
0,         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

   𝐶(𝑥) = {

1,        𝑥 ∈ 𝐾,
𝜆,   𝑥 ∈ 𝐻\𝐾,
0,         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplardır. Ayrıca, 𝐴 ∧ 𝐵 = 0 ve  𝐴 ∧ 𝐶 = 0 dir. 𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) yarı-

komplementlenebilir kafes olduğundan, 𝐵 ve 𝐶 den büyük ve 𝐴 ile infimumu 0 olan bir 𝐷 

𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubu vardır. 𝐻,𝐾 karşılaştırılamaz altgruplar olduğundan ∃𝑥 ∈ 𝐻 öyle ki 𝑥 ∉ 𝐾 

ve ∃𝑦 ∈ 𝐾 öyle ki 𝑦 ∉ 𝐻 dir. Buradan  𝑥𝑦 ∉ 𝐻 ∪ 𝐾dir. 

𝐷(𝑥𝑦) ∨ 𝜆 ≥ 𝐷(𝑥) ∧ 𝐷(𝑦) ∧ 𝜇 ≥ 𝐵(𝑥) ∧ 𝐶(𝑦) ∧ 𝜇 = 𝜇 

olduğundan 𝐷(𝑥𝑦) ≥  𝜇 elde edilir. Burada, 𝐴 ∧ 𝐷 = 0 olduğundan 

0 = 𝐴 ∧ 𝐷(𝑥𝑦) = 𝐴(𝑥𝑦) ∧ 𝐷(𝑥𝑦) ≥ 𝑏 ∧ 𝜇 = 𝑏 

çelişkisi elde edilir. Buradan 𝐺 nin altgruplarının kafesi zincirdir. 

 

Aşağıdaki sonuç Teorem 1.3.2 (v) ve Teorem 2.3.16’dan kolayca elde edilir. 

Sonuç 2.3.17: 𝐺 sonlu bir grup olsun. 𝐺 devirli p-gruptur ancak ve ancak 𝐹(𝜆,𝜇)(𝐺) yarı-

komplementlenebilirdir. 

 

Teorem 2.3.18: 𝐺 yerel devirli gruptur ancak ve ancak 𝐹(0,𝜇)(𝐺) Stone kafesidir. 

İspat: Teorem 2.3.15 ile 𝐹(0,𝜇)(𝐺) yarı-komplementlenebilir kafestir. Teorem 2.3.12 ile  

𝐹(0,𝜇)(𝐺) dağılımlı kafestir. 𝐴 𝐹(0,𝜇)-altgrup olsun. İspat için Teorem 1.2.21 deki denk 

şartlardan  𝐴⊥ ∨ (𝐴⊥)⊥ = 1 olduğunu göstermek yeterlidir.  𝑆𝐴 ≔ {𝑥 ∈ 𝐺|𝐴(𝑥) = 0} 

olarak tanımlansın. 

 𝑆𝐴 = ∅ ise 𝐴⊥ = 0 elde edilir. Buradan (𝐴⊥)⊥ = 1 olduğundan 𝐴⊥ ∨ (𝐴⊥)⊥ = 1 

elde edilir. 

 𝑆𝐴 ≠ ∅ ise, 

i) 𝑒 ∉ 𝑆𝐴 ise 𝐴⊥(𝑒) = 0 dır. Buradan 𝐴⊥ = 0 elde edilir. Bir önceki duruma 

benzer şekilde 𝐴⊥ ∨ (𝐴⊥)⊥ = 1 dir. 

ii) 𝑒 ∈ 𝑆𝐴 ise her 𝑥 ∈ 𝐺 için 0 = 𝐴(𝑒) ≥ 𝐴(𝑥) ∧ 𝜇 olduğundan  𝐴 = 0 elde 

edilir. Bu durumda 𝐴⊥ = 1 ve   𝐴⊥ ∨ (𝐴⊥)⊥ = 1 dir. 
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Sonuç olarak,  𝐹(0,𝜇)(𝐺) Stone kafesidir. 

Tersine, 𝐹(0,𝜇)(𝐺) Stone kafesi ise  𝐹(0,𝜇)(𝐺) dağılımlı bir kafes olduğundan Teorem 2.3.12 

ile  𝐺 yerel devirli gruptur. 

 

 

2.4. 𝑻𝑳-Altgrupların Kafesleri 

 

Bu bölümde, 𝐿-altgrupların bir genelleştirilmesi olan 𝑇𝐿-altgrupların kafesleri 

araştırılmıştır. 

Tanım 2.4.1: 𝐴 ve 𝐵, 𝐺 nin 𝐿-altkümeleri olmak üzere, 𝐴⊙𝑇 𝐵 𝐿-altkümesi aşağıdaki 

şekilde tanımlanır: Her 𝑥 ∈ 𝐺 için, 

(𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁ 𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏)

𝑥=𝑎𝑏

 

dir. 

 

Teorem 2.4.2: 𝑇, 𝐿 tam kafesi üzerinde sonsuz ∨-dağılımlı bir t-norm olmak üzere  𝐴 ve 

𝐵 𝐺 nin normal 𝑇𝐿-altgrupları ise  𝐴⊙𝑇 𝐵 𝐺 nin normal 𝑇𝐿-altgrubudur ve 𝑁𝑇𝐿𝐹(𝐺) tam 

kafesinde 𝐴 ∨ 𝐵 = 𝐴⊙𝑇 𝐵 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

(𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥)𝑇(𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑦) = (𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁ 𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏)

𝑥=𝑎𝑏

) 

𝑇 (𝐴(𝑦) ∨ 𝐵(𝑦) ∨ ⋁ 𝐴(𝑐)𝑇𝐵(𝑑)

𝑦=𝑐𝑑

) 
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= (𝐴(𝑥)𝑇𝐴(𝑦)) ∨ (𝐴(𝑥)𝑇𝐵(𝑦)) ∨ (𝐵(𝑥)𝑇𝐴(𝑦)) ∨ (𝐵(𝑥)𝑇𝐵(𝑦))

∨ (⋁(𝐴(𝑦)𝑇𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏))

𝑥=𝑎𝑏

) ∨ (⋁(𝐵(𝑦)𝑇𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏))

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑥)𝑇𝐴(𝑐)𝑇𝐵(𝑑))

𝑦=𝑐𝑑

) ∨ (⋁(𝐵(𝑥)𝑇𝐴(𝑐)𝑇𝐵(𝑑))

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏)𝑇𝐴(𝑐)𝑇𝐵(𝑑))
𝑥=𝑎𝑏
𝑦=𝑐𝑑

) 

≤ 𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝐵(𝑥𝑦) ∨ (𝐴(𝑥)𝑇𝐵(𝑦)) ∨ (𝐴(𝑥𝑦𝑥−1)𝑇𝐵(𝑥))

∨ (⋁(𝐴(𝑎)𝑇𝐴(𝑏𝑦𝑏−1)𝑇𝐵(𝑏))

𝑥=𝑎𝑏

) ∨ (⋁(𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏𝑦))

𝑥=𝑎𝑏

)

∨ (⋁(𝐴(𝑥𝑐)𝑇𝐵(𝑑))

𝑦=𝑐𝑑

) ∨ (⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1)𝑇𝐵(𝑥𝑑))

𝑦=𝑐𝑑

)

∨ (⋁(𝐴(𝑎)𝑇𝐴(𝑏𝑐𝑏−1)𝑇𝐵(𝑏)𝑇𝐵(𝑑))
𝑥=𝑎𝑏
𝑦=𝑐𝑑

) 

≤ 𝐴(𝑥𝑦) ∨ 𝐵(𝑥𝑦) ∨ ( ⋁ (𝐴(𝑢)𝑇𝐵(𝑣))

𝑥𝑦=𝑢𝑣

) 

= (𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥𝑦) 

dir. Ayrıca, 

(𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥
−1) = 𝐴(𝑥−1) ∨ 𝐵(𝑥−1) ∨ ⋁ (𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏))

𝑥−1=𝑎𝑏

 

= 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁ (𝐴(𝑎−1)𝑇𝐵(𝑏−1))

𝑥−1=𝑎𝑏

 

≤ 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁ (𝐴(𝑏−1𝑎−1𝑏)𝑇𝐵(𝑏−1))

𝑥−1=𝑎𝑏
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≤ 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁(𝐴(𝑢) ∧ 𝐵(𝑣))

𝑥=𝑢𝑣

 

= (𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥) 

dir. Böylece  𝐴⊙𝑇 𝐵,  𝐺 nin 𝑇𝐿-altgrubudur. Diğer yandan, 

(𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑦) = 𝐴(𝑦) ∨ 𝐵(𝑦) ∨ ⋁(𝐴(𝑐)𝑇𝐵(𝑑))

𝑦=𝑐𝑑

 

 ≤ 𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝐵(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ ⋁(𝐴(𝑥𝑐𝑥−1)𝑇𝐵(𝑥𝑑𝑥−1))

𝑦=𝑐𝑑

 

≤ 𝐴(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ 𝐵(𝑥𝑦𝑥−1) ∨ ⋁ (𝐴(𝑢)𝑇𝐵(𝑣))

𝑥𝑦𝑥−1=𝑢𝑣

 

= (𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥𝑦𝑥
−1) 

dir. Böylece (𝐴⊙𝑇 𝐵) 𝐺 nin normal  𝑇𝐿-altgrubudur. Açık olarak, 𝐴, 𝐵 ≤  𝐴 ⊙𝑇 𝐵 dir. 𝐶, 

𝐺 nin normal  𝑇𝐿-altgrubu ve 𝐴, 𝐵 ≤ 𝐶 olsun. Buradan, 

(𝐴⊙𝑇 𝐵)(𝑥) = 𝐴(𝑥) ∨ 𝐵(𝑥) ∨ ⋁(𝐴(𝑎)𝑇𝐵(𝑏))

𝑥=𝑎𝑏

 

≤ 𝐶(𝑥) ∨ ⋁(𝐶(𝑎)𝑇𝐶(𝑏))

𝑥=𝑎𝑏

  

≤ 𝐶(𝑥) ∨ 𝐶(𝑥) 

= 𝐶(𝑥) 

elde edilir. Böylece, 𝐴⊙𝑇 𝐵 ≤ 𝐶 olup  𝐴 ∨ 𝐵 = 𝐴⊙𝑇 𝐵 olduğu elde edilir. 

 

𝑇 =∧ için 𝑁𝑇𝐹(𝐺) kafesi modüler olurken herhangi bir 𝑡-norm için 𝑁𝑇𝐹(𝐺) kafesinin 

modüler olması gerekmez.  

Örnek 2.4.3: 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, ℤ nin bulanık altkümeleri aşağıdaki gibi olsun. 

𝐴1(𝑥) = {

0.8,            15|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
0.6,      3|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
0.7,      5|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
0.42,               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

        𝐴2(𝑥) = {

0.8,            15|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
0.6,      3|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
0.6,      5|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
0.4,                  𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.
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𝐴3(𝑥) = {

0.8,             15|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
0.5,      3|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
0.7,      5|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
0.35,               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

                 𝐴4(𝑥) = {

0.8,            15|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
0.6,     3|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
0.6,      5|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
0.36,               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

𝐴5(𝑥) = {

0.8,             15|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
0.5,      3|𝑥 𝑣𝑒 5 ∤ 𝑥,
0.6,      5|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
0.35,               𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

Bu durumda, {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5} kümesi 𝑁𝑇𝑃𝐹(ℤ) de aşağıdaki şekilde bir alt kafes 

oluşturur.  

 

 

     Şekil 8. Örnek 2.3.2 de verilen  𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 in           

kafes diyagramı 

 

 

Böylece, 𝑁𝑇𝑃𝐹(ℤ) kafesi  𝑁5 kafesini alt kafes olarak içerdiğinden modüler bir kafes 

değildir. 

 

Uyarı: 𝑇1 ≤ 𝑇2 için 𝑁𝑇2𝐹(𝐺) ⊆ 𝑁𝑇1𝐹(𝐺) olsa da bu kafeslerin iç içe geçen alt kafesler 

olması gerekmez.  

Örnek 2.4.4: [0,1] kafes üzerindeki 𝑇𝑃 ve 𝑇𝐿 t-normlarını göz önüne alalım. 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃 

olduğu açıktır. Örnek 2.4.3 teki 𝐴2 ve 𝐴3 bulanık altkümeleri göz önüne alınacak olursa bu 

iki bulanık altküme hem normal 𝑇𝑃-bulanık altgrup hem de normal  𝑇𝐿-bulanık altgruptur.  

𝐴2 ∨𝑇𝐿 𝐴3(1) = 𝐴2⊙𝑇𝐿 𝐴3(1) = 𝐴2(1) ∨ 𝐴3(1) ∨ ⋁ 𝐴2(𝑎)𝑇𝐿𝐴3(𝑏)

1=𝑎𝑏

 

= 0,4 ∨ 0,35 ∨ 0,3 ∨ 0,1 = 0,4  
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dir. Örnek 2.4.3 te 𝐴2 ∨𝑇𝑃 𝐴3 = 𝐴1 olduğundan 𝐴2 ∨𝑇𝑃 𝐴3(1) = 0,42 dir. Böylece 

𝐴2 ∨𝑇𝐿 𝐴3 ≠ 𝐴2 ∨𝑇𝑃 𝐴3 dir. 𝑁𝑇𝑃𝐹(ℤ) kafesi 𝑁𝑇𝐿𝐹(ℤ) kafesinin alt kafesi değildir. 

 

Teorem 2.4.5: 𝐿 yoğun, sonsuz ∨-dağılımlı bir kafes, 𝑇 sonsuz ∨-dağılımlı bir t-norm ve  

𝐺 sonsuz devirli bir grup olsun. Bu takdirde 𝑇𝐿𝐹(𝐺) modüler kafestir ancak ve ancak 

𝑇 =∧ dir. 

İspat: ⇐: Teorem 2.3.5 den 𝐺 nin normal 𝐿-altgruplarının kafesi modülerdir. 𝐺 sonsuz 

devirli grubu değişmeli olduğundan her 𝐿-altgrubu, normal 𝐿-altgruptur. Böylece 𝐺 nin 𝐿-

altgruplarının kafesi modülerdir. 

⇒: Her sonsuz devirli grup ℤ grubuna izomorf olduğundan sonsuz devirli bir 𝐺 grubu için 

𝑇𝐿𝐹(𝐺) ≅ 𝑇𝐿𝐹(ℤ) dir. Varsayalım ki 𝑇 ≠∧ olsun. Bu durumda ∃𝑎 ∈ 𝐿\{0,1} öyle ki 

𝑎𝑇𝑎 < 𝑎 dır. 𝐿 kafesi yoğun olduğundan 𝑎𝑇𝑎 < 𝑐 < 𝑏 < 𝑎 < 1 olacak şekilde 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿  

mevcuttur. 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3  ℤ nin 𝐿-altkümeleri aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

 

𝐴1(𝑥) = {

1,              6|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝑎,     2|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
𝑏,                 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

𝐴2(𝑥) = {
1,            2|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝑎𝑇𝑎,         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

             𝐴3(𝑥) = {

1,              6|𝑥 𝑖𝑠𝑒,
𝑎,     2|𝑥 𝑣𝑒 3 ∤ 𝑥,
𝑐,     3|𝑥 𝑣𝑒 2 ∤ 𝑥,
𝑏,                 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

Buradan 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ℤ nin normal 𝑇𝐿-altgrupları ve 𝐴1 ≥ 𝐴3 olup 

𝐴1 ∧ (𝐴3 ∨ 𝐴2)(3) = 𝑏 

dir. Diğer yandan  

𝐴3 ∨ (𝐴1 ∧ 𝐴2)(3) = 𝑐 

dir. Bu ise  𝑇𝐿𝐹(ℤ) nin modüler kafes olmasıyla çelişir. Böylece  𝑇 =∧ dir. 

 

Teorem 2.4.6: 𝐿 bir zincir ve 𝑇 ∨-dağılımlı bir t-norm ise 𝑇𝐿𝐹(ℤ2) modüler kafestir. 

İspat: 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑇𝐿𝐹(ℤ2) ve 𝐴 ≤ 𝐵 olsun. Açık olarak 𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)  ≤ 𝐵 ∧ (𝐴 ∨ 𝐶) dir. 
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𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) = 𝐴(1̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) ∨ (𝐴(0̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅)) ∨ (𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(0̅)) 

= 𝐴(1̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) 

= (𝐵 ∧ 𝐴)(1̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) 

= 𝐵(1̅) ∧ (𝐴(1̅) ∨ 𝐶(1̅)) 

= 𝐵(1̅) ∧ (𝐴(1̅) ∨ 𝐶(1̅) ∨ (𝐴(0̅)𝑇𝐶(1̅)) ∨ (𝐴(1̅)𝑇𝐶(0̅))) 

= 𝐵(1̅) ∧ (𝐴 ∨ 𝐶)(1̅) 

= 𝐵 ∧ (𝐴 ∨ 𝐶) (1̅)   

dir. Böylece ispat için 𝐵 ∧ (𝐴 ∨ 𝐶)(0̅)  ≤  𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅)  olduğunu göstermek yeterlidir. 

Varsayalım ki 𝐵 ∧ (𝐴 ∨ 𝐶)(0̅) > 𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅)  olsun. 

𝐵(0̅) ∧ (𝐴(0̅) ∨ 𝐶(0̅) ∨ (𝐴(1̅)𝑇𝐶(1̅)) ∨ (𝐴(0̅)𝑇𝐶(0̅)))

> 𝐴(0̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅) ∨ (𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅)) ∨ (𝐴(0̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(0)) 

𝐵(0̅) ∧ (𝐴(0̅) ∨ 𝐶(0̅) ∨ (𝐴(1̅)𝑇𝐶(1̅))) > 𝐴(0̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅) ∨ (𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅)) 

ve buradan, 

𝐴(0̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅) ∨ (𝐵(0̅) ∧ (𝐴(1̅)𝑇𝐶(1̅))) 

> 𝐴(0̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅) ∨ (𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅)) …..(*) 

elde edilir. 𝐿 bir zincir olduğundan, 

𝐵(0̅) ∧ (𝐴(1̅)𝑇𝐶(1̅)) >  𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) 

ve böylece 

𝐴(1̅)𝑇𝐶(1̅) >  𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) 

dir. Buradan 𝐶(1̅) > (𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) elde edilir. Böylece 𝐶(1̅) > 𝐵(1̅) ≥ 𝐴(1̅) dir. Diğer 

yandan 

𝐵(0̅) ∧ (𝐴(1̅)𝑇𝐶(1̅)) ≤ 𝐵(0̅) ∧ (𝐶(1̅)𝑇𝐶(1̅)) 

≤ 𝐵 ∧ 𝐶(0̅) 



48 
 

olduğunu (*) da kullanırsak, 

𝐴(0̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅) > 𝐴(0̅) ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅) ∨ (𝐴(1̅)𝑇(𝐵 ∧ 𝐶)(1̅) 

çelişkisi elde edilir. Buradan 

𝐵 ∧ (𝐴 ∨ 𝐶)(0̅)  ≤  𝐴 ∨ (𝐵 ∧ 𝐶)(0̅)  

dir. Sonuç olarak 𝑇𝐿𝐹(ℤ2) modüler kafestir. 

 

Uyarı: Zincir olmayan bir 𝐿 kafesi için genel olarak 𝑇𝐿𝐹(ℤ2) nin modüler kafes olması 

gerekmez.  

Örnek 2.4.7: 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 1} kafes diyagramı Şekil 5 deki gibi olsun. Bu kafes üzerinde 

sadece Tablo 1 ile gösterilen 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4  t-normları mevcut olup 𝐿 üzerindeki keyfi bir 𝑇 

t-normu için  𝑇𝐿𝐹(ℤ2) = {𝐴: ℤ2 → 𝐿 |𝐴(0̅) ≥  𝐴(1̅)𝑇𝐴(1̅)} dir. 𝐴 yerine (𝐴(0̅)/ 𝐴(1̅)) 

notasyonu kullanılırsa,  𝑇1𝐿𝐹(ℤ2), 𝑇2𝐿𝐹(ℤ2), 𝑇4𝐿𝐹(ℤ2) kafes diyagramları sırasıyla Şekil 

9, Şekil 10, Şekil 11 deki gibidir. 𝑇4𝐿𝐹(ℤ2) kafesi modüler olur iken  𝑇1𝐿𝐹(ℤ2) ve 

𝑇2𝐿𝐹(ℤ2) kafesleri modüler değildir. 

 

                                              
 

Şekil 9. 𝑇1𝐿𝐹(ℤ2) kafes diyagramı 

 

 



49 
 

 

 

   Şekil 10. 𝑇2𝐿𝐹(ℤ2) kafes diyagramı 

 

 

𝑇2𝐿𝐹(ℤ2) kafes diyagramı ile 𝑇3𝐿𝐹(ℤ2) kafes diyagramı aynıdır. Yalnız a ve b 

elemanlarının rolleri değişir. 

 

 

         Şekil 11. 𝑇4𝐿𝐹(ℤ2) kafes diyagramı 

 

 

Uyarı: 𝐺 sonlu devirli bir grup olsun. Bu takdirde 𝐺 nin 𝑇-bulanık altgruplarının kafesi 

modüler olmayabilir.  
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Örnek 2.4.8: 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 ℤ6 nın bulanık altkümeleri aşağıdaki gibi olsun: 

𝐴1(𝑥) =

{
 
 

 
  1,                    𝑥 = 0̅,

0.7,             𝑥 ∈ {1̅, 5̅},

0.8,             𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

0.56,                  𝑥 = 3̅.

        𝐴2(𝑥) =

{
 
 

 
 0.9,                    𝑥 = 0̅,

0.7,             𝑥 ∈ {1̅, 5̅},

0.5,             𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

0.41,                  𝑥 = 3̅.

 

𝐴3(𝑥) =

{
 
 

 
  1,                    𝑥 = 0̅,

0.5,             𝑥 ∈ {1̅, 5̅},

0.8,             𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

0.4,                  𝑥 = 3̅.

                 𝐴4(𝑥) =

{
 
 

 
 0.9,                    𝑥 = 0̅,

0.7,             𝑥 ∈ {1̅, 5̅},

0.5,             𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

0.4,                  𝑥 = 3̅.

 

𝐴5(𝑥) =

{
 
 

 
 0.9,                   𝑥 = 0̅,

0.5,             𝑥 ∈ {1̅, 5̅},

0.5,             𝑥 ∈ {2̅, 4̅},

0.4,                  𝑥 = 3̅.

 

Bu durumda 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 ∈ 𝑇𝑃𝐹(ℤ6) olduğu açıktır. {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5} ailesi Şekil 

12 ile  𝑇𝑃𝐹(ℤ6) nin bir alt kafesini oluşturur.  

 
 

     Şekil 12. Örnek 2.4.8 de verilen 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5 in kafes 

diyagramı 

 

 

Böylece 𝑇𝑃𝐹(ℤ6) kafesi  𝑁5 kafesini alt kafes olarak içerir. Buradan 𝑇𝑃𝐹(ℤ6) modüler bir 

kafes değildir. 

 

Teorem 2.4.9: 𝑇, [0,1] üzerinde bir t-norm olsun. 𝑇 sıfır bölen elemana sahip değildir 

ancak ve ancak her 𝐺 ≠ 𝐸 grubu için 𝑇𝐹(𝐺) yarı komplementlenebilir bir kafestir. 

İspat: ⇒:𝐴, 𝐺 nin  𝑇-bulanık altgrubu olsun. 𝑆𝐴 ≔ {𝑥 ∈ 𝐺|𝐴(𝑥) = 0} olarak tanımlansın. 

 𝑆𝐴 = ∅ ise 𝐴⊥ = 0 dir.  
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 𝑆𝐴 ≠ ∅ ise, 

i) 𝑒 ∉ 𝑆𝐴 ise 𝐴⊥(𝑒) = 0 dır. Her 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝐴⊥(𝑒) ≥ 𝐴⊥(𝑥)𝑇𝐴⊥(𝑥−1) =

𝐴⊥(𝑥)𝑇𝐴⊥(𝑥) dir. 𝑇 sıfır bölen elemana sahip olmadığından 𝐴⊥(𝑥) = 0 

bulunur. Buradan 𝐴⊥ = 0 elde edilir.  

ii) 𝑒 ∈ 𝑆𝐴 ise her 𝑥 ∈ 𝐺 için 0 = 𝐴(𝑒) ≥ 𝐴(𝑥)𝑇𝐴(𝑥) olduğundan  𝐴 = 0 elde 

edilir. Bu durumda 𝐴⊥ = 1 dir. 

⇐: Varsayalım ki 𝑇 sıfır bölen elemana sahip olsun. Bu durumda  𝑎, 𝑏 ∈ (0,1) ve 𝑎𝑇𝑏 = 0 

olsun. 𝑎 ≤ 𝑏 ise 𝑎𝑇𝑎 = 0 dır. Buradan  

𝐴(𝑥) = {
𝑎,     𝑥 = (1̅, 1̅),

0,     𝑥 ≠ (1̅, 1̅).
 

𝐵(𝑥) = {
1,     𝑥 = {(0̅, 0̅), (1̅, 0̅)},
0,                            𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

  𝐶(𝑥) = {
1,     𝑥 = {(0̅, 0̅), (0̅, 1̅)},
0,                            𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

bulanık altkümeleri ℤ2 × ℤ2 nin 𝑇-bulanık altgruplarıdır. Ayrıca 𝐴 ∧ 𝐵 = 0 ve 𝐴 ∧ 𝐶 = 0 

olmasına karşın 𝐵 ∨ 𝐶 = 1ℤ2×ℤ2 olduğundan 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) = 𝐴 dir. 𝑇𝐹(ℤ2 × ℤ2)  yarı 

komplementlenebilir olduğundan 𝐴 = 0 olmalıdır. Buradan 𝑎 = 0 çelişkisi elde edilir. 

Böylece 𝑇 sıfır bölen elemana sahip değildir. 

 

Örnek 2.4.10: Bir 𝐺 ≠ 𝐸 grubu için 𝑇𝐷𝐹(𝐺) yarı komplementlenebilir bir kafes değildir. 

Gerçekten 𝑎 ≠ 0 ve 𝛽 ∈ (0,1) olsun. Bu durumda, 

𝐴(𝑥) = {
𝑎,      𝑥 = 𝑒 𝑖𝑠𝑒,
0,             𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

  𝐵𝛽(𝑥) = {
0,     𝑥 = 𝑒 𝑖𝑠𝑒,
𝛽,            𝑑𝑖ğ𝑒𝑟.

 

Bulanık altkümeleri 𝐺 nin  𝑇𝐷-bulanık altgruplarıdır. Her 𝛽 ∈ (0,1) için 𝐴 ∧ 𝐵𝛽 = 0 dır. 

Fakat 𝐵𝛽 𝑇𝐷-bulanık altgruplarının en büyüğü mevcut değildir. Buradan 𝑇𝐷𝐹(𝐺) yarı 

komplementlenebilir bir kafes değildir. 

 

 



3. SONUÇLAR 

 

1. Bu tezde, bir grubun 𝐿-altgruplarının genelleştirilmesi olan 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplar 

tanıtılmış ve bazı özelikleri incelenmiştir. 

2. 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların genelleştirilmiş çarpımı tanımlanmış ve grupların kartezyen 

çarpımının 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrubunun, 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgrupların genelleştirilmiş çarpımı 

şeklinde yazılabilmesi için gerek ve yeter şart elde edilmiştir.  

3. Bir grubun 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının tam kafes belirttiği gösterilmiştir. Normal 𝐿𝐹(0,𝜇)-

altgrupların kafesinin modüler kafes olduğu elde edilmiştir. Hangi koşullarda 

𝐿𝐹(0,𝜇)-altgrupların kafesinin dağılımlı kafes olduğu araştırılmıştır.  

4. Bir grubun 𝐹(0,𝜇)-altgrupların kafesinin yarı komplementlenebilir olduğu 

gösterilmiş ve 𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kafesinin yarı komplementlenebilir olması için 

gerek ve yeter şart elde edilmiştir. 

5. 𝑇𝐿-altgrupların kafesi incelenmiş ve bu kafesin modüler olması için gerek ve yeter 

şart elde edilmiştir. 

6. Özel gruplar ve özel t-normlar için 𝑇𝐿-altgrupların kafesi araştırılmıştır. 

7. Bir grubun 𝑇-bulanık altgrupların kafesinin yarı komplementlenebilir olması t-

normun sıfır bölensiz olmasıyla karekterize edilmiştir. 

  



4. ÖNERİLER 

 

1. Sonlu bir 𝐺 grubu devirli p-gruptur ancak ve ancak altgruplarının kafesi zincirdir. 

Bu durum bulanık altgrupların kafesi için geçerli değildir. Trivialden farklı 

herhangi bir 𝐺 grubunun bulanık altgruplarının kafesi doğal sıralama altında zincir 

değildir. Fakat [37] çalışmasında bulanık altgrupların kafesi üzerinde yeni bir 

sıralama tanımlanarak bu sıralama için sonlu devirli p-grupların bulanık 

altgruplarının kafesinin zincir belirttiği gösterilmiştir. Benzer bir çalışma 𝐹(𝜆,𝜇)-

altgrupların kafesi için düşünülebilir. Uygun bir sıralama bağıntısı ile 𝐹(𝜆,𝜇)-

altgrupların kafesinin zincir olduğu elde edilebilir.  

2. İzomorf grupların 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kafesleri izomorfiktir. Tersine iki grubun 

𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kafesleri izomorf ise bu grupların izomorf olup olmadıkları 

araştırılabilir. 

3. Bir grubun 𝐿𝐹(0,𝜇)-altgruplarının kafesinin hangi koşullar altında sonsuz ∨-

dağılımlı ve (veya) sonsuz ∧-dağılımlı olduğu araştırılabilir. 

4. İki grubun bulanık altgruplarının veya 𝐿𝐹(𝜆,𝜇)-altgruplarının kafesleri izomorf ise 

altgruplarının kafesinin izomorf olup olmadığı araştırılabilir. 
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