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Doktora Tezi
OZET
GENELLESTIRILMIS L-ALTGRUPLARIN KAFESLERI
Dilek BAYRAK

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Dog. Dr. Sultan YAMAK
2015, 56 Sayfa

Bulanik altgruplarin pek ¢ok genellestirilmeleri mevcuttur. Bunlardan literatiirde biiyiik
oneme sahip olanlar LF; ,-altgruplar ve TL-altgruplardir. Bu tezde, bir grubun LF; ,)-
altgruplar1 tanitilarak bu altgruplarin temel 6zellikleri incelenmistir. Gruplarin Kartezyen
carpiminin bir LF; ,y-altgrubunun, LF; ,)-altgruplarin genellestirilmis carpimi seklinde
yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart kosullar elde edilmistir. Diger yandan bir grubun
(normal) LF; ,-altgruplarinin  tam kafes oldugu gosterilerek bu kafeslerin 6zel
durumlarina ait sonuglar verilmis ve bdylece gruplarin hangi sinifa ait olduguna dair bazi
yeni sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglardan biri, bir grubun normal LF  ,,)-altgruplarinin
kafesinin modiiler kafes oldugu elde edilmistir. Bir diger sonug, bir grubun LF -
altgruplarinin kafesinin dagilmali kafes olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun grubun yerel
devirli ~ oldugu  gosterilmistir. ~ Ayrica,  LF,-altgruplarmin  kafesinin = yar
komplementlenebilir oldugu elde edilip, A # 0 oldugu durumda LF; ,-altgruplarin
kafesinin yar1 komplementlenebilirligi incelenmistir. Diger taraftan, bir grubun TL-
altgruplarin kafesi incelenmis ve bu kafesin modiiler olmasi icin gerek ve yeter sart elde
edilmigtir.  Son olarak, bir grubun T-bulanik altgruplarinin  kafesinin  yari
komplementlenebilirligi sifir bdlen elemanit bulunmayan t-normlar ile karakterize

edilmistir.

Anahtar Kelimler: kafes, modiiler kafes, dagilmali kafes, L-altgrup, LF; ,-altgrup, TL-
altgrup
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SUMMARY
THE LATTICES OF GENERALIZED L-SUBGROUPS
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2015, 56 Pages

There are many generalizations of fuzzy subgroups. LF; ,-subgroups and TL-subgroups
are the ones which have great importance in literature. In this thesis, the concept of LF; ,)-

subgroups of a group is introduced and the fundamental properties of these subgroups are

investigated. A necessary and sufficient condition is obtained for a LF, ,)-subgroup of
Cartesian product of some groups to be written as the generalized product of LF; .-
subgroups. On the other hand, it is shown that the lattice of (normal) LF, ,,-subgroups of a
group is a complete lattice. Some results for special cases of these lattices are given and so
that some new results on the classification of groups are obtained. One of these results is
that the lattice of (normal) LF, ,)-subgroups of a group is a modular lattice. As a further
result, a necessary and sufficient condition for distributivity of the lattice of LF -

subgroups of a group is shown as being locally cyclic group. Also it is obtained that the

lattice of LF, ,)-subgroups is pseudo complemented and the pseudo complementation of
the lattice of LF(, ,)-subgroups is investigated, where 4 # 0. On the other side, the lattice

of TL-subgroups of a group is investigated and a characterization is obtained for
modularity of this lattice. Finally, pseudo complementation of the lattice of T-fuzzy

subgroups of a group is characterized by t-norms without zero-divisors.

Key Words: lattice, modular lattice, distributive lattice, L-subgroup, LF, ,)-subgroup,
TL-subgroup.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Belirsizlik veya bulaniklik kavramlari, niteligi tam anlagilamayan, iyi sec¢ilmeyen,
acik secik gdriilmeyen veya net olmayan seklinde tanimlanabilir. Insan akli bulamklik
iceren durumlar1 matematiksel olarak ifade etmek i¢in derecelendirme kavramini
olusturmustur. Bulaniklik, dereceli iiyelik kavrami yardimi ile bilim diinyasina ilk kez
1965 yilinda Azeri matematik¢i Zadeh [43] tarafindan taginmistir. Zadeh’in bulanik
(fuzzy) kiimeler teorisi olarak adlandirdigi teorisinde, bulanik kiimeler, kesin sinirlari
belirli olmayan olaylar1 tanimlamak ve bu olaylar1 matematiksel olarak modellemek
amaciyla kullanilir. Bilgisayar sistemleri, kontrol miihendisligi gibi matematiksel
otomasyon gerektiren modellemelerde bulanik kavramlara ihtiya¢ duyulmustur.

Bulanik altkiimeler teorisinin bir genellemesi olarak 1967 yilinda Goguen [17]
bulanik altkiimeleri bir kafes iizerinde tanimlamistir. 1971 yilinda Rosenfeld [34] bulanik
kiimeler teorisini ilk olarak cebirsel yapilardan gruplar teorisine uyarlamistir. 1979°da
Anthony ve Sherwood [4], Rosenfield’in tanimlarini keyfi bir tam kafes iizerindeki t-
normlara genigletmistir.

Cebirin 6nemli problemlerinden biri, cebirsel yapilarin 6zelliklerini, bunlara ait alt
cebrisel yapilarin kafesleri (6rnegin; gruplarin altgruplarinin, halkalarin ideallerinin,
modiillerin altmodiillerinin kafesleri) ile karakterize etmektir. Simdiye kadar bu konuyla
ilgili 6nemli sonuglar elde edilmistir [26, 27, 29, 35].

Rosenfeld [34], bulanik altgrup kavramini tanitarak bulanik cebirsel altyapilarin
calismalarina Onciiliik etmistir. 1994’ten beri bulanik altgruplarin, bulanik normal
altgruplarin, bulanik ideallerin ve bulanik altmodiillerin kafeslerini inceleyen birgok
calisma yapilmustir [20, 24, 28, 33, 36, 37, 44, 45]. Ozellikle bu kafeslerin modiilerlik ve
dagilmlilik 6zellikleri incelenmistir. Ilk olarak 1994°te Ajmal ve Thomas [1-3] tarafindan
bulanik altgruplarin kafesleri ve altkafesleri incelenmistir. Bu ¢calismada bir grubun bulanik
normal altgruplarinin kafesinin modiiler oldugu gosterilmistir [3]. 2009 yilinda
Tarnauceanu [36] tarafindan sonlu gruplarin bulanik altgruplarinin kafeslerinin hangi
kosullarda dagilimli olacaginin bir karakterizasyonu verilmistir. Head [18] ¢alismasinda

bulanik normal altgruplarin kafeslerinin modiiler oldugunu metateorem ve alt direkt ¢arpim



teoremi ile izah etmigtir. Son yillara kadar bulanik cebirsel yapilarin altkafeslerinin
modiiler ve dagilimli olma 6zellikleri bir¢ok yontem kullanilarak incelenmistir [19, 37].
Ancak bulanik cebirsel yapilarin altkafesleri keyfi bir kafes iizerinde son yillara kadar
incelenmemistir. Ik olarak Jahan [19] tarafindan bir halkanm L-ideallerinin kafesinin
modiiler kafes oldugu farkli bir teknik ile ispatlanmistir.

Murali [31] bir bulanik noktanin bulanik altkiimeye ait olmasi kavramini
tanimlamigtir. Pu ve Liu [32] nun tanittigi, bulanik noktasinin bulanik altkiime ile yari-
cakismas1 kavrami, yeni bulanik altkiime tanimlamaya firsat vermistir. ilk olarak, Bhakat
ve Das [9] taradindan bir bulanik altkiimenin bulanik noktasi, onun aitligi ve yari-
cakismasi ile (@, §)-bulanik altgruplarin tanimi verilmistir. Burada @ # € A g olmak {izere
a,B €{€,q,eVq,eAq} dir. Bu tanima gore yaygin olarak incelenen bulanik altgruplarin
(€,€)-bulanik altgrup oldugu gosterilmistir. Bdylece (a, )-bulanik altgruplar,
Rosenfield’in bulanik altgruplarinin bir genellestirilmesidir. Bu alanda 6zellikle birgok
arastirmaci tarafindan 6zel olarak (e, € V q)-bulanik altgruplar ¢alisilmistir [7, 8]. Ozetle,

A, G nin bulanik altkiimesi olmak tizere,

L={t|lte (0,1], UAt) <G}

kiimesi tanimlanacak olursa,

e L =(0,1] ise A, Rosenfield’ in bulanik altgrubudur,

e L 2(0,0.5]ise A4, (g, €V q)-bulanik altgruptur.
Buradan hareketle 4, u € (0,1] ve A < u olmak tizere £ 2 (A, u] ise A i¢in ne sdylenebilir?
Bu sorunun cevabi olarak Yuan, Zhang ve Ren [42] tarafindan F(,l_#)-altgruplar (diger bir
deyisle, esik degerli bulanik altgruplar) tanimlanmistir. Boylece Rosenfield’in bulanik
altgruplarinin ve Bhakat ve Das’in (a, 8)-bulanik altgruplarinin bir genellestirilmesi elde
edildi. Bu galisma 1s18inda, Yao [39] F; ,,)-normal altgruplar ve F; ,,-boliim altgruplarini
tamtti. F(; ,y-altgruplar: asagidaki gibi 6zetlenebilir:

A, Fy,y-altgrup olmak tizere;

e A1 =0veu=1ise Abulanik altgruptur.
e A=0veu=0.5ise A (¢ €V q)-bulanik altgruptur.

Birgok aragtirmaci tarafindan F; ,,-cebirsel yapilar ¢aligilmistir [10, 15, 16, 21, 22,
40, 41] .

Bu tezde, bir grubun genellestirilmis L-altgruplarinin kafes yapilari iizerinde

calistimistir. Tez iki ana bdliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, onermelerde ve



teoremlerde adi gegen kavramlarin anlasilabilmesi icin gerekli 6n bilgilere yer verilmistir.
Ikinci bélim ise dort kisimdan olusturulmustur. ilk kisimda, bulanik altgruplarin
genellestirilmesi olan LFy ,y-altgruplar tamtilarak gesitli 6zellikleri aragtirilmisgtir. Ikinci
kisimda, LF; ,-altgruplarin ¢arprmi tanimlanmig ve gruplar kartezyen garpiminin
LF,y-altgrubunun, LF; ,-altgruplarin ¢arpimi seklinde yazilabilmesi igin gerek ve yeter
sart elde edilmistir. Uciincii kisimda LF, ,y-altgruplarin - kafeslerinin  6zellikleri
incelenmistir. Bir grubun normal LF; ,-altgruplarin  kafesinin modiiler oldugu
gosterilirken dagilimli olmasi i¢in gerek yeter sart verilmistir. Ayrica, bu kafesin yari
komplementlenebilirligi incelenmistir. Dordiincii kisimda ise L-altgruplarin bir baska
genellestirilmesi olan TL-altgruplarin kafes ozellikleri incelenmistir. Ugiincii kisimda
oldugu gibi TL-altgruplarin  kafeslerinin  modiilerlik, dagilimhilik ve yar

komplementlenebilirlik 6zellikleri arastirilmistir.

1.2. Kafesler

Bu bdliimde, tez boyunca ihtiyag duyulan kafesler ile ilgili tanim ve teoremler [12]

ve [13] nolu kaynaklardan derlenerek verilmistir.

Tamm 1.2.1: @ # L bir kiime ve “<” L {izerinde bir bagint1 olsun. “<” bagintisina L
tizerinde bir siralama bagintisidir ancak ve ancak

) Hera € L igin a < a,

i) Hera,b € Licgina<bveb <aisea = b,

i) Hera,b,c € Ligina<bveb <cisea <c.

Bu durumda L kiimesine sirali kiime denir ve (L, <) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 1.2.2: (L, <) sirali kiime, A € L ve a € L olsun.
i) a ya A kiimesinin bir alt sinir1 denir ancak ve ancak her x € A igin a < x dir.
i) a ya A kiimesinin bir iist sinir1 denir ancak ve ancak her x € A i¢in x < a dur.
iii) a ya A kiimesinin en kii¢iik eleman1 denir ancak ve ancak a, A kiimesinin bir alt

siniri ve a € A dir.



iv) a Yya A kiimesinin en biiyiik elemani denir ancak ve ancak a, A kiimesinin bir

ust sinir1 ve a € A dir.

Tamm 1.2.3: (L, <) sirali kiime ve A € L olsun. A kiimesinin, tiim alt sinirlarinin ve st
sinirlariin olusturdugu kiimeler sirasiyla Ay Ve A ile gosterilsin. Bu takdirde;

i) A kiimesinin en biiyiik eleman1 mevcut ise bu elemana A kiimesinin en biiyiik
alt sinirt (infimumu) denir ve infA, AA, Agea@ notasyonlarindan biri ile
gosterilir.

i) Ajs: kiimesinin en kiigiik elemani mevcut ise bu elemana A kiimesinin en kii¢iik
iist siir1 (supremumu) denir ve supA, V A, V,eaq @ notasyonlarindan biri ile

gosterilir.

Tamim 1.2.4: (L, <) sirali bir kiime olsun.
i) L kiimesine kafes denir ancak ve ancak her a,b € L i¢in inf{a,b} = aAb ve
sup{a, b} = a V b mevcuttur.
i) L kiimesine zincir denir ancak ve ancak her a,b € L igina < b veya b < a dur.
iii) L kiimesine tam kafes denir ancak ve ancak her A € L igin infA ve supA
mevcuttur.
Bir L kafesi genel olarak (L,<, A, V) seklinde gosterilecektir. Ayrica, L kafesinin en
kiiclik elemani1 ve en biiyiik elemani (varsa), sirastyla “0” ve “1” ile gosterilir. “0” ve “1”

elemanlarina sahip kafese sinirli kafes denir.

Teorem 1.2.5: (L, <) bir sirali kiime olsun.
) L tam kafestir ancak ve ancak 1 € L ve her @ # A € L igin inf A mevcuttur.
i) L zincir ise L kafestir.

i) L tam kafes ise L kafestir.

Tamm 1.2.6: (L, <) bir kafes, @ # A € L olmak iizere, her a,b € AiginaV b,aAb € A

ise A’ya L’nin bir alt kafesi denir.

Tamm 1.2.7: (L, <) ve (L',<') siral kiimeler ve f:L — L' bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,



i) f ye sirakorur (artan) fonksiyon denir ancak ve ancak her a,b € L i¢in a < b
ise  f(a) <'f(b) dir.

i) f ye izomorfizm denir ancak ve ancak f birebir-orten, artan ve her a, b € L igin
f(a) <'f(b)ise a < b dir.

Tamm 1.2.8: (L, <) bir kafes olsun. L’ye yogun kafes denir ancak ve ancak her a,b € L,

a < bicin3dc € Loyleki a <c < bdir.

Teorem 1.2.9: Bir (L, <) kafesi i¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur. Her a, b, ¢ € L olmak
uzere,

1) av(bAc)<(aVvb)A(aVrc),

2) an(bvc)=(aAb)Vv(anc),

3) a<biseaVv(bAc)<bA(aVc).

Teorem 1.2.10: Bir L kafesi igin asagidaki ozellikler denktir. Her a, b, ¢ € L olmak {izere,
Dl:av(bAc)=(avb)A(aVrc),

D2:aA(bVvc)=(aAb)V(aAc).

Tanmm 1.2.11: Bir L kafesine dagilimli kafes denir ancak ve ancak L kafesi D1 veya D2

ozelligini saglar.

Tamm 1.2.12: Bir L tam kafesine sonsuz Vv-dagilimli kafes denir ancak ve ancak her

a, b; € L igin
a A (\/bi) - \/ (@ Aby)
i€J €]
dir. Benzer sekilde bir L tam kafesine sonsuz A-dagilimli kafes denir ancak ve ancak her
a,b; € L igin
av (/\bi) - /\(avbi)
ieJ ieJ

dir. Eger L kafesi hem sonsuz Vv-dagilimli hem de sonsuz A-dagilimli ise L ye sonsuz
dagilimh kafes denir. Dagilimli bir kafeste D1 ve D2 6zellikleri denk olmalarina ragmen

sonsuz V-dagiliml kafes ile sonsuz A-dagiliml kafes arasinda denklik yoktur.



Ornek 1.2.13: E sonsuz elemanl: bir kiime ve $*(E), E nin sonlu altkiimelerinin kiimesi
olsun. L = p*(E) U{E} tam Kkafesi sonsuz A-dagilimhidir, fakat sonsuz Vv-dagilimli
degildir. Z tamsayilar grubunun altgruplarinin kafesi sonsuz v-dagilimli olurken, sonsuz A-

dagilimli degildir.

Tamm 1.2.14: Bir L kafesine modiler kafes denir ancak ve ancak her a,b,c € Lvea < b
i¢in

aV((bAc)=bA(aVc)dir.

Teorem 1.2.15: Bir L kafesi modiilerdir ancak ve ancak Ng e izomorf olan bir alt kafes

icermez.

Onerme 1.2.16: L modiiler (dagilimli) bir kafes olsun. Bu takdirde L nin her alt kafesi

modiler (dagilimli) kafestir.

Ornek 1.2.17:
1) Her zincir dagilimli kafestir.
2) Her dagilimli kafes modiiler kafestir.
3) Kafes diyagrami Mg olarak verilen L ={0,a,b,c,1} kafesi dagilimli degildir
ancak modiilerdir.

4) Kafes diyagrami N olarak verilen L = {0,a, b, ¢, 1} kafesi modiiler degildir.

AN
RSN
./ ANV4

0
N

Sekil 1. N5 ve M5 kafes diyagramlari



Tamm 1.2.18: L simirh bir kafes ve a, b € L olsun. b elemanina a nin komplementi denir

ancak ve ancak aAb =0 ve aV b =1 dir. L kafesinin her eleman1 komplemente sahip

ise L ye komplementlenebilir kafes denir.

Tanmm 1.2.19: (L, <,AV,0) kafesinde a € L elemanina yari-komplementlenebilir denir

ancak ve ancak a A at = 0 olacak sekilde a* € L mevcuttur ve a Ab = 0 olan her b € L

icin b < a* dir. a* elemanina a mn yari-komplementi denir. L kafesinin her elemani yari-

komplementlenebilir ise L ye yari-komplementlenebilir kafes denir. S(L): = {at*|a € L}

olarak tanimlanan kiimeye L nin iskeleti denir. Acik olarak, S(L) L nin A-altyar1 kafesidir.

Ornek 1.2.20:

1)

2)

3)

Her sonlu dagilimhi kafes yari-komplementlenebilir kafestir. Ancak tersi dogru
degildir. Sekil 2 de diyagrami verilen Qg’in altgruplarinin kafesi yari-
komplementlenebilirdir, fakat dagiliml kafes degildir.

Komplementlenebilir kafeslerin yari-komplementlenebilir olmas1 gerekmez. Mj;
kafesi komplementlenebilirdir, fakat yari-komplementlenebilir degildir.

S(L) L nin A-altyar1 kafesidir. Ancak altkafesi olmayabilir. Kafes diyagrami Sekil 3
te verilen kafes yari-komplementlenebilirdir. Ancak S(L) ={0,a,b,1} L nin

altkafesi degildir.
g

N

oy ke #
/ [
)

S "\F
\”/

-1

Sekil 2. Qg’in altgruplarinin kafes diyagrami Sekil 3. Ornek 1.2.20 (3) kafes diyagrami

Teorem 1.2.21: L yari-komplementlenebilir ve dagilimli kafes olsun. Bu durumda

her a, b € L igin asagidakiler denktir.

i)
i)

S(L) L nin altkafesidir;

(aV byt = attv bt



i)  (aAb)r=atvbt

iv) atvatt=1.

Tamm 1.2.22: Yari-komplementlenebilir ve dagilimli bir L kafesi Teorem 1.2.21 deki

denk 6zelliklerden herhangi birini saglar ise, L ye Stone kafesi denir.

1.3. Altgruplarm Kafesleri

Bu boliimde ki temel kavramlar [26, 27, 29, 35] kaynaklarindan derlenmistir.

Tamim 1.3.1: G bir grup olsun. Bu durumda,

) G ye devirli grup denir ancak ve ancak 3 xeG : < x >=G.
i) G ye yerel devirli denir ancak ve ancak G nin her sonlu tiretenli altgrubu devirli
gruptur.

<x >=G esitligini saglayan x elemanlarina G grubunun iiretegleri denir. Devirli her
grup yerel devirli gruptur. Ancak yerel devirli gruplarin devirli olmas1 gerekmez. Ornegin
(Q, +) yerel devirli gruptur.
G grubunun tiim altgruplarinin ve normal altgruplarinin aileleri sirasiyla L(G) ve N(G) ile
gosterilir. Agik olarak (L(G),<) ve (N(G),<) tam kafestir. Burada {H;|i € A} € L(G)
ailesi i¢in

\/Hi =< U H; >, /\Hl- = ﬂHl-

ieA teA ieA icA
dir. Diger yandan {H;|i € A} S N(G) ailesi igin

\/Hi = U Hy Hy, . He,, /\Hi = ﬂHl-

ieA neN\{0},a;eA ieA ieA
dir. Ozel olarak H,, H, altgruplar1 (normal altgruplari) igin
H,VH,=<H{UH, > (H,VH,=HH)
dir. Ayrica N(G), L(G) tam kafesinin bir alt kafesidir. Bir G grubunun L(G) ve N(G) tam
kafeslerinin yapist G grubunun hangi 6zel sinifa ait oldugunu belirlemede 6nemli yer

tutmaktadir. Bunlardan bazilar1 asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 1.3.2: G bir grup olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gecerlidir.
) N (G) modiiler kafestir,



i) L(G) dagilhimhidir ancak ve ancak G yerel devirlidir,
iii) L(G x @) modiiler kafestir ancak ve ancak G abeldir,
G sonlu olsun. Bu takdirde,
Iv) L(G) dagilimli kafestir ancak ve ancak G devirli gruptur.

V) L(G) zincirdir ancak ve ancak G devirli p-gruptur.

Bir grubun normal altgruplarinin kafesi modiiler olmasina karsin altgruplarinin kafesi
modiiler olmayabilir. Sekil 4. ile Dg =< x,a|a* = x?> = e,xax™! = a~! > Dihedral
grubunun altgruplarinin kafesi verilmistir. Burada Dg in altgruplarinin kafesinin modiiler

olmadigi kolayca goriilmektedir.

{e, a, a"2, a"3, ¥, ax, a"1x, a"3x }

Sekil 4. L(Dg) kafesinin diyagrami

Asagida bazi basit kafesler bir G grubunun alt gruplarinin kafesi olarak elde edilmistir.

i) L(G) kafes yapisi [ ancak ve ancak G asal mertebeli devirli gruptur.

i) L(G) kafes yapisi ancak ve ancak p asal sayisi i¢in G p? mertebeli

devirli gruptur.
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iii)  L(G) Kkafes yapisi ancak ve ancak p ve g farkli asal sayilar

olmak tlizere G pq mertebeli devirli gruptur.

Iv) L(G) kafes yapisi ancak ve ancak G Klein’in dortlii grubudur.
V) L(G) kafes yapisi ancak ve ancak G = Z; X Z3 veya G = S
diir.

Bir tam kafes acaba bir G grubunun altgruplarini1 kafesi olarak elde edilebilir mi sorusu
gruplar teorisinde dnemli yer tutmaktadir. Bu baglamda yukarida verilen 6rneklerin yani
sira herhangi bir L kafesi i¢in altgruplarinin kafesi L ye izomorf olacak sekilde bir grup
bulunmayabilir. Altgruplariin kafesi Sekil 3 te verilen kafes ile izomorf olacak sekilde bir

grup bulunmamaktadir.

1.4. T-normlar

Bu boliimde t-norm kavrami hakkindaki temel bilgiler [23] kaynagi temel alinarak
verilmistir.
Tanmm 1.4.1: (L, <,AV,0,1) tam kafesi tizerinde tanimli T: L X L — L ikili islemine bir t-
norm denir ancak ve ancak her x,y, z € L igin,
T1) xTy = yTx,
T2) (xTy)Tz = xT (yTz),
T3) x <yise xTz < yTz,
T4) xT1 = x dir.

Ornek 1.4.2: L = [0,1] tam kafesi iizerinde baz1 temel t-normlar asagidaki sekildedir:

a) xTyy = min(x,y), (Minimum)
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b) xTpy = x.y, (Carpim)

c) xT,y = max(x +y —1,0) (Lukasiewhicz)
X, y=1

d xTpy =14y, x=1 (Kesin Carpim)
0, diger.

Ornek 1.4.3: Kafes diyagrami Sekil 5 ile verilen L = {0,a, b, 1} kafesi iizerindeki biitiin

t-normlar Tablo 1 de verilmistir.
/ | \
a\ b
0
Sekil 5. Ornek 1.4.3 de verilen L kafesinin diyagrami

Tablo 1. L kafesi tizerindeki t-normlarn ikili islem tablosu

T,/0la|b|l T,]0la|b|1 T310|a|b |1l T,/ 0|a|b |1
0j|0j0j0]|O 0/]010|0]0O 0/0j0|0|0O 0({0|0|0|0
a|0][{0(0]a a|l0(a|0]|a al0({0]|0]|a a|0la|0]a
b|0|0[0]|b b|0|0|0|b b|O0|O0|b|b b|0|0|b|b
1/0ja|b|1 1{0|a|b|1 1/0|la|b|1l 1{0fal|b|1l

Teorem 1.4.4: L bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde asagidaki
kosullar saglanir:

1) Herx,y € LicinxTy < x Ay,

2) Her x € Ligin xTO = 0Tx = 0,

3) Herxy,x5,v1,y2 ELiginx; < x, Ve y; <y ise x,Ty; < x,Ty, dir.

Tamm 1.4.5: T, L tizerinde bir t-norm olsun. x € L ye, T t-normuna gore idempotent
eleman denir ancak ve ancak xTx = x dir. L nin tiim idempotent elemanlarinin kiimesi Dy

ile gosterilir. Agik olarak, T =A < Dy = L dir.
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Tamim 1.4.6: T, L tam kafesi {izerinde bir t-norm olsun.
i) T ye L iizerinde V-dagilimli t-norm denir ancak ve ancak her x,y, z € L igin
xT(yVz)=(xTy)V (xTz)
dir.
i) T ye L iizerinde sonsuz V-dagilimli t-norm denir ancak ve ancak her x,y; € L
icin
xT (\/Yi) = \/ (xTy;)
i€J teJ
dir.
Sonsuz v-dagilimli t-normlara 6rnek olarak [0,1] tam kafesi iizerinde tanimlh Ty, Tp Ve T,

verilebilirken Tp t-normu sonsuz V-dagilimli degildir.

Tamim 1.4.7: T, L tizerinde bir t-norm olsun. x € L\{0,1} elemanina T nin bir sifir boleni

denir ancak ve ancak xTy = 0 olacak sekilde y € L\{0,1} eleman1 mevcuttur.

1.5. L-Altkiimeler

Aksi soylenmedikge (L, <,A,V,0,1) bir tam kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olarak
almacaktir.
Tamm 1.5.1 [30]: X # @ olan bir kiime ve L bir tam kafes olsun. A: X — L fonksiyonuna
X in bir L-altkiimesi denir. X in biitiin L-altkiimelerinin kiimesine X in L- gii¢ kiimesi denir
ve LX ile gosterilir. Ozel olarak L = [0,1] almirsa, A ya X in bir bulanik altkiimesi denir.

{A;|i € A}, X in L-altkiimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda x € X igin,

(ﬂ Ai> 00 = [\ 40

ieA ieA

ile tammlanan N;ep A;, X’in L-altkiimesine {A;|i € A} L-altkiimeler ailesinin kesisimi
denir.
A,B € L¥ olsun. Her x € X icin A(x) < B(x) ise 4, B de icerilir denir ve bu durum A < B
seklinde gosterilir. Eger A < Bve A # B ise A ya, B de kesin igerilir (veya B, A y1 kesin

icerir) denir ve bu durumda A < B yazilir. t € L igin {x € X|A(x) = t} kiimesine A nin t-
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seviye altkiimesi denir ve U (4, t) ile gosterilir. Acik olarak, her t € L igin U(AN B, t) =
U(A,t) N U(B, ¢t) dir.
@ +Y < Xveu € Lolsun. Her x € X igin

(W, x€Y
A(x)‘{o, XxeyY

olarak tanimlanan L-altkiimesi pu, olarak gosterilecektir. Ozel olarak, Y = {y} i¢in py L-

altkimesine bulanik nokta denir ve y,, ile de gosterilir.

Tamm 1.5.2 : A, X in bulanik altkiimesi ve y,d,t € [0,1] oyle ki y < § ve t # 0 olsun.

Bu durumda,

i) xEAS Alx) >t

i) XqA © Ax)+t>1,

11)) X; EV qA & x; € A veya x:qA,
iv) X €, A & Ax) 2t >,

V) xX:qsA & A(x) +t > 26,

vi) X; €V qsA < x; €, Aveya x.qsA.

1.6. TL-altgruplar

Bu boliimde (G,) bir grup ve L bir tam kafes olarak alinacaktir.

Tanmm 1.6.1: (G,") bir grup ve A, G nin bir L-altkiimesi olsun. A ya, G nin TL-altgrubu
denir ancak ve ancak her x,y € G i¢in

i) A)TA®Y) < A(xy),

i) A(x) < A(x~Y) dir.
A, TL-altgrubuna normal TL-altgrup denir ancak ve ancak her x,y € G igin

i)  A(y) < A(xyx™1) dir.
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Tablo 2. Ozel (normal) TL-altgruplarin gdsterimleri

A G nin t-norm kafes notasyon
TL-altgrup - - TLF(G)
L-altgrup Ty - LF(G)
Bulanik altgrup Ty [0,1] F(G)
Normal T L-altgrup - - NTLF(G)
Normal L-altgrup Ty - NLF(G)
Normal bulanik altgrup Ty [0,1] NF(G)

Onerme 1.6.2: H € L(G) ve u € L ise uy € LF(G) ve uy € TLF(G) dir.
Teorem 1.6.3[33]: TLF(G), NTLF(G) kiimeleri “<” bagintisina gore tam kafestir.
Onerme 1.6.4[36]: u € L\{0} olsun.

i) {uy|H < G} kafesi LF (G) kafesinin alt kafesidir.

i) {uy|H < G} kafesi ile G nin altgruplarinin kafesi izomorftur.

Gruplardaki izomorfi TL-altgruplarin (normal TL-altgruplarin) kafesi tizerinde kafes

izomorfisine asagidaki sekilde kolaylikla taginir.

Teorem 1.6.5: H, K gruplar olmak iizere H = K ve T bir t-norm ise TLF(H) = TLF(K)
ve NTLF(H) = NTLF(K) .

Tanim 1.6.6: A, G grubunun bir bulanik altkiimesi ve y,§ € [0,1] 6yle ki y < § olsun. Bu
takdirde,
) A ya G nin (€, €V q)-bulanik altgrubu denir ancak ve ancak herx,y € G ve
t,r € (0,1] i¢in
1) xt,yr €A ise (XY)enr €V QA
2) x, €A ise (x71); €V qA duir.
i) Aya G nin (€, €,V qs)-bulanik altgrubu denir ancak ve ancak her x,y € G ve
t,r € (y,1] i¢in
1) xe,yr €y A ise (XY)enr €V qsA ;

2) x €, A ise (x7'); €,V qsA dur.
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iii) A ya G nin esik degerli bulanik altgrubu veya (y, &)-bulanik altgrubu denir
ancak ve ancak her x,y € G igin
1) Axy) vy 2 A(x) NA(Y)AG;
2) A(x ) Vy = A(x)AS dir.

Onerme 1.6.7: A, G nin bulanik altkiimesi ve y,6 € [0,1] dyle ki ¥ <& olsun. Bu
takdirde,

) A, G nin (€, €V q)-bulanik altgrubudur < Her x,y € G igin
A(xy) = A(x) NA(Y) A0,5ve A(x™1) = A(x) A 0,5 dir.

i) A, G nin (€,, €,V qs)-bulanik altgrubudur < Her x,y € G i¢in
Ay)Vy = A(x) NA@W)ASve A(x ) Vy = A(x) A S dir.

Sonug 1.6.8 : A, G nin bulanik altkiimesi olsun. Bu takdirde,

) A (0,0.5)-bulanik altgrup ancak ve ancak A (e, € V q)-bulanik altgruptur.
i) A (A, u)-bulanik altgrup ancak ve ancak A (€, €; V q ,)-bulanik altgruptur.
Tamm 1.6.9 [14]: Her i € {1,2,...,n} igin A4;, G; grubunun bulanik altkiimesi olsun.
A1 X A2 X ... X An(xl, X7, ...,xn) = Al(xl) A Az(xZ) VAR An(xn)

ile tammlanan A; X A, X ... X A, ifadesine A; bulanik altkiimelerinin ¢arpim1 denir.

Teorem 1.6.10 [14]: G4, G,, ..., G, gruplar ve ey, e,, ... , e, sirastyla Gy, G, ... , G, nin
birim elemanlar1 olmak iizere, A, G; X G, X ... X G, nin bulanik altgrubu olsun. Bu

durumda asagidaki kosullar birbirine denktir:

) Her i€ {1,2,..,k—1,k+1,..,n}icin
A(eq, €y, )€1, Xi, €i 41, r€n) = A(Xq, Xg, ..., Xp) dir.

i)  JA; €FS(G); i =1,2,..,n dyleki A=A; X Ay X ... X A, dir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde aksi sdylenmedikge (G,*), e birim elemanl bir grup ve L bir tam kafes

olarak alinacaktir.

2.1. LF ; ,)-Altgruplar

Bu béliimde LF; ,-altgrup tanimi verilerek bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ayrica
LF(,,y-altgruplarin L-altgruplar yardimiyla bir karakterizasyonu verilmis ve bir grubun

(normal) LF, ,)-altgruplarin kafeslerine ait birgok 6zellik incelenmistir.

Tamm 2.1.1: A G nin L-altkiimesi, 4, u € L ve A < u olsun. A ya G nin LF, ,-altgrubu
denir ancak ve ancak her x,y € G i¢in

i) A NA) A < Alxy) V A,

i) A Ap < A(x~ 1) v Adir.
A, LF; ,-altgrubuna normal LF; ,,y-altgrup denir ancak ve ancak her x,y € G igin

i) A Ap<A(yx 1Y vadir.
G nin tim LFg . -altgruplarinin ve normal LF; ,)-altgruplarinin  kiimesi sirasiyla
LF(3,)(G) ve NLF;,y(G) notasyonlar: ile gosterilecektir. Eger L =[0,1] ise, G nin

LF, y-altgrubu, F(y ,»-altgrubu olarak gosterilir.

Asagidaki 6rnekle bir G grubunun LF, ,)-altgruplarinin kiimesinin L-altgruplarmin

kiimesinden daha genis oldugu kolaylikla goriiliir.

Ornek 2.1.2: L, u € L, A < uve G = Z, grubuolsun. a, B € L igin

a x=1
B, x=0

olarak tanimlanirsa LF(G) = NLF(G) = {Aa‘ﬁ|a,,8 EL a< ,B} ve

Aa,py(x) = {

LF,)(G) = NLF;3,7(G) = {Agpla, B EL anp< BV}
dir.
Tanim 2.1.1 den asagidaki dnerme kolaylikla elde edilir.
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Onerme 2.1.3: 4, G nin L-altkiimesi olsun. A G nin (normal) L-altgrubu ise A < u olmak

lizere her A, € L ve igin A G nin (normal) LF, ,)-altgrubudur.

Sonu¢ 2.1.4: A, u € L ve A < u olsun. Bu durumda;
i) LF(G) S LF;,)(G);
i)  NLF(G) S NLF,,(G) dir.

Sonug 2.1.4 te ki “C” sembolii genel olarak “=" ile degistirilemez.

Ornek 2.1.5: Sekil 5 te verilen L kafesi i¢in S; simetrik grubunun bir L-altkiimesi

asagidaki gibi tanimlansin.

1, x = (1),

_Ja,  x€{(123),(132)},
AG) =9, x € {(12), (23)},
0, x = (13).

Bu durumda, A € LF(4)(S3)\LF(S3) ve A € NLF(o 4)(S3)\NLF(S3) dir.

Tamm 2.1.6: A, B G grubunun L-altgruplan ve «, € L olsun. Az, Ag, A%, (A-B) ve

(A @ﬁ B) L-altkiimeleri agagidaki sekilde tanimlanir:

i) Her x € G i¢in

A(x) = (A A B)Va

dir. Eger a = 0 ise Ag ile eger f = 1 ise A“ ile gosterilir.
i) Her x € G i¢in

(4-B)(x) = \/ A(w) A B(v)

dir.
iii) Her x € G i¢in
(AOLB)(x) = A(x) V B(x) v \/ (Aw) AB(W) A V A

X=uv

dir.
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Teorem 2.1.7: L dagilimhi bir kafes ve A, G nin L-altkiimesi olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir.

i) A, G nin (normal) LF, ,-altgrubudur.

i) A{}, G nin (normal) L-altgrubudur.
Ispat: (i)=(ii): 4, G nin LF, ,)-altgrubu olsun. Her x,y € G igin,
Ap(xy) = (ACy) A @) v 2
= (Axy) VA A u
= (A NAQI AN W) A p
=A@ NAD) A 1
Ayrica agik olarak Aﬁ (xy) = A oldugundan,
Al(xy) = (A AA) A W)V 2
= (A A W AAGI A W)V 2
= (A A WV A (A A WV 2)
= Ap(0) A ALY
elde edilir. Buna ek olarak,
A =AEHA WV
=(AHVOAu
>AX)A u
ve agikga A (x™1) = 2 oldugundan,
AL = (A A W) VA= Akx)

dir. Boylece A% G nin L-altgrubudur. Benzer sekilde, A nin G nin normal LF@'#)-altgrubu

oldugu durumda A} nin G nin normal L-altgrubu oldugu elde edilir.
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(ii)=(i): A% G nin L-altgrubu olsun. Her x,y € G igin
Axy) VA= (A(xy) A W) Vv Aa
= Al (xy)
> AL () A AL (Y)
= (A A W V) A (A A W)V 2)
= (A ANA A WV A
2 A(x) NA(Y) A

ve
AxHvai=UAlExHA v

= AL(x7Y)

> A% (x)
=AxX)ApwvVva
>AMX)A u

elde edilir. Buradan A, G nin LF ,-altgrubudur. Aﬁ nin G nin normal L-altgrubu olmasi

durumunda benzer sekilde A nin normal LF, ,)-altgrubu oldugu gosterilir.
Sonug¢ 2.1.8: A G nin bulanik altkiimesi olsun. Bu takdirde,

) A (€,€ V q)-bulanik altgruptur ancak ve ancak A§ 5 bulanik altgruptur.

i) A (€3, €,V q ,)-bulanik altgruptur ancak ve ancak A,’} bulanik altgruptur.

Bir L kafesi iizerinde G grubunun LF; ,-altgruplarimin karakterizasyonu [42] deki Teorem

2.2 ye benzer olarak asagidaki teorem ile verilebilir.
Teorem 2.1.9: A, G nin bir L-altkiimesi olsun.

1) Her t € (4, u] i¢in U(A,t) G nin (normal) altgrubu ise A (normal) LF; -
altgruptur.
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i) L bir zincir ve A (normal) LF, ,-altgrup ise her t € (4, ] i¢in U(4,t) = @
veya U(4, t), G nin (normal) altgruptur.

Bir dagilimli kafes i¢in Teorem 2.1.9 (ii) nin genel olarak dogru olmadigi asagidaki

ornekte goriilebilir.

Ornek 2.1.10: L = {u,t,1, 4,0} olmak tizere, L kafesinin diyagrami Sekil 6 daki gibi ve

17
f

/\
\/

Sekil 6. L’nin kafes yapisi

AZ, - L, A(1) =t ve A(0) = ise A G nin LF ,-altgrubudur, ancak U(A, t) t-seviye

altkiimesi G nin altgrubu degildir.

Onerme 2.1.11: L sonsuz dagilimli kafes olmak iizere A ve B, G nin LFy, ,y-altgruplar

olsun. Bu takdirde,

) B G nin normal LF; ,)-altgrubu ise, (A - B) G nin LF, ,-altgrubudur.

i) A ve B, G nin normal LF; ,-altgruplari ise, (A-B), G nin normal LF, -
altgrubudur.

iii) Her a, B € L icin A%, Ap, Ag G nin LF; ,y-altgruplardir.

iv) A ve B, G ninnormal LF , -altgruplari ise, (A O} B) G nin normal LF; -
altgrubudur.

i) x, y€eG olsun. Bu durumda,

(A-BYG)A(A-B)Y(Y) A = (\/ A(@) AB(b)) A \/ A(Q) AB(d) | A

x=ab y=cd
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_ \/ (A(@) AA(C) Ap) A (B(b) Au) AB(d) A

x=ab
y=cd

< \/ (Aac) v ) A (B(c1bc) v 1) A B(d) A i

x=ab
y=cd

= \/ U@ v ) A (B be) ABW@) AW v AAB@ Aw)

x=ab
y=cd

< \/ (A(ac) v ) A ((B(c™"bed) v 1) v (2 A B()) )

x=ab
y=cd

_ \/ (A(ac) v A) A (B(c~hed) v 2)
x=ab
y=cd

< \/ (A(ac) AB(c™thcd)) v A

x=ab
y=cd

< \/ (4@ rB@®)v2

xXy=uv
= (A-B)(xy) V2
dir. Diger yandan,

(4-B)(x) Ap = (\/ A(a)/\B(b))/\,u

x=ab

= \/ 4@ A A B® Aw) A

x=ab

< \/ A@HVvHABBLHVH AL

x=ab

_ \/ (A(@ DV A (BB AR VI

x=ab



22

< \/ (4@ V) A (B(ab~ta~1) v )

x=ab

_ \/ (A(a™) AB(ab~*a"1)) v A

x=ab

s( \/ A(u)/\B(v))V/l

=A-B)(x"Hvi
Boylece (A - B), G nin LF, ,-altgrubudur.
i) (A - B) nin G nin LF, ,)-altgrubu oldugu (i) sikinda gdsterildi. x, y € G olsun.

(A-B)Yy) Ap= (\/ A(c) AB(d)> A

y=cd

— \/ (A(C) Ap) A (B(d) A )

y=cd

< \/ (AGxex1) V) A (B(xdx~1) v 2)

y=cd

= \/ (A(xex ™) AB(xdx™ 1)) v A

y=cd

< ( \/ A(u)AB(v)>v/1
xyx~l=uv

=A -B)(xyx H)va
dir. Buradan (A4 - B), G nin normal LF; ,-altgrubudur.
iii) A, G nin LF, ,y-altgrubu ve a, € L olsun. Her x,y € G igin
A(xy) VA= (Alxy) A B)Vavi

=(Axy)vavA)A(BVaVi)
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> (A AAG) ARV @) A
= (A V @) A (AW V @) AV a) AR
> AF(X) AAFO) Au

Benzer sekilde, Af(x™')V A= AZ(x) Ap oldugundan her a,f €L igin Af LF( -
altgruptur.

iv) Her x,y € G igin;

(AOLBY)AAOLBY W) Au= (A(x) VB(x) Vv \/ (A(a) A B(b) A ) wl)

x=ab

A (A(y) VBV \/ (A(E) AB(d) A ) v/1> A

y=cd

_ \((A(@ VB@) A (A V B()))

v <(A(x) VB()) A (\/ (A AB(d) A ) V /1>>
y=cd

v <(A(y) VBG)) A (\/ (A@ ABB) AV A))
x=ab

x=ab y=cd

v <(\/ (A(@) AB(b) A 1) vA) A (\/ (A(c) A B(d) A ) vl))) A
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< |\((A<x) AAM)V (AX) ABB)) V (B(x) AAD) V (B(x) AB()))

v <<\/ (AGX) AA(C) AB(d) A ) v/1>

y=cd

v <\/ (B(x) AA(C) AB(d) A ) v/1>>

y=cd

v (\/(A(y)/\A(a)/\B(b)/\,u)v/l

x=ab

v \/ (B(y) AA(a) AB(b) A ) v/1>

x=ab

x=ab

v <(\/ (A(a) AB(b) AA(C) AB(d) A ) vﬂ))/l Au

< @AY VAV By VA VA ABO AWV AG) ABGxy) V) AR

v \/ (ACGX) AA(C) AB(d) A ) V/1>

y=cd

v \/ ((ACeex™1) V) AB(x) AB(d) A ) v/1>

y=cd

v \/ (A(@) A ((A(byb™Y) V 1) A B(b) A 1) V /1)

x=ab

v \/ (A(@) A (B(byb™1) v A) A B(b) A 1) V ,1>

x=ab

v \/ (A(@) A (A(beb™) v A) A B(b) A B(d) A ) V /1)

x=ab
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S @) VAV BUy) VDV ((AX) ABY) AWV )

VA ABY T xy) A VD)) V (\/ (AX) AA() AB(d) Ap) v /1>

y=cd

v \/ (Axex ™ HYAB@x) AB(d)Ap) v l)

y=cd

v \/ (A(a) A (A(byb™0) A B(b) A ) v/l)

x=ab

v \/ (A(a) A B(byb™) A B(b) A ) V /1>

x=ab

v \/ (A(a) A A(bcb™) AB(b) A B(d) A ) V /1)

x=ab

S @) VAV By VDV (AKX ABY) AWV )

VA ABY T xy) A VD)) V <\/ ((A(xc) VA AB(@) Ap) v /1>

y=cd

v \/ (ACeex™) A (Bxd) V ) A ) v ,1>

y=cd

v \/ ((ACabyb™2) v 1) A B(b) A 1) V /1)

x=ab

v \/ (A(@) A (B(by) V) A ) Vv /1)

x=ab

v \/ ((ACabeh™1) v A) A (B(bd) V A) A ) V /1)

x=ab
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S@EN V)V BEY) VOV (AX)ABY)AW V)

VA ABY T xy) A VD)) V (\/ (A(xc) AB(d) Ap) v /1>

y=cd

v \/ Axex ™ HYABxd) Ap) v A)

y=cd

v \/ (A(abyb ™ ) AB(b) Au) Vv A) Y% (\/ (A(a) AB(by) Au) Vv A)

x=ab x=ab

v \/ (A(abch™1) A B(bd) A 1) v /1)

x=ab

< A(xy) V B(xy) v \/ (AwW) AB(W) Ap) VA

xXy=uv

= (A O} B)(xy)
<AOLB)(xy)va

dir. Diger yandan,

(AOLB)x ™) Au= <A(x-1) VBV \/ (A(@) AB(b) A ) V/l) Au

x~1=ab

= (A(X_l)/\,u)V(B(x"l)/\u)V< \/ (A(a)/\B(b)Au)V/l)

x~1=ab

<AX)VA)V(BX)VIL

v< \/ ((A(a‘l)vxl)/\(B(b‘l)vxl)/\,u)vxl>
x~1=ab

= A(X) VB() VAV < \/ (U@ AB(~1) A ) vl)

x~1=ab

SA(x)VB(x)V( \/

x~1=ab

A@HAB@btaHh)v)auv /1>
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A() V B(x) V ( \/

x~1=ab

A(aH)AB@abtaH)Aap) v A)

IA

A(X) V B(x) V (\/ (Au) A B() A ) vA) v

X=Uv

(AOLBY() V2

dir. Boylece, (A Op B) LF; ,-altgruptur.

AOLBY An={ A VBW V| \[/ @@ rB@ A VA |k
y=cd

= A AV B AWV \[ (A© A1) AB@ Aw) V2

y=cd

< Ayx HvADVBEyxHVA

v \/ (ACeex™H V) A (Bxdx ) V) Ap) VA
y=cd

=Alxyx ) VB(xyx ) va

% \/ (Alxex HABxdx ) Ap) v A
y=cd

<Alxyx H)VvBxyxHv \/ AWYABW) A |va
xyx~l=uv
= (A0l B)(xyx ) VA
dir. Sonug olarak, 4 O B normal LF, ,-altgruptur.

Uyar: 1ki F3,w-altgrubun ¢arprminin F, ,y-altgrup olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.12: A, € [0,1] ve A < u olmak iizere, S; iin 4, B F(y,w-altgruplar asagidaki

gibi tanimlansin.
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_(L xe{(D),A2)} _(1, xe{(1), 13},
Alx) = {0, diger. B(x) = {0, diger.
Bu takdirde,
_ (1, x€{(1),(12),(13),(132)},
A-Bl) = {0, diger.

olup A- B, S5 iin Fy ,)-altgrubu degildir.

2.2. LF 3 ,)-Altgruplarin Carpimlar:

Gruplarin Kartezyen ¢arpiminin bulanik altgruplarina ait bir karakterizasyon Chon

[14] tarafindan verilmistir. Bu bolimde bir L dagilimli kafesi i¢in gruplarin Kartezyen

carpiminin LF; ,y-altgruplarma ait benzer bir karakterizasyonu verilecektir.

Teorem 2.2.1: Gy, G, ... , G, gruplar ve ViL; A; < AL, p; olmak tizere Ay, A,, ... , A,
sirastyla Gy, Go, ... , Gp’nin LF;_ ,y-altgruplart olsun. Bu durumda (4; X 4, X ... X A,),

Gy X Gy X .o X Gp'nin Loyn 5.4 y-altgrubudur.

n
i=1 Hi

Ispat: (x1,%5, ..., %), (V1, V2, s Yn) € Gy X Gy X ... X Gy, olsun. Bu takdiirde,

n
(Ay X Ay X oo X A) (Gt X2y eer %) V1 Yo e V) V \/Ai
i=1

n
= (Al X AZ X ... X An)(xlyl, nyz, ...,Xnyn) \Y vll
i=1

L

n
= (A1) A Aa(02y) A oo A Cry)) v\ 2
i=1

= (A (x1y1) V A) A (A2(x2Y2) V A) Ao A (A (X yn) V Ay)

> A1 (x1) NAT () Ay NAy(x) NAy(v2) A A oo NAR (X)) AAR (V) A iy
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= (Al X AZ X ... X An)(xl,xz, ...,xn) A (A1 X AZ X ... X An)(yl,yz, ...,yn)

n
/\/\lli
i=1
n
(Ag X Ay X . X AN, Xgy oo X)) V \//L-
i=1

= ACa ™A A A A V[ A

> (A1 DV ) A A D VA A AAn (D) VA

2 A1 (x1) Apr AAz () Aty Ao NAR (x) Ay

n
= (Al X AZ X ... X An)(xl,xZ, ...,xn) A /\‘ul
i=1
yazilir. Boylece, (A1 X A, X ... X A,) nin LEqm aonn, up-altgrup oldugu elde edilir.

Sonug 2.2.2: Ay, Ay, ... , Ay sirastyla Gy, Gy, ..., Gy, gruplarinin LF, . -altgruplari olsun.

Bu durumda, (4; X A; X ... X Ay), Gy X G, X ... X Gy’nin LF, ,y-altgrubudur.

Sonug 2.2.2 de olusturulan (A; X A X ... X Ay) LFy y-altgrubu Gy X G, X ... X Gy
grubunun biitiin LF, ,)-altgruplarinin bir karakterizasyonu olmayabilir.

Ornek 2.2.3: Z, X Z,’nin A bulanik altkiimesi asagidaki gibi tanimlansin.

(0.8, x = (0,0),

_Jo, x = (1,0),

A = J 0.6, x=(0,1),
LO.S, x = (1,1).

A, Zy X Ly’ nin Fg o 5)-altgrubudur ve A Teorem 1.6.10 (i) kosulunu saglamasina ragmen

A = Ay X A, olacak sekilde Z, nin Ay, A, F(g.5)-altgruplari yoktur.

Gergekten A = A; X A, olacak sekilde Aq, A, F.5)-altgruplar1 mevcut olsun. Buradan,
A(1,0) = 0.7 ve A(0,1) = 0.6 oldugundan A;(1) = 0.7 ve A,(1) = 0.6 elde edilir.
Boylece,

Ay X A,(1,1) = A, (1) AA,(1) =20.7A0.6 =0.6 # 0.5 = A(1,1)

celiskisi elde edilir.
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Tamm 2.2.4: G4, G,, ..., G, gruplar olsun. A4, A,, ..., A, sirastyla Gy, G,, ..., G, nin L-
altkimeleri olsun. Bu durumda her (x4, x5, ..., x,,) € G; X G, X ... X G, i¢in

(Ay X} Ay Xt Xt A) (1, X, oo, X)) = (A1(%1) ANAg(x) A e Ay (X)) Ap) V 2
olarak tanimlanan (4, x,’} A, xﬁ xﬁ A,) L-altkimesine A;, A,, ... , A, lerin
genellestirilmis  ¢arpimi denir. A =0 i¢cin (4, xf} A, x,’} x,’} A,)  yerine

(A1 Xy Az Xy v Xy An) notasyonu kullanilacaktir.

Teorem 2.2.5:

) Ay, Ay, ..., Ay sirasiyla Gy, Gy, ..., G, gruplarinin LF; ) -altgruplari olsun.
Bu durumda, (A; XA, x} .. x}A,), Gy XGyX..XGynin  LF; -
altgrubudur.

i) A, Gi X Gy X ... X Gy’nin LF, y-altgrubu olsun. Her i€ {1,2,..,n} igin
Ai:Gi > L Ai(x) =A((eqs, ey -, €i_1,%, €41, -, €n)) olarak tanimlanan L-
altkiime G; nin LF; ,y-altgrubudur.

Ispat:
i) (%1, %5, s X)), V1, V2, ooy Vi) € Gy X Gy X ... X Gy, olsun. Bu takdirde
(A1 Xﬁ A, Xl’} Xl’} An)((xl,xz, v X)) (Y1, Y2, ...,yn)) vV A

= A, X,’} A, xf} Xl/} An (X V1, X590, e, XpYn) V A

= (A1 (x1y1) ANAz(2Y2) A oo NAR(Xpyp) AV A
= ((A1(x1y) VA A (A7) VA A o A(Ap(qy) VA Ap) VA
= (A1(x1) NALD) AUNAZ (X)) NAy (V) AU A o ANAp (X)) NAp () Ap) VA

= ((A1(x1) ANA2() A oo ANAR () A A (A1 (Y1) ANA(72) A e A Ay (V)
AW)V A

= ((A1(x1) NAZQ) A o Ny () A) V) A (A1 (V1) ANAz(72) A
NAyR) A V) Ap

= (A1 Xﬁ AZ Xﬁ Xﬁ An)(.xl,xz, ...,xn)

A (A1 Xl’} A, Xl’} Xl’} An)(yl,yz, oY) AU

(Ay X Ay X o Xt A) ((xq, X9, e, %) "DV A
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= (A1 (e D A A0 DA AAR (™D AR VA
= ((A107HV DA AV DA A4 (™) V DAV A
> (A1(x1) AUNAZ()AUN o NAp(x ) A VA
= (A x} Ay X o X2 A) Oy, X, o X)) A
Béylece, (Ay X[ Ay Xt ... Xpt Ay) LF,,-altgrup elde edilir.
i) A, Gy X G X ... X Gp’nin LF; ,y-altgrubu ve x, y € G; olsun.
A; ) NA;(Y) A
= A((el, €2y ) €i—1, X, €j 41, ...,en)) /\A((el, €2, r€i—1, V) €it1r ...,en)) Al
< A((ey, €z, . €i1,XY, €141, e, €2)) V A
= Ai(xy) v 4
dir. Benzer sekilde,
Aix)va=A((er, €2 s i1, XL €141, s €0)) V A
> A((ey, €2, €121, %, €141, ey €1) ) A L
=A;(x) A\

elde edilir.

Teorem 2.2.6: A, Gy X Gy X ... X Gp’nin LF, ,y-altgrubu olsun. Her i € {1,2,...,n} i¢in
(A(eq, oy €1, X, €141y ewer ) NA(XY, oo, Xi_1, €1, Xig1y s X)) A VA = A(Xq, Xg, ooy X))
o Ai(x) =A((es, ez ) €i-1,X, €41, -, €n)) oOlmak tizere, A = A, Xﬁ A, Xf} Xf} A,
seklinde yazilir.

ispat: .Her i € {1,2,...,n}i¢in

(A(eq, oy €1y Xy €141y voer €) NA(XY, oo, Xi—1, €1, Xig1y eer X)) A VA = A(Xq, Xg, ooy X))

olsun. Bu takdirde

A(xq, X9, oy Xp) = (A(xq, €2, . en) NA(eq, X2, o, xp) A) VA

= ((A1(x) A (A(eq, x5, €3, ..., ep) NA(eq, €5, X3, e, X)) A VA) A )
VA

= (A1(x) A (Ay(x2) ANA(eq, €5, X3, e, X)) AW VAV A
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(A1 (x1) NAy(x3) NA(eq, e, X3, 0, Xn) AV A

(A1 (x) Nz (x) A ANAr () A V A
= (A1 X/'/} AZ Xﬁ' X/'/} An) (xl,xz, ...,xn)

dir. Boylece A=A Xﬁ A, X,’} Xﬁ A, elde edilir. Diger yandan
A=Ay x} Ay x} ... x} A, olsun. Bu takdirde

A(xq, Xg, ey Xp) = (A1 X,’} A, xf} xf} An) (X1, X9, e\ X))
= (A(xq, €z, .., en) NA(e1, x5,€3, .., ep) A . ANA(eq, e, o, X)) A V A
< ((A(xy, x5, e e)) VA A AN A(eq, €5, 0, X)) AW V A
= (A(xq, x5, e ) A ANA(eq, €5, 0, X)) AN V A
< ..
< (A(xq, v, X1, ep) NA(eq, €5, 0, X)) AN V A
< A(xq, X5, 0, X)) VA
= A(xq, X5, oor)y X))

dir. Buradan, (A(xq, ..., Xp—1,€n) NA(eq, €2, .., X)) Ap) VA = A(xq, Xg, ..., X,) €lde edilir.
Benzer sekilde, her i € {1,2, ...,n} i¢in
(A(eq, oy i1, X, €141y ewer ) NA(XY, oo, Xi_1, €1, Xig1y s X)) A VA = A(Xq, Xg, ooy X))

elde edilir.
2.3. LF ; ,)-Altgruplarin Kafesleri
Onerme 2.3.1: L sonsuz A-dagilimli bir kafes olmak iizere {4;|i € A}, G nin (normal)

LF; y-altgruplarin ailesi ise N;ep 4; G nin (normal) LF; ,)-altgruptur.

Ispat: {A;|i € A} LF; ,)-altgruplarin ailesi ve x, y € G olsun. Bu takdirde

(ﬂzu)(xy)vz: N4 |va= Ny v

€A iEA iEA
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> Na@ramaw =\ \ao au

i€eA ieA i€eA
_ (ﬂ Ai> (x) A (ﬂ Ai> ) Au
i€A €A

dir. Benzer sekilde,

<ﬂAi> xHva= /\Ai (x_l)VAZ/\Ai(x) Au= (ﬂAl) (x) A p

ieA ieA ieA i€A
elde edilir. Boylece N;ep A; LF(y ) -altgruptur. {4;|i € A} normal LF; ,-altgruplarin ailesi

olmak iizere, N;ea A; Nin normal LF, ,»-altgrup oldugu kolaylikla goriiliir.

Onerme 2.3.1 in sonucu olarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.3.2: (LF;,,(G), <) ve (NLF(;,,)(G), <) tam kafestir.

Sonuc¢ 2.3.3:
i) G nin (normal) (€, € V q)-bulanik gruplarinin kafesi tam kafestir.
i) L sonsuz A-dagilhimli bir kafes olmak {izere, G nin (normal) L-altgruplarinin

kafesi tam kafestir.

Onerme 2.3.4: L sonsuz V-dagilimh bir kafes olmak iizere A, B € NLF,,)(G) olsun. Bu
durumda, AV B = A O}, B dir.

Ispat: A ve B normal LF,,-altgruplar ise, Onerme 2.1.11 (iv) ile A O} B normal LFo,)-
altgruptur. Agik¢a A,B < A ©) B dir. C normal LF, ,-altgrup ve 4,B < C olsun. Bu
takdirde,

(A B)(x) = A(x) VB(x) V \/ A(@) AB(b) A

x=ab

<Cx)V \/ (C@ACh) AW < CH)V(CE)VO) = C(x)

x=ab

Boylece AVB = A ©) B elde edilir.

Teorem 2.3.5: L sonsuz V-dagilimli bir kafes ise, NLF ,)(G) modiiler bir kafestir.
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Ispat: A,B ve C normal LF, ,-altgruplar ve A= B olsun. AA(BVC) =BV (AAC)
esitsizligi biitiin kafesler igin gecerlidir. NLF ,)(G) kafesinin modiiler kafes oldugunu

gostermek icin AA (BV C) < BV (A A C) oldugunu gostermek yeterlidir. Her x € G igin,

ANBVO(x) =A) A (B OYC)(x)

— A A (B(x) V)V \/ (B(a) A C(b) A u))

x=ab

= (4@ AB@)V (AW A C@) Vv \[ A AB@ A CB) Ap)

x=ab

=Bx) V(A ACk))V \/ (A(x) AA(a) AB(a) AC(b) A p)

x=ab

=Bx) V(A ACk))V \/ (A(x) A (A(@) Ap) AB(a) AC(b) A p)

x=ab

<BxX)VAAC)(x)V \/ (B(a)ANA(x) NA(a™) AC(b) A p)

x=ab

=Bx)VAAC)(x)V \/ (B(@a)A(A) ANA(@ D) A ACD) Ap)

x=ab

<BG)VAAC)()V \/ (B(a) A A(B) A C(b) A )

x=ab

=Bx)VAAC)(x)V \/ (Ba)A(ANC)(b) Ap)

x=ab
= BOY(AAC)(x)
= BV(AAC)(x)

dir. Sonug olarak, G nin normal LF ,y-altgruplarmin kafesi modiiler kafestir.

Sonug 2.3.6:

) G nin normal (e, € V q)-bulanik altgruplarinin kafesi modiilerdir.
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i) L sonsuz V-dagilimli bir kafes olmak tizere, G nin normal L-altgruplarinin kafesi

modiilerdir.
Uyarilar:
1) G nin normal bulanik altgruplarinin kafesinin modiiler oldugu [3] ve [18]

calismalarinda verilmistir. Bu sonu¢ Teorem 2.3.5 in 6zel durumu olarak elde
edilebilir.

i) A # 0 igin, L sonsuz V-dagilml bir kafes olsa dahi, G nin normal LF; .-

altgruplarinin kafesi modiiler olmasi gerekmez.

Ornek 2.3.7: L = {0, A, k, u, 1} siral kiimesinin kafes diyagran Sekil 7 deki gibi olsun.

Sekil 7: Ornek 2.3.7 de verilen L kafesinin diyagrami

Eger Z nin L-altkiimeleri A;, A, A3, A4, Ag asagidaki gibi tanimlanirsa;

10|x ise H 10]x ise,

4,(x) ={“' 1se A,(x) =1k, 2lxveStx,

k, diger. 1 diger
U, 10]|x ise, U, 10]|x ise,
A 2|xve5 t x, )k, 2|xve5tx,
A0 =91 spxve2tx, A =90 Sixveztx
0, diger. 0, diger.

U, 10]x ise,

As(x) = {A, 2|x, 5t xveya 5|x,2 t x,
0, diger.
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Ay, Ay, Az, Ay, As € NLF(, ) (Z) oldugu agiktir. Ayrica bu normal LF; ,-altgruplar igin
Ay VA3 =A,, A, NA3=A; ve A; =2 A, > A, > As ifadeleri dogrudur. Buradan
AZ N (A4_ \ A3)(1) = Ave A4 \ (AZ /\A3)(1) =0 Oldugundan

A, N(AyV Ag) = A,V (A NA3)

elde edilir. Béylece NLF; ,y(Z) modiiler kafes degildir.

Onerme 2.3.8: u € L\{0} olsun.
) H, G nin altgrubu olmak tizere, puy € LF ) (G) dir.
i) {uy|H < G} kiimesi LFq ,,)(G) kafesinin alt kafesidir.

i) Onerme 1.6.2 den uy L-altgrup oldugundan LF ,-altgrup oldugu agiktir.
i) Onerme 1.6.4 (i) ile benzer olarak {uyl|H < G}, LF(,)(G) kafesinin alt

kafesidir.

Teorem 2.3.9: L sonsuz V-dagiliml bir kafes olsun. Bu durumda G X G nin  LFq -

altgruplarinin kafesi modiilerdir ancak ve ancak G degismeli gruptur.

Ispat: =: G X G nin LF,y-altgruplarinin kafesi modiiler oldugundan Onerme 2.3.8 ile
onun {uy|H < G x G} alt kafesi modiilerdir. Onerme 1.6.4 (ii) den dolay1 G X G

altgruplarinin kafesi modiilerdir. Sonug olarak, Teorem 1.3.2 (iii) den G abeldir.

&: G bir abel grubu ise G X G de bir abel grubudur. Buradan LF (G X G) =
NLF(,)(G X G) elde edilir. Teorem 2.3.5 den, NLF,)(G X G) modiiler bir kafestir.

Boylece, G X G nin LF ,)-altgruplarinin kafesi modiilerdir.

Onerme 2.3.10: L bir zincir, G sonlu bir grup ve 4, B G nin NLFo ,y-altgruplari olsun. Bu
takdirde, her t € (0,u] icin U(4,t) #@ ve U(B,t)# 0 ise ULAVB,t) =U(4,t)-
U(B,t) dir.

Ispat:
x € U(AV B, t) olsun. Bu durumda
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(AVB)(x) = A(x) V B(x) V \/ (A ABD) Ap) >t

x=ab

dir. L bir zincir oldugundan ti¢ degerlendirme yapilir:

Eger (AV B)(x) = A(x) ise, x € U(A, t) dir. Teorem 2.1.9 (ii) den U(B, t), G nin altgrubu
ve buradan x € U(A,t) - U(B, t) dir.
Eger (AV B)(x) = B(x) ise, benzer sekilde x € U(A, t) - U(B, t) dir.
Eger
(AV B)(x) = \/ (A(@ AB(D) Ap) = t

x=ab
ise, G sonlu oldugundan, 3a,b € G dyle ki x =ab ve a€ U(A,t) b€ U(B,t) dir.
Buradan, x e U(A,t) - U(B,t) elde edilir. U(AV B,t) S U(A,t)-U(B,t) ve acikca
UAVB,t) =U(At) - U(B,t)dir.

Sonsuz bir grup icin Onerme 2.3.10 genelde dogru degildir. Bu duruma bir 6rnek asagida

verilmigtir.

Ornek 2.3.11: Z nin A ve B bulanik kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

Iy x =0, oy x =0,
A() ={p—%, xe€2FI\2*z, B(x) ={p—%, x€3FI\3""Z
0, diger. 0, diger.

Burada A ve B Z nin F, ,y-altgruplaridir. U(A, ) - U(B,u) = {0} iken UAV B,u) = Z
dir.

Teorem 2.3.12: L bir zincir olsun. Bu durumda G grubu yerel devirlidir ancak ve ancak
LF,(G) dagilml bir kafestir.

ispat: <: LF(0,(G) dagilimli bir kafes olsun. Onerme 2.3.8 kullanilarak {uy|H < G}
kafesinin dagilimli oldugu elde edilir. Onerme 1.6.4 (ii) kullamilarak G nin altgruplarmin

kafesinin dagilimli oldugu bulunur. Teorem 1.3.2 (ii) den G yerel devirlidir.

=: Her kafes icgin AA (BV C) = (AAB)V (A AC) esitsizligi mevcuttur. Diger yandan
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x =ab olmak tizere t:=A(x)AB(a)AC(b)Au olsun. Bu durumda x € U(4,t)
a € U(B,t)veb e U(C,t) dir. Teorem 1.3.2 (ii) ile yerel devirli gruplarinin altgruplarinin
kafesi dagilimli kafes oldugundan

xe€UMA )N UB,t)-UICTL) =WUMAL)NUB,L) - (UAL)NUCT))dir.

Ju,veG oyle ki x=uv ve. ueU,t)nU(B,t) ve veU(4,t)nU(C,t) dir.

Buradan,
AX)AB@)ACO)Ap<Aw)ABu)ANA) AC(v)
< (AABYW AAAC)®W)

dir. Boylece,

\/ A AB(@) AC(D) A < \/ (AABYW) A(AAC)(W) A

x=ab X=uv

elde edilir. Diger yandan,

ANBVCO)(x) = AQ) A <B(x) V() v \/ (B(a) A C(b) A u))

x=ab

= (A AB@) V A ACE)V \[ (A@) AB@ A Cb) A

x=ab

< (AAB)X)V(AAC)(xX)V \/ (AABY(W) A(AAC)(W) A

=((AAB)V(AAND)(x)
dir. Boylece, AAN(BVC)(x) < ((A AB)V (AN C))(x) elde edilir. Sonu¢ olarak,

LF(,,)(G) dagiliml1 bir kafestir.

Teorem 2.3.12 kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 2.3.13:
) G yerel devirlidir ancak ve ancak G’nin (€,€ V q)-bulanik altgruplarinin kafesi
dagilimlidir.

i) L bir zincir olmak iizere G yerel devirlidir ancak ve ancak G’nin L-bulanik

altgruplarimin kafesi dagilimlidir.
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Uyari: 4 # 0 olmasi durumunda genel olarak bir yerel devirli grubun bitiin LF; .-

altgruplarinin kafesinin dagilimli olmasi gerekmez.

Ornek 2.3.14: L Sekil 6 daki gibi olmak iizere, Aj,A,, A3, A4, As Zg nin bulanik

altktimeleri asagidaki gibi olsun:

A=t 5 O =1k
k, diger. /1:

(s x =0,

Au(x) = {t x € iz:%

kO, diger.

X = 6, {.u’ x_:_ ’
x€ZE,  As(x) = { Ao xezd
diger. kk' X<
0, diger.

78 x =0,

As(x) =41, x€{2,3,4},

0, diger.

Bu takdirde A;, Ay, A3, A4, As € LF(y,,)(Ze) dir. Oysaki,

Ay N(A3VA)D) = A, AA (D) = 4,(1) =4

(A2 AA)V (A AAD(D) = AsVAL(D) = A,(1) =0

ve 4 # 0 oldugundan LF; ,)(Z¢) dagilimli bir kafes degildir.

Uyan: Bir G grubunun F; ,-altgruplarmin kafesi komplementlenebilir degildir.

Gergekten, a € (0,1) olmak iizere her x € G igin A(x) = a olsun. Acikca A € F(y,,)(G)

dir. Fakat A nin komplementi olacak sekilde bir F, ,)-altgrup bulunamaz.

Teorem 2.3.15: Her G grubu igin Fq ,,)(G) yari-komplementlenebilir bir kafestir.

Ispat: A4, G nin Fo,y-altgrubu olsun. S, := {x € G|A(x) = 0} olarak tanimlansin.

e S,=0ise At =0 du.

o S,+Dise,

i) e¢S, ise At(e) =0 olmahdir. Her x € G icin At(e) = At(x)Au

oldugundan At = 0 dur.

i) e €S, ise her x € G i¢in 0 = A(e) = A(x) A u oldugundan A = 0 elde
edilir. Bu durumda A+ = 1 dir.
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Sonug olarak, F ,)(G) yari-komplementlenebilirdir.

Teorem 2.3.16: A # 0 olmak iizere, G nin altgruplarinin kafesi bir zincirdir ancak ve ancak
F3,)(G) yari-komplementlenebilir bir kafestir.

Ispat: =: 4, Fy,y-altgrup olsun. S, == {x € G|A(x) = 0} olarak tanimlansin.

o S,=0ise At =0 dir.

o S, +Qise,
i) e & S, ise S, nin igerdigi bir altgrup yoktur.
A XE€ES
L — ) Ay
A*(x) = {0, diger.

olarak tanimlanan A+ F; ,)-altgruptur ve A A A* = 0 dir. Varsayalim ki B F; ,y-altgrubu
icin AAB=0 ve B > A' olsun. Bu durumda 3x € S, 6yle ki B(x) > At(x) dir.
B(x) := t olsun. Buradan t > A ve x € U(B, t) dir. B F; ,)-altgrup oldugundan u >t > 1
ise U(B,t), t > u > Aise U(B,u) G nin altgrubudur. Bu ise S, nin altgrup igermemesiyle

celisir. Boylece A, A nin yar1 komplementidir.

i) e €5, ise S4 en az bir tane altgrup icerir. G nin altgruplarinin kafesi bir

zincir oldugundan S, nin igerdigi altgruplarin en biyiigii H olsun. Bu durumda

1, x €H,
A'L(X) = /1, X € SA\H,
0, diger.

olarak tammlanan A*, F(; ,-altgruptur ve AAA* =0 dir. (i) sikkinda oldugu gibi
varsayalim ki B F; ,)-altgrubuicin AAB =0ve B > A* olsun. Buradan 3x € S,\H 6yle
ki t = B(x) > At(x) dir. Buradan t > 1 ve x € U(B,t) dir. Hc U(B,t) €S, veya
H c U(B,u) € S, elde edilir ki bu, H 1in S4 nin i¢erdigi en biiyiik altgrup olmasiyla ¢elisir.

Boylece A, A nin yar1 komplementidir.

&: Fy,u)(G) yari-komplementlenebilir bir kafes olsun. Varsayalim ki G nin altgruplarinin
kafesi bir zincir olmasin. Bu durumda, G nin karsilastirilamayan H ve K altgruplari

mevcuttur. 0 < b < A < u olmak tizere,
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_ (b, x€G\HUK,
AL = {0, diger.
olarak tanimlanir ise A, Fy ,y-altgruptur. Bu durumda,
1, x €H, 1, x €K,
B(x) = {/1, x € K\H, C(x) ={4 x € H\K,
0, diger. 0, diger.

Fyw-altgruplardir.  Ayrica, AAB =0 ve ANC=0 dir. Fy,(G) vyan-
komplementlenebilir kafes oldugundan, B ve C den biiyiik ve A ile infimumu 0 olan bir D
Fy,w-altgrubu vardir. H, K Kargilastirilamaz altgruplar oldugundan 3x € H Oyle ki x € K
ve 3y € K dyle ki y € H dir. Buradan xy ¢ H U Kdir.

Dxy)VAZD)ADY)ApzZB)ANCY)Ap=yp
oldugundan D(xy) = u elde edilir. Burada, A A D = 0 oldugundan
0=AAD(xy) =A(xy) AD(xy) =bAu=>

celiskisi elde edilir. Buradan G nin altgruplarinin kafesi zincirdir.

Asagidaki sonug¢ Teorem 1.3.2 (v) ve Teorem 2.3.16°dan kolayca elde edilir.
Sonug 2.3.17: G sonlu bir grup olsun. G devirli p-gruptur ancak ve ancak F, ,,(G) yari-

komplementlenebilirdir.

Teorem 2.3.18: G yerel devirli gruptur ancak ve ancak F, ,,(G) Stone kafesidir.
spat: Teorem 2.3.15 ile F,.1)(G) yari-komplementlenebilir kafestir. Teorem 2.3.12 ile
Fio,y(G) dagihmli kafestir. A Fg ,-altgrup olsun. Ispat igin Teorem 1.2.21 deki denk
sartlardan A1 v (A1)1 =1 oldugunu gostermek yeterlidir. S, := {x € G|A(x) = 0}
olarak tanimlansin.
e S,=0 ise A* =0 elde edilir. Buradan (4%)* =1 oldugundan Atv (4H)* =1
elde edilir.
o S, Qise,
i) e ¢S, ise At(e) = 0 dir. Buradan A* = 0 elde edilir. Bir 6nceki duruma
benzer sekilde A+ v (41)* = 1 dir.
i) e €S, ise her x € G i¢in 0 = A(e) = A(x) A u oldugundan A = 0 elde
edilir. Budurumda A+ = 1ve Atv (411 =1 dir.
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Sonug olarak, F ,(G) Stone kafesidir.

Tersine, F(,,)(G) Stone kafesi ise F, ,)(G) dagilimli bir kafes oldugundan Teorem 2.3.12

ile G yerel devirli gruptur.

2.4. TL-Altgruplarin Kafesleri

Bu bolimde, L-altgruplarin bir genellestirilmesi olan TL-altgruplarm kafesleri

arastirilmistir.

Tamm 2.4.1: A ve B, G nin L-altkiimeleri olmak tizere, A O B L-altkiimesi asagidaki
sekilde tanimlanir: Her x € G igin,

(AOr B)(x) = A(x) V B(x) V \/ A(@)TB(b)

x=ab

dir.

Teorem 2.4.2: T, L tam kafesi {izerinde sonsuz V-dagilimli bir t-norm olmak {lizere A ve
B G nin normal TL-altgruplari ise A O¢ B G nin normal TL-altgrubudur ve NTLF (G) tam
kafesinde AVB = A Or B dir.

Ispat: Her x,y € G igin,

(AOr BY(X)T(AOrB)(y) = <A(X) VB(x) Vv \/ A(a)TB(b)>

x=ab

r{amvBov \/ A@TB@

y=cd
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= (A)TAW)) V (AX)TB()) V (B(X)TA®)) Vv (B(x)TB(y))

v (\/ (A(y)TA(a)TB(b))) v (\/ (B(y)TA(a)TB(b)))

x=ab x=ab
Y (A()TA(C)TB(A)) |V (B(x)TA(c)TB(d))
W MV |
Vv (A(@TB(b)TA(c)TB(d))
Al |
y=c

< A(xy) vV B(xy) V (A(x)TB(y)) V (A(xyx~ )TB(x))

v (\/ (A(a)TA(byb‘l)TB(b))> v ( \/ (A(a)TB(by))>

x=ab x=ab
v (A(xc)TB(d)) |v (A(xcx™D)TB(xd))

v <\/ (A(a)TA(bcb‘l)TB(b)TB(d)))
x=ab

y=cd

< AGey) V BGey) v ( V (A(u>TB<v>)>

Xy=uv

= (AOr B)(xy)

dir. Ayrica,

(AOrB)x™) = A1) VBV \/ (A(@)TB(®))

x~1=ab

= A(x) VB(x) Vv \/ (A(aHTB(b™))

x~1=ab

< A(X) VB(x) Vv \/ (A(b~1a 1b)TB(b™D))

x~1=ab
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<a@vB@v \/ (4 A Bw)

=(A0OrB)(x)

dir. Boylece A O¢ B, G nin TL-altgrubudur. Diger yandan,

(A0 B = AN VEMV \[ (AQTB@)

y=cd

<Alxyx H)VBxyx Hv \/ (A(xex™H)TB(xdx™1))
y=cd

< AGyx D) VBayx ) v \/ (A@WTB®))

xyx~l=uv
= (A Or B)(xyx™)

dir. Boylece (A O B) G nin normal TL-altgrubudur. Agik olarak, A,B < A O B dir. C,
G nin normal TL-altgrubu ve A, B < C olsun. Buradan,

(A0 BY) = 4@ VB@ v \/ (A@TB®)

x=ab

<cwv \/ (c@rew)

x=ab
<C(x)VvC(x)
= C(x)
elde edilir. Boylece, A O B < Colup AV B = A Oy B oldugu elde edilir.

T =A igin NTF(G) kafesi modiiler olurken herhangi bir t-norm i¢in NTF(G) kafesinin

modiiler olmas1 gerekmez.

Ornek 2.4.3: A4, Ay, A3, Ay, As, Z nin bulanik altkiimeleri asagidaki gibi olsun.

0.8, 15|x ise, 0.8, 15|x ise,
)06, 3|xve5tx, _)0.6, 3|xve5tx,
Ay (x) = 0.7, 5|xve3tx, Az (x) = 0.6, 5|xve3tx,

0.42, diger. 0.4, diger.
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0.8, 15]|x ise, 0.8, 15|x ise,
R FE n =08 st
0.35, diger. 0.36, diger.

0.8, 15]x ise,

Ag(x) = 0.5, 3|xve5tx,

0.6, 5|xve3tx,
0.35, diger.

Bu durumda, {A4,,A4,, A3, A, As} kiimesi NTpF(Z) de asagidaki sekilde bir alt kafes

olusturur.

Sekil 8. Ornek 2.3.2 de verilen A;,A,, A3, Ay As in
kafes diyagrami

Boylece, NTpF(Z) kafesi Ny kafesini alt kafes olarak icerdiginden modiiler bir kafes
degildir.

Uyari: T; < T, i¢in NT,F(G) € NT,F(G) olsa da bu kafeslerin i¢ i¢e gecen alt kafesler

olmasi gerekmez.

Ornek 2.4.4: [0,1] kafes iizerindeki Tp ve T, t-normlarim gdz oniine alalim. Ty, < Tp
oldugu aciktir. Ornek 2.4.3 teki A, ve A3 bulanik altkiimeleri géz 6niine almacak olursa bu

iki bulanik altkiime hem normal Tp-bulanik altgrup hem de normal Tj-bulanik altgruptur.

Ay Vr, A3(1) = 4, Or, A5(1) = A,(1) VA3 (D) v \/ A (a)T,A3(b)

1=ab

=04v035v03v01=04
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dlr Omek 24.3 te AZ VTP A3 = A1 Oldugundan AZ VTP A3(1) = 0,42 dir. Béylece
AZ VTL A3 * AZ VTP A3 dll‘ NTPF(Z) kafESI NTLF(Z) kafesinin alt kafesi deglldlr

Teorem 2.4.5: L yogun, sonsuz V-dagilimli bir kafes, T sonsuz v-dagilimli bir t-norm ve
G sonsuz devirli bir grup olsun. Bu takdirde TLF(G) modiiler kafestir ancak ve ancak
T =Adir.

Ispat: <: Teorem 2.3.5 den G nin normal L-altgruplarinin kafesi modiilerdir. G sonsuz
devirli grubu degismeli oldugundan her L-altgrubu, normal L-altgruptur. Béylece G nin L-

altgruplariin kafesi modiilerdir.

=: Her sonsuz devirli grup Z grubuna izomorf oldugundan sonsuz devirli bir G grubu i¢in
TLF(G) = TLF(Z) dir. Varsayalim ki T #A olsun. Bu durumda 3a € L\{0,1} 6yle ki
aTa < a dir. L kafesi yogun oldugundan aTa < c < b < a <1 olacak sekilde b,c € L

mevcuttur. A;, A,, Az Z nin L-altkiimeleri asagidaki sekilde tanimlansin.

1, 6|x ise,
Aj(x) =4a, 2|xve3tx,
b, diger.
1, 6|x ise,
(1 2|x ise, _)a, 2|xve3tx,
Az (%) = {aTa, diger. As(x) = c, 3l|xve?tx,
b, diger.

Buradan A4,, A,, A3 Z nin normal TL-altgruplari ve A; = A5 olup
AiN(As3V A)(3) =D

dir. Diger yandan
As; V(AL NA)(B) =¢

dir. Buise TLF(Z) nin modiiler kafes olmasiyla celisir. Boylece T =A dir.

Teorem 2.4.6: L bir zincir ve T V-dagilimli bir t-norm ise TLF (Z,) modiiler kafestir.

Ispat: A,B,C € TLF(Z,) ve A < B olsun. Agik olarak AV (BAC) <BA(AV () dir.
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AV(BAC)T) = AT v (B AC)T)V(ADQ)TE AC)T)) vV (ADT(B A C)(D))
=A@ v BAC)D)
= BAA)VBAC®T)

= B A (A(D) v € (D))

=B A (AD v @D v (A@TCD) v (ADTCD)))
—BMA@vCO)®D)
=BA(AVC(C) (1)

dir. Bdylece ispat i¢cin BA (AV €)(0) < AV (B AC)(0) oldugunu gostermek yeterlidir.
Varsayalim ki B A (A Vv €)(0) > AV (B AC)(0) olsun.

B(0) A (40 v € (D) v (ADTCD) v (AD)TC(D)))
> A0)V (BAC)(0)V (ADT(BAC)(1))V (A0)T(B A C)(0))

B(0) A (A(ﬁ) v C(0) Vv (A(i)TC(i))) > A) v (B AC)(D) v (AD)TB A C)(D))
ve buradan,
AV (BAC)D) v (3(6) A (A(i)TC(i)))

>A0)V (BAC)(O)V(AMDTBACD)) ....(*)
elde edilir. L bir zincir oldugundan,
B(0) A (A(1)TC(1)) > A(DT(BAC)(1)
ve boylece
AMDTCT) > ADT(B A C)(T)

dir. Buradan C(1) > (B AC)(1) elde edilir. Béylece C(1) > B(1) = A(1) dir. Diger

yandan

B(0) A (A(MTC(1)) < B(0) A (C(DTC(D))
<BAC(0)
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oldugunu (*) da kullanirsak,
AQ)V(BAC)(0)>A0)V(BAC)O)VAMTMBAC)(D)
celiskisi elde edilir. Buradan
BA(AVC)(0) < AV (BAC)(0)

dir. Sonug olarak TLF (Z,) modiiler kafestir.

Uyari: Zincir olmayan bir L kafesi i¢in genel olarak TLF(Z,) nin modiiler kafes olmasi

gerekmez.

Ornek 2.4.7: L = {0,a, b, 1} kafes diyagrami Sekil 5 deki gibi olsun. Bu kafes iizerinde
sadece Tablo 1 ile gosterilen Ty, T,, T3, T, t-normlari mevcut olup L tizerindeki keyfi bir T
t-normu i¢in TLF(Z,) = {A:Z, —» L |A(0) > A(1)TA(1)} dir. A yerine (A(0)/ A(1))
notasyonu kullanilirsa, T;LF(Z,), T,LF(Z,), T,LF (Z,) kafes diyagramlar sirastyla Sekil
9, Sekil 10, Sekil 11 deki gibidir. T,LF(Z,) kafesi modiiler olur iken T,LF(Z,) ve
T,LF (Z,) kafesleri modiiler degildir.

(1/1)

/N

(1/a) (1/b)

/SN

(b/a) (afa) (a/b) (1/0) (b/b)

Vaws=N

(0/a)  (0/b)  (a/0)  (b/0)

LT

(0/0)

Sekil 9. T; LF (Z,) kafes diyagrami
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(1/1)

/N

(1/a) (1/b)

ARV

(b/a)  (ala)  (1/0)  (b/b)

\

(0/a) (a/0) (b/0)

N

(0/0)

Sekil 10. T, LF (Z,) kafes diyagrami
T,LF(Z,) kafes diyagrami ile T3;LF(Z,) kafes diyagrami aymdir. Yalmiz a ve b

elemanlarinin rolleri degisir.

(1/1)

/N

(1/a) (1/b)

VAN

(a/a) (1/0) (b/b)

VAV

(a/0) (b/0)

\

(0/0)

Sekil 11. T,LF (Z,) kafes diyagrami

Uyari: G sonlu devirli bir grup olsun. Bu takdirde G nin T-bulanik altgruplarmin kafesi

modiiler olmayabilir.
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Ornek 2.4.8: A, A,, A3, Ay, As T nin bulanik altkiimeleri asagidaki gibi olsun:

(1, x =0, (0.9, x =0,
RO A RO AR
! 0.8, x €{2,4}, 2 0.5, x €{2,4},
L0.56, x = 3. L0.41, x = 3.
(1, x =0, (0.9, x =0,
hew=]05 el RO LA
3 0.8, x €{2,4}, * 0.5, x €{2,4},
L 0.4, x = 3. L 0.4, x = 3.

(0.9, x =0,

0.5, x € {1,5},

As(x) = -0

5(%) 4 0.5, x€e2n,

LO.4, x = 3.

Bu durumda Ay, Ay, A3, Ay, As € ToF(Zg) oldugu agiktir. {4, Ay, A3, Ay, As} ailesi Sekil
12 ile TpF(Ze) nin bir alt kafesini olusturur.

_-"1]

/
_-"12
f
£ 1 4 13

N S

i
Sekil 12. Ornek 2.4.8 de verilen A, A,, A3, A4, As in kafes

diyagrami

Boylece TpF(Zg) kafesi Ng kafesini alt kafes olarak igerir. Buradan TpF (Z) modiiler bir
kafes degildir.

Teorem 2.4.9: T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. T sifir bolen elemana sahip degildir
ancak ve ancak her G # E grubu i¢in TF(G) yar1 komplementlenebilir bir kafestir.

Ispat: =: A, G nin T-bulanik altgrubu olsun. S, == {x € G|A(x) = 0} olarak tamimlansn.

o S,=0ise At =0dir.
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o S, # Dise,

i) egS, ise At(e) =0 dir. Her x € G icin At(e) = At (X)TA (x™1) =
At (x)TA*(x) dir. T sifir bolen elemana sahip olmadigindan At(x) =0
bulunur. Buradan A+ = 0 elde edilir.

i) e €S, ise her x € G i¢in 0 = A(e) = A(x)TA(x) oldugundan A = 0 elde
edilir. Bu durumda A+ = 1 dir.

&: Varsayalim ki T sifir bolen elemana sahip olsun. Bu durumda a, b € (0,1) ve aTh =0

olsun. a < b ise aTa = 0 dir. Buradan

_fa, x=(1,1),

Al = {0, x # (1,7).
_ (1, x={(0,0),(1,0)3, _ (1, x={(0,0),(,D},
Bx) = {0, diger. Co) = {0, diger.

bulanik altkiimeleri Z, X Z, nin T-bulanik altgruplaridir. Ayrica AAB=0ve AANC =0
olmasma karsin BV C = 1z,4z, oldugundan AA(BVC) = A dir. TF(Z, X Z,) yar
komplementlenebilir oldugundan A = 0 olmalidir. Buradan a = 0 ¢eliskisi elde edilir.

Boylece T sifir bolen elemana sahip degildir.

Ornek 2.4.10: Bir G # E grubu igin TpF(G) yar1 komplementlenebilir bir kafes degildir.
Gergekten a # 0 ve 8 € (0,1) olsun. Bu durumda,

0, x=-¢eise,

a, x =-elise, _
diger. By (x) = {ﬁ, diger.

A ={{
Bulanik altkiimeleri G nin  Tp-bulanik altgruplaridir. Her g € (0,1) i¢in AA Bg = 0 dur.
Fakat Bg Tp-bulanik altgruplarmin en biiyiigii mevcut degildir. Buradan TpF(G) yan

komplementlenebilir bir kafes degildir.



3. SONUCLAR

Bu tezde, bir grubun L-altgruplarinin genellestirilmesi olan LF; ,)-altgruplar
tanitilmis ve bazi 6zelikleri incelenmistir.

LF( y-altgruplarin genellestirilmis ¢arpimi tanimlanmis ve gruplarin Kartezyen
carpiminin  LF(y y-altgrubunun,  LF(, ,)-altgruplarin  genellestirilmis ~ ¢arpimi
seklinde yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart elde edilmistir.

Bir grubun LF; ,)-altgruplarinin tam kafes belirttigi gsterilmistir. Normal LF -
altgruplarin kafesinin modiiler kafes oldugu elde edilmistir. Hangi kosullarda
LF o y-altgruplarin kafesinin dagilimli kafes oldugu arastirilmustir.

Bir grubun F ,-altgruplarin = kafesinin - yar1 komplementlenebilir  oldugu
gosterilmis ve F(y ,y-altgruplarinin kafesinin yar1 komplementlenebilir olmasi i¢in
gerek ve yeter sart elde edilmistir.

T L-altgruplarin kafesi incelenmis ve bu kafesin modiiler olmasi i¢in gerek ve yeter
sart elde edilmistir.

Ozel gruplar ve 6zel t-normlar igin TL-altgruplarin kafesi arastirilmistir.

Bir grubun T-bulanik altgruplarin kafesinin yar1 komplementlenebilir olmasi t-

normun sifir bélensiz olmasiyla karekterize edilmistir.



4. ONERILER

Sonlu bir G grubu devirli p-gruptur ancak ve ancak altgruplarinin kafesi zincirdir.
Bu durum bulanik altgruplarin kafesi i¢in gegerli degildir. Trivialden farkli
herhangi bir G grubunun bulanik altgruplarinin kafesi dogal siralama altinda zincir
degildir. Fakat [37] calismasinda bulanik altgruplarin kafesi tizerinde yeni bir
siralama tanimlanarak bu siralama icin sonlu devirli p-gruplarin bulanik
altgruplarinin kafesinin zincir belirttigi gosterilmistir. Benzer bir ¢alisma F; -
altgruplarin kafesi i¢in distiniilebilir. Uygun bir siralama bagintisi ile Fgy -
altgruplarin kafesinin zincir oldugu elde edilebilir.

izomorf gruplarin LF(j, uy-altgruplarinin kafesleri izomorfiktir. Tersine iki grubun
LF(,,y-altgruplarinin kafesleri izomorf ise bu gruplarin izomorf olup olmadiklar:
arastirilabilir.

Bir grubun LF,-altgruplariin kafesinin hangi kosullar altinda sonsuz V-
dagilimli ve (veya) sonsuz A-dagilimli oldugu arastirilabilir.

Iki grubun bulanik altgruplarinin veya LF; y-altgruplarmin kafesleri izomorf ise

altgruplarinin kafesinin izomorf olup olmadig: arastirilabilir.
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