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2016, 97 Sayfa, 1 Ek

Bu tezde 1s1 denklemi ile ifade edilebilen bir para birikim modeli, integral sinir
kosullarina sahip oldugu durumda incelenmistir. Fourier yontemi ile problemlere karsilik
gelen Sturm Liouville problemleri elde edilmistir. Iki farkli problem igin elde edilen Sturm
Liouville probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 bulunarak sinir deger problemlerinin
¢Oziimii yazilmistir. Ayrica, Cizgiler yontemi ve Crank Nicolson yontemleri ile integral

sinir sartlaria sahip para birikim modellerine uygulanarak sonuglar karsilastirilmistir.
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In this thesis a family saving model which can be represented by heat equation is
studied with different integral boundary conditions. By the Fourier method, corresponding
Sturm-Liouville problems are obtained. Eigenvalues and eigenfuctions of the two different
problems are given and solutions of the problems are showed. In addition, Method of Lines
method and Crank Nicolson method are applied to family saving model with integral

boundary conditions. Results of the numerical methods are compared.
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1.GENEL BILGILER

1.1. Giris

Son yillarda birgok fiziksel olay igerisinde aranan ¢oziimiin integralini barindiran,
klasik olmayan parabolik veya hiperbolik baslangi¢-sinir deger problemler ile modellendi.
Bu integral hem kismi diferansiyel denklemin kendisinde hem de smir kosulunda ortaya
cikabilir (Fairweather ve Saylor, 1991).

Lokal olmayan smir kosullari, aranan ¢dziimiin veya ¢dzlimiin tiirevlerinin farkl
sinir noktalarinda veya i¢ noktadaki degerler ile verilen baglantidir. Aranan ¢dziimiin
integral biciminde sinir kosullar1 da lokal olmayan sinir kosullarina indirgenir (Samarskii,
1980).

Uygulamada kimyasal diflizyon, 1s1 iletim siireci, termoelastisite, niifus dinamigi,
titresim problemleri, niikleer reaktdor dinamigi ve bazi biyolojik siirecler gibi alanlarda

lokal olmayan sinir problemleri ile karsilasilir (Fairweather ve Saylor, 1991).

Literatiirde integral sinir kosuluna sahip parabolik ve hiperbolik baslangi¢-sinir deger

problemleri ile ilgili yapilan ¢aligmalari verelim.

Klasik olmayan

2
a—”=a25—‘2’+f(x,t),0<x<1,0<t3T (1)
Ot ox
u(x,0)=0(x), 0<x<1 (2)
u (0,0)=g(t), 0<t<T 3)
(1)
[ uGx.0ydx=m(), 0<b(r)<1, 0<t<T (4)

0

(1)-(4) parabolik baslangi¢ sinir problemi bir ¢ok fiziksel olayr modeller. Kat1 kimyasalin

difiizyon siireci i¢in u(x,t) kimyasalin konsantrasyonunu gosterirse m(z), 0 < x <b(t)

arasinda ¢ zamaninda toplam kimyasalin kiitlesini ifade eder. Is1 iletim siireci i¢in u(x,?)



sicakligr gosterirse m(t), 0<x<b(t) arasinda ¢ zamaninda toplam i¢ enerjiyi belirtir

(Cannon ve Van Der Hoek, 1980).

Cannon ve Van Der Hoek (1986) (1)-(4) problemi i¢in ¢éziimiin varligini, tekligini

ve baslangi¢ degerlerine bagliligini gosterdi.

Kamynin (1963) S, = {(x,1): X,(t) < x < X,(#),0 <t < T} bolgesinde

ou o’u ou
m =a(x, t)y +b(x, t)a +c(x,u+ f(x,t)

lineer parabolik denkleminin
u(x,0)=h(x)
baslangi¢ kosulu ve
u(X,(0),1) = (1)
X, (1)
j 2(x, ulx,t)dx = E(f)

X, (1)

sinir kosullart altinda varligini ve tekligini inceledi.

Ionkin (1977)

ou @

5 =da 8x2 (5)
u(x,0) = o(x) (6)
u(0,1)=0 (7)
[utx,)dx = m(z) (8)

0
probleminin ¢éziimil i¢in (8) integral sinir kosulunu

u, (1,t)—u(0,¢) = m'(t) 9)



(9) smur sartina doniistiirerek problemin varligini, tekligini ve baslangi¢ degerlerine olan
baghligimi kanitladi. Tonkin, Fourier yontemiyle elde edilen Sturm Liouville probleminin
0zeslenik olmadigini, sinir kosullarinin zayif regiiler oldugunu ve karsilik gelen
Ozfonksiyonlarin tam sistem olusturmadigint gosterdi. lonkin, ek 6zfonksiyonlar

yardimiyla sinir probleminin 6zfonksiyonlarini tam sisteme tamamlamustir.

Ionkin ve Moisiyev (1977)
u, =u,, —q(xX)u+ f(x,1)
kismi diferansiyel denklemi i¢in en genel halde sinir kosullarinin
agu (0,t)+au (1,t)+byu(0,t)+bu(l,t) =0
cout, (0,6)+cu (1,6)+du(0,¢)+du(l,t) =0

kuvvetli regiiler olmasi durumunda ¢6ziimiin varligini, tekligini ve baslangi¢ degerlerine

olan baghligini gosterdi.

Lin (1988) (1)-(4) probleminde f(x,f) yerine nonlineer f(x,t,u,u ) alarak
¢Oziimiin varlhigini, tekligini ve baslangic degerlere olan baglilig1 iizere caligmalar

yapmuigtir.

Day (1983) termoelastik bir cubugun yar1 statik biikiilmesi iizerine yaptigi

caligmalarda entropinin

ou 82_u

E—a e + f(x,7) (10)
u(x,0) = o(x) (11)
u(0,¢) = j K, ()u(x, )dx+ g, (1) (12)
u(l,t)= j‘Kl(x)u(x,t)dx+ g,() (13)

parabolik tipli kism1 diferansiyel denklemi saglandigini gosterdi.



Ayrica Day (1983)

[IK(oldx <1, [|K, (0)]dx <1

0 0

sartt altinda (10)-(13) denklemlerinin varligmi, tekligini ve ¢Oziimiin bazi analitik

ozelliklerini inceledi.

Bouziani (1996) Q=(0,b)x(0,7) dikdortgensel bolgede a(¢),a'(r) fonksiyonlari

sinirli olmak tlizere

Lu=2% 4 1y atn 0" _ f£(x,0)
ot

ax2m -

denklemi i¢in baslangi¢ kosulu
I(u) =u(x,0) = p(x)

ve sinir sartlart
b
[ u(x,tydx =0, k=0,..2m~1
0

olan problem i¢in ¢dziimiin varligini ve tekligini gostermistir.

Popov ve Tikhanov (2004) parabolik tip denklem igin

j.u(x, t)dt = p(x)

0

zamana gore lokal olmayan sinir kosullarini incelemistir.

Blasio (1983) balik popiilasyonu lizerinde birinci dereceden hiperbolik baslangic

sinir deger problemi olan yas temelli niifus modelinin ¢6zliimiinii inceledi. Blasio

tarafindan incelenen yas temelli niifus modeli, u(a,f) ¢ zamaninda a yasinda olan

niifusun yogunlugunu gostermek iizere

%+Z—Z =-m(x)u, x €[0, 4]

u(0,0) = f(E@)E()



u(x,0) = u, (x)
seklindedir. Burada
A
E(f)= jo b(s)u(s,t)ds

ile verilir. Bu problemde m(t) ve b(¢z) sirasiyla 6lim ve dogum oranimni E(¢), anneden
gelen yumurta liretimini ve f ise avlanma sonucunda hayatta kalan yumurta oranini

gosterir.

Lokal olmayan sinir deger problemlerinin ters problemler ile de siki iligkisi vardir.
Integral sinir sart: bu problemlerde ek kosul olarak ortaya cikar. Ornek olarak Cannon ve

Lin (1988)
u =u_+pu+F(xtuu ), 0<x<l, 0<t<T
parabolik kismi diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ kosulu
u(x,0)=u,(x), 0<x<l
sinir kosulllari
u (0,0)=f(), u,(,t)=g(), 0<t<T

olan problem i¢in
[ wouendx=E@), 0<1<T

seklinde ek kosul alarak (u, p) ¢iftini bulma problemini inceledi.

Integral sinir sartina sahip problemler icin bir ¢ok sayisal ¢alismalar yapilmistir.
Cannon, Lin ve Wang (1990), (1)-(4) problemi i¢in Crank Nicolson temelinde sonlu fark
yontemi sunmustur. Kullanilan yontem kararli, x ve ¢ ye gore ikinci dereceden hassasliga
sahiptir. Bu problem i¢in Cannon ve Van Der Hoek (1982) g¢alismalarinda sonlu fark

yontemi, Cannon vd (1987) calismasinda Galerkin semasi gelistirdiler.



Fairweather ve Saylor (1991) (1)-(4) problemi i¢in keller box semasini1 gelistirdi ve
Galerkin semasi ile karsilagtirdi. Bu calismada 1 6rnek hari¢ Keller-Box semasinin daha

kesin sonuglar verdigini gosterilmistir.

Murthy ve Verver (1992), Runge Kutta Chebyshew (RKC) metodunu (4) integral

sinir sartini
u (0,6)=u (b,t)+m'(t)
Neuman tipli sinir sartina dontistiirerek uyguladi.

Gumel (1999) cizgiler metodunu (1)-(4) problemine uygulamistir. Cizgiler yontemi
ile benzer ¢alismalar Ang (2003-2005), Ekolin (1991), Dehghan (2003) ve Rehmana vd
(2011) tarafindan yapilmistir.

Wang ve Lin (1990) (10)-(13) denklemine Crank Nicolson metodu uyguladi. Bu

problemde integral sinir sartlarina agin igerisinde Simpson kuralin1 kullanmaisgtir.

Bu tezde de ekonomide karsilasilan parabolik tipli kismi diferansiyel denklem ile
verilen para birikim modelinin integral sinir sartina sahip oldugu durum incelenmektedir.
Bu amagla 6nce Erofeenko ve Kozlovski (2011) tarafindan calisilan para birikim modelini

ve integral sinir sartlarini verelim.

1.2. Para Birikim Modeli

Bir ailenin para birikim denklemi, x(¢), t anindaki para birikimini géstermek {izere
dx =F(x,t)dt +G(x,t)dX, G=0 (14)

ile verilir. (14) denkleminde F'(x,¢) ailenin gelir ile gider oran1 arasindaki farkini veya
birikim hizini temsil eder. Birimi [TL]/ay’dir. X Markov stokastik siireci olmak iizere

G (x,t)dX terimi ise ailenin rasgele gelir veya gider oranini gosterir.

Bir N, sayida aile kiimesi diisiinelim. Ailelerin bireysel birikimini g6z ardi ederek

herbir aile birikiminin (14) denklemini sagladig1 varsayilsin. Zaman degistikce bu aile

kiimesinde birikimin dagilim1 i¢in model olusturulmak istensin.



Bu amagla OX ekseni ilizerinde N, tane nokta alalim. Her bir nokta ¢ aninda bir
ailenin birikimini gostersin.

AQ(x,t), t aninda [x,x+Ax] aralifina yerlesen ailelerin sayisi olsun. # aninda x
birikimine sahip ailelerin yogunlugu u(x,?)

AQ(x,t) (15)

u(x,t)= Erg) ™

ile verilir. Aciktir ki

Q(t):]gu(x,t)dx (16)

X

t aninda birikimi [)c1 , X, ] araliginda yerlesen ailelerin sayisi olur. Buradan

I u(x,t)dx =N,

olur.

Q, = (— 0 <X <X, )u (x2 <x< oo) olsun. Zamanla ailelerin birikmi degisir. [¢,,,] zaman
araliginda birikim degisiminden dolay1 ailelerin bir kismi [x1 , X, ] araligia girer bir kismi
ise bu araliktan ¢ikmus olur. 7, den 7, ye gegen zaman arahginda [x,,x,] arahiginda aile

dengesi i¢in bir bagint1 yazalim.
AQtltz =11, +1I, + 11, (17)

Burada AQ, , f, den #, ye gecen zaman aralifinda [x,,x,] araliginda aile

sayisinin degisimidir. /7, bu zaman araliinda belirli sabit gelir veya gider ile [xl,xz]
araligina yerlesen ailelerin sayisi, /7, rasgele artis ve azalmalar gore [xl,xz]arahgma
yerlesen ailelerin sayisi, /7, bu zaman siiresince bagka aile kiimelerinden N kiimesine
gelen ve [x,,x,| arahigina diisen ailelerin sayisi veya N kiimesinde birikimi [x,,x, ]

araliginda olup baska aile kiimelerine giden ailelerin sayisi olsun.

AQ,, yi hesaplayalim.



X, Xy Xy

AQM2 = Q(tz)—Q(tl) = ju(x,tz)dx—ju(x,tl)dxz ju(x,t)i:jlz dx
. X x x (18)
=;H%dtdx

II, hesaplayalim. Ar siiresinde OX ekseni lizerinde bir noktanin gittigi yol

AS=F (x,t)At olur. Burada AS aile birikiminin degisimini gosterir. Yani Af zaman

. AS. . N
O XI IXl X2I
Sekil 1. At siiresinde bir noktanin aldig1 yol

stiresince AS araliginda yerlesen biitiin aileler [x1 , X, ] araligina dahil olur.

x, noktasinin komsulugunda u(x,t) niifus yogunlugu u(xl,t) ye esittir. O halde At

siiresinde x, den gegerek [x,,x,] araligmna dahil olan ailelerin say1si
M(xl) = u(xl,t)AS = u(xl,t)F(xl,t)At
ifadesi ile tanimlanir. Benzer olarak x, noktasi i¢in
M()c2 ) = —u(x2 ,t)F(x2 ,t)At
ifadesi Atsiiresinde x, den gegerek [xl , X, ] araligindan ¢ikan ailelerin sayisin1 verir.

Dolayisiyla At siiresinde [xl,xz]arahgma belirli artim ve azalmalar ile yerlesen aile

sayisl
AM = —[u(x2 ,t)F(x2 ,t)— u(x1 , t)F(x1 , t)]At
olarak bulunur. ¢, den ¢, ye kadar A¢' zaman araliklarina gore toplanirsa

At =0

ZAM:‘ :‘Z[”(xzafi)F(xz,ti)—u(xl,ti)F(xl,tf)]At" -



L2} b X,

it [uloey 0)F (xy 1) = ulox, 1) F (2 )dt__,j x,)F(x,1) XZdt——[H (uF )dxdt

elde edilir. Dolayisiyla

11, :—T]%ai(u(x,t)F(x,t))dxdt (19)
X
bulunur.

11, yi hesaplayalim. t ve ¢+ Ar zaman araliklarina uygun ailelerin birikimi gosteren

Sekil 3’teki gibi iki OX ekseni goz Oniine alalim.

¢t anmdan baslayarak ¢+ Af anmna kadar rasgele artis ve azalmalara gore Q, ’dan [x1 ,xz]

araligina diisen ailelerin sayisin1 bulalim.

—

F Y
t+ At | -
X X2
ﬂ; t : i'l.'_fi . . | cl-:- >
Yi X1 ¥z ¥
8] hx

Sekil 2. t ve t + At zaman araliklarina uygun ailelerin birikimi

Bunun i¢in Q, bolgesini Ay, uzunluklu elementer araliklara bolelim. ¢ aninda Ay,
elementer araliginda u( yl.,t)Ati sayida aile vardir. Bu aileler Atz zaman araliginda OX

ekseni boyunca rasgele olarak dagilir. ¢+A¢ aninda bu dagilimm yogunlugu

p(yl, X, 1+ At) olsun. 4+ At aninda y, noktasindan [xl ,xz] araligina diisme olasiligt
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J%p(yl.,l,x,t+At)dx

X

olur. O halde Ay, araligindan rasgele olarak [x] , xz] araligina yerlesen aile sayisi

ALi - sz(yivt;xat-i- At)dxu(yl’t)Ay’

X

olur. Bu degerler Q, kiimesinin boliindiigii tim Ay, araliklarina gore toplanirsa

ZALi = Zsz(yiat;xat""At)dx”(yi’t)Ayi —>

iy Ay; =0

X3

_)j ju(y,t)p(y,t;x,t+At)dx dy =1,

Ay;—0 Q| x

integrali elde edilir. 7, integrali A¢ zaman siiresince Q, kiimesinden [x,,x,] araligina

diisen ailelerin sayisini verir.

Simdi [x,,x,]| araliginda Q, kiimesine diisen ailelerin sayisin1 bulahm. Agiktir ki

[x,,x,] dan Q, kiimesine diisen noktalarin sayisi

I, = T[ Iu(y, p(y.t; x,t + At)dx] dy.

x| Q

Sonugta A¢ zaman siiresinde [xl,xz] araligindaki aile sayisindaki degisim

Q| x x| Q

Al=1 -1, = I {[u(y,t)p(y,t;x,tJrAt)dx}dy—Il:j u(y,t)p(y,t;x,ttht)dx}dy
olarak elde edilir. Integrallerin yerini degistirilerek ve déniisiimler yapilarak

Al = f{ [uly.0)ply. 53,0+ At)dy}dx + I fu(y,t)p(y,t; X1+ At)dy dx -

x| Qp Xi X

- ffu(y,t)p(y,t;x,t + At )dydx — I“u(y,t)p(y,t;x,t—i— At)dy] dx =

X,

0 1
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= J-[Tu y,t X t+At)dy}dx— jj uly,t (y,t;x,t+At)dydx

—00X)

elde edilir.

Olasilik yogunlugu i¢in I Py, t,x,t+Au(y,t)dx =1 esitligini dikkate alinirsa

Az:Tﬁu(y,t)p(y,t;x,HAt)dy_u(x,t)}dx

X —00

olarak bulunur. Ayrica yogunluk fonksiyonunun

:jiu(y)p(y,t;x,t+At)dy—u(x) :[—ai(c(x,t)u(x))+l—2(b(x,t)u(x)) At+0(At)

X 2 0x
ozelligi ile

a 1 o7

olarak elde edilir.

[#,,t,] zaman aralifin1 A¢, miimkiin elementer araliklara bdlerek ve bu integrallerin

ifadelerini toplayarak

2

Z‘Mi ) Z][_;c(c(x’ﬂ)”(x”i )+ ;;Z(b(x,t")u(x,t"))}dxmf N

X A0
_>t'|2‘JZ —i(c(x t)u(x t))+la—2(b(x t)u(x,t)) |\dxdi =11 (20)
A0 3, ox ’ ’ 2 ox’ ’ ’ :
olarak bulunur.

Simdi /7, Gbulahm. 7, den ¢, ye gegen zaman sirecinde baska aile kiimelerinden

bazi aileler N kiimesine gelip [xl,xz] araligina yerlesir veya [xl,xz] araliginda olup baska

aile kiimelerine go¢ eden aileler vardir. Bu zaman siirecinde [xl,xz] araligna gog ile

degisimi gosteren yardimci bir f (x,t) fonksiyonu alinsin. Agiktir ki
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11, :TTf(x,t)dxdt (21)

4 x

f (x,t) >0 ise t, den ¢, ye gegen zaman siirecinde baska aile kiimelerinden N
kiimesine gelip [xl,xz] araligina yerlesen ailelerin, go¢ ile gidenlerden fazla oldugunu
gosterir. Eger f (x,t) <0 [xl,xz] araliginda olup bagska aile kiimelerine go¢ eden ailelerin

sayisininin fazla oldugunu gosterir.

(17) esitliginde (18),(19),(20) ve (21) kullanilirsa

—d dt = (2 uF dxdt+ [ —i cu +l@_ bu dxdt+tzxzfdxdt
8x( Ox ) 2 0x° ( )

4% X

hox hx

integral 6zdesligi bulunur.

[#,,¢,] zaman araliginin ve [x,,x,] araligimnn keyfiligine ve ortalama deger teoremine

gore integraller kaldirilirsa

8u__ﬁ _0_2
= ax((chF) )+ a0 —(bu)+ f (22)

parabolik kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Literatiirde bu tipli denklemler

Kolmogorov denklemleri olarak da bilinir. Sayet stokastik siire¢ yoksa ¢ =0 ve b=0

diferansiyel denklemi elde edilir.

1.2.1. Sonlu Uzayda Para Birikimi Modeli Icin Simir Kosullar

1.2.1.1. Maksimum ve Minimum Birikimin Sinirlandig Sinir Kosullar:

Bir N =(OSxSl) aileler kiimesinde (22) birikim modelini ele alinsin. Bu aile

kiimesi i¢in t=0 aninda birikimin yogunlugu verilsin. Uglarda sinir kosullar1
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ul ., =0, u

x=l"

olarak verilir. Yani ¢ok biiyiik ve ¢ok kiiclik birikime sahip olan aillerin yogunlugu sifira

yaklagir. Bu durumda model

% %(Cu)_%;c—zz(bu):f D=(0<t<o)x(0<x<l),
ul,_o=p(x), 0<x</,
u,,=0, u ,=0, t>0,

seklindedir.

1.2.1.2. Aile Akisim Iceren Simir Kosullar

Bir [x1 , xz] araligindaki ailelerin sayisindaki degisim (16) ve (20) kullanilarak

%t(t) ZT —%(Cu%%a(%(bu)}dx = 11(x,, 1) 1(x, 1)

X

olarak bulunur. Burada 77 (x,t) , X noktasindan pozitif yonde gecen (akan) ailelerin

sayisidir ve

11(x,1)= _%E(b(x,t)u(x,t)pc(x,t)u(x,t)

ox

seklindedir. Sayet I7(x,,t)=0, I1(x,,t)=0, ise dg—ft) = 0 dir. Yani bu araliktaki ailelerin

say1si Q(t) = N, sabittir. Boylece 0 < x </ araliginda akis oldugunda sinir kosullari

10.0)= . (1), 17(.0)= o, 0).

seklinde tanimlanir. Buradan baslangi¢ kosulu ve smnir kosullari yazildiginda kismi

diferensiyel denklem
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2
%Jr%(cu)—%ai—z(bu):f D=(0<t<»)x(0<x<l),
u|t:0=(p(x), 0<x<I,
10 10
2] =a), (-3 u)s ) =l r20,

olarak elde edilir.
1.2.1.3. integral Simir Kosullari

[0,/] arahgm Ax; uzunluklu 7, :[xi ,x! +Axi] araliklara bolelim. Birikimin

yogunlugu tanimina gore

AQ(x,t)

x,t —hm
u(x,1) "

oldugundan o halde I; araliginda AQ, = u(xi ,t)Axi tane aile vardir. Her bir I; araligindaki

ailelerin birikimi x; oldugundan bu araliktaki aillerin toplam birikimi
AK, = x[u(xi,t)Axi

olur. Elementer araliklara gore toplanirsa araligindaki [O, [ ] toplam birikim

ZAK Zx u(x t)Ax Ax_)OJ‘ u(x,t)dx = O(z‘)

olarak bulunur. K (Z) , taninda [0, [ ] araligindaki toplam birikimi gosteren fonksiyondur.

Sinir  kosullart birlestirilirse smir kosullarinin biri lokal olmayan parabolik kismi

diferensiyel denklem
2
2y 1O
ot Ox 2 ox°
u(x,0)=p(x), 0<x</ (24)

~(bu)=f, D=(0<t<0)x(0<x<I) (23)
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u(0,¢)=0

1
Ixu(x,t)dx:KO (t), t>0
0

elde edilir.

Ayrica AQ, = u(x[,t)Ax[ oldugundan u

ou 0O 1 6°
+

o ox 2 ox°
u(x,0)=p(x), 0<x</

1
Iu(x,t)dszo (t), t>0
0

1
Ixu(x,t)dszO (t), t>0
0

—o= Osnir kosulu yerine

(Cu)———(bu):f, D=(0<t<oo)><(0<x<l)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

olarak aliirsa iki tane lokal olmayan sinir kosullarindan ibaret problem elde edilir. Burada

N, (t) , araliktaki ailelerin sayisini belirtir (Erofeenko ve Kozlovski, 2011).

denklemlerinde f = f(x,?) olmak iizere para birikim modelinin 6zel durumu olan

Ve

Tez iki boliimden olusur. Tezin 1. boliimde (23)-(26) ve (27)-(30) kismi diferansiyel

ou , 0'u

—=a"—+f, D=(0<t<o)x(0<x<l1
ot ox’ 4 ( ) ( ' )
u(x,0)=¢(x), 0<x<I1

u(0,£)=0

1
Ixu(x,t)dszO (t), t>0
0

2
a_u:aza—zl+f, D:(O<t<oo)><(0<x<l)
ot Oox

u(x,0)=p(x), 0<x</

1)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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ju(x,t)dszo(t), t>0 (37)

jxu(x,t)dx:Ko(t), t>0 (38)

kismi diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii incelenmektedir. Ayrica (31)-(34) ve (35)-(38)

para birikim modeli /' =¢g(x)u+ f(x,t) olmak ilizere doniistiiriilen integral sinir kosullari

alinarak elde edilen

% =d* %+ g()u+ f(x,1) (39)
u(x,0) = ¢(x) (40)
u(0,£)=0 (41)
u,(L,t)—u(l,t) = a(?) (42)
ve
% =a? Z%% g(X)u+ f(x,) 43)
u(x,0) = o(x) (44)
u,(1,0)=u,(0,0) = a(?) (45)
u, (L) —u(l,0) +u(0,1) = B(2) (46)

kismi diferansiyel denklemin ¢dziimii incelenmistir.

Tezin 2. bolimiinde (31)-(34) ve (35)-(38) kismi diferansiyel denklemlerine

literatiirde yer alan Cizgiler metodu ve Crank Nicolson sayisal yontemleri uygulanmistir.



17

1.3. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Tammm 1.3.1. U c R" acik kiime, xeU ve u:U — R olmak iizere bilinmeyen u(x)

fonksiyonu ve onun kismi tlirevlerini igerisinde barindiran denkleme kismi diferansiyel

denklem denir.

En genel halde k. mertebeden (k >1) kismi diferansiyel denklem
F(D*u(x), D" 'u(x),..., Du(x),u(x),x) =0

biciminde yazilir. Burada
F:R" xR x.xR"xRxU —R

seklinde bilinen bir fonksiyondur.
Kismi diferansiyel denklemler L operator olmak iizere
Lu(x)=f

operatdr formda da gosterilebilir.

Tamm 1.3.2.

1)  Verilen a, (|a| <k) ve f fonksiyonlari ile (47) denklemi

> a,(x)Du=f

|e|<k

(47)

formuna sahip ise lineer kismi diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Eger f =0 ise

lineer kismi diferansiyel denklem homojen olarak adlandirilir aksi durumda kismi

diferansiyel denklem homojen olmayandir denir.

ii)) Eger (47) denklemi
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Z a,(x)Du+ay,(D*u,..., Du,u,x) =0

|e|=k
formuna sahip ise yar1 lineer kismi diferansiyel olarak adlandirilir.
ii1) Eger (47)denklemi

Z a,(D"u,..., Du,u,x)Du +a,(D* 'u,..., Du,u,x) =0

o=k
formuna sahip ise quazi lineer olarak adlandirilir.
iv) Diger biitiin formlarda kismi diferansiyel denklem nonlineer olarak adlandirilir.

Tamm 1.3.3. Bir D bolgesinde tanimlanan, siirekli tlirevlenebilir tiirevlere sahip olan ve

(47) esitligini saglayan u(x) fonksiyonuna kismi diferansiyel denkleminin klasik ¢6ziimii

denir. Eger u¢oziimii, D bdlgesinin i¢indeki bazi noktalarda kendi veya kismi tiirevleri

stirekli degil ise bu ¢oziime zayif ¢oziim veya genellestirilmis ¢6ziim olarak adlandirilir.

Tanim 1.3.4. Kismi diferansiyel denklemin biitiin ¢dziimlerinin koleksiyonuna genel

¢Oziim denir.

Tamm 1.3.5. Bir bolgede baslangic ve sinir degerleriyle verilen bir kismi diferansiyel

denklem asagidaki kriterleri sagliyorsa iyi tanimlidir denir.

1) Varlik: En azindan bir ¢6zlim vardir.
1) Teklik: En fazla tek ¢6ziim vardir.
1i1) Kararlilik: Verilen verilerdeki kiigiik degisiklik ¢oziimde kiigiik degisimler

uretmelidir.

Tammm 1.3.6. Uygulamada fiziksel durumdan dolay1 ortaya c¢ikan, yardimci kosullari
saglayan 0zel ¢oziimler aranir. Bu yardime1 kosullar, baslangi¢c veya sinir kosullar1 olarak

verilir.

Genel olarak sinir ve baslangi¢ kosullar1 4 baglikta toplanabilir.
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1) Cauchy Sarti: Bilinmeyen fonksiyon u(x,t) veya u,(x,t) *nin 6zel bir
noktada ¢t =0 veya ¢ =1, da degerleri ile tanimlanan kosuldur.

i) Drichlet Sarti: u ¢6ziimii, D bolgesinin 0D sinirinin her noktasinda
tanimlandig1 kosuldur.

1i1) Neuman Kosulu: u ¢6ziimii, D bolgesinin 6D sinirinda 2—” normal tiirev

n

degerleriyle tanimlandig1 kosuldur.

1v) Robin Kosulu: u ¢oziimii, D bolgesinin 6D simirinda 2—u+au degerleriyle

n

tanimlandig1 kosuldur.

Bu tezde yukaridaki sinir kosullarindan farkli olarak u ¢oziimiiniin integrali ile
verilen sinir kosullar1 incelenmektedir. Bu tiir sinir kosullarina lokal olmayan sinir

kosullar1 denir.

1.4. Is1 Denklemi

u(x,y,z,t) kati bir cisimde t aninda (x,y,z) noktasinda sicaklig1r gostersin. k

cismin iletkenlik katsayisi, p cismin yogunlugu, ¢ 6zis1 olmak iizere 1s1 denklemi
cpZ—L; =div(k grad u)+ F(x,t)

ile verilir. Eger cisim homojen ise 1s1 denklemi
u, =a’Au+F(x,t)

seklindedir. Bir boyutta / uzunlugunda bir ¢ubuk i¢in 1s1 denklemi
u, =a’u_+ f(x,1)

seklindedir (Evans, 2010).
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1.4.1. Is1 Denklemine indirgenebilen Denklemler

u,=alt)u,, a()>0

xx 2

kismi diferansiyel denkleminde

At)= [ aGdn, t=¢(A®)
degisken donlisiimii yapalim. ¢ , 4 ‘nin ters fonksiyonu olmak iizere U(x,7) = u(x, (7))
degisken doniisiimii yapilirsa

Ur = Uxx
kismi diferansiyel denklemine indirgenir.

u,=u_—b(tu,

kismi diferansiyel denkleminde x =& + jb(n)d n olmak tizere
0

U(&,t)=u(&+ [ b(n)dn,t)
0
degisken dontisiimii yapilirsa

U,=Ug

denklemine indirgenir.
u, =u_—c(t)u

kismi diferansiyel denkleminde

t
vV =uexp Dc(n)dn}
0
degisken dontigiimii yapilirsa

=V

t XX
1s1 denklemine indirgenir.

Dolayisiyla
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u,=atyu, —bt)u —c(t)u

kismi diferansiyel denklemi yukaridaki doniistimler sayesinde 1s1 denklemine indirgenebilir

(Cannon, 1984).

1.4.2. Is1 Denkleminin Temel Coziimii

Tek boyutta

u,=u,, -00<x<+o0

u(x,0)= f(x), -0<x<+w0, J._+m|f(x)|2 dx < oo
ile verilen Cauchy probleminin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢in

Uty = [ ue s

u(x,t) = U(k,t)e™dk

_LJ“
\/g_oo

Fourier doniistimii kullanalim. Bu doniisiim ile 1s1 denklemi

j”’[‘wéf D | Uk, z)} e“dk =0, Vx

1
27
denklemine doniisiir. Bu esitlikten

UKD | Uk, =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denkleminin ¢dziimii
Ulk,t)= F(k)e™*"

seklindedir. Burada F(k)

Flk) = ﬁj*j Flo)e " dy
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baslangi¢ degeri f(x) ‘in Fourier donlisimiidiir. Ters Fourier doniisimii uygulanirsa

¢Ozum
1 +00 2 . 1 +o0 +00 2 .
u(x,f)=——\| F(k)e """ dk =— e K1) kg
(x,0) == [ Fo ol £

olarak elde edilir.

+oo 2. _ Y/ Sy
J‘ ektelk(xf)dég: _e(x§)/4t
% \/t

oldugundan dolay1 Cauchy probleminin ¢oziimii

C(x=¢)
4t déf

u(x,t)=

Tl e
= [T K(xe-&0f()ds

olarak yazilir. Burada

_=§)?
e 4t

K(x,t)=

1
4t
seklinde olup bu fonksiyon 1s1 denkleminin temel ¢6ziimii olarak adlandirilir (Tikhonov ve

Samarskii, 1963).

Ornek: Para birikim modelinde C >0 ve b sabit olmak iizere

ou 1 o’u ou

27  ox

o 2 ox

u(x,0)= N,6(x—x,), —0<x<ow

Cauchy problemini gz dniine alalim. ¢ =0 aninda .[ NyS(x—x,)dx =N, aile vardr.

—00

Temel ¢6ziim kullanilarak u(x,¢) ¢ozimi

u(x,t):No j 5(§—XO)K(X_§’t)d§\/%GXP{_%}
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seklindedir.

t=0

u(x,t)

XO x

Sekil 4. t =0 aninda u(x,¢) grafigi

u(x,t)

%o

Sekil 5. ¢t >0 ikenu(x,t) grafigi

Sekil 4’de t=0 aninda x, noktasinda bulunan yogunluk ilerleyen ¢ degerlerinde Sekil

5 deki gibi dagilir. Yani bazi ailelerin birikim artarken bazi ailelerin birikimi ise azalir.

C >0 ise bu dagilma sabit gelir olan C hiziyla saga dogru hareket ederek gergeklesir.

FOURIER METODU

Genel olarak

2 n n-1
ST n ()Tt p, () a<xsb (8)

kismi diferansiyel denklemi

u(x,O):f(x),—(x,O)zgo(x) (49)

ot
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baslangi¢ kosullar1 ve

n—1 avu n—1 avu
a. + A =0, =1,2,... 50
VZ:(; Jv (axv jx_a Zﬁ/v (axv jx_b ‘] n ( )

v=0

siir kosullart ile verilen sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in Fourier metodu kullanilmak

istensin. Burada (48) denklemi (49) ve (50) sinir kosullarini saglayan
u :y(x)(Acospt+Bsinpt) (51)
seklinde olan bir ¢6zlim aranir.

(51) ifadesi (48) denkleminde ve (50) smir kosullarinda yerine yazilirsa y(x)

fonksiyonunun
any an—ly
—+p, (x +...+ x)y+p"y=0 52
axn pl( )axn—l pn( )y py ( )

diferansiyel denklemini ve

n-1 a" n—1 av .
U.f(y)=Za_,-v(axfj +Zﬂ_,~v(a—)jj =0,j=1,2,...n (53)
- xX=a x=b

v=0 v=0

sinir kosullarini sagladigi goriiliir.

Eger y(x)#0 ise y(x) fonksiyonu (52)-(53) smir deger probleminin p° 6zdegerine

uygun 6zfonksiyonu olur. (52)-(53) sinir-deger probleminin biitiin 6zdegerleri

—P P2 =P
ve bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar1 da

V(%) 3, (%), p5 (%)

sekline siralanirlar.

(49) baglangi¢ kosullarin1 saglatmak i¢in asagidaki seri olusturulur.

u= iyn (x)(Ancospnt + aninpnt)
n=l1
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serisi formal olarak (48) denklemini ve (50) sinir kosularini saglar. (49) baslangi¢

kosullarindan birincisi saglatilirsa

£(x) =345, (x) (54)

n=1

elde edilir. Burada f(x) fonksiyonu, (52)-(53) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarina

gore acilimdan olusur. Fourier katsayilar1 4,

A, =(f,3,)=[ (), (x)dx

ile verilir (Naimark, 1968).

1.5. Lineer Diferansiyel Denklemler Teorisi

Tanim 1.5.1.

l(y) =p, (x)y(") +p, (x)y("_l) +...+p, (x)y (55)

bicimindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. Burada » sayis1 diferansiyel ifadenin

mertebesi ve p,(x),...,p,(x) fonksiyonlar1 da diferansiyel ifadenin katsayisi olarak

adlandirilir. [ po(x)]_l, p,(x)...p,(x) fonksiyonlarmin siirekli oldugu varsayilir. Bu

fonksiyonlarin iizerine ek kosullar da konulabilir.

Tanim 1.5.2. y fonksiyonunun ve onun [a,b] arali§inda (n—1). dereceden tiirevlerinin a

ve b noktalarindaki degerlerini

ya,y;,...,yfl"fl),yb,y'b,...,yé”fl) (56)

ile belirtelim. (56) degerleriyle olusturulan

U(y)=doy, +ay, +ot o, 3+ By, + By, +ot By (57)

ifadesi bir lineer form belirtir.

Tamm 1.5.3. k=1,2,...m ve y(x)eC" i¢in (57) bicimde U, (») ile olusturulan
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U, (y):O, k=1,2,...m (58)
esitliklerine sinir kosullar1 denir.

Tamm 1.5.4. /(y) =0, U, (»)=0, (k=1,2,...,m) esitliklerini saglayan y(x)e C"[a,b]
fonksiyonlarinin bulunmasina iligkin verilen /(y) =0 diferansiyel ifadesi homojen sinir

problemi olarak adlandirilir.

Tamm 1.5.5. Homojen sinir probleminin sifir olmayan y(x) ¢Ozlimiiniin bulunmak

istensin. m =n olsun. A bir parametre olmak iizere

I(y)=2y, U (»)=0, k=L,m (59)

homojen sinir probleminin sifir olmayan ¢oziimiinii garanti eden A sayisina L diferansiyel

operatoriin 6zdegeri ve A ’ya karsilik gelen, sifir olmayan y ¢6ziimiine ise 6zfonksiyon

denir.

Tamm 1.5.6.y, = y,(x,1), (k= I,_n) olmak iizere /(y) = Ay denkleminin

0, s#k

s—1 O,/l —
i (0,4) {1’ Gk

kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. O halde (59) probleminin genel ¢6ziimii

y(X) = y(x7 2’) = clyl (xaﬂ’)+62y2(x7ﬂ’)+"'+cnyn (xa ﬂ“)

seklindedir. Burada ¢,,c,,...,c, sabitleri bulmak i¢in U,(y)=0, k=1..m smir kosullari

kullanilirsa

UW=U,(cy+..+c,y)=cU)+..+cU,(y), k=Ln

seklinde denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢, ¢6ziimii i¢in

uo) Uy, .. U(y,)

A(l):Uz()ﬁ) U,(yy) - U,(»y,)

u,v) U,(») .. U,
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determinantinin sifir olmasi gerekir. A(4) ‘ya (59) sinir probleminin karakteristik
determinant1 denir. A(A) ‘nin sifirlar1 (59) sinir probleminin 6zdegerleri oldugundan

dolay1 (59)’ya spektral problem de denir.

y,(x,A) (k=1..n)A yagore analitik fonksiyonlar oldugundan dolay1 A(A)

karakteristik fonksiyonu da analitik fonksiyondur. Bu nedenle D bolgesinde

1) A(A) =0 ise o halde her bir A € D sayis1 6zdegerdir.
i1) A(A)#0 ise o halde D bdlgesinde sayilabilirden fazla olmayan sayida 6zdeger

vardir. Bu 6zdegerlerin D ‘nin dahilinde limit noktasina sahip degildir.

Baska deyisle siir probleminin sayilabilirden fazla olmayan sonlu limit noktasina

sahip olmayan 6zdegerleri vardir.

Dolayisiyla sinir probleminin 6zdegerlerinin bulunmasi A(4) =0 denkleminin

koklerinin bulunmasina indirgenir.
Ornek:
I(y)=-y"=4y
U(»)=x0)=0, U,(y)=x(r)=0
sinir deger probleminin 6zdegerini ve 6zfonksiyonlarini bulalim.
A =k* olsun. O halde denklemin genel ¢6ziimii y = ¢, sin(kx)+c, cos(kx) ve

karakteristik denklem

AQR) = = —sinkz =0

sinkzr coskrx

seklindedir. Buradan karakteristik denklemin sifirlar1 A, =k’ =n’ , bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise y,(x)=c,sinnx, n=1,2... seklindedir.
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Ornek 2:

[(y)=-y"=Ay

U()=y0)-y1)=0, U,(»)=»'0)+y'1)=0
probleminin 6zdegerlerini ve 6zfonksiyonlarini bulalim.

A=k’ olsun. Bu problemin genel ¢dziimii y = ¢, sin(kx) + ¢, cos(kx) ve karakteristik

determinant

—sink  l-cosk . 5 )
A(A) = . |=k(sin" k+cos" k—-1)=0
k(l1+cosk) —ksink

seklindedir. Buradan her bir A  Ozdegerdir. Bu durumda 06zfonksiyon

y(x,A)=Ccosk(x +%) biciminde yazilabilir. Burada C sifirdan farkli keyfi bir sabittir.

Tamm 1.5.7. Bir [a,b] araliginda

~(P(x)y'(x))'"+q(x)y(x) = Ap(x) p(x) (60)

denklemine Sturm Liouville denklemi denir. Bu probleme homojen sinir kosullari
eklendiginde bir sinir deger problemi elde edilir. Bu smir deger problemine Sturm

Liouville problemi denir.
Ikinci dereceden herbir
Po(0)y"(x)+ p(x)y'(X) + p,(x) y(x) = Ah(x) y(x)
diferansiyel denkleminin her iki tarafi exp(j%dx)/ Pp,(x) ifadesi ile carpilirsa (60)

Sturm Lioville problemine indirgenir.Burada p(x)=1 ise p(x) fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu denir.

1

b
Tamm 1.5.8. p(x) e C'[a,b] , p(x) € C*[a,b] oldugunda ¢ _ij-(p(x))] dx olmak tlizere
T

1

2(x) = j(’;gj d, u(x)=(p@p()} ¥, p=cA
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degisken doniisiimii ile (60) denklemi
—y"(x) + Q(xX) y(x) = py(x)

halini alir. Burada

0'(:) _ ()

0o < T 0(z) = (r(x)p(x))

0(z) =
seklindedir.

Ayrica [a,b] arahigt ¢= z_a

degisken doniisiimii ile [0,1] araligina

doniistiirtilebilir. Burada sinir kosullarinin bigimi degismeyebilir.

Tanimm 1.5.9. U (y), (v=1,2,..n) lineer formu goz oniine alindiginda eger U (y) formu

v>k igin ¥y veya »* larn bulundurup da y\” veya » lar bulundurmuyorsa k

sayisina U(y) formunun mertebesi denir.

n—1. mertebeden U, (y)formlarmi goz Oniine alalim. Bunlart digerlerinin lineer

toplamlar ile degiserek derecesi n—1 olan formlarin maksimum sayisini ikiden kiiglik
veya esit yapilabilir. Geride kalan formlarin dercesi n—2 olur. Ayni islemleri derecesi
n—2 olan formlara uygulanirsa sayilart minumuma indirilir. Bu isleme sinir kosullarin
normlastiriimasi adi verilir. Islem sonunda elde edilen sinir kosullarina normallestirilmis

sinir kosullar1 adi verilir.

Normallestirilmis sinir kosullart n—-12k, 2k, 2.2k, 20, k,, <k, olmak iizere

Uv(y)EUVO(y)+le(y)
k-1 ‘
Uy (v)= avyo(k‘:) + Zavjyo(’)
=0
k-1 '
Uy (»)=B2"+Y B0
=0

bicimine sahiptir.

Burada ¢, ve B, katsayilarindan en az biri sifirdan farklidir.
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Tamim 1.5.10. n. mertebeden lineer diferansiyel denklem /(y)=Ay ve A=—p" olmak

luzere

d"y 0"y v
" +p(x) o +...4p,(x)y+p"y=0
seklindedir.

Genelligi bozmadan p (x)#0 olsun. p,(x)#0 ise

~ 2 (s

y=ye

degisken dontisiimii yapilirsa

an—Z;
axn—Z

an ;
ox"

+1p, (x)

+ot p, (X)y+p"y=0

diferansiyel denklemi elde edilir.

Tim p dizlemini vz/n<arg(p)<(v+1)z/n esitsizlikleri ile 2n tane S,
dilimlere (v =0,1,2,...,2n—1) ayirilsin. w4, w,, ..., w, ise —1’in n.dereceden kokleri olsun.
Re(pw,)<Re(pw,)< ...<Re(pw,) esitsizligi saglacak sekilde bu koklerin bir dizilimi
mevcuttur.

Denklemin mertebesi # nin ¢ift veya tek olmasina baglh olarak sinir kosullari i¢in

asagidaki smiflandirma mevcuttur.

n=2u—1 oldugunda

s k k k i, k
aof ..aw  (a+sp)o) (aq+sB)ay., po,.. Lw,
k k k k k k
a0 ..o, (a+sp)or  (a+sp)al, Py, .. Lo

£, k, k, k, , k,
a0 ..a0r (a,+sp,)or (a,+sB)or, Bog,.. Lo,

6,+0s=

determinantindaki 6, ve 6, sayilar sifirdan farkli ise sinir kosullarina regiilerdir denir.

n=2u oldugunda
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1
% % K % % %
0 ..., (0‘1 +Sﬂ1)a’;} (0‘1 +;ﬂ1jwyl+1 ﬁla);tl+2 . po,

1

k; k k k k. k
6, a0 ... .a,0! a,+sp,)w; a,+=p, |0}, pol,.. Lo}
—1—{—90—{—915 = H ( ) H s u+l L+ n

|
K u ki Ky Ky Ky
ana)ll "'ana)y—l (an +Sﬂn)a)y (an +— nja),uﬂ ﬂna);HrZ"'ﬂna)n

esitliginden tanimlanan 6, ve 6, sayilart sifirdan farkli ise sinir kosullarina regiilerdir

denir.

Ornek: kinci dereceden diferansiyel denklemin sinir kosullar1 genel olarak
a,y, +by, +a,y, +b,y, =0 (61)
ey, +d,y, +c,y, +dyy, =0 (62)

seklindedir. Bu sinir kosullarinin regiilerligi inceleyelim.
1) ad, —bc, #0 olsun bu durumda y, ve y, ¢oziiliirse simr kosullari
y(') +a, ), + o, =0

yi +ay Y+, =0

halini alir. O halde

s s, —w,| S
s

elde edilir. Dolayisiyla 6, =0 ve 6, =—1ve €, =1 olur. Buradan siir kosullari regiilerdir.

Hatta 6, —46,0 , # 0 oldugundan kuvvetli regiiler olur.
i) ad, —bc, =0 ve |a1 | + |b1| >0 olsun bu durumda smnur kosullar

@y, +by, +ay, +b,y, =0
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CoYo+dyy =0

seklinde yazilabilir. O halde

1
(a,+sb)w, —(a,+ ;bl)a)2

ﬂ+t90+l9ls: |
g ¢, +sd, ¢, +—d,
s

=, (b, +ad,) [s + éj +2w,(a,c, +bd,)

oldugundan b,c, +a,d,; # 0 oldugunda sinir kosullar1 regiilerdir.

iii) a,=b =¢,=d, =0 Bu durumda a,d,—b,c, #0 olmasi gerekir. y, =0 ve

¥, =0 olur. Bu durumda

1

—4+6,+0s=| 1 :l—s
| s
s

oldugundan dolay1 sinir kosullari regiiler olur.
Sonug olarak
a) ad,—bc, #0
b) ad, —bc, #0 ve |a,|+|b|> 0 oldugunda b, +ad, #0
c) a,=b =c =d =0ise ayd,—byc,#0
oldugunda sinir kosullar1 regiiler olur.

Ozdegerlerin asimptotik ifadelerindeki esas terimlerin bigiminin belirlenmesinde

verilen sinir kosullar1 igin tanimlanan n tek oldugunda 6,6, sayilarinin n ¢ift oldugunda

ise 6,,6,6  sayilarinin bityiik 6nemi vardir.

n. mertebeden /(y) diferansiyel ifadesinin katsayilar1 [0,1] araliinda stirekli

fonksiyonlar olmak tizere asagidaki teoremler saglanir.
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Teorem 1.5.11. [0,1] araliginda regiiler sinir kosulari ile iiretilen n. mertebe diferansiyel

operatoriin 6zdegerleri iki sonsuz A, A4, (k =N, N +1... ) dizileri olusturur.

n=4qg -1 i¢in

| T a1
A= ki)' | 1+ E%es L oL
o = (2kmi) [ a0

. nln, E® 1
A = (=2kmi)" | 1-—22 1 O(—
o = m){ ki (k2

n=4qg+1 igin

, , nln, O 1
A = (2kzin)" |1+ —22 1+ O(—
« = (2krin) [ 2k i (k2

nln, &¥

A =(=2kmin)"|1-
o = mn){ 2kmi

+O(% }

iki 6zdeger dizileri elde edilir. Burada &% ve &®¢ift ve tek sayisina uygun olarak S,

bolgesinde 8¢ +6, =0 denkleminin kokleridir.

n=2u igin ve 6 —46,0_, #0 oldugunda

, n_ _uln, & 1]
A = (=1 (2kz)' | 17 ”k;f +0(57)
' , n_ _uln, & 1]
A = (=1 (2kx) 1+”k;f +0(57)

dizileri elde edilir.

Burada & ve & S, bolgesinde & +6,E+6 , =0 denkleminin kokleridir.

n=2u igin ve 6, —46,0_, =0 oldugunda
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, , . uln 1]
A = (1) Qkz)' | 1F ”kﬁof +0(57)
. . uln 1]
A= (=1 (k)| 17 ”kﬂof +0(57)

dizileri elde edilir. Burada & S, bolgesinde 6,&°+6,E+6., =0 denkleminin kokleridir
(Naimark, 1968).

[lk ii¢ durumda 6zdegerler bir yerden baslayarak basittirler dordiincii durumda ise bir

yerden baglayarak basittirler veya iki katlidirlar. Bu teoremde her yerde In, & olarak dogal

logaritmanin sadelestirilerek isaretlenmesidir.

Bu teorem diferansiyel denklemim katsayilar1 [0,1] araliginda keyfi toplanabilir

fonksiyonlar oldugunda da saglanir.

P, (x), p;(x),..., p,(x) fonksiyonlar1 ne kadar diizgiin 6rnegin siirekli tiirevlenebilir

fonksiyon ise o kadar kesin asimptotik formiiller elde edilebilir. Ozdegerlerin asimptotik

bigimlerini bilerek 6zfonksiynlarin asimptotik ifadeleri de bulunabilir. Ornegin n =2

durumunu ele alalim. p kompleks diizlemi 4 bdlgeyen olusur. S,,S,,S,,S; (bunlar 1.2.3.4.

bolgelerdir.)
Bu bolgelerin herbirinde
y'+q(x)y+p’y=0

denkleminin y,,y, lineer bagimsiz ¢oziimleri

y, =e" {1 + O(i)} ,y,=e {1 + O(i)} (63)
P P

biciminde asimptotik ¢oziimlere sahiptirler. Eger T bolgesi olarak o diizleminin 1. bolgesi

olarak alimirsa @, =i, ,,, =—i olur ve 6zfonksiyonlar i¢in

1

1 k2 —ippx ' l
§,ﬁ2 +O(Z)}(_l) e {%5 + /5, +0(k)}

YV = (—l')kzeipkx |:CZ2 +
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asimptotik formiiller saglanir.

Tanim 1.5.12. Siir problemi L(y)=Ary biciminde olsun. Burada r(x) slirekli

fonksiyondur ve [a,b] aralifinda isareti aynidir. Genelligi bozmadan »(x) >0 alinabilir.

h= ji Yr(x)dx

olmak tlizere

(= [ &z

degisken doniisimii ile Ly =Ary denklemi Ly=Ay bigimine indirgenir.Burada L,

0 <t <1 araliginda tanimhdar.

Tamm 1.5.13. 4 , bir hilbert uzayinda lineer doniisiim olmak tizere A4, 4 nin bir

0zdegeri x ise bu 6zdeger karsilik olan 6zvektor olsun. Bagka bir deyisle
Ax = A,x

saglansin. O halde
Ay, = Ay, +x, Ay, =4y, + Vs s AV, =4V, + Vi,

yineleme baglantis1 saglayan y,,y,,....,y, vektorleri bulunabiliyorsa, bu y,,»,,.... ),

vektorlerine x 0zvektoriune ek vektorler denir.

Ornek: A operatorii

matrisi ile tanimlansin Bu matrisin 6zdegerleri

A(A)=det(A—Al)=(1-1)*(2-2)=0
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denkleminin kokleridir. Buradan 4 =4, =1 A, =2 olur. Cift olan A =1 6zdegerine diisen
Ozvektori bulmak i¢in (4—A7l)x =0 sisteminde 4, =1 alinirsa 6zvektoér x = (1,0,0) olarak
bulunur. Bu 6zvektore iligkin ek vektorii bulmak igin 4y = A,y +x sistemini ¢oziiliirse ek
ozvektor y, =(L,1/2,0) olarak bulunur. A, =206zdegerine karsilik gelen 6zvektor ise

x, =(=1/5,-1,1) 6zvektorii olur. Bu 6zvektore iligkin ek vektdr yoktur. Her tekrarlanan

0zdegere karsilik 6zvektore karsilik ek vektor olmayabilir.

Ornegin,
1 0 3
B=|0 1 -1
0 0 2

matrisinin 6zdegerleri
A(A) =det(A—-A)=(1-1)’(2-1)=0

denkleminin kokleridir. Yani A4 =4,=1 A, =2 olur. Bu &zdegerlere karsilik gelen
ozvektorler isex; =(1,0,0),x, =(0,1,0),x, =(-3,-1,1)lincer bagimsiz  6zvektorler

uygundur ve bunlarin higbirine ait ek vektér bulunmamaktadir.

Tamm 1.5.14. (59) sinir probleminde /(y) diferansiyel ifadesinin ve U, (y) sinir
sartlarinin katsayilar1 4 ‘a bagl analitik fonksiyonlar olsun. 4, dzdeger ¢(x) ise uygun

ozfonksiyon olsun. 4 =4, oldugunda

l(p)=0
1 0
Up)+—1(p)=0
@)+ 57719
1 0 1 o .
l(¢/)+ﬁa71(¢171)++ﬁaﬂ/ l(¢0)—O,J—O,...,k

diferansiyel ifadesini ve
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1o 1o | |
Uv(¢)1)+ﬁa V(¢1’1)+"'+ﬁal.i U(Q)O)—O,]—O,...,k, v=1,...,n

sinir kosullarini saglayan ¢,(x),...,@, (x) fonksiyonlarma ¢(x) 6zfonksiyonlarina ek

0zfonksiyon dizisi denir.
Bu tanim asagidaki gibi de ifade edilebilir.
I(y)=y"+q(x)y—-Ay

U,(y)=0, v=1,2
sinir probleminin A4, 6zdegeri ve ¢,(x) ise uygun dzfonksiyon olsun. Yani

@, +q(X)@, = A9,

ve sinir kosullari saglansin O halde
o +4()0 = Ag +,
0, +4(X)p, = 19, + ¢,
@ +4(0Q, = Ap, + 9.,

baglantilarini ve sinir kosullarini saglayan ¢, @, ..., ¢, fonksiyonlari, ¢,(x) 6zfonksiyonuna

iliskin ek fonksiyonlar zinciridir.

Ornek:
y"-q(x)y—-1y=0, 0<x<l
a,y'(0)+b,y'(D)+a,y(0)+b,y(1)=0
¢y'(0)+d,y' () +c,y(0) +dyy(1) =0

sinir probleminin 4, 6zdegeri y_ ise uygun dzfonksiyonu olsun. O halde

V' —q(X)y, =AY, =Py, 0<x<l
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aly'zk—l (0)+ b1y;k—1 (D +ayy,,(0)+b,y,,,(1)=0

Cly'Zk—l (0)+ dly'zzm (D +cyyyy(0)+dyy,, (1) =0

stnir  probleminin  y _¢dziimii y Ozfonksiyonuna ek vektdr olur. Burada p, #0

ortonormallestirme sabiti olarak secilebilir.

Tanimm 1.5.15. Lineer operator i¢in asagidaki kosullar saglanirsa bu operatore simetriktir

denir.

a)  Operatoriin D(A4) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogundur.

b)  Vf,geD(A) igin (4f,g)=(f,A g) esitligi saglanir.
Eger A= A" ise operatdr dzesleniktir denir. Yani D(4)=D(A")

Ornek: L, operatorii /(y) = y" diferansiyel ifade ve D(L,) = { y(x)|y(0)=y(1)= O}

olsun. O halde Vy,z e D(L,)
1
(Loy,2)=[ y"zdx = (v, L,7)
0
oldugundan L, 6zesleniktir.

Bu 6rnekte L operatorii i¢in D(L,)) = {y(x) | y(x) e C“’[O,l]} ise

x=
x=0

v |x=t '
(Ly,Z) = (yaLOZ) +y Z|x:0 -z
olur ki bu da L’nin simetrik olmadigini1 gdsterir.

[a,b] araliginda

1()=p, (x)y"+ p (x) " +.c4 p, (x)y

diferansiyel ifadesinin p,(x), k=1,2,..,m Xkatsayilarmin (n—k). mertebeden siirekli

()

tiirevleri var olsun. y,z e C"’ keyfi fonksiyonlar olsun. %4 defa kismi integralleme ile
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b JEN b
J‘p"_kgykdx = [pn—kEy(k_l) - (pn—k Z)y(k_z) +...+ (pn—kz)(k_l)y] a
| (64)

b u—— A
(1) [y(p, 2y

elde edilir. Eger (64)’de k yerine k=n,n—1,...,0 koyarsak ve elde edilen denklemleri

taraf tarafa toplarsak

b

jl(y)zdxzp(g,g)Jrfyz*(z)dz (65)

a

formu bulunur. Burada

. n(— \) -1 (— \(n1) —
I'(z)=(-1) (poz) +(-1) 1(plz) +...+p,z (66)
bi¢giminde elde edilir.

Tamm 1.5.17. ["(z) diferansiyel ifadesine /(y)’ye eslenik diferansiyel ifade denir. (65)

esitligine ise Lagrange Formiilii denir .

P(é/’é) ifadeSi ise é/:(ya’y;ﬂ'"7y£n_l)ayb9y;79--.9yl(7n_l))5

E=(z,,2,,....,2" " 2,,2,,....,2" ) ile belirli bilineer formdur.

U,..,U, ifadeleri, y, ,y.,...»" "y, v, """ degiskenlerine gére lineer

m

U

bagimsiz fonksiyonlar olsunlar. Bu fonksiyonlar1 m<2n oldugunda U, .

METER

fonksiyonlar1 ile 2n sayida lineer U,,...U,, fonksiyonlarina tiimleyelim. Bu fonksiyonlar

lineer bagimsiz olduguna gore y.,y......y" ™y, y ... " degiskenleri, U,,...U,,

a

lineer fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu gibi ifade edilebilir. Bu ifadeler Lagrange

formiilinde P(¢,¢) ifadesinde yerine yazilrsa P(¢,&), Up,...U,, degiskenlerine gore

lineer  fonksiyon olur. O halde U,...,U,,  degiskenlerinin katsayilar

n—l)

za,z;,...z( ,zb,z;,,...zl(,"fl) degiskenlerine bagli lineer homojen fonksiyon olur. Bu

a

katsayilar V,,,...,V; olarak alinirsa Lagrange formiilii

b b
[i()zax=Up,, +..+U,V,+ [y (z)dz (67)

a
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seklinde olur. Bu ifadede V),,...,}] fonksiyonlar: lineer bagimsizdir.

Tanim 1.5.18:
V,=0V,=0,....V, , =0 (68)

>" 2n—-m

sinir kosullarina
U =0U,=0,..,U =0 (69)

sinir kosullarinin eslenik smir kosulu denir. Eslenik siir kosullarina denk olan kosullara

0zeslenik smir kosullart denir .

Tamm 1.5.19. l*( y) ve eslenik (68) sinir kosullarinin olusturdugu operatore L ’ye

eslenik operator denir ve L ile gosterilir .

(67) formiiliinden ve (68), (69) siir kosullarindan
b _ b
ILy(x)z(x)dszy(x)L Z(x)dx (70)

elde edilir. Eger

b

(,2)= [y (x)z(x)ax (71)

a

ifadesi goz oniine alinirsa (70) esitligi
(Ly,z)z(y,L*z) (72)
seklinde yazilabilir.
Eslenik operatdriin tantmina gore L operatdrii L ’1n eslenik operatoriidiir. O halde
L'=L

olur.
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Teorem 1.5.20. Ozeslenik diferansiyel operatériin 6zfonksiyonlart L’ (a,b) de tam sistem

olustururlar (Naimark, 1968)

Tamm 1.5.21. H Hilbert uzayinda {qoj}: bir dizi olsun. Herhangi bir f € H vektorii tek

J

turli olarak
f=c0,
k=1

serisine ayrisabiliyor ise {Q i}o_cl dizisine H Hilbert uzayinin tabani denir.

Tamm 1.5.22. H Hilbert uzayinda {goj }w 1 taban ve A smirl tersi olan bir operator olsun.
J=

v, =Ap,

biciminde elde edilen {l//k }::1 dizisine H Hilbert uzayinda Riesz taban1 denir.



2.YAPILAN CALISMALAR ve BULGULAR

2.1. Minimum Birikimin ve Toplam Para Miktarinin Verildigi Para Birikim
Modeli

Bu boéliimde para birikim modelini, minimum birikime sahip aile {iye sayisinin sifir

oldugu ve toplam para miktarinin verildigi sinir kosullar1 i¢in incelenecektir.

D= {(x,t) 0<x<1,0<t< T} bolgesinde homojen olmayan

ov  ,0%

Pk ¥+f(x,t) (73)
v(x,0)=0(x), 0<x<1 (74)
v(0,/)=0, 0<¢<T (75)
[ov(ende=K(0), 0<t<T (76)

problemini géz Oniine alalim.

Bu smir deger probleminin D= {(x, 1):0<x<1,0<¢<T } bolgesinde siirekli

¢Oziimiini bulalim.

Varsayalim ki f(x,7),K(t) ve o(x)verilen D bolgesinde tanimli, siirekli

tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Bu problemin ¢oziimiiniin varlig i¢in
1
[ xo()dx =K (0). ¢(0)-0 (77)
0

uyum kosullarinin saglanmasi gerekir.

Tamm: Asagidaki kosullar1 saglayan ¢oziime (73)-(76) sinir deger probleminin klasik

¢Oziimii denir. Bu ¢6ziim

) D bélgesinde siireklidir.
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1) D Dbolgesinde ¢ ye gore 1. mertebeden ve xe gore 2. Mertebeden stirekli
tiirevlere sahiptir.

1i1) (73)-(76) kosullarin1 saglar.

(73)-(76) smir deger probleminin ¢dziimiinii incelemeden once (76) smir kosulunu

homojen hale getirilir. Bunun i¢in
v(x,t) =u(x,t)+3K(t)x (78)

degisken doniisiimii yapilir. (73)-(76) problemi bu degisken doniisiimii altinda

ou @

5t F(x,1) (79)
u(x,0) =y (x) (80)
u(0,£)=0 (81)
jxu(x,t)dx =0 (82)

0
sinir kosullart homojen olan homojen probleme doniisiir. Burada
F(x,t)= f(x,t)-3K'(t)x
y(x) = @(x)-3K(0)x
ile gbsterilmistir.

(79)-(82) problemi lineer oldugundan bu problemin ¢oziimii asagidaki bigimde iki

sinir deger problemin ¢oziimleri toplami bi¢ciminde gosterilebilir.

I.
ou , @
5 =da 8x2 (83)
u(x,0) =y(x) (84)

u(0,£)=0 (85)
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1

Ixu(x,t)dx =0 (86)
II.

ou , 0%u

E—Cl ¥+F(X,t) (87)

u(x,0)=0 (88)

u(0,¢)=0 (89)

jxu(x,t)dx =0 (90)

0

Boylece Lsmir deger probleminin ¢oziimii u,(x,¢) , ILsmir deger probleminin
¢coziimii  u,(x,t) ise  (79)-(82) smir deger probleminin ¢ozimi wu,(x,t)+u,(x,¢)
seklindedir. Burada homojen olmayan (87)-(90) ILsinir deger probleminin ¢oziimii,

homojen (83)-(86) L.sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarina acilarak bulunabilir.

Sinir deger problemlerinin ¢oziimii incelenmeden Once lokal bicimde verilmemis
(86) sinir kosulu noktasal bi¢ime indirilir. Bunun i¢in (83) esitligininin her iki tarafin1 x ile

carpip [0,1] araliginda integral alinirsa

1 1
I xu, (x,t)dx =a’ J. xu (x,t)dx
0 0

1 1
= %(J.xu(x,t)dxj = az.([xum(x, t)dx

0

1
=0= aZJ-xum(x,t)dx
0

elde edilir. Buradan kismi integrasyon ile
u (Lt)—u(,t)=0 91

sinir kosulu bulunur.
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Dolayisiyla (83)-(86) siir deger problemi ona denk olan

% =a? 2% (92)
u(x,0) =y (x) (93)
u(0,£)=0 94)
u,(1,6)—u(1,)=0 (95)

siir deger problemine doniisiir.
(92)-(95) probleminin ¢ézliimiinii bulmak i¢in Fourier metodunu kullanalim.
u(x,t)=Xx)T(t) (96)
seklinde ¢6ziim arayalim. Bu ¢6ziim (92)da yerine yazilirsa

') ~X"(x)_
ST X(x)

elde edilir. Buradan (94), (95) kullanilarak

X "(x)+AX(x)=0 97
X(0)=0 (98)
X'M-X1)=0 99)

Sturm-Liouville problemi ve
T'(t)+Aa’T(t)=0 (100)
diferansiyel denklemi elde edilir.

ESLENIK SINIR KOSULLARI VE SINIR KOSULLARININ REGULERLIGI

Lagrange formiilii kullanilarak (97)-(99) sinir deger probleminin eslenik sinir deger

problemini bulalim.
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j X "Ydx = X(1) (?(1) - 17'(1)) — X(0)Y(0) + j XY "dx

Buradan eslenik sinir deger problemi

Y"(x)+ AY(x) =0 (101)
Y(0)=0 (102)
Y'()-Y(1)=0 (103)

olarak elde edilir. Dolayisiyla (97)-(99) sinir deger problemi oOzesleniktir. Ozeslenik

diferansiyel operatoriin ozfonksiyonlart L’[a,b] uzayinda tam sistem olusturdugundan

problemin 6zfonksiyonlar: L°[0,1]de tamdhr.
(98)—(99) sinir kosulunda katsayilar (61)-(62) ile karsilastirilirsa

a,=0,b,=0,a,=1,b,=0,c,=0,c,=-1,d, =-1,d, =0

elde edilir. Boylece ad,—bc, =0,

a|+[b|>0 oldugundan ve bc,+ad,#0 sarti

saglandigindan sinir kosullari regiilerdir. Ayrica
0; —46,0 ,=0"-4(-1)(1) =0
oldugundan sinir sartlar1 kuvvetli regiilerdir.

Baylelikle (97)-(99) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar1 £°[0,1] de Riesz tabani

olusturur.

OZDEGER ve OZFONKSIYONLARIN HESAPLANMASI
Kolaylikla goriilebilir ki 4 <0 oldugunda Sturm Liouville problemin sifirdan farkli
¢Oziimii yoktur.

A =0oldugunda (97)-(99) probleminin ¢oziimii c¢#0 olmak iizere X, (x)=cx

olarak elde edilir.
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A > 0 olsun. Problemin genel ¢oziimii
X(x)=c,cosvAx+c,sin Jax

seklindedir.
(98) sinir sart1 ¢dziime saglatilirsa ¢, =0 elde edilir.

(99) sinir sart1 saglatilirsa
¢, (ﬁcos\/z—sin\/z) =0
denklemi bulunur. Burada ¢, # 0 olmasi igin

J2 cosy/2 —siny/2 =0
= tanA =~/

olmasi gerekir. Ozdegerler igin asimptotik formiil elde edilmek istenirse JA =k almirsa
tank =k (104)

elde edilir.

tank=k

\

- /

0

0 pil2 3*pif2 5%pi/2 7pif2 9*pif2
k

Sekil 4. tank =k grafigi

(104) denkleminin kokleri &, € [I’lﬂ',@} (n=0,1,2... ) araligindadir.
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, _Q2n+bzx

n

—& olsun. Kokii asimptotik olarak bulmak icin Ek 1’te gdsterilen

Lagrange’1n ters formiiliinii kullanalim.

tan((2n+1)7r_8): (2n+1)7z_8
2 2

cos(¢) _ Cn+Dz PN cos(¢)+esin(e)  (Cn+l)z o
sin(¢) - 2 sin(&) - 2 -

g =
. ( cos(g)+ esin(¢) j

sin(¢&)

oe Qn+)x e ((2;1 +1)7rj_1 e, ((2;1 +1)7rj_3
2 2 2

Burada

V| (a "
Ck:ﬁ{(d_gj h(g)}

seklindedir. Katsayilar hesaplanirsa (104) denkleminin kokleri

h(e)=e ( cos(e)+¢& sin(g)j

sin(&)
£=0

P (2n+1)7[_((2n+1)7rj1 _g((2n+1)7rj3 _E[(2n+l)7zj5
"2 2 3 2 150 2

. (105)
_l46(@2n+D)m +O(L9)
105 2 n
olarak bulunur. (105) 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
X, (x)=sin(k,x) (106)

seklindedir. Kolayca gosterilebilir ki

1 .
(x.sink,x) = [ xsink,xdx = —k, COS(/;:); sin(k,) _

0

0

oldugundan X,(x)=x ozfonksiyonu X, (x)=sink x fonksiyonlarina L’[0,1] de diktir.
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Bu 6zfonksiyonlarin normlari

1

[Xo@)| = [**dx =% (107)
0

: (s . 1 sin(2k,)

||Xn (x)|| = .(I).sm(knx) sin(k, x)dx = 3 T

seklindedir.

(100) probleminin ¢dziimii A4, ler keyfi sabitler olmak iizere
T(t) — Anefazk,%t
seklindedir. Bu durumda (96)’a gore her bir

_ R
u,(x,t)y=A4e sink, x

fonksiyonlart ¢oziimdiir.

COZUMUN IFADESI
(83)-(86) probleminin ¢ézliimii i¢in

u(x,t) = Agx+. A, sin(k,x)

n=1

serisi olusturulsun. Burada (93) baslangi¢ kosulunu saglatilmasiyla
u(x,0) =y (x) = Ax+ ) 4, sin(k,x)
n=1

elde edilir. (111) serisinde Fourier 4, katsayilari

4, =3 3y (x)dx

1 1 .
Ay =Ty oV Osin s, n=1.2..

2 4k,

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
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seklindedir. Olusturulan (110) serisi (83)-(86) probleminin ¢éziimiidiir (Ionkin ve
Moiceev, 1977).

(87)-(90) homojen olmayan smir deger probleminin ¢oziimiinii bulalim. Burada

F(x,t) fonksiyonunun birinci kismi tiirevleri siireklidir. (97)-(99) probleminin

ozfonksiyonlar1 kullanilarak (87)-(90) sinir deger probleminin u,(x,?) ¢oziimii

u, (x,2) =u,(t)x+ i u, (¢)sin(k, x) (114)

seklinde aranir.
F(x,t) fonksiyonu,
F(x,0)=Fy(t)x+ Y F,(1)sin(k,x) (115)
n=0

seklinde 6zfonksiyonlarina agilir. Burada katsayilar
1
Fy ()= 3]0 xF(x,t)dx

1 ! .
F;l(t) —mj{) f(x,t)sm(knx)dx, n —1,2...

2 4k

seklindedir.

(114) serisi (87) denkleminde yerine yazilirsa

(u, (1) — Fy(£))x + i[un'(t) +(ak,)u, (t)= F,(¢) |sin(k,x) =0

n=1

elde edilir. Buradan

u, (1) = Fy(t) =0 (116)
u, (t)+(ak, ) u,(t)=F.(t), n=1,2... (117)
u,(0)=0 (118)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii
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wo(0) = [ Fy(e)dz (119)

t
u,(t) = [ F ()™ dr, n=1,2 (120)
0
seklindedir. Boylece (87)-(90) probleminin ¢éziimii
uy (x,1) = {I Fomdr} x+ Z{I f:(r)wzkf“”dr} sin(k, (x)) (121)
0 n=l] 0
biciminde elde edilir. Burada
1
F,(r) = [ F(x,7)sin(k,x)dx
0
1
F(r)= J.F(x, T)xdx
0

ile ifade edilir. Dolayisiyla (79)-(82) probleminin ¢ézimii
u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,t)
olarak bulunur. Boylece (73)-(76) probleminin ¢oziimii
v(x,t) =u, (x,t) +u,(x,t) + 3K (¢)x (122)

olarak elde edilir.

2.2. Toplam Aile Sayisi ve Toplam Para Miktar1 Verilen Para Birikim Modeli

Bu boliimde para birikim modeli, [0,1] araliginda toplam aile sayisinin ve toplam

para birikimin verildigi sinir kosullar1 i¢in ¢ézliimii incelenmektedir.

D= {(x,t) 0<x<1,0<t< T} bolgesinde homojen olmayan

ov 5 0%
—=a

> = f(x,0) (123)

v(x,0)=o(x) (124)
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j v(x,t)dx = N(?) (125)

j xv(x,t)dx = K(t) (126)

problemini g6z dniine alalim.

Bu sinir deger probleminin D= {(x, 1):0<x<L0<¢t<T } bolgesinde  siirekli
¢Ozliimiinii bulalim.
Varsayalim ki f(x,?7),K(¢),N(t) ve ¢(x)verilen D bdlgesinde tanimli, siirekli
tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Bu problemin ¢oziimiiniin varlig i¢in
1

[ xo(x)dx = N (0)

[ ox)dx = K(0)

uyum kosullariin saglanmasi gerekir.

Tanmm: Asagidaki kosullar1 saglayan ¢oziime (123)-(126) sinir deger probleminin klasik

¢Oziimii denir. Bu ¢6ziim

1) D bolgesinde siireklidir.
i1) D bolgesinde ¢ ye gore 1. mertebeden ve xe gore 2. Mertebeden
stirekli tiirevlere sahiptir.

1i1) (73)-(76) kosullarin1 saglar.

(123)-(126) sinir deger probleminin ¢ézlimiinii incelemeden i¢in 6nce (125) ve (126) sinir

kosulunu homojen hale getirilir. Bunun i¢in
v(x,t) =u(x,t)+ (12K (1) - 6N (1)) x +4N(t) - 6K (1) (127)
degisken doniistimii yapilirsa (123)-(126) problemi

ou _ , 0%u

Ly 128
i (x,1) (128)
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u(x,0) =y (x) (129)
ju(x,t)dx =0 (130)
jxu(x,t)dx =0 (131)

sinir kosullart homojen olan probleme dontisiir. Burada
F(x,t)= f(x,t)-(12K'(t)-6N'(t))x + 4N '(t) - 6K '(¥)
w(x)=p(x)—(12K(0)-6N(0))x+4N(0)-6K(0)

dir.

Bir 6nceki probleme benzer olarak (128)-(131) problemi lineer oldugundan bu problemin

coziimli asagidaki bigimde iki smir deger probleminin ¢dzlimleri toplami bigiminde

gosterilebilir.
I.

u_ 0 (132)
ot ox*
u(x,0) =y (x) (133)
1
[utx,0dx=0 (134)
0
1
[ xu(x,tdx =0 (135)
0

1.
ou , 0'u
el F(xt 136
o e T (136)
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u(x,0)=0 (137)
ju(x,t)dx =0 (138)
jxu(x,t)dx =0 (139)

0

Boylece ILsinir deger probleminin ¢oziimii u,(x,?), IL.smir deger probleminin
cozimi u,(x,t) ise (132)-(135) sinir deger probleminin ¢oziimi u,(x,7)+u,(x,t)
seklindedir. Burada homojen olmayan (136)-(139) denkleminin olusturdugu Il.sinir deger

probleminin ¢6ziimii, uygun homojen (132)-(135) denkleminin olusturdugu I.sinir deger

probleminin 6zfonksiyonlarina agilarak bulunabilir.

I. ve ILsmir deger problemlerinin ¢dzliimiinii incelemeden 6nce yerel bigimde

verilmemis (134)-(135) sinir kosullarini noktasal bi¢cime indirgeyelim.

(132) denkleminden

1 1
Iu, (x,t)dx :azjuxx (x,t)dx
0 0

= %U.u(x,t)dx} = azj.ux)C (x,t)dx

0 0

1
=0= az'[xuxx (x,t)dx
0

bulunur.

Buradan kismi integrasyon ile
ux(l,t)—ux(O,t):O (140)
elde edilir.

(135) smir kosulu noktasal simir kosuluna indirelim. Oncekine benzer olarak
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1 1

I xu, (x,t)dx =a’ J xu (x,t)dx
0 0

1 1
= %(J xut(x,t)dx] = az_([xuxx(x, t)dx

0
|

=0= azj‘xuxx(x,t)dx
0

esitligi bulunur. Buradan kismi integrasyon ile

w (Lt)—u(l,t)+u(0,£)=0

elde edilir. Dolayisiyla (132)-(135) sinir deger problemi ona denk olan

ou ,0u
—_— =g —
ot ox’
u(x,0) =y (x)

u (1,1)—u (0,t)=0
u (Lt)—u(l,t)+u(0,t)=0
sinir deger problemine doniisiir. Fourier metodu ile
u(x,t)=Xx)T(t)
seklinde ¢6ziim aranirsa
X"(xX)+AX(x)=0
X'MH-X'0)=0
X'MH-XD+X0)=0
Sturm-Lioville problemi ve
T'(t)+Aa’T(t) =0

diferansiyel denklemi elde edilir.

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)

(149)
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ESLENIK SINIR PROBLEMI ve SINIR KOSULLARININ REGULERLIGi

Lagrange formiilii kullanarak (146)-(148) sinir deger probleminin eslenik sinir deger

problemini bulalim. Kismi integrasyon yardimiyla
[ X "Yax =[X (1)~ X (©]Y (1) +[X (1)~ X (1) + X (0)]Y '(0)
~ X (0) (—?(1) +Y(0)-Y '(0)) +X() (—? (M)+Y'(0))+ [ XY "ax

elde edilir. Buradan eslenik sinir deger problemi

Y"(x)+AY(x) =0 (150)
Y'(1)-Y'(0)=0 (151)
Y'()-Y(1)+Y(0)=0 (152)

olarak elde edilir. Dolayisiyla (146)-(148) sinir deger problemi 6zesleniktir.

Sinir kosullariin regtilerligini inceleyelim. (61)-(62) ile karsilastirilirsa sinir

kosullarimin katsayilar
a,=0,b =1,a,=0,b,=-1,¢,=1,¢,=0,d, =0,d, =0
seklindedir. bc, +a,d, # 0 oldugundan sinir sartlari regiilerdir.
Ayrica
0; —46,0.,=0"-4(-1)(1) =0
oldugundan sinir sartlar1 kuvvetli regiilerdir.

Dolayisiyla bir oOnceki probleme benzer olarak (146)-(148) probleminin

Ozfonksiyonlar1 Riesz taban1 olusturur.



57

OZDEGER ve OZFONKSIYONLARIN HESAPLANMASI

A <0 oldugundan problemin sifirdan farkli ¢6ziimii yoktur.

A =0oldugunda (146)-(148) probleminin ¢oziimii ¢ # 0 keyfi bir sabit olmak {izere

X, (x) =c ¢oziimii elde edilir. Buradan A =0 ‘a karsilik 6zfonksiyon ise X, (x) =1 dir.
A > 0 olsun. Bu durumda ¢6ziim
X(x)=c, cos Jax+ ¢, sin Jax

seklindedir.

(147) smir sart1 ¢oziime saglatilirsa
—sin \/ZC1 +(cos Ja - Dc, =0
esitligi elde edilir. (148) sinir sart1 saglatilirsa

(l—cosﬁ—\/zsin\/z)cl +(\/Icos\/i—sin\/1)c2 =0

esitligi bulunur. Bu esitlikler matris formatinda

1_cos_fjfgsmﬁ ﬁglﬁ}um

)

seklinde ifade edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢6ziimii olmasi i¢in determinantinin sifir

olmasi gerekir. Aksi durumda sifir ¢oziimii elde edilir. Buradan bu matrisin determinanti

A= 2—2cosﬁ—ﬂsin\/z =0
olarak bulunur. ﬁ =k alinarak esitlik
2-2cosk—ksink=0 (153)

seklinde yazilabilir.
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y=2 ve y=ksink+2cosk

. / | |

0 pi 2pi 3pi 4pi 5pi
k

Sekil 5. ksink +cosk =2 grafigi

Kolayca goriilebilir ki

k,, =2nr, n=1,2... (154)

(153) denkleminin kokidiir. (153) denkleminin %, ., €| 2zn+7/,,(2n+1)x |araliginda bir
2n+l1 2

kokii daha vardir. Bu kokiin asimptotik formiiliinii bulalim.

k,, =(2n+1)r —¢& olsun. Buradan [7] deki Lagrange’in ters formiiliinii kullanalim.

2cos(€) + esin(e)+2 _Qn+l)zr =’
sin(&)
d =
. 2cos(g)+esin(e)+2 -
sin(g)

L_@nthz . ((2;1 +D)r j“ el ((2;1 +)r j*
2 2 2

Burada

1| aY"
Ckzﬁ{(%j h(g)}

, h(a):e[

=0

2cos(e)+esin(eg)+2
sin(&)
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seklindedir. ¢, katsayilar1 hesaplanirsa kokler

k, ,=Q2n+l)r -4 ((2n + 1)77)_1 —?((Zn + 1)7[)_3

832
15

(@n+1)z)* +0(2)
n
olarak elde edilir.
Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar

X,, =cos(2zn)x

x, =2 kk_l cos(k, x) +sin(k, x)

2n+l .
S

olarak bulunur. cosk —1=—ksink /2 oldugundan

2n+l

= _;‘" cos(k, x) +sin(k, x)

seklinde de yazilabilir.

Bu 6zfonksiyonlarin normlart

Jx,(f =1

1 ) .
|, @ = [eosanyias =~ + L

0 &qn |, 2

_ (2+sink,)k,’ | (I+cos2k,)  2-sin2k,

2
||X2n+1(x)|| - 16 2 4

seklindedir.

(149) probleminin ¢dzliimii A4, ler keyfi sabitler olmak iizere

T(t)= A"

seklindedir.

(155)

(156)

(157)

(158)
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Bu durumda (96)’a gore her bir

2 22 ——kf 2,2
u,(x,t)= A, cos(2zn)xe """ + B, ( 2” g j ki (159)

fonksiyonlar1 ¢oziimdiir.

COZUMUN IFADESI

(142)-(145) probleminin ¢éziimii i¢in

u(x,0)= > 4, cos2anx)e " + > B, [% cos(k, x) + sin(knx)]e_“zk"zt (160)

n=0 n=1

serisi olusturulsun. Burada
1
4= [ w(x)d

4,=2[ y(x)cos2an)x, n=12..

n

j, n=12..

jw()(

e (x)ll
seklindedir.
(160) serisi (142)-(145) probleminin ¢ézliimiidiir (Ionkin ve Moiceev, 1977).
(136)-(139) homojen olmayan sinir de8er probleminin ¢6zimii ise F(x,t)

fonksiyonu

F(x,t)= iF2n(t)X2n (X)+F5,.,(DX,,.,(x)

n=0

seklinde 6zfonksiyonlarina agilarak

u,(x,1) = i {i F, (T)e_k'% (H)df})(zn (x)+ |:j F (T)e_kj (H)df} Xy (%)

n=0| o

bi¢iminde elde edilir. Burada
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Fy(r)= JF(x, T)xdx
F,,(2) = [ F(x,0) X, (x)dx

Fy\i(7) = [ F(6,0) X, (x)dx

olarak ifade edilir. Dolayistyla (128)-(131) probleminin ¢éziimii

u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,t)

olarak bulunur.

2.3. Baska Bolgelerden Lineer Go¢ Alan Para Birikim Modeli 1

Bu boliimde baska bélgelerden gelen gociin yogunluga gore lineer oldugu para

birikim modeli lonkin doniisiimii ile doniistiiriilen sinir sartlari ile incelenecektir.

D ={(x,1):0<x<1,0<¢<T} bolgesinde

%:f%sz(x)wf(x,z) (161)
v(x,0) = ¢(x) (162)
v(0,£)=0 (163)
v, (L) —v(L,0)=a() (164)

probleminin ¢éziimiinii inceleyelim.

Varsayalim ki f(x,¢) ve ¢@(x)verilen D bolgesinde tanimli, tlirevlenebilir, siirekli

fonksiyonlardir. g(x) ise integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

(161)-(164) problemi i¢in
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W(x,£) = u(x,z)+%x2 (165)

seklinde degisken doniisiimii yapilirsa u(x,?) igin

ou 28

— =@+ F D) (166)
u(x,0) =w(x) (167)
u(0,1)=0 (168)
u,(1,0)—u(l,1) =0 (169)

sinir kosullart homojen olan kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada

2“@) a'(t) 2

F(x,t) = f(x,0) +q(x)x 3

w(x) = o(x) (0) *?

seklindedir.

(166)-(169) problemi lineer oldugundan bu problemin ¢6ziimii asagidaki bigimde iki

siir deger probleminin ¢dziimleri toplami bi¢ciminde gosterilebilir.

i)

& 2gx +q(ou (170)
u(x,0) =y (x) (171)
u(0,£)=0 (172)
u (1,1)—u(l,/)=0 (173)
ii)

Qu _ 26 —+q(xX)u+F(x,1) (174)

ot ox?
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u(x,0)=0
u(0,6)=0

u (Lt)-u(l,t)=0

(175)

(176)

(177)

Boylece Lsmir deger probleminin ¢ozimi u,(x,t), ILsmir deger probleminin ¢ozimii

u,(x,t)ise (161)-(164) sinir deger probleminin ¢oziimii u,(x,t) +u,(x,?) olarak bulunur.

(170)-(173) probleminin ¢éziimii bulmak i¢in Fourier metodunu kullanalim.

u(x,t)=Xx)T(t)
seklinde ¢oziim arayalim. Bu ¢éziim (170)’de yerine yazilirsa

T —X'"(x)
AT X(x)

+qg(x)=4

elde edilir. Bu esitlik diizenip sinir sartlar1 kullanilirsa
X"(xX)+qg(x)X(x)=4X(x)
U: X(0)=0
U,: X')-X(1)=0
Sturm-Lioville problemi ve
T'(t)+Aa’T(t)=0
diferansiyel denklemi elde edilir.

Onceki boliimlere benzer olarak kolayca goriilebilir ki (178)-(180) problemi

0zesleniktir ve sinir kosullar1 kuvvetli regiilerdir.

(178)

(179)

(180)

(181)
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OZDEGER ve OZFONKSIYONLARIN ASIMPTOTIK iFADESI

(63)’e gore (178)-(180) sinir deger probleminin dzfonksiyonlar, A=k’ dzdegerler

olmak tlizere

X =" (1+0() (182)

X, =e (14 0(%)) (183)

seklindedir. Bu ¢oziimler sinir kosullarinda yazilarak karakteristik determinant

U U 1
N o T x{1+0(1)}
U,(x)) U,(x,)| |ike”™ —-€" —ike™ —e™ k
=2(sink —kcosk) [1+0(%)} =0 (184)
olarak elde edilir.
Buradan k£ — o iken A(k) nin kokleri
sink—kcosk=0 (185)

koklerine yaklagir.

(105)’ dan (185) esitliginin kokleri

- Qn+1)x _((2n+1)ﬂ)1 _g((2n+l)ﬂj3 _E((2n+1)ﬂj5 +0(L9)
2 2 30 2 150 2 n

seklindedir. Ya da bu ifade k& — oo iken kaba bir ifadeyle

, _Q@nibx

n

0(%), (186)
seklindedir.

k, — o 6zfonksiyonlar ise
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X B x] x2 B eiknx —iknx y 1+0 1
=) U] 1 %)
= sin(k, (x)) {1 + O(kL)} (187)

olarak elde edilir. (186) 6zdegerleri (187)’de yerine yazilirsa 6zfonksiyonlar asimptotik

olarak

X (x)= sin(@x) c0y n=o1..
n

elde edilir.

COZUMUN ASIMPTOTIK IFADESI

{X ) (x)}i:I fonksiyonlar dizisi (178)-(180) sinir deger probleminin 6zfonskiyonlari,

A, ise 6zdegerleri olsun.

O halde (170)-(173) probleminin ¢6ziimii k, —> 0
u, (x,1) = i A X (x)e M (188)
0ol
serisidir [22]. Baslangi¢ kosulu saglatilirsa
y) =2 A X,
elde edilir. Burada 4, Fourier katsayilari

4,= jw(x)X,, (x)dx

seklindedir. (174)-(177) problemin ¢oziimii ise
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- t
u,(x,t) = z X, (x)j F (r)e ™" dr
n=1 0

olarak elde edilir. Burada
1
F(t)= [ F(x,0) X, (x)dx
0

seklindedir.

2.3.1. Sonlu Elemanlar Yéntemiyle Ozdegerlerin Bulunusu

(178)-(180) Sturm Liouville probleminin 6zdegerlerini sayisal olarak bulalim. Bunun

icin (Boffi, 2010) *da gdsterilen sonlu elemanlar yontemini kullanalim.
H =I’[0,1] ve V = H,[0,1] olmak iizere 6zdeger problemi igin
v, = {v|v e V,v parcali siirekli, V(O):O}

test fonksiyon uzayi alinsin. ¢, sekil fonksiyonlar: lineer olmak tizere

X(x)= Z §i¢i (x)

seklinde ¢6ziim aransin.

(178) esitliginin her iki tarafi v ile carpilir ve kismi integrasyon uygulanirsa
1 1 1
X)) - [ X v+ g(x)Xv =4[ Xv (189)
0 0 0

zay1f formu elde edilir. v yerine ¢, i=1,2...N almnirsa (189) esitligi
AE =AM E

0zdeger problemine indirgenir. Burada
4, =(@.0)+ (@), 9), i,j=12..N
M, =(p.9), i,j=12..N

seklindedir.



67

Tablo 1 ‘de (178)-(180) probleminde ¢(x)=x alinarak farkli N degerlerinde sonlu

elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen 6zdegerler verilmistir. Burada 4 ve M

matrislerindeki integraller Gauss quadrature yontemi ile [—1,1] araliginda 4 nokta alinarak
hesaplanmigtir. Tablo 2’de ise ¢(x)=1/(1+100x) alinarak elde edilen Ozdegerler

gosterilmigtir. N biiylidiikge 6zdegerlerin yakinsadigi goriilmektedir. Ayrica her iki
durumda da biiyiik 6zdegerlere daha biiyilk N degerlerinde yakinsama gerceklesmektedir.

Ayrica Ozdegerlerin  g(x)=0olan problemin o&zdegerlerinin komsulugunda oldugu

gozlenmektedir.

Tablo 1. q(x)=x icin sonlu elemanlar yontemi ile bulunan 6zdegerler

Ozdegerler Asimptotik N=32 N=128 N=512 N=1024
Ozdegerler
q(x)=0

A 0 0.7482 0.7482 0.7482 0.7482
A 20.8 20.7247 20.6936 20.6917 20.6916
A 60.3 60.4702 60.1980 60.1810 60.1801
A 119.6 120.5548 119.4720 119.4045 119.4012
A 198.5 201.5634 198.5571 198.3704 198.3610
Aq 297.2 304.2774 297.5021 297.0824 297.0615
A, 415.7 429.6839 416.3667 415.5448 415.5037
A 553.8 578.9837 555.2228 553.7620 553.6890
A 711.7 753.5964 714.1539 711.7392 711.6187
y 889.4 955.1650 893.2560 889.4826 889.2942
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Tablo 2. q(x)=1/(1+100x) i¢in sonlu elemanlar yontemi ile bulunan 6zdegerler

Ozdegerler | Asimptotik | N=32 N=128 N=512 N=1024
Ozdegerler
q(x)=0
A 0 0.0147 0.0147 0.0147 0.0147
A 20.8 20.2512 20.2201 20.2181 20.2180
A, 60.3 60.0014 59.7291 59.7121 59.7113
A 119.6 120.0887 | 119.0058 | 118.9384 | 118.9350
A 198.5 201.0992 | 198.0929 | 197.9061 | 197.8968
A 297.2 303.8145 | 297.0392 | 296.6196 | 296.5986
A 415.7 4292221 | 4159049 | 415.0830 | 415.0419
P 553.8 578.5228 | 554.7618 | 553.3010 | 553.2281
2, 711.7 753.1362 | 713.6937 | 711.2790 | 711.1585
Ay 889.4 9547054 | 892.7964 | 889.0230 | 888.8346

2.4. Baska Bolgelerden Lineer Go¢ Alan Para Birikim Modeli 2

Bu boliimde baska bolgelerden gelen gociin yogunluga gore lineer oldugu

birikim modeli lonkin doniisiimii ile doniistiiriilen sinir sartlari ile incelenecektir.

D= {(x,t) 0<x<1,0<t< T} bolgesinde homojen olmayan

v _
ot

v(x,0) = ()

v,(LO=v.(0.)=a()

a’ j +q(x)v+ f(x,1)
ox

v.(L)—v(d,t)+v(0,1) = B(¢)

problemi ile verilir.

(190)-(193) probleminde

v(x,t) =u(x,t)+ 2B —a(t)x’ +2a(t)-3p(t))x’

seklinde degisken doniisiimii yapilirsa u(x,?) i¢in

para

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)
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ou ,0u
—=a —+qg(x)u+F(x,t
Py Y q(x) (x,7)

u(x,0) =y (x)
u (1,t)—u (0,1)=0
u (1,t)—u(l,t)+u(0,)=0
kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Burada

F(x,t) = f(x,0)+2A(0) —a()(g(x)x’ —6a’x) + (2a(t) =3 f(1))(q(x)x* —4a”)
~Q2B'(t) - ()X’ = (2a'(t)=3B'(t)x’

w(x) = o(x) = (25(0) — a(0))x* — (2a(0) ~ 3 5(0))x’

seklindedir.

(195)

(196)

(197)

(198)

(195)-(198) problemi lineer oldugundan bu problemin ¢6ziimii asagidaki gibi iki sinir

deger probleminin ¢oziimleri toplami seklinde yazilabilir.

1)

ou ,0u
—=a'—+
a4 e Tt

u(x,0) =y (x)
u,(1,t)-u (0,1)=0

u, (1,t)—u(l,t)+u(0,)=0

i)

ou 0u
5 = a2¥+q(x)u + F(x,t)

u(x,0)=0

u (Lt)-=u,(0,6)=0

(199)

(200)

(201)

(202)

(203)

(204)

(205)
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w, (1,0)—u(l,£)+u(0,£)=0

(206)

Bir onceki probleme benzer olarak (199)-(202) probleminin ¢dziimii bulmak i¢in

Fourier yontemi uygulanirsa
X"(x)+qg(x)X(x)=1X(x)
X'H)-X'0)=0
X'DH-XD+X(0)=0

Sturm-Lioville problemi ve
T't)+Aa’T(t)=0

diferansiyel denklemi elde edilir.

OZDEGER ve OZFONKSIYONLARIN ASIMPTOTIK iFADESI

(207)

(208)

(209)

(210)

(207)-(209) sinir deger probleminin 6zdegerlerini asimptotik olmak i¢in karakteristik

denklemi olusturalim.

ik —ike®™  —ik —ike™

A(k) = , A
) ik—e®* +1 —ik—ke™ +1

1
=—4ik(2cosk —2+ksink){1+ O(%)jl =0

Buradan k£ — oo iken A(k)nu kokleri
k(2cosk—2+ksink)=0

koklerine yaklasir. Onceki boliimden bilinir ki bu denklemin kékleri
k,,=27mn

k2n+1 = (27’1 + 1)77'- _4((21’1 + 1)72')_1 _%((271 +1)7Z’)_3 —%

(@n+1)7)° +0()
n
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seklindedir. Ya da bu kokler kaba bir ifadeyle £ — o

k, = 27n+0(5)
n

ky, ., =Q2n+Dm+ O(l)
n

seklinde yazilabilir.

k — oo asimptotik 6zfonksiyonlar1 bulalim.

1 ik, x —ik,x

e e
X (¥) =

2 .. i i . —i —i
! 2ilik e" —e™ +1 —ik e —e ™ +1

x {1 + O(kL)}

n

k 4 4 . . . . 1
=2_n.|:_l-knelk”(x—l) _elkn(x—l) +elknx _l-kne—tk”(x—l) +e—1k,,(x—l) _e—lknx] 1+O(k_)
1

n

n

= {~k, (cos(k, (x —1))) —sin(k, (x — 1)) +sin k,x} [1 + O(ki)}

=(—k,(cosk,xcosk, +sink,xsink,)—sin k,xcosk, —sink, sin k,x +sin k,x) {1 + O(ki)}

n

Buradan 6zfonksiyonlar
1. ..
k,, =2nn+0(—) i¢in
n
1
X,,(x)=cos2znx+O0O(—)
n
1. ..
k,,.,=Q2n+D)7z+0(—) i¢in
n
Xy, (0) = ((=1)"k, cosk,x+ (1- (=1)")sink,x)

olarak bulunur.

COZUMUN ASIMPTOTIK IFADESI
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{X . (x)}f:l fonksiyonlar dizisi (207)-(209) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlari,

A ise 6zdegerleri olsun.

n

O halde (199)-(202) probleminin ¢éztimii

ul (x’ t) = Z Aan (x)eiaZkzznt + B X 1 (x)eiazhz””t

2n+1“7 2n+
n=1

seklindedir [22]. Baslangic kosulu saglatilirsa

V/(X) = Z AZnXZn (x) + BZn+1X2n+l (x)

n=1

elde edilir. 4, Fourier katsayilar1

4, = [y(0)X,,(x)dx

1
Bn = JW(X)X2n+1 (x)dx
0
olarak bulunur. (203)-(206) probleminin ¢6ziimii ise
o 1 . ® 1 ,
1, (5, 0) = 3 Xy, ()| B, (e dr+ Y X, (0] By (2)e BV
n=1 0 n=1 0
olarak elde edilir. Burada
1
F,,(7) = [ F(x,0)X,, (x)dx
0
1
Fyyi(7) = [ F(x,0) X, (x)dx
0

seklindedir.

211)

(212)
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2.4.1. Sonlu Elemanlar Yontemiyle Ozdegerlerin Bulunusu

Bir 6nceki boliimdeki adimlar uygulanirsa (207)-(209) problemi i¢in zayif form

(X (1) = X 0DV~ (X (1) = X (O)v(0)— [ X 'v'+ [ g(x) Xv=2[ Xv

seklinde bulunur. Bu zayif form
AE =AM E

0zdeger problemine indirgenir.
Tablo 3 ‘de (207)-(209) probleminde ¢(x)=x alinarak sonlu elemanlar yontemi ile

elde edilen 6zdegerler verilmistir. Tablo 4’te ise g(x)=1/(1+100x) alinarak elde edilen

Ozdegerler gosterilmistir. Her iki durumda 6zdegerler, g(x) =0 olan durumdaki asimptotik

0zdegerlerin komsulugunda yakinsamaktadir. Aym1 N degerinde biiyiik 6zdegerlerdeki

hatanin daha fazla oldugu goézlemlenmistir.

Tablo 3. g(x) = x i¢in sonlu elemanlar yontemi ile bulunan 6zdegerler

(213)

Ozdegerler | Asimptotik | N=32 N=128 N=512 N=1024
Ozdegerler
q(x)=0
A 0 0.2105 0.2105 0.2105 0.2105
2, 0 0.7879 0.7879 0.7879 0.7879
2, 39.4784 40.1061 39.9871 39.9796 39.9793
A, 80.7640 81.7951 81.2963 81.2652 81.2637
3 157.9137 | 160.4534 | 1585407 | 1584217 | 1584158
3 238.7181 | 243.8883 | 239.5081 | 239.2363 | 239.2227
J3 355.3058 | 366.1938 | 356.4484 | 355.8460 | 355.8159
3 475.5995 | 4947667 | 477.2511 | 476.1714 | 476.1175
3 631.6547 | 6652451 | 634.1867 | 6322816 | 632.1864
Ay 7914312 | 844.0658 | 795.1221 | 792.1304 | 791.9811
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Tablo 4. g(x)=1/(1+100x) i¢in sonlu elemanlar yontemi ile bulunan 6zdegerler

Ozdegerler | Asimptotik | N=32 N=128 N=512 N=1024
Ozdegerler
A, 0 0.0141 0.0141 0.0141 0.0141
A, 0 0.1147 0.1147 0.1147 0.1147
2, 39.4784 39.6683 39.5492 39.5417 39.5414
2, 80.7640 81.3510 80.8522 80.8211 80.8195
A, 157.9137 | 160.0107 158.0979 157.9790 157.9730
2, 238.7181 | 243.4421 239.0619 238.7900 | 238.7764
2, 355.3058 | 365.7484 | 356.0029 355.4005 355.3704
A 4755995 | 494.3191 476.8033 4757237 | 475.6698
3 631.6547 | 664.7981 633.7395 631.8344 631.7392
Ay 791.4312 | 843.6173 794.6733 791.6816 791.5323

2.5. Sonlu Fark Yontemiyle Para Birikim Modelinin Coziimii

Bu bolimde integral sinir sartlarina sahip para birikim modelinin sonlu fark

yontemleri ile ¢6ziimii incelenmektedir.

2.5.1. Minimum Birikim ve Toplam Para Miktar1 Verilen Para Birikim Modeli

2.5.1.1. Cizgiler Metodu

Cizgiler metodu parabolik kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin sik¢a kullanilan
bir yontemdir. Bu yontem ile kismi tiirevli diferansiyel denklem matris formatinda
yazilabilen ve ¢oziimii yineleme bagimntisi ile ifade edilebilen adi diferansiyel denklem

sistemine doniisiir. Daha sonra bu bagintiya sayisal yontemler uygulanir (Dehghan, 2003).

Problemin ¢6ziimii i¢in ele alman yontem (Rehmana ve Taj, 2011)’de uygulanan

Cizgiler yontemidir. Once [0,1] araliginda tanimlanan para birikim modelinin minimum

birikimin 0 ve toplam para miktarinin verildigi problemi ele alalim.

D= {(x,t) 0<x<l,0<t< T} bolgesinde homojen olmayan

ou_

= +q(x,t 214
o ¢ a2 D) (214)
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u(x,0) = ¢(x) (215)
u(0,1)=0 (216)
jxu(x, t)dx =K(t) (217)

0
problemini géz 6niine alalim.

D bolgesi i¢in [0,1] araligim1 (N +1)A=1 olacak sekilde h uzunluklu N +1 alt
araliga ve zaman degiskenini [ uzunluklu zaman araliklarma bolerek (x, .z, )= (mh,nl) (

m=0,1,2..N+1,n=0,1,2...) koordinatlarina sahip bir dikdortgensel ag olusturalim.

u(x,t), x degiskenine gore 5. mertebeden siirekli tiirevlenebilir ve bu tiirevler sinirlt

2
olsun. Bu durumda m =1,2,3... N —2 noktalarina %terimi i¢cin 3. Mertebeden 5 noktali
X

2
a—”j_ (U u(x = 1) = 20u(x, 1) + 6u(x + h, 1) +4u(x + 2, 1)
ox- 12 h3 5 (218)
a3 0)+ OHED oGy 0
yaklagimini kullanalim.
3 aSu( )
m=N -1 ve m= N noktalari i¢in ise ayn1 — ———— baskin hataya sahip sirasiyla
x
o’u 1
— = ——{u(x—=3h,1) = 6u(x —2h,t) + 26u(x — h,1) + 40u(x,t)
ox~  12h 219)
3 A5
# 21+ 1) =2u(e+ 2h,0)} + I oD Loty hs0
o’u
— = 2{2u(x—4h,t)—11u(x—3h,t)+21u(x—2h,t)—14u(x—h,t)
ox~ 12 (220)

—10u(x, )+ u(x+ 1)) + h3 65”(x D,
.x

+O(h") h—>0

yaklagimlarini kullanalim.
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(217) integral siir sartina ise Simpson yontemi

Ixu(x,t) zg[u(O,t)+422: 2i-Dui-1,1)+2 ZZ: 2iu(2i,t) +u(N +1,t]1+O0(h*)

ile yaklasalim.

Agin i¢ noktalarinda f=¢ noktasinda (214) esitligine (218), (219) ve (220)

uygulanirsa
a;—lt]:AU(t)+v(t), t>0 (221)
uoy=f (222)

seklinde adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada

U(t) =[u,(t),u,(t),...u, ()] ve f=[£(), f,(t),.... [, ()] seklinde siitun vektorleri

ve A matrisi ise

-20 6 4 -1
11 20 6 4 -1
11 20 6 4 -1
de 1 : : U .
12h° 11 20 6 4 -1
al a2 aN
I Py
N V2 VN
seklindedir. A matrisinin son 3 satir1
4x,, i=13.. 8x,, i=13.. —36x,, i=13..
2x,, i=2,4.. 4x,, i=2,4.. —18x,, i=2,4..
2x,, i=N-4 4x, +1, i=N-4 -18x,+2, i=N-4
o, =:11+4x, i=N-3 B=18x,-6 i=N-3 y =¢-36x-11, i=N-3
2x, =20 i=N-2 4x,-26 i=N-2 —18x,+24,i=N-2
4x,+6 i=N-1 8x,—40 i=N-1 —36x,-40, i=N-1
2x,+4 i=N 4x+21 i=N —-18x,+10, i=N
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ve sutun vektori

K(1) K(1) 9K (t)
O =[Gy Gy s Gy +— G+ -
v(?) [q1 q, 9N dy-i e 4y an

an’”’ I

dir.

(221)-(222) sisteminin ¢ozimii
U(t)=exp(td) f + j exp[(t—s)A]v(s)ds, t >0 (223)

seklindedir ve bu ¢6ziim

U(t+1)=exp(tA)U(t)+ Ij exp[(t+1—s5)AJv(s)ds, t =0,1,21... (224)

t

yineleme bagintisini saglar.

(224) deki tistel matris fonksiyonunu yaklasik olarak hesaplamak i¢in

b, +b,0+b,6 0
E,(0)= _001 22_ 3:]9( )
a,—ab0+a,0" —al” q(0)

rasyonel yaklagim kullanilsin. Burada a, ve b, reel sayilar olmak tizere

a,=1,b,=1-a,,b,=0.5-a, +a, ve a, zl—ﬂ+a3
6 2
esitliklerini saglamaktadir. Dolayisiyla
exp(ld) =G ' (I +(1—a,)lA+ (% —a,+a,)l’A%)
seklinde yazilir. Burada
2 42 1 1 3 43
G=I-alAd+a,l A —(E—Eal +a,)l" A
olarak ifade edilir.

(224) deki integral terimi ise
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[ xpl(e+1-) ATv(s)ds = (s, +v(s,) + Wi(s,)

t

ile yaklasik olarak hesaplanir. Burada
! =
W, = g{1 +(4-9a, +12a,)I4} G

W, = 2?1{1 —(1-3a, +6a,)IA} G

W, :é{]+(3—9a1 +12a,)I4+ (1-3a, +6a,)*4*} G

seklindedir. Dolayisiyla (224) esitligi
U(t+1)=exp(IA)U )+ Wv(t)+W,v(t + é) +Wo(t+1)

halini alir [34].

2.5.1.2. Crank Nicolson Yontemi

(214)-(217) problemine (Shingmin ve Lin, 1990)’te calisilan Crank Nicolson

yontemini uygulayalim.

[0,1]x[0,T] arahgum ~=1/N ve r=1/M adim uzunluklu NxM aga bélelim.

Crank Nicolson yontemi ile (214) esitligi j=1,2.... N -1 n=1,2,..., M olmak lizere

2 2
u'| —2(1+h—ju;'“ +ul =ul +2(1 —h—ju;’ +u

J-1 Jj+l j+l
T T

(225)
-h*(q; +q;")

seklinde yazilir. (216) sinir sart1 uygulanirsa
0 =0 (226)

elde edilir. (217) sinir sartina
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[xu(x.) zg[u(o, 0+43 Qi-Du@i-10+2 S Qi)
+u(N +1,¢]+O(h*)

Simpson integral yaklasimini kullanalim.
(225),(226),(227) birlestirilmesiyle
Au=>b

denklem sistemi elde edilir.

Burada A matrisi R =-2(1+h’/7) olmak iizere

R 1 0 0
1 R 1 0
A=| 0 0
0 0 0 1 R
o G A @
ve a; ler
4xh, i=13...
o, =42xh, i=2,4..
h, i=N

seklindedir. (228) denklem sisteminin ¢oziimii ile
Un+1 — uanrl , U;H , ““u;l/;rl ]T

aranan sayisal ¢6ziim bulunur.

Ornek 1:
ou_0Ou +(x* =2)e'
ot ox’

(227)

(228)



u(0,£)=0

t

1
e
,)dx =—
!xu(x )dx 2
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Bu problemin gergek ¢6zimil

u(x,t)=x’e

seklindedir.

eb = ‘U - Ugewek

yaklasik

Kullanilan yaklagik yoOntem

/U

ile

gerge

U(0.5,0.5)

. asagidaki tabloda verilmistir.

noktasinda bagil

Tablo 5. Cizgiler Metodu ve Crank Nicolson ile elde edilen bagil hatalar

Aralik uzunlugu Cizgiler Metodu Crank Nicolson Metodu
h=0.1 1.6291x107° 4.8730x107
h=0.05 2.553x10°° 1.2398x107°
h=0.025 3.6733x107 3.1067x107°
h=0.0125 4.8533x10°° 7.7699x107

hata

Tablodan goriildiigii iizere kullanilan sayisal yontemlerdeki hata # kiigiildiikce

azalmaktadir. Ayni adim uzunlugunda Cizgiler metodu, Crank Nicolson yonteminden daha

az hata ile ¢oziime yaklagmaktadir.

1.8

1.6

1.4+

1.2+

1+

u(x,t

0.8

0.6

0.4+

0.2+

0

u(x,t) grafigi t=0.5

yaklasik
O gercek

0

Il Il Il Il Il
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.1

Il
0.7

Il Il
0.8 0.9 1

Sekil 6. Cizgiler metodu ile ¢6ziimiin grafigi
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u(x,t) grafigi t=0.5
1.8 T T T

— yaklasik
1.6F O gercek

1.4+

1.2¢

1+

u(x,t

0.8+

0.6

0.4+

0.2+

0

Sekil 7. Crank Nicolson metodu ile ¢6ziimiin grafigi

Ornek 2:

Ou _ O'u  —2(x*+t+1)
ot o’ (t+1)

u(x,0) = x’

u(0,6)=0

1

.([xu(x, t)dx = W

problemini ele alalim. Bu problemin ger¢ek ¢oziimii

2

X
U1 = (t+1)°

olarak bilinmektedir. Kullanilan yaklagik yontem ile U(0.5,0.5) noktasinda bagil hata

e, =|U U,.|/U

saktasik — U gercer |/ U gercere - @$281daki tabloda verilmistir.
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Tablo 6. Cizgiler Metodu ve Crank Nicolson ile elde edilen bagil hatalar

Aralik uzunlugu Cizgiler Metodu Crank Nicolson Metodu
h=0.1 1.4572x107* 3.7936x107*
h=0.05 2.2868x107 1.0927x107*
h=0.025 3.3245x107° 2.7647x107
h=0.0125 4.468x1077 6.9193x10°°

Tablodan goriildiigii iizere kullanilan sayisal yontemlerdeki hata £ kiiglildiikce

azalmaktadir. Bir onceki 6rnege benzer olarak ayni adim uzunlugunda Cizgiler metodu,

Crank Nicolson yonteminden daha az hata ile ¢6ziime yaklagsmaktadir.

0.45

u(x,t) grafigi t=0.5

0.4+

0.35¢

0.3F

0.25+

u(x,t

0.2+

0.15

0.1t

0.05

0

yaklas
O gercek

ik

0

01 02

0.3 0.4 0.5 0.6

Sekil 8. Cizgiler metodu ile ¢oziimiin grafigi
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u(x,t) grafigi t=0.5
0.45 T T T

yaklasik
0.4+ O gercek

0.35+

0.31

0.25

u(x,t

0.2+

0.15

0.1+

0.05+

Ob—e—— L I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 9. Crank Nicolson metodu ile ¢6ziimiin grafigi

2.5.2. Toplam Aile Sayisi ve Toplam Para Miktarinin Verildigi Para Birikim
Modeli

Bir Onceki probleme uygulanan sayisal yontemleri (123)-(126) problemine

uygulayalim.

D ={(x,t):0<x<1,0<¢<T} bdlgesinde olmayan

ou ,0u

m =a @‘i‘ q(x,t) (229)
u(x,0) = ¢(x) (230)
ju(x, t)dx = N(t) (231)
jxu(x, t)dx = K(t) (232)

0

problemini g6z dniine alalim.

2.5.2.1. Cizgiler Metodu
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Bir onceki problemde kullanmilan (218), (219), (220) sonlu fark yaklasimlarini
kullanalim. (231) ve (232) smir kosullarina

N+1 N+171

Jutx.n zg[u(0,1)+422:u(2i—1,t)+2 zz u(2i,0)+u(N +1,6]+ O(h*)

i=1 i=1

N+1 N+1
1 —1

_[xu(x,t) z§[4i(2i—l)u(2i—l,t)+2 ZZ: Qiu(2i,t)+u(N +1,t]+O(F’)

Simpson integral yaklasimlarini kullanalim. Bu yaklagimlar ile

W U@ +v(1). 150
dt
u=r

seklinde adi diferansiyel denklem elde edilir. Burada

U(t) =[u,(t),u,(t),...u, ()] ve f=[f£), f,(),....f ()] seklinde siitun vektorleri ve A

matrisi ise

11 20 6 4 -1

4 1 " .
1247 11 20 6 4 -1
a a, - o ay,
BB By
v, Yy

seklindedir. Burada A matrisinin ilk satir1 ve son 3 satiri
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4x,, i=13... 8x;, i=13... —-36x;, i=13...
2x,  i=2,4.. 4x,  i=2,4.. “18x,  i=2,4..
2x, i=N-4 4% +1, i=N-4 ~18x, 42, i=N-4
a,=111+4x, i=N-3 B =38x,—6 i=N-3 y =3-36x—-11, i=N-3
2x,-20 i=N-2 4x,-26 i=N-2 —18x, +24,i=N-2
4x,+6 i=N-1 8, —40 i=N-1 -36x,—40, i=N-1
2x+4  i=N 4x+21 i=N ~18x,+10, i=N
-20+11(4x, —4), i=1
6+11(2x, —2), i=2
PEENCE! i=N-4
C ] —1+112x, - 2), i=N-3
4x, -4 i=4,6
2x, 2 i=5,7.
ve
K(t)— N() K@) N(?) 27K (1)
V(f)=[q1+33(7),q2»-w%4 +4—}13an71— ILTERE LT Y™ I
olarak bulunur.

2.5.2.2. Crank Nicolson Yontemi

[0,1]x[0,T] araligmm h=1/N ve z=1/M adim uzunluklu NxM aga bolelim.

Crank Nicolson yontemi ile (229) esitligi j=1,2...N-1 n=1,2,...M

T T

-h*(q; +q;")

n n
n+l n+l n+l _ . n n n
w20 b+ — |+l =up 2| L-— (uf tul

seklinde yazilir.

(231) ve (232) sinir sartlarina Simspson kuralini uygulayalim.

N+1 N+1

2

ju(x,t) zg[u(O,t)+4zzlu(2i—l,t)+2 ZZ u(2i,t)+u(N +1,6]+ O(h*)

i=1 i=1

(233)

(234)
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j xu(x,t) zg[u(o, f) +4i(2i—1)u(2i—1,t)+2 ZZ (2i)u(2i,1)
+u(N +1,¢]+O(h*)

(233),(234) ve (235) birlestirilmesiyle

Au=>b

denklem sistemi elde edilir.

Burada 4 matrisi R =—-2(1+4’/7) olmak iizere

1 R 1 0
0 ) ) 0
0 0
A=
0 1 R 1
Q a, a,., a,
ﬂl ﬂZ ﬂn—l ﬂn
ve a; ve ler
4x.h, i=2,4..
4h, i=13.
) 2x.h, i=3,5..
o, =32h, i=2,4.. 0 = '
. h, i=1
h, i=N
h, i=N

seklindedir. (236) denklem sisteminin ¢oziimii ile
Un+1 — [uanrl , u;ﬁrl , ””u]r\?l ]T

aranan sayisal ¢oziim bulunur.

Ornek:
ou_cu
ot ox’

u(x,0)=x—x’

(235)

(236)
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Jutx,0ydx=(1/6)-2t

0

[ (e, ydx=(1/12) -1

0

Bu problemin ¢6ziimii
u(x,t)=x—x>-2¢

olarak bilinmektedir.

Kullanilan  yaklasik yontem ile U(0.5,0.5) noktasinda bagil hata

/U asagidaki tabloda verilmistir.

eb = ‘Uyakla,stk - Ugerg’e/c gergek

Tablo 7. Cizgiler Metodu ve Crank Nicolson ile elde edilen bagil hatalar

Aralik uzunlugu Cizgiler Metodu Crank Nicolson Metodu
h=0.1 1.3471x107" 2.9606x107'
h=0.05 8.4510x107" 2.9606x107'
h=0.025 1.7494x107" 6.8094x107"
h=0.0125 4.6876x107" 1.9244x107"

Tablodan goriildiigii iizere sayisal ¢Oziimle elde edilen hatalar ¢ok kiigliktiir. Bir

onceki problemin aksine ayni adim uzunlugunda Crank Nicolson metodu Cizgiler metodu

yonteminden daha az hata ile ¢6ziime yaklagmaktadir.
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u(x,t) grafigi t=0.5
-0.75 T ™ SUS T

— yaklasik

O gercek

£
=}
_l Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
Sekil 10. Cizgiler metodu ile ¢oziimiin grafigi
u(x,t) grafigi t=0.5
-0.75 T ™ S iSves
yaklasik <
O gercek
-0.8
-0.85
£
=

-0.95

16 I I I I I I I I I b
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 11. Crank Nicolson metodu ile ¢ézlimiin grafigi

Ornek 2
ou_ou
ot ox’

u(x,0) =sin(zx)
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1
Iu(x, t)dx = 2 exp(—7’t)
T

0

1 1

I xu(x,t)dx =—exp(—r’t)
0 V4

Bu problemin ¢6ziimii
u(x,t) = sin(zx) exp(—z’t)
seklindedir.

Kullanilan  yaklasik yontem ile U(0.5,0.5) noktasinda bagil hata

/U Tablo 8 de verilmistir.

eb = ‘Uyakla,stk - Ugerg’e/c gergek

Tablo 8. Cizgiler Metodu ve Crank Nicolson ile elde edilen bagil hatalar

Aralik uzunlugu Cizgiler Metodu Crank-Nicolson Metodu
h=0.1 0.0029 0.0075
h=0.05 4.5074x107" 0.0023
h=0.025 6.4370x107 5.6888x107
h=0.0125 4.4595x10°° 9.1160x107

Tablo 8’den gorildiigili tizere kullanilan sayisal yontemlerdeki hata £ kiigiildiikce
azalmaktadir. Biitiin adim uzunluklarinda Cizgiler metodu, Crank Nicolson yonteminden

daha az hata ile ¢6ziime yaklagmistir.
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x 10° u(x,t) grafigi t=0.5

— yaklasik
O gercek

u(x,t

O Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 12. Cizgiler metodu ile ¢ézlimiin grafigi

X 10° u(x,t) grafigi t=0.5

yaklasik
O gercek

u(x,t

Sekil 13. Crank Nicolson metodu ile ¢ézliimiin grafigi



3. BULGULAR ve TARTISMA

Son yillarda integral sinir kosullar1 ile uygulamalarda sikca karsilasilmaktatir. ilk
olarak Cannon (1963) tarafindan integral sinir kosullar1 ortaya atilmistir. Ionkin (1977),
Cannon tarafindan ortaya atilan problemin 6zel bir durumunu ¢alismistir. Ionkin’in 1s1

probleminin sinir sartlart
1
1, (0,0)=0, [u(x,t)dx =m(t)
0

seklindedir. Ionkin, integral sinir sartin1 noktasala indirerek 6zeslenik olmayan ve sinir
sartlar1 zay1f regiiler olan Sturm Liouville problemi elde etmistir.
Bu tezde, Erofeenko ve Kozlovski (2011) tarafindan calisilan para birikim

modelinin 6zel durumu olan 1s1 denklemi

u(0,1) =0, jxu(x, f)dx =K (t) ve j u(x,t)dx = N(z), j xu(x,t)dx = K(t)

0

sinir kosullar1 alinarak incelenmistir. ITonkin’in kullandig1 doniisiim yardimiyla integral
sinir kosullar1 noktasal sinir kosullarina indirgenmistir. Fourier yontemi ile karsilik gelen
Sturm Liouville probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari bulumustur. Sturm Liouville
problemlerinin  6zeslenik oldugu ve smir kosullarmin  kuvvetli regiiler oldugu
gosterilmistir. Her 1ki problem igin 6zfonksiyonlarin Riesz taban 6zelligi kullanilarak
¢Oziim yazilmistir. Literatiirde bulunan Cizgiler metodu ve Crank Nicolson metodu bu
problemlere uygulanmigtir. Bir Ornek hari¢ ¢izgiler metodunun Crank Nicolson
metodundan daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.

Ayrica bu tezde birikime gore lineer gog terimi f = g(x)u + f(x,¢) alarak

%=a2%+q(x)u+f(x,t)
parabolik kismi diferansiyel denklemi doniistiiriilen sinir sartlar1 ile incelenip 6zdeger ve
Ozfonksiyonlarin asimptotik formiilleri elde edilmistir. Sonlu elemanlar yontemi ile
yaklagik 6zdegerler bulunup asimptotik 6zdegerler ile karsilastirilmistir. Sonlu elemanlar

ile hesaplanan o6zdegerlerin ¢(x)=0 oldugu durumdaki o6zdegerlerin komsulugunda

yakinsadig1 gozlemlenmistir.



4. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda incelenen para birikim modeli i¢in elde edilen sonuglar

asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1) Minimum birikim ve toplam para birikim ile verilen para birikim modelinde
integral ile verilen sinir sart1 noktasal sinir sartlarina doniistiiriilmiistiir. Elde edilen Sturm
Liouville problemi 6zesleniktir. Sinir kosullar1 regiilerdir. Ayrica kuvvetli regiilerdir.

2) Aile sayist birikim ve toplam para birikim ile verilen para birikim
modelinde integral ile verilen iki tane sinir sart1 noktasal sinir sartlarina dontstiirilmiistiir.
Elde edilen Sturm Liouville problemi 6zesleniktir. Sinir kosullari regiilerdir. Ayrica
kuvvetli regiilerdir.

3) Sinir sartlart integral ile verilen para birikim modeline Crank Nicolson
metodu ve Cizgiler metodu uygulanmistir. Bir 6rnek hari¢ Cizgiler metodunun daha iyi
sonug verdigi gozlemlenmistir.

4) Bagka bolgelerden lineer go¢ alan para birikim modelleri i¢in elde edilen

Sturm Liouville problemlerinin 6zdegerleri degisik ¢(x) i¢in hesaplanmistir. Ozdegerlerin
q(x)=0 olan durumdaki 6zdegerlerin komsulugunda yakinsadigi ve biiyiik 6zdegerlerde

hatanin daha biiyiik oldugu gézlemlenmistir.



5. ONERILER

Para birikim modelinin 6zel bir durumu degisken katsayili

o, ,0% ov

—= —+ Bx—+ f(x,t
o G Tt
v(x,0) =¢(x)

v(0,¢) ve v _(0,7) sonlux — 0

1

[xv(x,tyde = K (1)

0
parabolik kismi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii incelenebilir. Fourier yontemi ile elde
edilen sinir deger problemi

XX "(xX)+oxX'(x)+AX(x)=0

X(x),X'(x) smmirh x >0

X'D+(@w-3)X1)=0
seklindedir. Bu problemin 6zfonksiyonlar

(5-w) Le

A=(w-1)"/4 oldugunda X (x)=(l1+ Inx)x 2, w<-l1

1-0
A>(w—-1)"/4oldugunda X (x)=x 2 (cos(k Inx)+ > 2/:0 sin(k In x)j

seklindedir. Bu 06zfonksiyonlar1 tabanligi incelenip para birikim modelinin ¢6ziimi

yazilabilir.
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7. EKLER

EK 1
Teorem 5.1. (Lagrange Ters Formulii)

f(z) kompleks diizlemde z = 0’1n bir komsulugunda analitik olsun. f(0)# 0 oldugunu

varsayarak ve z bilinmeyen olmak tizere

z

Te) 237

esitligini diistinelim. O zaman |Z| <b bélgesinde|w| <a igin (237) esitliginin tek ¢oziimii

olacak sekilde a ve b sayilar1 vardir. Ayrica bu ¢6ziim w nin analitik fonksiyonudur:

z= ZCkwk (|w| <a) (238)

Burada katsayilar

1(aY™"
qz;{;] h(z)}

seklindedir.

z=0
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