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1.GENEL BILGILER

1.1.Giris

Matematikte s-sayilar1 veya singiiler sayilar (singuldre zahlen) denilen kavram ilk
olarak E. Schmidt’in non-selfadjoint integral operator teorisi alanindaki [1] (Zur Theorie-
der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, Math. Ann. 63(1907), 433-476;
64(1907), 161-174) calismasinda ortaya konulmus ve kullanilmaya baslanmistir. Bu
kavramin Hilbert uzayindaki lineer sinirli operatorlere genellemesi ise J. von Neumann ve
R. Schatten’in [2] ( The Cross-space of linear transformations, Ann. of Math. 47(1946),
608-630; 49(1948), 557-582) calismasinda verilmistir. Hilbert uzayinda operatorlerin s-
sayilarinin miikemmel teorisi 1.Z. Gohberg ve M. G. Krein’nin [3] ( Introduction to the
theory of linear non-selfadjoint operators in Hilbert space, Moscow 1965, Providence
1969, Paris 1971) kitabinda verilmistir. Banach uzayinda s-sayilarinin birgok farkli tanim
secenekleri vardir. Bu baglamda ilk calismalar A. N. Kolmogorov [4] (Uber die beste
Annahering von Funktionen einer gegebenen Funktionenklasse, Ann. Math. 37 (1936),
107-110) ve .M. Gelfand’a aittir.

A.Pietsch’in [5] (Einige neue Klassen von Kompakten linearen Abbildungen, Rev.
Roumaine Math. Pures and Appl. 8(1963), 427-447) caligmasinda ise esas inceleme
konusu “yaklagim sayilar1” olmustur.

Banach uzaylarinda s-sayilarinin aksiyomatik teorisi ve aragtirilmasi ilk olarak
A Pietsch’in [6] ( s-numbers of Operators in Banach Spaces, Studia Math. 51(1974), 123-
132) makalesinde ve aymi yazarin  [7] ( Operator Ideals, North-Holland Publisching
Company, 1980) ile [8] (Eigenvalues and s-numbers, Cambridge University Press, 1987)
Kitaplarinda detayl1 ve sistemli olarak verilmistir.

Stirekli gelisen litaratiirde yapilan ¢alismalarda, dizilerin ve fonksiyonlarin Hilbert
uzaymda bazi operatorlerin s-sayilarinin hesaplanmasina ait bulgular verilmektedir.
Genelde, seksenli yillardan sonra yapilan bilimsel c¢alismalarda ya farkli Banach
uzaylarindaki lineer smnirli operatorlerin s-sayilari, psevdo-S-sayilari, quasi-S-sayilari,
yaklagim sayilar1, Gelfand sayilari, Kolmogorov sayilari, entropi sayilari vs. ile 6zdegeri

arasindaki 1iligki aragtirnlmig ya da Hilbert uzaylarindaki meshur Weyl esitsizliginin



benzerlerinin  Banach uzaylarinda, Yyeni tanimlanan s-sayilar ig¢in genellemesi
matematikgilerin esas odak noktasi olmustur(6rnegin: bak. [9] - [21]).

Cok noktali diferensiyel operatorler teorisinin birgok problemleri, ¢ok-pargacikli
kuantum mekaniginin bazi siireglerinin matematiksel modelleme sonucu ortaya g¢ikan
problemleri, kuantum alan teorisi ve katihal cisim fizigininin birgok problemlerinde
arastirilan sorular ancak Hilbert veya Banach uzaylarinin direkt toplami iizerinde kolay

¢oziimlenebilecegi sonucuna varilmstir(bak [22]-[32]).

Ornegin, F.Gesztesy ve W.Kirsh’in [33] (One Dimensional Schrodinger Operators with
Interactions Singular on a Discrete Set, J.Reine Angew. Math., 362 (1985), pp.28-50)

calismasinda

__ a4 2_1)
H = dx2-+ (S 4

, s>0

cos?x
seklinde ki Schrodinger operatoriiniin L2(R)’de iirettigi “ Hamiltonan *’lar esas inceleme
konusu olmustur. Katsaymin sayilabilir sayida singiilerlik noktas1 oldugundan arastirma

L?(R)’de miimkiin olmamustir. Bunun iizerine, onlar iiretilen Hamiltonian’lar1 ilk dnce her

n € Z igin LZ(—§+ nm, §+ nm) uzayinda bulmus ve daha sonra H operatdriiniin

L*(R)’de iirettigi Hamiltonian’m L? (—g+ nrm, §+ nn),n € Z uzaymdaki H,,n €

Z Hamiltonianlar’mn direkt toplami oldugu gostermistir. Bu ve buna benzer birgok
problemler Banach uzaylarmmin direkt toplami iizerinde lineer operatdrlerin spektral

teorisini giincel yapan 6nemli faktorlerden biridir.
Bu tez ¢alismasinda:

(1) Banach uzaylarin direkt toplamu {izerinde tanimlanan direkt toplam operatorleri ile
koordinat operatorleri arasindaki ileride kullanilacak sinirlilik ve kompaktlik
iligkilerin arastirilmast;

(2) Banach uzaylarinin direkt toplami tizerinde direkt toplam operatdriiniin
spektrumunun parcalari ile koordinat operatorlerinin spektrumlarinin pargalari
arasindaki baglantilarin incelenmesi;

(3) Banach uzaylarinin direkt toplami tizerinde tanimlanan direkt toplam operatoriiniin
baz1 s-say1 fonksiyonlari ile koordinat operatérlerinin ayni tipteki s-say1

fonksiyonlar1 arasindaki bagmtilarin irdelenmesi;



(4) S,(E,F):= {S ELEF): Yo sP(S) <o }, 1 < p < o olmak lizere,
Banach uzaylarimin direkt toplami iizerinde X = (@p=1 Xp)p 1<p <o
tammlanan S =@7,=; S;y, m = 1 direkt toplam operatorlerinin S, (1), 1 <p < o
smifinda olmasi ile S, m =1 koordinat operatdrlerinin S,(-), 1 <p < oo

sinifina ait olmasi arasindaki iliskinin arastirilmasi

amaclanmakdadir.

1.2. Temel Kavram ve Agiklamalar
Tez ¢alismasinda kullanacagimiz baz1 6nemli kavram ve sonuglar1 verelim.
Tamim 1.2.1 (Metrik Uzay, ([39],s.11)): X bos olmayan bir kiime ve

d:XxX >R, (x,y) - d(x,y) bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu her x,y,z € X

i¢in

) dlx,y)=0;

(i) d(x,y) =0 © x =y (6zdeslik aksiyomu) ;

(iii)  d(x,y) =d(y,x) (simetriklik aksiyomu) ;

(iv) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (icgen esitsizligi) ;
ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya bir metrik,
bu durumda (X,d) ikilisine de metrik uzay adi verilir. Yukarida verilen (i)-(iv)

ozelliklerine ise metrik aksiyomlar1 ad1 verilir.
Ornek 1.2.2 ([41],s.8): X bos olmayan bir kiime olmak iizere her x,y € X i¢in

0O , x=
d(x’y):{l xii’

ile tanimlanan d fonksiyonu X tizerinde bir metriktir.
Gergekten d nin tanimindan (1),(ii) ve (iii) agiktir. (iv) igin x, y ve z € X olsun.
Eger x = y ise d(x,y) = 0 olacagindan

d(x,y) <d(x,z) +d(z,v).



Eger x # y ise d(x,y) = 1. Fakat x = y = z olamayacagindan
d(x,y) <d(x,z) +d(z).
Bu metrige diskret ya da ayrik metrik denir.

Ornek 1.2.3 ([39],5.11): k > 1 herhangi bir tamsay1 ve F(R veya C) bir cisim olsun,

1
d:FK x F¥ > R, d(x,y) = (Z%{:llxl' —}’i|2)2:

seklinde taniml1 fonksiyon F¥ kiimesi iizerinde bir metriktir ve bu metrige F* iizerinde

standart metrik adi verilir.

Tamim 1.2.4 (Lineer Uzay, ([39],s.3)): X bos olmayan bir kiime ve F(R veya C) bir

cisim olsun.
+HXXX-X, @y -=x+y,
eFxX-X, (a,x) — ax,

dontigiimleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x, y, z € X ve her

a, B € F i¢in asagidaki kosullar saglansin:

xXt+ty=y+x;

x+@+2)=+y)+z;

Vx € X i¢in x + 0 = 0 esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir ;

Vx € X igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir ;
VxeEXigcinl.x =x ;

(aB)x = a(Bx) ;

alx+y)=ax+ay ;

8. (a+pB)x=ax+fx .

S A T R I

Bu durumda X’e [F cismi iizerinde bir vektor uzayi (linecer uzay) adi verilir. F’in
elemanlarina skaler X’in elemanlarina ise vektor adi verilir. F = R aliirsa X’e reel vektor

uzayi ve [F = C alinirsa X’e kompleks vektor uzay1 adi verilir.

Ornek 1.2.5 ([39],5.5): S bir kiime ve X, F(Rveya C) cismi iizerinde bir lineer uzay
olsun. Bu takdirde F(S,X): = {f| f:S = X bir fonksiyon } olmak lizere F ailesi



F+9@) =flx)+g9x), f,.g€F(SX),
(af)(x) =af(x), a €F, feF(SX),
islemleri altinda bir lineer uzaydir.

Tammm 1.2.6 (Lineer Manifold, ([39],s.3)): X bir lineer uzay ve Y c X ,Y # @ olsun.
Eger Y kiimesi X lineer uzay: lizerinde tanimlanan cebirsel islemler altinda kendi bagina bir
lineer uzay olusturuyorsa Y’ye, X de bir lineer manifold (veya X’in bir lineer alt uzay1)

denir.
Ornek 1.2.7: R3, R iizerinde bir lineer uzaydir.
M; ={(x,0,0): x€R}cR3
M, ={(0,y,0)0: y€R}cR?,
M; ={(x,0,z): x,z€ R}cR3,
kiimelerinin de ayni cebirsel islemler altinda birer lineer manifold oldugu fakat
M, = {(x1,x5,x3) ¢ x; veyax, sifir} ¢ R3,

kiimesinin ise lineer alt uzay olmadigi kolayca goriiliir. x;, x5, x3 € Rve x; # 0, x, #
0, x5 # 0 olmak tizere (x4, 0, x3), (0, x5, x3) € M, olsun. (x;,0,x3) + (0,x,,x3) =
(x1,x5,2x3) & M, , toplama islemine gore kapali degildir. O halde M, kiimesi bir lineer alt

uzay degildir.

Tamm 1.2.8 (Normlu Lineer Uzay, ([39],5.31)): X, [F cismi {izerinde taniml1 bir vektor

uzay1 olsun. Eger ||*||: X = R, x — ||x|| doniisiimii her x,y € X ve her a € F i¢in

(i) x| = 0;

(i) lx] =0 © x=0;

(i) lax|l = [alllx]l ;

(iv)  lx +yll < llx]l + llyll (iggen esitsizligi) ;
ozelliklerini sagliyorsa ||-|| donilisiimiine X lineer uzay1 lizerinde bir norm ve bu durumda
(X, |I-[l) ikilisine de bir normlu lineer uzay veya normlu uzay adi verilir. Yukarida verilen

()-(iv) o6zelliklerine ise norm aksiyomlar1 adi1 verilir.



Ornek 1.2.9 ([39],s.32;5.35):

1
(@) F(RveyaC) bir cisim olsun. |||[: F* - R, ||(xq, ..., )|l = G qlx;|?)2 olarak
tanimlanan fonksiyon F" {izerinde bir normdur ve bu norma F" {izerinde standart
norm adu verilir.

(b) L, = L,(N): = {(xp): x, EC,nENvVe Yey |x,]P <0}, 1<p<oo lineer

1
uzay1 ||x|l,=nen 1%217)?, x = (x,,) € 1, fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir

ve bu norma lp tizerindeki standart norm adi verilir.
Ayricam € N igin

5 =0{123,..m):={(x):x; EC1<i<m}, 1<p<oo, lineer uzayi

1
||x||p:(2?;1|xi|p)5, x = (x;) € [ fonksiyonu altinda bir normlu lineer uzaydir.

©) lo =1l(N) :={(x,): x, € C, n € Nve sup,en| x,| < o} lineer uzay1 ||x|| o, =
suppen| xnl, x = (x,) € l,, fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir ve bu norma
l, Uzerindeki standart norm ad verilir.
Ayricam € N igin
M =17{1,23,...m):={(x):x; EC,1 <i<m} lineer uzay1 [|x|l, =

SUp1<i<m| Xil, x = (x;) € [ fonksiyonu altinda bir normlu lineer uzaydir.

(d) ¢ = {(x,): x, € C,n € Nve lim,_, x,, = 0} lineer uzay1 |[x||lc = Suppen| Xz,
x = (x,) € ¢, fonksiyonu altinda bir normlu lineer uzaydir.
Ornek 1.2.10 ([39],5.5;5.35): X ve Y, F(R veya C) cismi iizerinde lineer uzay
olsunlar. X ve Y lineer uzaylarin kartezyen ¢arpim kiimesi
XXY={xy): xe€X, yev},
seklinde tanimli olup herhangi bira € Fve (x;,y;) EX XY, i =1,2,.. igin
FHAXY)XXXY) > XXY), (x,y1)+ (2,52) = (1 + 22,51 +¥2),
i FXXXY)>(XXY) , alx,y) = (axg, ayy),
cebirsel islemleri altinda bir lineer(vektor) uzaydir.
Ayrica yukaridaki sekilde tanimlanan X X Y lineer(vektor) uzayi, X lineer(vektor)

uzay1 tizerindeki norm ||-||; ve Y lineer(vektor) uzay: tizerindeki norm ||-||, olmak iizere;



G = llxlls + iyl , x€X,y €Y,

fonksiyonu altinda bir normlu lineer(vektor) uzaydir.
Ornek 1.2.11 ([40],s.246) : X ve Y iki normlu uzay olsun. Bu taktirde X’den Y’ye biitiin

sinirh lineer doniistimlererin uzayi L(X,Y) bir normlu lineer uzaydir.

Tamm 1.2.12 (Yakinsak Dizi, ([39],5.32;5.36) ): (X, ||']lx) normlu uzay, (x,) < X bir

dizi olsun. Eger x € X i¢in lim,,_,||x, — x||x = 0 ise, (x,) < X dizisi x € X elemanina
" . Il x )
|||y normuna goére yakinsiyor denir. x, —— x veya lim,,_,, X, = x notasyonlarindan
n—->oo

biriyle gosterilir.

Ornek 1.2.13([39],s.38): (f,) < €([0,1], R) dizisi her t € [0,1] i¢in f,(¢):=t", n>1

seklinde  tammlamyor.  (f,) dizisi  (C([0,1],R), [Ill, If1l, = follf(t)l dt, f €
C([0,1], R) normlu uzayinda f(t) = 0 noktasina yakinsaktir. Gergekten;

Ifn—flls = follfn(t) — F(0)| dt = fol(tn _0)dt=-L i) o

n+l n-ooo

oldugundan lim,,_,||f, — fll1 = 0. Bu ise f,(t) = t™, n = 1 dizisinin [|-||; normuna gore

f(t) = 0 noktasina yakinsadigini gosterir.

Tamim 1.2.14 (Cauchy Dizisi, ([39],5.32;5.36) ): (X, ||llx) normlu bir uzay olsun.
(x,) € X dizisi bir Cauchy dizisidir & Ve > 0 i¢in In, € N: Vm,n > n, i¢in |[x,, —

xm”X <&

Ornek 1.2.15 ([39],5.38): (f,) < C([0,1],R) dizisi her ¢ € [0,1] icin f,(t):= ¢t"
seklinde  tammlamyor.  (f,) dizisi  (C([0,1],R), I, lIfll. = follf(t)l dt, f €
C([0,1],R) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olup (C([0,1],R),|llle), Ifllec =
sup{|f(t)]: t € [0,1]}, f € C(]0,1],R) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi degildir.
Gergekten;

Ik olarak (f,) dizisinin (C([0,1], R), |||l;) normlu uzayinda Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. n,m € N ve n > m olsun. Su halde n > m oldugu igin

1 1 1 1 1
Jolth =t dt = [[(t™ —t") dt = ——

m+1 n+1 m



oldugu elde edilir. Eger her € > 0 igin n,:= [E]] + 1 alirsak her m,n > n, i¢in ||f,, —
flls < % <& oldugundan ||f;, — finlli <& oldugu bilinir. Oyleyse (f,) dizisi
(€([0,1], R), ||*]l;) normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir.

Simdi (f,,) dizisinin (C([0,1], R), ||*|ls) normlu uzayimnda bir Cauchy dizisi olmadig1
gosterilsin. Aksine (f;,) dizisinin (€([0,1],R), ||||) normlu uzayimnda bir Cauchy dizisi
oldugu varsayilsin. n,m € N ve n > m olsun. Bu halde n > m oldugu i¢in

Ifn — finllo: =sup{|t" —t™]: 0 <t <1} =sup{t™—t™ 0<t <1}

m
m

esitligi elde edilir. Kolay hesaplamalar sonucu sup{t™ —t™: 0 <t <1} = (Z)m (1 -

%) esitligi bulunur. Buradan ||f, — finlleo = (%)n_m (1 — %) esitligine ulasilir. Burada

k
— - _ — (kYK (g _ kY _1(q_1\_1
m =k € Nven =2k € N alinirsa ||f;, — finllo = (2k) (1 Zk) =3 (1 2) =1 olur
Ki bu durumda ¢ = % igin i < % esitsizligine ulasilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla (f;,)
dizisi (C([0,1], R), ||*[lec) normlu uzayinda bir Cauchy dizisi degildir.
Tamim 1.2.16 (Banach Uzay, ([39],s.16;s.48)): Eger bir normlu uzayda her Cauchy

dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise bu uzaya bir tam uzay veya bir Banach Uzay denir.

Ornek 1.2.17 ([41],s.61): [,(N), 1 < p < o lineer uzay1

1
llxll, == Caealxn PP, x = (x,,) € L,(N)
normuna gore bir Banach uzayi oldugu gosterilsin.

Her n € N i¢in x™ € L, olup x™ = (x}, ..., x}, ...) seklindedir. x™ € L, oldugundan

p ) : L
2,‘?:1|x,((n)| < +00, Ote yandan (x™) c 1, bir cauchy dizisi olsun.

Bu takdirde Ve > 0i¢in IN(¢) € N:Vr,s € Nver,s = N(&) i¢in ||x(r) — x(s)”p < &.
Yani Vr,s e Nver,s = N(¢) i¢in

1

(2;§;1|x,§” — x,(cs) p)5 <e¢ (1.2.1).




1

b2
| ™ _ 0| < (2;;0:1| 2 = x© )” oldugundan Yk € N keyfi

Buradan Vr,s, k € N igin |x

fakat sabit ise Vr,s € N:r,s > N(¢&) icin |xlgr) (S)

< ¢ olur. Bu gosteriyor ki k € N
keyfi fakat sabit olarak alindiginda (x(”)) c R dizisi Cauchy dizisidir. R 6glid metrigine

gore tam oldugundan (x(”)) dizisi yakinsaktir. O halde x = lim,,_, x,((n) olacak sekilde
bir x == (x4, ..., X, ... ) € R dizisi mevcuttur. (x(")) C L, bir Cauchy dizisi oldugundan

1 > 0 sayisina karsilik bir N, € N bulunabilir 6yle ki
vr,s € N:r,s = N, i¢gin ||x(r) - x(s)”p <1 (1.2.2).

Y <

+00. Vk € N igin x; = lim,_,¢ xk oldugundan zi/_ > 0 sayisina karsilik AN, € N: vn €

Ote yandan xWNo) = (xiv", ...,x,lcvo, ) € l, oldugundan ||X(N°)|| (Zk 1| (o)

N,nZNkigin| —xk)|< Yani

-
p 1
|xk - x,ﬁ”)| < (1.2.3)

m € N keyfi fakat sabit ve n;, € N olsun. x(™ € [, oldugundan (x™ — xNo)) € [,

Minkowski esitsizligi kullanilarak m € N keyfi fakat sabit ve n;, € N i¢in

1

by = (T v — %0 + 200 )

< (8t~ + (5 ]

1

1
.
=( anl xk_x](cnk) )p+( ;cn=1 xl(cnk) (No) +x (No)

b

1 1

VY

+ || (No)

1
) |P\p () __ , (No)
S ( ;(nzl xk _xknk ) +( ;anl xknk k °

|m

S( m xk_x,((nk) ) n ” (ng) xz(cNO)

(1.2.4).
p

Eger n; € N sayist n, > N, ve n, > N, olacak sekilde segilirse (1.2.2) ve (1.2.3)
kullanildiginda (1.2.4) den Vm € N i¢in
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1 1

Rzalx PP = ( i k) F 14 M) < 1+ 1+ x| =24 [0 .

Boylece Vm € N igin
P
Tl < (2 + x| ) (1.2.5).

. . . p .
Bu gdsteriyor ki x(No) € [, sabit oldugundan (2 + || ®|| ) € R, sonlu bir sayidir. Bu

monoton artan (Q7=,|xx|?) dizisinin tstten smirh bir dizi oldugunu gosterir. Monoton

artan ve Ustten sinirli bir dizi daima yakinsaktir. Buradan x € [,, oldugu gosterilmis olur.
Son olarak lim,,_,, x™ = x oldugunu gésterelim. (x™) c 1, bir Cauchy dizisi

oldugundan > 0icinIN* = N*( ) EN:Vr,seNver,s > N"i¢in

™ _ 0| <Z
[ =& < 7 (1.2.6).

Vk € N i¢in x;, = lim,,_, xk oldugundan aN* < ) € N:vn € N,n > N, i¢in

T

o

—x, (1.2.7).

&
< —_—
| 2"2k
m € N keyfi fakat sabit bir say1 olsun. n; € N sayilar1 n, = max{N*, N, ..., N,,} olacak
sekilde alinir ve Minkowski esitsizligi kullanilirsa (1.2.6) ve (1.2.7) den

1 1

(s 0 = (S = 45 ]

< |

1

< (58 el 50+ (82 e - 2 Y

1
< (5l =) (2 i - )

1

< |

< [ = x|, + (3 1 )

<

B | m
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elde edilir. Buradan goriiliir ki n € N,n > N* olarak se¢ildiginde : Vn € N i¢in

1

.
(Zle x — xk| )p < g < £ oldugundan ¥n € N,n = N* igin |[x™ — x||p < g olur.

limn_mo”x(”) - x||p = 0 yani lim,,_,, x™M = g,

Sonug olarak [,,(N), p > 1 vektdr uzay1 x = (x,,) € L,(N) i¢gin

Ielly = (Smabeal?)
normuna gore bir Banach uzaydir.
1
Benzer sekilde [,,(Z), p = 1 vektor uzaymninda x|, = Crz—wlxn|P)?, x = (x,) €
L,(Z) normuna gére bir Banach uzay oldugu gosterilebilir.

Ornek 1.2.18: (C([—1,1], R), ||*|l,) lineer uzay1 |||l;: €C([-1,1], R) = R* U {0}, f €
C([-1,1], R)

1
IFlly = 2, 1F G0l dx
normuna gore bir Banach uzay degildir.

Bu uzayn lineer normlu uzay oldugu kolayca gosterilebilir. 11k olarak || f ||, normuna gére

C([—1,1], R) uzayinin Banach uzay olmadig: gosterilsin.

1
fn:[_lrl]%R, fn(x): nx ) O<_xsZ ’
1 ) %<x§

seklinde tanimli (f;,), C[—1,1] uzayinda bir Cauchy dizisidir.

Gergekten, m,n € N i¢in m < n sayilari alinsin. Bu durumda;
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y
fa(X)
......... f (x)
(I/n1) (1/m,1)
1 » ®
o X
1 0 1/m 1

grafigindende kolayca goriiliir ki,

f = foulls = [ 21 fa = finl () dx =

= [0 1 = Ful GO + [3fo = ful @l + [F1f — fnl GO + [21, — fnl GOV

! 1 1 1
= [Jnx — mx| dx + [{"|1 — mx| dx = %(n — m)x? |g + (x —%xz) |’1”
n

1 1 1 m 1 1 m 1 1 m 1 1 1 m
=;-m) et =) G ) T et T am T e
2 n m 2m n 2n 2n 2n m 2m 2n
1 1 1/1 1 1
=———=—(———)<——)O
2m 2n 2 \m n m m-oo

Boylece ||f;, — fimll1 === 0 olup (f;,) © C[—1,1] de bir Cauchy dizisidir.

m—oo
m<n

Simdi ise (f;,) dizisinin ||-||; normunda yakinsamadigi gosterilsin. Aksine yakinsak kabul

. . II-1l
edilsinyani f € C([—1,1], R) i¢in lim,_, ;o fr = f olsun.

O halde Ve > 0 sayisi i¢in bir N(¢) € N vardir dyleki Vn € N ve n = N(¢) igin

Ifn—flli <e (1.2.8).
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Bu gosteriyor ki [If, — fll; = [2,1fu(x) — f(x)| dx oldugundan 0 < & < 1 keyfi fakat

sabit olan bir say1 olsun. Vn € N, n = N(¢) igin

P10 = FOOldx < I, — £l (1.2.9),

vevn € N,n > N(¢) igin
LU0 = Fldx < Ny — £l (1.2.10),

vn € N,n > N(¢) igin f_°1|fn(x) — f(x)| dx < g olup x € [—1,0] icin f,,(x) = 0
oldugundan Ve > 0 igin f_Ollf(x)I dx < e. O halde Ve > 0 icin f_ollf(x)l dx = 0 olup
buradan her x € [—1,0] igin f(x) = 0 [43], yani lim,_,,- f(x) = 0.

0 < a <1 keyfi fakat sabit olarak alinan bir say1 olsun. N {iistden smirli olmadigindan

% < a olan bir n € N sayis1 vardir. Bu takdirde Vn € N, n = N(¢) igin

L) = fFOOldx < e (1.2.11)

ve Vn € N,n = N(¢) igin
[ilfa(0) = fOOldx < & (1.2.12),
olup (1.2.11),(1.2.12) ve (1.2.10) dan

L1fGO) = f@)ldx < 2 1f(0) — f(O)]dx < & (1.2.13),

%< a<1veherxe E, 1] icin f,(x) = 1 oldugundan her x > a i¢in f,,(x) =1 olup

(1.2.13) den Ve > 0 igin falll — f(x)|dx < &. O halde folll — f(x)|dx = 0. Dolayisiyla
f stirekli oldugundan her @ < x <1 i¢in f(x) = 1 [43] elde edilir. Bu ise gosterir ki
lim, o+ f(x) = 1. Fakat lim,_,+ f(x) = 1 # lim,_o- f(x) = 0 olup f siirekli degildir.
Bu ise f € C([—1,1],R) kabulii ile celisir. Sonu¢ olarak (C([—1,1],R),]|l:]l;) normlu

lineer uzay1 bir Banach uzay1 degildir.
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Tanim 1.2.19 (Sartsiz Yakinsakhk, ([35],s.15) ): Bir X Banach uzayinda vektorlerin
bir dizisi (x;), i = 1 olsun. Bu takdirde tamsayilarin her 7 permiitasyonu i¢in Y71 Xz (n)

yakinsak ise Y.;—4 X, Serisine sartsiz yakinsaktir denir.

Tamm 1.2.20 (Schauder Baz, ([35],s.1)): X bir Banach uzay1 olsun. Her x € X igin
X = Yim=q AnXy olacak sekilde bir tek (a,), n = 1 say1 dizisi varsa (x,,), n = 1 dizisine X

in bir Schauder baz1 ad1 verilir.

Tez ¢alismasi boyunca Schauder bazinin gectigi yerlerde kisalik olmas1 bakimindan sadece

baz ifadesi kullanilacaktir.

Tamm 1.2.21 (Sartsiz Baz, ([35],s.15)): X bir Banach uzay1 ve (x,),n =1, X’in bir
bazi olsun. Her x € X i¢in bazin terimleriyle olusturulan x = Y7, a, X, Serisi sartsiz

yakinsak ise bu taktirde (x,), n = 1 bazina sartsiz baz ad1 verilir.

Tamm 1.2.22 (i¢ Carpim Uzay, ([39],5.51;5.53) ): X, Ckompleks sayilar cismi

tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger (+,7): X X X — C doniisiimii

(i) Vx € Xicin (x,x) =0ve(x,x) =0 x=0;

(i)  Vx,y € X icin (x,y) = (y,x) (kompleks eslenik) ;

(iii) Vx,y € Xvea € Fi¢in (ax,y) = a(x,y);

(iv) Vx,y,zeXigin(x+y,2)=(x2)+ (y,2);
ozelliklerini sagliyorsa (+,-) doniisiimiine X vektor uzay tizerinde bir kompleks i¢ ¢arpim
ve bu durumda (X, (-)) ikilisine de bir kompleks i¢ ¢arpim uzay1 (veya én Hilbert uzay1)
ad1 verilir.

Eger yukarida tanimlanmis olan doniisiimde C, kompleks sayilar cismi yerine R, reel
sayilar cismi alinirsa (X, (-,-)) ikilisine bir reel i¢ ¢arpim uzay1 adi verilir. Bu durumunda
her x,y € X i¢in (x,y) = (y, x) esitligi dogrudur.

Ayrica her x,y € X ve her a, 8 € F(C veya R) i¢in

1) (ax+By,z) = (ax,z) + By, z) = a(x,2) + B(¥,2) ;

@) (x,ay) =(ay,x) = aly,x) = aly,x) =alx,y);

Q) (x,ay +B2) = (ay + Bz,x) = a(y,x) + (z,x) = a(y,x) + B(z,x)
= a(x,y) + B (x,2)

bagintilarinin dogrulugu elde edilir.
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Ornek 1.2.23 ([41],5.141): F(RveyaC) cisim olmak iizere (C[a,b],F) siirekli

fonksiyonlarin kiimesi
+:Cla,b] X Cla,b] - Cla,b], (f,g9) > f+g,
o:F x Cla,b] = Cla,b], (a,f) = af,

olarak tanimlanan cebirsel islemlere gore bir lineer uzaydir.

Ayrica bu lineer uzay lizerinde

(', Detas) = J, f)gG) dx
seklinde tanimlanan doniisiim ise bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Gergekten;
(i) Her f € Cla, b] igin
() = [, FEOF@) dx = [JIf I dx = 0.

Eger f € Cla,b] ve (f,f) = fff(x)m dx = 0 yani (f,f) = fablf(x)l2 dx = 0 olsun.
Bu halde her x € [a, b] i¢in f(x) = 0 olup buradan f = 0 [43].

Diger taraftan f =0 ise (f,)c[ap = f:f(x)f(x) dx = f:lf(x)l2 dx = f:O dx =0
oldugundan (f, f)¢[qp) = 0 oldugu goriiliir.
(i)  Her f,g € Cla, b] igin

F, Dectap = fy GO dx = [ Fx) g(x) dx = [, g()f (x) dx

= (9, clap]-
(iii)  Her f,g € Cla, b] ve a € F i¢in
@f, Detap) = f; af 9@ dx = a [, fFx)g() dx = a(f, 9)ciap)-

(iv) Herf,g,h €Cla,b]igin
f + 9 Wetap = [ (f + ORG) dx = [2(F() + g(0)) h(x) dx

LIFEORG) + gh@)] dx = [ fF(ORGE) dx + f, g(0)h@) dx
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= (f,9clap) + (9 Mclap)
Tamm 1.2.24 (ic Carpimn Urettigi Norm, ([39],5.56) ): (X, (-,-)) bir i¢ ¢arpim uzay1
ve x € X ise
1
llx|l = (x, x)z

seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup bu norma i¢ ¢arpimin irettigi

norm denir.

Tamm 1.2.25 (Hilbert Uzayi, ([39],s.63) ): Eger bir i¢ ¢arpim uzay1 i¢ ¢arpimin tirettigi

norma gore tam ise bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 adi verilir.

Ornek 1.2.26 ([39],5.64): (,) =1 x1; > F(=RveyaC), (x,y) = X% 1% Vx

doniistimii [, tizerinde bir i¢ carpim uzayidir ve bu i¢ ¢arpima gore [, bir Hilbert uzayidir.

Tamm 1.2.27 ([41],s.82;5.83): X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. A:D(A) c X - Y

olan her doniisiime bir operatdr adi verilir. Bu durumda
D(A) = {x € X: Ax tanumli} c X kiimesine A operatoriiniin tanim kiimesi,
R(A) :== AD(A) = {y = Ax: x € D(A)} c Y kiimesine ise A operatoriiniin deger kiimesi,

KerA := {x € X: Ax = 0} c X kiimesine de A operatoriiniin sifir kiimesi veya g¢ekirdegi

denir.

Tanim 1.2.28 ([6], s.20): X ve Y iki Banach uzay ve A: D(A) € X — Y bir operat6r olsun.
A operatoriiniin goriintii kiimesinin boyutuna A operatoriiniin boyutu denir ve rank(A)

veya r(A) ile gosterilir. Yani r(A) = rankA = dim(Im(4) ).

Tanim 1.2.29 (Lineer Operator, ([41],s.82)): X ve Y aym bir F cismi tizerinde iki lineer
uzay, D(A), X’de bir lineer manifold ve A:D(A) c X — Y bir operatér olsun. Eger her
x,y € D(A) ve her a,B € F i¢in A(ax + fy) = aA(x) + fA(y) ise, A operatdriine bir

lineer operator denir.

Ornek 1.2.30([39],5.103): T:Cx[0,1] > R, T(f) = [, f(x) dx seklinde tammls

doniisiim lineerdir.

Her a,f € Rve f, g € Cx[0,1] igin
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T(af +Bg) = [ (af +Bg)(x) dx = [ [(af)(x) + (Bg)(x)] dx
= [, @) dx + [;(B)(x) dx = a [, f(x) dx + B [, g(x) dx

= aT(f) + BT (9),
oldugundan T lineerdir.

Ornek 1.2.31: T:Cgla,b] » R, Tf(t) = max{f(t):t € [a,b]}, seklinde tanmmlanan

operator lineer degildir. Gergekten;
f:[1,5] - R, f(t) =tveg:[15] » R, g(t) = —t seklinde tanimlanacak olursa;
f,g € Cg[1,5] i¢in
T(f + 9)(@©) = max{(f + g)(®): t € [1,5]} = max{f(©) + g(t): t € [L,5]} =0
Tf(t) +Tg(t) = max{f(t): t € [1,5]} + max{g(t): t€[1,5]} =5+ (—-1) =4
olup T(f + g)(t) # Tf(t) + Tg(t) oldugundan T operatérii lineer degildir.

Tamim 1.2.32 (Birim Operator, ([41],s.84)): A: X — X operatorii verilsin. Vx € X igin
A(x) = x ise A operatoriine 6zdeslik veya birim operatoér adi verilir. I veya Iy seklinde
gosterilir.( Bu tez ¢alismasinda aksi bir durum belirtilmedikge birim operator kisalik adina

sadece I ile gosterilecektir.)

Tamm 1.2.33 (Siirekli Operator, ([41],5.96)): X ve Y iki normlu uzay, A: X — Y bir
operator ve x, € X olsun. Eger her € > 0 igin ||x — x,|| < § kosulunu saglayan her x € X
icin ||[Ax — Axy|| < € olacak sekilde bir § = §(g,xy) > 0 sayist bulunabiliyor ise A
operatoriine x, noktasinda siireklidir denir. A operatorii her x € X noktasinda siirekli ise

A’ya siirekli operator denir.

Tamim 1.2.34 (Stmirh Operator, ([41],5.91)): X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y bir
operator olsun. Eger her x € X i¢in ||Ax|ly < M||x||x olacak sekilde sabit bir M > 0 sayis1
varsa A operatoriine sinirli operator denir. X’den Y’ye tiim sinirli lineer operatérlerin

olusturdugu aile L(X,Y), 6zel olarak X = Y ise bu aile L(X) ile gosterilecektir.

Lemma 1.2.35 ([39],s.88): X ve Y iki normlu uzay olsunlar ve A:X — Y lineer bir

doniistim olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
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(a) A diizgiin siireklidir;

(b) A siireklidir;

(c) A sifir noktasinda siireklidir;

(d) x € X ve ||x|]| =1 oldugunda ||Ax]|| < k olacak sekilde bir k pozitif reel sayisi
vardir.

(e) Vx € X icin ||Ax|| < k||x|| olacak sekilde bir k pozitif reel sayis1 vardir.

Ornek 1.2.36 ([39],5.103): T: (Cr[0,1],1I'llo) = (R, |:]), T(f) = folf(x) dx seklinde

tanimli lineer dontistimii stireklidir. Gergekten her x € X = [0,1] igin

If ()] < sup{lf(©O)]:t € [0,1]} = [Iflle

oldugundan

T = |f, £O0) dx| < [J1F @ dx < [l lleo dx = lIf Il
olup T smirhdir dolayisiyla Lemme 1.2.35 den siireklidir.

Ornek 1.2.37 ([39],5.92): F(RveyaC) cisim olmak iizere P,Cg[0,1] nin polinom
fonksiyonlarmin tamaminin olusturdugu bir lineer altuzay olsun. p’, p nin tirevi olmak

tizere T(p) = p' ile tanimli T: P — P lineer dontisiimii siirekli degildir. Gergekten;
Her a, 8 € F ve py, p, € Cp[0,1] i¢in

T(ap; + Bp) = (apy + Bpz)' = ap,’ + Bp;" = aT (p1) + BT (p2)
oldugundan T lineerdir.

Ote yandan Vn € N i¢in P,:[0,1] = R, p,,(t) = t™ polinom fonksiyonu tanimlansin. Bu
takdirde (Cgr[0,1], lI-lle0), IIflleo = sup{lf(©)|:t € [0,1]},f € Cgr[0,1] normu alinacak

olursa vn € N igin

Ipnlleo = sup{lpn (O] = t € [0,1]} = sup{|t"| : t € [0,1]} = 1.

Ayrica Vn € N i¢in

1Tl = 1Py Il = sup{lp,’ (©: ¢ € [0,1]} = sup{nt"~*|:t € [0,1]} = n.
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olup n € N dogal sayisi1 istten siirlandirilamayacagindan ||T(p,) e < kllpnllo Olacak

sekilde bir k > 0 yoktur. Sonug olarak T sinirli degildir ve boylece stirekli degildir.

Tanmim 1.2.38 (Operatoriin Normu, ([39],5.97)): X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y

siurlt lineer operator olsun. Bu durumda
|A|| == inf{M: M > 0 ve Vx € X i¢in ||Ax||ly < M||x]||x},

sayisina A operatoriiniin normu ad1 verilir.

Teorem 1.2.39 ([41],5.92): X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y sinirh lineer operator

olsun. Bu durumda A operatoriiniin normu i¢in asagidaki ifadeler denktir:

A
Q) 11A] = sup{%: xeEX ve x+ BX} ;

X
(@) lAll = sup{l|Ax]ly : x € X ve|lx]lx < 1};
3) lAll = sup{l|Ax|ly : x € X ve |lx[lx <1};

(4) lAll = sup{llAx|ly : x € X ve |lx|[x = 1}.

Ornek 1.2.40 ([39],5.103): T:(Cg[0,1],lIll) = (R, '), T(F) = [ f(x) dx, f €

Cr[0,1] seklinde tamimlanan T doniisiimiiniin lineerligi Ornek 1.2.30 de smirlihg ise

Ornek 1.2.36 de verilmis olup ||T|| = 1. Gergekten;
Her x € [0,1] ve her f € Cr[0,1] igin
If (Ol < sup{lf(Ol:t € [0,1]} = lIflle
oldugundan
ITlles = 1T = |fy F@) dx| < [{IF @1 dx < [Nl dx = If Il
(1.2.8) den
TNl <1

Ote yandan 6zel olarak f = 1 alinsin;

IT(lo

1, supjiflo=t I TOI = T

IT|lco = supjfji

olup

(1.2.8),

(1.2.9).

(1.2.10),
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T =|fy F&) de| = |fy de| =1
oldugundan

Tl =1 (1.2.11).
O halde (1.2.9) ve (1.2.11) den

Tl = 1.

Tanmim 1.2.41 (Ters Operator, ([39],5.109)): X ve Y iki normlu lineer uzay ve A €
L(X,Y) olsun. Eger SA =1y, AS = I, olacak sekilde S € L(Y,X) varsa, A operatoriine

terslenebilirdir denir.

A € L(X,Y) lineer operatorii terslenebilir ise SA = Iy, AS = Iy kosullarini saglayan
S € L(Y,X) lineer operatorii tektir. Bu S € L(Y, X) lineer operatoriine A € L(X,Y) lineer

operatdriiniin tersi denir ve A~ ile gosterilir.

Tamm 1.2.42 (Kompakt Kiime, ([39],s.16) ): X bir normlu uzay ve A c X bir kiime
olsun. Eger her (x,) c A dizisi, A kiimesinde bir elemana yakinsayan bir alt dizi

iceriyorsa A € X kiimesine kompakt kiime denir.
Ornegin, R®, n > 1 Euclid uzayinda her kapal1 sinirli kiime kompakttir.

Tanim 1.2.43 (Kompakt Operator, ([41],s.405)): X ve Y iki Banach uzay1 ve A €
L(X,Y) olsun. Eger X’deki her smirli kiimenin A altinda goriintiisiiniin kapanisi Y’de
kompakt ise A’ya kompakt operatér denir. Ayrica tiim kompakt operatorler kiimesi
G, (X,Y) ={A € L(X,Y): A kompakttir} seklinde gosterilecektir.

Teorem 1.2.44 ([39],5.162): X ve Y iki Banach uzay1 ve A € G (X,Y) olsun. Bu
takdirde A sinirhidir. Yani S,(X,Y) c L(X,Y).

Tamim 1.2.45 (Kompakthk Kriteri, ([41],s.407)): X ve Y iki Banach uzayive A: X - Y
lineer bir operator olsun. A operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart her sinirl

(x,) © X dizisi i¢in (Ax,,) c Y dizisinin yakinsak bir alt dizi i¢eriyor olmasidir.

Teorem 1.2.46 ([39],5.208): X bir sonsuz boyutlu normlu lineer(vektor) uzay ise bu

takdirde X tizerindeki I birim operatorii kompakt degildir.
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Teorem 1.2.47 ([39],5.209): X bir normlu uzay ve Y bir Banach uzay olsun. Eger
S, (X,Y) i¢inde ki bir (Ay) dizisi bir A € L(X,Y) operatoriine yakinsarsa (yani n — o
icin [|Ay = A|| = oo ise) bu takdirde A kompakttir. Sonug olarak S, (X,Y), L(X,Y) iginde
kapalidir.

Ornek 1.2.48 ([39],5.92): Ornek 1.2.37 de incelenen T:P — P, T(p) =p' lineer
doniistimii sinirh olmadigindan Teorem1.2.47 geregince kompakt degildir.

Sonug 1.2.49 ([39],s.210): X bir normlu uzay ve Y de bir Banach uzay olsun. Eger sinirli
ve sonlu rankli operatorlerin bir (4;) dizisi bir A € L(X,Y) operatériine yakinsiyor ise bu
taktirde A kompakttir.

Ornek 1.2.50 ([39],5.224): T(x):= (xl,’;—z % ": "—55 ...) ile tammli T € L(1,)
operatorii kompakttir. Gergekten;

Her bir k € N i¢in

pk =n"lx, , n<k
pk =0 , n>k

olmak iizere
T (x) = ()

ile T, € L(l,) operatoriinii tanimlayalim, bu durumda
T,(x) = (x1,0,0,...)
T,(x) = (xl,%,o,o, )

T3(x) = (x,7,3,00,...)

— Y2 X3 Xk-1 Xk
T (%) = (x4, e et ,0,0,...)
oldugu goriiliir. T, operatorleri sinirli, lineer ve sonlu ranka sahiptir.
Ayrica, her x € [, i¢in
I(The — TxlI3 = T, (x) — TCO)II3

Xk+1 Xk+2 Xk+3
= 1((0,0,...,0 —rs == ”
”(” " k41’ k42 k43’ )

2

2

— Efn |an

n=k+1 n2

< (k+ 1) 230 piilxnl?
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= (k + 1)7?|IxII3
ve boylece

(T — Txllz < (k+ D7 Il
bulunur. Buradan

1T =Tl < (k+ D7
ve boylece ||T, = T||, = 0 elde edilir. Bu nedenle Sonug 1.2.49 dan T kompakttir.
Tamm 1.2.51 (Kapal Lineer Operator, ([41],s.292)): X ve Y iki normlu uzay, D(A),
X’de bir lineer manifold ve A:D(A) € X — Y lineer bir operatér olsun. Bu takdirde A
operatoriniin - grafigi Gr(A) = {(x,y):x € D(A),y = Ax} € X XY normlu uzaymda

kapali ise A operatoriine kapali lineer operator denir.

Teorem 1.2.52 ([41],s.293) : X ve Y iki normlu uzay, D(A), X de lineer bir manifold ve
A:D(A) c X — Y lineer bir operator olsun. Bu taktirde A operatoriiniin kapali olmasi
icin gerek ve yeter sart (x,) € D(A) i¢in lim,_ . X, = x Ve lim,_ ., Ax, =y ise x €

D(A) ve y = Ax olmasidir.

Ornek 1.2.53 ([40],s.262): C[0,1] ve D(T) ise C[0,1] de tiirevleri siirekli fonksiyonlarmn
teskil ettigi altuzay olsun. Dolayisiyla T:D(T) c €[0,1] - C[0,1], T(f) = f' olarak

tanimlanirsa, T sinirhi degildir, fakat kapalidir.

Gergekten, Ornek 1.2.37 den T nin smirli olmadig: biliniyor. Teorem 1.2.52 kullamilarak T

nin kapali oldugu gosterilsin:

T (f,,) yakimsak olacak sekilde D(T) de yakinsak bir (f;,) dizisi alinsin. f;, = f ve T(f,) =

f.' = g olsun, C[0,1] deki supremum normuna gore yakinsama diizgiin oldugundan
Jy 9(®) dt = [ limy e, £, () dt = limy e, [ £,/ (8) dt = f(x) = £(0),
yani
fG) =£(0) + f; g(¢) dt.

Buise f € D(T) ve T(f) = f' = g oldugunu gosterir. Teorem 1.2.52 den dolay1 T, C[0,1]
de kapalidir.
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Tanim 1.2.54 (Bire Bir Operator, ([41],s.614)): X ve Y iki lineer uzay, D(A), X’de bir
lineer manifold ve A: D(A) © X — Y lineer bir operator olsun. Eger her x;,x, € D(A) i¢in

X1 # x, oldugunda Ax; # Ax, oluyorsa A operatériine bire bir operator denir.

Ornek 1.2.55: T:D(T) c R— R, T(x) =x operatorii bire bir lineer operatordiir.
Gergekten her x; # x5 igin T(x;) # T(x3).

Ornek 1.2.56: T:D(T) = R - R, T(x) = 0 lineer operatdrii bire bir degildir. Gergekten
her x; # x, igin T(x;) = 0 = T'(x,) olup T(x;) = T(x,).

Teorem 1.2.57 (Adjoint Operator, ([39],s.168)): H ve K kompleks Hilbert uzaylari ve
A€ L(H,K)olsun.Her x € H vehery € K igin

(Ax,y)x = (x, A’Y)y
olacak sekilde bir tek A* € L(K,H) operatorii mevcuttur.

Teorem 1.2.57 de ifade edilen A* operatoriine A operatdriiniin adjoint operatorii

denir.

Ornek 1.2.58([39],s.169):

ai1Xx + alzxz) _ (a11 a12) (x1)

X
. ) _ (% 20 =
A:C* > C*Vx = (xz) € Ci¢in ACx): = (a21x1 + azzx; Q21 Gz2/ \Xp

seklinde tanimlanan operatdr olsun. A¢ik olarak; A: C2 — C? sinirl bir lineer operatordiir.

V1
Y2

e =((a 2DG)-6)), = (G Tam) 6).

= (a11x1 + a12%)¥1 + (Ap1%; + A22%2)Y,

X
A’nin A* adjoint operatorii’nii hesaplayalalim. Vx = (x;) , Y= ( ) € C? igin

= x1(a11Y1 + a21Y7) + x3(a1,Y1 + a3,Y7)
N rawe a_21> Y1
B <(x2) ’ (a_12 ayy (3’2)>C2

oldugundan Teorem 1.2.57 ye gore varligi bilinen A*: C2 - C? adjoint operatorii

a;; a e .
(a_ll a_21) matrisinin belirledigi lineer operatdrdiir.
12 22
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j=1,..n . . e .
Genel olarak, (al- j)i—l o mm > 1 matrisinin belirledigi A: C* — C™, sinirh lineer

" v s (=——\IF
operatoriiniin adjoint operatorii A™ (aﬂ)j—1 m

operatordiir.

-
n

Ornek 1.2.59 ([39],5.171): H = K = I,(N), Sx:= (xz,xg, s X1y

sinirli operator olup yani S € L(H).

Vx = (xn), ¥y = (ya) € Lx(N) igin

-
n

Sx,y), = <x2,x3, N ...),(yl,yz, VA |

17
=XV1 X3y, + o+ Xy o

W -
n n
_ ~ —
=\ x,%0 s X0 oo 1OV, Y20 ooy Vet s o

)
oldugundan Teorem 1.2.57°ye gore varhig bilinen S* € L(H) operatorii

-
n

S*(y) = <0, Vi, Vs is Ve s ) seklindedir.

Tanmm 1.2.60 (Selfadjoint Operator, ([39],5.179)): H kompleks
A € L(H) olsun. Eger

A=A

ise bu takdirde A operatériine selfadjoint(6zeslenik) operator denir.

matrisinin belirledigi sinirl lineer bir

) ise S lineer

Hilbert uzay1 ve

Ornek 1.2.61 ([39],5.171): H bir Hilbert uzay olsun. H iizerinde tanimli I birim

operatorii ve sifir operatorii selfadjointtir.
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—3x; — 4ix,

. . . m2 2 _ xl 2 i3 [— <
Ornek 1262 4:€? > €2V x= (1) € Cigin AG):= () {50

) smirli lineer

3 —4i

donisimi, A = ( 4 5 ) matrisine karsilik gelip self adjointtir. Gergekten; Ornek

1.2.58 den A" = (__41 §) = (4i 5 ) = A olup A selfadjointtir.

Tanim 1.2.63 ( Normal Operator, ([39],s.176)): H kompleks Hilbert uzay1 ve A €
L(H) olsun. Eger

AA* = A"A

ise bu takdirde A operatériine normal operator denir.

. x 2 . 2.
Ornek 1.2.64: A: C2 > C2,V x = (x;) € C? igin A(x): = <( +0x + Q3+ l)xz>

B+ 2Dx, + 2+ i)x,

2+i 3+2i

3420 24 ) matrisine karsilik gelip Ornek 1.2.58 den

sinirli lineer doniisiimii, A = (

a=(27) 3 T owpaa = (15 1o)veaa=(17 19)oldugundan 4

normaldir.

-

Ornek 1.2.65 ([39],5.177): H = K = I,(N), Sx = S(x,,) = <x2,x3, v Xpe1s ) ise S

lineer smirli operatdr olup yani S € L(H). Ayrica Ornek 1.2.59 den her (y,,) € L, i¢in

-
n

S*(yy) = (O, Vi, Vs es Vit s oo ) oldugu biliniyor. O halde (x,,) € L, i¢in

-

(S*S)(xn) =S S<X1,XZ,...,§;:,...> =S <x2,X3,...,xn+1,...> = <0,x2,...,?;,...>

(55 (x,) =S| 5* <x1,x2, s X ) = S<O, X1, e X1, ) = <x1,x2, s X >

buradan §*S # SS* olup S operatorii normal degildir.
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Tamm 1.2.66 ( Uniter Operator, ([39],s.181)): H kompleks Hilbert uzay1 ve A € L(H)

olsun. Eger
AA* =A"A =1
ise bu takdirde A operatoriine tiniter operatdr denir.

Tamm 1.2.67 (Pozitif Operator ([40],s.411)) : H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A) € H -
H bir lineer selfadjoint operatér olsun. Eger her x € D(A) i¢in (Ax,x)y =0 ise A
operatoriine pozitif operator denir ve A > 0 sembolii ile gosterilir. Eger A pozitif operatorii

icin B?2 = A olacak sekilde bir B pozitif lineer operatdrii varsa, B operatdriine A’nin

1
karekokii denir ve B = v/A veya B = Az seklinde gosterilir.

Teorem 1.2.68 ([40], s.422): H Hilbert uzayinda tanimli her pozitif operatoriin bir pozitif

karekokii mevcuttur ve bu karekdk operatorii bir tektir.

Tanim 1.2.69 (Rezolvent ve Spectrum, ([41],s.371)):

X bir Banach uzayi, A: D(A) € X — X bir lineer operatér ve I: X — X birim operator
olsun. Bu taktirde;

(1) pA)={1€eC:A-ADT e LX)}

kompleks sayilar kiimesine A operatoriiniin rezolvent kiimesi denir.

(2) C\ p(A) kiimesine A operatoriiniin spektrumu denir ve o(4) ile gosterilir.

(3) 0,(A4) := {1 € C: (A — AI) bire bir degil} kiimesine A operatdriiniin ayrik (point veya
diskret) spektrumu denir.

(4) 0.(A) := {1 € C: (A — AI) bire bir, Im(A — AI) # X ve Im(A — AI) = X} kiimesine A
operatdriiniin slirekli spektrumu denir.

(5) 0,(4) := {/1 € C: (A— Al bire bir, Im(A—AI) # X } kiimesine A operatdriiniin artik
(kalan veya reziidial) spektrumu denir.

(6) A1 € 0,,(A) sayisma A'nin dzdegeri, Ax; = Axy, x; € X \{0} denkleminin ¢dziimiine ise
A’'nin A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir.

0,(A4), a.(4) ve g, (A) kiimeleri ayriktir.

Ayrica spektrumun tanimindan ¢ (4) = 0,(A4) U 0.(4) U 0,.(4) oldugu kolayca goriiliir.



27

Tamm 1.2.70 (Rezolvent Operator, ([41],5.370)): X bir Banach uzay1 ve A: D(A) c
X — X lineer bir operator olsun. Bu takdirde A bir kompleks say1 olmak iizere A; = A — Al
operatorii terslenebilir (tersi var ve smurl) ise  (4;)7' = (A — AI)™! operatoriine A

operatoriiniin rezolvent operatorii denir ve Ry (A) semboliiyle ifade edilir.

Teorem 1.2.71 ([41],5.390) : Eger X +# {0} bir kompleks Banach uzay ve A € L(X),

yani lineer sinirli bir operatér ise, o (4) # @.

Teorem 1.2.72 ([40],s.299) : Eger A linecer operatorii sonlu boyutlu X lineer uzayinda

taniml1 bir operator ise o;(4) = @ ve 0,(4) = @.

Ornek 1.2.73 ([39],5.185): S: 1, = I,, S:(x1,%5, %3, ...) = (0,%4, X5, X3, ... ) doniisiimii

birim oteleme adini alir. S hig bir 6zdegere sahip degildir. Gergekten;

A, S nin bir 6zdegeri olsun ve bu degere karsilik gelen sifirdan farkli 6zvektor x = (x;,)

olsun (yani Sx = Ax olsun). Bu durumda
(0, x1, xz,x3, ...) = (Axl,lxz,/’{x:g, ...).

Eger A = 0 ise o halde bu esitligin sag tarafi sifir vektoriidiir ve bu nedenle 0 = x; = x, =

x3 = --- = 0 elde edilirki bu x # 0 olmasiyla gelisir.

Eger A # 0 ise bu taktirde Ax; = 0 oldugundan x; = 0 bulunur. Bu nedenle Ax, = x; =0

oldugundan x, = 0 elde edilir.

Bu sekilde devam edilmesi halinde 0 = x; = x, = x5 = --- = 0 elde edilirki bu x # 0

olmasiyla celisir. Sonu¢ olarak S operatorii higbir 6z degere sahip degildir. O halde
a,(A) = 0.

Tanim 1.2.74 (Diagonal Operator ([35],s.20)): X ve Y iki Banach uzay ve T: X - Y
lineer smurli bir dontsim olsun. (x;), i =1, (yj), j =1 srasiyla X ve Y Banach
uzaylarinda birer sartsiz baz olsunlar. Eger T(x;) = X5, 6ijai,]- yi, 1=12,.. ise
T:X — Y operatoriine diagonal operator adi verilir.

1, i=j

(Burada (“i,j)i,jzlbir say1 matrisi ve &; kroniker delta olup §/ = {0‘ i)
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Tanim 1.2.75 (Banach Uzaylarimin ve Operatorlerinin Direkt Toplami([37], s. 256)):

X,, n =1 Banach uzaylarin [,,, 1 <p < o, anlaminda direkt toplama:

1
X = (@5 %), = {x = ()i %0 €%y, n 21, Ilxll, = (ZRmllxal, )" < oo}

olarak tanimlanir.
A, € L(¥X,), n =1 operatorlerinin direkt toplamu ise:

A:D(A) c X - X%,

DA)={x=(x) €% (x,) €ED(A,), n=1, Ax = (A,x,) € X}
olarak tanimlanir. Burada A ya A,,, n = 1 operatorlerinin direkt toplami denir ve
A =@, -1 A, seklinde gosterilir.

Tamim 1.2.76 (s-sayilar: veya Singiiler sayilar1([3], s.59)): H bir Hilbert uzayi ve A, H

1
Hilbert uzaymda bir lineer kompakt operator olsun, yani A € S, (H). T = (4*A)z €
S (H) operatoriiniin 6zdegerlerine A operatoriiniin S-sayilar1 veya bazen singiiler sayilari

denir.

Bir kompakt operatdriiniin s-sayilarini monoton azalan sekilde ve tekrarlanma derecesi

dikkate alinarak asagidaki sekilde numaralandirilabilir.
Yani

si(A) =4(T) , j=12,..,r(T),

r(T) = dim(Im(T)) ,
egerr(T) < wise

s;(A)=0, j=r(M)+1, r(T)+2,..

kabul edilecektir
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Not:
(1)Eger A:H —» H, A € G (H) bir normal operator ise,
siA) =@ . =12
(2) Her skaler c sabiti igin
si(cA) = |cls;(4) , j=12,..
©)
5;(A) = 5;(4%) . j=12,..
(4) Her B € L(H) icin
s;(BA) < |IBlls;(4) , j=12,..
s;(AB) < |IBlls;(4) , j=12,..

Her ne kadar singiiler sayilar bir H Hilbert uzayindaki lineer kompakt operator igin

tamimlanmis ise de bir H Hilbert uzayinda tanimlanan lineer simirli operatorler igin de

singiiler sayilar(s-sayilar) kavrami verilebilir(bak. [3]: 5;(4) = 4; (\/A*A), j=12,.. ).

Uzun yillar matematikgileri diisiindiiren sorulardan biri Banach uzayinda s-sayilari
taniminin nasil verilecegi sorusu olmustur. Banach uzayinda s-sayilari taniminin nasil
verilmesi gerektiginden bagimsiz olarak bir baska onemli nokta ise, verilecek olan bu
tanimin daha onceden Hilbert uzaylarinda ki bilinen s-sayilar kavrami ile de Ortiismek

zorunda olmasiyda.

Banach uzayinda s-sayilari tanimimin ¢ok farkli sekillerde verilebilme secenekleri
vardil. Fakat yeni verilecek tanim, genellesme disinda Banach uzaylarindaki operatorlerin
spektral teorisine de yeni faydalar ve kolayliklar katmak zorundaydi. Bu baglamda,
varsayimlar arasindan en iyisinin seg¢ilmesinde en biiylik etken B. S. Mitiagin ve A.
Pelczynski’nin [36](B.S.Mitiagin, A.Pelczynski. Nuclear Operators and Approximative
Dimension, Proc. ICM, Moscow.1966, p.366-372) 1966 yilinda matematikgilerin

uluslararasi kongresindeki sunumu oldu.
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Simdi burada A. Pietsch’in [7-8] kitaplarinda verdigi ve s-sayilarinin aksiyomatik

olarak tanimladigi tanimi verelim.

Tanmm 1.2.77 ([7], s.145): Bir Banach uzayindan diger bir Banach uzayina lineer smirh

operatdrlerin L uzayindan negatif olmayan sayilarin dizileri kiimesine

s:L - {s,(5):5,(5) =0, n>1}
doniisiimil, eger agsagidaki kosullar1 sagliyorsa, bu doniisiime S-say1 fonksiyonu veya
s-fonksiyonu denir.

1) HerS € L(E,F) igin
IISIl = 5,(S) = 5,(5) =--=0;

2) HerS, T €L(E,F)igin
Sp(S+T) <s,(S)+|IT|| , n=1;

3) HerT € L(E, E), S€L(EF), ReL(F,F,) icin
sn(RST) < [IRllsnOITI  n=1;

4) EgerS € L(E,F)ve dim(S) <n ise, s,(S) = 0;
5) Eger I € L(E,E) birim operator ve dim(E ) = n ise,s,(I) = 1;
Ayrica s, (§)’ye S operatoriiniin n. s-sayisi, n > 1 denir. Bazen s, (S) yerine

Sp (81 E — F) simgesi de kullanilacaktir.

Teorem 1.2.78 [7-8 ] : Eger bir H Hilbert uzay1 ve bir S € L(H) operatoriit Tanim 1.2.77
de ki bes kosulu sagliyorsa, bu s-fonksiyonu bir tektir.

Tamim 1.2.79 (Yaklasim Sayilari ([7], s. 146)): E, F birer Banach uzay ve bir
S € L(E, F) operatorii i¢in
a,(S) =inf{||S—Al|: A€ L(E,F), dim(4) <n},n=>1,

seklinde tanimlanan sayilara S operatoriiniin yaklagim sayilari denir.



31

Tanim 1.2.80 (Gelfand Sayilar1 ([7],s.149)): E, F birer Banach uzay ve bir
S € L(E, F) operatorii i¢in

c,(8): = inf{”S |Z|| : Z CE, codim(Z) < n} , n=>1

seklinde tanimlanan S-sayisina S operatoriiniin Gelfand sayilar1 denir.
Tamim 1.2.81 (Weyl Sayilan ([8],5.94)): E, F birer Banach uzay ve bir
S € L(E,F) operatorii igin

X,(8):= sup{ a,(SA): A€ L(l,,E) ,||Al| < 1},n=>1
seklinde tanimlanan sayilara S operatoriiniin Weyl sayilari denir.

Yaklasim, Gelfand, Weyl sayilar1 ve bu teoride kullanilan diger s-sayilari
(izomorfizm sayilar, injektif sayilar, surjektif sayilar, Bernstein sayilari, Mitiagin sayilart,
Kolmogorov sayilari, entropi sayilari, Hilbert sayilari, simetrik s-sayilari, additif s-sayilari,

multiplikatif s-sayilari, maksimal s-sayilar1 v.S) birer s-say1 fonksiyonlaridir.

Simdi burada 6zel bir S diyagonal operatoriin bazi s-sayilari i¢in alinan 6nemli bazi

sonuglar1 verilsin.
Teorem 1.2.82 ([7],s.158) : 1 <u <o , S(&,) = (6,¢,), (&) ELL, ve 0, =0, =

-+ >0, =+ = 0. Budurumda
an(S:ly > l)=0, , nz=1,
anS:ly»>l)=0, , nz1,

bagintilar1 dogrudur.

Teorem 1.2.83 ([7],s.161): Eger S:l, —» 1, , S(&,) = (0,¢,), (0,) €Ecy ise,

h—n+1
n =2
Yk=10%

an(S:ll—>lz)=sup{< )2 , h=nn+1, ..

Simdi birim operatorler igin elde edilen bazi1 sonuglar verilsin.
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Teorem 1.2.84 ([7],5.160): Eger 1 < v < u < o ise,

1 1
a, (LI ->I)=(m-n+1)puv , n=12..m
Teorem 1.2.85 ([7],s.163):
1
G(LE -1 = (22) , n=12,.m

Teorem 1.2.86 ([7],s.163):
a,(l:ly »¢cy) =1, n=12,..
Teorem 1.2.87 ([7],s.163):
a(lh~>1l)=35, n=23..

Teorem 1.2.88 ([7],s.164):

1
a,(LIT"->1M) <3 (@)2, n=12,..,m.

Hilbert uzaylar1 durumunda asagidaki sonu¢ dogrudur.
Teorem 1.2.89 [18]: Eger H, K iki Hilbert uzaylar1 , S € L(H, K) ve kompakt ise,

an(S) = cn(S) = x,(S) = 2, (ISP, n=1.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. Operatorlerin Direkt Toplamimn Smirhh@, Kompakth@ ve Spektrum
Yapis1 Hakkinda

Bu kesimde X,,, m = 1 Banach uzaylarmin X = (@n-; ¥, )p,1 < p < oo direkt
toplamu tizerinde tanimlt A =@_1 Ay, A € L(X,,), m = 1, direkt toplam operatorleri
ile koordinat operatorleri arasindaki sinirlilik ve kompaktlik iligkileri arastirilacaktir.

Ayrica X,,, m =1 Banach uzaylarmmn X = (D=1 %,),,1<p <o direkt
toplamm {izerinde tanimlanan [, ,1 < p < oo normu kisalik adma ||-||, yerine [|-|| ile
X,,, m =1 Banach uzaylar lizerinde tanimlanan [, ,1 < p < oo normu ise ||-|[x, yerine
|1l seklinde gosterilecektir.

[k 6nce asagidaki onermeyi ispatlayalim.
Teorem 2.1.1: Eger her m > 1 i¢in A,,;: X,, = X,,, lineer operatér ve A =@P;_1 A, €
L(¥X)ise, A,, € L(X,,), m > 1.
Ispat: Operatoriin smirlilik tanimina gére, her x € ¥ igin ||Ax|| < c||x]|| olacak sekilde bir

kiiciik ¢ > 0 sayis1 vardir. O halde 6zel olarak

-
m

X=X, = <0,...,0,5Z,“n,0,...> EX m=>1
seklindeki elemanlar i¢in
lAx|l < cllx]|
olup buradan her x,,, € X,,, i¢in
lAmxmllm < cllxmllm.
Buise A4,, € L(X,;,), m=>1.
Not: Fakat Teorem 2.1.1’in tersi dogru olmayabilir.
Ornek 2.1.2: Her m>1 igin ¥, :=C, 4,,:C—> C, A, X, = Mx,, , X, € C olsun.
[|All;m < m, m = 1olup suhalde 4,, € L(¥X,,) oldugu agiktir.
Fakat

X, = (0,...,0, T ,0,...) €EX, m=>1

dizisi i¢in
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Axy, = (A (p)m) =m, m>1
olup
|Axm |l = m — 00, m - oo
oldugu aciktir. Bu ise A,,,m =1 lerin direkt toplam operatéri olan A’nin smirh
olmadigini verir. Yani
A=@;_1 Ay & L(X).
Ama genelde asagidaki sonug¢ dogrudur.
Teorem 2.1.3([44],Teorem 2.1; [45], Teorem1; [47],2.1Teorem):
Her m > 1 igin A, € L(X,,) ve A=@n-14,:%¥ - Xolsun. Bu halde A € L(X)
olmasi igin gerek ve yeter sart Sup,,s1ll4m || < o olmasidir. Diger taraftan, eger A €

L(x) ise, |lAll = supl|Ap |-

m=1
Ispat: Bu halde A:X — X operatoriiniin lineerligi her m > 1 igin A,, operatdriiniin
lineerliginden agiktir.

Simdi A € L(X), fakat sup,;,»1||4, || = + oldugunu kabul edelim.
Bu durumda

4kl

”Akm” = Sup{ ||Xk ” ka € %km’ ka #0,m= 1} — 00,Mm —> ©
mllg,

olacak sekilde (k,,) < N bir dizi bulunabilir.

Oyleyse, en az bir (x,’;m) C Xy, dizisi vardir, yleki m — oo iken

.
[ emicnl,

Seml
buradan her m > 1 i¢in

”Anmx:lm”nm 2

E.
kosulunu saglayacak sekilde bir n,,, C k,, alt dizisinin varligi bulunabilir. Buradan

i, 1
[4nm X m?’
nm

m > 1.
Eger burada

P1 P2 “pm
y=10,..,0, Vpy » o,..,0, Vo, » o,..,0, Yom 0,..1

ve
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Xpm
=1 m=>1
Yo' = Mgl S

alinirsa 1 < p < o igin
. P
p 0 p . ”xpm”pm < g ( 1 )p
= — = - —* > - _— < 00_
IVIE = Sl = B () = 2 (3
Yani y € X.
Fakat

”Apmx;;m ”pm

p
lyllP = ml( ) —¥O 1=o

ommll,
oldugundan y ¢ D(A) ve buradan D(A) # X bulunur.
Bu ¢eliski
SUPma1 [l || < oo
oldugunu ispatlar.
Tersine, eger sup,,s1|l4m || < o ise, her x = x,,, € X i¢in
1Ax(P = Y- illAmxmlly, < ZimillAm 1P xn 117,
< (5UPmz1 1A IDP Tz i llXm I = (SuPpa1 | Am P llxIP
olup buradan
IA]l < supys1 14|l
oldugu, yani A € L(¥) sonucu dogrudur.
Ote yandan her m > 1 i¢in ||4,,,|| < ||A]| oldugundan
Supms1 l[Amll < 1Al
bagintisinin dogrulugu aciktir.
Boylece
IAll = supmz1llAmll-
Simdi A=@;-1A4,:X - X direkt toplam operatérii ile onun

operatoriiniin kompaktlig1 arasindaki iligkiyi arastiralim.

koordinat

Eger A€G,(X) ise, her m>1 igin AmEGOO(}Im) oldugunun dogrulugu

kompaktlik taniminin bir sonucudur.
Not: Fakat bu sonuncu iddianin tersi dogru olmayabilir.
Omegin, X,, =C, m =1, ApyXyp = X, Xp ECmM>1

ise, dimX,, = 1,4,, € G.,(X,,),m > 1.

Bu durumda A =@;-; Ay operatorii her x = (xp,) €X, X = (Bm=1 Xm)p

1 <p < oigin
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1 1
|Ax|l = (ZnzillAmxmllh)P = (Emzallxmlln)? = llxll,
oldugundan A € L(X) ve ||A]| = 1.
Fakat A ¢ S, (X). Gergekten bu durumda

M= {xm: X, = <o, .0, T,0, )} cx

ailesi X uzayinda sinirl,

-

AM = {(Amxm) = (0, .0, 1,0, )}

olupherm,k > 1, m # k igin

|Ax,, — Axill, = 2%.

Yani AM kiimesinde yakinsak dizi bulunamaz.
Genelde asagidaki sonu¢ dogrudur.

Teorem 2.1.4 ([44], Teorem 2.2; [45], Teorem2; [47], 2.2Teorem):
Her m > 1 igin A, € G,,(X, ) ve A =@s_; Ap:X > X olsun. Bu halde 4 € &,,(%)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

lim,, Lo |lAmll =0
olmasidir.
Ispat: Aksini yani limsup,,_,e |4l > 0 oldugunu kabul edelim.
Bu halde bir ¢ > 0 ve (k,,) c N dizisi vardir, dyleki

Ve,

Ak, || = sup ool X, € X, \{0}{2¢>0
.. ”Akmx’*‘m |k o . * T .
Oyleyse, ”x ” ™ > ¢,m = 1, kosulunu saglayan bir x;, < X K, dizisi bulunabilir.
kmllg,.
Simdi
j(TH
—
M={l0.,0—2m__ 0. |exm>1
|4k,

seklinde bir kiime olusturalim.

Her x € M i¢in ||x]|| < % < oo oldugundan M sinirh bir kiimedir ve



37

-
m

Akmx;;m

AM =<10,...,0, 0,.. |[EXxm=1

. )
AkmXkm “km

Bu halde AM c X kompakt olamaz. Gergekten, her m,1 > 1,m # [ i¢in

-

m
Ak X7
— m”™km
U =1 0,..,0,—mXkm__ o |
”Akmka”km
!
A, x5
_ 1"k
v = 0,0, —H—0,.. |,
k|
l l kl

i¢in

1 1
ltm — villx = (17 + 1P)p = 2v.
1
Yani AM kiimesinin keyfi iki elemani arasindaki uzaklik tam 2P ye esittir. Bu kiime

yakinsak alt dizi bulunduramaz. Bu geliski limsup i [[4y, || = 0 oldugunu ispatlar. Bu ise

lim,;, 00 || A1 || = 0 oldugu anlamina gelir.

Simdi bu 6nermenin tersinin dogrulugunu gosterelim.
Bunun i¢in bir
Kn=4,D0A4,D. 04, D0 , D0z ,,D.. . KnX->Xm=1
operator dizisi tanimlayalim.
Her x € X i¢in
1A = Kp)xlIP < 3 a1 AnlIP 1,17
< SUPpama 1 [1Anll? Tl 17
< suppsme 140 1P 11x[?
= (Supnzm+1ll4nlDPlIx]?
oldugundan
|A = Kpnll < Suppomer|lAnll
ote yandan limsupgpllAmll =0 oldugundan  sonuncu esitsizlikten (K,,)
L(¥)operatorler dizisinin operatorler normunda A Operatoriine yakinsak oldugu bulunur.
Ayrica (K,,) € ©,(¥), m = 1 oldugundan operatorler teorisinin 6nemli teoremlerinden
birine gore [37]
A € G (X).
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Not: Hilbert uzaylarinin direkt toplami iizerinde direkt toplam operatorleri i¢in aym

problemler [28] ¢alismasinda incelenmistir.

Simdi Banach uzaylarmin direkt toplami iizerinde direkt toplam operatorlerinin
spektrumu ile koordinat operatérlerinin spektrumlari arasindaki baglantiy1 aragtiralim.
Teorem 2.1.5 ([44], Teorem4.1): A =@p-1 Ay ELX), X= (Bn=1¥m)p, 1 =p<
o direkt toplam operatoriiniin spektrum parcalar1 ve rezolvent kiimesi i¢in asagidaki

bagintilar dogrudur:
0p(A) = Up=1 9, (Am),
0.(4) = {[Ug1 0,(A4:)]° N [Ufazy 07 (A)]° N [USy 0 (AT} U
{4 € Niz1 P(Am): SUP a1 IR (Al = +003,
0,(4) = {[Usnz1 0, (4] N [Usacy 07 (4,)]1},

p(A) = {1 € Nip=1 P(An): SUPma1 IRA(Am) | < 400}
Ozel durumda, eger X = (@)-1 X )p, 1<p<ocoveA=@h_; Ay, €L(X),nE

N ise bu durumda
0p(A) = Up=1 0, (Any),
0.(4) = {[Ul=1 0, (4] N [URiey 0,(A)]° 0 [UR2y 0c (A1),
0,(4) = {[Uley 0, (A)]° N [URcy 07 (4,1},

p(A) = {A € Nh=1 p(An)}
seklindedir.
Ispat: 1 € g, (A4) olsun. Bu durumda Ax = Ax denklemini saglayan bir x = x,,, € X\{0}

elemant vardir. Burada x # 0 oldugundan en az bir m = m; € N vardir dyleki
Xmy € Xy Xmy 0 Ve Ay X, = Axp,. Oyleyse, 1€ 0,(4,,). Buradan A€
Um=10,(Am) ve sonugta 0,(A) © U=, 0, (4y,) iliskisinin dogrulugu bulunur.

Tersine, eger A € Uy =1 0,(4,,) ise, en az bir my € N ve (xml) € X, \{0} vardr,

Syleki A € 0,)(Am,) Ve A, Xim, = AXm,.

X = (0, w0, %, 0, >

alinirsa, xy € X, x; # 0 ve Ax; = Axy, yani A € 0,,(4).

Eger,
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Neticede Up=;0,(41) € 0,(4) alnir. Boylece teoremin birinci iddiasinin dogrulugu
aciktir.

Simdi teoremin ikinci iddiasinin dogrulugunu gosterelim.

Eger 4 € 0.(A) ise, siirekli spektrumun tanimina gore, A — Al: X — X bire bir, Im(4 —
Al) # X ve Im(A — Al), X de yogundur. Burada her m > 1 igin 4,, — Al;: %X, = X
operatorii birebir, en az bir m; € N vardir, dyleki Im(Am/1 - /Uml) # Xp,ve herm =1
icin Im(4,, — Al,,),%X,, de yogundur veya her m=>1 igin A€ p(4,,), ama
sup{||Ry(4,)|l: m = 1} = +oo. Buradan

A € {(Nm=1loc(Am) U p(A)D N (Urp=10:(4))}

U {4 € Nip=1 p(Ap): supl|Ry (Ap) || = +o0}

Simdi tersine, bir A€ C noktasinin sonuncu bagintiy1 sagladigini kabul edelim.
Oyleyse, ya( her m > 1 igin A € (0.(4,,) U p(Ay)) ve bir m; € Nigin A € aC(AmA)
veya 1 € Nyp=1p(Ay), aMa SUPys4 ||Ry (Ap) |l = +oo. Buradan her m > 1 igin A,,: %, —
X,,, operatoriiniin bire bir oldugu, Im(A4,, — AlI) # X ve Im(4,,, — AI) nin X de yogun
oldugu elde edilir. Buradan A: ¥ — X operatoriiniin bire bir, Im(4 — AI) # X ve
m = X oldugu ortaya ¢ikar. Boylece A € a,.(A) dir.

Ote yandan basit hesaplamalarla

[N=1loc(Am) U p(An)]] N [Ur=1 0c(Am)]

= [Unm=19p(4m)]" 0 [Usnzs 0-(Am)]° 0 [Uncy 0c(Ap)]
oldugu goriiliir.

Benzer tekniklerle teoremin {igiincii ve dordiincii iddialarin dogrulugu gosterilebilir.
Not: Hilbert uzaylar1 durumunda sonuncu teoremin benzeri [28] c¢alismasinda

ispatlanmugtir.
2.2. Direkt Toplam Operatorlerinin Yaklasim Sayilari

Bu kesimde Banach uzaylarinin direkt toplam operatorleri ile onun koordinat
operatorlerinin yaklasim sayilart arasindaki iliski incelenecektir. Burada her m > 1 i¢in
dimX,, < oo oldugu kabul edilecektir.

Ik 6nce asagidaki sonuglar1 verelim.
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Teorem 2.2.1([44], Teorem 3.1): Her m > 1 i¢in dim¥,, =1, S =@;-1 Sy, S € L(X)
ve a,(S),n =1, S operatoriiniin X uzay: iizerinde n. yaklagim sayisi ise,
an(S) < SupPyspllSyll
dogrudur.
Ispat: Her k € N igin P: X = X, P, (x,,) = (%1, %3, .., X, 0, ...), X = x,, € X 0lsun.
Bu durumda
SPy_1(xm) = (Bm=1 Sm)(Pn—l(xm)) = (81%1,S2%2, ) Sp-1%n-1,0, ...)
ve SP,_; € L(¥). Oyleyse, her x = x,,, € X i¢cin

1
(S — Spn—l)x” = 11(0, ...,0, SnXn Sne1Xns1s = (Z;?:n”'smxm”fn)p

< (E2- ISP 1XnlI2)? < suPpianlSlll |
oldugundan ||S — SP,,_1|| < sup,;snllSm|l. Buradan ve yaklasim sayilarinin tanimindan
an(S) < supmenllSmll,n =1
bulunur.
Teorem 2.2.2([44], Teorem 3.2): X = (D1 Xm)p 1< <, S =@pmey Sm» Sm,
ShteL(X,), m=>1, S™1 € L(X) olsun. Bu halde

. 1
1nflsmsn ISl < an(S); n=1.

ispat: Bu durumda S~ =@%_, S,,* sonucundan
IS7HI = supma1 ISR
Simdi
Jn: (@m=1Em)p = (Bm=1 Xm)p,n =1,
Qn: (Bm=1Xn)p > (Bm=1 Xn)p,n =1,
]n((xl,xz, ...,xn)) = (X1, X5, 0, X, 0, ...),
Qn((Gey, Xy ooy Xy X1y o)) = (g, Xz, 0, X)),
operatorleri tanimlansin. Su halde tanimlardan
Ky = QnSIn: (@m=1 Xm)p = (Bm=1 Xn)p,
her (x;, x3, ..., xp) € (D=1 X)), icin
K (1, %) s X)) = (S1%1, SoXg, o, SnXn),
operatérii elde edilir. Bu durumda K,; 1, > 1 ters operatorii var ve

Kyl =@®n -1 St Kn h@mey X @B et X 1K = suppsq ISR, n=> 1.



41

Ote yandan
a:S - (an(8)),S € L(E,F)
bir s-say1 fonksiyonu oldugundan s-say1 fonksiyonunun &6zelliklerinden[7]
1= ay(In: (B=1 Xmdp = Bzt Xindp) = an(KnKi™) < an(QuS/IIK |
< 1QnllllJnllan (OIKZ I
< aOIKM, n=1,

1

bulunur ki, buradan —
(e

< a,(S), yani < a,(S), n=>1.

SuPlsmsn”S;ll”

Boylece her n > 1 i¢in
: 1
infycmen oy < an(S)

bagintis1 dogrudur.
Sonug 2.2.3([44], Sonug 3.1): Eger S =@m—=1 S » S = Al & € C,m > 1 ise,
infycmenl@m| < @, (S) < suppenlanl.
Not: Ozel durumda, eger a,, € R, dim¥X,, =1,m=>1 Ve a; > a, > az = = a,, =
> 0ise, a,(S) = a,, n=>1.
Bu sonug [7] ¢alismasinda bulunmustur.
Simdi direkt toplam operatorleri ile onun koordinat operatorleri arasindaki bir

bagintiy1 agiklayan asagidaki sonucu verelim.
Teorem 2.2.4([44], Teorem 3.3; [46], Teoreml):
S =@m=1 S € L(X)ve aﬁ[”) Spm), S %, = X, m =1 operatorinin n. yaklasim
sayisini gostermek lizere, her n > 1 igin
SUPpz1 4™ (Sm) < @y (S),
bagintis1 dogrudur.
Ispat: Her m > 1 i¢in Q,,, ve J,,,, Teorem 2.2.2’nin ispatindaki operatorleri gostermek
uzere
&t (Sm) = an(QmS)m) < an($), n 21
oldugundan
SUPs1 AT (S) < an(S), n =1,
bagintisinin dogrulugu elde edilir.

Buradan asagidaki sonucun dogrulugu elde edilir.
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Teorem 2.2.5([44], Teorem 3.4; [46], Teorem2):Eger S =@, -, Sy € L(X) ise, n >

lveq = 1igin

a,(S) < sup ||S;,]| + sup : inf sup{ (1)(51) a(z)(Sz), ...,a(nqi (Sq)},n >1

mzq+1 qz1 X—1m<n
bagintis1 dogrudur.
Ispat: Eger
Ki=S®S5®. . ®S,®0D...q=>1, KX X
seklinde tanimlanirsa, her T, =@;,-; T, € L(X) operatdrii igin
IS =TIl < ||IS — K, || + || K4 —

mll + ||Kq —

bagintis1 elde edilir. Buradan ve ayrica yaklasim sayilarinin tanimindan her 1 < g < oo
i¢cin

a,(S) =inf{||S —T||: T € L(X),dimT < n}

<inf{||S-TIT.=T, BT, D ..OT, B 0DHO0... € L(X),dimT, < n}

< sup_ ISpll + inf{||K, —T.||| . =T, ® T, ® .. T, B 0D O ... € L(X),dimT, < n}

mzq+

< sup [ISpll

mzq+1

+ inf

1smsq

sup 1Sy — Tmll: Ty € L(X)), Ty € L(Xy), ..., Ty € L(X,),
Sm=itm<n ( dimTy < ny,dimT, <n,, v, dimTy_y <ng_q,dim Ty <ng

< sup ||IS,,ll + sup { . inf  {[IS, —Tll: Ty € L(X,):dim T, < nyy,} }

mzq+1 1smsq \ X1 Pm<n

q
< sup [|S,, Il + sup{ (1)(51) a(z)(Sz),...,a(nqg1 (Sq)},z T <n.
m=

m=q+1

Bu sonuncu esitsizlikten ise

an(S) < SUPmzquallSll + , nf _ sup{ai (52, a5, b (S}

m=1nm<n
olup
a,(S) < sup IS, ]l + sup inf sup{ (S, a(z)(s ), e aSP (s )}
n - mzq+1lYm qzlzq 1 2 q

m=1m<n

Sonuncu teorem, Teorem 2.2.4 ve Teorem 2.1.4°den asagidaki Onermenin tersinin

dogrulugu agiktir.
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Sonug 2.2.6([44], Sonug 3.2): Eger S =@;m-1 Sy € S (X) ise , n=1vep = 1i¢in

a,(S) < sup _ inf sup{ (1)(51) a(z)(Sz) (p) (.S'p)} ,n > 1.

p=1 Zm 1 Mm<n

Sonu¢ 2.2.7: Eger S =@5-1 S;, €EL(X)ise,n = 1vep = 1i¢in
sup a,(lm) (Sp) < a,(S) <

mz21

< limsup ) |[Sy || + sup ) inf sup{ ( )(Sl) a(z)(Sz) (p) (Sp)}

p21 Y- Mm<n
Asagida verilecek drnekte €3 den €3 e bir matrisin yaklasim sayilar1 hesaplanarak bu

6zel durum i¢in alinan sonuglarin dogrulugu kontrol edilecektir.

a b 0
Ornek 2.2.8: S matris operatori S:C3 — C3,5 := (c d 0>,a, b,c,d,e € C\{0},
0 0 e

S € L(C3) olarak tanimlansin. Bu durumda S=S; @S, veya S = (501 SO),Sl: Cc? -
2

(e !

[lk olarak S, operatoriiniin yaklasim sayisini hesaplayalim:

)veS;:C -, S, = e seklinde gosterilebilir.

n = 1i¢in
a;(Sy) = inf{lIS; — Lll,: L € L(E,F), dimL <1}
oldugundan dimL = 0 olup L = 0 operatériidiir, dolayisiyla
a;(S1) = ”Slllp'
n = 2i¢in
ay(Sy) = inf{llS; — L||,: L(E, F),dimL < 2 }

oldugundan dimL = 0 veya dimL = 1 olabilir. dimL = 0 olmas1 durumu incelendi.

dimL = 1 olmas1 durumunu inceleyelim. 2 X 2 tipindeki tim bir boyutlu

. X y ax ay z VA Yz Z . . . .
matrisler ( Ix Ay) , ( X y ), (W gw> ve (VW W) matrisleri seklindedir. Bu halde

X y .
¢1=(Ax Ay):(CZ—>M1CCZ,|x|2+|y|2>O,dlmM1=1, x,v,A €C,
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ax a
¢, = (5 yy):(C2—>M2 cC2,|x|2+|y|2>0,dimM, = 1, x,y,a € G,

z pz _
¢3_(W ﬁW) _>M3C(CZ,|Z|2+|W|2>O,dlmM3:1' Z;W,BE(C,

Yz z -
b= (1 D)€t My e €2 L2 + w2 > 0, dimM, = 1, Zw,y €€,

alarak a, (S;) yaklasim sayis1 hesaplansin.

a(S;) = infk=1,2,3,4{||51 - ¢k||p}

oldugundan matris teorisindeki, C™*" {izerindeki herhangi bir A matrisinin L, normunun
1
lAll, = (ZU 1|aij|p)p, 1 <p <2][42, s.358] seklinde taniml1 oldugu dikkate alinirsa;
a b x Yy a—x
151 = pall, = ”( d) B (Ax /13/)” (c —Ax d-— Ay)”
1
=(la=xP+|b—vy|P +|c— Ax|P + |d — Ay|P)?, x,y,A € C
_ _lifa by _(ax ay\| _||(a—ax b—ay
151 = dall, = ”(c d) (x y)”p h ( c—x d—y>||p
1
=(la—ax|P+|b—ay|?+|c—x|P +|d — y|P)?, x,y,a € C
_ _|lfa b z a—z b-pz
isi=aato = 2 -G gl =1CZ0 2Zpl,
1
=(a=z|P+|b—pzP +|c—w|? + |d — Bw|?P)?, z,w,B €C

isi=aul =& D)= Gw Wl =0 220

1
=(la—yzIP+|b—z” + |c—yw|P + |d —w|P)?, z,w,y € C

p

olacagi agiktir. Buradan

1
IS; — @1ll, = (a—x|P + [b—y|” + |c = 2x|P + |d — Ay|P)?, x,y,A € C
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olup:

(1) Ozel olarak x = a,y =bve A = gahmrsa,

ad—bc
a

IS, — ¢1”p =

)

(2) Ozel olarak x = a,y =bve A = %ahmrsa,

bc—ad
b

)

||51 - ¢1||p =
(3) Ozelolarak x = a,y = bve A = 0alinirsa,

1
151 = ¢allp = (cl? + 1d[P)>,

(4) Ozel olarak x =0,y =bh #0ve 1 = %ahmrsa,

1
151 = ¢4ll, = (lal” + [c[P)P,

(5) Ozelolarak y =0, x =a#0ve A = gahmrsa,

1
IS1 — @41, = (Ib|P + |d[P)P,
elde edilir. Buradan

det51

a
det51

b
IS1 — @4ll, = inf S (clP + |d|p)%
(lalP + |c|P)»
\(|b|? + |d|P)P

Ote yandan

(a —ax b-— ay)”
P

18, = dall, = [|(¢ 2)- (% ayy)”p: c—x d-y

1
=(la—ax|P+|b—ay|? + |c—x|? + |d — y|P)?, x,y,a € C
olup:
(1) Ozel olarak x = c,y = d ve a = Sahmrsa,

ad—bc
d

)

IS, — ¢’2||p =

(2.2.1).
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2) Ozelolarak x =c,y =dve a = £ alinirsa,
) y :

bc—ad
c

)

IS1 — ¢2||p =
(3) Ozel olarak x = ¢,y = d ve a = 0 alinirsa,

1
151 = ¢2ll, = (lal” + [b[P)?,

(4) Ozelolarak x =0,y =d #0ve a = Sahnlrsa,

1
151 = @2ll, = (al” + [c|)»

(5) Ozelolarak y =0,x =c #0ve a = %allnlrsa,
1
ISy — ¢2ll, = (Ib|P + |d|P)P
elde edilir. Buradan

( det51

a
det51

c

1S1 = @2ll, = inf § (jap + |b|p)%

(lalP + |c|P)»
\(|b|P + |d|P)P

Ayrica

© D= o)

p

151 = ¢sllp =

1
=(la—z|P+|b—pzP +|c—w|? + |d — Bw|P)?, z,w,B € C

olup:

(1) Ozel olarak z = a,w =cve § = gahnlrsa,

ad—bc
a

151 = sll, =

(2) Ozelolarak z =a,w =cve § = %ahmrsa,

bc—ad
c

151 = ¢sllp =

)

(a—z
c—w d-pfw

(2.2.2).
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(3) Ozel olarak z = a,w = cve B = 0 alinirsa,

1
151 — @sllp, = (IbIP + |d[P)p,

(4) Ozelolarak z=0,w =c #0ve B = %ahmrsa,

1
151 = @sll, = (lal? + [b]7)>,

(5) Ozelolarak w = 0,z=a = 0ve f = Zahmrsa,

1
151 = ¢3ll, = (cl? + 1a|P),

elde edilir. Buradan

det51

a
det51

c

IS1 = #sllp, = inf § (1pjp + |d|p)%

i

(lal” + |b[P)P
1
\(Ic|? + |d[P)»

Benzer sekilde

Is=aullo = 1 2)=Gw W

1
=(la=yz|P+|b—zP +|c—yw|P + |d —w|P)?, z,w,y €C

olup:

(1) Ozel olarak z = b,w =dve y = %igin

bc—ad
b

||S1 - ¢4||p =

)

(2) Ozel olarak z = b,w = d ve y = 2igin

ad—ac
d

(N ¢4”p =

)

(3) Ozel olarak z = bw =dve y =0

1
151 = ¢ull, = (lal” + [c|P)P,
Cc

(4) Ozel olarak z = O,w = d # 0 ve y=-

c—yw d—w

(2.2.3).



1
151 = @all, = (lal® + [b[P)P

(5) Ozel olarakw = 0,z=b #0ve y =Z

1
151 = Pallp = (Ic|? + [d|P)?

elde edilir. Buradan

IIS; — ¢4”p = inf <

( det51
b
det51
da
1
(lal? + [c|P)»
1
(lal? + [b|P)e
1
\(Ic|P + |d|P)»

Béylece (2.2.1)-(2.2.4) den

a,(S;) = inf{||51 — ¢illy, k= 1,2,3,4} = infk=1,2,3,4{”51 - ¢k||p}

r det51

a
det51

b
det51

c
det51

= inf < d

(lal” + |b[P)P
(Ial? + [c[P)»

1
(IbIP +1d[P)»

1
(el + [d[P)?

olarak bulunur.

n = 3igin

as(S;) = inf{llS; — L||,: L(E, F),dimL < 3 }

oldugundan dimL =0 , dimL =1 veya dimL = 2 olabilir.

(2.2.4).

(2.2.5)

dimL =0 ve dimL =1

olmasi1 durumu incelendi. dimL = 2 olmas1 durumunu inceleyelim. 2 X 2 tipindeki tiim iki

boyutlu matrisler (

X
V4

3‘]/ ) matrisi seklindedir. Bu halde
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¢ = ()ZC 3"/):@2 - M, c C?, x|+ |y|* + |z|* + |w|* > 0, dimM; =1, x,y,z,w € C,

alinarak a;(S;) sayisi hesaplansin.

as(Sy) = inf{llS; — ¢ll,: L € L(E,F),dimL < 3 }
_lifa by _(x ¥ _lla=—x b-y
=1G -G DI =127 220l
1
=(a=xP+|b=ylP+|c—z” +|d—w|P)r
olup 6zel olarak x = a,y = b,z = c ve w = d alinirsa;
az($;) =0

Simdi de S, operatoriiniin yaklasim sayisini hesaplayalim:

S; operatdriiniin yaklagim sayisinin hesaplanmasinda kullanilan benzer yontemler

uygulanirsa;
a;(S;) = ”SZHp =e
ve
ay(S,) = inf{llS, — LIl ,: L(E, F),dimL < 2 }

oldugundan dimL = 0 veya dimL = 1 olabilir. dimL = 0 olmasi durumu incelendi.

dimL = 1 olmas1 durumunu inceleyelim. Su halde,

o =Qx):C> M, cC,|x|?>0,dimM; =1, x, 1 €C,
alarak a, (S,) yaklasim sayis1 hesaplansin.

a,(S,) = inf{IIS2 — @llp: L € L(E,F),dimL < 2} = |le = Ax|l, = |e — Ax|
olup burada 6zel olarak 1 = 1, x = e alinmasi halinde a,(S,) = 0 olarak bulunur.

Simdi de S operatoriiniin yaklasim sayisin1 hesaplayalim:
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n = 1i¢in a,(S)
a,(S) = inf{lIS — Lll,,;: L(E, F),dimL < 1}
oldugundan dimL = 0 olup L = 0 operatdriidiir, dolayisiyla
a;($) = lISllp-

n = 2igin

ay(S) = inf{llS — Lll,: L € L(E,F),dimL < 2}

oldugundan dimL = 0 veya dimL =1 olabilir. dimL =0 olmasi durumu incelendi.
dimL =1 olmasi durumunu inceleyelim. 3 X 3 tipindeki tiim bir boyutlu matrisler
x y zZ kix kiy kyz kix kyy kiz
<k1x kyy kﬂ),( X y z ),(kzx k,y kzz),
kzx ka k3Z kzx ka k3Z X y Z
x kix kyx kix x kyx kix kyx x
<y kiy kzy>,<k1y y kzy),<k1y Ky y)

z kiz kyz kiz z kyz kiz ky,z z
seklindedir.

dimL = 1 olacak sekildeki operatorleri

x y oz
@, = (klx kyy klz> :C3 > M, cC3, |x|?+ |yl? + |z|*> > 0, dimM,; =1,
kox kyy kiz

x,v,2,kq,k, €C

kix kiy kqz
<p2=<x y Z):(C3—>M2c(C3,|x|2+|y|2+|z|2>0,dimM2=1,

kzx kzy k3Z
x,v,zki, k, € C
klx kly klz
$3 = (

k,x k,y kzz) :C3 > M; c C3, |x|2+ |y|2 + |z|* > 0,dimM; = 1,
x y oz

x,v,2,ky,k, €C
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x kix kyx
Py = (y kiy kz)’) 1€ > My C, |x* + |yl* + |z|> > 0, dimM, =1,
z kiz k,z

xX,v,% ki, ky, €C

kix x kyx
Qs = (kly y k2y> :C3 > M, cC,|x]?+|y]? + |z|*> > 0, dimM, = 1,
kiz z kyz

x,v,2 ki, k, €C

kix kyx x
Vg = (kly k,y y) :C3 > M, cC,|x]?+|y]? + |z|*> > 0, dimM, = 1,
kiz ky,z z

x,v,2 ki, k, €C

alarak a, (S) sayis1 hesaplanacaktir.

O halde,
a b 0 ve y Z
(c d 0) — (klx kiy k12>
0 0 e kyx  kyy ksz

a—x b—y -z
<C - klx d - kly _klz )

—k,x —k,y e—ksz

IS = @il =

14

=(la—=x|P+[b—ylP +|=2P + |c — kyx|P + |d = kyy|P? + [=kqz|P|—k,x|P +

1
|=koyIP + le — kpzIP)?, x,¥,2,ky, Kz € C
olup:
(1) Ozel olarak x = a, y = b, z = 0 ve k; = k, = 0 olarak alinirsa,
1
IS = @1ll, = (clP + 1d|? + |e]P)?,

(2) Ozelolarakx =a, y=b, z=0vek, = 2, k, = 0 olsun,

[y

bc—ad
b

) :
+lelP)’,

IS = @all, = (

(3) Ozelolarak x =a, y=b, z=0vek, =%, k,=0
1

d-bc|P P
ad-bc +|e|p)z”

IS = @all, = (

(4) Ozel olarak olarak x =z =0, y=b # 0vek, =%, k,=0
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1
IS = @all, = (al? + |c|” + [e|P)P,

(5) Ozel olarak olaraky =z =0, x =a # Ovek; =%, k,=0

1
IS = @1l = (IbIP + |d|P + |e[P)P,

olur. Boylece

1

((al? + |c|? + e|P)?

1
(IbIP + 1dIP + le|P)P

1
, p p P)p
IS = poll,, = inf { Uel” +1dl” + el 1)” (2.2.6).
. 1
( det5‘1 + |e|p)p
p 1
Ote yandan
a b 0 kix kiy kqz
IS — @:ll, = (c d 0>—<x y z)
O O e kzx ka kzZ p

c—x d—y —Z
—k,x —-k,y e—k,z

<a —kix b—kyy —kz )

p
= (la = kix|P +|b = kyy|P + |kyz|P + |c = x|P + |d = y|P + |2|” + [k x|P +

1
|k, y|? + |le — k,z|P)?, x,y,z,ki,k, €C

olup:

(1) Ozel olarak x = ¢, y = d, z = 0 ve k; = k, = 0 olarak alinirsa,

1
IS = @:ll, = (lal” + [b|P + |e|P)P

(2) Ozelolarakx = ¢, y=d, z=0vek, = %, k, = 0 olsun,
1

bc—ad|P P
c—a +|e|p)p

IS = @21l = (

(3) Ozelolarakx = ¢, y =d, z=0vek, ==, k; =0

1
d—bc|P P
a : c + |e|p)p

IS = @21l = (

(4) Ozelolarakx =z=10, y=d # 0 vek1=§, ky, =0

1
IS = @:ll, = (al” + [c|” + [e[P)r
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_a

(5) Ozel olaraky =z =0, x=c#0vek; ==, k; =0
1
IS — @2ll, = (Ib]P + |d[P + [e|?)P

olur. Boylece

[ 1
(lal® + |b[P + |e[P)»
1

(lal? + [c]|P + |e|P)»
1

IS = @yll,, = inf { (PI° +1dI” + ey (2.2.7).
v 1
( det51 + |e|p)p
1
» 1
\ ( detS; + |e|p)P
Ayrica
a b 0 kix kiyy kiz a—kix b—kyy —kiz
IS — (P3||p = (C d 0) - <k2x kyy kzz> = (C —kyx d—kyy _kzz>
0 0 e x y z /1, —Xx —y e—2z/ll,
= (la —kyx|P +|b — kyy|P + | =k z|P + |c — kox|P + |d — koy|P + |—kaz|P + |x|P
1
+ |ylP+le—2zP)? , x,y,zky,k, €C
olup:
(1) Ozel olarak x =0, y = 0, z = e ve k; = k, = 0 olarak alinirsa,
1
IS = @sll, = (al” + [b]P + [c[P + |d|7)»
olur. Boylece
1
IS — @sll, = inf {(Ialp +|bIP + [c|P + [d[P)P (2.2.8).

Benzer sekilde

IS = @all, =

a b 0 x kix kyx a—x b—kix —kyx
(c d 0) —(y kiy kpy =>H = (c—y d—kiy —kpy )
0 0 e z kiz ky,z » -z —kiz e—k,z
= (la =x|? + |b — k1x|P + |=k,x|? + |c — y|P + |d — ky|P + |=k,y|P + |—z|P
1

+ |=kyz|? + |e — k,z|P)P, xX,v,2, ki, k, €C
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olup:
(1) Ozel olarak x = a, y = ¢, z = 0ve k; = k, = 0 olarak alinirsa,

1
IS = @all, = (IbIP + |d|? + |e|)P

(2) Ozelolarakx = a, y=c, z=0vek,; = g, k, = 0 olsun,

1

d-bc|P P
IS = @all, = (|“==|" +lel?)’
(3) Ozelolarak x = a, y =, Z=0V€k1=%, k, =0
) 1
bc—ad
IS = @all, = (F==| +lelP)’

(4) Ozel olarakx = z=0, y =c # 0vek; ==, ky =0

1
IS = @all, = (lal? + [b]P + |e|P)r

(5) Ozel olaraky = z =10, x=a¢0vek1=§, k,=0

1
IS = @all, = (IcIP + 1d|P + |e|P)?
olur. Boylece
1
((lal? + |bI? + le|?)?
1
(IbIP + |d[P + |e]?)?

1
IS — @all, = inf { el 1" +]el?)r (2.2.9).

P
L ( + lel?)
Paralel diisiince ile

a b 0 kix x kyx
<c d 0>—<k1y y sz)H =
0 0 e kiz z k,z »

= (la = kyx|? +1b = x|P + [=kyx|P + [c = kyy|P + |d — y|P + |=kay|P + | =k 2[?

S

det51

a—kix b—x —kyx
IS — gsll, = (c—kly d—y —k2y>

—kiz -z e—kyz

1
+|—Z|p+|e—k2Z|p)5, x,y,Z,kl,kz E(C
olup:
(1) Ozel olarak x = b, y =d, z = 0ve k; = k, = 0 olarak alinirsa,

1
IS = @sll, = (al” + [c|” + [e]P)P
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(2) Ozelolarakx = b, y =d, z=0vek, = % k, = 0 olsun,

1
bc—ad|P P
cba 4_|e|p)P

IS — osll, = (

(3) Ozelolarakx = b, y =d, z=0vek, =§, k, =0
1

Is = sll, = (|2 + lel )’

(4) Ozelolarakx =z=0, y=d #0ve k; = <, k, = 0 olarak alinirsa,
d

ad—bc
d

1
IS = @sll, = (lal” + [bIP + |e|P)»

(5) Ozelolaraky =z =0, x =b # 0ve k; = %, k, = 0 olarak alinirsa,
1
IS — @sll, = (cl? + [dIP + |e[P)P

olur. Boylece

[ 1
(lalP? + |b|? + [e|P)P

1
(al? + [c|P + |elP)?

1
IS = @sll, = inf { el” +1dIP +lelP)? (2.2.10).
p 1
dets
L ( =2 +|€|p)p
Ote yandan
a b 0 kix k,x x a—kix b—k,x —x
IS = @ell, = (c d 0)—(k1y kay y) = <c—k1y d—kyy —y )
0 0 e kiz k,z =z » —k,z —-k,z e—z

= (Ja — kyxIP + [b = IeoxlP + |=x[P + |c = kyyIP + |d — oy IP + =[P + |=ky2lP +
1

|—k22|p + |e _le)g, x,y,Z,kl,kz (S C
olup:
(1) Ozel olarak x =0, y =0, z = e ve k; = k, = 0 olarak almnirsa,

1
IS = @ell, = (lal? + [b]P + |c|P + |d[P)»

olur. Boylece
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1
IS = @6l = inf {(lal? + bI? + lel? +1dIP)> (22.11).

Boylece (2.2.6)-(2.2.11) dan

ay(S) = inf{lIS — @il k=123456}=infic1234561S — @illp}

( det51

a
det51

b
det51

c
det51

d

=09 (alP + bl + lelP)r
(al? + el + le[P)?
(BIP + dIP + le[P)?
(el +1dPP + lelP)?

(alP + IBIP + [clP + |dIP)?

(2.2.12)

olarak bulunur.
n = 3i¢in

as(S) = inf{llS — Lll,: L(E,F) ,dimL < 3}

oldugundan dimL = 0, dimL = 1 veya dimL = 2 olabilir. dimL = 0vedimL =1
olmasi durumu incelendi. dimL = 2 olmasi durumunu inceleyelim. 3 x 3 tipindeki tiim iki

boyutlu matrisler

X y Z X y VA
< a B y ) (Alx +Aa ALy+A4,B Az+ /12)/),
Mx+ha ALy+4LL Aiz+ Ay a B y

a p 14 y B ALy+ A48

(Alx +Aa Ay+ A, Aiz+ /12y> (x a Ax+ Aza>
X y z zZ Yy Mz4+ Ay

x Mx+la « Mx+Aa x «a
(y Ay + AP ﬁ>,<ﬂly+ﬂzﬁ y B>,

zZ Mz+Aly vy Mz+ Ay z vy

seklindedir.
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dimL = 2 olacak sekildeki operatorleri

x y z
1/)1:< a ﬂ Y ):63_>M1C(CS,
Mx+Aa Ly+A4,0 Aiz+ Ay

lx|> + [y[* +|z[* >0,  a®+ B>+ |y|*> > 0,dimM; = 1,x,y,z,a,B,v, A, A,
X y VA
P, = </11x +ALha ALy+ AL Az+ /’12)/) :C3 > M, c (3,
a B 14
Ix|> + [y[* +1zI* >0,  a®+ B>+ |y|> > 0,dimM; = 1,x,y,z,a,B,v, A, A,
Mx+a ALy+AL,B8 Aiz+ Ay
1/)3=( a B 14 )‘(CB—’M3C(C3,
x y Z
|X|2 + |Y|2 + |Z|2 > 0: az + |B|2 + |Y|2 > O'dlli = 1,x,y,z,a,ﬁ,)/,ll,lz
x a Mx+Aa
Y, = <y B 711)’+Azﬁ>1@3 —>M4CC3,
z Yy Mz+ Ay
|x|2 + |y|? + |z|?> > 0, a?+|BI1? + |y|? > 0,dimM; = 1,x,y,z,a,5,v, 11, 4,
x Mx+lha «
Ys =<

y Ay + 4B ﬁ>:C3—>M4C(C3,
z Mz+Aly vy

|x|2 + |}’|2 + |Z|2 > 0' aZ + |ﬁ|2 + h/|2 > O,dlli = 1)xly)Zlalﬁl)/Illl/12

Mx+la x «
¢6=</11Y+/12[3 y ﬁ>:(C3—>M4CC3,
/112+12)/ Z Y

|x|2 + |y|? + |z|*> > 0, a?+ B2+ |y|> > 0,dimM; = 1,x,y,2z,a,B,7, A, Ay
alarak a,(S) sayisi hesaplanacaktir.

O halde,

IS = ull, =

a b 0 X y z
<c d 0) —( a B 14 )
0 O e /’{1x + /12“ /113] + /12[3 /112 + /12)/ p

€C

€C

eC

eC

€C

eC
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a—x b—y —Z
—Mx—Aa —Ay—AF0 e—Az—Ay

=(a=x[P+[b—ylP +[-z|P +|c —alP +]d = BI” + [-y[? + [-4ix — La|? +

p

1
|=A1y — 2817 + le — 11z — ¥ IP)P, x,y,2,,B,7,41, 4, €C
olup:

(1) Ozelolarakx =a, y=b, z=0,a=c,f =d,y =0ved; = A, = 0olsun,

IS —ll, =e
olur.
Boylece
IS —y1ll, = infle} =e (2.2.13).

Diger taraftan

a b 0 X y z
”S - l1l)2||p = <C d 0) - (Alx + AZ“ /11}/ + /‘{2,8 /112 + 22)/>

0 0 e a B Y

p

a—x b—y —Z
<C - /11x - Aza d - /11y - Azﬁ _Alz - 12y>
~a ~B e~y

= (la— 27 +1b— yI? + 2P + le — Aux — Zoal? + 1d — Ay — LI +
=2z = Ay [P + [=alP + =8I + le = YIP)? %, 2,0,8,%, A1, A5 € C

olup:

(1) Ozelolarakx =a, y=b, z=0,a =0, =0,y =eve A; = A, = 0 olsun,

1
IS = 2ll, = [lcl|? + [d[P]P
(2) Ozelolarakx =a, y=b, z=0,a=0,=0,y =eve A, =§, A, = 0 olsun,

ad—bc
a

IS =2ll, =
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(3) Ozel olarak x = a, y=b,z=0,a=0,=0,y=eve 4 =%, A, = 0 olsun,

bc—ad
IS = p,ll, = |22
olur. Boylece
( 1
(lcl? + |d|P)»
IS = ¥, I, = in detsy (2.2.14).
p a
det51

b

Ote yandan
a b 0 /11x + /12“ /11y + /12B /112 + /12)/
N e
0 0 e x y z

14

c—a d—pf -y
—x —y e—z

(a —Mx—Aa b—-ANy—Ap —Az-— Azy>

p

= (la=2A1x = ,alP + |b — 41y — L,BIP + -4z = 7P + |c — al? + |d — BIP
1
+ |=yIP + |—x|P + |-y|P + |e — z|P)P, X, 9,2z,a,B,Y, A, A, €C

olup:

(1) Ozelolarakx =0, y=0, z=e,a=c,f =d,y =0ve 1, = A, = 0 olsun,
1
IS —¥sll, = [lalP + |b|P]»

Ozelolarakx =0, y=0, z=e,a=c,B=d,y =0ve 1, =0, 1, = —olsun,
(2) Ozel olarak x = 0, y =0 de0/110)lz‘cll

bc—ad
c

IS = sll, =

(3) Ozelolarakx =0, y=0, z=e,a=c,f=d,y=0ve 1, =0, A, =§olsun,

ad—bc
IS = ll, = |22
olur. Boylece
1
(lal” + |b|P)P
IS = sl = inf & |52 (2.2.15).
det51

d
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Benzer hesaplamalar ile

a b 0 X O Alx+lza
<c d 0)—(}’ p /113’+/12ﬁ>

IS = all, =
0 0 e zZ Yy Mz+Aly

p

c—y d—=B —Ay—Ap
-z -y e—Az—Ay

(a—x b—a —/11x—/12a>

14
=(la—=x|P+[b—-al’ +|-Ax = Lal’ + |c —yIP +|d = BIP + =41y — 1,87

1
+ I_le + |_)/|p + |€ —/11Z _AZ]/lp)E) XV, Z, a;ﬁ))/rll)AZ eC

olup:

(1) Ozelolarakx =a, y=c¢, z=0,y =0,a = b, =d ve 1, = 1, = 0 olsun,

IS —Wall, =€
olur. Boylece

IS — Yull, = infle} =e (2.2.16).

Diger taraftan

a b 0 x Mx+Alha «a
IS —¥sll, = <C d 0) - (y Ay + AP ﬁ)
14

0 0 e z Mz+ Ay

D

c—y d=Ahy—"4E B
-z -Mz—Ay e—vy

(a—x b—1ix—Aa —a)

= (la=x|P +[b = Ax = Lal’ +|-al’ + |c —yIP +|d = 41y = 1,B|° +

1
|_B|p + |_Z|p + |_/112 _Azylp + |e - le)gu X;Y:Z;Of;,g:)/;llylz eC

olup:
(1) Ozelolarakx =a, y=c, z=0,a =0, =0,y =eve 1, = 1, = 0 olsun,

1
IS = ¥sll, = [IbIP + |d|P]

(2) Ozelolarakx =a, y=c, z=0,a=0,=0,y =eve A, =§, A, = 0 olsun,
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ad—bc
a

IS = sl =

(3) Ozelolarakx =a, y=c, z=0,a=0,=0,y =eve A, =%, A, = 0 olsun,

bc—ad
IS = sl = |2
olur. Boylece
1
(IbIP + |d|P)»
IS = psll, =inf{ =2 (2.2.17).
det51

c

Diger taraftan

a b 0 Mx+Aa x «
IS = ell, = (c d 0) - (lly 4By ﬁ)
0 0 e Mz+ Ay z vy

a—Mlx—Aa b—x —a
(C—Aﬂ’—lzﬁ d—y —,3>
—-Mhz— Ay -z e-—Yy

= (Ja = Ayx = dyal? + [b = xIP + |=al? + I = Ay — A,B1P + |d — y|P +
1
|_ﬂ|p + |_Alz - AZYlp + |_Z|p + |e - le)g: nyJZJaJﬁJylllJAZ eC

olup:

(1) Ozelolarak x = b, y=d, z=0,a =0, =0,y =eve 1, = 1, = 0 olsun,

1
IS — Ysll, = [lalP + |c|P]P
(2) Ozel olarak x=b, y=d, z=0,a=0,=0,y =eve /11=%, A, =0 olsun,

bc—ad
b

IS = wsll, =

(3) Ozelolarakx =a, y=c, z=0,a=0,=0,y =eve A, =§, A, = 0 olsun,

ad—bc
d

IS = ellp =

olur. Boylece
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(qal? + eIy

. dets
IS — Yell, = inf == (2.2.18).
det51
d
Boylece (2.2.13)-(2.2.18) dan
az(S) = inf{llS —Yillp, k= 1,2,3,4,5,6} = infk=1,2,3,4-,5,6{”5 - ¢k||p}
( det51
a
det51
b
det51
c
detSq
nf 4 ‘ (2.2.19)
=in 1 2.
(lalP + |b|P)»

1
(al? + [c[P)p
1
(IbIP + |d|P)»
1

(Ic|P + 1d|P)P
\ e

olarak bulunur.
n = 4igin
a,(S) = inf{llS — Lll,: L(E,F),dimL < 4 }

oldugundan dimL =0, dimL =1,dimL =2 veya dimL =3 olabilir. dimL =0,

dimL = 1,dimL = 2 ve dimL = 3 olmasi durumu incelendi. dimL = 4 olmast durumunu

X y z
inceleyelim. 3 X 3 tipindeki tim iki boyutlu matrisler (W u v) matrisi seklindedir.
s t r

Bu halde

X vy z
gb:(w u v):(C3 > M, cC, x|+ |y)2+ 12|12 + |W|? + |[u|? + |v|? + |s|? +
s t r

|t]? + |r|? > 0,dimM, = 1, x,y,z,w,u,v,s,t, 7 €C,

alinarak a, (S) sayis1 hesaplansin.
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a,(S) = inf{lIS — ¢ll,: L € L(E,F),dimL < 4} =

a b 0 Xy
(c d 0)—<W u )
0 0 e s t

=(la=xP+|b—-yP+|-z|” + |c = w[P+|d —ul? + |-v|? + |=s|? + |-t|P +
1
le —r[P)r

a—-x b-y -z
= =[lc-w d—-u -—v
—-s -t e-—r

QLT

RER S

p p

olup 6zel olarak x = a,y =b, z=0, w=c,u=d,v=0,s = 0,t = 0 ver = e alinirsa;
a4(S) == 0.

Not: BuS = S; @ S, ve S;, S, operatdrlerinin yaklasim sayilarinin Teorem 2.2.4 — Sonug

2.2.7 nin iddialarini sagladig1 kolayca goriilebilir.

2.3. Direkt Toplam Operatorlerinin Gelfand Sayilari

Bu kesimde Banach uzaylarinin direkt toplami iizerindeki direkt toplam operatorleri
ile onun koordinat operatorlerinin Gelfand sayilar1 arasindaki iliski incelenecektir. i1k 6nce
asagidaki sonuclari verelim.

Teorem 2.3.1([45], Teorem3; [47], 3.3Teorem):

Eger X=(@n=1¥m)pl1<p<o, S=@n-1Sn, SELX) ve her m=1 igin
Ny, = dimX,, <o ise, bu takdirde n>n; +n, +--+n,,k>1 olmak iizere S
operatoriiniin X Banach uzayi lizerindeki n. Gelfand sayisi i¢in

n(S) < supmsk+1 1Sl
dogrudur.

Ispat: ilk olarak, her k € N icin Pp: X = X, P (x,,) = (x1, X3, e, X, 0, ... ), X = X, € X
operatorii tanimlansin.
Bu durumda k € N i¢in

SPe(xm) = (Bsn=1 Sm) (P (xm)) = (S1%1, S2%x5, .o, SkXy, 0,0,0, ...)

ve SP, € L(X). Oyleyse, her x = x,,, € ¥ i¢in

1

1S = SPYCea) Il = 10, -.,0, Sy 1 Xicr 1, -l = (Zpcses | Sm¥m 1)

1
< Bk dlISmlP N l7)P < supmagr 1 ISmllllx]
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oldugundan [|S — SP || < supmzic+1llSimll-

Buradan ve Gelfand sayilarinin tannomindan n > ny + n, + -+ n; ,k = 1 i¢in

Cn(S) < SUPm>k+1 ”Sm”

bulunur.
Teorem 2.3.2([45], Teorem4; [47], 3.4Teorem):
X=(@®m=1Xn)p S=@n-1Sm €L(X), S:X - X operatori igin S™' mevcut ve
SX¥ =% S! e L(¥).Bu taktirde
inflsmsnm <c,(5), n>1.
Ispat: Bu durumda S™* =@%_; St ve [IS7Y| = sup,s1 1Syt oldugu bilinir.
Simdi
Jni (Bh=1 Xndp = (Bp=1 Xdpn = 1,
Qn: (Bm=1 Xn)p = (Bh=1 Xp,n = 1,
]n((xl,xz, ...,xn)) = (X1, X2, 0, X, 0,..),
Qn((xl,xz, ey X Xyt 1 )) = (X1, X9, ey Xp),
operatorleri tanimlansin. Bu tanimlardan
Ry, = QnS/n: (D=1 %m)p - (D=1 xm)p,
her (x;, x3, ..., xp) € (D=1 ¥1)p icin
Rn((xl,xz, ...,xn)) = (81x1, 83X, o, Spxp),n =1
operatérii elde edilir. Bu durumda R;,n > 1 ters operatorii var ve

Ry =®h-1 Sty Ry (@1 ¥m)p = (=1 Xndyp IR = sup [ISM], n> 1.

1<msn

Ote yandan
c:S > (ca(S)),S € L(X)

doniisiimii bir S-say1 fonksiyonu oldugundan s-say1 fonksiyonunun 6zelliklerinden[7]
1= ¢ (It (@t Emdp > (Blhes Xdp)) = ca(RuR7) < € (QuSTIRT
< 1Qnllcn (IR I
< OIRLn =1

bulunur ki, buradan m < c,(S), yani ” <c,(8),n=1.

SuPlsmsn”SrTll
Bagka bir ifadeyle her n > 1 i¢in

. 1

infysmen oy < cn(S)

bagintis1 dogrudur.
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Sonug 2.3.3 ([45], Sonugl; [47], 3.5 Sonug):
Eger S =@m—1 Sm»Sm = Amlm, am € Cve L: X, = X,,, m = 1ise, bu taktirde
inficmenlaml < cn(S) < suppsnlaml,n = 1.
Not: Ozel durumda, eger a,, € R, dim¥X, =1,m=>1 Ve a; = a, = az =+ = a, =
> 01ise, hern = 1igin ¢, (S) = a,.
Bu sonug [7] ¢alismasinda bulunmustur.
Simdi Gelfand sayilarinin direkt toplam operatdrleri ile onun koordinat operatorleri

arasindaki bir bagintiy1 agiklayan asagidaki sonucu verelim.
Teorem 2.3.4 ([45], Teorem5; [47], 3.7Teorem):
S:X > X, S =M%, Sy olsun. Burada c¢™(S,), Sm:%m = X Sm € LX), m =1
operatoriiniin n. Gelfand sayisin1 gostermek tizere, her n > 1 igin
SUPa1 O (Sm) < € (S)
bagintis1 dogrudur.
Ispat: Eger
DX, - X, TX-> X,, m=>1

operatorleri

-
m

D,,(x,,) = <0,0, .,0,%,,0, )xm € X,
T () = X, X € X, m>1,
olarak tanimlanirsa bu durumda ||D,,|| < 1,||T;,|l <1,m =1 olup D,,, T, lineer sinirl

operatorlerdir. Oyle ki S,,, = T,,,SD,,,, m > 1 oldugu aciktir.

Boylece s-say1 fonksiyonlarinin iiglincii sartindan her n > 1 ve m > 1 igin C,(lm) Sm) =
cn(TmSD) < I Tyllcn (Dl < ¢, (S). Buradan

SUPps1 €™ (S) < € (S),m = 1,
bagintisinin dogrulugu elde edilir.
Baska bir ifadeyle asagidaki sonucun dogrulugu elde edilir.
Teorem 2.3.5([47], 3.8Teorem): Eger S =@,=1 S;n € L(X) ise bu takdirde her n,m = 1
igin

n(S) < cT™(Sp) + suplIS, |l ,

nEm

bagintis1 dogrudur.
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Ispat: s-say1 fonksiyonlarmin ikinci sartindan her n > 1 ve m > 1 igin
(S =c,(0D0D..0DS,,, POD ..+S, DS, D..DSH_.1 DOD Spsq
@D ...)
<, (00D . RODS, POD.)+IS DS, D. DSy 1 POD Sii1 D - |l
= Cn(Sm) + sup ISyl

n¥m

olup bagintinin dogrulugu elde edilir.

Teorem 2.3.6([45], Teorem6; [47], 3.9Teorem):
Eger S =@p-1Sm €L(X) ve SP:X 5%, SP =5 BS,D..0S, D0 ..,p=>1
ise bu taktirde

|cn(S) = cn(S®P)] < supmaprallSmll, 7> 1.
Ayrica, eger S € S, (%) ise

lim,,_,c cn(S®) = c,(S),n = 1.
Ispat: Gelfand say1 fonksiyonu bir s-say1 fonksiyonu oldugundan ||c,(S) — c,(S®)]| <
||S —s® ||, p = 1 esitsizligi ve Teorem 2.1.4 den iddianin dogrulugu agiktir.

Not: Hilbert uzay1 olmasi durumunda benzer sonuglar [27] ¢alismasinda bulunmustur.

0 1 0
Ornek 2.3.7: S matris operatori S:C3 - C3,S == <2 0 0), S € L(C? olarak
0 0 3
. S 0 2 _, (2
tanimlansin. Bu durumda S operatori S =S5, @ S, veya S = (0 S ), S§1:C* - C7,
2

S, = (g (1)) Ve S,:C - C, S, = 3 seklinde yazlabilir.

Burada S;, S, ve S operatorlerinin Gelfand sayilari hesaplanacak ve alinan

sonuglarin bu 6zel durumda dogrulandig: gosterilecektir. O halde matris teorisinden, C™**"

1
iizerindeki herhangi bir A matrisinin L, normunun [|All, = (Z%—4|a;|")?, 1<p <2

[42, s.358] seklinde taniml1 oldugu dikkate alinirsa;

[lk olarak S; operatériiniin Gelfand sayilarini hesaplayalim:

n = 1i¢in
V(s = inf{||(sl> || sz e codimz < 1}
14

oldugundan codimZ = 0 olup, dimZ = 2. Buradan
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Z={x=(x;,%): x,x, €C}c C?ve

0 1\/*1 X2
B Isixlly IG G, 1)l
”(51) |z”p = SUPxeZ T, T SUPReZ T T SUPYE T,

p

p p
_ V1x2|P+]2x4|P < V2P|xp|P+2P x4 |P 2

| =Sup——
X€EZ | x1|P+|x2|P X€EZ VIx1|P+]|x,|P

x#+0 x#0

Ote yandan bir 6zel x, = (1,0) € Z c C? eleman1 igin

sny_ 1C DO, _

Il .l Il .l

oldugundan ”(Sl) |Z||p = 2. Dolayistyla

Cl(l)(Sl) = ”(51) |z||p = 2.
n = 2 igin

cgl)(Sl) = inf{”(Sl) ’Z”p: Z c C? codimZ < 2} =

= inf{{”(Sl) |Z|| : Zc C?codimZ =0 },{”(Sl) |Z|| : Z c C?codimZ =1 }}
p P

= inf{||51||p,{”(51) |Z||p: Z c C% codimZ =1 }}

= inf{||(51) |Z||p: Z c C% codimZ =1 }

O halde codimZ = 1 olup, dimZ = 1. Bu durumda
Z=Zl ={x= (xl,O): X1 € (C}C(szeya Z=Z2 ={x= (O,XZ): Xy E(C}C CZ .

14
syl 2Pllxl,
(S| || = supxez, G5~ = sup —o——=2,
711, xz0 Xlp  x€Zy, My
x#0
p
ISyl [Pl
S| || = supxez, G5~ = b
Z2lly x#0 Xl p XE Zy, Xlip
x+0

elde edilir. Buradan
V(s =inf{2,1}=1.

Simdi eger n = 3 ise
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cgl)(&) = inf{”(SO |Z||p: Z c C?, codimZ < 3}

= inf ”(Sl) ” : Z < C?codimZ =0 §, ”(51) ” . ZcC?codimZ =1y,
al L,

{lle,

= inf{llslllp'{“(&) |Z||p= Z < €, codimZ =1 }'{”(51) 2

)

= inf ”(Sl) ” : Zc C?codimZ =1¢, ”(Sl) ” . Z c C? codimZ
L L

_ 2}}

Daha  Once {” (S .,

. Z c C? codimZ = 2}}
p

: 7 © C?, codimZ
p

. Z c C? codimZ = 1} durumu  incelendigi  i¢in
p

{||(51)| ” : Zc(Cz,codimZ=2} durumuna bakilsm. Bu halde codimZ = 2
Z7p

oldugundan dimZ = 0. Oyleyse,

[, [ =0
z7p
olur ki buradan c§1>(51) = 0. Genel olarak ifade edilecek olursa,
2 , eger n=1 ise
c,(ll)(Sl) = { 1 , eger n=2 ise.
0 , eger n=>3 ise

Ote yandan

3 , n=1
2 (5) = { 0 n>2

oldugu aciktir.
Simdi de S operatoriiniin Gelfand sayisini hesaplayalim:

n = 1igin

AOE inf{”S‘Z”p :Z c C3, codimZ < 1}
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oldugundan codimZ = 0 olup dimZ = 3. Dolayisiyla

Z ={x = (x;,%3,x3): X1,X3,x3 €EC}c C3ve

0 1 0\/*1
2 0 0ff*2
0 0 3/\Xx3

X2
<2x1>
3x3

”Sx”p _ p P _

||S| = Supxez = Supxez = Supxez
zlly x=z0 1xllp %0 [E9]P x=z0 xllp
p p
_ \/|x2|p+|2x1|p+|3x3|p < \/3p|x1|p+3p|x2|p +3P|x3|P
= 5 < 5 =
x€z 1 x1P+|xz [P +]xs]P xX€Z VI x1[P+]x2[P+]x3|P
x#0 x#0

Eger simdi bir 6zel olarak x = x, = (0,0,1) € Z € C3 eleman: alinirsa,

0 1 0\/0
(2 0 o)o)
Isx.dlp _ o o 3/\1

Il .1l

p=3

olur ki buradan ||S| = 3 bulunur. Dolayisiyla ¢;(S) = ||S| =3
z%p Z%p
n = 2 igin

c,(S) = inf{||S|Z||p: Z c C3, codimZ < 2}

~inrf{ls,

= inf{lISIIp,{”S |Z||p: 7 c € codimZ = 1 }}

: ZCC3,c0dimZ=O},{”S| . Z < C3,codimZ = 1}
p Z%p

= inf ”S ” : Zc C3codimZ =1 ¢.
|, »

Bu durumda codimZ = 1, yani dimZ = 2 olur. Boylece
Z=27,={x=1(x,x,,0) xq,x, €C}cCC3
Z=27Z,={x=(x,0,x3): x;,x3 €EC}cC3

Z=27Z3={x=(0,x,,x3): x,%x3 €EC}cC3,

0 1 0\/x1
2 0 0 <x2>
0 0 3/\0

durumlarina bakilacaktir.

X2
<2x1>
0 14

1Sx|lp )
S, || = Supxez o = sup I TR T, =
z11ly x#0 P X€Zy P X€Zq p
x%0 x+0
) ) .. ISxIlp
olup, buradan x = (x4,0,0),x; € C seklindeki elemanlar iizerinde T
P
yani||S| = 2 olur.
Z3

p

Benzer sekilde
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0 1 0\/*1
2 0 0off O
X
0 0 3 s/l

0
<2x1>
3X3

|S =su %—su =sup———= =3
PR P S TR 4 Il = T,
x#0 x#0
ve
0 1 0\/0 X5
2 0 0]]|x2 ‘ ( 0 )
HSxH 0 0 3 X3 3X3
||S| =sup—p=sup p=sup—p=3
zll,  xezz lIxll,  xez Il xezs  lxllp
x+0 x#0 x#0
oldugu goriiliir.
Dolayisiyla
c,(S) =inf{2,3} =2
elde edilir.
n = 3 i¢in

c3(S):inf{|S| : ZCC3,codimZ<3}

Z%p

= inf ”S . Zc C3 codimZ =0 ¢, ”S ” . ZcC3 codimZ =1 ¢,
na L

,{”S|Z : Z € C3,codimZ = 2}}
p

i fisty s | - 2. eotmz =1 L {Js | - 2 s coimz

)
~inrf{ls,
{ls,

incelenirse,

: Zc(C3,c0dimZ=1},{||S| : ZC(C?’,codimZ:Z}.
p Z%p

. Z c C3,codimZ = 1} durumu incelendi {||S| . Z < C3,codimZ = 2}
P Z%p

codimZ = 2 oldugundan dimZ = 1. Bu durumda
Z =7 ={x=(x,0,0): x; € C\{0}} c C3,
Z=7,={x=(0,x50): x, € C\{0}} c C3,
Z=27Z3={x=1(00x3): x5 €C\{0}}cC>.
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()

0 1 0\/x;
(2 0 0(0)
0 0 3/\0

”Sx”p P P
S| = Supxez, = sup = sup =2,
zl, vz0 Wlp  xez lIxllp xez, lxllp
x#0 x#0
0 1 0\/0 X5
lisxll o o 3/\o/l, o/ll,
S| = Supxez, = sup = sup =1,
zll, 20 Wlp  xez, lIxllp xez, lxll,
x#0 x+0
01 0y/0 0
canel 1)
lISxllp 0 0 3/\x3 3x3/ll,,
”S| = SUpxez, —— = Sup E=sup——=3,
z3ll,, veo Wlp  xez, lIxll,, xezz 1xlp

x#0 x#0

olup
c;(S) =inf{2,1,3} =1
bulunur.

n = 4 i¢in

c,(S) = inf{||S|Z||p: Z c C3,codimZ < 4}

~inrf{ls,
{ls,

= inf{llSle,{||S|Z”p: Z c C3 codimZ =1 },

{ls,
{{II%
{

1

. Z c C3,codimZ = 1},
p

. Z < C3,codimZ = 0},{”S|
P z

: ZC(C3,codim=2},{||S’ : ZC(C3,codimZ=3}
p Z%p

: ZC(C3,codimZ=2} ,{”S| : ZCC3,codimZ=3}
p Z'p

= inf . Z < C3,codimZ = 2}: Z c C3,codimZ =1 },
p

I,

s,

. Z c C3,codimZ = 2}: 7 c C3,codimZ = 2},
p

. Z < C3,codimZ = 3} )

. Z < C3,codimZ = 2}
p z



72

<{||S| ” : ZC(C3,codimZ=2}: Z c C3codimZ=2¢: ZcC3codimZ =1y,
Z'p

s,

durumlar1 incelendi

I,

olmasi halinde
C4- (S) = Ol

oldugu kolayca goriiliir.

. Z c C3,codimZ = 2}: ZcC3codimZ=2;,: ZcC3 codimZ=2
p

. Z c C3,codimZ = 2}: Z cC3codimZ=2}: ZcC3codimZ=3
P

Genel olarak ifade edilirse,

3, egern=1
)2, egern=2
en(S) = 1 , egern=3
0 , egern=>4
0 1 0 s 0
Sonugta S:C*->C3S:=(2 0 0| S=S, DS, veya S=<1 ),Sl:(CZ—>
0 S,
0 0 3
2 0 1
(C,Slz(2 O) ve S,:C — C,S, = 3 durumunda,

, eger n=1 ise
, eger n=2 ise

2
Cr(zl)(51) =11
0 , eger n=>3 ise
3
0

)

, eger n=1 ise
, eger n=>2 ise

)

, egern=1 ise
, egern =2 ise
, egern=3 ise’
0 , egern=>4 ise

25 =
3
2
1

Cn(S) =

Not: Bu durumda hesaplanan Gelfand sayilarmin Teorem 2.3.4 — Teorem 2.3.6 nin

iddialarim1 gerceklestirdigi agiktir.
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2.4. Direkt Toplam Operatorlerinin Weyl Sayilari

Bu kesimde Banach uzaylarinin direkt toplami iizerinde tanimli direkt toplam
operatorlerinin Weyl sayilar1 ile koordinat operatorlerinin Weyl sayilar1 arasindaki
bagintilar arastirilacaktir.

Ik 6nce asagidaki bazi1 sonuglar1 verelim.

Teorem 24.1: Her m=>=1 i¢in dim¥X,, =1, X=(@n=1¥n)p 1<p<,S5=
D=1 S, S € L(X) ve x,(S),n = 1, S operatdriiniin X uzay1 lizerinde n. Weyl sayisi ise

X (S) < supmanllSpll, n 21,
bagintisinin dogrulugu aciktir.

Ispat: Bu durumda Teorem 2.2.1e gére n. yaklasim sayis1 icin

an(S) < supmanllSill, n =1,
bagintis1 dogrudur. O halde,

xn(S) = sup{a, (SA): A € L(I, %), [|All < 1}

< sup{a,(SIIAll: A € L(l;, %), Al <1}

< sup{a,(S): A € L(L,, %), ||A|l <1}

= a,(S) < supyanllSpll.

Yani hern > 1 i¢in

% (S) < suppmsnllSmll,
bulunur.

Teorem 2.4.2: Eger S =@®5-1 Sm» S St € L(X,,),m = 1,571 € L(X) ise, hern > 1
i¢in

inf,,;5, ﬁ <x,(5), n=1,

bagintist dogrudur.

Ispat: Gergekten, bu durumda her 4 € L(I,, ¥) ve ||A|| < 1 igin
a,(A) = a,(S71SA) < IS a,(S4), n=>1.

Buradan ve Weyl sayilarmin tanimindan

2D < (S), n2 1,

olup iddianin dogrulugu agiktir.
Simdi direkt toplam ve koordinat operatorlerinin Weyl sayilar1 arasindaki bagintilar:

verelim.
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Teorem 2.4.3([46], Teorem5):
Eger S =@5n-1 S, Sm € L(X,,) ise, x,(lm) (Sm), Sp: X,y = X,,,, m = 1 operatériiniin n.
Weyl sayilarin1 gostermek tizere, her n > 1 igin
SUP a1 X" (Sm) < X (S).
Ispat: Gergekten, bu durumda her n > 1 igin
xn(S) = sup{a,(SA): A: 1, - X, A€ L(l,,X%),||All <1}
> sup{a,(SA): A: 1, > X, A€ L(l,,%), Al <1}
= sup{a,(SmAn): A, € L(l,, %,), 1Al < 1}

=™ (S,
burada

5. =000D.Q0DE. ®ODOD ...,
oldugundan

Supmzl xr(lm) (Sm) S xn(S) n 2 1;
bulunur.

Ote yandan asagidaki iki sonucun dogrulugu kolaylikla gésterilebilir.

Teorem 2.4.4([46], Teorem6): Eger S =@m—; Sy € L(X), ise hern,m > 1 igin
% (S) < 2™ (Sm) +5up 1Sl

m+n

Teorem 2.4.5([46], Teorem7):
Eger S=@p-1Sm€LX) ve SP=50S,D.0S, 000D ..., SD:xX->X%,
q = 1ise,
60(5) = 20 (5] < suPpraqeaISull, 72 1.
Ayrica eger S € G (X) ise,
limg_,e xn(S(q)) =x,(5), n=1.
Simdi X = (D=1 ¥m)p, 1 < p < o0 Banach uzay1 iizerinde tanimlanan
S =@m=1Sm, Sm: X%, = X,,,m = 1 direkt toplam operatdriiniin
S,(XX) ={SeL®): T xh(S) <}, 1<p <o,
siifina ait olmasi ile onun koordinat operatorlerinin bu sinifa aitligi arasindaki iliski

arastirilacaktir.
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Teorem 2.4.6: Eger S =@m=1 Sm, SEL(X) ve SES,(X),1<p <o ise, her m > 1
i¢in

Sm € Sp(En).
Ispat: Bu iddianin dogrulugunu gdstermek i¢in Teorem 2.4.3 kullanilir. Bu durumda her
n = 1igin

SUPma1 Xy (Sm) < X ().

Oyleyse alinan her m > 1 igin

p p
(6 (Sm) < SuPgay (2 (S)) < 2B(S)
bulunur.

Bu sonuncu Y%, xP(S) serisinin yakinsakligi ve negatif terimi olmayan serilerin

p
yakinsakligi hakkindaki karsilagtirma testinden her m>1 ig¢in Y5, (x,(lm) (Sm))

serisinin yakinsakhigi elde edilir. Bu ise, Sy € S,(¥,,),m=1, 1<p <o oldugu
anlamina gelir.

Not: Bu teorem yaklasim sayilar1 ve Gelfand sayilar1 i¢inde ispatlanabilir.

Not: Herm > 1 i¢in S,,, € Sp(%m ), m=1, 1 <p <o olmasindan S =P,_; S, €S,,
1 < p < o sonucu ¢ikmaz.

Ornek 2.4.7: Her m > 1 igin X,, bir Banach uzay1, 0 < n,, = dim¥,, < o, I,;: X, =
X,,, birim operatér ve X = (D=1 Xp)p, 1 < p < 00, I =@ -4 I, olsun. Goriildiigii gibi

herm > 1 i¢in

55 (™ U))| = S0y 1 < oo,
yani I, € $,(X,,), 1 <p < 0.

Fakat
Yo xn (D) = X5y 1= +oo
oldugundan I & S,,(¥), 1 < p < oo.

Simdi Teorem 2.4.6’nin tersinin dogrulugunu gdsteren bir 6zel duruma bakalim.
Teorem 2.4.8: Eger bir m > 1 i¢in S;, € S,(X,,), 1 < p < Ve t,; = suPpznllSpll €
L,(N)ise, S € S,(¥), 1< p < .

Ispat: Gergekten, bu halde Teorem 2.4.4’¢ gére, szii gegen esitsizlik m > 1 igin
xn(8) < xn(Sin) + SUPmznllSll, n 2 1,

olup teoremin kosullar1 altinda
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. 14
Zn:l (xr(Lm) (Sm)) <+
ve

Z?lc;l(supm:tn”'sm ”)p < +oo

oldugundan
Y1 X5 (S) < +oo
olur. Yani S € S,(¥), 1 <p < oo,



1)

2)

3)

4)

3. SONUCLAR

X,,, m =1 Banach uzaylarmin X = (D=1 ¥X,,)p,1 < p < oo direkt toplanu
tizerinde tanimhi A =@;_; Ay, A, € L(X,,), m>1, direkt toplam
operatOrleri ile onlarin koordinat operatdrleri arasindaki sinirlilik, kompaktlik gibi
onemli kavramlar1 incelenerek Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.4 deki bagintilar elde
edilmistir.

X,,, m =1 Banach uzaylarmin X = (D=1 ¥,,)p,1 < p < oo direkt toplami
tizerinde tanimli A =@m-1 A, Ay € L(X,,), m=>1, direkt toplam
operatorleri ile onlarin koordinat operatdrlerinin spektrum parcalar1 ve rezolvent
kiimeleri arasindaki iliski Teorem 2.1.5 ile kesin sonug alinmstir.

X,,, m =1 Banach uzaylarinmn X = (D=1 X,,,),,1 < p < oo direkt toplanu
tizerinde tanimli A =@m-1 A, Ay € L(X,,), m=>1, direkt toplam
operatorleri ile onlarin koordinat operatorlerinin bazi1 s-say1 fonksiyonlarindan
olan “yaklasim sayilar1”, “Gelfand sayilar1” ve “Weyl sayilar1’” hesaplanarak
basta Teorem 2.2.4, Teorem 2.3.4 ve Teorem 2.4.3 olmak iizere dnemli sonuglar
elde edilmisdir.

Bulunan sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.



4. ONERILER

Yaklagim sayilar1 i¢in Teorem 2.2.4’de elde edilen sonuglarin tersi yoniindeki
esitsizligin dogrulugu arastirilabilir.

Gelfand sayilar1 i¢in Teorem 2.3.4’de elde edilen sonuglarin tersi yontindeki
esitsizligin dogrulugu arastirma konusu olabilir.

Weyl sayilari i¢in Teorem 2.4.3’de elde edilen sonuglarin tersi yoniindeki
esitsizligin dogrulugu incelenebilir.

Diyagonal operatorlerin direkt toplam operatorleri ile onlarin koordinat operatérleri

arasindaki bagintilar diger s-say1 fonksiyonlar1 alinmak suretiyle incelenebilir.
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