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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Matematik, fizik ve mekanigin ¢esitli alanlarinda operatdrlerin spektral teorisi genis
bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin kaynak noktalar1 lineer
cebir ve klasik mekanigin 6nemli problemleri olmustur. Lineer cebir problemleri ve meka-
nigin problemleri arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi ¢ok onceki yillara dayanir.
Integral denklemler teorisinde yapilan ¢alismalarda bu benzerliklerden siirekli faydalanan
ilk olarak D. Hilbert olmustur. Bunlarin sonucu olarak dnce [, uzay1 ve daha sonra ise ge-
nel Hilbert uzay1 tizerinde ¢alisilmistir ve soyut Hilbert uzayi tanimlandiktan sonra da li-
neer self-adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamistir. XIX-XX asirlarda matema-
tikgilerin sayesinde bu teori ¢ok ileri bir seviyeye ulasmis ve bu calismalarda 6zdegerler,
Ozfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normlastirici sayilar gibi spektral veriler tanimlanmis
ve farkli yontemlerle bunlar igin asimptotik formiiller bulunmustur. Spektral teorinin ta-
maminda 6nemli bir yere sahip olan spektral a¢ilim teoremi ispatlanarak bazi diferensiyel
ve fark operatorleri igin spektral agilimin uygun denklem ¢ozlimleri vasitasiyla ifade edil-
digi arastirilmistir.

Daha sonralar regiiler ve singiiler diferensiyel operator kavrami tanimlanmig ve
bunlarin spektral teorileri iizerinde ¢alisilmistir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden
diferensiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G.D. Birkoff tarafindan incelenmistir.
Diskret spektruma sahip operatorlerin dzdegerlerinin asimptotik dagilimi, 6zellikle kuan-
tum mekanigi i¢in ¢ok Onemlidir. Daha sonra birinci mertebeden iki denklemin regiiler
sistemleri incelenmistir. Singiiler operatorler igin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafin-
dan arastirillmistir. XX. asirda ise, F. Riesz, J. von Neumann ve diger matematikgiler tara-
findan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Sonraki
yillarda J. von Neuman tarafindan simetrik operatorlerin tiim self-adjoint genislemelerinin
genel teorisi olusturulmustur: Bir Hilbert uzayinda lineer kapali esit defekt sayilarina sahip
olan bir simetrik operatoriin biitiin maksimal simetrik ve self-adjoint genislemelerinin ta-
nim kiimeleri dilinde ifadesi ve bu tip genislemelerin spektral 6zellikleri ilk olarak John

von Neumann’ 1n 1929-1930 yillarinda ([1], Allgemeine eigenwerttheorie hermetischer



funktionaloperatoren, Math. Ann., 102, 49-131, (1929-1930) ¢alismasinda ele alinmis ve
bu alanda temel sonuglara ulagilmstir.

Fonksiyonlarin Hilbert uzayinda iki noktali baz1 regiiler ve singiiler lineer diferensi-
yel operatorlerin self-adjoint genislemeleri ve spektral 6zellikleri birgok matematikgiler
tarafindan arastirilmis ve kesin sonuglara ulasilmistir. Bu ¢alismalarin genis 6zeti N. Dun-
ford, J. T. Schwartz ([2], Linear operators, I; II, Interscience, New York, (1958); (1963)),
M.A. Naimark ([3], Linear differential operators, Frederick Ungar Publishing Co., Inc.,
London, (1968)), V.l. Gorbachuk, M.L. Gorbachuk ([4], Boundary value problems for op-
erator differential equations, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht,(1991)) ve F. S.
Rofe-Beketov, A. M. Kholkin ([5], Spectral analysis of differential operators, World Sci-
entific Monograph Series in Mathematics, vol.7 (World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.,
Hanckensack, NJ, 2005) ), A. Zettl ([6], Sturm-Liouville Theory, Amer. Math. Soc., Mat-
hematical Survey and Monographs, v.121, Rhode Island, (2005))’ in kitaplarinda verilmis-
tir.

Hilbert uzayinda simetrik bir operatériin self-adjoint genislemeleriyle ilgili olan il-
ging bir durum burada ag¢iklansin: Eger

Hy = I*(ay, by), as, by €R,

H, = [*(ay, by), a, b, € R,
ve S;, S,, n. mertebeden bir regiiler simetrik diferensiyel ifadenin sirasiyla H; ve H, uzay-
larinda trettigi iki minimal operatér ve S = S; @S, ise, S operatorii H = H{@®H, Hilbert
uzayi iizerinde bir simetrik operator olup onun her T self-adjoint genislemesi T = T;®T,
seklinde olup T; ve T,, sirasiyla S; ve S, operatorlerinin H; ve H, Hilbert uzaylarinda self-
adjoint genislemeleridir. Bu iddianin tersi de dogrudur, yani eger T; ve T,, H,; ve H, Hil-
bert uzaylarinda sirasiyla S; ve S, simetrik operatorlerinin iki self-adjoint genislemesi ise,
T = T,®T, operatorii S = S;DS, simetrik operatdriiniin H = H;®H, uzayinda bir self-
adjoint genislemesidir. Fakat diferensiyel ifadenin singiilerlik durumunda (alt araliklarin
siirsiz veya diferensiyel ifadelerden birinin herhangi bir katsayisinin bakilan uygun alt
aralik iizerinde integrallenemez oldugu durumlar) sonuncu iddia dogru olmayabilir.

Bu bir basit 6rnek iizerinde a¢iklansin. Burada

H, = [?(—»,q), a € R,

H, = L*(b,+»),b ER

ve Sy, S,,



1) = (LOLE), WO =LO) =i
diferensiyel ifadesinin H = H;@®H, uzay1 {izerinde tanimladigi minimal operatorler olsun.
Bu halde

S1:D(S;) € Hy - HveS,:D(S;) c H, » H,
operatorleri maksimal simetrik operatorlerdir ve genel teoriden onlarin self-adjoint genis-
lemeleri olamaz. Ciinkii bu simetrik operatorlerin defekt sayilar1 sirasiyla (0,1) ve (1.0)
seklindedir. Fakat bu durumda

S=85,8S,:D(S)cH—-H
operatoriiniin defekt sayilart (1,1) olup J. von Neumann [1] teorisine gore bu operatdr hig
olmazsa bir self-adjoint genislemeye sahiptir. Ustelik, S operatdriiniin

Lug, up) = (uy, iuy),

uy(b) = e, (@), ¢ € [0,2)
seklindeki her genislemesi bir self-adjoint operatordiir.

Aslinda Lagrange simetrik adi ¢ift mertebeden lineer diferensiyel ifadelerin self-
adjoint genislemelerinin simir sartlar1 dilinde gosterimi ilk olarak 1950 yilinda
[.M.Glazman ([7], On the theory of singular differential operators, Uspehi Math.Nauk, 40,
1950, 102-135, Engish translation in Amer.Math.Soc.Translations (1), 4, 1962, 331-372)
meshur caligmasinda yayimlamistir. Daha sonralar Green (veya Lagrange) formiiliinii esas
alarak sonlu bir aralik iizerinde skaler esit ve sifirdan farkli defekt sayilar1 sahip olan Lag-
range simetrik quasi-diferensiyel ifadenin L?-uzayinda iirettigi minimal operatdriin self-
adjoint genislemelerinin sinir sartlar1 dilinde ifadesi meshur Glazman-Krein-Naimark Teo-
remi adi ile literatiire gegmistir ( [3] M.A. Naimark, Linear differential operators, Ungar,
New York, 1968, §18.1, Theorem4).

Matematiksel fizigin bir¢ok problemlerinde ¢6ziim yolu olarak da gosterilen ilk ¢a-
lismalardan biri W. N. Everitt ve A. Zettl’mn 1986 yilinda yayimladig: ([8], Sturm-Liouville
differential operators in direct sum spaces, Rocky Mountain Journal of Mathematics, v.16,
no.1 (1986)) makalesi oldu. Bu calismada

m.(y) = =(ry")" + qry,

tel. = (a;b,), —o < a, <b, < +o0o,

i’ qr» Wr € L%oc(lr)1 w,>0,r=12

olmak lizere m() = (my(-),m,(+)) diferensiyel ifadesinin

H = H,®H, = Ly, (I)®L}, (I,) Hilbert uzay: iizerinde dogurdugu M = M;@®M, mini-



mal operatorii ele alinmis ve hem regiiler ve hemde singiiler durumlarda M minimal opera-
toriinilin tiim self-adjoint genislemeleri sinir degerleri dilinde incelenmistir.

1992 yilinda ise W.N.Everitt ve A. Zettl bu sonucu 6zellikle kullanarak, sayilabilir
sayida sonlu veya sonsuz reel alt araliklar iizerinde Lagrange simetrik ve alt araliklar iize-
rinde keyfi ve ikiden biiyilk mertebeden (mertebeler degiskenlik yapabilir) quasi-
diferensiyel ifadelerin direkt toplamimin uygun araliklar iizerindeki L?-uzaylarinin direkt
toplami tizerinde tirettigi minimal operatoriin self-adjoint genislemelerini sinir sartlari di-
linde gosterimini vermisler ([9], W.N. Everitt and A. Zettl, Differential operators genera-
ted by a countable number of quasi-differential expressions on the line, Proc. London
Math. Soc.(3), 64, (1992)).

Yapilan bu ¢alismada ve bundan sonra bu giine kadar yapilan ¢aligmalarin esas ola-
rak yararlandigi yontem Glazmann-Krein-Naimark Teorisidir [3]. 2005 yilina kadar yapi-
lan ¢aligmalarin toplu halde sunumu A. Zettl’1n kitabinda [6], 2005°den sonraki donemler-
de yayinlanan sonuglari ise [10-20] ¢alismalarinda bulmak miimkiindiir.

1960’11 yillardan sonra J.von Neumann teorisine paralel sekilde kullanilan ve Calkin-
Gorbachuk Yontemi olarak da anilan yontem bir Hilbert uzayinda defekt sayilari esit ve
sifirdan farkli simetrik operatdrlerin self-adjoint genislemeler teorisinde ¢ok Onemli yeri
olan bir yontem olarak literatiirde genis sekilde kullanilmaktadir ([4,5]). Aslinda bu yon-
temin temeli 1939 yilinda J.W. Calkin’in lineer bagintilar teorisine ait meshur ¢alismasi
([21], Abstract symmetric boundary conditions, Trans. Amer. Math. Soc., 1939, v.45, n.3,
p.369-442) olmustur. V.I. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk’un 1973 yilinda yayimladigi
([22], On boundary-value problems for a first-order differential equation with operator
coefficients and the expansion in eigenfunctions of this equation, Dokl. Akad. Nauk SSSR
208 (1973), no.6=Soviet Math. Dokl., 14, no.1, (1973)) ¢alismas1 matematikte bu yontemin
kullanildig1 ilk bilimsel aragtirmalardan biri olarak gosterilir. Bu ¢calismada H bir ayrilabilir
Hilbert uzayr , —oo < a < b < +o0 olan iki genisletilmis reel sayi, E birim operator,
I:H - H,A:D(A) c H - H, I? = E, Al = IA kosullarim saglayan iki self-adjoint opera-
tor ve her t € (a, b) i¢in q(t): H = H bir sinirl self-adjoint operator olmak tizere, vektor

fonksiyonlarin L, (H, (a, b)) Hilbert uzayinda lineer formal simetrik

. d
(y) =il=2+ Ay +q(t)y
singiiler diferensiyel ifadesinin iirettigi L, minimal ve L maksimal operatorlerinin tanim

kiimeleri arastirilmistir. Eger (a, b) tim R ise, L, minimal operatoriiniin self-adjoint oldu-



gu sonucuna ulasilmistir. Daha sonra ise (a, b) araliginin sonlu ya da yari-sonsuz oldugu
durumlarda, L, minimal operatoriiniin L,(H, (a, b)) uzayinda tiim self-adjoint genisleme-
leri sinir sartlar1 (degerleri) dilinde tanimlanmis ve bu genislemelerin spektrum yapilari
arastirilmistir. Bu calismadan bir 6nemli sonucu verelim:

Teorem: L, Ly, c L c L operatériiniin L, (H, (a, ©)) uzayinda L, minimal operatdriiniin
bir self-adjoint genislemesi olmasi igin gerek ve yeter sart y(a) € M olmasidir. Burada
M, bir hipermaksimal I-néter alt uzaydir. Ayrica bir self-adjoint genislemenin varligi i¢in
gerek ve yeter sart dim P, H = dim P_ H kosulunun saglanmasidir, burada P, ve P_, H
Hilbert uzayindan I operatoriiniin A=1 ve A= -1 6zdegerlerine karsilik gelen 6z alt uzaylara
izdlisim operatdrleridir.

Daha sonra bu ¢alismada yar1 sonsuz aralik durumunda spektrum yapisinin incelen-
mesi i¢in bir teknik gosterilmistir.

1950. yillarda Y. Kilpi [23-25], R. Davis [26] bu teoriyi lineer sinirsiz formal normal
operatorler igin genisletmeye caligmis ve sonunda E. A. Coddington ve G. Biriuk [27,28]
bir Hilbert uzayinda verilen bir lineer sinirsiz formal normal operatoriin biitiin normal ge-
nislemelerinin tanim kiimeleri dilinde (J. von Neumann tipli) ifadesini vermis ve gelistiril-
mistir. Bu teorinin iki noktali regiiler lineer diferensiyel operatorler ve spektral teorisine
uygulanmasit K. Schmiidgen, B. Kokebayev ve H. Otarov, H. Biyarov ve M. Otelbayev ve
Z. 1. Ismailov’ un ¢alismalarinda [29, 30, 31, 32-47] baslatilmis ve devam edilmektedir.

Uygulamali matematigin ve fizigin bir¢ok problemleri ¢ok-noktali lineer veya lineer
olmayan adi veya operator katsayili diferensiyel operatorler igin spektral teorinin yardimiy-
la ¢oziilebildiginden, matematikgiler yeni bir zorlukla karsilasmaktadirlar. Ornegin, F.R.
Gantmakher ve M.G. Krein’in [48] ¢alismasinda elastik bir cisim {izerine yerlestirilen n-
tane kiitlenin kiigiik titresimi incelenmistir. Ozel olarak, telin {izerindeki n-tane farkli nok-
taya uygulanan kuvvet altindaki titresimin veya yer degisiminin incelenmesi, kirisin {ize-
rindeki sonlu sayidaki noktalarda bulunan kiitlelerin kirigin salinimi {izerindeki etkisi prob-
lemi vs benzer problemler ¢ok-noktali diferensiyel operatorlerin spektral teorisinin prob-
lemlerine indirgenir.

Cok-noktali regiiler durumda, bu alandaki ilk ¢aligmalar C.E. Wilder [49], H.F. We-
inberger [50], J.W. Neuberger [51], A. Zettl [6], W.S. Loud [52], A. M. Krall [53, 54], J.
Locker [55], V. A. II’in ve E. 1. Moiseev [56, 57], Z.1. Ismailov [58, 59, 60] vs tarafindan

yapilmustir.



Hilbert uzaymin direkt toplami iizerinde tanimli diferensiyel operatorlerin genisle-
mesi katihal fiziginde, diferensiyel denklemler i¢in ¢ok-noktali sinir deger problemlerinde,
kuantum alan teorisinde, ¢ok-noktali kuantum mekanigi alanlarindaki bir¢ok problemde
kullanilmustir ([61, 6]).

Singliler durumunda ise, ¢ok-noktali diferensiyel operatorler alaninda bu giine kadar
yapilan arastirmalar yeterli bulunmamaktadir. Fakat fiziksel ve tekniksel siireclerde mate-

matiksel modelleme sonucu ortaya ¢ikan sorunlar singiiler durumun 6nemini arttirmakta-

dir.

Bu tez ¢alismasinda: H bir ayrilabilir Hilbert uzay1 ve Q c R bir altkiime olmak {ize-
re vektor-fonksiyonlar1 L,(H, Q) Hilbert uzay: iizerinde birinci mertebeden singiiler ve
operator katsayili diferensiyel-operator ifadesi igin asagidakilerin yapilmasi amaglanmak-
tadir:

(S-1) A=A"D(A) cH—-H durumunda I(.) = i% + A simetrik diferensiyel-
operator ifadesinin vektdor —fonksiyonlarin Hilbert uzaylarmin direkt toplama
L, (H, (—oo, a))@Lz(H, (b, +00)),a < b tizerinde dogurdugu simetrik minimal operato-
riin tiim self-adjoint genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilecek ve daha sonra bu
genislemelerin spektrum yapisi incelenecektir;

(S-2) A;=A;:D(A) cH - H, i=12 durumunda I(.) = (i5 + Ay, —i -+ 4y)
simetrik diferensiyel-operator ifadesinin vektor —fonksiyonlarin Hilbert uzaylarinin direkt
toplam1 L, (H , (a, +00))69L2 (H , (b, +00)), a < b tizerinde dogurdugu minimal operatoriin
tim self-adjoint genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilecek ve daha sonra bu genis-
lemelerin spektrum yapisi incelenecektir;

(N-1) 4; = A;:D(A) € H > H, i = L,2durumunda I(.) = (5 + Ay, o+ A;) for-
mal normal diferensiyel-operator ifadesinin vektér —fonksiyonlarin Hilbert uzaylariin
direkt toplam1 L, (H, (—0,a))®L,(H, (b, +0)), a < b iizerinde dogurdugu formal nor-
mal minimal operatoriin tiim normal genislemeleri sinir degerleri dilinde tanimlanacak ve

daha sonra bu genislemelerin spektrum yapisi incelenecektir;

(S-3) A =Ay:D(Ay) cH—-H, k=123durumunda I[(.) = (i% + A, i% +
Az,i% + A3;) simetrik diferensiyel-operator ifadesinin vektor —fonksiyonlarin Hilbert

uzaylarmimn direkt toplami L,(H, (—,a;))®L,(H, (a,, b,))®L,(H, (az, +)), —o <



a; < a, < b, < az < 4+ flizerinde dogurdugu simetrik minimal operatoriin tim self-
adjoint genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilecek ve bu genislemelerin spektrum

yapisi arastirilacaktir;
(N-2) A, =AL:D(A) cH->H, k=123durumunda I(.) = (% + Al,% +
Az,% + Ajz)formal normal diferensiyel-operator ifadesinin vektor —fonksiyonlarin Hilbert

uzaylarinin direkt toplami L, (H, (—,a,))®L,(H, (a,, b,))®L,(H, (az, +o)), —o <
a, < a, < b, <az < +oo lizerinde dogurdugu formal normal minimal operatoriin tiim
normal genislemeleri sinir degerleri dilinde tanimlanacak ve daha sonra bu genislemelerin

spektrum yapisi incelenecektir;
(N3) T=J J'=] J2=E A*=A€L(H),A=0, A/2J=]A"2 durumunda
I)=]J] %+A diferensiyel-operatdr ifadesinin vektdr —fonksiyonlarin L2 (H, (a, +00)),

a € RHilbert uzay1 lizerinde dogurdugu formal normal minimal operatoriin tiim normal
genislemeleri sinir degerleri dilinde tanimlanacak ve daha sonra bu genislemelerin spekt-
rum yapisi incelenecektir;

Alinan sonuglar1 6rneklerle desteklenecektir.
1.2. Temel Kavramlar
1.2.1. Metrik Uzaylar ve Lineer Uzaylar

Analiz’in temel kavramlarindan biri olan yakinsaklik R", n > 1 Euclide uzaymda
iki nokta arasinda tanimlanabilen uzaklik fonksiyonuna dayanmaktadir. Bu diislinceyi ge-
nigleterek tizerinde uzaklik fonksiyonu tanimlanabilen somut bir X kiimesinin, ¢agdas ma-
tematigin esas kavramlarindan biri olan metrik uzaya doniistiiriilmesi 6nem tasimaktadir.
Tanim 1 (Metrik Uzay, [62] s.11) : X bos olmayan bir kiime ve

d: X xX —[0,+0), (x,y)—>d(xYy)
bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu her x,y,z e X igin

M) d(x,y)=0 < x=Yy ( 6zdeslik aksiyomu);

My) d(x,y)=d(y,x) (simetriklik aksiyomu);

Ma) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (liggen esitsizligi),



Ozelliklerini sagliyorsa ona X iizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya metrik adi verilir ve
(X , d) ikilisine bir metrik uzay denir.
Ornek 2 : X bos olmayan bir kiime ve B(X) de X den R ’ye taniml1 biitiin sinirli fonk-
siyonlarin kiimesi olsun

d:B(X)xB(X)—[0,+x), (f,g)—>d(f,g):sup{‘f (x)-g(x)|:xe X}
seklinde tanimh d doniisiimiiniin B(X ) kiimesi iizerinde bir metrik oldugunu gdsterelim.

Gergekten de;
1) ¥xe X i¢in

‘ (x)- (x‘ {‘f (x)‘:XEX}:d(f,g)

)
oldugundan d( f,g)
)
(

0ise Vxe X igin
0

[F(9-9(x)

veya Vxe X icinf (x)=g(x) dir. Ayrica, eger f =g ise, d(f,g)=0 oldugu tanimdan

agiktir.
2) YVaeR icin |a| =|—a| oldugundan

d(f, sup{‘ (x)- g(X)‘ZXGX}=SUp{‘g(X)—f(X)‘ZXEX}=d(g,f).

9)=
3) vf,g,heB(X) ve vxe X i¢in

‘ f (x)—g(x)‘ =‘ f (x)—h(x)+h(x)—g (x)‘ s\ f (x)—h(x)‘+‘h(x)—g (x)‘
Sd(f,h)+d(h,g)
ve buradan da
d(f,g)<d(f,h)+d(hqg)
esitsizliginin saglandig1 goriiliir.
Tamm 3 (Ayrilabilir Uzay, [62], s.19) : Bir (X,d) metrik uzaymmn sayilabilir yogun bir
alt kiimesi varsa, bu uzaya ayrilabilir uzay denir.
Ornek 4 ([62], 5.19) : Q c R rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir sonsuz ve R’de yogun
oldugu i¢in Q bir ayrilabilir uzaydir.
Tamim 5 (Vektor Uzay, [62], s.3) : X bos olmayan bir kiime ve K ( R veya C) bir cisim

olsun.



+IX X X=X, (X,y)>X+Y, Xx,yeX

o Kx XX, (ax)>ax, aekK, xeX
dontistimleri ile toplama ve ¢arpma islemleri denilen islemler tanimlansin. Bu islemler her
X,Y¥,Ze X ve a,beK i¢in asagidaki kosullar1 saglasin:
1. X+y=Yy+X;
2. x+(y+2z)=(x+y)+z;
. Vxe X igin X+0=X esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir;

3
4. Vxe X igin x+(-x)=0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardr;

o

Vxe X i¢in 1-X=X;

6. a(x+y)=ax+ay;

\‘

. (a+b)x=ax+bx;

oo

. (ab)x=a(bx).
Bu durumda X ’e K cismi iizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay), elemanlarina da vektor
veya nokta adi verilir. K = R alinirsa X ’e bir reel vektor uzayr ve K = C alimirsa X ’e bir
kompleks vektor uzayr denir.
Ornek 6 ([62], s.5) : S bir kiime ve X, K cismi iizerinde bir vektor uzay olsun. Bu durumda
F(S,X) = {f:S = X bir fonksiyon} olmak iizere F ailesi

(f+9)x) = fx) +9(x), f,g € F(S,X)

(af)(x) = af(x), a €K, fEF(SX)
islemleri altinda bir vektor uzayidir.
Tanim 7 (Lineer Manifold, [62],s.3) : X, K cismi {izerinde bir vektor uzayrve Y, X’
in bir bos olmayan alt kiimesi olsun. Y, X vektor uzayindaki cebirsel islemlere gore ken-
di basina bir vektor uzayi olusturuyorsa Y ’ ye, X ’de bir lineer manifold ( veya X ’in bir

lineer alt uzayr) denir.

Ornek 8: Ac(,(N), p>1 olmak iizere A={(x,)e(,(N):(x,)=(0,%,X;,.....)}
kiimesi ¢, (N)’de bir lineer manifoldur.
Gergekten (X,)=(0,%, %), (¥4)=(0,¥, ¥5,....) € A ve a, BeR igin
(ax,+BY,)=(0,a%, + BY,,aX;+ fY,,....)=(0,a%,, aXs,....)+(0, £Y,, BYs.....)
=a(0,%,%,....)+ 5(0,¥,, Y5.....)
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:a(xn)+ﬁ(yn)
olup, buradan A kiimesi lineer manifoldur.
Tanim 9 ([63], s.53) : X, bir K cismi tizerinde vektor uzayi ve x;,X,,X,,..., X, € X olarak
verilsin. oy, @,,@;,...,a, € K olmak iizere
Xy + Xy + Xy + .+ O X
seklindeki sonlu toplama X, X,, X,,..., X, € X €lemanlarinin bir lineer kombinasyonu denir.

@#M c X ise, M ’den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer kombinasyonlarinin

timiiniin kiimesine M ’ nin gereni ( veya lineer ortiisii) denir ve spanM olarak gosterilir.

Baska bir deyisle,
spanM ::{Zoeixi X eM, q eK,i=1...,n, neN}
i=1

seklinde tanimlanir. spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve M ’ nin drettigi lineer ma-
nifold ad: verilir.

Tamim 10 (Direkt toplam, [64], s.4) : My, M,, ..., M,, n € N, X vektdr uzaymda lineer
manifoldlar olsun. Eger her x € X i¢in x; € M;, j = 1,2, ..., n olmak lizere,

X=x1+x,+-+x,

seklinde tek bir gosterime sahip ise, X vektor uzayr My, Ms, ..., M;, lineer manifoldlarinin i¢
(internal) direkt toplamidir denir ve X = M;@®M, @ ... M, olarak yazilir. Yeni bir V vek-
tor uzay1 iki diger X ve Y vektor uzaylarindan (ayni cisim {izerinde) iiretiliyorsa bu topla-

ma da dis (external) direkt toplam denir.
1.2.2. Normlu Vektor Uzaylar

Tamm 11 (Normlu Vektor Uzayl, [62], s.31) : X, K cismi iizerinde tanimli bir lineer

vektor uzayi olsun. Eger
[: X —>[0,90), x —>|x]|
dontisiimii her X,y € X ve her o €K igin
Ny) x| =0 x=0;
N2) flerx] =er|[x]

Na3) [x+y| <[] +]y| (ti¢gen esitsizligi)
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ozelliklerini sagliyorsa ||: X —[0,0), x — x| doniisiimiine X iizerinde norm ve bu du-

rumda (X,””) ikilisine bir normlu vektér uzayr adi verilir. Yukarida verilen N; N, ve N3

ozelliklerine norm aksiyomlar: denir.

Ornek 12: E= C([a,b], K) kiimesi

(1)

fonksiyonu ile bir normlu vektor uzaydir.

], = max

Gergekten, E ’nin bir lineer vektor uzay1 oldugu agiktir. X,y €C [a, b] ve a €K igin,

(Na) [, =0 ise, x|, =

X(t) =0« vte[a,b] igin x(t)=0;

te[ab
(N2 fo, = mex|(cx) (1) = mex 1) =m0 <[
(N3) [x+y|. = maxx()+y()‘<tr€r[|%(‘ Hy ‘)
maxx(t)|+ max]y (t) = ], +]..

Tanmim 13 ([65], s.255) : Bir X kiimesi lizerinde tanimh, C-degerli, }-6l¢iilebilir, |f|P,
1 < p < oo, fonksiyonunun bir p 6lgimiine gore integralinin sonlu oldugu p denklik sinif-

larinin ailesinin timii Ly, (X, X, ) ile gosterilecektir. Bu Ly, (X, %, u) vektor uzay1 ||fll,, =

p
(“ f |p d,uJ , 1 < p < oo fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir ([65], 5.257).
X

Tamm 14 (Yaknsak dizi, [63], 5.67) : (X,[|) normlu uzay, (x,)< X bir dizi olsun.
Eger x e X i¢in

imx, - =0

ise, (x,) dizisi xe X elemanma || normuna gére yakinsiyor denir ve X, %X ya

da limx, = X notasyonlarinin biriyle gosterilir.

n—o0

Ornek 15 : 1?(0,1) uzaymnda alman x,(t) = t™, n > 1 dizisi x(t) = 0 noktasma yakin-

saktir. Gergekten;

1
—
2n+1 n-oo

1 1 1
llxn = xlI72 = [, 1%, (t) = x(8)|?dt = [J|t" — 0]*dt = [, t*"dt =

olup sonugta lim,_,|[x,, — x||,2 = 0 oldugu elde edilir ki bu x,,(t) = t™, n = 1 dizisinin

x(t) = 0 noktasina yakinsadig1 anlamina gelir.
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Tamm 16 (Cauchy Dizisi, [62], 5.1255.36) : (X,[|) normlu bir uzay ve (x,)c X bir dizi
olsun. Eger

Ve>0 igin 3n, eN Syleki vm,n>n_ igin |x, —x, <&
kosulu saglaniyor ise (X, )dizisine X iginde bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 17 ([62], s.16;5.36) : Eger bir normlu uzayda bir Cauchy dizisi bu normlu uzayda

yakinsak ise o uzaya tam uzay denir.

Tamm 18 (Banach Uzay, [62], s.16;5.48) : Bir (X,””) normlu uzaymdaki her Cauchy

dizisi X ig¢inde bir elemana yakinsiyorsa, bu (X,””) normlu uzayina tam normlu uzay

veya Banach uzay: adi verilir.

Ornek19: X = L, ([a, b]) a,beR, p>1 vektor uzay

=1, <[ fJrora’ renae)

normuna gore bir Banach Uzayidir.
Bu L, ([a,b]) uzayinin lineer oldugu Minkowski Esitsizliginin bir sonucudur. Normlu
uzay oldugu kolayca gosterilebilir. Tamligi ise, Riesz-Fischer teoreminden agiktir.

L, ([a, b]) uzayinin da bir Banach Uzay1 oldugu da kolayca gosterilebilir [65].
1

Ornek 20 : C([0,1],R) lineer uzayr [, :C([0.1],R) —>R* U{0}, [f[ = | (t)|dt nor-
0

muna gore bir Banach Uzay1 degildir.
Bu uzayim normlu lineer uzay oldugu kolayca gosterilebilir. $Simdi onun tam uzay olmadi-

gin1 gosterelim.

0 ostsil
2 n
f.:[01] >R, f (t)= n[t—ijjtl,l—idsl
2 2 n 2
1 ,1<tsl
2

seklinde bir ( f, ) cC [O,l] dizisi tanimlayip, bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu goste-

relim. m,n e N i¢cin m<n sayilarini alalim. Bu durumda;
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1
” fo - fm”l :,“fn - fm|(X)dX
0

- ) :
= '([ |, = f.[(x)dx+ j |, = fo(X)dx+ J [ £, = Tl (x) X

%(1?) 2[17]
+;f| f

|f,(X)|<1, n=1 esitsizliginden,

1 l—l l

[ £ = Tl < j | f,|dx+ j £, f,|dx

5(1‘5) 5(1‘5]

Boylece ||f, — f, |, —s5=—0 olup (f,) bir Cauchy dizisidir. Simdi ise ( f,)

m—oo
m<n

normunda yakinsamadigini gosterelim.

0, O£x<1
(p(x):: 2 tanimlayalim.
1
2
1
P 1f I PRV U SN S .

0

Yani j|f —¢|(X)dx———0. Keyfi bir feC[0,1] alam. feC[0,1] ve pC[0,1]

oldugundan H f —(p| x)dx # 0. Ote yandan

0

0< |t —g|(x) dx<j|f—f| dx+j<|f—<ol()
0
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1
esitliginden “f - fn|( )dXSQO Ciinkii aksi halde J.|f (p|( )dX =0 olmalidir, bu ise

0 n—w
olamaz.

Sonug olarak (fn) dizisi C[O,l]

kinsamaz. Dolayisiyla C ([0,1] : ]R) lineer uzay1 |+ normuna gére bir Banach Uzay1 degil-

dir.
1.2.3. i¢ Carpim ve Hilbert Uzaylar

Hilbert uzaylari sonsuz boyutlu normlu uzaylarin en basit tipi olmak tizere Fonksi-

yonel Analiz ’in teorik ve pratik uygulamalarinda 6nemli rol oynamaktadir. Euclide uzay-
lar1 ile biiyiik benzerlige sahip olan Hilbert uzaylariin bdyle kullanishi olmasinin nedeni,
vektor cebirinde tanimlanan i¢ ¢arpim ve diklik kavramlarinin bu uzaylar i¢in genellestiri-
lebilmesidir.
Tamim 21 (i¢ Carpim Uzayy, [62], 5.51;5.53) : K =R (veya C) olmak iizere X bir vek-
tor uzay1 olsun. Eger (.,-), : X x X — K dontsimii asagidaki 6zelliklere sahip ise (.,-), ’
ye X ilizerinde bir i¢ ¢arpim, (X,(-,-)X) ikilisine de i¢ ¢arpim uzayr (veya on Hilbert
uzayr) denir.

Hi) Vxe X igin (x,x), >0 ve (x,x), =0 x=86;

H,) VX, ye X igin (X, y) ( ) ( kompleks eslenik);

H3) vx,ye X ve aeK igin (ax,y), =a(Xxy),;

Hy) VX, y,ze X igin (x+Y,2), =(x2), +(V,2), -

K =R durumunda her x,y e X igin (X, y)X =(y, X)X esitligi dogrudur. Ayrica H, ve H,
ifadelerinden vx,y,ze X ve Vo, K igin

a) (ax+py.2), =a(x2), +B(Y.2),;

b) (X’ay)x :a(x’ y)x =a(X, y)x ,

c) (xay+pz), =a(x, Y), +Z’(x,z)X

formiillerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.
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Ornek22: f,geC ([a, b], K) fonksiyonlar1 igin

. _
(f,g):=_|'a f(t)g(t)dt
tanimiyla C ([a, b], K) bir i¢ ¢carpim uzayidir.

Gergekten:
;) vf eC([a,b];K) igin
(f, )j (t) f t)dt—Hf \dt>o
eéer(f,f>=Lf<t>W>dt= a
) vf,geC([a,b];K) igin
0)=[ f(t)a(tat=[ T (t)o(t)t

=J§’g<t>f<t>dt=<g,f>:

(H;) vf eC([a,b];K) ve igin
(af.9)=[[at (gt =af] f (o(tt=a(f.0);
(H,) vf,g,heC([a,b];K) igin
(f+h9)=[(1()+h()sg (t)dt—f( (o () +h()g (D)t
= [, f(®a(dt+ [ n(t)a(t)t=(f.g)+(hg).

Tamm 23 ([62], s.56): (X, (")

f(t)dt=0 o f=0;

X ) bir i¢ ¢arpim uzayi ve X € X olsun.

12
[l = (xx),
seklinde tanimlanan fonksiyon X {izerinde bir norm olup ve bu norma i¢ ¢arpimin iirettigi

norm denir.
Tamim 24 (Hilbert uzayi, [62], s.63) : Bir (X , (., .)X ) i¢ carpim uzayl, i¢ ¢carpimin Urettigi
norma gore tam ise, yani (X : (-, ')x ) icindeki her Cauchy dizisi i¢ ¢arpimin {irettigi norma

gore yakinsaksa, bu i¢ ¢arpim uzayimna Hilbert uzay: denir.

Ornek 25 : |, (N ) (1,(Z)) bir Hilbert uzayidir [66].
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Tamm 26 (Sobolev Uzayi, [4], s.50-51) : L?(H,(a,b)), a,b € R lineer uzayinda
”f”lz,z(H,(a,b)) + ”fllllz,z(H,(a,b)) < oo kogulunu saglayan f: [a, b] - H vektor fonksiyonlarin
olusturdugu aile W, (H, (a,b)) ile gosterilir. Bu durumda W3 (H, (a, b)) lineer uzay:
(f, g)wzl(H,(a,b)) = (fug)Lz(H,(a,b)) + (f"g,)Lz(H,(a,b))’ f,g€ Wzl(H' (a, b)) i¢ carpimi ile

bir Hilbert uzayidir. Bu uzaya Sobolev uzay1 da denir. Ayrica

0 1

W, (H.@b))={f eW,(H,(@ab): f (@) = f (b) =0}
seklinde tanimlanir.

Tamim 27 (Vektor-Fonksiyonlar, [4]) : B bir Banach uzay1 ve | R bir aralik olsun.

f:1 —> B seklindeki fonksiyonlara vektor-fonksiyonlar denir.

Tamim 28 (Siireklilik, [4]) : Bir f (t) vektor-fonksiyonu, t, e I noktasinda, eger

lim| f (t)— f (t,)] =0

>t
ise, f(t) vektor-fonksiyonuna t, € I noktasinda siireklidir denir. Diger taraftan, | arah-
ginin her bir noktasinda siirekli olan f (t) vektor-fonksiyonuna | araligi tizerinde stirek-

lidir denir.

Tamim 29 (Diferensiyellenebilirlik, [4], 5.13) : f:I =B bir vektor-fonksiyonu t, e |

noktasi i¢in

i | (t,+At)—f (1)
At»o‘ At

olacak seklinde bir y € B vektorii meveutsa, f(t) vektor-fonksiyonuna t, e I noktasinda
diferensiyellenebilir denir. Buradaki yeB vektoriine de f(t) vektor-fonksiyonunun
t, € | noktasindaki tiirevi ad1 verilir.

Eger f(t) vektor-fonksiyonu I araliginin her bir noktasinda diferensiyellenebilir

ise, 0 zaman bu f (t)’ye | aralig: iizerinde diferensiyellenebilir denir.

Tanim 30 ([4], s.17) : H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun.
b
JIF (0 ot <=0

kosulunu saglayan f:[a,b] = H giicli Olgiilebilir vektor-fonksiyonlarin lineer vektor

uzay1 L, ( H,(a, b)) ile gosterilir. Bu uzay
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(10) oy = (1 0:8(0), 1 0L, (H,(20)

i¢ carpimin dogurdugu norm ile bir Hilbert uzayidir.

Tamm 31 ([4], 5.52) : H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun. L, (H ,(a,b)) Hilbert uzayin-
da

n d*f (t)[°
kzz;‘ dt*

<4, fe LZ(H,(a,b))
Lo(H.(ab))

kosulunu  saglayan  f:[a,b]>H,  vektor-fonksiyonlarmin  olusturdugu  kiime

Wzm(H,(a,b)) ile gosterilir. Vi)/2 (H,(a,b)) ise, m yinci mertebeye kadar a ve b nokta-
larinda sifir olan Wzm(H,(a,b)) fonksiyonlarin uzayi olarak gosterilir. WZ'“(H,(a,b))

uzayl1

(F2 9 b o) =Zm:[ )’ddgi( )L(H,(ab))

k=0

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir.
1.2.4. Lineer Operatorler ve Temel Spektral Ozellikleri

Tamm 32 ([64], 5.238) : X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. A:D(A)c X —Y olan
her dontistime operator ad1 verilir. Bu durumda

D(A):={xe X: Ax tanumli } = X kiimesine A operatoriiniin tanim kiimesi,

R(A):=AD(A)= {y =AX: Xe D(A)} cY kiimesine ise A operatoriiniin deger
kiimesi,

Ker A={xeX:Ax=0}c X kiimesine ise A operatoriiniin sifir kiimesi veya

¢ekirdegi denir.
Tamm 33 (Lineer Operator, [63], s.82) : X ve Y aymi bir K cismi {izerinde iki lineer

uzay, D(A), X ’de bir lineer manifold ve A:D(A)< X —Y bir operatér olsun. Eger her
X,y e D(A) ve her a, 8K igin

A(ax+ By)=aA(x)+ BA(Y)

ise, A operatoriine X tizerinde bir lineer operator denir.
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Ornek 34: X =Y =L,(0,1) ve A:L,(0,1) > L,(0,1), Au=u'(t),
D(A)={uel,(0,1):u' e, (0,1)} =W, (0,1)
ise, A bir lineer operatordiir.
Gergekten, Vu,veW, (0,1) ve Va,f e K igin
au+ pveW, (0,1)
olup
A(au+pv)=(au+pv) (t)=(au) (1) +(Av) (t)
=au'(t)+ V' (t)=aAu+ SAv,
yani A bir lineer operatordiir.
Ornek 35: A:C[a,b]—>C[a,b], Af(t)=f(a)+1 f eC[a,b] seklinde tanimlanan ope-
ratdr lineer degildir.
Gergekten, f,geClab], f(t)=g(t)=1ve a=p=1i¢in f+geC[a,b] olup
A(f+g)(t)=(f+g)(a)+1=f(a)+g(a)+1=1+1+1=3
ve
Af (t)+Ag(t)=(f(a)+1)+(g(a)+1)=1+1+1+1=4
olup A(f +g)(t)= Af (t)+Ag(t)oldugundan A operatdrii lineer degildir.
Tamim 36 (Siirekli Operator, [63],5.96) : X ve Y iki normlu uzaylar, D(A), X ’de bir
lineer manifold ve A:D(A) = X =Y bir operator ve X, € D(A) olsun. Eger
Ve >0 igin 35> 0: [x—x,| <5 olan ¥x e D(A) igin |Ax—Ax,|< e
ise, A operatdrii X = X, noktasinda siireklidir denir. A operatdrii her x € D( A) noktasinda

stirekli ise, operatore siirekli operator denir.
Tamim 37 (Simirh Operator, [63],s.91) : X ve Y iki normlu uzaylar ve A: X —Y lineer
bir operator olsun. Eger her x € X i¢in
[Ax],, < efx],
olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayisi varsa A operatoriine sinwrli operatér denir. X ’den
Y ’ye tiim smirl operatorlerin olusturdugu aile B(X,Y), 6zel olarak X =Y ise bu aile

B(X) ile gosterilecektir.



19

Teorem 38 ([62],5.88) : X ve Y iki normlu uzaylar, A: X —Y lineer operatorii sinirlidir

ancak ve ancak siireklidir.
Ornek 39: X =Y =L,(a,b) ve k(t,s) fonksiyonu D =[a,b] x [a,b], (a,beR) karesel

bolgesi lizerinde kompleks degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere

b

K:L(ab)—>L,(ab), Kf (t)::jk(t,s) f(s)ds

a

operatorii lineer sinirl bir operatordiir. Gergekten K operatoriiniin lineer oldugu acik olup

sinirli oldugunu gosterelim. Her f €L, (a,b) i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

sy oty e oyes|

a

olup

b/ b 2 bb
KA =] (J (ts) (s>|dsj <[, | [le(t.5)fasc

b b %
oldugu ve buradan f e L*(a,b) i¢in ||Kf ||2 < (J.Hk(t,s)rdsdtj [ f| esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla K : L, (a,b) — L, (a,b) operatériiniin siirli oldugu goriiliir.
Ornek 40 : X =Y =1,(0,1), A:L,(0,1) > L, (0,1), Af := ', f €L, (0,1).

D(A)={f eL,(0.1): f'eL,(0,1)}
seklinde tanimlanan lineer operator sinirl degildir.

Gergekten, N=1,2,..... i¢in ¢, (x)=e" ise, |¢,[=1, ama

[A2| = nlgn]| =n— 0.
Tamim 41 (Operatoriin Normu, [62], s.97) : X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y smirh
lineer bir operatér olsun. Bu durumda ||A|| :== inf{M:M > 0 ve Vx € X icin ||Ax]||ly <
M||x]||x} sayisina A operatoriiniin normu adi verilir.
Teorem 42 ([63], s.92) : X ve Y iki normlu uzay ve A: X — Y smurli lineer bir operator

olsun. Bu takdirde A operatoriiniin normu i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

A
(1) l|A]l = sup {% x€eEX ve x # HX};

@) llAll = sup{llAx|ly: x € X ve |lx]lx <1}
3) Il = sup{llAx|ly: x € X ve |lx]lx <1};
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(4) lAll = sup{l|Ax|ly: x € X ve |lx|lx = 1}.

1
Ornek 43 : A:L,(0,1) > C, Af(t):= _[ f(t)dt, f eL,(0,1) lincer fonksiyoneli sinirl bir
0

operator olup ||A|| =1"dwr.

Gergekten, her f eL,(0,1) igin
!
U\ (b)) dt]zdx = @\ (1) dt]z < @12 dtJ[h £t dtj =117 o

0

2 2

|Af[ = f (t)dt| dx

j.f(t)dt

O ey

C

olup
[Af[<[ ]
Buradan ||A|| <1 oldugu bulunur. Eger f,(t)=1eL,(0,1) alirsak

A, A

L=1=1.

L(04)
olup ||A|=1 elde edilir.

Tamim 44 (Grafik, [63], s.292) : X ve Y iki Banach uzayi olmak iizere Z:=X @Y ol-

sun. A: X —Y lineer operatdrii igin,
Gr(A)={(x,AX):xeD(A)}cZ =X ®Y
alt kiimesine A operatoriiniin grafigi denir.
Tanim 45 (Kapalh Operator, [63], 5.292) : A:X —Y lineer operatoriiniin grafigi
Gr(A), Z=X®Y dekapaliise A operatdriine kapali operator denir.

A: X —Y operatoriiniin grafiginin kapali olmas1
(%,)=D(A), lim{x,,Ax }={xy}

kosullarndan x € D(A) ve y = Axdenklemini saglamas1 demektir.

(xyleX @Y icin |{x, V}HZX@Y =[x’ +|}y|. seklinde oldugundan A:X —Y li-
neer operatdrii kapalidir < (x,) < D(A) igin r|]im X, =X ve !im Ax, =y ise, xe D(A) ve

y=AX.
Ornek 46 : A:L,[0,1] > L,[0,1], Af = f’,
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D(A)={f eL,[01]: f eAC, f'eL,[0,1], f (0)=0}
seklinde tanimlanan operator kapalidir.

Gergekten, n=12,.... i¢in f (t)=t" ise,

1
. 1
” 1tn”i[o,l] - .([tz dt = 2n+1 slve
2 I n’
(2420244
g L T

olup A operatorii sinirsizdir. Simdi A operatoriiniin kapali oldugunu gosterelim. Bunu

gostermek igin, ilk once KerA= {O} ve ImA=L, [0,1] oldugunu not edelim. g €L, [0,1]

icin f (t) = g(s)ds alalim. Buradan f e D(A) ve Af =g’dir. gel, [O,l] igin

O ey

A'g = f seklinde tanimlanir.

1 1 2
(%) 0] lo(e)es<|fla o | -Jo
0 0
olup A™ smirh lineer operatdrdiir. Buradan
1 1
[aal" = [[(A%0) ) ot < laf* e=[of
0 0

olup |A™| <1 dr.

f.eD(A)i¢in f, > f ve Af, >hel,[01]]
icin f =A", Af =A"h olarak alindiginda f =A"he D(A) ve Af =h’dir. Dolayistyla
A operatorii kapalidir.
Tamim 47 (Kapanabilir Operator, [63], s.537) : A: X —Y operatoriiniin D(A) - D(K)
ve her xe D(A) igin Ax= AX olacak sekilde bir kapali A operatorii varsa, A’ya kapana-

bilir operator ve Koperatérﬁne A’nin kapanzs: denir.
Ornek 48 : T : D(T)C LZ[O,l] - Lz[O,l], Tf =xf (1),
D(T)=C [O,l]

seklinde tanimlanan operator kapali degil ve kapanis1 yoktur.
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Gergekten, C[O,l]: LZ[O,l] olup

(f,(x)—z>u(x),

n—o0o

(h (%)) —z—u(x), (f,).(h,)=C[0.1],

ama f,(1)=1 h,(1)=0, n=12,.... seklinde tamimlansmn. O halde Tf =X, Th, =0 oldu-

gundan durum agiktir.

Tamim 49 (Adjoint Operator, [64], s.353) : H bir Hilbert uzayi, A:D(A)cH —H bir
lineer operatér ve D(A) =H olsun. Bu durumda
D(A"):={y e H :Vvxe D(A) icin bir ze H vardur, dyleki (AX, y),, =(X,2),, }

olmak iizere A":D(A)cH —H, A'y:=z seklinde tanimlanan operatdre A operatorii-

niin adjoint operatorii denir.

Ornek 50 ([62], s.183) :H=(,(N), T.:(,(N)>(,(N), (c,)el (N) ve
T.(x,)=(c,X,) seklinde tanimlanan operatdriin adjointi bulunsun.

Bu halde (x,).(y,)el,(N)vea,feK icin a(x,)+pB(y,)el,(N) olup

T(a(%)+B(%.)) = (@(%)+ B(%)) = (cn (@ (%)) +¢. (B(¥,)))
=a(c,x,)+B(c.y,)=aT, (x,)+AT.(Y,)

bagintisindan T, operatoriiniin lineerligi agiktir. Her (X, ) e (, (N)

1 1
0 2 P
||Tc(xn)||62 :(Z|Cnxn|2j gc(2|x | j _c||(xn)||(2, CZZSnLiE)|Cn|<+oo

n=1 n=1

olup T e B(KZ(N)) oldugu aciktir. O halde T, adjoint operatorii var olup her

x=(x,), y=(y,) e, (N) igin
(Tx.y),, Zc Y, = Zx( )=(xTc*y)(2 ve

TJy::(Eyn), y=(y,)el,(N)

olup T, =T..

Ornek 51: H=1,(01), A:H > H, Af = f,

D(A)={feH:feAC(01), f'eH vef(0)=f(1)=0}
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olsun. Bu halde
Cg°(o,1)c D(A)

olup

H=C7(0,1)cD(A)cH,
Buradan

D(A)=H
oldugu agiktir. Simdi

Ag=-g', D(A)={geHNAC(0,1):g' e H}
oldugu gésterilsin.

geD(A) ve Ag=h olsun. O halde her feD(A) igin

f(t)g(tpt=(f.Ag)_ =j f (t)h(t)t.
Ayrica f € D(A) oldugundan f(0)=f(1)=0 olup

fr(p@a- s <t>dW: : (t)@h(s)dmj

=—j(H(t)+c t)dt, H(t j.h

0

(Af’g)Lz -

O Ly

;—i(jh(s)ds+ch’(t)dt

0

Yukaridakilerden

O=j(W’[)+H(t)+C) f/(t)dt, f e D(A).

Eger f,(t):= (d (s)+H(s)+c, )ds (c, sayist fy(1)=0 bagmtisindan bulunur) ise,

O —

f, € D(A), sonuncu bagintida f yerine f; alarak

1

O=_”Wt)+H (t)+c, 2

0

dt

sonucuna ulasilir. Burada

t —_—
g(t)=-H(t)-c, =—Ih(8)ds—co, geAC(01)veg'=-heH.
0

Boylece g € D(A*) igin
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(Af,g)L2 :(f,—g'):(f,A*g) veA'g=—g’.
Tamim 52 : H bir Hilbert uzayi, A: D(A)cH — H bir lineer operatér ve A", A operato-
rliniin adjoint operatorii olsun.

Eger D(A)c D(A*) ve her f e D(A) igin Af = A"f, yani

vf,geD(A) igin (Af,g)H =(f,Ag)H
ise, Aoperatoriine simetrik operatér denir ve A<= A" semboliiyle gosterilir ([64], s.358).

Eger D(A)z D(A*) ve her f e D(A) igin Af =A"f ise, A operatdriine self-
adjoint operatoér denir ([64], s.359).

Eger H Hilbert uzayinda lineer kapali bir A operatorii igin

a) D(A)cD(A") ve

b) Her f € D(A) igin |Af|, =|Af

H

ise, A’ya H ’da formal normal operator ad1 verilir.

Eger A, H Hilbert uzayinda formal normal ve D(A) = D(A*) ise, A operatoriine

H *da normal operatér denir ([64], 5.379).

Eger her f e H igin AA"f = A"Af = f ise, A operatoriine iiniter operator denir
([64], s.364).
Omek 53+ H=0,(Z), (c,)el,(Z), A, (Z) >0, (Z), A(x)=(cx,),

X = (Xn) el, (Z) seklinde tanimlanan A operatoriiniin adjointi bulunsun.

A operatoriiniin  linecer oldugu agiktir. Ayrica her (Xn)eﬁz(Z) icin

N=—o0 N=—o0

1 1
+90 2 +00 2
b, =( S lesl' | e Sl | el e:-supl,

oldugundan Ae B(KZ(Z)). Her X=(Xn), yz(yn)eﬁz(Z) icin

+00

(AX’ y)(z = i Cany_n: Z Xn(ayn)

Nn=—o0 Nn=—0

oldugundan
A*(yn)z(c_nyn)’ yn 662 (Z)
O halde
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A= A" olmas igin gerekli ve yeterli kosul VneZ iginc, = a .

Ornek 54: H=L,[01], A:D(A)cL,[0,1] > L,[01], Au:=u'(t)+au(t), acR,

D(A)={ueL,[01]~AC[0,1]:u(1)=u(0), u'(t)eL,[0,1]}
seklinde tanimlanan operatdr bir normal operatordiir.

Gergekten, bu durumda
Av=—V(t)+av(t),
D(A")={v(t)eL,[01]nAC[0,1]:v(1)=v(0), v'(t) e L,[0,1]}

olup [45],

D(A)=D(A’)
ve her u(t)eL,[0,1] igin

u'+au

L[0.]

|Au

] =|-u’+au

L0 Loa] — HA Ul
yani A normaldir.

Ornek 55: H=L,(0,1), A:L,(0.1) > L,(0,1), a(t)eL, (0,1), Af (t)=a(t) f (1),

f €L,(0,1) seklinde tanimlanan operatdr lineer sinirlt olup
AN'f (t)=a(t)a"(t)f (t)= f (t),
AAF(6)=a (1) F ()= (1), F <L, (0)
olmast igin, yani A ’min bir iiniter operatdr olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

la(t)| =1, te[0,1]

olmasidir.

Tamim 56 (Pozitif Operator, [64], s.411) : H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A) € H - H bir

lineer self-adjoint operator olsun. Eger her f € D(A) igin

(Af,f), >0

ise, A operatoriine pozitif operatér denir ve A>0 sembolilyle gosterilir. Eger A pozitif

operatorii i¢in B? = A olacak sekilde bir B pozitif lineer operatérii varsa, B operatoriine

A’nin karekokii denir ve B =+/A veya B = A" seklinde gosterilir.

Teorem 57 ([64], s.422) : H Hilbert uzayinda tanimli her pozitif operatdriin bir pozitif

karekokii mevcut ve bu karekok operatorii bir tektir.
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Tanim 58 (Rezolvent Kiime, [63], 5.371) : H bir Hilbert uzay1 ve A:D(A)cH —H bir
lineer operator olsun.
p(A)={1eC:(A-2E)" eB(X)}
kompleks sayilar kiimesine A operatoriiniin rezolvent kiimesi denir.
Aep(A) olmak iizere R(A;A):= (A—/lE)f1 operatériine A operatoriiniin re-
zolvent operatorii (Veya ¢oziicii operatorii) ad1 verilir.
Tamm 59 (Spektrum, [63], 5.371) : H bir Hilbert uzay: olsun. C\p(A) kiimesine A
operatoriiniin spektrumu denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi o (A) ile gosterilir.
Tamm 60 (Ayrik Spektrum, [63], s.371) :
o,(A)={1eC:(A-AE) operatori bire bir degil}
kiimesine A operatdriiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger 4, € o, (A) ise,
(A=2,E)x, =0
denkleminin x, = 0 ¢oziimii vardir. Buradaki 4,’a A operatdriiniin ézdegeri, x,’ aise
4, auygun bir dozvektérii denir.
Tanim 61 (Siirekli Spektrum, [63], s.371)
o, (A):={2 € C:(A-AE) birebir, R(A-AE) = H, fakat R(A—AE)#H |
kiimesine A operatoriiniin siirekli spektrumu denir.
Tamm 62 (Kalan Spektrum, [63], s.371) :
o, (A):={2 € C:(A-2E) bire bir, R(A-2E) = H |
kiimesine A operatoriiniin kalan spektrumu denir.
o,(A), o,(A) ve o,(A) kiimeleri ayrktir. Ayrica spektrumun tanimindan
o(A)=0o,(A)uoc,(A)uUo, (A) oldugu kolayca goriiliir.
Teorem 63 ([64], s.299) : Eger A lineer operatorii bir sonlu boyutlu X lineer uzayinda
tamml1 olsun. Bu takdirde o, (A) =D ve o, (A)=.
Teorem 64 ([4], 5.23) : Eger A lineer normal operatér ise, o, (A)=Q.
Tamm 65 ([4], 5.23) : A, bir H Hilbert uzayinda lineer operatér ve 4 € o, (A) olsun. Bu

A 0zdegerine karsilik gelen 6zvektorlerinin iirettigi lineer alt uzay H, (A) ile gosterilir.
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Ornek 66 : X =(C[0,1],]], ) olmak iizere, A:X —> X AXx=1X(t) operatoriinii goz oniine
alahm. Ax=1tx(t) operatorii igin R(Z;A)=(A-AE)" * i bulahm,

tx(t)—Ax(t)=y(t)
olup, X(t) ¢éziimii her te[0,1] igin yukaridaki esitligi saglayan bir fonksiyondur. Eger

A€R\[0,1] (2<0 veyaA>1) ise, yukaridaki denkleminin her y e X igin [0,1] iizerinde

stirekli tek
1
t)= te|0,1
0=y, tefo]
¢ozlimii vardir. Bu nedenle p(A) = ]R\[O,l] ve her A€ p(A) icin

%y(t), te[0,1]

R(A;A)=
olur. Simdi 4 € [0,1] sayisinin A operatoriiniin spektrumuna dahil oldugunu gorelim.

Y e[O,l] ve y(t) eC[O,l] fonksiyonu y(ﬂo):aio kosulunu saglayan herhangi bir
fonksiyon olsun. Bu fonksiyon igin
(t=%)x(t)=y(t)
esitligi higbir X(t) eC [0,1] fonksiyonu i¢in saglanamaz, ¢iinkii t = A, noktasinda sol tarafi
sifir, sag tarafi ise sifirdan farklidir. Dolayisi ile A = 4, oldugundan yukarida verilen denk-
lemin bazi y(t) € C[O,l] fonksiyonlar1 i¢in ¢oziimii yoktur. Bu ise A€ G(A) olmasi de-
mektir. Ayrica O'( A) nin higbir noktast A operatoriiniin 6z degeri olamaz, ¢linkii
(t-2)x(t)=0, 1€[0]]
denkleminin ¢6ziimii her t # 4 icin X('[) ‘nin siireksizligine gore t = A noktasinda 0 olur.
Béylece o, (A)=[0,1] ve o, = oldugu bulunur.

Ornek 67: H =L,(0,1) uzayindave A :L,(0,1)—>L,(0,1), i =1,..4 operatérii igin

(1) Au=u'+au, D(Al):V(\)llz(O,l);
(2) Au=u'+au, D(A) {u eW, ( ):0};

(3) Au=u'+au, D(A)={ueW;(0,1):u(0)=u(1)};
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(4) Au=u'+au, D(A,)=W,(0,1), aeR;
operatorlerinin spektrumlarini bulalim:

Coziim: (1) 2eCicinR(A -AE) L el ) oldugunu gosterelim.

0
Gergekten, her u(t) eW, (0,1) igin

(u’ +au—Au,e® )L o (u’, el )L o + (u, (a—?’t)e(a_z)t )L

- (u, gl ),L o —(u,(a—ﬁ)e(a_ﬂ)t)

~(u.e"7)

oldugundan her A< C igin R(A —AE)Le**" ve buradan R(A —2E)Le*" bulunur.

(01)

+(u,(a—/_1)e(a_l)t)

L(0.2)

—(U (O) ’1)|_2(0,1) =0

L,(02)

Baska bir ifadeyle, R(A —2E)# L, (0,1).
Sonuncu ve kalan spektrumunun tanimina gére
o(A)=0.(A)=C.
(2) Au=u'+au, A:L,(0,1) > L,(0,1), D(A)={uew,(0,1):u(0)=0}.
Bu durumda 2 e C igin
u'+au=Au+f, fel,(0)

denkleminin genel ¢6ziimii

t
u(t)=ce" ™" + _[ e A () ds

0

seklinde olup U (0) =0 siir deger kosulundan ¢ =0 bulunur. Oyleyse, her A <C ve her
fe LZ(O,l) icin
(A -A)u=f
denkleminin
u(t)=
seklinde bir tek ¢oziimii vardir, yani her 1 € C igin

(A,-2)" eB(L,(01)).

e I (s)ds eW; (0,1)

O —
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Baska bir ifadeyle
o(A)=2, p(A)=C.

(3) 21eC igin
Au=u'+au=Au, ue D(A)
denkleminin ¢6ziim kiimesi
u,(t)=ce ®, ceC, 0<t<1
seklindedir. Ayrica U, e W, (0,1) olup u(0)=u (1) sinir degerlerini kullanirsak,

c=ce

elde edilir. Buradan
c(l—e’(”)) =0
olup, c#0 i¢in 1= e @) dir, Buradan ise,
A—a=2kxi, keZ
elde edilir. Sonuncu ve noktasal spektrumunun tanimindan
o, (A)={a+2kzi:keZi.
Diger taraftan A, : D(%) cl, (0,1) - L, (0,1) operatorii normal oldugundan bu operato-
riin kalan spektrumu
o, ( A ) =,
A# A =a+2Kri, kK eZ alalim.

Au=Au+f, u(t), f(t)eL,(0,1) denkleminin ¢oziim kiimesi

t
u(t)=ce ™ + J'e’(”“)(t’s) f(s)ds, ceC (1.2.4.1)

0

elde edilir. u (0) =u (1) sinir degerleri kullanilirsa,
-1 1
c= (1— e ) [e 0t (s)ds
0
olup (1.2.4.1) denkleminden,

1 t
R, f (1) =(1—e“‘a)) l_[e“‘a)(l“‘s)f (s)ds+ e If (s)ds, f e L, (0,1).
0 0
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Yani

1+e je e

sonucuna ulasilir.

Simdi R, f (t)e B( L, (0,1)) oldugunu gosterelim.

:  Hl1+e | ; =t i
R (O = [ et sy e (5]
0 0 - t
flL+e" ™ b ) I I SO 2
SZI 1_e(ifa).[e f(s)ds| + 0 a)je f(s)ds| dt
0 0 t

—_
Na?

2 t 2
e £ (5) ds
et ohes | o<

al#-2) Z(j_‘ (l,a)(t—s)f( )‘d Jz
—{{le s)ds | {dt
1-e" | (4
* ds j £ (s)f ds}jt

( Cauchy-Bunyokowski Esitsizliginden )

<of o]

2 2
<9 1+e*? N e j‘ j"e(l—a)(t—s)
S| 1" Jols

1400 o) 2 o2 _q 2 ,
<2 f(t
1_e(ﬂ—a) + 1_e(i—a) 2|a—/’t| ” ( )”

C, = [2

Rt (] <c.|f (0]

1+e*
l a

t s

dsﬂ |2 ds +

2 ds]dt It o

1

2

+2

e(/lfa)

1-e*

1+e"?
1-e*™®

2l4-a| .
€ 11 olarak secildiginde
2|2-4

elde edilir. Boylece eger 1# A, keZ ise, 1€ p(A).

Sonug olarak

O'(A3)={a+2k7zi -k EZ}.
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(4) Her 2eCigin Au=u'+au=Au, u eW21(0,1) denkleminin ¢dziim kiimesi

u(t)=ce
seklinde olup her A e C igin

Au=Au
denkleminin u=0, u EWzl (0,1) seklinde ¢6ziimii vardir. Sonuncu ve noktasal spektrumu-
nun tanimina gore

o(A)=0,(A)=C.
Teorem 68 ([67], s.162): H Hilbert uzayinda A ve B keyfi iki lineer sinirli operator ve
AQ®B onlarin tensor ¢arpimi olmak tizere

0(A®B) = a(A)a(B)
esitligi dogrudur.
Tamim 69 (Defekt Sayilari, [4], s.149) : A, bir H Hilbert uzayinda lineer operator ve
n,=dimH_, (A*), n_=dimH, (A*) olsun. (n,,n_) sayilarina A operatdriiniin defekt sa-
yilar: denir.
Tamm 70 (Sur Degerler Uzayy, [4], 5.155) : A:D(A)cH —»H, H Hilbert uzayinda
esit defekt sayilli kapali simetrik bir operatér olsun. 7 bir Hilbert uzay,
Vs D(A*) — 77 iki lineer doniisiim olsun. Eger:

i) Her f,geD(A") iin
(Af,g), —(f.Ag), =(nf.79), -(f.n9),;
1) Her x,y e Z igin y,f =x ve y,f =y kosulunu saglayan bir f € D(A*)
eleman1 mevcut;

ise, (7, 7.,7,) Ugliisiine A operatdrii igin bir sinir degerler uzay: denir.
Teorem 71 ([4], 5.155) : Defekt sayilart esit (n,n), n <+ olan her simetrik operatér igin
bir (7, y,,7,) smir degerler uzay: vardir ve dim 7 =n dir.
Tamm 72 (Cok Noktah Diferensiyel Operator, [68], s.561-563) : Ozel bir durumda

L2 [a, b] uzayinda tanimli ¢ok noktali lineer diferensiyel operatoriin tanimini verelim.
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burada a :[a,b] >R, a eC*[a,b], i=12,--n ve [a,b] iizerinde &, (-) =0 olsun.
={a=%, <X <X, <--<X,=b},[a,b] nin bir parcalanisi olsun. S reel L*[a,b]
Hilbert uzayini gostermek tizere,

H"([ab])={f(t)eS: f eC™*[ab], f"Y e AC[a,b], f" eS}.

H"(7) ile asagidaki iki sarti saglayan biitin f (t)e S fonksiyonlarin kiimesini gdstere-

cegiz:

1. f(t)eS fonksiyonu her bir [%_,,% |, i=1,2,---,m altaraliginda X, ve X, ug noktala-
rinda  swasiyla  sag  ve sol limitlere  sahipti.  i=12,--,m  igin
fi(t)=F(t), X, <t<x, fi(x.)=f(x,) ve fi(x)="F(x) seklinde [x ;%] iize-
rinde f, fonksiyonu tammlansmn. f,, f,,---, f_ fonksiyonlarma f ’nin “bilesenleri” de-
nirve f =(f,f,, f,) seklinde yazilr.

2.i=1--,m icin f; bilesenleri H"[x_;,X ] ye aittir. H"(7), H"[a,b] yi igeren S ’nin
lineer bir alt uzayidir ve keyfi f (t)e H" () igin 7 f (t) €S.

Simdi H" (7[) iizerinde agagidaki sekilde bir lineer cok noktali sinir deger fonksiyoneli

tanimlayalim:
m n-1
f)=> [a £ (X4 +,lef ( )], f=(f,f,f,)eH"(7)
1=1 j=0
burada, j=0,1--,n-1 1=12,---,m igin aj,,ﬂjl e R . Bu sekildeki biitiin sinir degerler
uzay1 2mn boyutlu lineer uzaydir.

Burada
[aulf“ (X1 )+ By fl(j)(x,)} =12k

seklinde k-tane lineer bagimsiz ¢ok noktali sinir deger fonksiyonellerin kiimesi verilmis

olsun. S uzay1 lizerinde
L:D(L)cS—>S, Lf=zf, D(L)={f eH"(z):B(f)=0, i=12-k|
seklinde tanimlanan L lineer operatoriine ¢ok noktalr lineer diferensiyel operator denir.

Sayilabilir sonsuz sayida alt araliklar durumunda da ¢ok noktali diferensiyel opera-

tor tanimi1 benzer sekilde verilebilir [69].
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n n—.

(-0 (py ™) ok pyy i diferen-

siyel ifade olsun. Burada p, (X), xe(a,b), k=0,1---,n k. mertebeden tiirevlere sahip

Tanim 73 ([3], 5.49) : 1(y)=(-1)" ( poy" )(

Lebesgue Olciilebilir ~ fonksiyonlardir. Eger (a, b) araligi sonlu  ve
1/ pO(X), pl(X),---, P, (X) fonksiyonlari (a,b) aralig1 iizerinde Lebesgue integrallenebi-

lirse, | () > ye regiiler diferensiyel ifade, diger durumlarda singiiler diferensiyel ifade denir.
Tamm 74 (Pozitif ve Negatif Uzaylar, [4], s.58) : A= A*>E, Al operatorii ile tanimla-

nan H;(A) —oo< j <+oo, Hilbert derecelendirme uzaylarmni tanimlayalim.

H = H,, kompleks sayilar cismi tizerinde (~,~)H0 i¢c carpmmi ve f e H, i¢in

1/2
[, =Cf2 1),

normuyla tanimli bir Hilbert uzay1 olsun. Ayrica bu durumda A operatdrii igin
NAf g = 1f kg

bagintis1 dogrudur. D(Aj), 0< J <+o0, kiimesi
(f.9), :=(AJ'f,A"g)H , f.geD(A’)

i¢ garpimuyla bir Hilbert uzayidir. H,;:=H,(A), 0< j <+o0, uzayma pozitif uzay denir.
H,,=H,; (A), 0 < j <+, Hilbert uzaymin H Hilbert uzaymdaki i¢ ¢arpima gore dual
uzayt H_;:==H_;(T), 0< j <+oo, seklinde gosterilir ve negatif uzay denir.

Tamim 75 (Lineer Baginti, [4]) : H bir Hilbert uzay1 ve H> =H @H olsun. H? Hilbert
uzayinda her lineer manifolda, H Hilbert uayinda bir /ineer bagint: denir.

Tanim 76 [4] : &, H Hilbert uzayinda bir lineer bagint1 olsun.

o ={{y, y'}eH?:v{x,x'} €@ icin (y,X),, =(y',x)H}
seklinde tanimlanan lineer bagmtisina @ lineer bagintisinin adjointi denir. Eger € lineer
bagintisi igin 6" =6 ise, @ lineer bagintisina self-adjointtir denir.
Teorem 77 [4] : 0={{x,X} € H® :x,X e H} seklinde bir lineer bagmnt: olsun. ¢ lineer
bagintisinin self-adjoint olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

(W-E)Xx'+i(W+E)x=0,

esitligini saglayan W :H — H bir tek {initer operatdriiniin mevcut olmasidir.



34

Tamm 78 ([70], s.1) : &, C kompleks sayilar cismi iizerinde bir lineer vektér uzay ve
Q: & X & — C bir yari-lineer Hermityen form olsun, yani Q, birinci argumente gore lineer:
Q(A1xy + A3x5,y) = 11Q(x1,¥) + 2:Q(x2,¥), X1, %2,y €T, 4,4, €C (1.24.2)
ve Hermityen simetriktir:
2, x) =9(x,y), X,y €F (1.2.43)
Q(x,y) Hermityen formu (1.2.4.2) ve (1.2.4.3) sartlarin1 sagliyorsa ona Q-metrik denir ve
[x,y] =Q(x,y), x,y €T
ile gosterilir. Bu metrige indefinite metrik denir.
Ornek 79 ([70], s.2) : &, R iizerinde tanimli tiim sonlu kompleks degerli siirekli fonksi-

yonlarin olusturdugu lineer uzay olsun. Q: & X & — C,

Q:0(x,y) = [' ) x(©y(®dt, x,y € §
seklinde tanimlanirsa form (1.2.4.2) ve (1.2.4.3) 6zelliklerine sahiptir. Bu bir Q-metriktir.
Tanim 80 ([70], s.3) : x € & olsun. Eger

[x,x] >0, [x,x] <0, [x,x] =0
ise, x vektoriine sirastyla pozitif, negatif ve néter vektor denir.

Pozitif (negatif) ve noter vektorlere birlikte negatif olmayan (pozitif olmayan) vek-
torler denir.
Tanmm 81 ([70], s.3) : L {x:[x,x] >0} U {0} (L c{x:[x,x] <0}U{6}) lineer alt
uzayina pozitiftir (negatiftir) denir. Eger bir £ lineer alt uzayi igin

LNn{x:[x,x] >0}#=0veLn{x:[x,x]<0}+0
ise, L’ye indefinite lineer alt uzay denir.
Tanim 82 ([70], s.6) : Eger bir L C ¥ lineer alt uzayi i¢in £; D L bagmtisindan £; = L
alinirsa, £’ye maksimal pozitif alt uzay denir. Benzer sekilde maksimal negatif olmayan,
maksimal negatif, maksimal pozitif olmayan, maksimal néter vs. tanimlanabilir.
Tamm 83 ([70], s.28) : Eger bir £ maksimal néter alt uzayr hem maksimal negatif olma-
yan ve hem de maksimal pozitif olmayan alt uzay ise, ona hipermaksimal noter alt uzay
denir.
Tamm 84 [70] : Eger H bir Hilbert uzay1 J: H » H bir operatdr J* = J ve J? = E s,
[x,y] = (Jx,y): H X H — C bir indefinite metriktir ve J-metrik denir.

Bu metrikte tanimlanan hipermaksimal néter alt uzaya hipermaksimal J-noter [i-

neer alt uzay denir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
2.1. S-1 Durumunda Self-adjoint Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrum Yapisi

H ayrlabilir bir Hilbert uzayi, H # {0} ve a,b € R, a <b olsun. Burada
A:D(A) c H — H bir lineer self-adjoint operatér olmak tizere, vektér fonksiyonlarin
L?(H, (—,a))®L?(H, (b, +0)) Hilbert uzayinda

1) = (1 (ur), [ (wp)) = (g + Auy, iup + Auy), u = (ug, uy)
formundaki lineer ¢ok noktali diferensiyel operator ifadesine bakilacaktir. D(A) < H lineer
manifoldu

(f,9)+ = (Af,AQDu + (f, Pu. f,9 € D(A)
seklinde tanimlanan i¢ ¢arpim islemi ile H Hilbert uzayima gore |||, pozitif normu altinda
bir Hilbert uzayidir ve H, ile gosterilir. H_ ise negatif normlu Hilbert uzayimi ifade etmek-
tedir. Acikca goriildiigii gibi A: H, — H operatérii siireklidir. Onun A: H — H_ adjointine
A:D(A) = H c H_; » H_; seklinde bakilirsa A, A operatoriiniin bir lineer self-adjoint
operatoridiir. Simdi u = (uy, u,) ve I (uy) = iu} + Auy, [ (uy) = iuy + Au, olmak iize-
re

[w) = (h (), [ (uz)) (2.1.1)
seklindeki diferensiyel ifadesine bakilsin.

I, (1) diferensiyel ifadesininL?(H, (—oo,a)) (L?>(H, (b, +))) Hilbert uzaymda
trettigi Lio (L,o) minimal ve L; (L,) maksimal operatorlerin ayrintili incelenmesi [22]
calismasinda yapilmistir.

1? = L?(H,(—,a))®L*(H, (b, +=)) uzayinda Ly, = L;o®L,, ve L= L,®L,
seklinde ifade edilen operatorler sirasiyla (2.1.1) diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan
(cok noktalr) minimal ve maksimal operatorler olarak tanimlanir. Bu halde L operatorii L?
uzayinda simetriktir ve Ly = L’dir. Diger taraftan,

m(L,9) = 0,n(L,y) = dimH,

m(Lyy) = dimH, n(L,y) =0
oldugu agiktir.
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Sonug olarak, m(Ly) = n(Ly) > 0. Oyleyse L, minimal operatorii self-adjoint ge-
niglemelere sahiptir [1]. Gergekten, 6rnegin [(u) diferensiyel ifadesi u(a) = u(b) smr
sartiyla L? uzayimda bir self-adjoint operator iiretir.

Burada L, minimal operatdriin L? uzaymnda tiim self-adjoint genislemeleri smir de-

gerleri dilinde ifade edilecek ve spektrum yapisi arastirilacaktir.

Ilk olarak asagidaki teorem verilsin.

Teorem 2.1.1:y;: D(Ly) » H, v, (w) = % (uq1(a) + uy (b)),

* 1 *
Y2:D(Ly) = H,y,(u) = ﬁ(%(a) —uz(b)), u= (uy,uz) € D(Lp)

olmak iizere (H,y;,¥>) lgliisii L, minimal operatoriin L? uzayinda bir simr degerleri uza-
yidir.
Ispat: Keyfi u = (uy,u,), v = (vy,v,) € D(L) i¢in

(Lw,v) 2 — (W, Lv) 2 = (11 (W), v2(0)w — (r2(W), 1 () w
esitliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir. Simdi keyfi f, g € H i¢in

1 1

yi(uw) = m(uq(a) + uz(b)) =f ve y(w) = \/_E(Uq(a) - uz(b)) =49,
yani

u(a) = 5 Ve u,(b) = &

kosullarini saglayan u = (u4,u,) € D(L) fonksiyonunun varlig: arastirilsin.

if+g if-g
=

Eger uq(t) ve u,(t) fonksiyonlar

o
w () =e a/zlf%, t<a,

b—t/2 if—g
\/E ]

seklinde segilirse, (uq,u;) € D(L) ve y,(u) = f, y2(u) = g oldugu agiktir.

u,(t) =e t>bh

Daha sonra [4] ¢alismasindaki yontem kullanilarak asagidaki sonuca ulasilabilir.

Teorem 2.1.2: Eger L, L, minimal operatdriin L? uzayindaki bir self-adjoint genislemesi
ise, bu genisleme (2.1.1) diferensiyel ifadesi ve W: H — H bir {initer operator olmak {izere

uy(b) = Wuy(a)
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sinir sart1 tarafindan iiretilir. Ustelik W: H — H iiniter operatdrii L genislemesi tarafindan
tek tiirlii belirlenir yani, L = L(W) ve bu énermenin tersi de dogrudur.

Simdi Ly, self-adjoint genislemelerin L? uzayinda spektrum yapisi arastirilacaktir.
[k 6nce asagidaki sonucun dogrulugu gosterilecektir.

Teorem 2.1.3: Ly, L, < Ly, < L, self-adjoint genislemesinin ayrik spektrumu bostur, yani
Op Lw) = 0.
ispat: I(u) = iv'(t) + Au(t) = u(t),u € l>, 1 €R
Uy (b) = Wuy(a)
0zdeger problemine bakilsin. Buradan
u' =i(A-2Du, uy(b) =Wuy(a), uel}, 1€ R
elde edilir. Bu son sinir deger probleminin genel ¢6ziimii
Uy (t) = e!@-DE-af < g

U, (t) = @ DD g > p
uy(b) = Wuq(a), f,g€H

Buradan f # 0, g # 0 igin u, & L*(H, (—%,a)), u, € L>(H, (b, +)) oldugu agiktir.

Béylece her W iiniter operatdrii i¢in 6, (Ly,) = @.

Genel teoriden bilindigi gibi [64], Hilbert uzayinda bir self-adjoint operatoriin kalan
spektrumu bostur. O halde simdi L, minimal operatdriin Ly, self-adjoint genislemelerinin

stirekli spektrumunu incelensin.

Teorem 2.1.4: Ly, genislemesinin p(Ly,) resolvent kiimesi i¢in
{A € C:ima = 0} c p(Ly)
bagintis1 dogrudur.
Ispat: Simdi L? Hilbert uzayinda [(-) diferensiyel ifadesi ve u,(b) = Wu,(a) sinir sart:
tarafindan dogrulan Ly, operatdriiniin resolventi, yani

{T(u) =iu'(t) + Au(t) = u() + f(t), uel? A€C A, =Im1>0

1, (b) = Wity (@) (21.2)

siir deger problemine bakilsin.(2.1.2) smir deger probleminin ¢dziimiiniin

u;(A; 1) = e tA-AE-a) g 4 ftae‘i(’l“q)(t‘s)f(s)ds, t<a,
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u,(4t) =i [ e i A-DE=9f(s)ds, t>b,
fi =W (=if, e DO f(5)ds)

olmak tizere
u(At) = (w (4 1), uz(4; 1))

fonksiyonu oldugu gosterilsin. Bunun i¢in, A € C, 4; > 0 durumunda
w (A1) € L*(H, (=00, a)), uz(4; ) € L*(H, (b, +0))

oldugunu gostermek yeterlidir. Ustelik bu durumda,

o . ~ 2 o (h_
I = (|- f," e @D f(s)ds|| < (f,” e PNf ()lluds)?
(o] N oo 1
< (f, e?O™2ds)(f, If (Mids) = 2 112 o000 <

2

||e_i(l_g)(t_a)f‘l* LZ(H (—oo a))

_ ”e—mt—a)f;

”e—i/‘t(c—a)f;

2 a
L?(H,(-»,a)) e

a (f— % 1 *
= [ et taqr||f1E = a A IF < oo

ve
a 2 a a
i ] e 7D £(5)ds < f ( j M| f(5)yds)2dt
t L?(H,(—,a)) —oo Jt
< [° (J7 eM=ds)([7 e f(s)]|2ds)dt
=0 I IPds de = 3 [ (7, e NIf (9)12dt)ds
= 1%, U7, eHEADIF)lPds = 5 7, I (I ds
1
7 I UE2 o, (—emay < -
Daha sonra

i 7 e A ()dsll sy oy S Sy U HEINF () nds)?de

< fboo(ftoo eli(t_s)ds)(ftoo eli(t_s)”f(s)llzds)dt

=30y (7 XN @IPds)de = 3 [, (), M Nf ()l de)ds

1

=3 Jy Uy 9anlIf()I1Pds = = (f,°(1 = X D)If ()] ds)

i

1 2
< Z ||f||L2(H,(b,+oo)) < .

4

2
dt
H
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Yukaridaki hesaplamalardan A € C, 4; = ImA > 0 i¢in u,(4;t) € L?(H, (—, a)),
u, (4; t) € L2(H, (b, +)) oldugu goriiliir. Diger taraftan u(4;t)’nin (2.1.2) sinir deger
probleminin bir ¢6ziimii oldugu kolayca goriiliir.

A € C, A; = ImA < 0 oldugu durumlarda W, H’da bir iiniter operatdr olmak {izere

{qu =iu+Au=Au+f, u=(u,up), f €L?
uy(b) = Wuy(a)

sinir deger probleminin ¢ozimii
u, (4 t) = —i f_tooe_i(’l_‘q)(t_s)f(s)ds, t<a,
{uz (A t) = e lA-D(t-D) g _ ifbt e~ A=A t=3) £ (5)ds, t>b,
gi=W(=i [ e WP f(5)ds)
u(A;t) = (uy(4;t),up(A; t)) formundadir. ilk olarak u(A;t) € L? oldugu kanitlansin. Bu

durumda

a
s (5 O122 11 amayy = S o

< [0 ([, et9ds) (1L, eHCNIf ()3 ds) dt
1 1

= mf_aoo JL eMEIf(s)lIds dt = Y o ([ M9 If(s)IIZdt)ds

1 1

= o7 Uy eIdDNf(9)lIds = 5 [,(1 = e DIIf ()11 ds

<

|—i [, e {G-DE9f(s5)ds ||Z dt

1 2
IALIZ ||f||L2(H,(_w,a)) < o ]

. i 2
lgallfy = |-t [, e AP f(s)ds|| < (I, e Nf (9)lluds)?
< (J2, M@ ds)(J2 I () I5ds)
1 2
= sz 2wy <

2

—i(A=-A)(t— * o (t— * 1 *
le™ 2G5 ooy < Sy €Vt NG5 = 5 19307

1 2
= 41242 ”f”LZ(H.(b,+°°)) < @

ve

2

t
_ij e—i(A—A)(t—s)f(S)dS
b

< fb " fb A | f(5)llyds) Pt

L%(H,(b,+00))

< 7 (fen-9s) (1 M o)
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— fboo (/1l (1- e/'li(t—b))) (f;e)u(t—S)”f(s)”IZ_Ids) dt
< L7 (JE MEDFOIds) de = (17 D7)l de)as

b
M |f (f el (&= S)dt)”f(s)”Hds = |/1 |2 ”f”LZ(H (b,+)) <.

Yukaridaki hesaplamalardan A € C, A; = ImA < 0 durumunda u,(4;") € L2(H, (—o0,a)),
u,(4;) € L2(H, (b, +)), yani u(A;") € L? oldugu aciktir.

Diger taraftan, u(4;") fonksiyonunun lu(4;) = iu'(A;) + A(4;") = Au(A;) + f di-
ferensiyel denklemini ve u,(b) = Wu,(a) sinir deger sartin1 sagladigi kontrol edilebilir.

Dolayistyla istenilen sonug ispatlanmis olur.
Simdi Ly, genislemesinin o.(Ly,) siirekli spektrumu arastirilsin.

Teorem 2.1.5: Her Ly, self-adjoint genislemesinin siirekli spektrumu tiim reel eksendir,

yani
oc(Lw) =R
Ispat: Bu halde A € C, A; = ImA > 0 igin R;(Ly,) resolvent operatdriiniin normu
a 2
IR (f O = ||e=G-ACf; 4 i [ oG, (53
t L*(H,(-»,a))

+: f e DDy (s)ds ||L2(H(b+00))

f € L2, f = (f1, f>) formundadr.
Buradan keyfi f = (f1, f>) € L? igin

IR (L) fONZ = i f) e A-DE9 fy(s)as

L2 (H,(b,+00))
oldugu dogrudur. f*(4;¢) = (0,e={ @Dty 1 e, A, =imA>0, f € H formundaki
f*(A; t) vektdr fonksiyonlari L?ye aittir. Ustelik
I s 11 = [l G-Dr||L de = [” e=2tdeIfIy = - e™HP < co.
Ayrica f*(4;-) fonksiyonlari i¢in

”RA(LW)f 4 t)”LZ(H(b +)) = ” f e~ i(a- A)(t- S)e—l(/l A)Sf ”LZ(H(b o)

. L= 2
_ ”ftoo e—l/lte—ZAiSelAtde”Lz (H‘(b‘+oo))

— || =it Hidt [© ,—24; 2
— ”e i teLAt ft e 2 1Sde||L2(H‘(b‘+OO))
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— || o—idt [© -2 2 2

= ”e i ft e lsds||L2(H,(b,+00))“f”H
1 oo 54, 1 _72.
_Wfb e ?Mtdt||f 115 = 2PN -

Buradan,

IRy (L )f* i)l 2 5= f e = o I @) e,

yani 4; = ImA > 0 ve f # 0 icin

IRALw ) f* (Al 2 > 1

Il 24

saglanir. Bu sonuncu ve operatdr normunun tanimindan

IRALw) (A, 2
TR

IR (Lw)l =  f#0
oldugu agiktir. Sonug olarak A € C, A; = imA > 0 i¢in
1
IR Ll = 57

Bu ise teoremi ispatlar.

Ornek 2.1.6: L?((—o0, —1) x (0,1))®L?((1, +) x (0,1)) uzayinda

i du(tx) 9%u(tx)
at 0x2

= f(t,x), |[t| > 1, x €[0,1],

u(1,x) = e?u(—1,x), ¢ € [0,2m),
u(t,0) =u,(t,1) =0, [t| >1

sinir deger probleminin son teoreme gore spektrumu Sadece siirekli spektrum olup tiim

R’ye esittir.

2.2. S-2 Durumunda Self-adjoint Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrum Yapisi

H uzay1 0 < dimH < oo olmak {izere bir ayrilabilir Hilbert uzayr olsun. Vektor

fonksiyonlarinm L%(H, (a, +0))®L?*(H, (b, +)), a,b € R, a < b Hilbert uzaymnda,

Ar:D(Ay) € H - H, k = 1,2 operatorleri H Hilbert uzayinda lineer self-adjoint operator-

ler olmak tizere
I(w) = (l1(u1);lz(u2)), u = (uq,Uy),
Li(wy) = iwg () + Ay (B), t € (a,+0),
I, (uy) = —iuy(t) + Ayuy(t), t € (b, +)
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formundaki lineer ¢ok noktali diferensiyel-operator ifadesi diisiintilsiin. D(Ay) € H lineer
manifoldu

s D+ = A, Ae@Pu + (F,Pnu. .9 €D(Ap), k= 1,2
seklinde tanimlanan i¢ ¢arpim islemi ile H Hilbert uzayina gore ||-||, pozitif normu altinda
bir Hilbert uzayidir ve H, ile gosterilir. H_ ise negatif normlu uygun Hilbert uzayin ifade
etmektedir. Acik¢a goriildigii gibi A,: H, — H operatorii siireklidir ve onun Ax: H — H_
adjoint operatorii Ay, k = 1,2 operatériiniin bir genislemesidir. Diger taraftan, A,: H — H_
operatori bir lineer self-adjoint operatordiir.

L?>(H, (a, +0))®L?(H, (b, +)) direkt toplam Hilbert uzayinda

[1(uy) = iuy (£) + Ajuy (t), t € (a, +00),

L(up) = —iuy (t) + Ayup(t), t € (b, +00), u = (uy, up)
olmak iizere

[(w) = (1), (1)) (2.2.1)
seklindeki diferensiyel ifadesine bakilsin.

L) (I3() diferensiyel ifadesininL?(H, (a, +)) (L*(H, (b, +))) Hilbert uza-
yinda {rettigi Ly (L,o) minimal ve L; (L,) maksimal operatorlerin ayrintili incelenmesi
[22] ¢alismasinda yapilmustir ve burada L, (L,o) minimal operatoriin L?(H, (a, +0))
(L?>(H, (b, +))) Hilbert uzayinda self-adjoint olmadig1 bulunmustur.
L?>(H, (a, +))®L*(H, (b, +0)) Hilbert uzaymnda Ly = L;o®L,, Ve L = L;®L, seklinde
ifade edilen operatorler sirasiyla (2.2.1) diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan (¢ok nok-
tal) minimal ve maksimal operatorler olarak tanimlanir. Bu halde L, operatorii
L?(H, (a,+0))®L?(H, (b, +)) uzayinda simetriktir. Diger taraftan,

m(Lqo) = 0,n(Lyo) = dimH,

m(L,o) = dimH, n(L,y) =0
oldugu aciktir.

Sonug¢ olarak, m(Ly) = n(Ly) = dimH > 0. Oyleyse L, minimal operatorii

L*(H, (a, +0))®L*(H, (b, +0)) Hilbert uzaymnda self-adjoint genislemelere sahiptir [1].

[lk olarak asagidaki 6nerme verilsin.

Onerme 2.2.1: L,,, M,, ve K,, operatorleri sirasiyla vektor fonksiyonlarin

L?(Hy, (ay, +0)), L>(Hy, (—, by)) Ve L2(H,, (cp, +)), n = 1,2, ..., m Hilbert uzayinda
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A,:D(A,) € H, » H,, B,:D(B,) € H, - H,, C,:D(C,) € H, = H, lineer self-adjoint
operatorler ve dimH,; = dimH, = +--..= dimH,,, < oo olmak lizere

L,(u,) = (D)™ iu,, (t) + Au,(t), t € (a,, +), a, € R,

My (Un) = iun(t) + Buun(t), t € (=0, by), by €R,

ky,(uy) = iuy(t) + Chu,(t), t € (cp,+0), c, ER,n=12,...,m
formundaki lineer diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan minimal operatorler olsun.

Bu durumda:

1. n=12,...,m i¢in L,y My, ve K,, minimal operatorleri sirasiyla
L?(Hy, (ay, +0)), L?(Hy, (—0, by)) Ve L2(Hy, (¢cp, +9)), n = 1,2, ..., m uzaylarinda self-

adjoint genislemeye sahip degildir [22].
m
2. Eger m bir ¢ift tam say1 ise, Ly = €@ L,o ¢cok noktali minimal operatdrii
n=1
m
® L*(Hy, (a,, +)) direkt toplam Hilbert uzayinda bir self-adjoint genislemeye sahip-
n=1
tir;
m
3. Eger m bir tek tam say1 ise, Ly = €@ Ly, ¢ok noktali minimal operatorii
n=1
m
® L*(H,, (a,, +)) direkt toplam Hilbert uzaymnda bir self-adjoint genislemeye sahip
n=1

degildir;
4, Lo = M1y®K (DM DK, .... DM, DKo cok noktali minimal opera-
m
tori @ (L2(H,, (—o0, b,))®L?(H,, (c,, +0))) direkt toplam Hilbert uzayinda bir self-
n=1

adjoint genislemeye sahiptir;
5. LO = M10®K10®M20®K20® . ®M(m—1)O®K(m—1)O®MmO (;Ok nOktah
m-—1

minimal  operatorii e (L2 (Hn, (—o0, bn))GBL2 (Hn, (cp, +00))69L2 (Hm, (—o0, bm)))
n=1

direkt toplam Hilbert uzayinda self-adjoint operator degildir;
6. Ly = M1g@K10®M K50 ... OM (11— 1)0 DK mm-1)0PKmo ¢0k noktali

m-—1
minimal  operatorii @ (L*(Hp, (—o0,b,))BL*(Hy, (¢, +0))DL?(Hpp, (Cipy +0)))
n=1

direkt toplam Hilbert uzayinda self-adjoint operator degildir.
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Bu béliimde, L2(H, (a, +9))®L?(H, (b, +)) Hilbert uzaylarmmn direkt toplamin-
da (2.2.1) birinci mertebeden lineer ¢cok noktali simetrik singiiler diferensiyel-operator
ifadesi tarafindan iiretilen L, minimal operatdriiniin tim self-adjoint genislemeleri sinir
degerleri dilinde tanimlanacaktir. Unutmayalim ki, sinir degerleri uzayi, lineer simetrik
yogun tanimli kapali operatorlerin self-adjoint genislemelerinin Calkin-Gorbachuk teori-

sinde 6nemli bir role sahiptir [4, 5].

Lemma 2.2.2: y;: D(Ly) = H, y,(w) = % (w (@) + uy (b)),

y2:D(Ly) = H, v2() = 7 (i (@) = u (b)), u = (uy,uy) € D(L)
olmak iizere (H,y,,¥,) licliisii L, minimal operatdriin L2(H, (a, +0))®L?(H, (b, +))
direkt toplam Hilbert uzayinda bir sinir degerleri uzayidir.
Ispat: Keyfi u = (uy,u,), v = (vy,v,) € D(L) i¢in
(LU, V) 12 (11, (a, + o))@12(H,(b,+00)) — (W LV) 1211 (0, + c0))@ 12 (1, (b, + 00))
= (1, 2V — G2, y1 (W)
esitliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir. Simdi keyfi f, g € H i¢in
1) = 7= (1@ +1(0)) = f ve ) = 5 (w(@) —w(b) = g,

yani

w,(a) = % ve u,(b) = ‘Q‘Eg.

kosullarini saglayan u = (uy,u,) € D(L) fonksiyonunun varlig arastirilsin.

Eger uq(t) ve u,(t) fonksiyonlar

a—t/ if+g
= 2
u,(t) =e 5 t>a,

b—t/2 if-g
\/E ]

seklinde secilirse, (uq,u,) € D(L) ve y,(w) = f, y,(w) = g oldugu agiktr.

u,(t) =e t>b

Daha sonra [4] ¢alismasindaki yontem kullanilarak asagidaki sonuca ulasilabilir.
Teorem 2.2.3: Eger L, L, minimal operatoriin L2(H, (a, +0))®L?(H, (b, +0)) uzayin-
daki bir self-adjoint genislemesi ise, bu genisleme (2.2.1) diferensiyel-operator ifadesi ve
W:H — H bir iiniter operator olmak tizere

uy(b) = Wu,(a)
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sinir sart1 tarafindan iiretilir. Ustelik W: H — H iiniter operatdrii L genislemesi tarafindan

tek tiirlii belirlenir, yani L = Ly,. Bu 6nermenin tersi de dogrudur.

Not: Benzer diisiince ile, sirasiyla Hy, k = 1,2,..,n ve G;, j = 1,2,...,k Hilbert uzayla-
rinda u = (Uyq, Uy, veo e, Up; Ve, Vg, weee, V),

L (up) = iuy(0) + A,uy(t), t € (ay, +0),p = 1,2,...,1,

m;(v;) = —iuj(t) + B (1), t € (bj, +),j = 1,2,...,k,
Ap:D(Ap) € Hy, —» Hy ve B;: D(B;) © G; — G; lineer self-adjoint operatérler olmak iizere

l(w) = (L(uy), (), ..., Ly (uy); my (v1), My (v2), ..., My (Vi)

cok noktali diferensiyel-operator ifadesi tarafindan iiretilen minimal operatoriin self-adjoint

n k
genislemeleri © L*(H,, (a,, +))® © L*(Gj, (bj,+)) direkt toplam Hilbert uza-
p=1 j=1

yinda (0 < }7_; dimH,, = 2?:1 dimG; sart1 altinda) ifade edilebilir.
Simdi L?(H, (a,+%))®L*(H, (b, +0)) direkt toplam Hilbert uzaymda Ly, self-

adjoint genislemelerin spektrum yapisi arastirilacaktir.
[lk olarak asagidaki sonug ispatlansin.

Teorem 2.2.4: Ly, self-adjoint genislemesinin ayrik spektrumu bostur, yani
Op (Lw) = 0.

Ispat: W: H — H bir iiniter operator olmak iizere
[(w) = Au(t), u € L*(H, (a, +0))®L*(H, (b, +0)) , 1 € R
u,(b) = Wuy(a)

6zdeger problemine bakilsin. Buradan
(B, G wa)) = Aus, up)
u,(b) = WVu,(a)

ve
[ (uy) = iuf(t) + Ajuy (t) = Auy(t), t € (a, +),
L (uy) = —iuy () + Ayuy(t) = Auy(t), t € (b, +0),
u,(b) = Wuq(a), 2 €R.

Bu son sinir deger probleminin genel ¢oziimii
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u; (A t) = ef@-DE-Df £ e H, t e (a+),

u,(A;t) = e"i@2=Dt=b)g, g € H, t € (b,+).
Verilen smir sartlarindan g, = Wf; elde edilir. Buradan u,(A;t) € L*(H, (a, +)) ve
u,(4;t) € L2(H, (b, +)) olmasi i¢in gerek ve yeter sartin f; = g; = 0 oldugu ¢ikar.

Boylece her W operatdrii i¢in o, (Ly,) = @ elde edilir.

Genel teoriden bilindigi gibi [64], Hilbert uzayinda bir self-adjoint operatoriin kalan
spektrumu bostur. O halde simdi L, minimal operatoriin Ly, self-adjoint genislemelerinin

stirekli spektrumunu incelensin.
Oncelikle asagidaki sonug verilsin.

Teorem 2.2.5: Ly, genislemesinin p(Ly,) resolvent kiimesi i¢in
{1 € C:ImA # 0} c p(Ly)
bagintis1 dogrudur.
Ispat: Simdi L2 (H, (a, +))®L?(H, (b, +)) Hilbert uzayinda uzaymda I(-) diferensiyel-

operator ifadesi ve u,(b) = Wuy(a) smir sart1 tarafindan dogrulan Ly, operatoriiniin re-

solventi, yani
{Z(u) =@ +f®), f=(uf), A€EC, 4;=Im1>0 (22.2)
u,(b) = Wuy(a) o

siir  deger problemine bakilsin.(2.2.2) smir deger probleminin ¢dziimiiniin
L?>(H, (a, +0))®L%*(H, (b, +0)) Hilbert uzayinda
u,(4;t) = iftooei(‘zrl‘l)(t‘s)fl(s)ds, t>a,
u,(A;t) = e@-A)t=b) g 4 if;ei(l“avz)(t‘s)fz(s)ds, gy € H,, t>b,
gr=W(iJ; e @I (5)ds)
olmak iizere

ud; ) = (g (A4; 0, uz(4; 1))
fonksiyonu oldugu gosterilsin. Bunun i¢in, A € C, 4; > 0 durumunda

w (4 t) =i [ ei@-DEIf (s)ds € L*(H, (a, +0)),
w4 t) = el FED g, 1 [elI-RED ) (5)ds € L2(H, (b, +))

oldugunu géstermek yeterlidir. Ustelik bu durumda,
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llus (4; t)”iz(H,(a,+00)) = ”iftooei@_l)(t_s)fl(S)ds”Z

< [T M| fy ()l uds)?de

< [, (J;7 eM9ds)([f,” eMINfy () Iy ds)dt

= %faoo(ftoo e M| fL()|IZds) dt = Aiifam(ftw eli(t_S)”fl(s)”[Z.IdS)dt

= 217U MDD fi()Eds = 5, (1 = XN f() Il ds

L?(H,(a,+00))

1 2
< 2z ||f1||L2(H,(a,+oo)) <,
l

2 2

”“‘””‘2"=Hw(i f eI E-D@-9) £ (5)ds) j eI E-D@-9) £ (5)ds
a a

H H

< ([, eMOINIf () llnds)? < (J, e*4@ds)(J. I fi(s)lIFds)

—1 2
- 2_11 ||f1”L2(H,(a,+OO)) < 001

2

t
LJ ei()l—Az)(t—s)fZ(S)dS
b

[ole] t
< jb ( fb e M| f, (5) | ds)?de

L2 (H'(_oova))

< 7 (Jy e 9ds) (Jy e DNy IPds) de
= [ (e — 1) (f) e DN fy () l1Pds) e
< 17 (e o)1) de

<07 (I e 9N py(s) e ds

< 2 [7(L e M Va1 ds

1 oo L
< 32y WO)IPds = Z 1l .o ey <

Yukaridaki hesaplamalardan 1€ C, 4;=ImA>0 igin u,(4;t) € L*(H, (a, +)),
u,(4;t) € L2(H, (b, +0)) oldugu goriiliir. Diger taraftan w(4; t) nin (2.2.2) smr deger
probleminin bir ¢6ziimii oldugu kolayca goriiliir.
A € C, A; = ImA < 0 oldugu durumlarda, (2.2.2) smir deger probleminin ¢dziimii
u, (4 8) = ei@r-Dt-a)g, _ if;ei(‘avl‘”(t‘s)fl(s)ds, t>a
u,(A;t) = —i ftooei(l“zrz)(t‘s)f2 (s)ds, t>b

ve
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W, =—if eld-A20=9f (5)ds
sartin1 saglayan u(4; t) = (uy(4;t), u,(4; t)) formundadir. Ayrica, eger
o — 2 o
|-i 17 e PR )ds|| < (e H DN s’

o _ (h— oo 1
< (fb o—2Ai(b s)dg)(fb If2()NIZds) < mllfllliz(y,(a,+oo)) < ®
ise —i [ el £ (5)ds € H elde edilir. Ik olarak
u(A;t) € L2(H, (a, +0))®DL?(H, (b, +0)) oldugu gosterilsin. Bu durumda,

”¢M1D“ammﬁmm+m)—f M Vs Ifalli = zu”ﬁm*

||—lf (A=) (t— S)f (S)dS

= fa°°
< [ (J; e?e=22ds) (f eH2NIf(s)IEds) de

|A,f [;eMINIf(5) I3 ds de

=il (a2 lhds ) de = 7 (1 e f ()l de)ds

= rida U MO0, gds = 575 [, (1 = M@ NIf () ids

|—i f} e fl(s)ds”jl dt

L2(H,(a,+ o))

2
S le ||f1”L2(H,(a,+OO)) < OO,

ve

2

—i ] ei(l—x@)(t—S)fZ (s)ds
t

< fb " f "o M), (5) lyds)?dt

L2(H,(b,+0))
< [, (7 e MCds) (1 7 e My () liFds ) de
Illf (f e M| f(s) 17 ds)dt = Illf (f 49|\ £, (s) |12 dt)ds

-Ai(t- _ 2
M |f (f ¢ S)dt)”fZ(S)”IZ-IdS - |/1i|2 ||f2”L2(H,(b,+oo)) <o

Yukaridaki hesaplamalardan A € C, A; = ImA < 0 durumunda u, (4; t) € L*(H, (a, +=)),
U, (4; t) € L2(H, (b, +)), yani u(A; t) € L*>(H, (a, +))®L*(H, (b, +)) oldugu agiktir.
Diger taraftan, u(4;-) fonksiyonunun (2.2.2) simir deger problemini sagladigi kontrol edi-
lebilir.

Simdi Ly, self-adjoint genislemesinin o, (Ly,) stirekli spektrumu arastirilsin.
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Teorem 2.2.6: Her L, self-adjoint genislemesinin siirekli spektrumu tiim reel eksendir,
yani

o.(Ly) = R.
Ispat: 1 € C, 4; = ImA > 0 icin R;(Ly,) resolvent operatdriiniin normu f = (f,, f>) €
L2(H, (a, +0))®L*(H, (b, +)) ve g, = W(i [, e!@-D@=9)f, (s)ds) olmak iizere
2

2 _
“R)L(LW)f(t)”LZ(H’(a,+oo))®L2(H,(b,+00)) -

i J ei(a_l)(t_s)fl (s)ds
t

L?(H,(a,+00))

— — 2
+ ||ei@-2D=b) o 4 i [FiA-ADE=9 £ ($)ds
|| a+il, ALY .

formundadir.

Buradan keyfi f = (f,, f,) € L2(H, (a, +))BL2(H, (b, +))icin
2

i J ei(;q_l)(t_s)fl (s)ds
t

IRACLw) f N2 bt 0 ooy @121, 0000y 2 ‘
L% (H,(a,+))

oldugu dogrudur. f*(4;¢) = (e!@-Dtf 0), 1€ C, 4, =imA>0, feH formundaki
f*(A; t) vektor fonksiyonlar L2 (H, (a, +0))@®L?(H, (b, +0)) uzayna aittir. Ustelik
e N 02
X7, 2 _(* -1
”f (A' t)||L2(H,(a,+oo))€BL2(H,(b,+oo) - fa ”el(A1 )tf”Hdt
— [® 27t 2 _ 1 _—oab
= [ e HtdeIf Iy = e P < oo
Ayrica f*(4;+) fonksiyonlari i¢in
”RA(LW)]C*(A, t)”12,2(H,(a,+oo))@L2(H,(b,+oo)
> ”lft pl@1-2)(t S)el(Al )Sde”

L?(H,(a,+00))

. L~ 2
_ ”ftoo e—llte—ZliseLAltde”LZ(H'(a'-I-OO))

B 2
= [le~ et 7 e_ZAisde”LZ(H,(aﬁoo))

£
1 oo

_ 1 —22;t 2 _ 1 _2ira 2
= s e e If I = re eIl

. 2
— ”e—Mt ftoo e_leisdslle(H‘(a‘-l-oo))

Buradan

e—Zlia

”Rﬂ(LW)f*Olr)”iz(H,(a,+oo))@L2(H,(b,+oo) = m ”f”H

1 *
= 2_11 ”f (/1;-)”L2(H,(a,+oo))@L2(H,(b’+oo),



50

yani A; = imA > 0 ve f # 0 i¢in

*01..(12
IR2(Lw)f (/1‘)”LZ(H,(a,+oo))GBL2(H,(b,+oo) > L
F* N L2 (a1, (0,4 00)) DL2 (B, (b 4 00) 2

saglanir. Bu sonuncu ve operatoriin normunun tanimindan

IRACWS* DM 2 4 0 4 oopy@r2

(H,(b,+0) f = 0
”f*(l;')”LZ (H‘(a'+°°))@L2 (H,(b,+0) !

IRz (Lw) Il =
oldugu agiktir. Sonug olarak A € C, A; = imA > 0 i¢in
1
IR L)l = 57

Bu son iligki iddianin dogrulugunu gosterir.

Ornek 2.2.7: L?((0, +90) x (0,1))®L?((0, +o0) x (0,1)) uzayinda

i ou(tx) d%u(tx)

= f(t,X), t > 0, X € [0,1],

at dx2
Lov(tx) | 9%v(tx) _
Ve axz g(t,x), t>0, x €[0,1],

u(0,x) = e*v(0,x), ¢ € [0,2m),
uy(t,0) = u,(t,1) =0, v.(t,0) =v,(t,1) =0, t >0
sinir deger probleminin son teoreme gore spektrumu ancak siirekli spektrum olup tiim

R’ye esittir.

Uyar1: a = b oldugu durumda I(+) diferensiyel-operator ifadesi L2(H®H, (a, +)) uza-

A 0
yinda | = ((1) _01), A= (01 Az) olmak tizere

l(w) = iJu'(t) + Au(t)

formunda yazilabilir.
2.3. N-1 Durumunda Normal Genislemelerin Gosterimi ve Spektrum Yapisi

H ayrilabilir bir Hilbert uzayi ve a, b € R, a < b olsun. Vektor fonksiyonlarin
L? = [*(H,(—,a))®L*(H, (b, +)) Hilbert uzaymda, Ax: H > H, k = 1,2 lineer sinirh

self-adjoint operatorler ve A; < 0, A, > 0 olmak iizere,

du1

I(w) = (l1(u1); lz(uz)) = (? + A1u1;% + Ayuy), u = (ug,uy) (2.3.1)

seklindeki lineer ¢ok noktali diferensiyel ifade alinsin. Bu durumda [(-)’nin formal adjoint

diferensiyel ifadesi



51

() = (lf(%)'l;(vz)) = (_ dvl + Avy, — tz + Ayvy), v=(v,v,)  (23.2)
formunda olur.

L?>(H, (—,a)) (L*(H, (b, +%))) uzayinda (2.3.1) ((2.3.2)) diferensiyel ifadesi
tarafindan dogrulan minimal operatdr Ly, (L%,), k = 1,2 seklinde ve (2.3.1) ((2.3.2))
diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan maksimal operatér de L, = (Lto)* (L} = Lio),
k = 1,2 seklinde tanimlanir. Bu durumda L? uzayinda Ly = Lo@®L,o Ve L = Li®L,(L§ =
LT, @®L:, ve LY = LT@LY) operatorleri sirasiyla (2.3.1) ve (2.3.2) diferensiyel ifadesi ta-
rafindan dogrulan minimal ve maksimal operatorler olarak adlandirilir. Buradan Ly, € Ly,
Li,cLi, k=12velLy cL, L} c L oldugu agiktir.

Simdi L,(H, (—o0,a)) @ L,(H, (b, +0)) direkt toplaminda

m@u) = (m(u),m(up)) = (—i 2, —i %)

formundaki birinci dereceden lineer singiiler diferensiyel ifadenin dogurdugu M, minimal
operatoriin sinir degerleri uzay1 yapilandirilsin. Unutmayalim ki, M, minimal operatorii
Ly(H,(—9,a)) © L,(H, (b, +0)) uzayinda defekt sayilar1 (dimH,dimH) olan kapali

simetrik bir operatordiir.

Teorem 2.3.1: y,: D(MY) - H, y,(w) = % (up(b) + uy (@),

V2 DIMG) = H, 1,(W) = 5 (ua(b) = uy (@), u = (w1, uz) € D(My)
olmak iizere (H,Yy,Y>) ti¢liisii My, minimal operatoriin L? uzaymda bir sinir degerleri uza-
yidir.
Ispat: D(M}) iginde alinan keyfi iki u = (uy,u,) Ve v = (v4, v,) elemanlar igin
(Mow, v) 2 — (U, Mgv) 2 = (1 (W), v2(0))u — (2 (W), y1 (V)
esitliginin saglandig kolayca gosterilebilir. Simdi f, g € H elemanlar igin
1) = 55 (b)) + 1 (@) = f ve y,(W) = = (u(b) ~w(@) = g,
yani

wi(a) = Tveu, (b) = 727

esitligini saglayan u = (uq,u,) € D(M,) fonksiyonunun varligi arastirilsin.

Eger uq(t) ve u,(t) fonksiyonlarini

t— a/ -g
— 2_
u,(t) =e i t<a,

up() = "2 2 £ > b
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seklinde segersek, (u;,u,) € D(Mgy) ve y;(u) = f, y,(u) = g oldugu bulunur.
Simdi asagidaki teorem ispatlansin.

Teorem 2.3.2: Eger L,, L,, minimal operatorii formal normal ise

D(L1o) € W5 (H,(—=,a)), A1D(Lyo) < L*(H, (=%, a)),

D(Lyo) © Wy (H, (b, +0)), A;D(Lz) < L*(H, (b, +))
bagintilar1 dogrudur.
Ispat: Gergekten, her u; € D(Lyo) © D(L,) igin uj + Aju; € L>(H,(—o,a)) ve
u; — Ayuy € L2(H, (—,a)) oldugu uj € L?>(H, (-, a)) ve A;u,; € L2(H, (—o,a)), yani
D(Liy) € W (H,(—o0,a)) ve A;D(Lqy) € L*(H, (—,a)) elde edilir. Benzer yolla teo-

remin ikinci kismi da ispat edilebilir.

1
Teorem 2.3.3:(—A4;) 2W(H, (—,a)) € WL(H, (-, a)) ve A2/2W21(H, (b, +))
W3 (H, (b, +0)) olsun. L, minimal operatériin L? Hilbert uzayinda her L normal genisle-

mesi (2.3.1) diferensiyel ifadesi ve W: H — H bir {initer operator olmak iizere

w,(b) = Wuy(a), uy(a) € ker(—A,) /2, u,(b) € kerA;/ 2 (2.3.3)

sinir sart1 tarafindan dogrulur. Ustelik W: H — H {initer operatdrii L genislemesi tarafindan
tek sekilde belirlenir, yani L = Ly, ve bu nermenin tersi de dogrudur.
Ispat: L, L, minimal operatdriiniin normal bir genislemesi olsun. Bu halde ImL operatorii
ImL, minimal operatdriiniin L? Hilbert uzayinda self-adjoint genislemesidir. Sonug olarak,
ImL operatdrii —i%diferensiyel ifadesi ve W:H — H finiter bir operatdr ve tek tiirlii ol-
mak lizere

W = E)y1(w) +i(W + E)y,(w) = 0, u = (uy,uz) € D(L)
smir sart1 tarafindan dogrulur [22]. Basit hesaplamalarla her u = (uy,u,) € D(L) igin

u,(b) = Wuy(a), yani L = Ly,
elde edilir.

Diger taraftan, I genislemesi normal ise, her u = (uy,u;) € D(L) igin ||Zu|| =
||Z*u|| esitliginden,

W', A1) 2 (~o0,ay) T (A1 U) 1204 (—c0,0))

(', AW 2, (b, +eoy) T (A2 W) 2h (b 400)) = O
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elde edilir. Buradan

”(—Al)l/zu(a)”Z + ‘A:/zu(b) "o

dir. Bundan dolay1 u(a) € ker(—Al)l/Z, u(b) € kerA;/2 elde edilir.
Tersine, Ly, operatorii [(+) lineer ifadesi ve (2.3.3) sinir sarti tarafindan dogrulan
L, minimal operatériiniin bir genislemesi olsun. Buradan [* (+) diferensiyel ifadesi ve
vi(a) = W', (b), v = (vy,v2) € D(LY)
sinir sart1 tarafindan dogrulur. Bu durumda Ly, operatoriiniin Ly’ 1n bir genislemesi ve nor-

mal oldugu kolayca ispatlanabilir.

Sonug¢ 2.3.4: Eger A; ve A, operatorlerinden en az biri H’da 1-1 bir doniisiim ise L, mini-

mal operatérii L? uzayinda maksimal formal normaldir.

Sonug 2.3.5: Eger L, minimal operatdriiniin en az bir normal genislemesi var ise,

, 1 : 7,
dimker(—A,) /2 = dimkerA, = > 0
elde edilir.

Simdi Ly, normal genislemesinin L? uzayinda spektrum yapisi incelenecektir. Ayri-

1
caburada A; = A% < 0, A, = A3 > 0 ve 0 € 0, ((—4;)/2) N 6, (A,?) oldugu kabul edi-

lecektir.

Ilk olarak asagidaki teorem ispatlansin.
Teorem 2.3.6: L? uzayinda L, minimal operatdriin her Ly, normal genislemesinin ayrik
spektrumu bostur, yani
o, (Ly) = 0.
Ispat: L,, normal genislemesi i¢in
Lyu=2Au,A=A4,+il; € C,u € D(Ly)
problemi ele alinsin. Buradan
uy + Ajuy = dug, uy € L2(H, (—,a)),
uy + Ayuy, = Auy, u, € L2(H, (b, +)), A € C,

u,(b) = Wuy(a), uy(a) € ker(—A,) 72, u,(b) € kerA;/2

elde edilir. Son diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimleri
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u (1) = e”WDEDf t<a, f € Hoay (A1),

U, (A t) = e U= DDlg, £ > b, gy € H_1/,(42)
ve

9r=Wfh, fi=ui(4a), ga=u(4;b)
formundadir. 0 € 0, ((—A;)/2) N 0, (A,/2) Ve (=Ap)"2f, = 0, A,/2g, = 0 oldugundan,

w(4t) =eM9f, t<a, f € H_1/, ((=A1),

u,(t) =ettDg; t>b, g, € H_1/ (A2)
ve

Ir=Wh, i =ui(4a), gr=u(4b)
elde edilir. Buradan w,(4;) € L*(H, (—%,a)) Ve u,(4;-) € L>(H, (b, +)) olmasi igin
gerek ve yeter sartin sirasiyla 4, = 0 ve 4, < 0 olmasi gerektigi bulunur. Boylece 4, = 0
elde edilir.

Sonug olarak,

u (A t) = M- f ¢t <q,

(1) = et g, t>b, g3 =W,
Bu durumda u, (4;") € L*(H, (—o0,a)) Ve u,(A;-) € L*(H, (b, +)) olmasi igin gerek ve
yeter sartin f; = 0, g, = 0 oldugu agiktir. Bu ise u; = 0 ve u, = 0 demektir. Dolayisiyla
ap(Ly) = 0.

Hilbert uzayinda normal operatorlerin kalan spektrumu bos oldugundan [64], L,
minimal operatdriiniin Ly, normal geniglemesinin siirekli spektrumunu arastirilsin.
Teorem 2.3.7: L, minimal operatdriin L? uzayinda her Ly, normal genislemesi icin
iRco.(Ly) ca(4;)Ua(4,) +iR
bagintilar1 dogrudur.
Ispat: Bu durumda her u = (uy,u,) € D(Ly) igin
2Re(Lyu,u);2 = (Lyu,u);2 + (U, Lyyu) ;2
= (ug + AUy, Un) 2 (g —ooa)) T (U2 F AUz, Un) 12 (1, (b, +00))
+ Uy, Uy + A1) 120 (—o0a)) T (U2, Uz + AoUs) 12331 (b 400
= (U W) 24, (—oo,0y) F (U2r U2) 12115, 00)

+2(A1u, ul)LZ(H,(—oo,a)) + 2(Ayuy, uz)LZ(H,(b,+oo))
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lug (@17 = Nluz (B + 2(Aqug, U1) 12 (H (—c0,a)) T 2(A2U2, Uz) 12(H,(b,+00))

lug (@NIF = Wy (@I + 2(A1us, Us) 12 (—o0,ay) + 2(A2U2, Uz) 1211, (b,00)
= 2(A1Uy, W) 2 (H (—w,a)) T 2(A2U2, U2) 121,04 00))
oldugundan her u € D(Ly,) i¢in
Re(Lywu,u)z = (A1Us, U1) 2 (g (~c0,ay) T (A2U2, Uz) 12(H (b, 00Y) (2.3.4)
bagintis1 dogrudur. Buradan ve A; < 0 oldugundan her u € D(Ly,) igin

Re(Lyu,u);2 < (AzUz, Up) 2 b +o00)) < NA2INURIIZ, ot b 4000

< A2 (11t 22 o) + 2222 ey ) = A2 el 2,
yani her u € D(Ly,) i¢in
ReLy < || A:]l.
Benzer sekilde (2.3.4) bagintisindan ve A, > 0 oldugundan

Re(Lutu);z 2 (Art, ) 2y 2 — A1l 4 oo

> =143l (11122 5, ) + 1122022 315 100y)) = =Nl 2,

yani

ReLy, = —||A4]l.
Kisacasi1 boylece

—|lA4ll < ReLy, < ||A4,]l.
Buradan

o(Ly) € {1 € C:—||A;|l < Rex < 14,11}
sonucuna ulagsilir.

Ote yandan normal operatdrlerin spektrumlari hakkindaki bir énemli sonuca gore
[2],

o(Ly) € a(ReLy) + io(ImLy,).
Teorem 2.3.6’dan 0, (Ly,) = @ oldugundan bir 1 = A, + iA; € o.(Ly ) icin

A € a(Rely,) ve A; € o(ImLy,)
elde edilir.

Simdi o(ReLy,) € Rve a(ImLy,) € R kiimeleri aragtirilsin. Tanima gore

Rely, = w olupu = (uy,uy) € D(Ly) = D(Ly,) i¢in



56

(LW+L;‘,.,) (W) = {Alul(t), —o<t<a,
2 4yuy(t), b<t< +o

u,(b) = Wuy(a).
Simdi bir S: L? - L2,
Gu = {Alul, u; € LZ(H, (—oo, a)),
Ajuy, uy € L2(H, (b, +0))
u = (uy,u,) € L? tanimlansin. S operatorii L?’den L?’ye lineer ve smurli bir operatdrdiir.
D(Ly,) c L? manifoldu L? uzaymda yogun D(Ly) < D(ReLy) ve A,,A, € L(H) oldu-

gundan

Rely, = @ =S
bagintis1 dogrudur. Bununla beraber

S = (A1®E 12(1y,(b,+00)) )O(E 12 (11, (- 00,0)) ®A2) (2.3.5)
bagintisinin dogrulugu da elde edilir.

Ote yandan operatorlerin tensdr carpimlari teorisinden [67]
o (A1®EL2(H,(D,+OO))) = O-(Al),

o (ELZ(H’(_Oo,a))Q@AZ) = a(4,).
Bu sonuncu, (2.3.5) bagintis1 ve [71] ¢alismasindaki bir sonugtan
o(ReLy) = (A1) U o(4y)
bulunur. Ayrica
o(imLy) c R
oldugundan
o(Ly) c d(4;) Uo(4,) +iR
bagintisinin dogrulugu acgiktir.
Simdi iR < o.(Ly ) bagintisinin dogru oldugu arastirilsin.
Ayrica, A = i4; € Cigin
uy + Ajuy = iy + f1, ug, fi € L*(H, (-, a)),
uy + Ayuy, = idjuy + fo, Uy, f5 € L2(H, (b, +)), 4; € R,

1
1y (b) = Wy (@), uy(a) € ker(—4,)"2, uy(b) € kerA,?
sinir deger probleminin genel ¢ézliimiiniin

u, (i t) = e_(Al_i)li)(t_a)fi/li — ftae—(A1_i/1i)(t—S)f1(S)ds’ t<a,

u, (id;t) = e_(Az_Mi)(t_b)gMi + fbte_(AZ_Mi)(t_S)fz(s)ds, t>bh
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formunda oldugu agiktir. Bu durumdan, her g;;,, fi5, € H i¢in
e—(Al—i/li)(t—a)fMi € [2(H, (-, a)),
e~(UzmI)(ED) g, € [2(H, (b, +00))
ifadeleri dogrudur. Eger f; (t) = ettite=(t-af* f* e ker(—Al)l/Z, t < a olarak segilirse
ftae—(Al—iAi)(t—s)fl(S)ds = it ftae_(s_a)f*ds — e—ilit(e—(t—a) —1Df*, t<a
elde edilir. Buradan
f_‘loo”e—i/lit(e—(t—a) _ 1)f*

Sonug olarak, f;(t) € L?(H, (—, a)) i¢in u, (iA;; t) € L>(H, (=, a))’dir. Bu ise

2dt = [* (e7240) — 26~ 4 1)dt||f*||2 = oo,

her A € C i¢in L — A operatdriiniin L?’de 1-1 olup &rten bir déniisiim olmadigi anlamina

gelir. Diger taraftan, o,-(Ly,) bos oldugundan a(Ly,) = a.(Ly,) 2 iR elde edilir.

Ornek 2.3.8: L?((—, —1) x (0,1))®L?((1, +) x (0,1)) uzayinda

6u;i,x) _ Sgn(t)xu(t, x) = f(t, x), |t| >1, x€ [0‘1]’

u(1,x) = e*u(—1,x), ¢ € [0,21),
sinir deger problemine bakilsin. Bu halde, eger A = A; = A,, A: L*(0,1) - L?(0,1),
Av(t) = xv(t), v € L?(0,1) olarak alinirsa, bu problem

ui (6) —xuy () = f1(6), t < -1,
uy (8) +xuy (0) = fo(), t>1,
u(1) = Wyu(=1), W, =e'?E, ¢ €[0,2n), E = E;2(yy

L(p:

seklindeki sinir deger problemine doniistir.
Oyleyse, sonuncu teoreme gore her ¢ € [0,27) igin
iRco(L,) co(4) +iR
formunda olacaktir. Bu halde o(A4) = [0,1] oldugundan
iR c o(L,) < [0,1] + iR.

2.4. S-3 Durumunda Self-adjoint Genislemelerin Gosterimi ve Spektrum Yapisi

H ayrilabilir bir Hilbert uzayi, H # {0} ve a4,a;,b,,a3 ER, ay < a, < b, <a;
olsun. L?(H, (=, a,))®L?*(H, (a,, b,))®L*(H, (as, +)) vektor fonksiyonlarm Hilbert
uzayinda u = (uq, Uy, uz) Ve Ax:D(Ay) € H - H, k = 1,2,3 H’da lineer self-adjoint ope-

ratorler olmak tizere
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I(w) = (11(711)» I (uy), l3(u3)) = (lug + Ajuy, iuy + Ayuy, iug + Azus)
lineer singliler ¢ok noktali diferensiyel ifadesi ele alinsin. D(A,) < H lineer manifoldunda

' D+ = AefA Du + . Du, [,9 €D(Ar), k=123
seklinde i¢ ¢arpim tanimlanirsa, k = 1,2,3 igin D (Ax), H Hilbert uzayina gore ||-||, + pozi-
tif normu altinda bir Hilbert uzayidir ve Hy . ifadesiyle gosterilir. Ayrica Hy, _ ile de nega-
tif normlu bir Hilbert uzay1 ifade edilmektedir. A¢ik¢a goriildugii gibi Ay: Hy + — H opera-
torii siireklidir ve onun adjointi A: H — Hj, _ operatorii A, operatoriiniin bir genislemesi-
dir. Diger taraftan, A: D(Zl;) = H c Hy _; = Hy 4 bir lineer self-adjoint operatordiir.

Simdi L?(H, (=, a,))®L*(H, (a,, b,))®L*(H, (as, +0)) direkt toplam Hilbert
uzayinda
u = (ug,up,uz) Ve L(uy) = iwg +Aqwy, L) = iuy + Auy, 3(uz) = fuz + Azus
olmak iizere

(W) = (1), [ (u), 5 (uz)) (24.1)
seklindeki diferensiyel operator ifadesine bakilsin.

L*(H,(—,a,)) (L*(H,(az, b)) ve L?(H, (as, +))) uzaymda [; (I, ve [3) dife-
rensiyel ifadesi tarafindan tiretilen Ly (L,o V€ L3g) minimal ve Ly (L, ve L3) maksimal
operatorler [22] calismasinda detayl1 arastirilmastir.

L? = [2(H, (—,a,))®L*(H, (ay, by))®L?(H, (as, +0)) uzayinda
Lo = L1g®L,o®L3o Ve L = Li®L,DL; operatorleri sirastyla (2.4.1) diferensiyel ifadesi
tarafindan dogrulan (¢ok noktali) minimal ve maksimal operatorler olarak tanimlanir. Bu-
radan L? uzaymnda L, operatdrii simetriktir ve Lj = L’dir. Diger taraftan, m(Ly) = 0,
n(Lyy) = dimH, m(L,y) = dimH, n(L,y) = dimH, m(L;,) = dimH, n(Ls,) = 0 oldu-
gu aciktir.

Sonug olarak, m(Ly) = n(Ly) = 2dimH > 0. Buradan, L, minimal operatorii self-
adjoint genislemeye sahiptir [1]. Gergekten, 6rnegin [(u) diferensiyel ifadesi u(a;) =

u(as), u(a,) = u(b,) smir sartlarryla L? uzayinda bir self-adjoint operatdr iiretir.

Burada ilk olarak L? uzaymnda L, minimal operatdriin tiim self-adjoint genislemele-

rinin sinir degerleri dilinde ifadesi verilecektir.

Unutmayalim ki, sinir degerleri uzay1 lineer simetrik diferensiyel operatorlerin self-

adjoint genislemelerinin teorisinde 6nemli bir role sahiptir [4, 5].
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Ilk olarak asagidaki lemma ifade edilsin.

Lemma 2.4.1: y;: D((L1o®0BL3y)*) — H, y,(u) = % (uy(ay) + uz(as)),

V2: D((L1o®0BLso)") = H, y2(w) = 5 (wi(a)) — us(as))

olmak iizere (H,Yyy,Y,) tgliisii L?(H, (—o, a,))®0DBL*(H, (az, +)) direkt toplam Hil-
bert uzayi lizerinde L;,@ 0D L3, minimal operatoriin bir sinir degerleri uzayidir.
Ispat: Keyfi u = (ug,uy,u3), v = (v, v,,v3) € D((L1o®0DL3o)") elemanlari icin

(LU, V) 12 (1, (0,01 ) @0@I2 (H (a5, +00)) ~ (W LV) 12 (b1 (= 00,01)) @0@L2 (H (a5, +0))

= (1 (W), v2(v)y — (2(W), y1(V)u

esitliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir. Simdi keyfi f, g € H igin

yi(uw) = %(Uq (a;) +us (a3)) = fvey,(u) = % (u1(a1) — U3 (a3)) =49,
yani

w (@) = if% ve uz(az) = ifT_Zg
bagintilarim1 saglayan bir u = (uq,uy,u3) € D((L1o®D0DL3y)*) fonksiyonunun varlig
arastirisin.

Eger u,(t) ve uz(t) fonksiyonlarini

t—a i
w®=e "L t<a,
u,(t) =0 , , <t <b,,
az—t if—
wut) =e /2% t> ag

formunda segilirse, u = (uy, Uy, Uz) € D((L1o@D0DBL3y)") ve vy, (u) = f, y,(u) = g oldu-
gu aciktir.

Ayrica, [22] ¢alismasindaki metod kullanilarak agsagidaki sonug verilebilir.

Lemma 2.4.2: Ty: D((0@Lzo®0)) ~ H, [1(w) = = (uz(ay) +uz (b)),

[: D((0@L2o@0)") = H, To(w) = 75 (12(az) = up(b2))
olmak iizere (H,Ty,T,) iigliisii 0DL?(H, (a,, b,))®0 Hilbert uzaymda 0L, @0 minimal

operatOriiniin bir sinir degerleri uzayidir.
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Asagidaki sonug kolayca ispatlanabilir.

Lemma 2.4.3: L2 = L2 (H, (—OO, al))®L2 (H, (az, bz))@Lz (H, (a3, +OO)) uzaylnda LO
operatoriiniin her self-adjoint genislemesi L?(H, (—o0, a;))®0DL?(H, (as, +)) uzayinda
L1o®0DL;, minimal operatdriiniin ve 0DL?(H, (a,, b,))®0 uzayinda 0DL, D0 minimal

operatoriiniin self-adjoint genislemelerinin bir direkt toplamidir.
Son olarak, [4] calismasindaki method kullanilarak agagidaki sonug ispatlanabilir.

Teorem 2.4.4: L, minimal operatdriin her L self-adjoint genislemesi L? uzayinda ise,
(2.4.1) diferensiyel ifadesi ve W;, W,: H — H tniter operatorler olmak tizere

uz(az) = Wiuy(ay), uy(by) = Wouy(ay)
sinir sartlar tarafindan iiretilir. Ustelik W, W,: H — H finiter operatorleri L genislemesi
tarafindan tek tiirlii belirlenir, yani L = Ly, w, ve bu dnermenin tersi de dogrudur.

Simdi burada, L* uzayinda Ly, y, self-adjoint genislemesinin spektrum yapisi ince-
lenecektir.  Bu  durumda, Lemma  2.4.3’den Ly, Vve Ly, sirastyla
1%(1,0,1) = L2(H, (=%, a,))®O0DL?(H, (as, +0)) ve L?(0,1,0) = 0DL?(H, (a,, b,))DO
Hilbert uzaylarinda Ly(1,0,1) = L;,0DL3, ve Ly(0,1,0) = 0DL,H0 minimal operator-

lerinin self-adjoint geniglemeleridir.
Ilk olarak asagidaki sonug ispatlansin.

Teorem 2.4.5: L?(1,0,1) Hilbert uzaymnda keyfi Ly, self-adjoint genislemesinin ayrik
spektrumu bostur, yani

Op (Lwl) = ¢.
Ispat: 12(1,0,1) Hilbert uzayinda Ly(1,0,1) minimal operatdriiniin Ly, self-adjoint genis-
lemesinin spektrumunun incelenmesi igin

Ly, u = Au, u = (u3,0,u3) € L*(1,0,1)
problemine, yani

I (uy) = iwg + Aquy = Auy, uy € L2(H, (=0, ay)),

I3(u3) = iuh + Azuz = Aug, us € L2(H, (az, +)), 1 € R,

us(az) = Wiuy(aq)



61

problemine bakilsin. Bu problemin genel ¢6ziimii

u, (A t) = ef@-Dt-ad gt < g

Uz (A t) = i@ D-a) fx ¢ 5 g

s =Wifi, fi.f; €H
olup fii #0, f3#0 fonksiyonlar1 icin
u; (A7) € L2(H, (=, ay)),uz(4;) € L?(H, (as, +0)) oldugu aciktir. Bdylece her W; iini-

ter operatoril igin gy, (Lwl) = @ oldugu elde edilir.

Hilbert uzayinda self-adjoint operatoriin kalan spektrumu bos oldugundan [64],
L?(1,0,1) Hilbert uzaymda L (1,0,1) minimal operatoriin Ly, self-adjoint genislemesinin

stirekli spektrumu incelensin.

Teorem 2.4.6: L?(1,0,1) Hilbert uzaymnda Ly(1,0,1) minimal operatoriin Ly, self-adjoint
genislemesinin siirekli spektrumu tiim reel eksendir, yani

o.(Lw,) =R.
ispat: ilk olarak, L?(1,0,1) Hilbert uzaymda (;,0,13) diferensiyel ifadesi ve uz(as) =
Wi uq (aq) smir sarti tarafindan dogrulan Ly, genislemesinin rezolvent operatorii, yani

L(w) = iwg + Ayuy = dug + fi, wy, fi € L*(H, (=, ay)),

I3(u3) = iub + Azuz = Aug + f3, us, f3 € L*(H,(as, +©)), 1€ C, A; = imA>0

us(as) = Wiuy(ay). (2.4.2)
arastirilsin. Simdi

uy(;£) = e/ @Danfr 4 [8ei@-DE=9f (5)ds, t < ay,

us;(4;t) = iftmei(gé‘l)(t‘s)ﬁ(s)ds, t > as,

fi =W [, @ DEDCDf (5)ds)
olmak iizere u(4;t) = (u;(A;t),0,u3(4;t)) fonksiyonunun L2(1,0,1) Hilbert uzaymnda
(2.4.1) sinir deger probleminin bir ¢éziimii oldugu gosterilsin. Bunun i¢in A4; > 0 oldugu
durumda u,(4;t) € L2(H, (—0,a,)) ve usz(A;t) € L>(H, (as, +0)) oldugunu gdstermek

yeterlidir. Buradan

A IlE =

© i(&3-A 2 (% ok 2
J e E @ ps)ds|| < ([ A FS)lds)

o0 . _ (o] 1
< ( [ 2t s)ds) ( I f(s)ll,%,ds) =l 12 s ey <
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2
Lz (H,(—oo,al))

a s _ « 112 a S * 1 *
= [ollem e fr |l de = [7 M de I IE = - If I < oo

2

”ei(A‘l—/l)(t—al)fl* L?(H,(-»,a1))
,(—o0,a1

= ” e_i/l(t_al)fl*

ve
(ML i(A-A)(t-s) 2 a1 (a1 a(t- )
A O L e i € i VIO PEORCE
< [0 (5 eMOds) ([ e M| fi(s) I ds)de
= /‘Lilf—a; ftal eli(t—s)”fl (S)IIIZ,dsdt = %f_“;(f_soo eai(t—s)||f1(s)||%1dt)ds
= L[, e 0d0) Ifi(9)Ids = 5 [ LA () lEds
1
= 2 1Al onyy) < -
Ustelik

2

A IO L I A VIO LD

< [ (7 e ds) ([, eMN f()l1Pds)de

1

= Lo N Pds)de = 1 [ (17, Xl (o)l1%de ) ds

o (t— 1 (oo (e
= 5o U €72t I )P ds = 7 701 = MO DlIfy @)l ds

< 2 sl o g omy <

Yukaridaki hesaplamalardan, 1 € C, A; = ImA > 0 i¢in u,;(4;t) € L2(H,(—,a,)) ve
us(4;t) € L2(H, (as, +)) oldugu bulunur. Diger taraftan,
u(A;t) = (u;(4;t),0,u3(4; t)) fonksiyonunun (2.4.1) sinir deger probleminin bir ¢oziimii
oldugu kolayca goriilebilir.

A €C, A; = ImA < 0iken, W;: H > H iiniter operator olmak iizere

Lyu=2u+f, u=(u,0,u3), f=(f,0,f3) € L*(1,0,1)

uz(as) = Wyu (aq)
siir deger probleminin ¢ozimil

u(4;t) = —if_tooei(gl"l)(t‘s)fl(s)ds, t <ay,

Uz (A; t) = el@s=Dt-az) px _ if:l:3 el@s=D=5) £ (5)ds, t > as,

fi =W (=i [2, el BP9 (5)ds)

olmak tizere u(4;t) = (uy(4;t),0,uz(4; t)) formundadir.
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Ilk olarak u(4; t) € L?(1,0,1) oldugu gosterilsin. Bu durumda,

llus (4; £) ||L2(H (—o,a1)) — f

2
el Im-DEf, (s)ds|| dt
H

= f_a;o (f_too e)‘i(t_s)ds) (f_too eli(t_s)”fl(s)”f{ds)dt
= ﬁf_a; f_t Ai(t-s) ”fl(s)”Hdet |/1| a;(fsal eﬂ_i(t—S)”fl(s)”Iz{dt)ds

—ﬁf A dt||fy (9)llfds = 7 [ — MG NIf ()l

2
= |/1i|2 ”fllle(H,(—Oo,aﬂ) < %,

L= 2
IF WG = [ eiE-P@9f (syds||| < (f24 eH@2|If,(5)llds)?

< (5, e =9ds) ([ A (IEAs) = 5 1fil g ooy <

e

LZ(H (az+o0)) = foo e If I

ZM | ||f3 ”H = 4|/1 |2 ||f||L2(H (az,+)) < @

ve

f el(@z-)(t- S)f (s)ds
(13

® ct (-
LZ(H( S fa3(fa3 e < S)||f3(s)”Hds)2dt
faO: (fC; e/li(t—S)dS) (fa3 e/li(t—s) ”f3 (S)lllz.IdS)dt
© o ¢ o
= fa3 (Ail (1 — ell(t a3))) (fa3 ell(t S)”f3(s)”%lds)dt
= |/1i f:: (fatg eM || fy(s) ”?—Ids) dt

= L2 OIS () I3de)ds = o [0 ([1 XD lIfs () i3 ds

IA

— 2
- W “f3”L2(H,(a3,+00)) < 0.

Yukaridaki hesaplamalardan A € C, A; = ImA < 0 durumunda u, (1;t) € L?>(H, (=, a,))
ve uz(A; t) € L2(H, (as, +)), yani u(4;) = (uy(4;7),0,u3(A;)) € L2(1,0,1) oldugu go-
riiliir. Diger taraftan, u(4;+) fonksiyonunun Ly, u = Au + f ve uz(az) = Wyu,(a,) denk-
lemini sagladig1 gosterilebilir.

Buradan,

p(Lw,) 2 {2 € C:Ima # 0}
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sonucu ¢ikar. Simdi Ly, genislemesinin o.(Ly,) strekli spektrumu incelensin. A € C,
A =1mA >0 i¢in f = (f1,0, f3) € L*(1,0,1) olmak iizere Ry(Ly,) rezolvent operatdrii-

niin normu
2 TV . (=2 (b= 2
||R/1(Lw1)f(t)||Lz — ”el(Al At al)f1 + lftalel(Al At S)fl(s)ds”Lz(H,(—oo,al))
2

i f7 e BRI () ds ||L2(H,(a3,+oo))

formundadir. Her f = (f,,0, f3) € L?(1,0,1) igin
IR (L )F O, = [|i [ el @D, (s) ds|

2
L2(H,(a3,+))

esitsizligi dogrudur.
(A t) = (0,0,ei@DtEy 1eC, A, =ImA >0, f, € H formundaki f*(2;¢)

vektor fonksiyonlar1 L2(1,0,1) uzayina aittir. Ustelik

o ) 2 o i
I @Ol = J, e Mg dt = [ e > tdt 1117

1 _923.
= e s f |1} < o,

f*(4;") fonksiyonlar1 i¢in
* 2 . (O (AL _ AT 2
||R,1(LW1)f (ﬂ., t)”LZ(H,(a3,+oo)) = ”lft el(A3 At S)el(A3 A)Sf3dsl|L2(H'(a3'+oo))
) ; L 2
= ”ft e_dte_ZliselA3tf3dS||L2(H,(a3,+00))
2

- ”e_mei;r?'t ftoo e_%s]%ds||L2(H.(a3.+oo))

5117

. _ 2
— ”e—L/lt ftooe_ZAlSdS”Lz(H'(a&_,_OO))

1

—_ ®© 2 2 _ 1 o 2
= szl et Il = gre sl

Buradan
—Al-a
1R (Lw )2 2 557 1l = U @) e

yani A; = imA > 0 ve f # 0 igin

IRA(Lw )@l 2 1
ool = 2

bulunur. Diger taraftan,

IRA(Lw, )7 ()2
> L
||RA(LW1)|| - ||f*(/1r)||L2 1 f3 :'t O

oldugu agiktir. Sonug olarak,
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A €C, A =ImA > 0igin || Ry(Lw,)|| = %

elde edilir.
Ly(0,1,0) minimal operatoriiniin self-adjoint genislemesinin spektrumu incelensin.

Teorem 2.4.7: L?(0,1,0) Hilbert uzayinda Ly(0,1,0) minimal operatdriin Ly, self-adjoint

genislemesinin spektrumu

2nm 1

+

by—a; by—a,

a(LWZ) ={leRA= argu, n € Z,

u € o(Wyetd22-22) 0 < argu < 2m)
formundadir.
Ispat: Ly, self-adjoint genislemesinin
L (up) = iuy + Ayuy = Auy + fo, Uy, f € L2(H, (az, b))
Uz (by) = Wouy(az), L€ R
spektrum probleminin genel ¢oziimii

U, (t) = el@2-D(t-a) fx 4 f;z el@z=N=5) £ ($)ds, a, < t < by,
(em(bz_az) _ W;eiﬁz(bz—az))fz* = Wy eiAbz=az) f:j ei(;fi—/l)(bz—s)fz (s)ds

formundadir. Buradan 4 € o(Ly,) olmas i¢in gerek ve yeter sartin u € o (W5 elAz (b2=a2))

olmak iizere A’min e4(P2=92) = 1 denkleminin bir ¢oziimii olmas: gerektigi ¢ikar. Boylece

__ 2nm 1 . (T (By—tty)
A= by—a; by—a; argm, n € Z’ K € O-(WZ etz )
oldugu elde edilir.

Teorem 2.4.8: Ly, w, = Ly, ®Ly, self-adjoint genislemesinin o (Ly,y,) spektrumu tiim
reel eksendir, yani

o(Lw,w,) = R.
Ispat: Eger S; ve S, sirasiyla H; ve H, Hilbert uzaylarinda lineer kapali operatérler ise,
[71] ¢alismasindaki

Up(51@52) = 0p(51) VU 0,(S2),

0:($18S2) = (0p(S1) U 0p(S2))° N (0-(S1) U 0(52))° N (0(S1) U 0c(S2))

esitliklerinin dogrulugundan teoremin ispati1 aciktir.
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Ornek 2.4.9: Sonuncu teoreme gore
L2((—00,—1) X (0,1))®L2((—3,5) X (0,1))BL((1, +o0) X (0,1)) uzaymda

i du(t,x)
at

i du(tx) 0%u(t,x)
at dx2

u G,x) = ei’pu(—%,x), Y € [0,2m),

u(1,x) = e*?u(—1,x), ¢ € [0,21),

+ sgnt (azu(t’x)) = f(t,x), |t| > 1, x €[0,1],

dx2

= f(t0), ltl <3, x€[01],

e (£,0) = ue(£,1) = 0, [t > 1, [¢] <2

sinir deger probleminin spektrumu tiim reel eksendir.
2.5. N-2 Durumunda Normal Genislemelerin Gosterimi ve Spektrum Yapisi

H ayrilabilir bir Hilbert uzay1, H # {0} ve a4,a,,b,,a3 ER ve a; < a, < b, <
as olsun. Vektor fonksiyonlarin

L7(1,1,1) = L*(H, (=0, a,))BL?* (H, (az, b))®L* (H, (a3, +))

Hilbert uzayinda u = (uq,uy, u3) ve Ax: H = H, k = 1,2,3 lineer sinirl self-adjoint ope-
ratorler ve A; = A7 < 0,4, = 4, = 0, A; = A5 = 0 olmak iizere

1) = (L), L (up), 13(u3)) = (ui + Ajus, up + Ayup, up + Azuz)  (2.5.1)
lineer ¢cok noktal1 diferensiyel operator ifadesine bakilsin.

L?(1,1,1) uzayinda (2.5.1) diferensiyel ifadesi tarafindan dogrulan (¢ok noktalr)
minimal ve (¢ok noktall) maksimal operatorler sirasiyla Ly(1,1,1) = L1o®L,o®DL3, Ve
L(1,1,1) = L;®L,BL; ile gosterilsin.

Burada, L2(1,1,1) uzayinda L,(1,1,1) minimal operatdriin tiim normal genislemele-
r1 sinir degerleri dilinde ifade edilecek ve spektrum yapisi arastirilacaktir.

Unutmayalim ki, sinir degerleri uzay1 lineer simetrik diferensiyel operatorlerin ge-
niglemesi teorisinde 6nemli bir role sahiptir [4].

Simdi sirasiyla L?(1,0,1) ve L?(0,1,0) Hilbert uzaylari iizerinde
.d .d
(ml(ul)r 0, ms3 (us)) = (=i %» 0,—i % ;
(0,m, (), 0) = (0,~i %2, 0)
formundaki lineer singiiler diferensiyel ifadeler tarafindan dogrulan M,(1,0,1) ve

M,(0,1,0) minimal operatdrlerinin sinir degerleri uzayr yapilandirilsin. M,(1,0,1) ve
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My(0,1,0) minimal operatdrleri L?(1,0,1) ve L2(0,1,0) uzaylarinda defekt sayilari

(dimH, dimH) olan kapal1 simetrik operatorlerdir.

Lemma 2.5.1: y;:D(MY) = H, y,(w) = % (us(as) + uy(ay)),

y2:D(M5) = H, v,(W) = 75 (us(as) = us(@r)), u = (us,0,u3) € D(My)

olmak iizere (H,y4,Y,) tgliisii L?(1,0,1) uzayinda M,(1,0,1) minimal operatdriin bir smir
degerleri uzayidir.
Ispat: Her u = (uy,0,u,), v = (v4,0,v,) € D(M;(1,0,1)) icin
(Mp(1,0,D)u, v)12(1,0,1) — (U, M(1,0,1)V) 12(1,0,1) = (Y2 (W), v2(¥)) s — (r2(W), v1 (V)
esitliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir. Simdi herhangi f,g € H elemanlar1 igin

yi(uw) = %(1% (as) + u1(a1)) = fvey,(u) = % (u3(a3) - u1(a1)) =g
yani;

if-g if+g
ui(ay) = WVE uz(az) = NG

esitligini saglayan bir u = (uq,0,u,) € D(M;(1,0,1)) fonksiyonunun var oldugu incelen-
sin.
Eger u,(t), u,(t) fonksiyonlarini

(t—ctl)/2 if-g

ul(t):e 5 t<a11
(as-t);
wut) =e ° /2%, t> as

formunda secersek, (uq,u,) € D(My(1,0,1)) vey, = f, ¥, = g oldugu aciktir.

Lemma 2.5.2: Ty: D(M(0,1,0)) » H, Ty(u) = % (uy(by) + uy(az)),

" 1
[:D(Mg(0,1,0)) » H, y,(u) = \/_E(uz(bz) — uz(az)),
u = (0,u,,0) € D(My(0,1,0))
olmak iizere (H,Ty,T3) iigliisii L?(0,1,0) uzayinda M,(0,1,0) minimal operatdriin bir smir

degerleri uzayidir.

Teorem 2.5.3: Eger L, L,y Ve L3¢ minimal operatorleri formal normal ise
D(Lyo) € W3 (H,(=,ay)), A1D(L1o) < L*(H, (=, a,)),
D (L) © W5 (H, (az,b2)), A;D(Lyo) © L*(H, (az, b)),
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D (L) © Wy (H, (a3, +)), A3D(L3o) < L?(H, (a3, +))
ifadeleri dogrudur.
Ispat: Her u; € D(Ly,) © D(L},) icin

uj + Ajuq € L2(H, (=, a;)) ve u; — Ajuy € L>(H, (—,a,))
ifadesi dogru olup buradan

uj € L*(H, (=, a;)) ve Ajuy € L*(H, (=, ay)),
yani

D(Lyo) © W5 (H, (=%, a,)) ve A;D(Lyo) < L*(H, (=, a,))

elde edilir. Teoremin ikinci ve ti¢ilincii ifadeleri de benzer sekilde ispatlanabilir.
Asagidaki sonug kolayca gosterilebilir.

Lemma 2.5.4: L*(1,1,1) uzaymda Ly(1,1,1) operatdriiniin her normal genislemesi
Lz(l,O,l) = LZ(H, (—OO, al))®0®L2(H, (a3, +OO)) uzaylnda Lo(l,o,l) = L10®0®L30 ve
L%(0,1,0) = 0DL2(H, (ay, by))®0 uzaymnda Ly(0,1,0) = 0DL,,D0 minimal operatdrleri-

nin normal genislemelerinin bir direkt toplamudir.

Son olarak, [4, 37, 45]’deki metod ve Lemma 2.5.1 ve 2.5.2 kullanilarak asagidaki

sonug ¢ikarilabilir.

Teorem 2.5.5: (—A4,) /2WE(H, (-, a,)) € WL(H, (—,ay)),
APWA(H, (az by)) © WAH, (az, b)),
1
A2WA(H, (a5, +0)) € WA (H, (a3, +0))

olsun. L2(1,1,1) Hilbert uzaymnda L, minimal operatdriiniin her L normal genislemesi

(2.5.1) diferensiyel ifadesi ve W, W,: H = H initer operatorler olmak iizere

1
usz(az) = Wiuy(aq), us(ay) € ker(—Al)l/Z, us(as) € kerA3/2, (2.5.2)
Uz (by) = Wouy(ay), AW, = WrA, (2.5.3)
sinir sartlar tarafindan dogrulur. Ustelik W, W,: H — H fiiniter operatdrleri L genislemesi

tarafindan tek tiirlii belirlenir, yani L = Ly, w, ve bu dnermenin tersi de dogrudur.
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Sonug 2.5.6: Eger A, ve A operatdrlerinin en az biri H uzaymda 1-1 ise, Ly(1,1,1) mini-

mal operatorii L2(1,1,1) uzayinda maksimal formal normaldir.

Sonug 2.5.7: Eger Ly(1,1,1) minimal operatdriiniin en az bir normal genislemesi varsa,

. aNYy g 1y
dimker(—A;) /2 = dimkerA;“ > 0

ifadesi dogrudur.

Simdi L?(1,1,1) uzayinda Ly, w, normal genislemesinin spektrum yapisi arastiril-
sin. Lemma 2.5.4°den Ly, Ve Ly, sirasiyla L?(1,0,1) ve L?(0,1,0) Hilbert uzaylarinda
Ly(1,0,1) ve Ly(0,1,0) minimal operatdrlerin normal genislemeleri olmak iizere

LW1W2 = LW1®LW2

oldugu aciktir. Burada A; = A1 <0, A, =A45>0, A3 =A5>0, A;,A,,A; € L(H) ve

1 1,
0 € 0,((—41) /2) N 0, (4, *) alalim.

Ilk olarak asagidaki teoremin dogrulugu gosterilsin.
Teorem 2.5.8: L?(1,0,1) Hilbert uzayinda Ly(1,0,1) minimal operatoriin Ly, normal ge-
nislemesinin ayrik spektrumu bostur, yani

ap(Lw,) = 0.
Ispat: L?(1,0,1) Hilbert uzaymnda Ly(1,0,1) minimal operatériin Ly, normal genislemesi-
nin spektrumu i¢in

Lyu=2u, =24 +il; €C, u=(uy,0,u3) € L*(1,0,1),
yani

L(uy) =ui + Ajuy = dug, uy € L2(H, (—o,a,)),

I3(uz) = ub + Asus = Aus, uz € L?(H, (a3, +)), 1 € R,

uz(az) = Wiuy(ay), uq(ay) € ker(—A1)1/2 ,uz(az) € kerAé/Z
problemine bakilsin. Bu problemin genel ¢6ziimii

w(At) = e” WPl v < q) fr € H 1 /(—Ay),

us(A;t) = e~ WD) ex ¢ > q 0 £ € H_y 15(A3),

f£=Wifl, fi.fs €H, fi=uka), f5=us(Aas).

0€ao,(-4)72)neo (Al/z) ve (—A)Y2f; =0, AY?f£; = 0 oldugund
p 1 p\3 1 1 = VU,A43 J3 = ugundan,
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w(Lt) =etDfr t<a, fl € H_1/2((—A1)),

uz(; ) = eXDfr ¢ > b, f € Hoy/5(43),

f5=Wifl, i =uhay), f3 = us(4 as).
Buradan u,(4;") € LZ(H, (—oo, al)) ve uz(4;) € LZ(H, (a3,+00)) olmasi igin gerek ve
yeter sartin sirasiyla 1, = 0 ve A, < 0 olmasi gerektigi goriiliir. Boylece A, = 0 bulunur.
Sonug olarak,

u (A t) = etMit-alfr ¢ < qy,

uz (L t) = eI E t > ag, f5 = Wify
Bu durumda u, (4;-) € LZ(H, (—oo, al)) ve uz(4;7) € LZ(H, (a3,+00)) olmas: igin gerek
ve yeter sartin f;* = 0 ve f5 = 0 olmasi gerektigi agik¢a goriiliir. Boylece L?(1,0,1) uza-

yinda u; = 0 ve uz = 0 bulunur. Bu nedenle ,,(Ly, ) = @ elde edilir.

Hilbert uzayinda her normal operatdrlerin kalan spektrumu bos oldugundan [64],
L?(1,0,1) Hilbert uzayinda Lq(1,0,1) minimal operatdriin Ly, normal genislemelerinin
stirekli spektrumunu arastirmak hedefe ulagsmak i¢in yeterli olacaktir.

Teorem 2.5.9: L?(1,0,1) Hilbert uzayinda Ly(1,0,1) minimal operatdriin Ly, normal ge-
niglemesinin siirekli spektrumu i¢in

iR € 0.(Ly,) € 0(4;) Ua(43) + iR
bagintilar1 dogrudur.

Ispat: Ispat i¢in bakiniz Teorem 2.3.7.

Simdi L*(0,1,0) uzaymnda L,(0,1,0) minimal operatdriin Ly,, normal genislemeleri-

nin spektrumu incelensin.

Teorem 2.5.10: L?(0,1,0) Hilbert uzaymnda Ly(0,1,0) minimal operatdriin Ly, normal
genislemelerinin spektrumu
a(LWZ) ={AeCA = ﬁ(lnlul + iargp+ 2nmi), n € Z,
272
u € o(Wye A2(2-2)) 0 < argp < 2m)
formundadir.

Ispat: Ly, bir normal genigleme olmak tizere

Zz(uz) = ué + Azuz = Auz +f2, uz,fz € LZ(H, (az, bz)),
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uZ(bz) = quz(az), A € (C
spektrum probleminin genel ¢6ziimi
uy(t) = e~ e Mt-az) g 4 fatz e~ @=D(E=9) £, (5)ds, a; <t < b,, fi €
H_1/2(A2)
(e—l(bz—az) _ WZ*B_AZ(bZ_aZ))fZ* — Wz*e—/l(bz—az) f(fzz e—(Az—/U(bz—S)fZ (S)dS
formundadir. Buradan A € a(Ly, olmast i¢cin gerek ve yeter sartin
2

TS J(Wz*e"‘qz(bz"az)) olmak iizere A’nin e~*(2=%) = || denkleminin bir ¢6ziimii olmast

gerektigi goriiliir. Boylece
1
az—bz

A= (In|p| + i argp + 2nmi), n € Z, p € o(Wye Az(b2—a2))

oldugu elde edilir.
Teorem 2.5.11: Her Ly, y, = Ly, ®Ly, normal genislemesinin o (Ly,y,) spektrumu igin
GP(LW1W2) = Gp(LW2)7
C
esitlikleri dogrudur.
Ispat: Eger S; ve S, sirasiyla H; ve H, Hilbert uzaylarinda lineer kapali operatérler ise,

[71] calismasindaki
0, (51DS2) = 0,(51) U 0,(S52),

0.(5:0S>) = (O'p(51) U O'p(Sz)>c n (Ur(51) U Ur(Sz))C N (0¢(51) U 0.(53))

esitliklerin dogrulugundan 6nermenin iddias1 dogrudur.

Ornek 2.5.12: 12((—o0,—1) x (0,1)) @ L*((— 1/2,1/2) % (0,1))®L*((1, +) x (0,1))
uzayinda Ly, diferensiyel operatorii igin

ou(t,x) 92u(t,x)
Lyy ¢ uatx +sgnt# = f(t,x), |t| > 1, x €[0,1],

dx2

outx) 9%u(t,x)
at 0x2

u(1,x) = e®u(—1,x), ¢ €[0,2m),
u(1/2,x) = eYu(-1/2,x), Y €[0,2m),
u,(t,0) =u,(t,1) =0, |t|>1, |t|]<1/2

+u(t,x) = f(t,x), |t| <1/2, x € [0,1],

sinir deger problemine bakilsin. Bu durumda L?(0,1) uzayinda

€ [0,1], u,(-,0) = u,(-,1) =0,
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2y

A; = _2 au}fz,x) +u(,x), x €[01], u(-,0) = u,(-,1) =0,
o2u(.,

A?, = ;’l;zx), € [0,1], ux(- ,0) = ux( ’1) =0

operatdrleri i¢in
A=A, <0, Ay = A5 =1, Ay = A5 > 0, ker(—A4;)Y2 # {0}, kerd? = {0},
0 € ap((—A)2) 1 o (417%)

oldugu aciktir. Diger taraftan, A3 € &,,(L,(0,1)), O’(Lw) = 0p(Ly), GC(Lw) =@ ve
o(Ly) ={AeC:A =Inlu| +iargp+ 2nni,n € Z, 1 € g(eWe A22-0),

0<argp<2m}c{AeC:Rer>1}

oldugundan, Teorem 2.5.11°e gore

0p(Loy) = 0op(Ly),

GC(L(MJ) = [Gp(l‘w)]c n [UC(L¢) U ac(Lw)] = [Up(l‘lli)]c n UC(L¢)
elde edilir.

2.6. N-3 Durumunda Normal Genislemelerin Gosterimi ve Spektrum Yapisi

H bir ayrilabilir Hilbert uzay: olmak iizere, L?(H, (a, +0)), a € R Hilbert uzayin-
da, E H Hilbert uzaymnda birim operatér, J* =], J? =E, A*=A€L(H), A=>0 ve
A'z2) = ja' 2 icin

l(w) =Jju' + Au (2.6.1)
formundaki birinci mertebeden lineer singiiler diferensiyel-operatdr ifadesine bakilsin. Bu
ifadenin L?(H, (a, +0)) uzayinda formal adjointi

tw)=—Jv' + Av (2.6.2)
formunda olacaktir.

Ly: Lou = l(u), u € Dy

Dy = {u(t): u(t), (a, +oo)araligi izerinde kompakt destege sahip siirekli

tirevlenebilir fonksiyonlar 6yleki l(u) € L*(H, (a, +))}
operatorii ele alinsin.

L?>(H, (a,+)) Hilbert uzayinda L{ operatdriiniin kapanmis1 (2.6.1) diferensiyel-
operator ifadesi tarafindan tiretilen minimal operator olarak adlandirilir ve L, ile gosterilir.
Benzer sekilde L2(H, (a, +)) Hilbert uzaymnda (2.6.2) diferensiyel-operator ifadesi tara-

findan iiretilen L minimal operatérii tanimlanabilir. L?(H, (a, +0)) Hilbert uzayinda L}
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(Lo) operatoriiniin adjoint operatorii (2.6.1) ((2.6.2)) tarafindan iiretilen maksimal operator
olarak adlandirilir ve L (L) ile gosterilir.

o1l

Buradan L, c L, L§ < L*, D(Lo) =\ ,(H, (a, +)), D(L) = W, (H, (a, +))

oldugu agiktir.
J = E oldugu durumda, L, minimal operatdriin L?(H, (a, +)) Hilbert uzaymda
maksimal formal normal olup hi¢gbir normal genislemesinin olmadig1 Boliim 2.1°de goste-

rilmistir.

Teorem 2.6.1: A72WL(H, (a,+)) € WE(H, (a,+)) olsun. L2(H, (a, +)) Hilbert
uzayinda L, minimal operatoriin her L,, Ly € L, € L, normal genislemesi i¢in bir M hi-
permaksimal J-neutral altuzay vardir dyle ki L, genislemesi (2.6.1) diferensiyel-operator
ifadesi ve

u(a) € M, A2u(a) € M (2.6.3)
smir sart: tarafindan iiretilir. Ustelik M altuzay1 L,, genislemesi tarafindan tek tiirlii belirle-
nir, yani L, = L.

Tersine, M hipermaksimal J-neutral keyfi altuzay olmak iizere L maksimal operato-
riin (2.6.3) smur sartlarini saglayan u(t) € W3 (H, (a, +0)) vektdr fonksiyonlarmin lineer
manifolduna kisitlamist L, minimal operatoriiniin L*(H, (a, +)) Hilbert uzaymda bir
normal genislemesidir.

Ispat: Eger L,, operatérii Ly minimal operatriin normal bir genislemesi ise,

Re(Lp) = A®E, Re(Ln):D(Ly) - L*(H, (a, +00)),

im(Ly) = E® (= ). Im(La): D(La) > L*(H, (a, +0))
operatorleri L?(H, (a, +)) uzayinda sirastyla Re(L,) ve Im(L,) operatdrlerinin self-
adjoint genislemeleridir. Im(Ly), —iJ % diferensiyel ifadesi ve M, H Hilbert uzayinda bir
hipermaksimal J-neutral altuzay olmak iizere u(a) € M sart1 tarafindan iiretilir. Ustelik bu
L, genislemesi tarafindan tek tiirliidiir, yani Im(L,) = Im(L,,) [22]. Diger taraftan, L,
genislemesi bir normal operator ise, her u € D(L,) i¢in

(Re(Lyu, Im(Ly)u) 2 = (Im(Lyp)u, Re(Ln)u) 2
esitligi saglanir. Diger bir ifadeyle, her u € D(L,) i¢in

Ju', Au) 2 + (Au, Ju')2 = 0,

yani
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(42w, a'2u) + (14" 20, 4"V 2u') = 0
esitligi dogrudur. Son esitlikten
(A 2u,A2u)!, = 0
olup
(Ju(a), Au(a))y = 0
elde edilir. Buradan her u € D(L,,) i¢in normalligin ikinci sart1 olan
(Ju(a), Au(a))y = 0
ifadesi bulunur. Diger taraftan, A operatorii H Hilbert uzayinda bir self-adjoint pozitif ope-
ratér ve A'/2 ] = ]Al/ 2 oldugundan, son sarttan
A 2u(@), A" 2ju(@))y = 0
esitligi saglanir. Bu ise A 2u(a) € M anlamina gelir. Buradan M hipermaksimal J-neutral
altuzay1 L,, genislemesi tarafindan tek tiirlii ifade edilir [22].
Aksine, L, (2.6.1) diferensiyel-operator ifadesi ve (2.6.3) sinir sart1 tarafindan tire-
tilen bir operator olsun, yani
Lyu=1(w), D(Ly) ={u € Wzl(H, (a,+00)):u(a) EM, Al/zu(a) € M},
Ly:D(Ly) © L*(H, (a, +0)) — L?(H, (a, +)).
Bu durumda L}, adjoint operatdrii igin
*1 = (ReLy + ilmLy)* = ReLy — ilmLy,
elde edilir. Buradan
Lyv=—jJv' + Av
D(Li;) = D(ReLy nimLy) = D(IimLy) = D(Ly).
Diger taraftan L,, genislemesinin normalligin diger sartim1 sagladigi kontrol edilebilir.

Boylece teorem ispatlanmis olur.

Simdi L2?(H, (a, +%)) uzayinda (2.6.1) lineer diferensiyel-operator ifadesi ve
(2.6.3) smir sart1 tarafindan {iretilen L, minimal operatoriin Ly, normal genislemesinin ay-

rik spektrumu arastirilsin.

Teorem 2.6.2: L?(H, (a, +%0)) uzayinda L, minimal operatoriin her Ly, normal genisleme-
sinin ayrik spektrumu bostur, yani

Up(LM) = @
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Ispat: L?(H, (a, +)) uzayinda Ly, normal genislemesinin ayrik spektrumu icin
Lyu=Au,A= 21, +i4; € C,u € L*(H, (a, +x)),
yani
Ju' + Au = Au, u € L*(H, (a, +))
{u(a) EM, Al/Zu(a) EM, LeC
problemine bakilsin. Buradan 4 € o,(Lj,) olup Ly u = —Ju' + Au = Au.
Bu durumda yukaridaki iki denklemden,
Ju' =iAu
{Au = A, €ER, u(@) €M, A2u(@) €M, ue L*(H, (a, +))
elde edilir. Bu son denklemlerin birincisinin genel ¢dziimii
w(t) = eMEIf fLeM

formundadir. Ayrica

+o00 T 2 +00 . 9 r(p_ il T(t—
a7 = [, le* D f| dt = [ (e EDf, e EDf) dt

+oco i1, —a)—ilA: _ + 0o
= [, (e AT MEDf Fypdt = [N fllfdt = (+)lIfillE-
Buradan u; # 0, uy € L*(H, (a, +)) olmasi igin gerek ve yeter sartin f; # 0, f; € M C
H oldugu ¢ikar. Fakat f; # 0 durumunda, u,(t) € L?(H, (a, +)). Bu ise L, operatorii

igin g, (Ly) = @ anlamina gelir.
Simdi asagidaki sonucun dogrulugu gosterilsin.

Teorem 2.6.3: L?(H, (a, +%)) Hilbert uzayinda L, minimal operatoriin her L, normal
geniglemesi i¢in

olly) cfA=2+i; €C: 0< A, < ||A]l, 4 € R}
dogrudur.
Ispat: Bu halde her u € D(Ly,) igin

2Re(Lyu,u) = (Lyu,u) + (u, Lyu) = Ju' + Au,u) + (u, Ju' + Au)

= (Ju,u') + 2(Au,u) = 2(Au,u)

elde edilir. Son esitlikten

0 < Re(Lyu,u) < ||All(u,w)

bulunur.
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Hilbert uzayinda normal operatorlerin kalan spektrumu bos oldugundan [64],
L?>(H, (a, +0)) Hilbert uzaymda L, minimal operatdriin Ly, normal genislemelerinin sii-

rekli spektrumunu bulmak yeterlidir.

Teorem 2.6.4: L?(H, (a,+)) Hilbert uzaymnda L, minimal operatdriin her L,, normal
genislemesi i¢in

o.(Ly) co(4) +iR
iligkisi dogrudur.
Ispat: Bu durumda ReL,, = %m ve ImLy, = %m self-adjoint operatorler
olmak tizere her normal operatorlerin spektrumu igin

a(Ly) € a(ReLy) + io(imLy,)
iliskisi dogrudur [2]. Simdi S:L?(H, (a,+)) - L*>(H, (a, +)), Su(t) = Au(t) self-
adjoint operatorii  disilintilsiin. Bu durumda %(LM +Ly)cS ve S operatori

L?>(H, (a, +%0)) uzayinda

ISI = IAQE| = [|All < o0
oldugundan bir smirl operatordiir. Boylece ReLy, = S elde edilir. S operatoriiniin spekt-
rumu o(A®E) oldugundan, o(ReLy) = d(AQE) = 6(A) bulunur [67]. Boylece
o.(Ly) € a(A) + iR elde edilir.

Ornek 2.6.5: Keyfi 1 € C i¢in

{v’(t, x) 4 e ¥yt x) = du(t, x),
w'(t,x) + e ¥yt x) = w(t,x)

diferensiyel denklemlerin sistemi
u(a,x) =iv(a,x), x ER
sinir sartiyla L2 (H, (a, +)), H = L*(R)®L?(R), a € R uzayinda sifirdan farkli bir (u, v)

¢dziimiine sahip degildir. Bu J: H - H, E operatdrii L? (R) uzayimnda birim operatdr,

. 0 E . . e—2|x|E 0 )
J=(p o) A:H~H, A-( N

ve
M = {(u(a x),v(a x)) € *(R)OL*(R): u(a,x) = iv(a,x)}

durumunda, Teorem 2.6.1 ve Teorem 2.6.2’nin bir sonucudur.



3. SONUCLAR

1) A= A":D(A) c H » H durumunda [(.) = i% + A simetrik diferensiyel-operator ifa-
desinin vektor—fonksiyonlarin Hilbert uzaylarinin direkt toplami
L, (H, (—oo, a))EBLz(H, (b,+00)),a < b tizerinde dogurdugu simetrik minimal operat6-
riin tiim self-adjoint genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilip ve daha sonra bu ge-
nislemelerin spektrum yapisi incelenmistir. Elde edilen sonuglar “Math. Chemistry” [72]
dergisinde yaymlanmaistir.

2) A; =A;:D(A;)) cH - H,i=12durumunda I(.) = (% + Al,%+A2) formal normal
diferensiyel-operator ifadesinin vektor—fonksiyonlarin Hilbert uzaylarmin direkt toplami
L,(H,(—,a))®L,(H, (b, +)), a < b iizerinde dogurdugu formal normal minimal ope-
ratoriin tiim normal genislemeleri sinir degerleri dilinde tanimlanmig ve daha sonra bu ge-
nislemelerin spektrum yapisi incelenmistir.

3) A;=A;:D(A) € H > H, i =12 durumunda I(.) = (i5+ Ay, —i o + A,) simetrik
diferensiyel-operator ifadesinin vektor—fonksiyonlarin Hilbert uzaylarmin direkt toplami
L, (H ,(a, +00))69L2(H, (b, +00)), a < b luzerinde dogurdugu minimal operatdriin tiim
self-adjoint genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilmis ve daha sonra bu genisleme-
lerin spektrum yapisi incelenmistir. Elde edilen sonuglar “Electronic Journal of Differential
Equations”[73] dergisinde yayinlanmaistir.

4) A = A D(A) © H > H, k= 1,2,3durumunda 1(.) = (i + Ay i o+ Ag, i+ Ay)
simetrik diferensiyel-operator ifadesinin vektor—fonksiyonlarin Hilbert uzaylarmnin direkt
toplam1  L,(H, (=, a,))®L,(H, (a,, b,))®L,(H, (a3, +»)), —co<a <a,<b,<
a; < +oo iizerinde dogurdugu simetrik minimal operatoriin tiim self-adjoint genislemeleri
sinir degerleri dilinde ifade edilmis ve bu genislemelerin spektrum yapisi arastirilmistir.

5) Ay =A4y:D(Ay) cH—-H, k=1,23durumunda I(.)= (%-l—Al,% + AZ,% +
Az)formal normal diferensiyel-operator ifadesinin vektor —fonksiyonlarin Hilbert uzaylari-
nin direkt toplami L, (H,(—,a,))®L,(H, (a,, b,))®L,(H, (as, +)), —0 < a; <
a, < b, < az <+ iizerinde dogurdugu formal normal minimal operatdriin tiim normal

genislemeleri sinir degerleri dilinde tanimlanmis ve daha sonra bu genislemelerin spektrum
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yapisi incelenmistir. Elde edilen sonuglar “Electronic Journal of Differential Equa-

tions”[74] dergisinde yaymlanmistir.

6)T=J J =] J2=E A*=A€L(H),A>0, A2] = JA"2 durumunda () =1%+
A diferensiyel-operator ifadesinin vektér —fonksiyonlarin L2 (H, (a,+00)), a € RHilbert
uzay1 lizerinde dogurdugu formal normal minimal operatdriin tiim normal genislemeleri

siir degerleri dilinde tanimlanmig ve daha sonra bu geniglemelerin spektrum yapisi ince-

lenmistir.



4. ONERILER

1) Tezde bakilan problemler birinci mertebeden quasi-diferensiyel ifade i¢in gekili uzay-
larda incelenebilir.

2) Tezin (S1-S3) kisimlarinda ifade edilen self-adjoint genislemelerin spektral fonksiyonla-
r1 ayrica bir arastirma konusu olabilir.

3) Tezde bakilan problemler alt araliklar {izerinde mertebesi degiskenlik gosteren diferen-
siyel ifadeler i¢in yeni bir inceleme konusu olabilir.

4) Tezde bakilan (N1-N3) boliimlerinde ifade edilen normal genislemelerin siirekli spekt-
rumlari i¢in daha gii¢lii sonuglarin alinmasi konusu arastirilabilir.

5) Tezde bakilan problemler sayilabilir sonsuz (ya da sonsuz) sayidaki alt araliklar icin

incelenmesi kendi basina yeni bir inceleme konusu olarak ele alinabilir.
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