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Bu tezde esas amaç sınırlı kafesler üzerinde uninormların karakterizasyonunu vermek ve bu 

karakterizasyonun bir sonucu olarak elde edilen idempotent uninormların özelliklerini incelemektir.   

Bu tez çalışması iki bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, denklik ve sıralama 

bağıntıları, kafesler, üçgensel normlar ve üçgensel konormlar üzerine genel bir literatür çalışması 

yapılarak [0,1] birim aralığı, 𝐿∗ kafesi, 𝐿𝐼 kafesi ve 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki uninormlar ile ilgili 

elde edilen bazı temel sonuçlardan bahsedildi. 

İkinci bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm inşa etmek için iki yöntem verildi ve bu yöntemlerin bir 

ürünü olarak 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı en küçük ve en büyük idempotent uninormlar elde edildi. 

İkinci kısımda, 𝐿 sınırlı kafesi, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑎 = 𝑈(0,1) ∥ 𝑒 için 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

uninormun her zaman mevcut olmadığı gösterildi. Üçüncü kısımda, [0,1] birim aralığı üzerinde 

verilen lokal internal kavramı sınırlı kafesler üzerine genişletildi ve her 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki 

idempotent uninormun lokal internal olması gerekmediği gösterilerek 𝐿 üzerindeki bir idempotent 

uninormun lokal internal olması için gerekli şart verildi. Son kısımda ise, bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerine 

bazı varsayımlar altında 𝐿 üzerinde bir azalan fonksiyon yardımıyla idempotent uninormları inşa 

etmek için bir yöntem verildi.  

 

Anahtar Kelimeler: Uninorm, İdempotent uninorm, T-norm, T-konorm, Sınırlı kafes. 
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The main aim of present thesis is to give the characterization of uninorms on bounded 

lattices and investigate the properties of idempotent uninorms that is obtained in reaction to this 

characterization. 

This thesis consists of two chapters. In the first chapter, by making a general study of 

literature about the equivalence and order relations, lattices, triangular norms and triangular 

conorms, it is mentioned some main results obtained concerning uninorms on the unit interval 

[0,1], the lattice 𝐿𝐼, the lattice 𝐿∗ and the bounded lattice 𝐿. 

The second chapter consists of four sections. In the first section, it is given two methods to 

construct a uninorm on a bounded lattice 𝐿 with the neutral element 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} and as a by-

product these methods, the smallest and the greatest idempotent uninorms on 𝐿 with the neutral 

element 𝑒 are obtained. In the second section, for the bounded lattice 𝐿, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} and 𝑎 =

𝑈(0,1) ∥ 𝑒, it is shown that there does not always exist a uninorm on 𝐿 with neutral element 𝑒. In 

the third section, it is extended locally internal concept given on unit interval [0,1] to bounded 

lattices and by showing an idempotent uninorm on every bounded lattice need not be locally 

internal, it is given a sufficient condition to an idempotent uninorm on 𝐿 be locally internal. In the 

last section, it is given a method for constructing idempotent uninorms on a bounded lattice 𝐿 by 

means of a decreasing function under some assumptions on 𝐿. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Menger’in 1942’de ‘Statistical Metrics’ [62] isimli çalışmasında ortaya koyduğu 

üçgensel norm (t-norm) kavramı, 1960’lı yılların başlarında metrik uzayda tanımlanan 

üçgen eşitsizliğini olasılıksal metrik uzaylara genelleştirmek amacıyla Schweizer ve Sklar 

tarafından birçok makalede [65-69] detaylı olarak çalışıldı. Ayrıca, t-normlar uzaydaki iki 

eleman arasındaki uzaklığın bir reel sayı yerine olasılık dağılım fonksiyonları ile ölçüldüğü 

metrik uzaylarda çalışmaya olanak sağlar. 1980’li yılların başında t-normlar fuzzy 

kümelerin mantıksal bağlacını ve noktasal arakesitini modellemek amacıyla fuzzy küme 

topluluğu üzerinde tanımlandı. 

T-normların inşası birçok yazar tarafından çeşitli şekillerde ele alındı. Klement, 

Mesiar ve Pap [44] ve Vicenik [71] monoton fonksiyonlar yardımıyla t-normların inşasını 

detaylı bir şekilde çalıştı. Marko ve Mesiar [52] sürekli Arşimedyan t-normların sonlu bir 

ailesi için bir nilpotent alt sınırın varlığını gösterdi. Kimberling [43] kesin t-normların 

inşasını ve tersinir t-norm kavramını verdi. Fakat tersinir sürekli t-normlar Fodor ve Jenei 

tarafından [34] karakterize edildi. 

Daha genel kısmi sıralı yapılar üzerindeki t-normların ele alınması 1999 yıllarda 

başladı. Drossos [26] bir t-normdan yeni bir t-norm inşa etmek için topolojik ve Boolean 

yöntemlerini içeren monodial yapılar çerçevesinde t-normları çalıştı. De Baets ve Mesiar 

[19] sınırlı kısmi sıralı kümeler üzerindeki t-normlar için temel notasyonları genelleştirerek 

çarpım kafesleri ve çarpım posetleri üzerindeki t-normları inceledi. 

Daha sonra mantık ve karar vermede t-normların matematiksel uygulamaları ile 

ilgilenilmeye başlandı. Calvo [4] aggregasyon operatörleri, yarı-aritmetik ortalama ve 

birleşmeli fonksiyonlar gibi farklı sınıflarda çalışılmasına izin veren operatörler için klasik 

dağılmalılık eşitliğinin yeni çözümlemeler ürettiğini gösterdi. Moser, Tsiporkova ve 

Klement [64] birleştirme operatörlerinin yeni sınıflarının inşa edilmesini sağlayan                

t-normların ve t-konormların yeni birleşimleri üzerine çalıştı. Birçok yazar, birleştirme 

operatörlerinin idempotent, simetri ve sıfırlayan eleman gibi birçok özellikleri üzerinde 

çalıştı. Bu kapsamda Mayor ve Calvo [61] farklı t-normlar ve t-konormlara dayalı sıralara 

göre birleştirme operatörlerinin monotonluğunu ele aldı. Bu çalışma, t-normların 
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genelleştirilmesi olan uninorm kavramında bazı bilinen fonksiyonlarla çalışılmasını 

sağladı. 

Uninorm birleştirme operatör kavramı ilk olarak Yager ve Rybalov tarafından [77] t-

norm ve t-konormların genelleştirilmesi olarak verildi. [0,1] birim aralığı üzerindeki bir 

uninorm artan, birleşmeli, değişmeli ve 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanına sahip bir fonksiyondur. 

T-normlar ve t-konormlardan farklı olarak uninormların 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanı [0,1] 

birim aralığındaki herhangi bir sayı olabilir. Bir uninorm 𝑒 = 1 ile bir t-norm ve 𝑒 = 0 ile 

bir t-konorm verir. Uninormların yapısına t-norm ve t-konormların birleşimi olması 

sebebiyle hem teorik hem uygulama açısından son yıllarda önemli ve artan bir ilgi vardır.  

Uninormlar, uzman sistemler, yapay sinir ağları, bulanık mantık, birleştirme ve bulanık 

sistem modelleri gibi birçok alanda yararlı olduğu kanıtlanmış birleştirme operatörlerinin 

özel bir halidir [35, 70, 73, 74, 76]. Ayrıca uninormlar, tıbbi teşhis ile ilgili belirli faktörleri 

birleştiren fonksiyonlar olarak MYCIN benzeri uzman sistemlerde önemli rol oynar          

[3, 37]. Bir 𝑈 uninormunun konjanktif uninorm (𝑈(0,1) = 0) veya disjanktif uninorm 

(𝑈(0,1) = 1) olması, uninormların fuzzy gerektirme fonksiyonlarının tanımında 

kullanılmasına olanak sağlar [18, 60]. 

Yager ve Rybalov’un [77] uninorm kavramını vermesinin ardından Fodor, Yager ve 

Rybalov [33] bu operatörleri detaylı bir şekilde çalıştı. Fodor, Yager ve Rybalov bu 

çalışmada, Ling tarafından [49] verilen ordinal toplamlara benzer bir yöntemle t-normlar 

ve t-konormlardan faydalanılarak uninormların inşa edilebileceğini gösterdi. Aynı 

çalışmada, sabit birim elemanlı uninormların keyfi bir sınıfı üzerinde en zayıf ve en güçlü 

uninormlar belirlendi. Ayrıca, [0,1] birim aralığı üzerindeki 𝑈 uninormu için 𝑥 → 𝑈(𝑥, 1) 

ve 𝑥 → 𝑈(𝑥, 0) (𝑥 ∈ [0,1]) fonksiyonları 𝑥 = 𝑒 noktası hariç [0,1] üzerinde sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere, uninormların 𝑈𝑚𝑖𝑛 ve 𝑈𝑚𝑎𝑥 ile gösterilen iki sınıfı tanımlandı.  

Li ve Shi [47] uninorm birleştirme operatörünün birim elemanının yalnızca 1       (t-

norm) veya 0 (t-konorm) olması durumunda uninorm birleştirme operatörünün sürekli 

olabileceğini gösterdi. Yani, sürekli bir uninorm birleştirme operatörü ya t-norm ya da       

t-konormdur. Ayrıca, t-normlar ve t-konormları kullanarak [77] de verilen uninorm 

birleştirme operatörlerinin yapılarını içeren bazı genel uninorm aggregasyon operatörlerini 

inşa etti. 

Deschrijver [22] aralık değerli fuzzy küme teorisinde ne konjanktif ne de disjanktif 

olan uninormların varlığını göstererek bu tip uninormlar üzerine çalıştı.  Aynı çalışmada, 

ne konjanktif ne de disjanktif olan uninormlara örnekler bulunmaktadır. 
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Martin, Mayor, Torrens [55] [0,1] birim aralığı üzerindeki monoton (her bir 

değişkene göre artan) ve lokal internal olan yani her bir (𝑥, 𝑦) ∈ [0,1]2 için              

𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥, 𝑦} şartını sağlayan ikili işlemler üzerinde çalıştı. Lokal internal özelliği, 

Martin ve Mayor tarafından [54] bazı ek koşullar altında çalışıldı. Lokal internal 

fonksiyonlar aynı zamanda idempotent fonksiyonlar (her 𝑥 ∈ [0,1] için 𝐹(𝑥, 𝑥) = 𝑥) 

olduklarından bu özellik oldukça önemlidir. Bu nedenle, lokal internal fonksiyonların 

çalışılması idempotent operatörlere yeni örnekler vermesi açısından önemlidir. Ayrıca 

lokal internal operatörler ile idempotent operatörler yakından ilişkilidir. Czogola ve 

Drewniak [7] birim elemanlı, birleşmeli, monoton ve idempotent operatörlerin minimum 

ve maksimum operatörlerin özel bir birleşimi olduğunu ve dolayısıyla lokal internal 

olduğunu ispatladı. De Baets [17] [0,1] birim aralığı üzerindeki idempotent uninormların 

karakterisazyonu yaptı. Bu yapılan karakterizasyonda [0,1] birim aralığı üzerindeki 

uninormların iki önemli sınıfı, bilinen tek idempotent uninormlar olan minimum operatörü 

(𝑈𝑚𝑖𝑛 sınıfı) ve maksimum operatörü (𝑈𝑚𝑎𝑥 sınıfı) ile ilgili olarak verildi. Ayrıca, [17] de 

verilen idempotent uninormların karakterizasyonu lokal internaldir. 

De Baets, Fodor, Ruiz-Aguilera ve Torrens [20] tüm diskret uninormları yani 

𝐿𝑛 = {0,1,2, … , 𝑛} sonlu sıralama ölçeği üzerinde her 𝑥 ∈ 𝐿𝑛 için 𝑈(𝑥, 𝑥) = 𝑥 şartını 

sağlayan tüm uninormları karakterize etti. 𝑒 ∈ 𝐿𝑛 birim elemanlı diskret idempotent 

uninormların sınıfı 𝑔(𝑒) = 𝑒 koşulunun sağlayan 𝑔: [0, 𝑒] → [𝑒, 𝑛] azalan fonksiyonların 

kümesi ile birebir eşlemedir öyle ki bu azalan fonksiyonların her biri 𝐿𝑛 üzerindeki 

idempotent uninormları ve tersine olarak 𝐿𝑛 üzerindeki idempotent uninormların her biri 

bu azalan fonksiyonları tek türlü olarak belirler. Bu eşleşme, 𝐿𝑛 üzerindeki tüm muhtemel 

idempotent uninormların sayısını belirlemeye olanak sağlar.  

Karaçal ve Mesiar [41] keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde t-normlar ve t-konormların 

varlığından faydalanarak 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninormun mevcut olduğunu 

gösterdi. Bunun bir sonucu olarak, 𝐿 üzerinde uninormları inşa etmek için iki yöntem 

verildi ve bu inşa yöntemleri kullanılarak, 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim 

elemanlı en küçük ve en büyük uninormlar elde edildi. Bu elde edilen uninormların birim 

elemanı 𝑒 = 1 olması durumda t-norm ve 𝑒 = 0 olması durumda t-konorm elde edilir. 

Daha sonra, Bodjanova ve Kalina [2] sınırlı kafesler üzerinde uninormları inşa etmek için 

farklı yöntemler verdi. 
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Yukarıda bahsedilen tüm çalışmaların ışığı altında, bu doktora tez çalışmasında keyfi 

bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bazı idempotent uninormların 

karakterizasyonu yapıldı. 

Birinci bölümde, kısmen sıralı kümeler, kafesler, üçgensel normlar ve üçgensel 

konormlar, [0,1] birim aralığı üzerindeki uninormlar, 𝐿∗ kafesi üzerindeki uninormlar, 𝐿𝐼 

kafesi üzerindeki uninormlar ve 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki uninormlar ile ilgili temel tanım 

ve teoremler ile bu konularda yapılan bazı çalışmalara yer verildi. Tezin ikinci bölümü dört 

kısma ayrıldı. Birinci kısımda, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde t-normların ve                  

t-konormların varlığı kullanılarak 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm inşa etmek için 

Karaçal ve Mesiar’ın [41] önerdikleri yöntemlerden farklı iki yöntem verildi. Tek 

idempotent t-normun (infimum) 𝑇∧: 𝐿
2 → 𝐿, 𝑇∧(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ve tek idempotent                 

t-konormun (supremum) 𝑆∨: 𝐿
2 → 𝐿, 𝑆∨(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 olduğu göz önüne alınarak sırasıyla 

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı 𝑈: 𝐿2 → 𝐿 konjanktif ve disjanktif idempotent uninormlar elde 

edildi. Bunun bir sonucu olarak, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı en büyük ve en küçük 

idempotent uninormlar bulundu. İkinci kısımda, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿 

birim elemanlı keyfi bir idempotent uninormun konjanktif uninorm veya disjanktif 

uninorm olması gerekmediğine dair bir örnek verildi. Ayrıca, 𝐿 sınırlı bir kafes,              

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑎 ∥ 𝑒 olmak üzere 𝑎 = 𝑈(0,1) ∈ 𝐿 elemanı için 𝐿 üzerinde 𝑒 birim 

elemanlı bir uninormun her zaman mevcut olması gerekmediği ispatlandı. Üçüncü kısımda, 

[0,1] birim aralığı üzerinde verilen lokal internal kavramı sınırlı kafesler üzerine 

genişletilerek her 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki idempotent uninormun lokal internal olması 

gerekmediği gösterildi. Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki idempotent uninormun lokal internal 

olması için gerekli şartlar verildi. Dördüncü kısımda, 𝐿 sınırlı kafesi sonlu ve her 𝑥 ∈ 𝐿 

elemanı 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ile kıyaslanabilir olmak üzere, 𝐿 üzerinde bir azalan fonksiyon 

yardımıyla 𝑒 birim elemenlı bir idempotent uninorm inşa etmek için bir yöntem verildi.  
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1.2. Denklik ve Sıralama Bağıntıları 

 

Tanım 1.1. [39]: 𝑆 bir küme ve ≤,  𝑆 üzerinde bir bağıntı olsun. ≤ bağıntsı,  

(i) her 𝑎 ∈ 𝑆 için 𝑎 ≤ 𝑎 ise yansıyandır. 

(ii) her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için 𝑎 ≤ 𝑏 iken 𝑏 ≤ 𝑎 ise simetriktir.                                                                                            

(iii) her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑏 ≤ 𝑎 iken 𝑎 = 𝑏 ise ters simetriktir.                                                           

(iv) her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 için 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑏 ≤ 𝑐 iken 𝑎 ≤ 𝑐 ise geçişkendir.                                                                  

Eğer ≤ bağıntısı yansıyan, simetrik ve geçişken ise 𝑆 üzerinde bir denklik bağıntısı 

olarak adlandırılır. Eğer ≤ bağıntısı yansıyan, ters simetrik ve geçişken ise 𝑆 üzerinde bir 

sıralama bağıntısı (veya kısmen sıralama bağıntısı) olarak adlandırılır. Üzerinde bir ≤ 

sıralama bağıntısı tanımlanan 𝑆 kümesi sıralı küme (veya kısmen sıralı küme) olarak 

adlandırılır ve (𝑆, ≤) şeklinde gösterilir.  

𝑎 ≤ 𝑏 olması durumunda ‘𝑏, a yı içerir’ denir. Eğer 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑎 ≠ 𝑏 ise, 𝑎 < 𝑏 

şeklinde gösterilir ve ‘𝑎, b de öz olarak içerilir’ denir. Ayrıca ‘𝑎 ≤ 𝑏 yanlış’ ise, 𝑎 ≰ 𝑏 

şeklinde gösterilir. 𝑎 ≰ 𝑏 ve 𝑏 ≰ 𝑎 ise, ‘𝑎, 𝑏 ile kıyaslanamaz’ olarak adlandırılır ve 𝑎 ∥ 𝑏  

şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.2. [39]: 𝐸 bağıntısı 𝑆 kümesi üzerinde bir denklik bağıntısı ve 𝑎 ∈ 𝑆 olsun. Eğer 

𝑎 𝐸 𝑏 ise, 𝑎 elemanı 𝐸 bağıntısı altında 𝑏 elemanına denktir denir. 𝑎 elemanına denk olan  

bütün elemanların kümesine 𝑎 nın denklik sınıfı denir ve 𝐸(𝑎) ile gösterilir. Yani, 

𝐸(𝑎) = {𝑏 ∈ 𝑆 ∶ 𝑏 𝐸 𝑎} dır. 𝐾, 𝑆 kümesinin bir alt kümesi olsun. Eğer keyfi bir 𝑎 ∈ 𝑆 için 

𝐾 = 𝐸(𝑎) ise, 𝐾 alt kümesi 𝑆 kümesinde 𝐸 nin bir denklik sınıfı (veya 𝐸-sınıf) olarak 

adlandırılır. 𝑆 kümesinde 𝐸 nin tüm denklik sınıflarının kümesi 𝑆 nin 𝐸 bağıntısına göre 

bölüm kümesi olarak adlandırılır ve 𝑆 ∕ 𝐸 ile gösterilir. 

Tanım 1.3. [39]: 𝐴 ve 𝐵 iki küme olsun. Eğer 𝑓: 𝐴 → 𝐵 birebir örten bir dönüşüm mevcut 

ise, 𝐴 kümesi 𝐵 kümesine eş güçlüdür denir ve 𝐴 ≃ 𝐵 ile gösterilir. Açıkça görülmektedir 

ki eş güçlülük bir denklik bağıntısıdır. Bu durum, her 𝑆 kümesi için bir kardinal sayı 

belirlememize olanak sağlar. Yani, bir 𝑆 kümesinin kardinal sayısı (veya kardinalitesi), eş 

güçlülük denklik bağıntısı altında 𝑆 nin denklik sınıfıdır. Bir 𝑆 kümesinin kardinalitesi 

𝐶𝑎𝑟𝑑(𝑆) veya |𝑆| ile gösterilir.  

Tanım 1.4. [39]: 𝑆 bir küme olsun. Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝑆 kümesi {1,2,3, … , 𝑛} kümesine 

eş güçlü ise, 𝑆 kümesi 𝑛 kardinal sayısına sahip sonlu bir küme olarak adlandırılır. Boş 

küme 0 kardinal sayısına sahip sonlu bir kümedir. Bir küme sonlu değilse sonsuz küme 
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olarak adlandırılır. Sonsuz bir kümenin kardinal sayısı sonlu ötesi bir kardinal sayı olarak 

adlandırılır. Eğer bir 𝑆 sonsuz kümesi ℕ doğal sayılar kümesine eş güçlü ise sayılabilir 

olarak adlandırılır. ℕ doğal sayılar kümesinin kardinal sayısı ℵ0 ile gösterilir.  

Tanım 1.5. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için 𝑎 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎  

ise, (𝑆, ≤)  kısmen sıralı kümesi zincir veya tam sıralı küme olarak adlandırılır. 

Örnek 1.6. [1]: ℕ doğal sayılar kümesi doğal sıralamaya göre bir tam sıralı kümedir. 

Uyarı 1.7. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme olsun.  

i) Her 𝑎 ∈ 𝑆 için 𝑥 ≤ 𝑎 şartını sağlayan 𝑥 ∈ 𝑆 elemanı mevcutsa, bu eleman tektir. 

Gerçekten, 𝑥 ve 𝑦 bu özelliği sağlayan iki eleman olmak üzere, 𝑥 ≤ 𝑦 ve 𝑦 ≤ 𝑥 dir. 𝑆 

kısmen sıralı küme olduğundan ters simetri özelliği kullanılarak 𝑥 = 𝑦 bulunur. Böyle bir 

eleman (eğer mevcutsa) 0 ile gösterilir ve 𝑆 nin en küçük elemanı denir. 

ii) Her 𝑏 ∈ 𝑆 için 𝑏 ≤ 𝑦 şartını sağlayan 𝑦 ∈ 𝑆 elemanı mevcutsa, bu eleman 1 ile 

gösterilir ve 𝑆 nin en büyük elemanı denir. Böyle bir eleman mevcutsa, tek olduğu 

kolaylıkla gösterilir. 

Eğer 0 (en küçük) ve 1 (en büyük) elemanları mevcutsa, 0 ve 1 elemanları evrensel 

sınırlar olarak adlandırılır. Çünkü her 𝑎 ∈ 𝑆 için 0 ≤ 𝑎 ≤ 1 dir. 

Teorem 1.8. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝐾, 𝑆 nin bir alt kümesi ise, (𝐾, ≤) 

kısmen sıralı bir kümedir. Özel olarak, 𝑆 bir tam sıralı küme ise, 𝐾 da tam sıralı kümedir. 

Örnek 1.9. [1]: ℝ reel sayılar kümesi bir tam sıralı küme olduğundan ℕ doğal sayılar 

kümesi, ℕ0 pozitif doğal sayılar kümesi, ℤ tam sayılar kümesi ve ℚ rasyonel sayılar 

kümesi de doğal sıralamaya göre bir tam sıralı kümedir. 

Tanım 1.10. [1]: (𝑆, ≤1) ve (𝑇,≤2) iki kısmen sıralı küme ve 𝜗: 𝑆 → 𝑇 bir dönüşüm 

olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için,  

𝑎 ≤1 𝑏 ⇒  𝜗(𝑎) ≤2 𝜗(𝑏) 

sağlanıyorsa, 𝜗 dönüşümü sıra korur dönüşüm veya izoton olarak adlandırılır.  

Tanım 1.11. [1]: (𝑆, ≤1) ve (𝑇,≤2) iki kısmen sıralı küme olsun.  Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 için,  

𝜗(𝑎) ≤2 𝜗(𝑏) ⟺ 𝑎 ≤1 𝑏  

sağlanacak şekilde birebir ve örten bir 𝜗: 𝑆 → 𝑇 dönüşümü mevcutsa, 𝑆 ve 𝑇 kısmen sıralı 

kümeleri izomorf olarak adlandırılır. 𝑆 ve 𝑇 kısmen sıralı kümeleri izomorf ise, 𝑆 ≅ 𝑇 

şeklinde gösterilir. 

(𝑆, ≤1) kısmen sıralı kümesinden kendisine tanımlanan bir izomorfi otomorfi olarak 

adlandırılır. 
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Tanım 1.12. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 olsun. Eğer  𝑥 > 𝑦 ve 𝑥 > 𝑏 >

𝑦 koşulunu sağlayan bir 𝑏 ∈ 𝑆 elemanı mevcut değilse, “𝑥, 𝑦 yi kapsar (veya örter)” denir. 

Tanım 1.13. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme olsun. 𝑆 nin elemanlarının sayısı (kardinali) 

𝑆 nin mertebesi olarak adlandırılır ve 𝑛(𝑆) ile gösterilir. 𝑆 nin elemanlarının sayısı sonlu 

olması durumunda, 𝑆 sonlu kısmen sıralı küme olarak adlandırılır.  

Kapsama bağıntısı kullanılarak herhangi bir kısmen sıralı kümenin gösterimi 

aşağıdaki şekilde verilebilir.  

(𝑆, ≤) kısmen sıralı kümesinin her bir elemanını göstermek için küçük bir daire 

çizilir. Eğer 𝑥 > 𝑦 ise, 𝑥, 𝑦 den daha büyük yere yazılır ve 𝑥, 𝑦 yi örttüğünden 𝑥 den 𝑦 ye 

düz bir doğru parçası çizilir. Bu elde edilen şekil, (𝑆, ≤) kısmen sıralı kümesinin bir Hasse 

diyagramı olarak adlandırılır.  

Eğer 𝑥 > 𝑦 ise, 𝑥 den 𝑦 ye düz bir doğru parçası çizildiğinden herhangi bir sonlu 

kısmen sıralı küme, Hasse diyagramına izomorftur. Bir (𝑆, ≤) kısmen sıralı kümesinin 

dualinin diyagramı, 𝑆 nin diyagramındaki okları ters çevirmekle bulunur. 

Tanım 1.14. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme, 𝐾 ⊆ 𝑆 ve 𝑝 ∈ 𝐾 olsun.  

i) Her 𝑘 ∈ 𝐾 için 𝑝 ≤ 𝑘 ise, bu 𝑝 elemanı 𝐾 kümesinin en küçük elemanı olarak 

adlandırılır ve EkeK şeklinde gösterilir. 

ii) Her 𝑘 ∈ 𝐾 için 𝑝 ≥ 𝑘 ise, bu 𝑝 elemanı 𝐾 kümesinin en büyük elemanı olarak 

adlandırılır ve EbeK şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.15. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme, 𝐾 ⊆ 𝑆 ve 𝑝 ∈ 𝐾 olsun. 

i) 𝑘 < 𝑝 olacak şekilde bir 𝑘 ∈ 𝐾 elemanı mevcut değilse, bu 𝑝 elemanı 𝐾 kümesinin 

minimal elemanı olarak adlandırılır. 

ii) 𝑘 > 𝑝 olacak şekilde bir 𝑘 ∈ 𝐾 elemanı mevcut değilse, bu 𝑝 elemanı 𝐾 

kümesinin maksimal elemanı olarak adlandırılır. 

En küçük eleman bir minimal eleman ve en büyük eleman bir maksimal elemandır. 

Fakat, tersinin doğru olması gerekmez.  

Tanım 1.16. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝐾 ⊆ 𝑆 olsun. 

i) 𝑝 ∈ 𝑆 ve her 𝑘 ∈ 𝐾  için 𝑘 ≤ 𝑝 ise, bu 𝑝 elemanı 𝐾 kümesinin bir üst sınırı olarak 

adlandırılır ve 𝐾 kümesinin üst sınırlarının kümesi 𝐾  ile gösterilir. Bu takdirde, 

𝐾 = {𝑝 ∈ 𝑆 | ∀𝑘 ∈ 𝐾  için   𝑘 ≤ 𝑝}  

dır. 
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ii) 𝑞 ∈ 𝑆 ve her 𝑘 ∈ 𝐾 için 𝑞 ≤ 𝑘 ise, bu 𝑞 elemanı 𝐾 kümesinin bir alt sınırı olarak 

adlandırılır ve 𝐾 kümesinin alt sınırlarının kümesi 𝐾 ile gösterilir. Bu takdirde, 

𝐾 = {𝑞 ∈ 𝑆 | ∀𝑘 ∈ 𝐾  için   𝑞 ≤ 𝑘} 

dır. 

Tanım 1.17. [1]: Bir sonlu 𝑛 zincirinin uzunluğu 𝑛 − 1 şeklinde tanımlanır. Daha genel 

olarak, bir 𝑆 kısmen sıralı kümesinin ℓ(𝑆) uzunluğu 𝑆 deki sonlu zincirlerin uzunluklarının 

en küçük üst sınırı şeklinde tanımlanır. ℓ(𝑆) uzunluğu sonlu olması durumunda, 𝑆 kısmen 

sıralı kümesi sonlu uzunluklu olarak adlandırılır. 

Tanım 1.18. [1]: (𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝐾 ⊆ 𝑆 olsun. 𝐾 kümesinin mevcutsa en 

küçük elemanı 𝐾 kümesinin supremumu (veya join) olarak adlandırılır ve 𝑠𝑢𝑝𝐾 ile 

gösterilir. Dual olarak, 𝐾 kümesinin mevcutsa en büyük elemanı 𝐾 kümesinin infimumu 

(veya meet) olarak adlandırılır ve 𝑖𝑛𝑓𝐾 ile gösterilir. Yani, 𝑠𝑢𝑝𝐾 = 𝐸𝑘𝑒𝐾  ve         

𝑖𝑛𝑓𝐾 = 𝐸𝑏𝑒𝐾 dir. 𝑠𝑢𝑝𝐾 ve 𝑖𝑛𝑓𝐾 nın (eğer mevcutsa) ters simetri özelliği yardımıyla tek 

olduğu gösterilir. 

(𝑆, ≤) kısmen sıralı bir küme ve 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 olsun. Eğer mevcutsa, 𝑝 ∨ 𝑞 ≔ sup {𝑝, 𝑞} 

ve 𝑝 ∧ 𝑞 ≔ inf {𝑝, 𝑞} ile verilir. Bazen 𝐾 = {𝑝𝜏: 𝜏 ∈ 𝑀} ⊆ 𝑆 için 𝑠𝑢𝑝𝐾 = ⋁ 𝑝𝜏𝜏∈𝑀  (eğer 

mevcutsa) ve 𝑖𝑛𝑓𝐾 = ⋀ 𝑝𝜏𝜏∈𝑀  (eğer mevcutsa) şeklinde gösterilir. 

 

1.3. Kafesler 

 

Tanım 1.19. [1]: (𝑆, ≤)  kısmen sıralı bir küme olsun. 𝑆 kısmen sıralı kümesinin herhangi 

iki elemanı bir en büyük alt sınıra ve bir en küçük üst sınıra sahip ise, 𝑆 kısmen sıralı 

kümesi bir kafes olarak adlandırılır.  

(𝐿, ≤) bir kafes olmak üzere, eğer 𝐿 nin supremumu ve infimumu mevcutsa, 

𝑠𝑢𝑝𝐿 = 1 ve 𝑖𝑛𝑓𝐿 = 0 olur. 

Tanım 1.20. [1]: (𝐿, ≤) bir kafes olsun. 𝐿 kafesi 0 (en küçük) ve 1 (en büyük) 

elemanlarına sahipse, 𝐿 kafesi sınırlı kafes olarak adlandırılır. 

Tanım 1.21. [1]: (𝐿, ≤) kısmen sıralı bir küme olsun. 𝐿 nin her 𝐾 alt kümesi için 𝑠𝑢𝑝𝐾 ve 

𝑖𝑛𝑓𝐾 mevcutsa, 𝐿 kısmen sıralı kümesi tam kafes olarak adlandırılır. Her sonlu veya sonlu 

uzunluklu kafes tam kafestir. 

Keyfi bir tam sıralı küme kafestir. Çünkü 𝑎 ∧ 𝑏, 𝑎 ve b elemanlarından küçük olanı, 

𝑎 ∨ 𝑏, 𝑎 ve 𝑏 elemanlarından büyük olanıdır. Her kafesin tam kafes olması gerekmez.       
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ℚ rasyonel sayılar kümesi kafes olmasına rağmen tam kafes değildir. ℝ reel sayılar kümesi 

kafestir. Fakat −∞ ve +∞ evrensel sınırlar olarak kabul edilmedikçe ℝ reel sayılar kümesi 

tam kafes değildir. ([0,1], ≤) tam sıralı kümesi bir tam kafes olup [0,1] aralığına birim 

aralık denir. 

Tanım 1.22. [1]: (𝐿, ≤) bir kafes ve 𝐾 ⊆ 𝐿 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 için 𝑥 ∧ 𝑦 ∈ 𝐾 ve          

 𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝐾 sağlanıyorsa, bu takdirde 𝐾 kümesi 𝐿 nin bir alt kafesi olarak adlandırılır. 

Tanım 1.23. [1]: (𝐿, ≤) bir kafes ve 𝐾, 𝐿 nin bir alt kafesi olsun. Eğer 𝐾, Şekil 1.1 de 

verilen 𝑀3 kafesine izomorf ise, 𝐾 elmas kafes olarak adlandırılır. 

 

 
 

Şekil 1.1. M3 kafesi 

 

Tanım 1.24. [1]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve 𝑥 ≤ 𝑦 için,  

[𝑥, 𝑦] = {𝑎 ∈ 𝐿 | 𝑥 ≤ 𝑎 ≤ 𝑦},  

]𝑥, 𝑦] = {𝑎 ∈ 𝐿 | 𝑥 < 𝑎 ≤ 𝑦},  

[𝑥, 𝑦[ = {𝑎 ∈ 𝐿 | 𝑥 ≤ 𝑎 < 𝑦},   

]𝑥, 𝑦[ = {𝑎 ∈ 𝐿 | 𝑥 < 𝑎 < 𝑦} 

𝐿 nin alt aralıklarıdır. 

Tanım 1.25. [1]: (𝐿, ≤) bir kafes olsun. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için, 

i) 𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐) 

ii) 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) 

denk şartlarından biri sağlanıyorsa, 𝐿 kafesi dağılmalı kafes olarak adlandırılır. 
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Tanım 1.26. [1]: (𝐿, ≤) ve (𝐾, ≤) herhangi iki kafes ve 𝜗: 𝐿 → 𝐾 bir fonksiyon olsun.   Bu 

takdirde, 

i) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝜗(𝑎 ∨ 𝑏) = 𝜗(𝑎) ∨ 𝜗(𝑏) sağlanıyorsa, 𝜗 fonksiyonu supremum 

morfizm olarak adlandırılır. 

ii) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝜗(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝜗(𝑎) ∧ 𝜗(𝑏) sağlanıyorsa, 𝜗 fonksiyonu infimum 

morfizm olarak adlandırılır. 

𝜗: 𝐿 → 𝐾 fonksiyonu hem supremum-morfizm hem de infimum-morfizm ise, 𝜗 ye 

kafes morfizmi veya kısaca morfizm denir. 

(𝐿, ≤) ve (𝐾,≤) herhangi iki kafes olmak üzere, 𝜗: 𝐿 → 𝐾 morfizmine, bijeksiyon 

olması durumunda, izomorfizm; örten olması durumunda, epimorfizm; birebir olması 

durumunda, monomorfizm; 𝐿 = 𝐾 olması durumunda, endomorfizm;  𝐿 = 𝐾 ve 

izomorfizm olması durumunda, otomorfizm denir. 

Tanım 1.27. [1]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes olsun.  Bu takdirde, 

i) 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı 𝐿\{0} kümesinin bir minimal elemanıysa, 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı bir atom olarak 

adlandırılır. 

ii) 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı 𝐿\{1} kümesinin bir maksimal elemanıysa, 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı bir koatom 

olarak adlandırılır. 

Tanım 1.28. [1]: Bir (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı kısmen sıralı kümesi ((𝐿𝑖, ≤𝑖, 0,1))𝑖 sınırlı kısmen 

sıralı kümelerin yatay toplamıdır : ⇔ 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝐿𝑖 ∩ 𝐿𝑗 = {0,1} olmak üzere 𝐿 = ⋃ 𝐿𝑖𝑖∈𝐼  

ve 𝑥 ≤ 𝑦 olması için gerek ve yeter koşul {𝑥, 𝑦} ⊆ 𝐿𝑖 ve 𝑥 ≤𝑖 𝑦 olacak şekilde en az bir 

𝑖 ∈ 𝐼 mevcut olmasıdır. 

Teorem 1.29. [1]: (𝐿, ≤ ,0,1)  bir sınırlı kafes olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

denktir: 

(i) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} ∈ {0,1, 𝑥, 𝑦} 

(ii) (𝐿, ≤ ,0,1) zincirlerin bir yatay toplamıdır. 

 

1.4. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde Üçgensel Normlar  

 

Tanım 1.30. [44]: [0,1] birim aralığı üzerindeki bir üçgensel norm (kısaca t-norm) 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 𝑇: [0,1] × [0,1] → [0,1] fonksiyonudur. 

T1. Her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇(𝑏, 𝑎)                                         (Değişme özelliği), 

T2. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için  𝑇(𝑎, 𝑇(𝑏, 𝑐)) = 𝑇(𝑇(𝑎, 𝑏), 𝑐)                  (Birleşme özelliği), 
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T3. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için  𝑏 ≤ 𝑐  ise  𝑇(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑇(𝑎, 𝑐)               (Monotonluk özelliği), 

T4. Her 𝑎 ∈ [0,1] için  𝑇(𝑎, 1) = 𝑎                       (Birim eleman veya sınır şartı özelliği). 

Örnek 1.31. [44]: Temel dört t-norm 𝑇𝑀, 𝑇𝑃, 𝑇𝐿 , 𝑇𝐷  aşağıdaki şekildedir: 

𝑇𝑀(𝑎, 𝑏) = 𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏)                                                                        (Minimum t-normu) 

𝑇𝑃(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏                                                                                         (Çarpım t-normu) 

𝑇𝐿(𝑎, 𝑏) = 𝑀𝑎𝑥(𝑎 + 𝑏 − 1,0)                                                       (Lukasiewicz t-normu) 

𝑇𝐷(𝑎, 𝑏) = {
0 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0,1[2 ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
                    (Drastik çarpım t-normu) 

Uyarı 1.32. [44]:  𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1] keyfi bir t-norm olsun. Bu takdirde, 

i) Her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑇(0, 𝑎) = 𝑇(𝑎, 0) = 0 ve 𝑇(1, 𝑎) = 𝑎 sınır koşulları sağlanır. 

ii) Bir 𝑇 t-normunun ikinci bileşene göre monotonluk özelliği, değişme özelliğiyle birlikte 

her iki bileşene göre monotonluk özelliğine eşdeğerdir. Yani, 𝑎1 ≤ 𝑎2 ve 𝑏1 ≤ 𝑏2 ise, 

𝑇(𝑎1, 𝑏1) ≤  𝑇(𝑎2, 𝑏2) olur. 

Tanım 1.33. [44]: 𝑇1 ve 𝑇2, [0,1] birim aralığı üzerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde, 

i) Her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑇1(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑇2(𝑎, 𝑏) eşitsizliği sağlanıyorsa, 𝑇1 t-normu 𝑇2              

t-normundan daha zayıf veya 𝑇2 t-normu 𝑇1 t-normundan daha güçlü olarak adlandırılır ve 

𝑇1 ≤ 𝑇2 ile gösterilir. 

ii) 𝑇1 ≤ 𝑇2 ve 𝑇1 ≠ 𝑇2 yani, en az bir (𝑎0, 𝑏0) ∈ [0,1]
2 için 𝑇1(𝑎0, 𝑏0) ≠ 𝑇2(𝑎0, 𝑏0) ise, 

𝑇1 < 𝑇2 ile gösterilir. 

Uyarı 1.34. [44]:  

i) 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1] keyfi bir t-norm olsun. 𝑇 nin monotonluk özelliği yardımıyla, her 

𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑇(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑇(𝑎, 1) = 𝑎 ve 𝑇(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑇(1, 𝑏) = 𝑏 olduğundan       

𝑇(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑇𝑀(𝑎, 𝑏) bulunur. Ayrıca 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1[ için 𝑇(𝑎, 𝑏) ≥ 0 = 𝑇𝐷(𝑎, 𝑏) elde 

edilir. Sonuç olarak, [0,1] birim aralığı üzerinde keyfi bir 𝑇 t-normu için 𝑇𝐷 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑀 

eşitsizliği bulunur. Dolayısıyla, en zayıf t-norm 𝑇𝐷 ve en güçlü t-norm 𝑇𝑀 dir. 

ii) Açıkça görülmektedir ki 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃 olduğu için dört temel t-norm arasında                   

𝑇𝐷 < 𝑇𝐿 < 𝑇𝑃 < 𝑇𝑀 ilişkisi vardır. 

Önerme 1.35. [44]: (0,1) ⊆ 𝑋 ⊆ [0,1] bir küme, ∘: 𝑋2 → 𝑋 bir ikili işlem ve                    

her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋 için, (T1), (T2), (T3) ve 𝑎 ∘ 𝑏 ≤ 𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) özelliği sağlansın. Bu takdirde,  

𝑇(𝑎, 𝑏) = {
𝑎 ∘ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ (𝑋\{1})2 ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
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şeklinde tanımlanan 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1] dönüşümü bir t-normdur. Ayrıca, T nin (𝑋\{1})2 

kümesi üzerine kısıtlanışı, ∘ işleminin (𝑋\{1})2 üzerine kısıtlanışı ile çakışan tek                      

t-normdur.  

Tanım 1.36. [44]: Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için, (T1), (T2), (T3) özellikleri ile birlikte              

𝐴(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) özelliğini sağlayan bir 𝐴: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonu bir t-altnorm 

olarak adlandırılır. 

Açıkça görülmektedir ki, her t-norm bir t-altnormdur. Fakat tersinin doğru olması 

gerekmez. Örneğin, sıfır fonksiyonu, yani 𝐴(𝑥, 𝑦) = 0 şeklinde verilen 𝐴: [0,1]2 ⟶ [0,1] 

fonksiyonu bir t-altnorm olmasına rağmen bir t-norm değildir. 

Sonuç 1.37. [44]: 𝐴: [0,1]2 ⟶ [0,1] bir t-altnorm olsun. Bu takdirde, 

𝑇(𝑎, 𝑏) = {
𝐴(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0,1[2 ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
 

şeklinde tanımlanan 𝑇: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. 

Önerme 1.38. [44]:  

i) Her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑇(𝑎, 𝑎) = 𝑎 koşulunu sağlayan tek t-norm, 𝑇𝑀 minimum t-normudur. 

ii) Her 𝑎 ∈ [0,1[ için 𝑇(𝑎, 𝑎) = 0 koşulunu sağlayan tek t-norm, 𝑇𝐷 drastik çarpım              

t-normudur. 

Uyarı 1.39. [44]:  

i) Her 𝑇 t-normu, (T2) birleşme özelliği ve indüksiyon yardımıyla aşağıdaki 𝑛-li işleme 

genişletilebilir. Yani, her (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ [0,1]
𝑛 𝑛-sıralısı için 

𝑇𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 = 𝑇(𝑇𝑖=1

𝑛−1𝑎𝑖, 𝑎𝑛)  

olur. Özel olarak 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 𝑎 alınırsa, kısaca 

𝑎𝑇
(𝑛)

= 𝑇(𝑎, 𝑎, … , 𝑎) 

yazılabilir. Bu takdirde, 𝑎𝑇
(0)
= 1 ve 𝑎𝑇

(𝑛)
= 𝑎 şeklinde tanımlanır. 

ii) [0,1] in elemanlarının her (𝑎𝑖)𝑖∈ℕ dizisi yani (𝑎𝑖)𝑖∈ℕ ∈ [0,1]
ℕ için, 

𝑇𝑖=1
∞ 𝑎𝑖 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑇𝑖=1

𝑛 𝑎𝑖                                                                       (1.1) 

şeklinde tanımlanır. 

iii) Keyfi bir 𝐼 indis kümesi ve her (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ [0,1]
𝐼 için, yani [0,1] birim aralığındaki 

elemanların her (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼  ailesi için aşağıda verilen ifade iyi tanımlıdır ve (1.1) in bir 

genelleştirmesidir. 

𝑇𝑖∈𝐼𝑎𝑖 = 𝑖𝑛𝑓{𝑇𝑗=1
𝑘 𝑎𝑗 ∶ (𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , … , 𝑎𝑖𝑘), (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 nın sonlu bir alt ailesidir} 
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Örnek 1.40. [44]: 𝑇𝑀 minimum ve 𝑇𝑃 çarpım t- normlarının n-li genişlemelerinin 

𝑇𝑀(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑖𝑛(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 

ve 

𝑇𝑃(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = ∏ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  

şeklinde olduğu açıktır. 𝑇𝐿 Lukasiewicz t-normunun ve 𝑇𝐷 drastik çarpım t-normunun n-li 

genişlemeleri 

𝑇𝐿(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑎𝑥(∑𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 − (𝑛 − 1), 0) 

ve 

𝑇𝐷(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = {
𝑎𝑖 her 𝑗 ≠ 𝑖 için 𝑎𝑗 = 1 ise,

0 aksi durumda,
 

şeklindedir. 

Aşağıdaki [0,1] birim aralığı üzerinde tanımlı dönüşümlerden görüldüğü üzere 

Tanım 1.30 deki (T1)-(T4) aksiyomları birbirinden bağımsızdır. Bu örnekteki 

fonksiyonlardan her biri (T1)-(T4) aksiyomlarından sadece birini sağlamaz. 

Örnek 1.41. [44]: 𝑖 = 1,2,3,4 için 𝐴𝑖: [0,1]
2 ⟶ [0,1] fonksiyonları sırasıyla 

𝐴1(𝑎, 𝑏) = {
0 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0,

1

2
] × [0,1[ ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda,
 

𝐴2(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) 

𝐴3(𝑎, 𝑏) = {

1

2
eğer (𝑎, 𝑏) ∈ ]0,1[2 ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda,
 

𝐴4(𝑎, 𝑏) = 0 

şeklinde tanımlansın. Açıkça her bir 𝐴𝑖: [0,1]
2 ⟶ [0,1] fonksiyonu (Ti) dışındaki (T1)-

(T4) aksiyomlarını sağlar. 

 

1.5. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde Üçgensel Konormlar  

 

Tanım 1.42. [44]: [0,1] birim aralığı üzerindeki bir üçgensel konorm (kısaca t-konorm) 

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir 𝑆: [0,1] × [0,1] ⟶ [0,1] fonksiyonudur. 

S1. Her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑆(𝑎, 𝑏) = 𝑆(𝑏, 𝑎)                                               (Değişme özelliği), 

S2. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için 𝑆(𝑎, 𝑆(𝑏, 𝑐)) = 𝑆(𝑆(𝑎, 𝑏), 𝑐)                         (Birleşme özelliği), 

S3. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için 𝑏 ≤ 𝑐  ise  𝑆(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑆(𝑎, 𝑐)                    (Monotonluk özelliği), 

S4. Her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑆(𝑎, 0) = 𝑎                            (Birim eleman veya sınır şartı özelliği). 
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Örnek 1.43. [44]: Dört temel t-konorm 𝑆𝑀, 𝑆𝑃, 𝑆𝐿 , 𝑆𝐷  aşağıdaki gibidir: 

𝑆𝑀(𝑎, 𝑏) = 𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏)                                                                      (Maksimum t-konormu). 

𝑆𝑃(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏                                                          (Olasılıksal toplam t-konormu). 

𝑆𝐿(𝑎, 𝑏) = 𝑀𝑖𝑛(𝑎 + 𝑏, 1)                                         (Lukasiewicz t-konorm, sınırlı toplam). 

𝑆𝐷(𝑎, 𝑏) = {
1 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ ]0,1]2 ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
                    (Drastik toplam t-konormu). 

Önerme 1.44. [44]: 𝑆: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonunun bir t-konorm olması için gerek ve 

yeter koşul her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 

𝑆(𝑎, 𝑏) = 1 − 𝑇(1 − 𝑎, 1 − 𝑏)  

eşitliğini sağlayan bir 𝑇 t-normunun var olmasıdır. Buradaki 𝑆 t-konormu, 𝑇 t-normunun 

dual t-konormu olarak adlandırılır. Benzer şekilde her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için, 

𝑇(𝑎, 𝑏) = 1 − 𝑆(1 − 𝑎, 1 − 𝑏)  

şeklindeki  𝑇 t-normu, 𝑆 t-konormunun dual t-normu olarak adlandırılır. 

(𝑇𝑀, 𝑆𝑀), (𝑇𝑃, 𝑆𝑃), (𝑇𝐿 , 𝑆𝐿) ve (𝑇𝐷 , 𝑆𝐷) ikişer tarzda birbirine dual t-norm ve             

t-konormlardır. 

Uyarı 1.45. [44]: 𝑆: [0,1]2 ⟶ [0,1] keyfi bir t-konorm olsun. Bu takdirde, 

i) Her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑆(1, 𝑎) = 𝑆(𝑎, 1) = 1 ve 𝑆(0, 𝑎) = 𝑎 sınır koşulları sağlanır. 

ii) 𝑇1 ve 𝑇2 t-normları için 𝑇1 ≤ 𝑇2, 𝑆1 ve 𝑆2, sırasıyla 𝑇1 , 𝑇2 ye karşılık gelen dual             

t-konormlarsa, 𝑆2 ≤ 𝑆1 dir. Sonuç olarak, her 𝑆 t-konormu için 𝑆𝑀 ≤ 𝑆 ≤ 𝑆𝐷 sağlanır. 

Buna göre, en zayıf t-konorm 𝑆𝑀 ve en güçlü t-konorm 𝑆𝐷 dir. 

Önerme 1.46. [44]: Her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑆(𝑎, 𝑎) = 𝑎 şartını sağlayan tek 𝑆 t-konormu, 𝑆𝑀 

maksimumdur. 

Uyarı 1.47. [44]: Verilen bir 𝑆 t-konormu için Uyarı 1.39 e benzer şekilde          

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ [0,1]
𝑛 n-sıralılarına, (𝑎𝑖)𝑖∈ℕ ∈ [0,1]

ℕ dizilerine ve 𝐼 keyfi küme olmak 

üzere, (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ [0,1]
𝐼 ailelerine genişletme işlemi aşağıdaki gibidir: 

𝑆𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 = 𝑆(𝑆𝑖=1

𝑛−1𝑎𝑖, 𝑎𝑛)  

𝑆𝑖=1
∞ 𝑎𝑖 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑆𝑖=1

𝑛 𝑎𝑖 

𝑆𝑖∈𝐼𝑎𝑖 = 𝑠𝑢𝑝{𝑆𝑗=1
𝑘 𝑥𝑗 ∶ (𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , … , 𝑎𝑖𝑘), (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 nın sonlu bir alt ailesidir} 
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Örnek 1.48. [44]: 𝑆𝑀 maksimum t-konormunun n-li genişlemesinin 

𝑆𝑀(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑎𝑥(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 

olduğu açıkça görülür. 𝑆𝑃 istatistiksel toplam, 𝑆𝐿 Lukasiewicz t-konorm ve 𝑆𝐷 drastik 

toplam için n-li genişlemeler aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

𝑆𝑃(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 1 − ∏ (1 − 𝑎𝑖)
𝑛
𝑖=1  

𝑆𝐿(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑖𝑛 (∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 , 1) 

𝑆𝐷(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = {
𝑎𝑖 her 𝑗 ≠ 𝑖 için 𝑎𝑗 = 0 ise,

1 aksi durumda,
 

 

1.6. Birleştirme Fonksiyonları 

 

𝑛 sıfırdan farklı bir doğal sayı ve [𝑛]: = {1,2, … , 𝑛} olsun. n-sıralıları göstermek için 

genellikle (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) yerine 𝒂 sembolü kullanılır. 

Tanım 1.49. [36]: [0,1] 𝑛 üzerinde bir birleştirme fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlayan 

bir 𝐴(𝑛): [0,1] 𝑛 → [0,1]  fonksiyonudur. 

i)  𝐴(𝑛) her bir değişkene göre azalmayandır. 

ii) 𝐴(𝑛)(0,0, … ,0) = 0 ve 𝐴(𝑛)(1,1, … ,1) = 1 sınır koşulları sağlanır. 

Birleştirme fonksiyonunun değişkenleri ortak bir 𝕀 bölgesine aittir. Burada 𝕀 bölgesi 

boştan farklı bir reel aralıktır, sınırlı bir aralıktır veya değildir. Bazı istisnai durumlar 

dışında 𝕀 aralığı ℝ̅ = [−∞,∞] genişletilmiş reel sayılar kümesinin boştan farklı bir 

aralığını göstermektedir. 

Keyfi bir 𝐾 sayılabilir kümesi için 𝐾, 𝐾 kümesi üzerindeki tüm permütasyonların 

kümesini temsil etsin. Keyfi bir 𝐴 ⊆ 𝐾 kümesi ve  ∈ 𝐾 için (𝐴) ≔ {(𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴} 

şeklinde verilsin. Keyfi bir  ∈ [𝑛] permütasyonu için 

𝕀
𝑛 ≔ {𝒂 ∈ 𝕀𝑛|𝑎(1) ≤ ⋯ ≤ 𝑎(𝑛)} 

ve verilen keyfi 𝒂 n-sıralısı ve bir  ∈ [𝑛] permütasyonu için        

[𝒂] ≔ (𝑎(1), … , 𝑎(𝑛)) olarak tanımlansın. 

Cebirde, simetri özelliği, değişme özelliği olarak da bilinir. Herhangi bir ikili 

işlemdeki değişme özelliği 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 şeklinde olup, kolay bir şekilde 𝑛 ≥ 2 için 𝑛-li 

fonksiyonlara genelleştirilir. 
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Tanım 1.50. [36]: Bir 𝐴: 𝕀𝑛 → ℝ̅ fonksiyonu verilsin. Her 𝒂 ∈ 𝕀𝑛 ve 𝜎 ∈ ℴ[𝑛] için,         

𝐹(𝒂) = 𝐹([𝒂]𝜎) sağlanıyorsa, 𝐴 fonksiyonu simetrik fonksiyon olarak adlandırılır. 

Tanım 1.51. [36]: Bir 𝐴: 𝕀𝑛 → ℝ̅ fonksiyonu verilsin. 𝑀𝑖𝑛 ≤ 𝐴 ≤ 𝑀𝑎𝑥 eşitsizliği 

sağlanıyorsa, 𝐴 fonksiyonu internal olarak adlandırılır. 

Tanım 1.52. [36]: Bir 𝐴: 𝕀𝑛 → ℝ̅ fonksiyonu, 𝑏 = 𝐹(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) şeklinde tanımlanan          

𝑛 bağımsız değişkenli bir fonksiyon olacak şekilde verilsin. Her bir 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 bir 𝑁 

sayısıyla yer değiştirdiğinde fonksiyonun değeri sabit kalıyorsa, yani, 

𝐴(𝑁,𝑁,… ,𝑁) = 𝐴(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)  

sağlanıyorsa, 𝐴 fonksiyonuna göre 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 nin ortalaması 𝑁 sayısıdır denir. 

Tanım 1.53. [36]: 𝕀𝑛 üzerinde bir n-li ortalama fonksiyonu, 𝑁: 𝕀𝑛 → 𝕀 bir internal 

birleştirme fonksiyonudur. 

Tanım 1.54. [36]: 𝐿 sınırlı bir kafes ve 𝑛 ∈ ℕ sabit olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan bir 

𝐴(𝑛): 𝐿𝑛 → 𝐿 fonksiyonuna, 𝐿 üzerinde (n-li) birleştirme fonksiyonu denir. 

i) 𝒂 ≤ 𝒃 (yani 𝑎1 ≤ 𝑏1,…, 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛) ise 𝐴(𝑛)(𝒂) ≤ 𝐴(𝑛)(𝒃)              (Monotonluk özelliği), 

ii) 𝐴(𝑛)(0,0… ,0) = 0 ve 𝐴(𝑛)(1,1…1) = 1                                                   (Sınır şartları). 

 

1.7. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde Uninormlar 

 

Tanım 1.55. [77]: [0,1] birim aralığı üzerindeki bir uninorm aşağıdaki koşulları sağlayan 

bir 𝑈: [0,1]  × [0,1]  ⟶ [0,1] fonksiyonudur. 

U1. Her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑎, 𝑏) = 𝑈(𝑏, 𝑎)                                             (Değişme özelliği), 

U2. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑐)) = 𝑈(𝑈(𝑎, 𝑏), 𝑐)                      (Birleşme özelliği), 

U3. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için 𝑏 ≤ 𝑐 ise U(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑈(𝑎, 𝑐)                    (Monotonluk özelliği), 

U4. Bir 𝑒 ∈ [0,1] elemanı her 𝑎 ∈ [0,1] için U(𝑎, 𝑒) = 𝑎 olacak şekilde mevcuttur.                                                             

(Birim eleman özelliği). 

Uninormlar, t-normlar ve t-konormların tanımında verilen aynı ilk üç özelliğe 

sahiptir. T-norm 𝑒 = 1 ile, t-konorm 𝑒 = 0 ile uninormların özel bir durumudur. 

Teorem 1.56. [77]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun. 

�̅� = 1 − 𝑎 olmak üzere,  

�̂�(𝑎, 𝑏) = 1 − 𝑈(�̅�, �̅�)  

şeklinde tanımlanan �̂�: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonu, [0,1] birim aralığı üzerinde �̅� = 1 − 𝑒 

birim elemanlı bir uninormdur. 
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Lemma 1.57. [77]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun.          

Bu takdirde, 

i) Keyfi bir 𝑎 ∈ [0,1] ve her 𝑏 ∈ ]𝑒, 1] için 𝑈(𝑎, 𝑏) ≥ 𝑎 elde edilir. 

ii) Keyfi bir 𝑎 ∈ [0,1] ve her 𝑏 ∈ [0, 𝑒[ için 𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑎 elde edilir. 

Teorem 1.58. [77]: 𝑈: [0,1]𝑛 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1]  birim elemanlı bir uninorm olsun.         

Bu takdirde,  

i) 𝑎𝑛+1 ∈ [0, 𝑒[ ise, 𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ≥ 𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1) dır. 

ii) 𝑎𝑛+1 ∈ ]𝑒, 1] ise, 𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ≤ 𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1) dır. 

Aşağıdaki teorem sınır koşulunu uninormlar için genelleştirir. 

Teorem 1.59. [77]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun.           

Bu takdirde, 

i) Her 𝑎 ∈ [0, 𝑒] için 𝑈(𝑎, 0) = 0 olur. 

ii) Her 𝑎 ∈ [𝑒, 1] için 𝑈(𝑎, 1) = 1 olur. 

Sonuç 1.60. [77]:  

(i) 𝑒 = 0 olması durumunda, her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑎, 1) = 1 olur. Bu takdirde, 𝑈 bir          

t-konormdur. 

(ii) 𝑒 = 1 olması durumunda, her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑎, 0) = 0 olur. Bu takdirde, 𝑈 bir         

t-normdur. 

Tanım 1.61. [55]: 𝐹: [0,1]2 → [0,1] bir ikili işlem olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 

𝐹(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥, 𝑦} ise, 𝐹 lokal internal ikili işlem olarak adlandırılır.  

Lemma 1.62. [55]: 𝐹: [0,1]2 → [0,1] lokal internal bir ikili işlem olsun. Her                     

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için 𝐹(𝑎, 𝐹(𝑏, 𝑐)) = 𝐹(𝐹(𝑎, 𝑏), 𝑐) olması için gerek ve yeter şart 𝐹(𝑎, 𝑏), 

𝐹(𝑎, 𝑐) ve 𝐹(𝑏, 𝑐) değerlerinden en az ikisinin aynı olmasıdır. 

Lemma 1.63. [55]: 𝐹: [0,1]2 → [0,1] lokal internal, monoton bir ikili işlem ve                   

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] öyle ki 𝐹 nin {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesine kısıtlanışı değişmeli olsun. Bu takdirde, 

𝐹(𝑎, 𝐹(𝑏, 𝑐)) = 𝐹(𝐹(𝑎, 𝑏), 𝑐) eşitliği sağlanır. 

Lemma 1.62 ve Lemma 1.63 ün bir sonucu olarak aşağıdaki önerme, lokal internal 

ve monoton ikili işlemler için değişme ve birleşme özellikleri arasındaki ilişkiyi gösterir. 

Önerme 1.64. [55]: 𝐹: [0,1]2 → [0,1] lokal internal ve monoton bir ikili işlem olsun. Eğer 

𝐹değişmeli ise birleşmelidir. 

Önerme 1.65. [55]: 𝐹: [0,1]2 → [0,1] birim elemanlı idempotent, birleşmeli ve monoton 

bir ikili işlem olsun. Bu takdirde 𝐹 lokal internaldir. 
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1.7.1. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde Uninormların Bir Ailesi 

 

Teorem 1.66. [17]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonu, 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {
𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
  

ile tanımlansın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu [0,1] birim aralığı üzerinde 𝑒 birim elemanlı 

bir uninorm olur.  

Aşağıdaki Teorem, Teorem 1.66 ye dual olarak verilebilir. 

Teorem 1.67. [17]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1] fonksiyonu 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {
𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
  

ile tanımlansın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu [0,1] birim aralığı üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

uninorm olur.  

𝑈 ve 𝑈 uninormları sırasıyla 𝑒 ≠ 1, 0 iken ne t-norm ne de t-konorm olur. 

Teorem 1.68. [77]: 𝑈: [0,1]𝑛 ⟶ [0,1] bir uninorm olsun. 𝑀𝑖𝑛(𝑎1, … , 𝑎𝑛) < 𝑒 olması 

durumunda, 𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑖𝑛(𝑎1, … , 𝑎𝑛), aksi durumda 

𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑎𝑥(𝑎1, … , 𝑎𝑛) olur. 

Bu teorem, 𝑈 uninormu için en az bir bileşen 𝑒 den küçük ise, minimum 

operatörünün kullanılacağını göstermektedir. 

 Teorem 1.69. [77]: 𝑈: [0,1]𝑛 ⟶ [0,1] bir uninorm olsun. 𝑀𝑎𝑥(𝑎1, … , 𝑎𝑛) > 𝑒 olması 

durumunda, 𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑎𝑥(𝑎1, … , 𝑎𝑛), aksi durumda 

𝑈(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = 𝑀𝑖𝑛(𝑎1, … , 𝑎𝑛) olur. 

Bu nedenle, 𝑈 uninormu için en az bir bileşenin 𝑒 den büyük olması durumunda, 

maksimum operatörü kullanılır. 

Şekil 1.2 ve Şekil 1.3, 𝑈 ve 𝑈 uninormlarının işleyişini göstermektedir. 

 

 
 

Şekil 1.2. 𝑈 fonksiyonu 
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Şekil 1.3. 𝑈 fonksiyonu 

 

 

Şekil 1.2 ve Şekil 1.3, tüm elemanlar 𝑒 birim elemanının solundaysa, 𝑀𝑖𝑛 

fonksiyonunun ve tüm elemanlar 𝑒 birim elemanının sağındaysa, 𝑀𝑎𝑥 fonksiyonunun 

kullanılacağını gösterir. Şekil 1.2’de, elemanlar 𝑒 birim elemanın her iki tarafında olması 

durumunda, 𝑈 fonksiyonunun 𝑀𝑖𝑛 fonksiyonunu ve Şekil 1.3’de, elemanlar 𝑒 birim 

elemanın her iki tarafında olması durumunda, 𝑈 fonksiyonunun 𝑀𝑎𝑥 fonksiyonunu 

gösterdiği anlaşılır.  

 

1.7.2. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde Uninormların Yapısı 

 

Tanım 1.70. [17]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1] keyfi bir uninorm olsun. 

i) 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑎, 𝑎) = 𝑎 sağlanıyorsa, 𝑎 elemanı 𝑈 uninormunun bir idempotent 

elemanı olarak adlandırılır. 

ii) Her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑎, 𝑎) = 𝑎 sağlanıyorsa, 𝑈 uninormu idempotent uninorm olarak 

adlandırılır.  

Açık olarak [0,1] birim aralığı üzerinde, 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir 𝑈 uninormu 

için 𝑈(𝑒, 𝑒) = 𝑒 olduğundan 𝑈 uninormunun birim elemanı idempotent ve tektir. 

Teorem 1.66 da verilen 𝑈 uninormu ve Teorem 1.67 de verilen 𝑈 unimormu [0,1] 

birim aralığı üzerinde 𝑒 birim elemanlı idempotent uninormlardır. 

Teorem 1.71. [17]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun. 

i) 𝑒 ∈ ]0,1] ise,  

𝑇𝑈(𝑎, 𝑏) =
𝑈(𝑒𝑎,𝑒𝑏)

𝑒
  

şeklinde tanımlanan 𝑇𝑈 fonksiyonu bir t-normdur. 

ii) 𝑒 ∈ [0,1[ ise,  

𝑆𝑈(𝑎, 𝑏) =
𝑈(𝑒+(1−𝑒)𝑎,𝑒+(1−𝑒)𝑏)−𝑒

1−𝑒
  

şeklinde tanımlanan 𝑆𝑈 fonksiyonu bir t-konormdur. 
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Bu nedenle, [0, 𝑒]2 ve [𝑒, 1]2 kareleri üzerinde 𝑒 ∈ ]0,1[ birim elemanlı bir 

uninormun yapısı t-normlar ve t-konormlarla yakından ilişkilidir. 𝑒 ∈ ]0,1[ için,  ϕ𝑒 ve ψ𝑒 

lineer dönüşümleri ϕ𝑒(𝑎) =
𝑎

𝑒
 ve ψ𝑒(𝑏) =

𝑏−𝑒

1−𝑒
 ile tanımlansın. Teorem 1.71 gözönüne 

alınırsa, 𝑒 ∈ ]0,1[ birim elemanlı bir 𝑈 uninormuna bir 𝑇 t-normu ve bir 𝑆 t-konormu 

karşılık gelir öyleki 

i) Her (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒]2 için 𝑈(𝑎, 𝑏) = ϕ𝑒
−1 (𝑇(ϕ𝑒(𝑎),ϕ𝑒(𝑏)))                                  (1.2)  

ii) Her (𝑎, 𝑏) ∈ [𝑒, 1]2 için 𝑈(𝑎, 𝑏) = ψ𝑒
−1 (𝑆(ψ𝑒(𝑎),ψ𝑒(𝑏)))                                  (1.3) 

dır. 

Örnek 1.72. [17]: 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {
0 eğer 𝑎 = 0 veya 𝑏 = 0 ise,

𝑎𝑏

(1−𝑎)(1−𝑏)+𝑎𝑏
eğer 𝑎 > 0 ve 𝑏 > 0 ise.

  

formülü 𝑒 =
1

2
 birim elemanlı bir uninorm verir. Burada, 𝑇(𝑎, 𝑏) =

𝑎𝑏

2−(𝑎+𝑏−2𝑎𝑏)
 ve 

𝑆(𝑎, 𝑏) =
𝑎+𝑏

1+𝑎𝑏
 şeklinde olur. 

Aşağıdaki lemma, [0, 𝑒] × [𝑒, 1] ve [𝑒, 1] × [0, 𝑒] bölgeleri üzerindeki 𝑈 

uninormunun tanımından elde edilir. 

Lemma 1.73. [33]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun. 

𝑎 ≤ 𝑒 ≤ 𝑏 veya 𝑎 ≥ 𝑒 ≥ 𝑏 ise, 𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) sağlanır. 

 Lemma 1.73 e göre, [0, 𝑒] × [𝑒, 1] ve [𝑒, 1] × [0, 𝑒] bölgeleri üzerinde  

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) olur. Bu eşitsizlikler kullanılarak [0,1] birim aralığı 

üzerinde keyfi bir birim elemana sahip en zayıf uninorm ve en güçlü uninorm, Şekil 1.4 ve 

Şekil 1.5 deki gibi gösterilir. 

 

 
 

Şekil 1.4. En zayıf uninorm 𝑈𝑒 
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Şekil 1.5. En güçlü uninorm  𝑈𝑒 

 

Önerme 1.74. [33]: [0,1] birim aralığı üzerindeki 𝑒 ∈ ]0,1[ birim elemanlı keyfi bir 𝑈 

uninormu için, 

𝑈𝑒(𝑎, 𝑏) = {

0 eğer  0 ≤ 𝑎, 𝑏 < 𝑒 ise,
𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer  𝑒 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 1 ise,
𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.

  

ve 

𝑈𝑒(𝑎, 𝑏) = {

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer  0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒 ise,
1 eğer  𝑒 < 𝑎, 𝑏 ≤ 1 ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.

  

olmak üzere 𝑈𝑒(𝑎, 𝑏) ≤  𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑈𝑒(𝑎, 𝑏) bulunur. 

 

1.7.3. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde Uninormların Sürekliliği 

 

Lemma 1.75. [47]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun. Bu 

takdirde, 𝑈(0,0) = 0 ve 𝑈(1,1) = 1 dir. 

[0,1] birim aralığı üzerinde keyfi bir 𝑇 t-normu için 𝑇(0,1) = 0 ve keyfi bir 𝑆          

t-konormu için 𝑆(0,1) = 1 olduğu tanımlarından açıkça görülmektedir. O halde [0,1] 

birim aralığı üzerinde keyfi bir 𝑈 uninormu için 𝑈(0,1) in alabileceği değerler 

araştırılacaktır. 

Lemma 1.76. [33]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun. Bu 

takdirde, her 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(0,1) = 𝑈(𝑈(0,1), 𝑎) olur. 

Sonuç 1.77. [33]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun.            

Bu takdirde, 𝑈(0,1) = 0 veya 𝑈(0,1) = 1 olur. 
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Sonuç 1.77 ile, 𝑈(0,1) in tanımı için iki uygun yol vardır. 𝑈(0,1) = 0 olması 

durumunda, 𝑈 uninormuna konjanktif uninorm ve 𝑈(0,1) = 1 olması durumunda, 𝑈 

uninormuna disjanktif uninorm denir. 

Önerme 1.78. [47]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm olsun.         

Bu takdirde, 

i) 𝑈(0,1) = 0 ise, keyfi bir 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(0, 𝑎) = 0 ve 𝑈(1, 𝑎) ≥ 𝑎 elde edilir. 

ii) 𝑈(0,1) = 1 ise, keyfi bir 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑈(1, 𝑎) = 1 ve 𝑈(0, 𝑎) ≤ 𝑎 elde edilir. 

Teorem 1.79. [47]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı sürekli bir uninorm ise, 

𝑒 = 0 veya 𝑒 = 1 dir. Yani, 𝑈 uninormu sürekli bir t-norm veya sürekli bir t-konormdur. 

Teorem 1.79 ile [0,1] birim aralığı üzerindeki sürekli uninormların yapıları açıktır. 

Fakat 𝑒 birim elemanı 0 veya 1 e eşit değilse, uninorm sürekli değildir. 

Keyfi bir 𝑎 ∈ [0,1] elemanı için 𝑎 → 𝑈(𝑎, 1) ve 𝑎 → 𝑈(𝑎, 0) dönüşümleri,     

[0, 𝑒] × [𝑒, 1] ve [𝑒, 1] × [0, 𝑒] dikdörtgenleri üzerinde 𝑈 uninormunun değerini 

belirlemede önemli rol oynar. 

Önerme 1.80. [33]: 𝑈: [0,1]2 ⟶ [0,1], 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanlı bir uninorm ve keyfi bir 

𝑎 ∈ [0,1] elemenı için 𝑎 → 𝑈(𝑎, 1) ve 𝑎 → 𝑈(𝑎, 0) dönüşümleri 𝑥 = 𝑒 noktası haricinde 

her noktada sürekli olsun. 

i) 𝑈(0,1) = 0 ise, her 𝑎 ∈ [0, 𝑒[ için 𝑈(𝑎, 1) = 𝑎 bulunur. 

ii) 𝑈(0,1) = 1 ise, her 𝑎 ∈ ]𝑒, 1] için 𝑈(𝑎, 0) = 𝑎 bulunur. 

Şimdi Önerme 1.80 yardımıyla uninormların genel formları gösterilsin. 

Teorem 1.81. [17]:  

i) 𝑈 nun 𝑒 ∈ ]0,1] birim elemanlı ve 𝑈(. ,1) nın [0, 𝑒[ üzerinde sürekli bir konjanktif 

uninorm olması için gerek ve yeter koşul bir 𝑇 t-normunun ve bir 𝑆 t-konormunun 

aşağıdaki eşitlik sağlanacak şekilde var olmasıdır. 

𝑈(𝑎, 𝑏) =

{
 

 ϕ𝑒
−1 (𝑇(ϕ𝑒(𝑎),ϕ𝑒(𝑏))) eğer 0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒 ise,

ψ𝑒
−1 (𝑆(ψ𝑒(𝑎),ψ𝑒(𝑏))) eğer 𝑒 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 1 ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.

                           (1.4) 

ii) 𝑈 nun 𝑒 ∈ [0,1[ birim elemanlı ve 𝑈(. ,0) nın ]𝑒, 1] üzerinde sürekli bir disjanktif 

uninorm olması için gerek ve yeter koşul bir 𝑇 t-normunun ve bir 𝑆 t-konormunun 

aşağıdaki eşitlik sağlanacak şekilde var olmasıdır. 
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𝑈(𝑎, 𝑏) =

{
 

 ϕ𝑒
−1 (𝑇(ϕ𝑒(𝑎),ϕ𝑒(𝑏))) eğer 0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒 ise,

ψ𝑒
−1 (𝑆(ψ𝑒(𝑎),ψ𝑒(𝑏))) eğer 𝑒 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 1 ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.

                         (1.5) 

 (1.4) formülü ile verilen uninormların sınıfı 𝑈𝑀𝑖𝑛 ve (1.5) formülü ile verilen 

uninormların sınıfı 𝑈𝑀𝑎𝑥 ile gösterilsin. Buna göre, 𝑈𝑀𝑖𝑛 ve 𝑈𝑀𝑎𝑥 ailelerin genel 

elemanları sırasıyla Şekil 1.6 ve Şekil 1.7 ile verilir. 

 

 
 

Şekil 1.6. 𝑈𝑀𝑖𝑛  uninormunun bir sınıfı 

 

 
 

Şekil 1.7. 𝑈𝑀𝑎𝑥 uninormunun bir sınıfı 
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1.7.4. [𝟎, 𝟏] Birim Aralığı Üzerinde İdempotent Uninormlar  

 

𝐴(𝑒) ≔ [0, 𝑒] × [𝑒, 1] ∪ [𝑒, 1] × [0, 𝑒] bölgesinde 𝑈 uninormu üzerine ek 

varsayımlar altında kesin bir formülle 𝑈 uninornunun bir gösterimi elde edilir. 

Lemma 1.82. [25]: 𝑈: [0,1]2 → [0,1] fonksiyonu, artan, 𝑒 ∈ ]0,1[ birim elemanına sahip 

ve 𝐴(𝑒) bölgesi üzerinde 𝑈(𝑎, 𝑏) ∈ {𝑎, 𝑏} ise, bu takdirde 𝑒 sabit noktalı yani 𝑔(𝑒) = 𝑒 

koşulunu sağlayan bir azalan 𝑔: [0,1] → [0,1] fonksiyonu mevcuttur öyleki 𝐴(𝑒) üzerinde 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 < 𝑔(𝑎) ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 > 𝑔(𝑎) ise,

𝑎 veya 𝑏 eğer 𝑏 = 𝑔(𝑎) ise.

                                                       (1.6) 

şeklinde verilir. 

Lemma 1.82 de açıkça görülmektedir ki 𝑈(𝑎, 𝑏) ∈ {𝑎, 𝑏} varsayımı 𝑈 uninormunun 

idempotent oluşunu garanti eder. Bununla birlikte 𝐴(𝑒) bölgesi üzerinde 𝑎 = 𝑏 alamayız. 

Şimdi tüm bölgeler üzerinde (1.6) ile verilen formül göz önüne alınsın . 

Teorem 1.83. [25]: 𝑔: [0,1] → [0,1] fonksiyonu 𝑒 ∈ ]0,1[ sabit noktalı yani 𝑔(𝑒) = 𝑒 

koşulunu sağlayan bir azalan fonksiyon olsun. Bu takdirde, [0,1] üzerinde 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 < 𝑔(𝑎) ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 > 𝑔(𝑎) ise,

𝑎 veya 𝑏 eğer 𝑏 = 𝑔(𝑎) ise.

                                    (1.8) 

şeklinde tanımlanan 𝑈: [0,1]2 → [0,1] fonksiyonunun değişmeli olması durumunda, 𝑈 

uninormdur. 

Tanım 1.84. [46]: 𝑁: [0,1] → [0,1] bir fonksiyon olsun. 𝑁 fonksiyonu, azalan, 𝑁(0) = 1 

ve 𝑁(1) = 0 koşullarını sağlıyorsa, 𝑁 fonksiyonuna negasyon denir. 

Tanım 1.85. [46]: 𝑁: [0,1] → [0,1] bir negasyon olsun. 𝑁 negasyonu involutif yani, her 

𝑎 ∈ [0,1] için 𝑁(𝑁(𝑎)) = 𝑎 ise, 𝑁 ye güçlü negasyon denir. 

Teorem 1.83 deki değişme özelliği varsayımına 𝑔 fonksiyonunun involutif özelliği 

karşılık getirilebilir. 

Teorem 1.86. [25]: 𝑁: [0,1] → [0,1] fonksiyonu 𝑒 ∈ ]0,1[ sabit noktalı yani, 𝑁(𝑒) = 𝑒 

koşulunu sağlayan bir güçlü negasyon olsun. Bu takdirde, 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {
𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 ≤ 𝑁(𝑎) ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
                                                       (1.9) 

formülü bir konjanktif sol-sürekli idempotent uninorm ve 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {
𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 < 𝑁(𝑎) ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
                                                      (1.10) 
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formülü bir disjanktif sağ-sürekli idempotent uninorm verir. 

𝑁: [0,1] → [0,1] bir negasyon olsun. (1.2), (1.3) ve (1.6) formüllerine dayalı yapılar 

genelde uninorm vermez. 

Örnek 1.87. [25]: 𝑁: [0,1] → [0,1] fonksiyonu 𝑎 ∈ [0,1] için 𝑁(𝑎) = 1 − 𝑎 şeklinde 

tanımlanan bir negasyon olsun. Bu takdirde, 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 

𝑈(𝑎, 𝑏) = {

2𝑎𝑏 eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [0,
1

2
]  ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer 𝑏 > 𝑁(𝑎) ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.

   

şeklinde tanımlanan 𝑈: [0,1]2 → [0,1] işlemi birleşmeli özelliğini sağlamaz. Gerçekten, 

𝑎 = 𝑏 =
1

4
 ve 𝑐 =

13

16
 için, 

𝑈(𝑈(𝑎, 𝑏), 𝑐) = 𝑈 (𝑈 (
1

4
,
1

4
) ,

13

16
) = 𝑈 (

1

8
,
13

16
) =

1

8
  

ve 

𝑈(𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑐)) = 𝑈 (
1

4
, 𝑈 (

1

4
,
13

16
)) = 𝑈 (

1

4
,
13

16
) =

13

16
  

elde edilir. O halde, her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ [0,1] için 𝑈(𝑈(𝑎, 𝑏), 𝑐) = 𝑈(𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑐)) eşitliği 

sağlanmaz. 

Teorem 1.88. [25]: 𝑁: [0,1] → [0,1] güçlü bir negasyon olsun. 

        𝑈(𝑎, 𝑏) =

{
 

 
𝑇∗(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 𝑒] ise,

𝑆∗(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [𝑒, 1] ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎 < 𝑒 < 𝑏 ≤ 𝑁(𝑎) veya 𝑏 ≤ 𝑁(𝑎) < 𝑒 < 𝑎 ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎 < 𝑒 < 𝑁(𝑎) < 𝑏 veya 𝑁(𝑎) < 𝑏 < 𝑒 < 𝑎 ise,

  (1.11) 

formülünün bir uninorm vermesi için gerek ve yeter koşul 𝑇∗ = 𝑀𝑖𝑛 ve  𝑆∗ = 𝑀𝑎𝑥 

olmasıdır (yani (1.11) ile verilen formül (1.9) ile verilen formüle indirgenir). 

𝑁(0) = 1 olduğu için (1.11) formülü ile 𝑈(0,1) = 0 bulunur. Bu nedenle Teorem 

1.88 da verilen uninorm konjanktifdir. Benzer sonuçlar, disjanktif uninormlar için de elde 

edilir. 

Teorem  1.89. [25]: 𝑁: [0,1] →  [0,1] güçlü bir negasyon olsun. 

𝑈(𝑎, 𝑏) =

{
 

 
𝑇∗(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [0, 𝑒] ise,

𝑆∗(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [𝑒, 1] ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎 < 𝑒 < 𝑏 < 𝑁(𝑎) veya 𝑏 < 𝑁(𝑎) < 𝑒 < 𝑎 ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎 < 𝑒 < 𝑁(𝑎) ≤ 𝑏 veya 𝑁(𝑎) ≤ 𝑏 < 𝑒 < 𝑎 ise,

  (1.12) 

formülünün bir uninorm vermesi için gerek ve yeter koşul 𝑇∗ = 𝑀𝑖𝑛 ve 𝑆∗ = 𝑀𝑎𝑥 

olmasıdır (yani (1.12) ile verilen formül (1.10) ile verilen formüle indirgenir).  
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1.8. 𝑳∗ Kafesi Üzerinde Uninormlar 

 

𝐿∗ = {(𝑎1, 𝑎2) | (𝑎1, 𝑎2) ∈ [0,1]
2 ve 𝑎1 + 𝑎2 ≤ 1} 

şeklinde tanımlanan 𝐿∗ kümesi, her (𝑎1, 𝑎2), (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝐿
∗ için, 

(𝑎1, 𝑎2) ≤𝐿∗ (𝑏1, 𝑏2) ⇔ 𝑎1 ≤ 𝑏1 ve 𝑎2  ≥ 𝑏2 

şeklinde verilen sıraya göre bir tam kafestir. [21] 

Boştan farklı bir 𝐴 ⊆ 𝐿∗ kümesinin supremumu ve infimumu aşağıdaki şekilde 

tanımlanır. 

𝑠𝑢𝑝𝐴 = (𝑠𝑢𝑝{𝑎1| 𝑎1 ∈ [0,1] ve (∃𝑎2 ∈ [0,1 − 𝑎1])((𝑎1, 𝑎2 ) ∈ 𝐴)}, 

               𝑖𝑛𝑓{𝑎2 | 𝑎2 ∈ [0,1] ve (∃𝑎1 ∈ [0,1 − 𝑎2])((𝑎1, 𝑎2 ) ∈ 𝐴)}) 

𝑖𝑛𝑓𝐴 = (𝑖𝑛𝑓{𝑎1 | 𝑎1 ∈ [0,1] ve (∃𝑎2 ∈ [0,1 − 𝑎1])((𝑎1, 𝑎2 ) ∈ 𝐴)}, 

               𝑠𝑢𝑝{𝑎2 | 𝑎2 ∈ [0,1] ve (∃𝑎1 ∈ [0,1 − 𝑎2])((𝑎1, 𝑎2 ) ∈ 𝐴)}) 

(𝐿∗, ≤𝐿∗) kafesinin sınır elemanları 0𝐿∗ = (0,1) ve 1𝐿∗ = (1,0) dır. Eğer                

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝐿
∗ için (𝑎1 < 𝑏1 ve 𝑎2 < 𝑏2) veya (𝑎1 > 𝑏1 ve 𝑎2 > 𝑏2) ise,  

𝑎 ve 𝑏 elemanları  ≤𝐿∗ bağıntısına göre kıyaslanamaz elemanlar olarak adlandırılır ve 

𝑎 ∥𝐿∗ 𝑏 ile gösterilir. 

Şekil 1.8, 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐿
∗ elemanlarının kümesini gösterir. Eğer 𝑎 ∈ 𝐿∗ ise, 𝑎1 ve 

𝑎2 nin sırasıyla 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2) ikilisinin ilk ve ikinci bileşenlerini gösterdiği kabul edilir. 

 

        
 

Şekil 1.8. 𝐿∗ kümesinin grafiksel gösterimi 

 

(𝐿∗, ≤𝐿∗) kafesi üzerinde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ elemanları için infimum operatörü ∧ ve supremum 

operatörü ∨, 

𝑎 ∧ 𝑏 = (𝑀𝑖𝑛(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑎𝑥(𝑎2, 𝑏2)) 
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𝑎 ∨ 𝑏 = (𝑀𝑎𝑥(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2)) 

şeklinde tanımlanır. 

𝐿∗ üzerinde her (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐿
∗ için, birinci projeksiyon dönüşümü 𝑝𝑟1,                        

𝑝𝑟1(𝑎1, 𝑎2) = 𝑎1 ve ikinci projeksiyon dönüşümü 𝑝𝑟2, 𝑝𝑟2(𝑎1, 𝑎2) = 𝑎2 olarak tanımlanır. 

Her (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐿
∗ için 𝒩𝑠: 𝐿

∗ × 𝐿∗ → 𝐿∗ dönüşümü 𝒩𝑠(𝑎1, 𝑎2) = (𝑎2, 𝑎1) ile tanımlanır. 

Tanım 1.90. [21]: 𝒯: (𝐿∗)2 → 𝐿∗ dönüşümü artan, değişmeli, birleşmeli ve her 𝑎 ∈ 𝐿∗ için 

𝒯(1𝐿∗ , 𝑎) = 𝑎 sınır şartını sağlıyorsa, 𝐿∗ üzerinde bir t-norm olarak adlandırılır.     

𝒮: (𝐿∗)2 → 𝐿∗ dönüşümü, artan, değişmeli, birleşmeli ve her 𝑎 ∈ 𝐿∗ için 𝒮(0𝐿∗ , 𝑎) = 𝑎 ise, 

𝐿∗ üzerinde bir t-konorm olarak adlandırılır.  

𝐿∗ üzerinde bazı t-norm ve t-konorm örnekleri aşağıdaki şekildedir. 

𝑖𝑛𝑓(𝑎, 𝑏) = (𝑀𝑖𝑛(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑎𝑥(𝑎2, 𝑏2)) 

𝑠𝑢𝑝(𝑎, 𝑏) = (𝑀𝑎𝑥(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2))  

𝒯(𝑎, 𝑏) = (𝑀𝑎𝑥(0, 𝑎1 + 𝑏1 − 1),𝑀𝑖𝑛(1, 𝑎2 + 𝑏2))  

𝒯(𝑎, 𝑏) = (𝑎1𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎2𝑏2) 

Tanım 1.91. [21]: 𝒯, 𝐿∗ üzerinde bir t-norm olsun. Eğer her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için, 

𝒯(𝑎, 𝑏) = (𝑇(𝑎1, 𝑏1), 𝑆(𝑎2, 𝑏2)) 

sağlanacak şekilde [0,1] üzerinde bir 𝑇 t-normu ve bir 𝑆 t-konormu varsa, 𝒯 t-normu 𝐿∗ 

üzerinde temsil edilebilir t-norm olarak adlandırılır. 

Tanım 1.92. [21]: 𝒮, 𝐿∗ üzerinde bir t-konorm olsun. Eğer her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için, 

𝒮(𝑎, 𝑏) = (𝑆(𝑎1, 𝑏1), 𝑇(𝑎2, 𝑏2)) 

sağlanacak şekilde [0,1] üzerinde bir 𝑇 t-normu ve bir 𝑆 t-konormu varsa, 𝒮 t-konormu 𝐿∗ 

üzerinde temsil edilebilir t-konorm olarak adlandırılır. 

𝐿∗ üzerinde tüm t-normlar temsil edilebilir değildir. Örneğin, 𝐿∗ üzerinde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için, 

𝒯𝑤(𝑎, 𝑏) = (𝑀𝑎𝑥(0, 𝑎1 + 𝑏1 − 1),𝑀𝑖𝑛(1, 𝑎2 + 1 − 𝑏1, 𝑏2 + 1 − 𝑎1))  

ile verilen  𝒯𝑤 t-normu temsil edilebilir değildir. 

Tanım 1.93. [21]: 𝒰: (𝐿∗)2 → 𝐿∗ dönüşümü artan, birleşmeli, değişmeli ve her 𝑎 ∈ 𝐿∗ 

için 𝒰(𝑒, 𝑎) = 𝑎 olacak şekilde en az bir 𝑒 ∈ 𝐿∗ elemanı mevcutsa, 𝒰 dönüşümü 𝐿∗ 

üzerinde bir uninorm olarak adlandırılır. 

𝐿∗ üzerinde bir 𝒰 uninormu için 𝒰(𝑒, 𝑎) = 𝑎 şartını sağlayan 𝑒 ∈ 𝐿∗ elemanı bir 

tektir ve bu 𝑒 ∈ 𝐿∗ elemanı 𝒰 uninormunun birim elemanı olarak adlandırılır. Eğer 𝑒 = 0𝐿∗ 

ise, 𝐿∗ üzerinde bir t-konorm ve eğer 𝑒 = 1𝐿∗ ise, 𝐿∗ üzerinde bir t-norm elde edilir. Bu 

nedenle, bundan sonra 𝑒 ∈ 𝐿∗\{0𝐿∗ , 1𝐿∗} olduğu kabul edilecektir. 
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[0,1] üzerindeki uninormlar için geçerli olan Teorem 1.71 in benzeri, 𝐿∗ üzerindeki 

uninormlar için verilebilir. Bunun için, 𝐿∗ üzerinde 

 𝐸 = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐿∗ ve 𝑎 ≤𝐿∗ 𝑒} 

 𝐸′ = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐿∗ ve 𝑎 ≥𝐿∗ 𝑒} 

 𝐷 = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐿∗ ve 𝑎1 + 𝑎2 = 1} 

kümeleri tanımlanır. 

Teorem 1.94. [21]:  𝑒 ∈ 𝐿∗\{0𝐿∗ , 1𝐿∗} olsun. Eğer 𝑒 ∉ 𝐷 ise, Φ𝑒
−1 artan olacak şekilde 𝐿∗ 

dan 𝐸 ye bir artan bijeksiyon Φ𝑒 ve Ψ𝑒
−1 artan olacak şekilde 𝐿∗ dan 𝐸′ ye bir artan 

bijeksiyon Ψ𝑒 yoktur. 

Lemma 1.95. [21]: 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿∗ , 1𝐿∗} olsun. Bu takdirde 𝑎 ∈ 𝐿∗ için, 

Φ𝑒(𝑎) = (𝑒1𝑎1, 1 − 𝑒1(1 − 𝑎2)) 

ile tanımlanan Φ𝑒: 𝐿
∗ → 𝐿∗ dönüşümü Φ𝑒

−1 artan olacak şekilde 𝐿∗ dan 𝐸 ye artan bir 

bijeksiyondur. 

Φ𝑒: 𝐿
∗ → 𝐿∗  dönüşümünün tersi 𝑎 ∈ 𝐸 için, 

Φ𝑒
−1(𝑎) = (

𝑎1
𝑒1
, 1 −

1 − 𝑎2
𝑒1

) 

ile verilir. 

Lemma 1.96. [21]: 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿∗ , 1𝐿∗} olsun. Bu takdirde 𝑎 ∈ 𝐿∗ için, 

Ψ𝑒(𝑎) = (𝑒1 + 𝑎1 − 𝑒1𝑎1, (1 − 𝑒1)𝑎2) 

ile tanımlanan Ψ𝑒: 𝐿
∗ → 𝐿∗ dönüşümü Ψ𝑒

−1 artan olacak şekilde 𝐿∗ dan 𝐸′ ye artan bir 

bijeksiyondur. 

Ψ𝑒: 𝐿
∗ → 𝐿∗  dönüşümünün tersi 𝑎 ∈ 𝐸′ için, 

Ψ𝑒
−1(𝑎) = (

𝑎1 − 𝑒1
1 − 𝑒1

,
𝑎2

1 − 𝑒1
) 

ile verilir. 

Aşağıdaki teorem, Lemma 1.95 ve Lemma 1.96 kullanılarak elde edilir. 

Teorem 1.97. [21]: 𝒰, 𝐿∗ üzerinde 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿∗ , 1𝐿∗} birim elemanlı bir uninorm olsun.         

Bu takdirde, 

i) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için  

𝒯𝒰(𝑎, 𝑏) = Φ𝑒
−1 (𝒰(Φ𝑒(𝑎),Φ𝑒(𝑏))) 

ile tanımlanan 𝒯𝒰: 𝐿
∗ × 𝐿∗ → 𝐿∗ dönüşümü 𝐿∗ üzerinde bir t-normdur. 
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ii) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için  

𝒮𝒰(𝑎, 𝑏) = Ψ𝑒
−1 (𝒰(Ψ𝑒(𝑎),Ψ𝑒(𝑏))) 

ile tanımlanan 𝒮𝒰: 𝐿
∗ × 𝐿∗ → 𝐿∗ dönüşümü 𝐿∗ üzerinde bir t-konormdur. 

Bu nedenle 𝐿∗ üzerindeki bir uninormun yapısı 𝐿∗ üzerindeki t-normlar ve                 

t-konormlar ile yakından ilgilidir. Yani 𝐿∗ üzerinde 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿∗ , 1𝐿∗} birim elemanlı keyfi 

bir 𝒰 uninormu için 𝐿∗ üzerinde uygun bir 𝒯𝒰 t-normu ve 𝒮𝒰 t-konormu vardır öyleki 

i) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸2 için,  𝒰(𝑎, 𝑏) = Φ𝑒 (𝒯𝒰 (Φ𝑒
−1(𝑎),Φ𝑒

−1(𝑏)))  dır.              

ii) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸′
2
 için,  𝒰(𝑎, 𝑏) = Ψ𝑒 (𝒮𝒰 (Ψ𝑒

−1(𝑎),Ψ𝑒
−1(𝑏))) dır. 

 𝐿∗ üzerinde keyfi bir 𝒰 uninormu için 𝒰 artan olduğundan 𝒰(0𝐿∗ , 0𝐿∗) = 0𝐿∗ ve 

𝒰(1𝐿∗ , 1𝐿∗) = 1𝐿∗ dır. Şimdi 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) ın alabileceği değerler incelensin. 𝐿∗ üzerinde 

keyfi bir 𝒯 t-normu ve 𝒮 t-konormu için 𝒯(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 0𝐿∗ ve 𝒮(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 1𝐿∗ dir. 

Lemma 1.98. [21]: 𝒰, 𝐿∗ üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿∗ \{0𝐿∗ , 1𝐿∗} birim elemanlı bir uninorm olsun.         

Bu takdirde, her 𝑎 ∈ 𝐿∗ için 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 𝒰(𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗), 𝑎) elde edilir. 

Sonuç 1.99. [21]: 𝒰, 𝐿∗ üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿∗ \{0𝐿∗ , 1𝐿∗} birim elemanlı bir uninorm olsun.           

Bu takdirde, 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 0𝐿∗ veya 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 1𝐿∗ veya 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) ∥𝐿∗ 𝑒 dır. 

Eğer 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 0𝐿∗ ise, 𝒰 uninormu 𝐿∗ üzerinde konjanktif uninorm ve eğer 

𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = 1𝐿∗ ise, 𝒰 uninormu 𝐿∗ üzerinde disjanktif uninorm olarak adlandırılır. 

𝐿∗ üzerinde ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninorm olan uninorm örnekleri 

verilebilir.  

Örnek 1.100. [21]: 𝑈𝑒1 : [0,1] × [0,1] → [0,1] üzerinde  

𝑈𝑒1(𝑎1, 𝑏1) = {
𝑚𝑎𝑥(𝑎1, 𝑏1) 𝑎1 ≥ 𝑒1 ve 𝑏1 ≥ 𝑒1,
𝑚𝑖𝑛(𝑎1, 𝑏1) aksi durumda.

 

şeklinde tanımlanan 𝑒1 ∈ ]0,1[ birim elemanlı bir uninorm olmak üzere, 𝐿∗ üzerinde 

𝒰(𝑎, 𝑏) = (𝑈𝑒1(𝑎1, 𝑏1), 𝑈1−𝑒1(𝑎2, 𝑏2)) 

şeklinde tanımlanan 𝒰: 𝐿∗ × 𝐿∗ → 𝐿∗ fonksiyonunu göz önüne alınsın. 

Eğer 𝑎1 ≥ 𝑒1 ve 𝑏1 ≥ 𝑒1 ise, 𝑎2 ≤ 1 − 𝑎1 ≤ 1 − 𝑒1 ve 𝑏2 ≤ 1 − 𝑏1 ≤ 1 − 𝑒1 olur.  

Eğer 𝑎2 = 𝑏2 = 1 − 𝑒1 ise, 𝑎 = 𝑏 = 𝑒 = (𝑒1, 1 − 𝑒1) ve 𝒰(𝑎, 𝑏) = 𝑒 ∈ 𝐿∗ elde edilir.                   

Eğer 𝑎2 < 1 − 𝑒1 veya  𝑏2 < 1 − 𝑒1 ise,  

𝑈𝑒1(𝑎1, 𝑏1) + 𝑈1−𝑒1(𝑎2, 𝑏2) = 𝑚𝑎𝑥(𝑎1, 𝑏1) + 𝑚𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2) 

                                        = 𝑚𝑎𝑥(𝑎1 +𝑚𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2), 𝑏1 +𝑚𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2)) 

                                                           ≤ 𝑚𝑎𝑥(𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2)  ≤ 1 

bulunur. Buna göre, 𝒰(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐿∗ dır. 
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Eğer 𝑎1 < 𝑒1 veya 𝑏1 < 𝑒1 ise, 

𝑈𝑒1(𝑎1, 𝑏1) + 𝑈1−𝑒1(𝑎2, 𝑏2) ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑎1, 𝑏1) + 𝑚𝑎𝑥(𝑎2, 𝑏2) ≤ 1 

elde edilir. Böylece tüm durumlar için 𝒰(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐿∗ olur. Açık olarak, 𝒰, 𝐿∗ üzerinde 

𝑒 = (𝑒1, 1 − 𝑒1) birim elemanlı bir uninormdur. Bu nedenle 𝒰(0𝐿∗ , 1𝐿∗) = (0,0) olup 𝒰 

uninormu ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninormdur. 

Tanım 1.101. [21]: 𝒰, 𝐿∗ üzerinde bir uninorm olsun. Eğer  

𝒰(𝑎, 𝑏) = (𝑈1(𝑎, 𝑏), 𝑈2(𝑎, 𝑏))  

sağlanacak şekilde [0,1] üzerinde 𝑈1 ve 𝑈2 uninormları var ise, 𝒰 uninormu 𝐿∗ üzerinde   

temsil edilebilir uninorm olarak adlandırılır. Bu durum 𝒰 = (𝑈1, 𝑈2) ile gösterilir. 

𝒰 iyi tanımlıdır ancak ve ancak her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için 𝑈1(𝑎1, 𝑏1) + 𝑈2(𝑎2, 𝑏2) ≤ 1 dir. 

𝑈2 artan olduğundan her 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için eğer 𝑈1(𝑎1, 𝑏1) ≤ 1 − 𝑈2(1 − 𝑎1, 1 − 𝑏1) ise   

𝑈2
∗, 𝒩𝑠 ye göre 𝑈2 nin dual uninormunu göstermek üzere yani 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için        

𝑈2
∗(𝑎1, 𝑏1) = 1 − 𝑈2(1 − 𝑎1, 1 − 𝑏1) olmak üzere 𝑈1 ≤ 𝑈2

∗ dır. 

 Açık olarak 𝒰 değişmeli, birleşmeli ve artandır ancak ve ancak 𝑈1 ve 𝑈2 bu 

özellikleri sağlar. Ayrıca 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2) ∈ 𝐿
∗ elemanı 𝒰 uninormunun birim elamanıdır 

ancak ve ancak 𝑒1 ∈ [0,1], 𝑈1 uninormunun ve 𝑒2 ∈ [0,1], 𝑈2 uninormunun birim 

elemanıdır. 

𝐿∗ üzerinde bütün uninormlar temsil edilebilir uninorm değildir. 

Örnek 1.102. [21]: 𝑈, [0,1] üzerinde 𝑒1 ∈ ]0,1[ birim elemanlı bir uninorm olsun. Bu 

takdirde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için 

𝒰(𝑎, 𝑏) = (𝑀𝑖𝑛(𝑈(𝑎1, 1 − 𝑏2), 𝑈(𝑏1, 1 − 𝑎2)), 1 − 𝑈(1 − 𝑎2, 1 − 𝑏2)) 

ile tanımlanan 𝒰: (𝐿∗)2 → 𝐿∗ dönüşümü 𝐿∗ üzerinde 𝑒 = (𝑒1, 1 − 𝑒1) birim elemanlı bir 

uninormdur fakat t-representable uninorm değildir. 

  

1.9. 𝑳𝑰 Kafesi Üzerinde Uninormlar 

 

𝐿𝐼 = {[𝑎1, 𝑎2] | (𝑎1, 𝑎2) ∈ [0,1]
2 ve 𝑎1 ≤ 𝑎2} 

şeklinde tanımlanan 𝐿𝐼 kümesi, her [𝑎1, 𝑎2], [𝑏1, 𝑏2] ∈ 𝐿
𝐼 için, 

[𝑎1, 𝑎2] ≤𝐿𝐼 [𝑏1, 𝑏2] ⇔ 𝑎1 ≤ 𝑏1 ve 𝑎2  ≤ 𝑏2 

ile verilen sıraya göre bir tam kafestir. [22] 

 (𝐿𝐼 , ≤𝐿𝐼) kafesi üzerinde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿𝐼 elemanları için infimum operatörü ∧ ve 

supremum operatörü ∨, 
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𝑎 ∧ 𝑏 = [𝑀𝑖𝑛(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2)] 

𝑎 ∨ 𝑏 = [𝑀𝑎𝑥(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑎𝑥(𝑎2, 𝑏2)] 

şeklinde tanımlanır. (𝐿𝐼 , ≤𝐿𝐼) kafesinin sınır elemanları 1𝐿𝐼 = [1,1] ve 0𝐿𝐼 = [0,0] dır. 

 

 
 

Şekil 1.9. 𝐿𝐼 kafesi 

 

Tanım 1.103. [22]: 𝒯: (𝐿𝐼)2 → 𝐿𝐼 dönüşümü artan, değişmeli, birleşmeli ve her 𝑎 ∈ 𝐿𝐼 için 

𝒯(1𝐿𝐼 , 𝑎) = 𝑎 sınır şartını sağlıyorsa, 𝐿𝐼 üzerinde bir t-norm olarak adlandırılır.    

𝒮: (𝐿𝐼)2 → 𝐿𝐼 dönüşümü, artan, değişmeli, birleşmeli ve her 𝑎 ∈ 𝐿𝐼 için 𝒮(0𝐿𝐼 , 𝑎) = 𝑎 ise, 

𝐿𝐼 üzerinde bir t-konorm olarak adlandırılır.  

𝐿𝐼 üzerinde bazı t-norm ve t-konorm örnekleri aşağıdaki şekildedir. 

𝑖𝑛𝑓(𝑎, 𝑏) = [𝑀𝑖𝑛(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑖𝑛(𝑎2, 𝑏2)] 

𝑠𝑢𝑝(𝑎, 𝑏) = [𝑀𝑎𝑥(𝑎1, 𝑏1),𝑀𝑎𝑥(𝑎2, 𝑏2)] 

𝒯(𝑎, 𝑏) = [𝑀𝑎𝑥(0, 𝑎1 + 𝑏1 − 1),𝑀𝑖𝑛(0, 𝑎1 + 𝑏2 − 1, 𝑎2 + 𝑏1 − 1)]  

Tanım 1.104. [22]: 𝒰: (𝐿𝐼 )2 → 𝐿𝐼 dönüşümü artan, birleşmeli, değişmeli ve her 𝑎 ∈ 𝐿𝐼 

için 𝒰(𝑒, 𝑎) = 𝑎 olacak şekilde en az bir 𝑒 ∈ 𝐿𝐼 elemanı mevcutsa, 𝒰, 𝐿𝐼 üzerinde bir 

uninorm olarak adlandırılır. 

𝐿𝐼 üzerinde bir 𝒰 uninormu için 𝒰(𝑒, 𝑎) = 𝑎 şartını sağlayan 𝑒 ∈ 𝐿𝐼 elemanı bir 

tektir ve bu 𝑒 ∈ 𝐿𝐼 elemanı 𝒰 uninormunun birim elemanı olarak adlandırılır. Eğer 𝑒 = 0𝐿𝐼  

ise, 𝐿𝐼 üzerinde bir t-konorm ve eğer 𝑒 = 1𝐿𝐼  ise, 𝐿𝐼  üzerinde bir t-norm elde edilir. Bu 

nedenle, bundan sonra 𝑒 ∈ 𝐿𝐼\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼 } olduğu kabul edilecektir. 

[0,1] üzerindeki uninormlar için geçerli olan Teorem 1.71 nin benzeri, 𝐿𝐼 üzerindeki 

uninormlar için verilebilir. Bunun için, 𝐿𝐼 üzerinde aşağıdaki kümeler tanımlansın. 



32 

 

     

 𝐸𝑒 = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐿
𝐼 ve 𝑎 ≤𝐿𝐼 𝑒} 

 𝐸𝑒
′ = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐿𝐼  ve 𝑎 ≥𝐿𝐼 𝑒} 

 𝐷 = {[𝑎, 𝑎] | 𝑎 ∈ [0,1]} 

 

 
 

Şekil 1.10. 𝐸𝑒 ve  𝐸𝑒
′ kümeleri 

 

Teorem 1.105. [22]: 𝑒 ∈ 𝐿𝐼\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} olsun. Eğer 𝑒 ∉ 𝐷 ise, Φ𝑒
−1 artan olacak şekilde      

𝐿𝐼 dan 𝐸𝑒 ye bir artan bijeksiyon Φ𝑒 ve Ψ𝑒
−1 artan olacak şekilde 𝐿𝐼 dan  𝐸𝑒

′ ye bir artan 

bijeksiyon Ψ𝑒 yoktur. 

Lemma 1.106. [22]: 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} olsun. Bu takdirde 𝑎 ∈ 𝐿∗ için, 

Φ𝑒(𝑎) = [𝑒1𝑎1, 𝑒1𝑎2] 

ile tanımlanan Φ𝑒: 𝐿
𝐼 → 𝐿𝐼 dönüşümü Φ𝑒

−1 artan olacak şekilde 𝐿𝐼 den 𝐸𝑒 ye artan bir 

bijeksiyondur. 

Φ𝑒: 𝐿
𝐼 → 𝐿𝐼  dönüşümünün tersi 𝑎 ∈ 𝐸𝑒 için, 

Φ𝑒
−1(𝑎) = [

𝑎1
𝑒1
,
𝑎2
𝑒1
] 

ile verilir. 

Lemma 1.107. [22]: 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} olsun. Bu takdirde 𝑎 ∈ 𝐿𝐼 için, 

Ψ𝑒(𝑎) = [𝑒1 + 𝑎1 − 𝑒1𝑎1, 𝑒1 + (1 − 𝑒1)𝑎2] 

ile tanımlanan Ψ𝑒: 𝐿
𝐼 → 𝐿𝐼 dönüşümü Ψ𝑒

−1 artan olacak şekilde 𝐿𝐼 dan 𝐸𝑒
′ ye artan bir 

bijeksiyondur. 

Ψ𝑒: 𝐿
𝐼 → 𝐿𝐼  dönüşümünün tersi 𝑎 ∈  𝐸𝑒

′ için, 

Ψ𝑒
−1(𝑎) = [

𝑎1 − 𝑒1
1 − 𝑒1

,
𝑎2 − 𝑒1
1 − 𝑒1

] 

ile verilir. 
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 Aşağıdaki teorem, Lemma 1.106 ve Lemma 1.107 kullanılarak elde edilir. 

Teorem 1.108. [22]: 𝒰, 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} birim elemanlı bir uninorm olsun.         

Bu takdirde, 

i) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿𝐼 için,  

𝒯𝒰(𝑎, 𝑏) = Φ𝑒
−1 (𝒰(Φ𝑒(𝑎),Φ𝑒(𝑏))) 

ile tanımlanan 𝒯𝒰: 𝐿
𝐼 × 𝐿𝐼 → 𝐿𝐼 dönüşümü 𝐿𝐼 üzerinde bir t-normdur. 

ii) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿𝐼 için,  

𝒮𝒰(𝑎, 𝑏) = Ψ𝑒
−1 (𝒰(Ψ𝑒(𝑎),Ψ𝑒(𝑏))) 

ile tanımlanan 𝒮𝒰: 𝐿
𝐼 × 𝐿𝐼 → 𝐿𝐼 dönüşümü 𝐿𝐼 üzerinde bir t-konormdur. 

 Bu nedenle 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir uninormun yapısı 𝐿𝐼 üzerindeki            

t-normlar ve t-konormlar ile yakından ilgilidir. Yani 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐷\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} birim 

elemanlı keyfi bir 𝒰 uninormu için 𝐿𝐼 üzerinde uygun bir 𝒯𝒰 t-normu ve 𝒮𝒰 t-konormu 

vardır öyleki 

i) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸𝑒
2 için,  𝒰(𝑎, 𝑏) = Φ𝑒 (𝒯𝒰 (Φ𝑒

−1(𝑎),Φ𝑒
−1(𝑏))) dır.            

ii) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸′
2
 için,  𝒰(𝑎, 𝑏) = Ψ𝑒 (𝒮𝒰 (Ψ𝑒

−1(𝑎),Ψ𝑒
−1(𝑏))) dır. 

Lemma 1.109. [22]: 𝒰, 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿𝐼\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} birim elemanlı bir uninorm olsun. Bu 

takdirde, 𝑎 ≤ 𝑒 ≤ 𝑏 olacak şekildeki her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿𝐼 için 𝑎 ≤ 𝒰(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑏 elde edilir. 

Lemma 1.110. [22]: 𝒰, 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿𝐼\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} birim elemanlı bir uninorm olsun. Bu 

takdirde, 𝑎 ≤ 𝑒 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑒 ≤ 𝑎 olacak şekildeki her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿𝐼 için            

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) ≤ 𝒰(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) elde edilir. 

Lemma 1.111. [22]: 𝒰, 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿𝐼\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} birim elemanlı bir uninorm olsun.         

Bu takdirde, her 𝑎 ∈ 𝐿𝐼 için 𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) = 𝒰(𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼), 𝑎) elde edilir. 

Lemma 1.112. [22]: 𝒰, 𝐿𝐼 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿𝐼\{0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼} birim elemanlı bir uninorm olsun.           

Bu takdirde, 𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) = 0𝐿𝐼 veya 𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) = 1𝐿𝐼 veya 𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) ∥𝐿𝐼 𝑒 dır. 

Eğer 𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) = 0𝐿𝐼 ise, 𝒰 uninormu 𝐿𝐼 üzerinde konjanktif uninorm ve eğer 

𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) = 1𝐿𝐼 ise, 𝒰 uninormu 𝐿𝐼 üzerinde disjanktif uninorm olarak adlandırılır. 

𝐿𝐼 üzerinde ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninorm olan uninorm örnekleri 

verilebilir.  
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Örnek 1.113. [22]: 𝑈1 ve 𝑈2, [0,1] üzerinde  

𝑈1(𝑎, 𝑏) = {
𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [0.1,1] ise,

𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
  

ve 

𝑈2(𝑎, 𝑏) = {
𝑀𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) eğer 𝑎, 𝑏 ∈ [0,0.1] ise,

𝑀𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) aksi durumda.
  

şeklinde verilen iki uninorm olsun. Bu takdirde, 

𝒰(𝑎, 𝑏) = [𝑈1(𝑎1, 𝑏1), 𝑈2(𝑎2, 𝑏2)] 

ile tanımlanan 𝒰: 𝐿𝐼 × 𝐿𝐼 → 𝐿𝐼 uninormu için 

 𝒰(0𝐿𝐼 , 1𝐿𝐼) = [𝑈1(0,1), 𝑈2(0,1)] = [0,1] 

olduğundan 𝒰 uninormu 𝐿𝐼 üzerinde ne disjanktif uninorm ne de konjanktif uninormdur. 

 

1.10. 𝑳 Sınırlı Kafesi Üzerinde Uninormlar 

 

Tanım 1.114 [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑒 ∈ 𝐿 olsun. Aşağıda verilen koşulları 

sağlayan 𝑈: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonu, 𝐿 üzerinde bir uninorm olarak adlandırılır. 

U1. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝑎, 𝑏) = 𝑈(𝑏, 𝑎)                                                   (Değişme özelliği), 

U2. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑐)) = 𝑈(𝑈(𝑎, 𝑏), 𝑐)                           (Birleşme özelliği), 

U3. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑏 ≤ 𝑐 ise, U(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑈(𝑎, 𝑐)                         (Monotonluk özelliği), 

U4. Bir 𝑒 ∈ 𝐿 elemanı her 𝑎 ∈ 𝐿 için U(𝑎, 𝑒) = 𝑎 olacak şekilde mevcuttur.                                                                            

(Birim eleman özelliği). 

𝒰(𝑒), bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı tüm uninormların kümesini 

göstersin. 

Tanım 1.115 [14]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑈: 𝐿2 → 𝐿 bir fonksiyon olsun. 𝑠 ∈  𝐿 

elemanı, her 𝑎 ∈  𝐿 için 𝑈(𝑠, 𝑎)  =  𝑈(𝑎, 𝑠)  =  𝑠 eşitliğini sağlıyorsa, 𝑠 ∈  𝐿 elemanına 𝑈 

fonksiyonunun sıfır elemanı veya sıfırlayanı denir. 

Tanım 1.116. [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes olsun. 𝑇: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonu değişmeli, 

birleşmeli, her iki değişkene göre artan ve 1 birim elemanına sahip ise, 𝑇 fonksiyonu 𝐿 

üzerinde bir üçgensel norm (kısaca t-norm) olarak adlandırılır. 

Tanım 1.117. [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes olsun. 𝑆: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonu değişmeli, 

birleşmeli, her iki değişkene göre artan ve 0 birim elemanına sahip ise, 𝑆 fonksiyonu 𝐿 

üzerinde bir üçgensel konorm (kısaca t-konorm) olarak adlandırılır. 
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Önerme 1.118. [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim 

elemanlı bir uninorm olsun. Bu takdirde, aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

i) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴(𝑒) için 𝑎 ∧ 𝑏 ≤ 𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑎 ∨ 𝑏,  

ii) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐿 × [0, 𝑒] için 𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑎, 

iii) Her (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒] × 𝐿 için 𝑈(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑏, 

iv) Her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐿 × [𝑒, 1] için 𝑎 ≤ 𝑈(𝑎, 𝑏), 

v) Her (𝑎, 𝑏) ∈ [𝑒, 1] × 𝐿 için 𝑏 ≤ 𝑈(𝑎, 𝑏). 

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿 ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir uninorm 

olsun. 𝑈 ↓ [0, 𝑒], 𝑈 uninormunun [0, 𝑒] üzerine kısıtlanışını ve 𝑈 ↓ [𝑒, 1], 𝑈 uninormunun 

[𝑒, 1] üzerine kısıtlanışını göstersin. 

Önerme 1.119. [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿 ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı 

bir uninorm olsun. Bu takdirde, 

i) 𝑇∗ = 𝑈 ↓ [0, 𝑒]: [0, 𝑒]2 → [0, 𝑒] bir t-normdur. 

ii) 𝑆∗ = 𝑈 ↓ [𝑒, 1]: [𝑒, 1]2 → [𝑒, 1] bir t-konormdur. 

Teorem 1.120. [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} olsun. 𝑇𝑒, [0, 𝑒] üzerinde 

bir t-norm ve 𝑆𝑒, [𝑒, 1] üzerinde bir t-konorm olmak üzere, aşağıdaki şekilde tanımlanan 

𝑈𝑡: 𝐿
2 → 𝐿 ve 𝑈𝑠: 𝐿

2 → 𝐿 fonksiyonları 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı uninormlardır. 

𝑈𝑡(𝑎, 𝑏) =

{
 
 

 
 
𝑇𝑒(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

𝑎 ∨ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒] × ]𝑒, 1] ∪ ]𝑒, 1] × [0, 𝑒] ise,

𝑏 eğer 𝑎 ∈ [0, 𝑒], 𝑏 ∥ 𝑒 ise,

𝑎 eğer 𝑏 ∈ [0, 𝑒], 𝑎 ∥ 𝑒 ise,
1 aksi durumda.

  

𝑈𝑠(𝑎, 𝑏) =

{
 
 

 
 
𝑆𝑒(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

𝑎 ∧ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒] × ]𝑒, 1] ∪ ]𝑒, 1] × [0, 𝑒] ise,

𝑏 eğer 𝑎 ∈ [𝑒, 1], 𝑏 ∥ 𝑒 ise,

𝑎 eğer 𝑏 ∈ [𝑒, 1], 𝑎 ∥ 𝑒 ise,
0 aksi durumda.

 

Uyarı 1.121. [41]: Teorem 1.120 da verilen 𝑈𝑡: 𝐿
2 → 𝐿 ve 𝑈𝑠: 𝐿

2 → 𝐿 uninormları 

𝑈𝑡(𝑎, 𝑏) = {

𝑇𝑒(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

𝑏 eğer 𝑎 ∈ [0, 𝑒], 𝑏 ∉ [0, 𝑒] ise,

𝑎 eğer 𝑎 ∉ [0, 𝑒], 𝑏 ∈ [0, 𝑒] ise,
1 aksi durumda.

  

ve 

𝑈𝑠(𝑎, 𝑏) = {

𝑆𝑒(𝑎, 𝑏) eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

𝑏 eğer 𝑎 ∈ [𝑒, 1], 𝑏 ∉ [𝑒, 1] ise,

𝑎 eğer 𝑎 ∉ [𝑒, 1], 𝑏 ∈ [𝑒, 1] ise,
0 aksi durumda.

  

eşitlikleriyle de verilebilir. 
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Sonuç 1.122. [41]: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} olsun. Teorem 1.120 de 

verilen [0, 𝑒] üzerindeki 𝑇𝑒 t-normu yerine en büyük t-norm 𝑇∧ (infimum) ve [𝑒, 1] 

üzerindeki 𝑆𝑒 t-konormu yerine en küçük t-konorm 𝑆∨ (supremum) alınırsa, bu takdirde 

𝑈𝑡∧(𝑎, 𝑏) =

{
 
 

 
 
𝑎 ∧ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

𝑎 ∨ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒] × ]𝑒, 1] ∪ ]𝑒, 1] × [0, 𝑒] ise,

𝑏 eğer 𝑎 ∈ [0, 𝑒], 𝑏 ∥ 𝑒 ise,

𝑎 eğer 𝑏 ∈ [0, 𝑒], 𝑎 ∥ 𝑒 ise,
1 aksi durumda.

  

ve 

𝑈𝑠∨(𝑎, 𝑏) =

{
 
 

 
 
𝑎 ∨ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

𝑎 ∧ 𝑏 eğer (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 𝑒] × ]𝑒, 1] ∪ ]𝑒, 1] × [0, 𝑒] ise,

𝑏 eğer 𝑎 ∈ [𝑒, 1], 𝑏 ∥ 𝑒 ise,

𝑎 eğer 𝑏 ∈ [𝑒, 1], 𝑎 ∥ 𝑒 ise,
0 aksi durumda.

  

şeklinde bulunan 𝐿 üzerindeki 𝑒 birim elemanlı 𝑈𝑡∧ uninormu en büyük uninorm ve 𝑈𝑠∨ 

uninormu en küçük uninormdur. 

Keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninormun yapısı 

aşağıdaki şekilde verilir. 

 

 
 

Şekil 1.11. 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki uninormların yapısı 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR  

  

2.1. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel Normlar ve Üçgensel Konormlar 

Yardımıyla Bazı İdempotent Uninormların Karakterizasyonu 

 

Tanım 2.1: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

uninorm olsun.  

i) Eğer 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝑥, 𝑥) = 𝑥 eşitliği sağlanıyorsa, 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑈 uninormunun 

idempotent elemanı olarak adlandırılır. 

ii) Eğer her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝑥, 𝑥) = 𝑥 eşitliği sağlanıyorsa, 𝑈 uninormu idempotent uninorm 

olarak adlandırılır. 

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑐 ∈ 𝐿 olsun. 𝐼𝑐 ∶= {𝑥 ∈ 𝐿 | 𝑥 ∥ 𝑐},                              

𝐿𝑐 ∶= {𝑥 ∈ 𝐿 | 𝑥 ≤ 𝑐 veya 𝑐 ≤ 𝑥} ve 𝐴(𝑐) ∶= [0, 𝑐] × [𝑐, 1] ∪ [𝑐, 1] × [0, 𝑐] ile 

tanımlansın. 

Önerme 2.2: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı 

bir idempotent uninorm olsun. Bu takdirde, 

i)  Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 dir. 

ii) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 dir. 

İspat:  

i) (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 olsun. Önerme 1.119 i) ye göre 𝑈 ↓ [0, 𝑒]: [0, 𝑒]2 → [0, 𝑒] bir t-normdur. 

[0, 𝑒] aralığı üzerindeki tek idempotent t-norm 𝑇∧(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 şeklinde tanımlanan 

infimum t-normu olduğundan her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 elde edilir. 

ii) (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 olsun. Önerme 1.119 ii) ye göre 𝑈 ↓ [𝑒, 1]: [𝑒, 1]2 → [𝑒, 1] bir                    

t-konormdur. [𝑒, 1] aralığı üzerindeki tek idempotent t-konorm 𝑆∨(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 şeklinde 

tanımlanan supremum t-konormu olduğundan her (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 

elde edilir. 

Tanım 2.3: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

uninorm olsun. Bu takdirde, 

i) Eğer 𝑈(0,1) = 0 ise, 𝑈 uninormu konjanktif uninorm olarak adlandırılır. 

ii) Eğer 𝑈(0,1) = 1 ise, 𝑈 uninormu disjanktif uninorm olarak adlandırılır. 
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Önerme 2.4: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı 

bir idempotent uninorm olsun. Bu takdirde aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

i) Her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 dir. 

ii) Her (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 dir. 

iii) Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2\([0, 𝑒]2 ∪ [𝑒, 1]2) için 𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∨ 𝑦 dir. 

İspat: i) 𝑈 uninormunun monoton özelliği ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanının 𝑈 uninormunun 

birim elemanı olduğu göz önüne alınarak, her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 

ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 olup 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 eşitsizliği bulunur. 

ii) 𝑈 uninormunun monoton özelliği ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanının 𝑈 uninormunun birim 

elemanı olduğu göz önüne alınarak, her (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 ve 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 olup 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 eşitsizliği bulunur. 

iii) 𝑈 uninormunun monoton özelliği ve idempotent olduğu göz önüne alınarak, her        

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2\([0, 𝑒]2 ∪ [𝑒, 1]2) için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦 , 𝑥 ∨ 𝑦 ) = 𝑥 ∨ 𝑦 ve           

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 eşitsizlikleri sağlanır. Buradan, her                      

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2\([0, 𝑒]2 ∪ [𝑒, 1]2) için 𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir. 

Aşağıdaki teorem, sınırlı kafesler üzerindeki uninormlar için Karaçal ve Mesiar’ın 

Teorem 1.120 da önerdikleri inşa yönetiminden farklı bir yöntem vermektedir. Aşağıda 

verilen inşa yönteminde, 𝐿 sınırlı kafesi yerine [0,1] klasik reel birim aralığı düşünülürse, 

bu yöntem [33, 77] da önerilen inşa yöntemine indirgenmektedir. Fakat, genel bir 𝐿 sınırlı 

kafesi ele alındığında, aşağıda önerilen 𝐿 üzerinde uninorm inşa etme yöntemi yeni bir 

yöntem olarak ortaya çıkmaktadır.  

Teorem 2.5: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} olsun. Eğer 𝑇𝑒, [0, 𝑒] üzerinde bir 

t-norm ve 𝑆𝑒, [𝑒, 1] üzerinde bir t-konorm ise, bu takdirde aşağıdaki şekilde tanımlanan 

𝑈𝑡: 𝐿
2 → 𝐿 ve 𝑈𝑠: 𝐿

2 → 𝐿 fonksiyonları 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı uninormlardır. 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) =

{
 

 
𝑇𝑒(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

𝑦 eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒], 𝑦 ∥ 𝑒 ise,

𝑥 eğer 𝑦 ∈ [0, 𝑒], 𝑥 ∥ 𝑒 ise,
𝑥 ∨ 𝑦 aksi durumda.

  

𝑈𝑠(𝑥, 𝑦) =

{
 

 
𝑆𝑒(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

𝑦 eğer 𝑥 ∈ [𝑒, 1], 𝑦 ∥ 𝑒 ise,

𝑥 eğer 𝑦 ∈ [𝑒, 1], 𝑥 ∥ 𝑒 ise,
𝑥 ∧ 𝑦 aksi durumda.
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İspat: Yalnızca 𝑈𝑡 fonksiyonunun 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde uninorm olduğu ispatlanacaktır. 

Benzer şekilde, 𝑈𝑠 fonksiyonunun 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde uninorm olduğu gösterilebilir. 

i) Değişme özelliği: Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) olduğu gösterilecektir. İspat 

mümkün olan tüm durumlara ayrılacaktır.  

1. 𝑥 ≤ 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

1.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑒(𝑦, 𝑥) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) elde edilir. 

1.2. Eğer 𝑦 > 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) bulunur. 

1.3. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑦 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) elde edilir. 

2. 𝑥 > 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

2.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑥 = 𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) bulunur. 

2.2. Eğer 𝑦 > 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) elde edilir. 

2.3. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) olur. 

3. 𝑥 ∥ 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

3.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) elde edilir. 

3.2. Eğer 𝑦 > 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) bulunur. 

3.3. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ise, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑥) elde edilir. 

ii) Birleşme Özelliği: Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) olduğu 

gösterilecektir. 𝑥, 𝑦, 𝑧 ve 𝑒 elemanları arasındaki ilişki gözönüne alınarak ispat mümkün 

olan tüm durumlara ayrılacaktır.  

1. 𝑥 ≤ 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

1.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑇𝑒(𝑦, 𝑧)) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑇𝑒(𝑦, 𝑧)) = 𝑇𝑒(𝑇𝑒(𝑥, 𝑦), 𝑧).  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑇𝑒(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇𝑒(𝑇𝑒(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.2. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑇𝑒(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑧. 

1.3. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑇𝑒(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑧. 

1.4. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑦. 

1.5. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 
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𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

1.6. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

1.7. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑦. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) = 𝑦. 

1.8. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

1.9. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ∨ 𝑧. 

2. 𝑥 > 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

2.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑇𝑒(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∨ 𝑇𝑒(𝑦, 𝑧) = 𝑥. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑥. 

2.2. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

2.3. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

2.4. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦.  

2.5. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

2.6. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 
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𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧. 

2.7. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦.  

2.8. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

2.9. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧. 

3. 𝑥 ∥ 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

3.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑇𝑒(𝑦, 𝑧)) = 𝑥.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥.  

3.2. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

3.3. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧.  

3.4. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦.   

3.5. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧. 

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

3.6. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

3.7. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 
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𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦.   

3.8. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

3.9. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧)) = 𝑈𝑡(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

𝑈𝑡(𝑈𝑡(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.  

iii) Monoton özelliği: Eğer 𝑥 ≤ 𝑦 ise, her 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧) olduğu 

gösterilecektir. İspat, tüm muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑥 ≤ 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

1.1. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇𝑒(𝑦, 𝑧) = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.2. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑧 = 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.3. Eğer 𝑦 ≤ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.4. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.5. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.6. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.7. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.8. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

1.9. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  
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2. 𝑥 > 𝑒 olduğu kabul edilsin.  

2.1. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise,   

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 = 𝑥 ≤ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

2.2. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise,   

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

2.3. Eğer  𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise,   

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

3. 𝑥 ∥ 𝑒 olduğu kabul edilsin. 

3.1. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ≤ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

3.2. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

3.3. Eğer 𝑦 > 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

3.4. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ≤ 𝑦 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

3.5. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 > 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

3.6. Eğer 𝑦 ∥ 𝑒 ve 𝑧 ∥ 𝑒 ise, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑈𝑡(𝑦, 𝑧).  

iv) Birim eleman: Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑈𝑡(𝑥, 𝑒) = 𝑥 olduğu gösterilmelidir. İspat mümkün olan 

tüm durumlara ayrılacaktır.  

1. 𝑥 ≤ 𝑒 olduğu kabul edilirse, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑒) = 𝑇𝑒(𝑥, 𝑒) = 𝑥 elde edilir. 

2. 𝑥 > 𝑒 olduğu kabul edilirse, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑒) = 𝑥 ∨ 𝑒 = 𝑥 bulunur. 

3. 𝑥 ∥ 𝑒 olduğu kabul edilirse, 𝑈𝑡(𝑥, 𝑒) = 𝑥 elde edilir. 

Böylece 𝑈𝑡 fonksiyonunun 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı bir uninorm 

olduğu gösterilmiş oldu.  

Uyarı 2.6: i) Keyfi bir sınırlı kafes üzerindeki uninormların varlığı ilk olarak [41] de 

gösterildi. Teorem 1.120 de verilen 𝑈𝑠 konjanktif uninormu, idempotent uninorm değildir 

ve (𝐿\[𝑒, 1])2 bölgesi üzerinde Teorem 2.5 de verilen 𝑈𝑠 uninormundan farklıdır.             

(𝐿\[𝑒, 1])2 bölgesi üzerinde Teorem 1.110 da verilen 𝑈𝑠 uninormu 0 değerini alırken, 

Teorem 2.5 de verilen 𝑈𝑠 uninormu 𝑥 ∧ 𝑦 değerini alır. Benzer şekilde, Teorem 1.120 de 
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verilen 𝑈𝑡 disjanktif uninormu idempotent uninorm değildir ve (𝐿\[0, 𝑒])2 bölgesi 

üzerinde Teorem 2.5 de verilen 𝑈𝑡 uninormundan farklıdır. (𝐿\[0, 𝑒])2 bölgesi üzerinde 

Teorem 1.120 de verilen 𝑈𝑡 uninormu 1 değerini alırken, Teorem 2.5 de verilen 𝑈𝑡 

uninormu 𝑥 ∨ 𝑦 değerini alır. 

ii) Teorem 2.5 de verilen 𝑈𝑡: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 ve 𝑈𝑠: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿  uninormları, 

 Φ(𝑥) = {
0 eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ise,
𝑥 aksi durumda.

 

ve 

η(𝑥) = {
1 eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ise,
𝑥 aksi durumda.

 

ile tanımlı Φ: 𝐿 → 𝐿 ve η: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonları göz önününe alınarak, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = {
𝑇𝑒(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

Φ(𝑥) ∨ Φ(𝑦) aksi durumda.
   

ve 

 𝑈𝑠(𝑥, 𝑦) = {
𝑆𝑒(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

η(𝑥) ∧ η(𝑦) aksi durumda.
 

şeklinde de tanımlanabilir. 

iii) Teorem 2.5 de verilen inşa yöntemleri, bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde keyfi bir               

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı için idempotent uninormların varlığını göstermektedir. Ayrıca, bu 

inşa yöntemleri ile keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde en büyük ve en küçük idempotent 

uninormlar elde edilmektedir. 

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes olsun. 𝒰, 𝐿 üzerindeki tüm uninormların kümesini 

göstermek üzere, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒰 için, 

𝑈 ≤ 𝑉 ⇔ Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑉(𝑥, 𝑦)  

şeklinde tanımlanan sıra ile 𝒰 kümesi ele alınsın. Buna göre, 𝒰 kümesi en küçük elemanı 

𝑇𝑤: 𝐿
2 → 𝐿, 𝑇𝑤(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 ∧ 𝑦 eğer 1 ∈ {𝑥, 𝑦} ise,
0 aksi durumda.

  

ve en büyük elemanı 

𝑆𝑤: 𝐿
2 → 𝐿, 𝑆𝑤(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 ∨ 𝑦 eğer 0 ∈ {𝑥, 𝑦} ise,
1 aksi durumda.

  

olan bir kısmen sıralı kümedir. 

Benzer şekilde 𝒰(𝑒) kümesi de bir kısmen sıralı kümedir. 

Sonuç 2.7: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} olsun. Eğer Teorem 2.5 de [0, 𝑒] 

üzerinde 𝑇𝑒 t-normu yerine 𝑇∧ (infimum) en büyük t-normu ve [𝑒, 1] üzerinde 𝑆𝑒                 

t-konormu yerine 𝑆∨ (supremum) en küçük t-konormu alınırsa, bu takdirde 
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𝑈𝑡∧(𝑥, 𝑦) =

{
 

 
𝑥 ∧ 𝑦 eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise,

𝑦 eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒], 𝑦 ∥ 𝑒 ise,

𝑥 eğer 𝑦 ∈ [0, 𝑒], 𝑥 ∥ 𝑒 ise,
𝑥 ∨ 𝑦 aksi durumda.

  

𝑈𝑠∨(𝑥, 𝑦) =

{
 

 
𝑥 ∨ 𝑦 eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise,

𝑦 eğer 𝑥 ∈ [𝑒, 1], 𝑦 ∥ 𝑒 ise,

𝑥 eğer 𝑦 ∈ [𝑒, 1], 𝑥 ∥ 𝑒 ise,
𝑥 ∧ 𝑦 aksi durumda.

  

şeklinde bulunan 𝑈𝑡∧ ve 𝑈𝑠∨ uninormları sırasıyla 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı en büyük ve 

en küçük idempotent uninormlar olur. 

İspat: Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑈𝑡∧(𝑥, 𝑥) = 𝑥 ve 𝑈𝑠∨(𝑥, 𝑥) = 𝑥 olduğundan 𝑈𝑡∧ ve 𝑈𝑠∨ uninormları 𝐿 

üzerinde idempotent uninormlardır.  

İlk olarak, 𝑈𝑡∧ idempotent uninormunun 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde en büyük idempotent 

uninorm olduğu gösterilsin. Keyfi 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) idempotent uninormu seçilsin. 

i) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise, Önerme 2.4 i) ye göre 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑈𝑡∧(𝑥, 𝑦) bulunur. 

ii) Eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ve  𝑦 ∥ 𝑒  ise, Önerme 1.118 iii) kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑦 = 𝑈𝑡∧(𝑥, 𝑦) 

sağlanır. 

iii) Eğer 𝑦 ∈ [0, 𝑒] ve  𝑥 ∥ 𝑒 ise, Önerme 1.118 ii) kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 = 𝑈𝑡∧(𝑥, 𝑦) 

bulunur. 

iv) Aksi durumda, Önerme 2.4 iii) den 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑈𝑡∧(𝑥, 𝑦) olur. 

Buna göre, 𝑈𝑡∧ idempotent uninormu 𝐿 üzerinde en büyük idempotent uninormdur. 

Şimdi 𝑈𝑠∨ idempotent uninormunun 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde en küçük idempotent 

uninorm olduğu gösterilsin. Keyfi 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) idempotent uninormu seçilsin. 

i) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise, Önerme 2.4 ii) ye göre 𝑈𝑠∨(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 ≤  𝑈(𝑥, 𝑦) bulunur. 

ii) Eğer 𝑥 ∈ [𝑒, 1] ve  𝑦 ∥ 𝑒 ise, Önerme 1.118 v) kullanılarak 𝑈𝑠∨(𝑥, 𝑦) = 𝑦 ≤  𝑈(𝑥, 𝑦) 

elde edilir. 

iii) Eğer 𝑦 ∈ [𝑒, 1] ve 𝑥 ∥ 𝑒 ise, Önerme 1.118 iv) kullanılarak 𝑈𝑠∨(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ≤  𝑈(𝑥, 𝑦) 

elde edilir. 

iv) Aksi durumda, Önerme 2.4 iii) den 𝑈𝑠∨(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑈(𝑥, 𝑦) olur. 

Buna göre, 𝑈𝑠∨ idempotent uninormu 𝐿 üzerinde en küçük idempotent uninormdur. 
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2.2. 𝑼(𝟎, 𝟏) ile Kıyaslanamayan 𝒆 Birim Elemanlı Uninormlar 

 

Bu kısımda, sabit bir 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı için 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) olmak üzere, 𝑈(0,1) = 𝑎 

ile gösterilecektir. 

Önerme 2.8: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı 

bir uninorm olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

i) Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝑎, 𝑥) = 𝑎 dır. Yani, 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı 𝑈 uninormunun sıfır elemanı 

(sıfırlayanı) dır. 

ii) Eğer 𝑎 ile 𝑒 kıyaslanabilir ise, 𝑎 = 0 veya 𝑎 = 1 dir. Buna göre, 𝑈 konjanktif uninorm 

veya disjanktif uninormdur. 

iii) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎] × [𝑎, 1] ∪ [𝑎, 1] × [0, 𝑎] ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 dır. 

İspat: 

i) Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 ≤ 1 olduğundan 𝑈 uninormunun monoton ve birleşme özellikleri 

kullanılarak, 

 𝑈(𝑎, 𝑥) ≤ 𝑈(𝑎, 1) = 𝑈(𝑈(0,1), 1) 

                                = 𝑈(0, 𝑈(1,1)) 

                                = 𝑈(0,1) 

                                = 𝑎 

elde edilir. Diğer taraftan, her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 ≥ 0 olduğundan 𝑈 uninormunun monoton, 

birleşme ve değişme özellikleri kullanılarak, 

 𝑈(𝑎, 𝑥) ≥ 𝑈(𝑎, 0) = 𝑈(𝑈(0,1), 0) 

                                = 𝑈(𝑈(1,0), 0) 

                                = 𝑈(1, 𝑈(0,0)) 

                                         = 𝑈(1,0) 

                                = 𝑈(0,1) 

                                = 𝑎 

elde edilir. Buradan, her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑈(𝑎, 𝑥) = 𝑎 bulunur. 

Buna göre, 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı 𝑈 uninormunun sıfır elemanı (sıfırlayanı) dır. 

ii) Eğer 𝑎 ile 𝑒 kıyaslanabilir ise, 𝑎 ≤ 𝑒 veya 𝑎 ≥ 𝑒 dir. Eğer 𝑎 ≤ 𝑒 ise, 𝑈 uninormunun 

monoton özelliği, 𝑎 ∈ 𝐿 elemanının 𝑈 uninormunun sıfır elemanı ve 𝑒 ∈ 𝐿 elemanının 𝑈 

uninormunun birim elemanı olduğu kullanılırsa, her 𝑥 ∈ 𝐿 için 
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𝑎 = 𝑈(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 

olup buradan 𝑎 = 0 elde edilir. Eğer 𝑎 ≥ 𝑒 ise, 𝑈 uninormunun monoton özelliği, 𝑎 ∈ 𝐿 

elemanının 𝑈 uninormunun sıfır elemanı ve 𝑒 ∈ 𝐿 elemanının 𝑈 uninormunun birim 

elemanı olduğu kullanılırsa, her 𝑥 ∈ 𝐿 için 

𝑎 = 𝑈(𝑥, 𝑎) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 

olup buradan 𝑎 = 1 elde edilir. 

iii) (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎] × [𝑎, 1] olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği ve 𝑎 ∈ 𝐿 elemanının 𝑈 

uninormunun sıfır elemanı olduğu kullanılırsa, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑎, 𝑦) = 𝑎 ve              

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑎) = 𝑎 eşitsizlikleri bulunur. Buradan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 elde edilir. Benzer 

şekilde, (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 1] × [0, 𝑎] için, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑎, 𝑦) = 𝑎 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑎) = 𝑎 

olup 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 elde edilir. 

Teorem 2.5 de, keyfi bir sınırlı kafes üzerinde t-normlar ve t-konormlar kullanılarak 

keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde uninorm inşa etme metodları verildi. Buna ek olarak, 

Sonuç 2.7 de, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı en küçük ve en 

büyük idempotent uninormlar elde edildi. Ayrıca, elde edilen en küçük idempotent 

uninormun konjanktif uninorm ve en büyük idempotent uninormun disjanktif uninorm 

olduğu gözlemlendi. 

Bu takdirde şöyle bir soru akla gelmektedir: bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿 birim 

elemanlı herhangi bir idempotent uninorm ya konjanktif uninorm ya da disjanktif uninorm 

olmak zorunda mıdır? Aşağıda, bu sorunun cevabının negatif olduğu bir örnekle gösterildi. 

Örnek 2.9: Şekil 2.1 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑥, 𝑎, 𝑦, 𝑘,𝑚, 𝑒, 1} sınırlı kafesi ve Tablo 2.1 ile 

verilen 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu 𝐿 üzerinde 

𝑒 birim elemanlı ve 𝑎 ∥ 𝑒 olacak şekilde 𝑎 sıfırlayanlı bir idempotent uninormdur. Ayrıca, 

bu idempotent uninorm ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninormdur. 
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Şekil 2.1. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

Tablo 2.1. 𝐿 üzerindeki 𝑈 uninormu 
 

𝑈 0 𝑥 𝑎 𝑦 𝑘 𝑚 𝑒 1 

0 0 0 𝑎 0 𝑎 𝑎 0 𝑎 

𝑥 0 𝑥 𝑎 𝑥 𝑎 𝑎 𝑥 𝑎 

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 

𝑦 0 𝑥 𝑎 𝑦 𝑘 𝑘 𝑦 𝑘 

𝑘 𝑎 𝑎 𝑎 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 

𝑚 𝑎 𝑎 𝑎 𝑘 𝑘 𝑚 𝑚 1 

𝑒 0 𝑥 𝑎 𝑦 𝑘 𝑚 𝑒 1 

1 𝑎 𝑎 𝑎 𝑘 𝑘 1 1 1 

 

𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑎 ∥ 𝑒 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı verilsin. Şimdi 

başka bir soru daha akla gelmektedir: Keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak 

şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 sıfırlayanlı ve 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm her zaman mevcut 

mudur? 

Teorem 2.11 ve Teorem 2.14 de, bu soruya negatif bir cevap verilmektedir. 

Lemma 2.10: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

uninorm, 𝑎 ∥ 𝑒 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2 öyle ki 𝑥 < 𝑒, 𝑥 < 𝑎, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑦 ∥ 𝑎 ve 𝑈(0,1) = 𝑎 olsun. 

Eğer 𝑧 > 𝑒, 𝑧 ∥ 𝑎 ve 𝑦 ∨ 𝑧 > 𝑎 olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝐿 elemanı var ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑎 

ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ∥ 𝑒 dir. 
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İspat: Önerme 2.8 (iii) kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑎 elde edilir. Buradan     

𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) olup 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) ≥ 𝑎 bulunur. 𝑈 uninormunun birleşme 

özelliği kullanılırsa 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) ≥ 𝑎 olur. 𝑥 < 𝑒 ve 𝑥 < 𝑎 olduğundan                    

𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑦 ∧ 𝑎 ≤ 𝑎 yani, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑎 elde edilir. 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 olduğu kabul edilsin. Bu 

takdirde, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑦 olduğundan 𝑎 ≤ 𝑦 bulunur ki bu 𝑦 ∥ 𝑎 olması ile çelişir. O halde, 

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 olamaz. Böylece, 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑎 eşitsizliği elde edilir. 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑒 olduğu kabul edilsin. Bu takdirde, 𝑎 ≤ 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) ≤ 𝑧 ∧ 𝑎 ≤ 𝑧 

bulunur ki bu 𝑧 ∥ 𝑎 olması ile çelişir. O halde, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑒 olamaz. Diğer taraftan 

𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olduğu kabul edilsin. Bu takdirde, 𝑒 < 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑎 olup 𝑒 < 𝑎 bulunur. Bu 

da 𝑎 ∥ 𝑒 olması ile çelişir. O halde, 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olamaz. Buna göre, 𝑈(𝑥, 𝑦) ∥ 𝑒 elde edilir. 

Teorem 2.11: 𝐿 sınırlı kafesi, Şekil 2.2 deki Hasse diyagramı ile karakterize edilen alt 

kafese izomorf olan bir alt kafesi içersin. Bu takdirde, 𝐿 üzerinde 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak 

şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 sıfırlayanlı ve 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı bir uninorm mevcut değildir. 

 

 
 

Şekil 2.2. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

İspat: 𝑥 = 𝑈(𝑥, 𝑒) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑦 ∧ 𝑎 = 𝑥 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 elde edilir. Buradan 

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑧) olur. Önerme 2.8 (iii) den 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑎 

olduğundan 𝑎 ≤ 𝑈(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑈(𝑒, 𝑧) = 𝑧 bulunur. Buradan 𝑎 ≤ 𝑧 elde edilir ki bu bir 

çelişkidir. Bu nedenle, 𝑎 ≤ 𝑈(𝑥, 𝑧) olamaz. Yani, 𝐿 kafesi üzerinde, Şekil 2.2 deki alt 

kafeste belirtilen 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 sıfırlayanlı ve 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı bir 

uninorm mevcut değildir. 
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Örnek 2.12: Şekil 2.2 deki Hasse diyagramı ile karakterize edilen alt kafesi içeren 

𝐿 = {0, 𝑒, 𝑧, 𝑦, 𝑎, 1} sınırlı kafesi Şekil 2.3 deki gibi verilsin. 𝐿 üzerinde 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak 

şekilde 𝑎 sıfırlayanlı ve  𝑒 birim elemanlı bir 𝑈 fonksiyonu Tablo 2.2 deki gibi 

tanımlansın. Çünkü, 0, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 elemanları için, 𝑈(0, 𝑈(𝑦, 𝑧)) = 𝑈(0,1) = 𝑎 ve 

𝑈(𝑈(0, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(0, 𝑧) = 0 eşitlikleri elde edilir. Buradan görülmektedir ki, 𝑈 

fonksiyonu birleşme özelliğini sağlamadığından 𝐿 üzerinde bir uninorm değildir. 

 

 
 

Şekil 2.3. 𝐿 sınırlı kafesi 
 

Tablo 2.2. 𝐿 üzerindeki 𝑈 fonksiyonu 

 

𝑈 0 𝑒 𝑧 𝑦 𝑎 1 

0 0 0 0 0 𝑎 𝑎 

𝑒 0 𝑒 𝑧 𝑦 𝑎 1 

𝑧 0 𝑧 𝑧 1 𝑎 1 

𝑦 0 𝑦 1 𝑦 𝑎 1 

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 

1 𝑎 1 1 1 𝑎 1 

      

Lemma 2.13: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı 

bir uninorm, 𝑎 ∥ 𝑒 ve (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2 öyle ki 𝑥 > 𝑒, 𝑥 > 𝑎, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑦 ∥ 𝑎 ve 𝑈(0,1) = 𝑎 olsun. 

Eğer 𝑧 < 𝑒, 𝑧 ∥ 𝑎 ve 𝑦 ∧ 𝑧 < 𝑎 olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝐿 elemanı var ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑎 

ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ∥ 𝑒 dir. 
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İspat: Önerme 2.8 (iii) kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑎 elde edilir. Buradan  𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) ≤

𝑈(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) olup 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) ≤ 𝑎 bulunur. 𝑈 uninormunun birleşme özelliği ile 

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) ≤ 𝑎 olur. 𝑥 > 𝑒, 𝑥 > 𝑎 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑦 ∨ 𝑎 ≥ 𝑎 yani, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑎 

elde edilir. 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 olduğu kabul edilsin. Bu takdirde, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑦 olduğundan 𝑎 ≥ 𝑦 

bulunur ki bu 𝑦 ∥ 𝑎 olması ile çelişir. O halde, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑎 olamaz. Böylece, 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑎 

eşitsizliği elde edilir. 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑒 olduğu kabul edilsin. Bu takdirde 𝑧 ≤ 𝑧 ∨ 𝑎 ≤ 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) ≤ 𝑎 

bulunur ki bu 𝑧 ∥ 𝑎 olması ile çelişir. O halde, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑒 olamaz. Diğer taraftan 

𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 olduğu kabul edilsin. Bu takdirde, 𝑎 < 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 olup 𝑒 < 𝑎 bulunur. Bu 

da 𝑎 ∥ 𝑒 olması ile çelişir. O halde, 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 olamaz. Buna göre, 𝑈(𝑥, 𝑦) ∥ 𝑒 elde edilir. 

Teorem 2.14: 𝐿 sınırlı kafesi, Şekil 2.4 deki Hasse diyagramı ile karakterize edilen alt 

kafese izomorf olan bir alt kafesi içersin. 𝐿 üzerinde 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 

sıfırlayanlı ve 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı bir uninorm mevcut değildir. 

 

 
 

Şekil 2.4. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

İspat: 𝑥 = 𝑈(𝑥, 𝑒) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑦 ∨ 𝑎 = 𝑥 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 elde edilir. Buradan 

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑧) olur. Önerme 2.8 (iii) den 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑎 

olduğundan 𝑎 ≥ 𝑈(𝑥, 𝑧) ≥ 𝑈(𝑒, 𝑧) = 𝑧 bulunur. Böylece 𝑎 ≥ 𝑧 elde edilir ki bu bir 

çelişkidir. Bu nedenle, 𝑎 ≥ 𝑈(𝑥, 𝑧) olamaz. Yani, 𝐿 kafesi üzerinde Şekil 2.4 deki alt 

kafeste belirtilen 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 sıfırlayanlı ve 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı bir 

uninorm mevcut değildir. 

Bu kısıma kadar yapılanlar özetlenecek olursa, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm inşa etmek için iki yöntem verildi. Bu yöntemlerin 
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bir sonucu olarak, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde en büyük idempotent t-normun 𝑇∧ 

(infimum t-normu) olduğu kullanılarak en büyük idempotent uninorm ve en küçük 

idempotent t-konormun 𝑆∨ (supremum t-konormu) olduğu kullanılarak en küçük 

idempotent uninorm elde edildi. Ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninorm olan 

uninormlara bir örnek verildi. Bu durum sınırlı kafesler için elde edilen sonuçların kısmen 

sıralı kümeler (zincirler) ve özellikle [0,1] reel birim aralığı için bulunan sonuçlardan farklı 

olduğunu gösterir. 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) için 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekildeki 𝑎 ∈ 𝐿 sıfırlayanlı ve 𝑒 ∈ 𝐿 

birim elemanlı 𝑈 uninormu için iki durum söz konusudur: ya 𝑎 ve 𝑒 kıyaslanamaz ya da 𝑎 

ve 𝑒 kıyaslanabilirdir. 𝑎 ve 𝑒 nin kıyaslanabilir olması durumunda 𝑎 = 0 veya 𝑎 = 1 elde 

edilir. 𝑎 = 0 olması durumunda 𝑈 konjanktif uninorm ve 𝑎 = 1 olması durumunda 𝑈 

disjanktif uninormdur. Fakat, bazı 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) uninormları için 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekildeki 

her bir 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı, 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanı ile kıyaslanabilir olmayabilir. Bu durum bir 

problem ortaya çıkarmaktadır: 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve bazı 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) 

uninormları için 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekildeki tüm 𝑎 ∈ 𝐿 elemanları 𝑒 ile kıyaslanamazdır. 

Bu duruma aşağıdaki şekilde iki örnek verilebilir. 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 1} kafesi göz önüne 

alınsın. 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 uninormu Tablo 2.3 ile tanımlansın öyle ki 𝑏 = 𝑒 elemanı, 𝑈 

uninormunun birim elemanı ve 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı 𝑈 uninormunun 

sıfırlayanı olsun.  

 

Tablo 2.3. 𝐿 üzerindeki 𝑈 uninormu 
 

𝑈 0 𝑎 𝑏 1 

0 0 𝑎 0 𝑎 

𝑎 0 𝑎 𝑎 1 

𝑏 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 

1 𝑎 𝑎 1 1 

 

Buradan görülmektedir ki, 𝑎 ve 𝑏 elemanları kıyaslanamaz ve 𝐿 kafesi, {0, 𝑎, 1} ve 

{0, 𝑏, 1} zincirlerinin yatay toplamıdır. Bu örnek, 𝐿𝑘 kafeslerinin keyfi bir yatay toplamı 

olan 𝐿 kafesi için genelleştirilebilir. 𝐿 kafesi, 𝐿𝑘 (𝑘 ∈ 𝐾) kafeslerinin keyfi bir yatay 

toplamı yani, en küçük elemanı 0 ve en büyük elemanı 1 olan (𝐿𝑘, ≤ ,0,1) (𝑘 ∈ 𝐾) sınırlı 

kafeslerin bir sistemi için 𝐿 = ⋃ 𝐿𝑘𝑘∈𝐾  olsun. 𝐿 üzerindeki ≤ kısmen sırası aşağıdaki 

şekilde tanımlansın: 
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𝑥 ≤ 𝑦 ⟺ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑘 ve 𝑥 ≤𝐿𝑘 𝑦 olacak şekilde bir 𝑘 ∈ 𝐾 vardır.  

Buna göre, 0, 𝐿  nin en küçük elemanı ve 1, 𝐿 nin en büyük elemanıdır. Şimdi kabul 

edilsin ki  𝐿𝑘0 zincir olacak şekilde en az bir 𝑘0 ∈ 𝐾 mevcut olsun. Bu takdirde, keyfi bir 

𝑒 ∈ 𝐿𝑘0\{0,1} elemanı ve 𝑒 ile kıyaslanamayan keyfi bir 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı için, 𝑎 = 𝑈(0,1) 

olacak şekilde 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) uninormu mevcuttur. Diğer taraftan, Önerme 2.8 (ii) de, eğer 

𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 uninormunun 𝑒 birim elemanı her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı ile kıyaslanıyorsa,              

𝑎 = 𝑈(0,1) ∈ {0,1} olduğu gösterildi. Bu duruma bir örnek olarak, 𝐿𝑘 kafeslerinin keyfi 

bir ordinal toplamı olan 𝐿 kafesi düşünülsün. Bu takdirde, 𝐾 indeks kümesi sınırlı zincir 

olmak üzere, en küçük elemanı 0𝐾 ve en büyük elemanı 1𝐾 olan (𝐿𝑘, ≤ ,0,1) (𝑘 ∈ 𝐾) 

kafeslerin bir sistemi olsun öyle ki 𝐿𝑘1 ∩ 𝐿𝑘2 arakesiti ya boş küme ya da en büyük 

elemanı 1𝑚𝑖𝑛 (𝑘1,𝑘2) ve en küçük elemanı  0𝑚𝑎𝑥(𝑘1,𝑘2) olan tek noktalı bir kümedir. Buna 

göre, 𝐿 = ⋃ 𝐿𝑘𝑘∈𝐾  ve 𝑘1 < 𝑘2 veya 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘 ve 𝑥 ≤ 𝑦 olacak şekildeki 𝑥 ∈ 𝐿𝑘1, 

𝑦 ∈ 𝐿𝑘2 elemanları için 𝑥 ≤𝑘 𝑦 olsun. Kabul edilsin ki, 𝐿𝑘0 zincir olacak şekilde 𝑘0 ∈ 𝐾 

indeksi mevcut olsun. Bu takdirde, keyfi bir 𝑒 ∈ 𝐿𝑘0\{0,1} elemanı ve 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) uninormu 

için, 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekilde 𝑒 ile kıyaslanamayan 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı yoktur. 

 

2.3. Sınırlı Kafeslerin Bir Özel Sınıfı Üzerinde İdempotent Uninormların 

Özellikleri 

 

Önerme 2.15: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı 

bir idempotent uninorm olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

i) Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴(𝑒) için 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} dir. 

ii) Her 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 dir. 

iii) Her 𝑥 ∈ [𝑒, 1] ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 dir. 

iv) Her 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 ve 𝑦 ∈ [0, 𝑒] için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 dir. 

v) Her 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 ve 𝑦 ∈ [𝑒, 1] için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒  dir. 

vi) Her 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 dir. 

İspat:  

i) (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒] × [𝑒, 1] olsun. Bu takdirde, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈

𝐼𝑒 olabilir. 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒  olması durumunda ispat açıktır. Şimdi 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑒 veya   

𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olduğu durumlar incelensin.  
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1. 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑒 olsun.  

𝑈 uninormunun monoton ve birleşme özellikleri kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥), 𝑦) =

𝑈(𝑥, 𝑈(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 elde edilir. Dolayısıyla,  𝑈(𝑥, 𝑦) =

𝑥 olup 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 bulunur. 

2.  𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olsun.              

𝑈 uninormunun monoton ve birleşme özellikleri kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑦)) =

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑦) ≥ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 elde edilir. Dolayısıyla,  

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑦 olup 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 bulunur.  

Benzer şekilde, (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1] × [0, 𝑒] için 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑒 ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ve 

𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 bulunur. 

ii) 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak            

𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 elde edilir. 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 dir. 

𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 olması durumunda ispat açıktır. 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 olması durumunda ise,       

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥), 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑦)) =

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑦) ≤ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 elde edilir. Dolayısıyla, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 olur. Ayrıca 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 bulunur. 

iii) 𝑥 ∈ [𝑒, 1] ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak            

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 elde edilir. 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 dir.  

𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 olması durumunda ispat açıktır. 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olması durumunda ise,       

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥), 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑥, 𝑦)) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑦)) =

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑦) ≥ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 bulunur. Dolayısıyla, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 olur. Ayrıca 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir. 

iv) 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 ve 𝑦 ∈ [0, 𝑒] olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak            

𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 elde edilir. 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒  dir. 

𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 olması durumunda ispat açıktır. 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 olması durumunda ise,        

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥), 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑦)) =

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑦) ≤ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 bulunur. Dolayısıyla, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 olur. Ayrıca 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 bulunur. 

v) 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 ve 𝑦 ∈ [𝑒, 1] olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak             

𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 elde edilir. 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒  dir. 

𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 olması durumunda ispat açıktır. 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olması durumunda ise,       

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥), 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑥, 𝑦)) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑦)) =
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𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑦) ≥ 𝑈(𝑒, 𝑦) = 𝑦 bulunur. Dolayısıyla, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 olur. Ayrıca 

𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 bulunur. 

vi) 𝑥 ∈ 𝐼𝑒 ve 𝑦 ∈ 𝐼𝑒 olsun. 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒, 𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 veya 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 olabilir.     

𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑒 olma durumunda ispat açıktır. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak 

(ii) ve (iii) ye benzer şekilde 𝑈(𝑥, 𝑦) < 𝑒 olması durumunda, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ve    

𝑈(𝑥, 𝑦) > 𝑒 olması durumunda, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 bulunur. 

Önerme 2.16: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Bu takdirde, her 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} elde edilir.  

İspat: Önerme 2.2 (i) ve (ii) kullanılarak her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ve her 

(𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 için 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir. Ayrıca Önerme 2.15 (i) den her      

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴(𝑒) için 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} dir. Dolayısıyla, her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2 için                        

𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} elde edilir.  

Önerme 2.2 den açıkça görülmektedir ki keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki her 

idempotent uninorm [0,1] birim aralığı üzerinde verilen lokal internal tanımı açısından 

lokal internal olmayabilir. Önerme 2.15 doğrultusunda uygun varsayımlar altında keyfi bir 

𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki bir idempotent uninorm daha geniş anlamda lokal internal 

olabilir.  

Bu takdirde şöyle bir soru akla gelmektedir: 𝑈, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde            

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm olsun. Eğer 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı ile 

kıyaslanamayan bazı 𝑥 ∈ 𝐿 elemanları mevcut ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} olmak 

zorunda mıdır?  

Aşağıdaki örnekte, bu soruya negatif bir cevap verilmektedir.  

Örnek 2.17: Şekil 2.5 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑥, 𝑦, 𝑒, 𝑧, 𝑡, 1} sınırlı kafesi ve Tablo 2.4 ile 

verilen 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu 𝐿 üzerinde 

𝑒 birim elemanlı bir idempotent uninormdur. Fakat 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑡 yani                       

𝑈(𝑥, 𝑧) ∉ {𝑥, 𝑧, 𝑥 ∧ 𝑧 = 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑧 = 1} dir. 
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Şekil 2.5. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

Tablo 2.4. 𝐿 üzerindeki 𝑈 idempotent uninormu 
 

𝑈 0 𝑦 𝑥 𝑒 𝑧 𝑡 1 

0 0 0 0 0 0 0 𝑎 

𝑦 0 𝑦 𝑦 𝑦 𝑦 𝑡 𝑡 

𝑥 0 𝑦 𝑥 𝑥 𝑡 𝑡 𝑡 

𝑒 0 𝑦 𝑥 𝑒 𝑧 𝑡 1 

𝑧 0 𝑦 𝑡 𝑧 𝑧 𝑡 1 

𝑡 0 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 

1 𝑎 𝑡 𝑡 1 1 𝑡 1 

 

Önerme 2.18: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Bu takdirde, 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 

𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için, aşağıdaki durumlardan biri sağlanır. 

i) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧, 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ve 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 dir. 

ii) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ve 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 dir. 

İspat:  

i) 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 olsun. Önerme 2.2. (ii) ve Önerme 2.16 kullanılarak                  

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧} ve 𝑈(𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑧)) = 𝑈(𝑦, 𝑧) ∈ {𝑦, 𝑧} elde edilir.  

𝑈 uninormunun değişme ve birleşme özellikleri kullanılarak 𝑈(𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑧)) =

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) olduğundan 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. 𝑈 uninormunun değişme ve birleşme 

özellikleri ve Önerme 2.2 (ii) göz önüne alınırsa,  

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 
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ve 

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑧)) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥 ∧ 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 

elde edilir. 

ii) 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) =

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ve Önerme 2.16 kullanılarak 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧} 

olduğundan 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir. Önerme 2.16 kullanılarak 𝑈(𝑦, 𝑧) ∈ {𝑦, 𝑧} 

bulunur. Kabul edilsin ki 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 olsun. 𝑈 uninormunun değişme ve birleşme 

özellikleri ve Önerme 2.16 göz önüne alınırsa, 

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑥, 𝑧) ∈ {𝑥, 𝑧} 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Bu nedenle 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 olur.  

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 

𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olduğu kabul edilsin. Buna göre, Önerme 2.18 (ii) ile 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 

ve 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 olduğu bilinmektedir.  

Aşağıdaki örnekte, 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) değerinin 𝑥 ∧ 𝑦 den farklı olabileceği gösterildi. 

Örnek 2.19: Şekil 2.6 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑒, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 1} sınırlı kafesi ve Tablo 2.5 ile 

verilen 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu 𝐿 üzerinde 

𝑒 birim elemanlı bir idempotent uninormdur. Fakat 𝑐, 𝑑 ≥ 𝑒, 𝑐 ∥ 𝑑 ve 𝑎 ≤ 𝑒 için  

𝑈(𝑐, 𝑎) = 𝑐 iken 𝑈(𝑐 ∧ 𝑑, 𝑎) = 𝑎 dır. 

 

 

 
 

Şekil 2.6. 𝐿 sınırlı kafesi 
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Tablo 2.5. 𝐿 üzerindeki 𝑈 idempotent uninormu 
 

𝑈 0 𝑎 𝑒 𝑏 𝑐 𝑑 1 

0 0 0 0 0 𝑐 𝑑 1 

𝑎 0 𝑎 𝑎 𝑎 𝑐 𝑑 1 

𝑒 0 𝑎 𝑒 𝑏 𝑐 𝑑 1 

𝑏 0 𝑎 𝑏 𝑏 𝑐 𝑑 1 

𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 1 1 

𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 1 𝑑 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Önerme 2.20: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için          

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏, 𝑥 ∥ 𝑦, 𝑎 ∥ 𝑏 için 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 olsun. İspat tüm 

muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑎 = 𝑥 veya 𝑎 ∈ 𝐼𝑥 olsun. Bu durumda, Önerme 2.18 (i) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitlikleri sağlanır. 

2. 𝑎 > 𝑥 olsun. 

2.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.18 (i) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitlikleri sağlanır. 

2.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 > 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 olup 𝑏 ∈ 𝐼𝑥 elde edilir. Önerme 2.18 (i) 

kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitliklerinin 

sağlandığı görülür. 

3. 𝑎 < 𝑥 olsun. 

3.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.18 (i) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitlikleri sağlanır. 

3.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 < 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 elde edilir ki bu bir çelişkidir. 

Önerme 2.21: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎,  

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏, 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 dir. 
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İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. Önerme 2.18 (ii) kullanılırsa, 

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 bulunur. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 elde edilir. 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.18 (i) den 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur 

ki bu bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 kullanılarak 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.18 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve        

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 bulunur. 

Önerme 2.22: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 için           

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 olsun. Önerme 2.18 (i) kullanılarak              

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 bulunur. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 elde edilir.   

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.18 (ii) den 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 

bulunur ki bu bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 

kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.18 (i) göz önüne alınarak                      

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur. 

Önerme 2.23: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 dir. 

İspat: 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ve 𝑧 ≤ 𝑒 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏, 𝑥 ∥ 𝑦, 𝑎 ∥ 𝑏 için 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 olsun. İspat tüm 

muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑎 = 𝑥 veya 𝑎 ∈ 𝐼𝑥 olsun. Bu durumda, Önerme 2.18 (ii) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 

ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 eşitlikleri sağlanır. 

2. 𝑎 > 𝑥 olsun. 

2.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.18 (ii) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve                        

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 eşitlikleri sağlanır. 

2.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 > 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 olup 𝑏 ∈ 𝐼𝑥 elde edilir. Önerme 2.18 

(ii) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 eşitlikleri sağlanır. 

3. 𝑎 < 𝑥 olsun. 

3.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.18 (ii) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve                       

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 eşitliklerinin sağlandığı görülür. 
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3.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 < 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 elde edilir ki bu bir çelişkidir. 

Önerme 2.24: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 için          

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 olsun. Önerme 2.18 (i) kullanılırsa, 

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 bulunur. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 elde edilir.   

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.18 (ii) den 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 

bulunur ki bu bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 

kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.18 (i) göz önüne alınarak          

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur. 

Önerme 2.25: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎,  

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. Önerme 2.18 (ii) kullanılırsa, 

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 bulunur. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 elde edilir. 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.18 (i) den 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur 

ki bu bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 kullanılarak 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.18 (ii) göz önüne alınarak 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 

bulunur. 

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Aşağıdaki örnekte,         

𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒 ≥ 𝑧, 𝑥 ∥ 𝑦, 𝑎 ∥ 𝑏 olacak şekildeki 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 elemanları için               

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 iken 𝑈(𝑥, 𝑧) değerinin 𝑈(𝑎, 𝑧) değerinden farklı olabileceği gösterildi. 

Örnek 2.26: Şekil 2.7 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑧, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑥, 𝑦, 1} sınırlı kafesi ve Tablo 2.6 

ile verilen 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu 𝐿 

üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir idempotent uninormdur. Fakat 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒 ≥ 𝑧, 𝑥 ∥ 𝑦, 

𝑎 ∥ 𝑏 ve 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için 𝑈(𝑧, 𝑎) = 𝑎 iken 𝑈(𝑧, 𝑥) = 𝑈(𝑧, 𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑧 dir. 
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Şekil 2.7. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

Tablo 2.6. 𝐿 üzerindeki 𝑈 idempotent uninormu 
 

𝑈 0 𝑧 𝑒 𝑐 𝑥 𝑦 𝑑 𝑎 𝑏 𝑓 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

𝑧 0 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑎 𝑏 𝑓 1 

𝑒 0 𝑧 𝑒 𝑐 𝑥 𝑦 𝑑 𝑎 𝑏 𝑓 1 

𝑐 0 𝑧 𝑐 𝑐 𝑥 𝑦 𝑑 𝑎 𝑏 𝑓 1 

𝑥 0 𝑧 𝑥 𝑥 𝑥 𝑑 𝑑 𝑎 𝑏 𝑓 1 

𝑦 0 𝑧 𝑦 𝑦 𝑑 𝑦 𝑑 𝑎 𝑏 𝑓 1 

𝑑 0 𝑧 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑎 𝑏 𝑓 1 

𝑎 0 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑓 𝑓 1 

𝑏 0 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑓 𝑏 𝑓 1 

𝑓 0 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 𝑓 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Önerme 2.27: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Bu takdirde, 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 

𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için, aşağıdaki durumlardan biri sağlanır. 

i) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧, 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ve 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 dir. 

ii) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦, 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦 dir. 
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İspat:  

i) 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 olsun. Önerme 2.2 (i) ve Önerme 2.16 kullanılarak                    

𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧} ve 𝑈(𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑧)) = 𝑈(𝑦, 𝑧) ∈ {𝑦, 𝑧} elde edilir.  

𝑈 uninormunun değişme ve birleşme özellikleri kullanılırsa 𝑈(𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑧)) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

olduğundan 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. 𝑈 uninormunun değişme ve birleşme özellikleri ve 

Önerme 2.2 (i) göz önüne alınırsa, 

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 

ve 

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑈(𝑥, 𝑧)) = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑥 ∨ 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 

elde edilir. 

ii) 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. 𝑈 uninormunun monoton özelliği kullanılarak 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) =

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ve Önerme 2.16 den 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧} olduğundan 

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦 bulunur. Önerme 2.16 kullanılırsa 𝑈(𝑦, 𝑧) ∈ {𝑦, 𝑧} olur. 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 

olduğu kabul edilsin. 𝑈 uninormunun değişme ve birleşme özellikleri ve Önerme 2.2 (i) 

göz önüne alınırsa, 

𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑈(𝑈(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑈(𝑦, 𝑧)) = 𝑈(𝑥, 𝑧) ∈ {𝑥, 𝑧} 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Bu nedenle 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 olur.  

(𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 

𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. Buna göre, Önerme 2.27 (ii) den 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ve           

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦 dır.  

Aşağıdaki örnekte, 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) değerinin 𝑥 ∨ 𝑦 den farklı olabileceği gösterildi. 

Örnek 2.28: Şekil 2.8 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑒, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 1} sınırlı kafesi ve Tablo 2.7 ile 

verilen 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınsın. Bu takdirde, 𝑈 fonksiyonu 𝐿 üzerinde 

𝑒 birim elemanlı bir idempotent uninormdur. Fakat 𝑐, 𝑑 ≤ 𝑒, 𝑐 ∥ 𝑑 ve 𝑎 ≥ 𝑒 için  

𝑈(𝑐, 𝑎) = 𝑐 iken 𝑈(𝑐 ∨ 𝑑, 𝑎) = 𝑎 dır. 
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Şekil 2.8. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

Tablo 2.7. 𝐿 üzerindeki 𝑈 idempotent uninormu 
 

𝑈 0 𝑑 𝑐 𝑏 𝑒 𝑎 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

𝑑 0 𝑑 0 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 

𝑐 0 0 𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 

𝑏 0 𝑑 𝑐 𝑏 𝑏 𝑎 1 

𝑒 0 𝑑 𝑐 𝑏 𝑒 𝑎 1 

𝑎 0 𝑑 𝑐 𝑎 𝑎 𝑎 1 

1 0 𝑑 𝑐 1 1 1 1 

 

Önerme 2.29: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 için           

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ve 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒 ≤ 𝑧, 𝑥 ∥ 𝑦, 𝑎 ∥ 𝑏 için 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 olsun. İspat tüm 

muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑎 = 𝑥 veya 𝑎 ∈ 𝐼𝑥 olsun. Önerme 2.27 (i) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitlikleri sağlanır. 

2. 𝑎 < 𝑥 olsun. 

2.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.27 (i) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitlikleri sağlanır. 
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2.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 < 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 olup 𝑏 ∈ 𝐼𝑥 elde edilir. Önerme 2.27 (i) 

kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitliklerinin 

sağlandığı görülür. 

3. 𝑎 > 𝑥 olsun. 

3.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.27 (i) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitliklerinin sağlandığı görülür. 

3.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 > 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir ki bu bir çelişkidir. 

Önerme 2.30: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎,  

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏, 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. Önerme 2.27 (ii) kullanılırsa, 

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦 bulunur. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 elde edilir. 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olsun. Bu takdirde, Önerme 2.27 (i) den 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur ki bu bir 

çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) =

𝑎 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.27 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve        𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) =

𝑎 ∧ 𝑏 bulunur. 

Önerme 2.31: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için          

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 olsun. Önerme 2.27 (i) den         

𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 dir. 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 

olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.27 (ii) den 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 bulunur ki bu 

bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 kullanılarak 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.27 (i) kullanılarak 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 

bulunur. 

Önerme 2.32: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 dir. 
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İspat: 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ve 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒 ≤ 𝑧, 𝑥 ∥ 𝑦, 𝑎 ∥ 𝑏 için 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 olsun. İspat tüm 

muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑎 = 𝑥 veya 𝑎 ∈ 𝐼𝑥 olsun. Önerme 2.27 (ii) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve                 

𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 eşitlikleri sağlanır. 

2. 𝑎 < 𝑥 olsun. 

2.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.27 (ii) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve                        

𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 eşitlikleri sağlanır. 

2.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 < 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≤ 𝑥 ∧ 𝑦 olup 𝑏 ∈ 𝐼𝑥 elde edilir. Önerme 2.27 

(ii) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 eşitlikleri sağlanır. 

3. 𝑎 > 𝑥 olsun. 

3.1. 𝑎 ∈ 𝐼𝑦 ise, Önerme 2.27 (ii) den 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎, 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve                       

𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 eşitliklerininin sağlandığı görülür. 

3.2. 𝑎 ∉ 𝐼𝑦 ise, 𝑎 > 𝑦 dir. Buradan 𝑎 ≥ 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir ki bu bir çelişkidir. 

Önerme 2.33: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için          

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 olsun. Önerme 2.27 (i) kullanılırsa, 

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 bulunur. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 elde edilir.    

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.27 (ii) den 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 

bulunur ki bu bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 

kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.27 (i) kullanılarak         

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur. 

Önerme 2.34: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 

ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 öyle ki 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎,  

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 dir. 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 olsun. Önerme 2.27 (ii) kullanılırsa, 

𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦 bulunur. 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 olduğundan 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 elde edilir. 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu varsayılsın. Bu takdirde, Önerme 2.27 (i) den 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 bulunur 

ki bu bir çelişkidir. O halde 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 varsayımı yanlış olup Önerme 2.16 kullanılarak 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 elde edilir. Buna göre, Önerme 2.27 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏 bulunur. 
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Önerme 2.35: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Bu takdirde, 

𝐴𝑥 = {𝑦 ∈ 𝐿 ∶ 𝑦 ∥ 𝑥 veya (∃𝑧)(𝑧 ∥ 𝑥 ve 𝑧 ∥ 𝑦)} 

şeklinde tanımlanan 𝐴𝑥 kümesi [0, 𝑒] veya [𝑒, 1] alt aralıklarının bir alt kümesidir. Ayrıca 

aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

i) 𝑥 ≤ 𝑒 ≤ 𝑧 veya 𝑧 ≤ 𝑒 ≤ 𝑥 olmak üzere, 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ise, 𝑎 ∈ 𝐴𝑥 için 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 dır. 

ii) 𝑥 ≤ 𝑒 ≤ 𝑧 veya 𝑧 ≤ 𝑒 ≤ 𝑥 olmak üzere, 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 ise, 𝑎 ∈ 𝐴𝑥 için 

𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 dir. 

İspat: i) 𝑥 ≤ 𝑒 ≤ 𝑧 ve 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 olsun. Keyfi 𝑎 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 

olduğu gösterilsin. İspat tüm muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑦 ∥ 𝑥 olsun. Bu takdirde 𝑦 < 𝑒 dir.  

1.1. Eğer 𝑎 ∥ 𝑥 ise, 𝑎 < 𝑒 dir. Önerme 2.27 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu 

görülür. 

1.2. Eğer (∃𝑘)(𝑘 ∥ 𝑥 ve 𝑘 ∥ 𝑎) ise, bu takdirde, 𝑘 < 𝑒 ve 𝑎 < 𝑒 bulunur. Önerme 

2.27 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu görülür. 

2. (∃𝑝)(𝑝 ∥ 𝑥 ve 𝑝 ∥ 𝑦) olsun. Bu takdirde, 𝑝 < 𝑒 ve 𝑦 < 𝑒 bulunur. 

2.1. Eğer 𝑎 ∥ 𝑥 ise, 𝑎 < 𝑒 dir. Önerme 2.27 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu 

görülür. 

2.2. Eğer (∃𝑞)(𝑞 ∥ 𝑥 ve 𝑞 ∥ 𝑎) ise, bu takdirde, 𝑞 < 𝑒 ve 𝑎 < 𝑒 bulunur. Önerme 

2.27 (ii) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu görülür. 

Benzer şekilde 𝑧 ≤ 𝑒 ≤ 𝑥 ve 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ise, Önerme 2.18 (ii) 

kullanılarak, keyfi 𝑎 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎 olduğu gösterilir. 

ii) 𝑥 ≤ 𝑒 ≤ 𝑧 ve 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 olsun. Keyfi 𝑎 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu 

gösterilsin. İspat tüm muhtemel durumlara ayrılarak yapılacaktır. 

1. 𝑦 ∥ 𝑥 olsun. Bu takdirde 𝑦 < 𝑒 dir.  

1.1. Eğer 𝑎 ∥ 𝑥 ise, 𝑎 < 𝑒 dir. Önerme 2.27 (i) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu 

görülür. 

1.2. Eğer (∃𝑘)(𝑘 ∥ 𝑥 ve 𝑘 ∥ 𝑎) ise, bu takdirde, 𝑘 < 𝑒 ve 𝑎 < 𝑒 bulunur. Önerme 

2.27 (i) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu görülür. 
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2. (∃𝑝)(𝑝 ∥ 𝑥 ve 𝑝 ∥ 𝑦) olsun. Bu takdirde, 𝑝 < 𝑒 ve 𝑦 < 𝑒 bulunur. 

2.1. Eğer 𝑎 ∥ 𝑥 ise, 𝑎 < 𝑒 dir. Önerme 2.27 (i) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu 

görülür. 

2.2. Eğer (∃𝑞)(𝑞 ∥ 𝑥 ve 𝑞 ∥ 𝑎) ise, bu takdirde, 𝑞 < 𝑒 ve 𝑎 < 𝑒 bulunur. Önerme 

2.27 (i) kullanılarak 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu görülür. 

Benzer şekilde 𝑧 ≤ 𝑒 ≤ 𝑥 ve 𝑦 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧 ise, Önerme 2.18 (i) 

kullanılarak, keyfi 𝑎 ∈ 𝐴𝑥 için 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑧 olduğu gösterilir. 

 

2.4. Bir Fonksiyon Yardımıyla Bazı İdempotent Uninormların 

Karakterizasyonu 

 

Bu bölümde, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesinin sonlu ve 𝐿 nin tüm elemanlarının 𝑒 birim 

elemanı ile kıyaslanabilir olması varsayımı altında idempotent uninormların 

karakterisazyonu incelendi. 

Lemma 2.36: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm, her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir ve Card(𝐿) < ℵ0 olsun. Bu 

takdirde, 

𝑔(𝑥) = {
𝑚𝑎𝑥{𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑧)}  eğer 𝑥 ≤ 𝑒 ise,

𝑚𝑖𝑛{𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑧)}  aksi durumda,
                               (2.1) 

şeklinde tanımlanan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu aşağıdaki ifadeleri sağlar. 

i) 𝑔(𝑒) = 𝑒 dir. 

ii) Her 𝑥 < 𝑒 için 𝑔(𝑥) ≥ 𝑒 ve 𝑦 ≤ 𝑔(𝑥) iken 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 dir.  

iii) Her 𝑥 > 𝑒 için 𝑔(𝑥) ≤ 𝑒 ve 𝑦 ≥ 𝑔(𝑥) iken 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 dir. 

İspat:   

i) 𝑔(𝑒) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑒, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛 (𝑒, 𝑧)} 

            = 𝑚𝑎𝑥 {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑧 = 𝑚𝑖𝑛 (𝑒, 𝑧)} 

            = 𝑚𝑎𝑥 {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑧 ≤ 𝑒} 

            = 𝑒 

ii) Her 𝑥 < 𝑒 için 

 𝑔(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛 (𝑥, 𝑧)} ≥ 𝑒 

elde edilir. 𝑦 ≤ 𝑔(𝑥) iken Önerme 2.2 (i) den dolayı 𝑥 < 𝑒 ≤ 𝑦 ≤ 𝑔(𝑥) durumunu 

düşünmek yeterlidir. 𝑈 uninormunun monoton özelliği ve 𝑔 fonksiyonunun tanımı 
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kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑔(𝑥)) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 bulunur. Buradan                 

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 = 𝑥 ∧ 𝑦 elde edilir. 

iii) Her 𝑥 > 𝑒 için  

 𝑔(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑧)} ≤ 𝑒 

elde edilir. 𝑦 ≥ 𝑔(𝑥) iken Önerme 2.2 (ii) den dolayı 𝑔(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑒 < 𝑥 durumunu 

düşünmek yeterlidir. 𝑈 uninormunun monoton özelliği ve 𝑔 fonksiyonunun tanımı 

kullanılarak 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑈(𝑥, 𝑔(𝑥)) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑈(𝑥, 𝑒) = 𝑥 bulunur. Buradan                 

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 = 𝑥 ∨ 𝑦 elde edilir. 

Uyarı 2.37: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Lemma 2.36 da 

Card(𝐿) < ℵ0 olma şartı ihmal edilemez. Eğer Card(𝐿) < ℵ0 olma şartı ihmal edilirse, 

(2.1) formülü ile verilen {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑧)} ve {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑧)} 

kümeleri sırasıyla en büyük elemana ve en küçük elemana sahip olmayabilir. 

Örneğin, [0,1] birim aralığı üzerinde aşağıdaki şekilde tanımlı 𝑒 ∈ ]0,1[ birim 

elemenlı idempotent uninorm gözönüne alınsın. 

𝑈(𝑥, 𝑦) = {
𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ∪ [0, 𝑒[ × [𝑒, 1[ ∪ [𝑒, 1[ × [0, 𝑒[ ise,

𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) aksi durumda.
         (2.2) 

Keyfi bir 𝑥 ∈ [0, 𝑒[ elemanı verilsin. (2.2) formülü ile verilen 𝑈 fonksiyonun tanımından, 

her 𝑧 ∈ [𝑒, 1[ elemanı için 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ve 𝑈(𝑥, 1) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 1) = 1 elde 

edilir. Bu takdirde, 𝑥 ∈ [0, 𝑒[ elemanı için 1 ∉ {𝑧 ∈ [0,1] ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑧)} bulunur. 

Buna göre, {𝑧 ∈ [0,1] ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑧)} kümesinin en büyük elemanı yoktur. Bu 

nedenle, [0,1] üzerinde (2.2) formülü ile verilen 𝑈 idempotent uninormu için [0,1] 

üzerinde (2.1) ile verilen g formülü iyi tanımlı değildir. 

Sonuç olarak, 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki bir 𝑈 idempotent uninormu için,   

Card(𝐿) < ℵ0 şartı {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑧)} kümesinin en büyük elemanının ve 

{𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑧)} kümesinin en küçük elemanının mevcut olduğunu garanti 

eder. Dolayısıyla, Lemma 2.36 da Card(𝐿) < ℵ0 şartı ihmal edilemez. 

Lemma 2.38: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm, her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir ve Card(𝐿) < ℵ0 olsun. (2.1) 

formülü ile tanımlanan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınırsa, aşağıdaki ifadeler elde 

edilir. 

i) Her 𝑥 < 𝑒 için 𝑦 ∥ 𝑔(𝑥) olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 elemanı mevcut değildir. 

ii) Her 𝑥 > 𝑒 için 𝑦 ∥ 𝑔(𝑥) olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 elemanı mevcut değildir. 
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İspat: 

i) Kabul edilsin ki bir 𝑥 < 𝑒 için 𝑦 ∥ 𝑔(𝑥) olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 mevcut olsun. Önerme 

2.16 kullanılırsa 𝑦 > 𝑒 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥, 𝑦} olur. Eğer 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ise, Önerme 

2.18 (i) den  𝑈(𝑥, 𝑦 ∨ 𝑔(𝑥)) = 𝑥 bulunur. Buna göre,   

𝑔(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛 (𝑥, 𝑧)} ≥ 𝑦 ∨ 𝑔(𝑥) 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Eğer 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑦 ise, Önerme 2.18 (ii) den       

𝑈(𝑥, 𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑥) bulunur. Bu da Lemma 2.36 (ii) ile çelişir. Dolayısıyla kabul yanlış 

olup her 𝑥 < 𝑒 için 𝑦 ∥ 𝑔(𝑥) olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 elemanı mevcut değildir. 

ii) Kabul edilsin ki bir 𝑥 > 𝑒 için 𝑦 ∥ 𝑔(𝑥) olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 elemanı mevcut olsun. 

Önerme 2.16 kullanılırsa 𝑦 < 𝑒 olduğundan 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ {𝑥, 𝑦} olur. Eğer 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ise, 

Önerme 2.27 (i) den  𝑈(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑔(𝑥)) = 𝑥 bulunur. Buna göre,   

𝑔(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛{𝑧 ∈ 𝐿 ∶ 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑧)} ≤ 𝑦 ∧ 𝑔(𝑥) 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. Eğer 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑦 ise, Önerme 2.27 (ii) den       

𝑈(𝑥, 𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑥) bulunur. Bu da Lemma 2.36 (iii) ile çelişir. Dolayısıyla kabul yanlış 

olup her 𝑥 > 𝑒 için 𝑦 ∥ 𝑔(𝑥) olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿 elemanı mevcut değildir. 

Teorem 2.39: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm, her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir ve Card(𝐿) < ℵ0 olsun. Bu 

takdirde, 

𝑈(𝑥, 𝑦) =

{
 

 𝑥 ∧ 𝑦
eğer 𝑦 ≤ 𝑔(𝑥) ve 𝑥 ≤ 𝑒

veya 𝑦 < 𝑔(𝑥) ve 𝑥 > 𝑒 ise,

𝑥 ∨ 𝑦
eğer 𝑦 > 𝑔(𝑥) ve 𝑥 ≤ 𝑒

veya 𝑦 ≥ 𝑔(𝑥) ve 𝑥 > 𝑒 ise,

                                                  (2.3) 

olacak şekilde 𝑔(𝑒) = 𝑒 sabit noktalı bir azalan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu vardır. 

İspat: (2.1) formülü ile tanımlanan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonu göz önüne alınsın. Lemma 2.36 

ve Lemma 2.38 kullanılırsa, 𝑈 uninormu (2.3) formülü ile verilir. 𝑈 uninormunun monoton 

özelliği kullanılarak 𝑔 fonksiyonunun azalan olduğu elde edilir.  

Uyarı 2.40: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Aşağıda, Teorem 2.39 

da 𝐿 nin sonluğunun ihmal edilemeyeceğini göstermek amacıyla 𝑔(𝑒) = 𝑒 özelliğini 

sağlayan her 𝑔: 𝐿 → 𝐿 azalan fonksiyonu için Teorem 2.39 daki (2.3) formülü geçerli 

olmayacak şekilde 𝑒 birim elemanlı bir 𝑈 idempotent uninormu ile birlikte sonsuz sınırlı 

bir kafes örneği verilmektedir. 
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Örnek 2.41: Uyarı 2.37 deki (2.2) formülü ile tanımlanan [0,1] birim aralığı üzerindeki 

𝑒 ∈ ]0,1[ birim elemanlı 𝑈 idempotent uninormu göz önüne alınsın. Keyfi 𝑘 ∈ [0, 𝑒[ 

elemanı verilsin. Bu durumda, her 𝑡 ∈ [𝑒, 1[ için 𝑈(𝑘, 𝑡) = 𝑚𝑖𝑛(𝑘, 𝑡) = 𝑘 ve 𝑈(𝑘, 1) =

𝑚𝑎𝑥(𝑘, 1) = 1 elde edilir. Kabul edelim ki (2.2) formülü ile verilen 𝑈 idempotent 

uninormu, 𝑔(𝑒) = 𝑒 özelliğini sağlayan keyfi bir 𝑔: 𝐿 → 𝐿 azalan fonksiyonu için Teorem 

2.39 daki (2.3) formülü ile karakterize edilsin. Bu durumda her 𝑡 ∈ [𝑒, 1[ için 𝑈(𝑘, 𝑡) = 𝑘 

olduğundan (2.3) formülünden 𝑡 ≤ 𝑔(𝑘) elde edilir. Her 𝑡 ∈ [𝑒, 1[ için 𝑡 ≤ 𝑔(𝑘) olduğu 

için 𝑠𝑢𝑝{𝑡 ∶ 𝑡 ∈ [𝑒, 1[} ≤ 𝑔(𝑘) yani 1≤ 𝑔(𝑘) elde edilir. Buradan 1 = 𝑔(𝑘) olur. 1 =

𝑔(𝑘) ve 𝑘 ∈ [0, 𝑒[ olduğundan (2.3) formülünden 𝑈(𝑘, 1) = 𝑘 bulunur ki bu bir çelişkidir. 

Sonuç olarak, eğer 𝐿 sınırlı kafesinin sonluluğu ihmal edilirse, (2.2) formülü ile 

tanımlanan [0,1] birim aralığı üzerindeki 𝑒 ∈ ]0,1[ birim elemanlı 𝑈 idempotent uninormu, 

𝑔(𝑒) = 𝑒 özelliğini sağlayan keyfi bir 𝑔: 𝐿 → 𝐿 azalan fonksiyonu için Teorem 2.39 daki 

(2.3) formülü ile karakterize edilemez.  

Uyarı 2.42: (𝐿, ≤ ,0,1) sınırlı bir kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 birim elemanlı bir 

idempotent uninorm ve her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olsun. Uyarı 2.40 ve Örnek 

2.41 dan görülmektedir ki Teorem 2.39 da 𝐿 sınırlı kafesinin sonluluğu yeter koşuldur. 

Aşağıdaki örnekte, Teorem 2.39 da 𝐿 sınırlı kafesinin sonluluğunun gerek koşul olmadığı 

gösterilmektedir.  

Örnek 2.43: 𝑒 ∈ ]0,1[ için 

𝑈(𝑥, 𝑦) = {
𝑥 ∧ 𝑦 eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2

𝑥 ∨ 𝑦 aksi durumda,
                                                   

ile tanımlanan [0,1] üzerinde 𝑒 birim elemanlı 𝑈 idempotent uninormu göz önüne alınsın. 

[0,1] üzerinde yukarıdaki şekilde tanımlanan 𝑈 idempotent uninormu için bir 𝑔: 𝐿 → 𝐿 

azalan fonksiyonu  

𝑔(𝑥) = {
𝑒 eğer 𝑥 ≤ 𝑒 ise,
0 aksi durumda.

 

şeklinde verilebilir. 

Örnek 2.44: Şekil 2.9 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑟, 𝑞, 𝑒, 𝑧, 𝑠, 𝑡, 𝑙, ℎ,𝑚, 𝑝, 1} sınırlı kafesi 

göz önüne alınsın. Tablo 2.8 ile tanımlanan 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 idempotent uninormu için 

𝑔: 𝐿 → 𝐿 azalan fonksiyonu  
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𝑔(𝑥) =

{
 
 
 

 
 
 
0 𝑥 ∈ {𝑝, 1},

𝑎 𝑥 ∈ {𝑡, 𝑙, ℎ,𝑚},
𝑒 𝑥 ∈ {𝑒, 𝑞},

𝑟 𝑥 ∈ {𝑠, 𝑧},
𝑠 𝑥 ∈ {𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑟},
𝑚 𝑥 = 𝑎,
𝑝 𝑥 = 0,

 

şeklinde tanımlanır. 

 

 
 

Şekil 2.9. 𝐿 sınırlı kafesi 
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Tablo 2.8. 𝐿 üzerindeki 𝑈 idempotent uninormu 
 

𝑈 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑟 𝑞 𝑒 𝑧 𝑠 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

𝑎 0 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑝 1 

𝑏 0 𝑎 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑐 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑏 𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 𝑐 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑑 0 𝑎 𝑏 𝑏 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑑 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑟 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑟 𝑟 𝑟 𝑟 𝑟 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑞 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑟 𝑞 𝑞 𝑧 𝑠 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑒 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑟 𝑞 𝑒 𝑧 𝑠 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑧 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑟 𝑧 𝑧 𝑧 𝑠 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑠 0 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑟 𝑠 𝑠 𝑠 𝑠 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑡 0 𝑎 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑡 𝑙 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑙 0 𝑎 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑙 𝑚 𝑚 𝑝 1 

ℎ 0 𝑎 ℎ ℎ ℎ ℎ ℎ ℎ ℎ ℎ ℎ 𝑚 ℎ 𝑚 𝑝 1 

𝑚 0 𝑎 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑚 𝑝 1 

𝑝 0 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 1 

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

Uyarı 2.45: Teorem 2.39, her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir ve Card(𝐿) < ℵ0 olacak 

şekildeki dağılmalı olmayan bir 𝐿 sınrlı kafesi için de geçerlidir. Aşağıdaki örnek, 𝐿 

üzerindeki bir 𝑈 idempotent uninormu (2.3) formülü ile inşa edilecek şekilde 𝑔(𝑒) = 𝑒 

özelliğini sağlayan bir 𝑔: 𝐿 → 𝐿 azalan fonksiyonunun mevcut olduğunu göstermektedir. 

Örnek 2.46: Şekil 2.10 ile verilen 𝐿 = {0, 𝑒, 𝑐, 𝑑, 𝑓, 1} dağılmalı olmayan sınırlı kafesi göz 

önüne alınsın. Tablo 2.9 ile tanımlanan 𝑈: 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 idempotent uninormu için 𝑔: 𝐿 → 𝐿 

azalan fonksiyonu  

𝑔(𝑥) = {
0 𝑥 = 1,
𝑒 𝑥 ∈ {𝑓, 𝑑, 𝑐, 𝑒}
1 𝑥 = 0,

 

şeklinde tanımlanır. 
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Şekil 2.10. 𝐿 sınırlı kafesi 

 

Tablo 2.9. 𝐿 üzerindeki 𝑈 idempotent uninormu 
 

𝑈 0 𝑒 𝑐 𝑑 𝑓 1 

0 0 0 0 0 0 0 

𝑒 0 𝑒 𝑐 𝑑 𝑓 1 

𝑐 0 𝑐 𝑐 1 𝑓 1 

𝑑 0 𝑑 1 𝑑 1 1 

𝑓 0 𝑓 𝑓 1 𝑓 1 

1 0 1 1 1 1 1 
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3. İRDELEME 

 

[0,1]  birim aralığı üzerinde tanımlanan ikili işlemler fuzzy küme teorisinde başta 

çok bileşenli mantıksal bağlaçlar olmak üzere birçok önemli uygulama alanlarına sahiptir. 

Bu operatörler birim aralık üzerindeki birleştirme operatörlerinden biri olduğu için bu 

operatörleri karakterize etmek ve incelemek oldukça önemlidir. [0,1] birim aralığı 

üzerindeki uninormlar, birim aralık üzerindeki ikili işlemlere dolayısıyla birleştirme 

operatörlerine bir örnektir. Uninormlar, üçgensel normlar ve üçgensel konormların bir 

genelleştirmesi olarak Yager ve Rybalov tarafından [77] ortaya konuldu ve bu 

operatörlerin genel yapısı Fodor, Yager ve Rybalov tarafından [33] detaylı bir şekilde 

incelendi. [0,1] üzerindeki bir uninorm ∗: [0,1]2 → [0,1] bir ikili işlemdir öyle ki 

değişmeli, birleşmeli, her iki değişkene göre artan ve 𝑒 ∈ [0,1] birim elemanına sahiptir. 

Bir üçgensel norm 𝑒 = 1 birim elemanlı bir uninorm iken bir üçgensel konorm 𝑒 = 0 birim 

elemanlı bir uninormdur. Uninormlar fuzzy mantık, uzman sistemler, sinir ağları, 

birleştirme ve fuzzy sistem modeli gibi birçok alanda yararlılığı kanıtlanmış birleştirme 

operatörlerinin özel bir çeşitidir [8,19,45,47,48,50]. 

Hu ve Li [38] ve Drygaś [28] sürekli uninormların karakterizasyonunu ve De Baets 

[17] idempotent uninormların yapısını ele aldı. Uninormun özellikleriden değişmelilik 

varsayımı kaldırılarak uninormlardan daha genel operatörlerin sınıfı, Drygaś tarafından 

[29] çalışıldı. Aynı çalışmada, ordinal toplamlar ile verilen operatörler yardımıyla uninorm 

benzeri operatörlerin özellikleri üzerinde duruldu. Mas, Monserrat, Torrens uninormların 

özelliklerinden değişme özelliğini kaldırarak üçgensel normların genelleştirmesinde, [0,1] 

birim aralığı üzerinde [58]  ve bir sonlu zincir üzerinde [59] sol ve sağ uninorm 

kavramlarını; Wang ve Fang [72] bir tam kafes üzerinde sol ve sağ uninorm kavramlarını 

ele aldı. Üçgensel normların genelleştirmesinden hareketle Liu [50] uninormların 

özelliklerinden değişme özelliğine ek olarak birleşme özelliğini de kaldırarak uninorm 

kavramını genelleştirdi ve bir tam kafes üzerinde yarı uninorm olarak adlandırılan yeni bir 

kavram tanımladı. [0,1] birim aralığı üzerinde tanımlanan bir 𝑈 uninormu için, 𝑈(0,1) ∈

{0,1} değeri 𝑈 uninormunun sıfırlayanıdır. Eğer 𝑈(0,1) = 0 ise, 𝑈 uninormu konjanktif, 

eğer 𝑈(0,1) = 1 ise, 𝑈 uninormu disjanktif olarak adlandırılır. Bir 𝑈 uninormunun 
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konjanktif veya disjanktif olması bulanık gerektirme fonksiyonlarının tanımında 

uninormların (yarı-uninorm, sol ve sağ uninorm) kullanılmasını sağlar [18,50,60,72,74]. 

Karaçal ve Mesiar [41] bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde verilen 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim 

elemanlı bir uninorm inşa etmek için iki yöntem verdi ve bu yöntemlerin bir ürünü olarak 

𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı en küçük ve en büyük uninormu elde etti. 𝐿 sınırlı 

kafesi üzerindeki 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı her bir 𝑈 uninormu için 𝑈 nun [0, 𝑒]2 üzerine 

kısıtlanışı bir üçgensel norm ve 𝑈 nun [𝑒, 1]2 üzerine kısıtlanışı bir üçgensel konormdur. 

Bu tezde, keyfi bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde üçgensel normların ve üçgensel 

konormların varlığı kullanılarak 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm inşa etmek için 

Karaçal ve Mesiar’ın [41] önerdikleri yöntemlerden farklı iki yöntem verildi. Bu 

yöntemlerin bir sonucu olarak 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde en küçük idempotent uninorm ve en 

büyük idempotent uninorm elde edildi ve bu elde edilen en küçük idempotent uninormun 

konjanktif ve en büyük idempotent uninormun disjanktif olduğu gözlemlendi. 𝐿 sınırlı bir 

kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}, 𝑎 ∥ 𝑒 ve 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekildeki 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı için 𝐿 üzerinde 𝑎 

sıfırlayanlı, 𝑒 birim elemanlı bir uninormun her zaman mevcut olması gerekmediği 

ispatlandı. Ayrıca, [0,1] birim aralığı üzerinde verilen lokal internal kavramı sınırlı 

kafesler üzerine genişletilerek her 𝐿 sınırlı kafes üzerindeki idempotent uninormun lokal 

internal olması gerekmediği gösterilerek, 𝐿 üzerindeki idempotent uninormun lokal 

internal olması için gerekli şartlar verildi. Son olarak, 𝐿 sınırlı kafesi sonlu ve her 𝑥 ∈ 𝐿 

elemanı 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ile kıyaslanabilir olmak üzere, 𝐿 üzerinde bir azalan fonksiyon 

yardımıyla 𝑒 birim elemanlı bir idempotent uninorm inşa etmek için bir yöntem verildi. 
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4. SONUÇLAR 

 

Bu tezde elde edilen sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

Bölüm 2.1. de: 

1. Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir 𝑈 idempotent uninormu için,  

i) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦  

ii) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦  

ifadelerinin sağlandığı gösterildi. (Önerme 2.2) 

2. Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir 𝑈 idempotent uninormu için, 

i) Her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 için, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∧ 𝑦  

ii) Her (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 için, 𝑈(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑥 ∨ 𝑦  

iii) Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2\([0, 𝑒]2 ∪ [𝑒, 1]2) için, 𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑈(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑥 ∨ 𝑦  

ifadelerinin sağlandığı gösterildi. (Önerme 2.4) 

3. Bir 𝐿 sınırlı kafesi ve keyfi bir  𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı için [0, 𝑒] üzerindeki t-normların 

varlığına ve [𝑒, 1] üzerindeki t-konormların varlığına dayanılarak 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} 

birim elemanlı bir uninorm inşa etmek için iki yöntem verildi. (Teorem 2.5) 

4. Teorem 2.5 de verilen 𝐿 sınırlı kafesi üzerindeki 𝑈𝑡 ve 𝑈𝑠 uninormlarının, 

 Φ(𝑥) = {
0 eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ise,
𝑥 aksi durumda.

 

ve 

η(𝑥) = {
1 eğer 𝑥 ∈ [0, 𝑒] ise,
𝑥 aksi durumda.

 

ile tanımlı Φ: 𝐿 → 𝐿 ve η: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonları göz önününe alınarak, 

𝑈𝑡(𝑥, 𝑦) = {
𝑇𝑒(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑒]2 ise,
𝑥 ∨ 𝑦 aksi durumda.

   

ve 

 𝑈𝑠(𝑥, 𝑦) = {
𝑆𝑒(𝑥, 𝑦) eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑒, 1]2 ise,
𝑥 ∧ 𝑦 aksi durumda.

 

şeklinde de tanımlanabileceği gösterildi. (Uyarı 2.6) 

5. Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı için [0, 𝑒] üzerindeki en büyük t-norm 

𝑇∧ (infimum) ve [𝑒, 1] üzerindeki en küçük t-konorm 𝑆∨ (supremum) kullanılarak 𝐿 

üzerinde 𝑒 birim elemanlı en büyük ve en küçük idempotent uninormlar elde edildi ve bu 
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elde edilen en küçük idempotent uninormun konjanktif ve en büyük idempotent uninormun 

disjanktif olduğu görüldü. (Sonuç 2.7) 

Bölüm 2.2. de: 

6. 𝑈, 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm olmak üzere, 

i) 𝑈(0,1) ∈ 𝐿 elemanının 𝑈 uninormunun sıfır elemanı (sıfırlayanı)  

ii) Eğer 𝑈(0,1) ∈ 𝐿 elemanı ile 𝑒 kıyaslanabilir ise, 𝑈 uninormunun konjanktif uninorm 

veya disjanktif uninorm 

iii) Eğer (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎] × [𝑎, 1] ∪ [𝑎, 1] × [0, 𝑎] ise, 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈(0,1). 

olduğu gösterildi. (Önerme 2.8) 

7. Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿 birim elemanlı herhangi bir idempotent uninormun 

konjanktif uninorm veya disjanktif uninorm olması gerekmediğine dair bir örnek verildi. 

(Örnek 2.9) 

8. 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} ve 𝑎 ∥ 𝑒 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı verilsin. Buna 

göre, 𝐿 üzerinde 𝑎 = 𝑈(0,1) olacak şekilde 𝑎 sıfırlayanlı ve 𝑒 birim elemanlı bir 

uninormun her zaman mevcut olması gerekmediği ispatlandı. (Teorem 2.11 ve Teorem 

2.14) 

Bölüm 2.3. de: 

9. 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir 𝑈 idempotent uninormun 

sağladığı bazı özellikler verildi. (Önerme 2.15) 

10. 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir 𝑈 idempotent uninormun her 

𝑥 ∈ 𝐿 elemanının 𝑒 ile kıyaslanabilir olması şartı ile infimuma ya da supremuma eşit 

olduğu gösterildi. (Önerme 2.16) 

11. Eğer 𝑒 ∈ 𝐿 elemanı ile kıyaslanamayan bazı 𝑥 ∈ 𝐿 elemanları mevcut ise, 𝑈 ∈ 𝒰(𝑒) 

için her zaman 𝑈(𝑥, 𝑦) = {𝑥, 𝑦, 𝑥 ∧ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦} olması gerekmediğine dair bir örnek verildi. 

(Örnek 2.17) 

12. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 

i) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧, 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ve 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 

ii) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦 ve 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦  

ifadelerinden birininin sağlandığı gösterildi. (Önerme 2.18) 

13. Önerme 2.18 (ii) varsayımları altında 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) değerinin 𝑥 ∧ 𝑦 değerinden farklı 

olabileceği gösterildi. (Örnek 2.19) 
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14. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 

𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 için farklı ek kısıtlamalar altında 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitliklerinin sağlandığı gösterildi. (Önerme 2.20, Önerme 

2.22, Önerme 2.24) 

15. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, eğer 𝑥, 𝑦 ≥ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≤ 𝑒 için 

𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 için 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 kısıtlaması altında 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎,  

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏, 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 eşitliklerinin sağlandığı gösterildi 

(Önerme 2.21). Farklı kısıtlamalar altında bu eşitliklerden ilk üçünün sağlandığı gösterildi. 

(Önerme 2.23, Önerme 2.25) 

16. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ≥ 𝑒 ≥ 𝑧, 𝑥 ∥ 𝑦, 𝑎 ∥ 𝑏 olacak 

şekildeki 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 elemanları için 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑎 ∧ 𝑏 iken 𝑈(𝑥, 𝑧) değerinin 𝑈(𝑎, 𝑧) 

değerinden farklı olabileceği gösterildi. (Örnek 2.26) 

17. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için, 

i) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑧, 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) = 𝑧 ve 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑧  

ii) Eğer 𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑦, 𝑈(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑦  

ifadelerinden birinin sağlandığı gösterildi. (Önerme 2.27) 

18. Önerme 2.27 (ii) varsayımları altında 𝑈(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑧) değerinin 𝑥 ∨ 𝑦 değerinden farklı 

olabileceği gösterildi. (Örnek 2.28) 

19. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒 için 

𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑧 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 için farklı ek kısıtlamalar altında 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑈(𝑏, 𝑧) =

𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑧 eşitliklerinin sağlandığı gösterildi. (Önerme 2.29, Önerme 

2.31, Önerme 2.33) 

20. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, eğer 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑒, 𝑥 ∥ 𝑦 ve 𝑧 ≥ 𝑒  için 

𝑈(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ise, her 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑒, 𝑎 ∥ 𝑏 için 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎 ∨ 𝑏 kısıtlaması altında 𝑈(𝑎, 𝑧) = 𝑎,  

𝑈(𝑏, 𝑧) = 𝑏, 𝑈(𝑎 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∧ 𝑏 ve 𝑈(𝑎 ∨ 𝑏, 𝑧) = 𝑎 ∨ 𝑏 eşitliklerinin sağlandığı gösterildi 

(Önerme 2.30). Farklı kısıtlamalar altında bu eşitliklerden ilk üçünün sağlandığı gösterildi. 

Önerme 2.32, Önerme 2.34) 
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21. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm ve 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir olmak üzere, 

𝐴𝑥 = {𝑦 ∈ 𝐿 ∶ 𝑦 ∥ 𝑥 veya (∃𝑧)(𝑧 ∥ 𝑥 ve 𝑧 ∥ 𝑦)} 

kümesi üzerinde bazı sonuçlar verildi. (Teorem 2.35) 

Bölüm 2.4. de: 

22. 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir idempotent uninorm, 

her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir ve Card(𝐿) < ℵ0 olmak üzere 

𝑈(𝑥, 𝑦) =

{
 

 𝑥 ∧ 𝑦
eğer 𝑦 ≤ 𝑔(𝑥) ve 𝑥 ≤ 𝑒

veya 𝑦 < 𝑔(𝑥) ve 𝑥 > 𝑒 ise,

𝑥 ∨ 𝑦
eğer 𝑦 > 𝑔(𝑥) ve 𝑥 ≤ 𝑒

veya 𝑦 ≥ 𝑔(𝑥) ve 𝑥 > 𝑒 ise,

                           

olacak şekilde 𝑔(𝑒) = 𝑒 sabit noktalı bir azalan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonunun mevcut olduğu 

gösterildi. (Teorem 2.39) 
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5. ÖNERİLER 

 

1. Teorem 2.5 de bir 𝐿 sınırlı kafesi ve keyfi 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} elemanı için [0, 𝑒] üzerindeki 

üçgensel normların varlığına ve [𝑒, 1] üzerindeki üçgensel konormların varlığına 

dayanılarak, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm inşa etmek için iki yöntem 

verildi.  

Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir uninorm elde etmek için 

Teorem 2.5 de verilen inşa yöntemlerinden farklı yöntemler düşünülebilir.  Ayrıca bir 𝐿 

sınırlı kafesi üzerinde 𝑎 ∈ 𝐿\{0,1} sıfır elemanlı nullnormlar elde etmek için inşa 

yöntemleri üzerinde çalışılabilir. 

2. Sonuç 2.7 de [0, 𝑒] üzerindeki en büyük üçgensel norm 𝑇∧ (infimum) ve [𝑒, 1] 

üzerindeki en küçük üçgensel konorm 𝑆∨ (supremum) olduğu kullanılarak 𝐿 üzerinde 

𝑒 ∈ 𝐿\{0,1}  birim elemanlı en büyük ve en küçük idempotent uninormlar elde edildi.  

Bir 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde 𝑎 ∈ 𝐿\{0,1} sıfır elemanlı idempotent nullnormların 

karakterizasyonu üzerine çalışılabilir. 

3. Teorem 2.39 de 𝐿 sınırlı bir kafes, 𝑈, 𝐿 üzerinde 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanlı bir 

idempotent uninorm, her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ile kıyaslanabilir ve Card(𝐿) < ℵ0 olmak üzere 

𝑔(𝑒) = 𝑒 sabit noktalı bir azalan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonunu yardımıyla 𝑈 idempotent 

uninormunun inşaa edilebileceği gösterildi.  

Bu teoremde verilen her 𝑥 ∈ 𝐿 elemanı 𝑒 ∈ 𝐿\{0,1} birim elemanı ile kıyaslanabilir 

ve Card(𝐿) < ℵ0 kısıtlamalarından en az biri kaldırılarak 𝐿 sınırlı kafesi üzerinde bir 

azalan 𝑔: 𝐿 → 𝐿 fonksiyonunu yardımıyla idempotent uninormları karakterize etme 

problemi ile ilgilenilebilir. 
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