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Bu tezde esas amag sinirl kafesler tizerinde uninormlarin karakterizasyonunu vermek ve bu
karakterizasyonun bir sonucu olarak elde edilen idempotent uninormlarin 6zelliklerini incelemektir.

Bu tez calismasi iki boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, denklik ve siralama
bagintilari, kafesler, licgensel normlar ve iiggensel konormlar iizerine genel bir literatiir calismasi
yapilarak [0,1] birim araligi, L* kafesi, L’ kafesi ve L sinirh kafesi iizerindeki uninormlar ile ilgili
elde edilen baz1 temel sonuglardan bahsedildi.

Ikinci bolim doért kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda bir L smirli kafesi {izerinde
e € L\{0,1} birim elemanli bir uninorm insa etmek igin iki yontem verildi ve bu yontemlerin bir
tirinii olarak L lizerinde e birim elemanli en kii¢iik ve en biiyiik idempotent uninormlar elde edildi.
Ikinci kisimda, L smirli kafesi, e € L\{0,1} ve a = U(0,1) || e igin L iizerinde e birim elemanl bir
uninormun her zaman mevcut olmadig1 gosterildi. Ugiincii kisimda, [0,1] birim aralig: iizerinde
verilen lokal internal kavrami sinirli kafesler iizerine genisletildi ve her L sinirl kafesi iizerindeki
idempotent uninormun lokal internal olmasi gerekmedigi gosterilerek L tizerindeki bir idempotent
uninormun lokal internal olmasi igin gerekli sart verildi. Son kisimda ise, bir L sinirli kafesi tizerine
bazi varsayimlar altinda L iizerinde bir azalan fonksiyon yardimiyla idempotent uninormlari insa

etmek i¢in bir yontem verildi.

Anahtar Kelimeler: Uninorm, Idempotent uninorm, T-norm, T-konorm, Smirl1 kafes.
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The main aim of present thesis is to give the characterization of uninorms on bounded
lattices and investigate the properties of idempotent uninorms that is obtained in reaction to this
characterization.

This thesis consists of two chapters. In the first chapter, by making a general study of
literature about the equivalence and order relations, lattices, triangular norms and triangular
conorms, it is mentioned some main results obtained concerning uninorms on the unit interval
[0,1], the lattice L!, the lattice L* and the bounded lattice L.

The second chapter consists of four sections. In the first section, it is given two methods to
construct a uninorm on a bounded lattice L with the neutral element e € L\{0,1} and as a by-
product these methods, the smallest and the greatest idempotent uninorms on L with the neutral
element e are obtained. In the second section, for the bounded lattice L, e € L\{0,1} and a =
U(0,1) Il e, it is shown that there does not always exist a uninorm on L with neutral element e. In
the third section, it is extended locally internal concept given on unit interval [0,1] to bounded
lattices and by showing an idempotent uninorm on every bounded lattice need not be locally
internal, it is given a sufficient condition to an idempotent uninorm on L be locally internal. In the
last section, it is given a method for constructing idempotent uninorms on a bounded lattice L by

means of a decreasing function under some assumptions on L.

Key Words: Uninorm, Idempotent uninorm, T-norm, T-conorm, Bounded lattice.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Menger’in 1942’de ‘Statistical Metrics’ [62] isimli ¢alismasinda ortaya koydugu
ticgensel norm (t-norm) kavrami, 1960’11 yillarin baslarinda metrik uzayda tanimlanan
tiggen esitsizligini olasiliksal metrik uzaylara genellestirmek amaciyla Schweizer ve Sklar
tarafindan birgok makalede [65-69] detayli olarak calisildi. Ayrica, t-normlar uzaydaki iki
eleman arasindaki uzakligin bir reel say1 yerine olasilik dagilim fonksiyonlari ile 6l¢iildiigii
metrik uzaylarda caligmaya olanak saglar. 1980’li yillarin basinda t-normlar fuzzy
kiimelerin mantiksal baglacin1 ve noktasal arakesitini modellemek amaciyla fuzzy kiime
toplulugu tizerinde tanimlandi.

T-normlarin insasi bir¢ok yazar tarafindan gesitli sekillerde ele alindi. Klement,
Mesiar ve Pap [44] ve Vicenik [71] monoton fonksiyonlar yardimiyla t-normlarin insasini
detayli bir sekilde calistr. Marko ve Mesiar [52] siirekli Arsimedyan t-normlarin sonlu bir
ailesi igin bir nilpotent alt siirin varligin1 gosterdi. Kimberling [43] kesin t-normlarin
ingasini ve tersinir t-norm kavramini verdi. Fakat tersinir stirekli t-normlar Fodor ve Jenei
tarafindan [34] karakterize edildi.

Daha genel kismi sirali yapilar lizerindeki t-normlarin ele alinmasi 1999 yillarda
basladi. Drossos [26] bir t-normdan yeni bir t-norm insa etmek i¢in topolojik ve Boolean
yontemlerini i¢geren monodial yapilar ger¢evesinde t-normlart ¢alisti. De Baets ve Mesiar
[19] sinirli kismi sirali kiimeler tizerindeki t-normlar igin temel notasyonlar1 genellestirerek
carpim kafesleri ve ¢arpim posetleri tizerindeki t-normlari inceledi.

Daha sonra mantik ve karar vermede t-normlarin matematiksel uygulamalar ile
ilgilenilmeye baglandi. Calvo [4] aggregasyon operatorleri, yari-aritmetik ortalama ve
birlesmeli fonksiyonlar gibi farkli siniflarda galisilmasina izin veren operatdrler igin Klasik
dagilmalilik esitliginin yeni ¢oziimlemeler irettigini gosterdi. Moser, Tsiporkova ve
Klement [64] birlestirme operatorlerinin yeni smiflarinin inga edilmesini saglayan
t-normlarin ve t-konormlarin yeni birlesimleri iizerine c¢alisti. Bircok yazar, birlestirme
operatorlerinin idempotent, simetri ve sifirlayan eleman gibi birgok ozellikleri lizerinde
calisti. Bu kapsamda Mayor ve Calvo [61] farkli t-normlar ve t-konormlara dayali siralara

gore birlestirme operatorlerinin  monotonlugunu ele aldi. Bu calisma, t-normlarin



genellestirilmesi olan uninorm kavraminda bazi bilinen fonksiyonlarla c¢alisilmasini
sagladi.

Uninorm birlestirme operatér kavrami ilk olarak Yager ve Rybalov tarafindan [77] t-
norm ve t-konormlarin genellestirilmesi olarak verildi. [0,1] birim araligi tizerindeki bir
uninorm artan, birlesmeli, degismeli ve e € [0,1] birim elemanina sahip bir fonksiyondur.
T-normlar ve t-konormlardan farkli olarak uninormlarin e € [0,1] birim eleman: [0,1]
birim araligindaki herhangi bir say1 olabilir. Bir uninorm e = 1 ile bir t-norm ve e = 0 ile
bir t-konorm verir. Uninormlarin yapisina t-norm ve t-konormlarin birlesimi olmasi
sebebiyle hem teorik hem uygulama agisindan son yillarda 6nemli ve artan bir ilgi vardir.
Uninormlar, uzman sistemler, yapay sinir aglari, bulanik mantik, birlestirme ve bulanik
sistem modelleri gibi birgok alanda yararli oldugu kanitlanmis birlestirme operatorlerinin
6zel bir halidir [35, 70, 73, 74, 76]. Ayrica uninormlar, tibbi teshis ile ilgili belirli faktorleri
birlestiren fonksiyonlar olarak MYCIN benzeri uzman sistemlerde 6nemli rol oynar
[3, 37]. Bir U uninormunun konjanktif uninorm (U(0,1) = 0) veya disjanktif uninorm
(U(0,1) =1) olmasi, uninormlarin fuzzy gerektirme fonksiyonlarmm taniminda
kullanilmasina olanak saglar [18, 60].

Yager ve Rybalov’un [77] uninorm kavramini vermesinin ardindan Fodor, Yager ve
Rybalov [33] bu operatorleri detayli bir sekilde ¢alisti. Fodor, Yager ve Rybalov bu
caligmada, Ling tarafindan [49] verilen ordinal toplamlara benzer bir yontemle t-normlar
ve t-konormlardan faydalanilarak uninormlarin insa edilebilecegini gosterdi. Ayni
calismada, sabit birim elemanli uninormlarin keyfi bir sinifi iizerinde en zayif ve en gii¢lii
uninormlar belirlendi. Ayrica, [0,1] birim aralig1 {izerindeki U uninormu i¢in x — U(x, 1)
ve x - U(x,0) (x € [0,1]) fonksiyonlari x = e noktas1 hari¢ [0,1] ftizerinde siirekli
fonksiyonlar olmak iizere, uninormlarin U,y;,, V€ Uy, ile gosterilen iki sinift tanimland.

Li ve Shi [47] uninorm birlestirme operatoriiniin birim elemaninin yalnizca 1 (t-
norm) veya 0 (t-konorm) olmasi durumunda uninorm birlestirme operatoriiniin siirekli
olabilecegini gosterdi. Yani, siirekli bir uninorm birlestirme operatorii ya t-norm ya da
t-konormdur. Ayrica, t-normlar ve t-konormlar1 kullanarak [77] de verilen uninorm
birlestirme operatdrlerinin yapilarini iceren bazi genel uninorm aggregasyon operatorlerini
insa etti.

Deschrijver [22] aralik degerli fuzzy kiime teorisinde ne konjanktif ne de disjanktif
olan uninormlarin varhigimi gostererek bu tip uninormlar tizerine calisti. Ayni ¢alismada,

ne konjanktif ne de disjanktif olan uninormlara 6rnekler bulunmaktadir.



Martin, Mayor, Torrens [55] [0,1] birim araligi tizerindeki monoton (her bir
degiskene gore artan) ve lokal internal olan yani her bir (x,y) € [0,1]?> icin
F(x,y) € {x,y} sartim1 saglayan ikili islemler tizerinde calisti. Lokal internal 6zelligi,
Martin ve Mayor tarafindan [54] bazi1 ek kosullar altinda ¢alisildi. Lokal internal
fonksiyonlar ayn1 zamanda idempotent fonksiyonlar (her x € [0,1] i¢in F(x,x) = x)
olduklarindan bu o6zellik olduk¢a Onemlidir. Bu nedenle, lokal internal fonksiyonlarin
calisilmas1 idempotent operatorlere yeni Ornekler vermesi agisindan Onemlidir. Ayrica
lokal internal operatorler ile idempotent operatorler yakindan iligkilidir. Czogola ve
Drewniak [7] birim elemanli, birlesmeli, monoton ve idempotent operatdrlerin minimum
ve maksimum operatorlerin 6zel bir birlesimi oldugunu ve dolayisiyla lokal internal
oldugunu ispatladi. De Baets [17] [0,1] birim aralig1 tizerindeki idempotent uninormlarin
karakterisazyonu yapti. Bu yapilan karakterizasyonda [0,1] birim araligi tizerindeki
uninormlarin iki 6nemli sinifi, bilinen tek idempotent uninormlar olan minimum operatorii
(Upnin sinifi) ve maksimum operatdrii (U,y,q, smifi) ile ilgili olarak verildi. Ayrica, [17] de
verilen idempotent uninormlarin karakterizasyonu lokal internaldir.

De Baets, Fodor, Ruiz-Aguilera ve Torrens [20] tim diskret uninormlart yani
L, =1{0,1,2,...,n} sonlu siralama 6l¢egi iizerinde her x € L, i¢in U(x,x) = x sartim1
saglayan tim uninormlar1 karakterize etti. e € L,, birim elemanli diskret idempotent
uninormlarin smifi g(e) = e kosulunun saglayan g: [0, e] — [e, n] azalan fonksiyonlarin
kiimesi ile birebir eslemedir 0yle ki bu azalan fonksiyonlarin her biri L, {izerindeki
idempotent uninormlar1 ve tersine olarak L,, iizerindeki idempotent uninormlarin her biri
bu azalan fonksiyonlar tek tiirlii olarak belirler. Bu eslesme, L,, iizerindeki tiim muhtemel
idempotent uninormlarin sayisini belirlemeye olanak saglar.

Karagal ve Mesiar [41] keyfi bir L sinirli kafesi tizerinde t-normlar ve t-konormlarin
varligindan faydalanarak e € L\{0,1} birim elemanli bir uninormun mevcut oldugunu
gosterdi. Bunun bir sonucu olarak, L tizerinde uninormlari insa etmek igin iki yontem
verildi ve bu insa yontemleri kullanilarak, L simirli kafesi {izerinde e € L\{0,1} birim
elemanli en kiigiik ve en biiyiik uninormlar elde edildi. Bu elde edilen uninormlarin birim
eleman1 e = 1 olmast durumda t-norm ve e = 0 olmasi durumda t-konorm elde edilir.
Daha sonra, Bodjanova ve Kalina [2] sinirli kafesler tizerinde uninormlar: insa etmek igin

farkli yontemler verdi.



Yukarida bahsedilen tiim ¢aligmalarin 15181 altinda, bu doktora tez ¢alismasinda keyfi
bir L sinirli kafesi tizerindeki e € L\{0,1} birim elemanli baz1 idempotent uninormlarin
karakterizasyonu yapildi.

Birinci boliimde, kismen sirali kiimeler, kafesler, liggensel normlar ve {iggensel
konormlar, [0,1] birim aralig: iizerindeki uninormlar, L* kafesi iizerindeki uninormlar, L!
kafesi tizerindeki uninormlar ve L sinirli kafesi tizerindeki uninormlar ile ilgili temel tanim
ve teoremler ile bu konularda yapilan bazi ¢alismalara yer verildi. Tezin ikinci boliimii dort
kisma ayrildi. Birinci kisimda, keyfi bir L smirli kafesi iizerinde t-normlarin ve
t-konormlarin varhigi kullanilarak e € L\{0,1} birim elemanli bir uninorm insa etmek i¢in
Karacal ve Mesiar’in [41] oOnerdikleri yontemlerden farkli iki yontem verildi. Tek
idempotent t-normun (infimum) T,:L? > L, T\(x,y) =xAy ve tek idempotent
t-konormun (supremum) S,: L? - L, Sy(x,y) = x V y oldugu goz éniine alinarak sirasiyla
e € L\{0,1} birim elemanl U: L? — L konjanktif ve disjanktif idempotent uninormlar elde
edildi. Bunun bir sonucu olarak, e € L\{0,1} birim elemanli en biiyilk ve en kiigiik
idempotent uninormlar bulundu. ikinci kisimda, keyfi bir L simirl kafesi {izerinde e € L
birim elemanli keyfi bir idempotent uninormun konjanktif uninorm veya disjanktif
uninorm olmasi gerekmedigine dair bir ornek verildi. Ayrica, L smirh bir kafes,
e € L\{0,1} ve all e olmak iizere a = U(0,1) € L elemani igin L iizerinde e birim
elemanli bir uninormun her zaman mevcut olmasi gerekmedigi ispatlandi. Ugiincii kisimda,
[0,1] birim araligi tizerinde verilen lokal internal kavrami smirli kafesler {izerine
genigletilerek her L sinirh kafesi iizerindeki idempotent uninormun lokal internal olmasi
gerekmedigi gosterildi. Bir L sinirhi kafesi tizerindeki idempotent uninormun lokal internal
olmasi igin gerekli sartlar verildi. Dordiincti kisimda, L sinirh kafesi sonlu ve her x € L
eleman1 e € L\{0,1} ile kiyaslanabilir olmak tizere, L tizerinde bir azalan fonksiyon

yardimiyla e birim elemenl bir idempotent uninorm insa etmek icin bir yontem verildi.



1.2. Denklik ve Siralama Bagintilari

Tanim 1.1. [39]: S bir kiime ve <, S {izerinde bir bagint1 olsun. < bagintsi,
(i) her a € S igin a < a ise yansiyandir.

(i) her a,b € Sigin a < b iken b < a ise simetriktir.

(i) her a,b € Sicina < b ve b < a iken a = b ise ters simetriktir.

(iv) hera,b,c € Sicina < b ve b < c iken a < c ise gegiskendir.

Eger < bagintisi yansiyan, simetrik ve gegisken ise S lizerinde bir denklik bagintisi
olarak adlandirilir. Eger < bagintis1 yansiyan, ters simetrik ve gegisken ise S tizerinde bir
siralama bagintis1 (veya kismen siralama bagmtis1) olarak adlandirilir. Uzerinde bir <
siralama bagintist tanimlanan S kiimesi sirali kiime (veya kismen sirali kiime) olarak
adlandirtlir ve (S, <) seklinde gosterilir.

a < b olmasi1 durumunda ‘b, a y1 igerir’ denir. Eger a < b ve a# b ise, a<b
seklinde gosterilir ve ‘a, b de 6z olarak igerilir’ denir. Ayrica ‘a < b yanlis’ ise, a £ b
seklinde gosterilir. a £ b ve b £ a ise, ‘a, b ile kiyaslanamaz’ olarak adlandirilir ve a || b
seklinde gosterilir.

Tamim 1.2. [39]: E bagmtis1 S kiimesi tizerinde bir denklik bagmntisi ve a € S olsun. Eger
a E b ise, a elemani E bagintis1 altinda b elemanina denktir denir. a elemanina denk olan
biitin elemanlarin kiimesine a nin denklik sinifi denir ve E(a) ile gosterilir. Yani,
E(a) ={b €S : bE a} dir. K,S kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger keyfi bir a € S i¢gin
K = E(a) ise, K alt kiimesi S kiimesinde E nin bir denklik smifi (veya E-sinif) olarak
adlandirilir. S kiimesinde E nin tiim denklik siniflarinin kiimesi S nin E bagmtisina gore
boliim kiimesi olarak adlandirilir ve S / E ile gosterilir.

Tamim 1.3. [39]: A ve B iki kiime olsun. Eger f: A — B birebir 6rten bir doniisim mevcut
ise, A kiimesi B kiimesine es gii¢liidiir denir ve A = B ile gosterilir. A¢ik¢a goriilmektedir
ki es giicliiliik bir denklik bagintisidir. Bu durum, her S kiimesi i¢in bir kardinal say1
belirlememize olanak saglar. Yani, bir S kiimesinin kardinal sayisi (veya kardinalitesi), es
giicliiliik denklik bagintist altinda S nin denklik smifidir. Bir S kiimesinin kardinalitesi
Card(S) veya |S| ile gosterilir.

Tanmm 1.4. [39]: S bir kiime olsun. Keyfi bir n € N i¢in S kiimesi {1,2,3, ..., n} kiimesine
es giiclli ise, S kiimesi n kardinal sayisina sahip sonlu bir kiime olarak adlandirilir. Bos

kiime O kardinal sayisina sahip sonlu bir kiimedir. Bir kiime sonlu degilse sonsuz kiime



olarak adlandirilir. Sonsuz bir kiimenin kardinal sayist sonlu 6tesi bir kardinal say1 olarak
adlandirilir. Eger bir S sonsuz kiimesi N dogal sayilar kiimesine es giiclii ise sayilabilir
olarak adlandirilir. N dogal sayilar kiimesinin kardinal sayis1 & ile gosterilir.

Tanmm 1.5. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime olsun. Her a,b € S icina < b veya b < a
ise, (S, <) kismen sirali kiimesi zincir veya tam sirali kiime olarak adlandirilir.

Ornek 1.6. [1]: N dogal sayilar kiimesi dogal siralamaya gore bir tam siral1 kiimedir.
Uyan 1.7. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime olsun.

1) Her a € S icin x < a sartin1 saglayan x € S eleman1 mevcutsa, bu eleman tektir.
Gergekten, x ve y bu 6zelligi saglayan iki eleman olmak tizere, x <y ve y < x dir. S
kismen sirali kiime oldugundan ters simetri 6zelligi kullanilarak x = y bulunur. Boyle bir
eleman (eger mevcutsa) 0 ile gosterilir ve S nin en kiiciik elemani denir.

i) Her b € S igin b < y sartin1 saglayan y € S eleman1 mevcutsa, bu eleman 1 ile
gosterilir ve S nin en biiylik elemani1 denir. Boyle bir eleman mevcutsa, tek oldugu
kolaylikla gosterilir.

Eger 0 (en kiigiik) ve 1 (en biiyiik) elemanlart mevcutsa, 0 ve 1 elemanlar1 evrensel
siirlar olarak adlandirilir. Ciinkii her a € Si¢in 0 < a < 1 dir.

Teorem 1.8. [1]: (S, <) kismen sirali bir kiime ve K, S nin bir alt kiimesi ise, (K, <)
kismen sirali bir kiimedir. Ozel olarak, S bir tam sirali kiime ise, K da tam sirali kiimedir.
Ornek 1.9. [1]: R reel sayilar kiimesi bir tam sirali kiime oldugundan N dogal sayilar
kiimesi, N pozitif dogal sayilar kiimesi, Z tam sayilar kiimesi ve Q rasyonel sayilar
kiimesi de dogal siralamaya gore bir tam sirali kiimedir.

Tanmim 1.10. [1]: (S, <;) ve (T,<,) iki kismen sirali kiime ve 9:S — T bir doniisiim
olsun. Her a, b € S igin,

a<;b = 9(a) <, 9(b)
saglantyorsa, ¥ doniislimii sira korur doniisiim veya izoton olarak adlandirilir.

Tamm 1.11. [1]: (S, <) ve (T, <,) iki kismen sirali kiime olsun. Her a, b € S igin,

9(a) <, 9(b) >a<,b
saglanacak sekilde birebir ve orten bir 9: S — T doniisiimii mevcutsa, S ve T kismen sirali
kiimeleri izomorf olarak adlandirilir. S ve T kismen sirali kiimeleri izomorf ise, S = T
seklinde gosterilir.

(8, <;) kismen sirali kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfi otomorfi olarak

adlandirilir.



Tamm 1.12. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime ve x, y € S olsun. Eger x > yve x > b >
y kosulunu saglayan bir b € S eleman1 mevcut degilse, “x, y yi kapsar (veya orter)” denir.
Tamim 1.13. [1]: (S, <) kismen sirali bir kiime olsun. S nin elemanlarinin sayisi (kardinali)
S nin mertebesi olarak adlandirilir ve n(S) ile gosterilir. S nin elemanlarinin sayisi sonlu
olmasi durumunda, S sonlu kismen sirali kiime olarak adlandirilir.

Kapsama bagintis1 kullanilarak herhangi bir kismen sirali kiimenin gosterimi
asagidaki sekilde verilebilir.

(§,=<) kismen sirali kiimesinin her bir elemanini gdostermek i¢in kiigciik bir daire
cizilir. Eger x > y ise, x, y den daha biiyiik yere yazilir ve x, y yi orttiigiinden x den y ye
diiz bir dogru pargasi ¢izilir. Bu elde edilen sekil, (S, <) kismen sirali kiimesinin bir Hasse
diyagrami olarak adlandirilir.

Eger x > y ise, x den y ye diiz bir dogru pargas1 ¢izildiginden herhangi bir sonlu
kismen sirali kiime, Hasse diyagramina izomorftur. Bir (S, <) kismen sirali kiimesinin
dualinin diyagrami, S nin diyagramindaki oklari ters ¢evirmekle bulunur.

Tamim 1.14. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime, K € S ve p € K olsun.

1) Her k € K i¢in p < k ise, bu p eleman1 K kiimesinin en kiigiik elemani olarak
adlandirilir ve EkeK seklinde gosterilir.

i) Her k € K icin p = k ise, bu p eleman1 K kiimesinin en biiyiilk eleman1 olarak
adlandirilir ve EbeK seklinde gosterilir.

Tamim 1.15. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime, K € S ve p € K olsun.

1) k < p olacak sekilde bir k € K eleman1 mevcut degilse, bu p elemani K kiimesinin
minimal elemant olarak adlandirilir.

i) k> p olacak sekilde bir k € K eleman1 mevcut degilse, bu p elemanm K
kiimesinin maksimal eleman1 olarak adlandirilir.

En kii¢iik eleman bir minimal eleman ve en biiylik eleman bir maksimal elemandir.
Fakat, tersinin dogru olmas1 gerekmez.

Tanmm 1.16. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime ve K € S olsun.

) pEeSveherk € K igink < p ise, bu p elemani K kiimesinin bir iist sinir1 olarak
adlandirilir ve K kiimesinin iist sinirlarinm kiimesi K ile gosterilir. Bu takdirde,
K={p€eS|VkeK icin k < p}
dir.



ii) g € Sveherk € K igin q < k ise, bu g eleman1 K kiimesinin bir alt sinir1 olarak
adlandirilir ve K kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi K ile gosterilir. Bu takdirde,
K={q€eS|VkeK igin q <k}
dir.
Tamm 1.17. [1]: Bir sonlu n zincirinin uzunlugu n — 1 seklinde tanimlanir. Daha genel
olarak, bir S kismen sirali kiimesinin £(S) uzunlugu S deki sonlu zincirlerin uzunluklarinin
en kiiciik tist sinir1 seklinde tanimlanir. £(S) uzunlugu sonlu olmasi durumunda, S kismen
siralt kiimesi sonlu uzunluklu olarak adlandirilir.
Tamm 1.18. [1]: (S, <) kismen siral1 bir kiime ve K € S olsun. K kiimesinin mevcutsa en
kiicik eleman1 K kiimesinin supremumu (veya join) olarak adlandirilir ve supK ile

gosterilir. Dual olarak, K kiimesinin mevcutsa en biiyiikk elemant K kiimesinin infimumu

(veya meet) olarak adlandirilir ve infK ile gosterilir. Yani, supK = EkeK ve
infK = EbeK dir. supK ve infK nin (eger mevcutsa) ters simetri 6zelligi yardimiyla tek
oldugu gosterilir.

(S, <) kismen sirali bir kiime ve p,q € S olsun. Eger mevcutsa, p V q = sup{p, q}
ve p A q = inf{p, q} ile verilir. Bazen K = {p;:t € M} € S icin supK = V ey p, (eger

mevcutsa) ve infK = Ayepm P (eger meveutsa) seklinde gosterilir.

1.3. Kafesler

Tanmm 1.19. [1]: (S, <) kismen sirali bir kiime olsun. S kismen sirali kiimesinin herhangi
iki eleman1 bir en biiyiik alt sinira ve bir en kiigiik iist sinira sahip ise, S kismen sirali
kiimesi bir kafes olarak adlandirilir.

(L,<) bir kafes olmak iizere, eger L nin supremumu Ve infimumu mevcutsa,
supL = 1veinfL = 0 olur.
Tammm 1.20. [1]: (L,<) bir kafes olsun. L kafesi 0 (en kiiciik) ve 1 (en biiyiik)
elemanlarina sahipse, L kafesi sinirli kafes olarak adlandirilir.
Tamim 1.21. [1]: (L, <) kismen sirali bir kiime olsun. L nin her K alt kiimesi i¢in supK ve
infK mevcutsa, L kismen sirali kiimesi tam kafes olarak adlandirilir. Her sonlu veya sonlu
uzunluklu kafes tam kafestir.

Keyfi bir tam sirali kiime kafestir. Ciinkii a A b, a ve b elemanlarindan kiigiik olani,

aV b, a ve b elemanlarindan biiyiilk olanidir. Her kafesin tam kafes olmasi gerekmez.



Q rasyonel sayilar kiimesi kafes olmasina ragmen tam kafes degildir. R reel sayilar kiimesi
kafestir. Fakat —oco ve +oo evrensel sinirlar olarak kabul edilmedik¢e R reel sayilar kiimesi
tam kafes degildir. ([0,1], <) tam sirali kiimesi bir tam kafes olup [0,1] araligina birim
aralik denir.

Tanmm 1.22. [1]: (L,<) bir kafes ve K € L olsun. Her x,y €K igin x Ay € K ve
x V y € K saglaniyorsa, bu takdirde K kiimesi L nin bir alt kafesi olarak adlandirilir.
Tanmm 1.23. [1]: (L, <) bir kafes ve K, L nin bir alt kafesi olsun. Eger K, Sekil 1.1 de

verilen M5 kafesine izomorf ise, K elmas kafes olarak adlandirilir.

0

Sekil 1.1. M3 kafesi

Tamm 1.24. [1]: (L, <,0,1) sinrh bir kafes olsun. x,y € L ve x < y i¢in,
[x,y]={a€L|x<a<y}
Ix,yl]={a€el|x<a<y}
[x,y[={a€L|x<a<y}
lx,yl={a€l|x<a<y}
L nin alt araliklaridir.
Tamim 1.25. [1]: (L, <) bir kafes olsun. Her a, b, ¢ € L igin,
DaAn(bVvc)=(aAb)V(aAc)
iav(bAac)=(aVvb)A(aVc)

denk sartlarindan biri saglaniyorsa, L kafesi dagilmali kafes olarak adlandirilir.
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Tanmm 1.26. [1]: (L, <) ve (K, <) herhangi iki kafes ve 9: L - K bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde,

i) Her a, b €L i¢in 9(aV b) =9(a)VvI(b) saglamyorsa, 9 fonksiyonu supremum
morfizm olarak adlandirilir.

i) Her a, beL igin 9(aAb) =9(a) A9(b) saglaniyorsa, ¥ fonksiyonu infimum
morfizm olarak adlandirilir.

9:L = K fonksiyonu hem supremum-morfizm hem de infimum-morfizm ise, 9 ye
kafes morfizmi veya kisaca morfizm denir.

(L, <) ve (K, <) herhangi iki kafes olmak iizere, 9: L — K morfizmine, bijeksiyon
olmasit durumunda, izomorfizm; 6rten olmasi durumunda, epimorfizm; birebir olmasi
durumunda, monomorfizm; L =K olmast durumunda, endomorfizm; L =K ve
izomorfizm olmas1 durumunda, otomorfizm denir.

Tamm 1.27. [1]: (L, <,0,1) smurh bir kafes olsun. Bu takdirde,

i) a € L eleman1 L\{0} kiimesinin bir minimal elemaniysa, a € L elemani bir atom olarak
adlandirilir.

ii) a € L elemam L\{1} kiimesinin bir maksimal elemaniysa, a € L eleman1 bir koatom
olarak adlandirilir.

Tamm 1.28. [1]: Bir (L, <,0,1) sinirhi kismen sirali kiimesi ((L;, <;,0,1)); sinirli kismen
sirali kiimelerin yatay toplamidir : & i # j icin L; N L; = {0,1} olmak iizere L = U;¢/ L;
ve x < y olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {x,y} € L; ve x <; y olacak sekilde en az bir
i € I mevcut olmasidir.

Teorem 1.29. [1]: (L, <,0,1) bir sinirli kafes olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir:

()Herx,y € Ligin{x Ay,xVy}€{0,1,x,y}

(i) (L, <,0,1) zincirlerin bir yatay toplamidir.

1.4. [0, 1] Birim Arahg Uzerinde Ucgensel Normlar

Tanmm 1.30. [44]: [0,1] birim araligi iizerindeki bir tiggensel norm (kisaca t-norm)
asagidaki ozellikleri saglayan bir T: [0,1] x [0,1] — [0,1] fonksiyonudur.

T1.Hera,b € [0,1] igin T(a,b) = T(b,a) (Degisme o6zelligi),
T2. Her a,b, c € [0,1] igin T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c) (Birlesme &zelligi),
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T3.Hera,b,c € [0,1] igin b < c ise T(a,b) <T(a,c) (Monotonluk ozelligi),
T4.Hera € [0,1] i¢in T(a,1) =a (Birim eleman veya sinir sart1 6zelligi).
Ornek 1.31. [44]: Temel dort t-norm Ty, Tp, Ty, Tp asagidaki sekildedir:

Ty (a,b) = Min(a, b) (Minimum t-normu)
Tp(a,b) = ab (Carpim t-normu)
T,.(a,b) = Max(a + b — 1,0) (Lukasiewicz t-normu)
08 = gy DS i s o

Uyan 1.32. [44]: T:[0,1]> — [0,1] keyfi bir t-norm olsun. Bu takdirde,

i) Her a € [0,1] i¢in T(0,a) = T(a,0) = 0 ve T(1,a) = a sinir kosullar1 saglanir.

il) Bir T t-normunun ikinci bilesene goére monotonluk 6zelligi, degisme 6zelligiyle birlikte
her iki bilesene gore monotonluk &zelligine esdegerdir. Yani, a; < a, ve b; < b, ise,
T(aq,b;) < T(ay, by) olur.

Tanim 1.33. [44]: T, ve Ty, [0,1] birim aralig1 iizerinde iki t-norm olsun. Bu takdirde,

i) Her a,b€[0,1] igin T;(a,b) < T,(a,b) esitsizligi saglaniyorsa, T; t-normu T,
t-normundan daha zayif veya T, t-normu T; t-normundan daha gii¢lii olarak adlandirilir ve
T, < T, ile gosterilir.

i) T, <T, ve T, # T, yani, en az bir (ag, by) € [0,1]? icin T;(ag, by) # T»(ag, by) ise,
T, < T, ile gosterilir.

Uyan 1.34. [44]:

i) T:[0,1]> — [0,1] keyfi bir t-norm olsun. T nin monotonluk &zelligi yardimiyla, her
a,b €[0,1] i¢inT(a,b) <T(a,1)=a ve T(a,b)<T(1,b)=>b oldugundan
T(a,b) < aAb =Ty(a,b) bulunur. Ayrica a,b € [0,1] igin T(a,b) = 0 = Tp(a, b) elde
edilir. Sonug olarak, [0,1] birim aralii lizerinde keyfi bir T t-normu i¢in T, < T < Ty,
esitsizligi bulunur. Dolayisiyla, en zayif t-norm Tp ve en gii¢lii t-norm T, dir.

11) Acikga goriilmektedir ki T, <Tp oldugu icin dort temel t-norm arasinda
Tp < T, < Tp < Ty iliskisi vardir.

Onerme 1.35. [44]: (0,1) € X ©[0,1] bir kiime, o:X? —» X bir ikili islem ve
her a, b, c € X igin, (T1), (T2), (T3) ve a o b < Min(a, b) 6zelligi saglansin. Bu takdirde,

aob eger (a,b) € (X\{1})? ise,

=
(a,b) Min(a,b) aksidurumda.
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seklinde tanimlanan T:[0,1]? — [0,1] déniisiimii bir t-normdur. Ayrica, T nin (X\{1})?
kiimesi iizerine kisitlamgi, o isleminin (X\{1})? iizerine kisitlams1 ile cakisan tek
t-normdur.

Tanmm 1.36. [44]: Her a,b,c €[0,1] i¢in, (T1), (T2), (T3) oOzellikleri ile birlikte
A(a,b) < Min(a,b) 6zelligini saglayan bir A:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-altnorm
olarak adlandirilir.

Agik¢a goriilmektedir ki, her t-norm bir t-altnormdur. Fakat tersinin dogru olmasi
gerekmez. Ornegin, sifir fonksiyonu, yani A(x,y) = 0 seklinde verilen 4:[0,1]> — [0,1]
fonksiyonu bir t-altnorm olmasina ragmen bir t-norm degildir.

Sonuc 1.37. [44]: A:[0,1]*> — [0,1] bir t-altnorm olsun. Bu takdirde,

A(a, b) eger (a,b) € [0,1[2 ise,
Min(a,b) aksidurumda.

seklinde tanimlanan T: [0,1]?> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.
Onerme 1.38. [44]:

i) Her a € [0,1] i¢in T (a, @) = a kosulunu saglayan tek t-norm, T, minimum t-normudur.

T(a,b) = {

ii) Her a € [0,1] i¢in T(a,a) =0 kosulunu saglayan tek t-norm, T, drastik ¢arpim
t-normudur.

Uyan 1.39. [44]:

1) Her T t-normu, (T2) birlesme 6zelligi ve indiiksiyon yardimiyla asagidaki n-li isleme
genisletilebilir. Yani, her (ay, a,, ..., a,) € [0,1]™ n-siralisi i¢in

T a; = T(T a;, ay)

olur. Ozel olarak a; = a, = -+ = a,, = a alinirsa, kisaca
a(Tn) =T(aaq, .. a)

yazilabilir. Bu takdirde, a(TO) =1ve a(Tn) = a seklinde tanimlanir.

i) [0,1] in elemanlarinin her (a;);ey dizisi yani (a;);ey € [0,1]N igin,

T21a; = limy o TiZ1a; (1.1)
seklinde tanimlanir.
iii) Keyfi bir I indis kiimesi ve her (a;);c; € [0,1]" icin, yani [0,1] birim araligindaki
elemanlarin her (a;);e; ailesi igin asagida verilen ifade iyi tamimhdir ve (1.1) in bir
genellestirmesidir.

Tiga; = inf{']"jk:laj : (ail, ai,, ...,aik), (@) ie; nin sonlu bir alt ailesidir}
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Ornek 1.40. [44]: Ty, minimum ve Tp ¢arpim t- normlarinin n-1i genislemelerinin
Tu(aq,ay, ..., a,) = Min(ay, ay, ..., a,)
ve
Tp(ay, az, -, an) =Iliz1 a;
seklinde oldugu agiktir. T, Lukasiewicz t-normunun ve Tj drastik ¢arpim t-normunun n-li
genislemeleri
Ty(aq,ay, ..., an) = Max(¥iz,a; — (n— 1),0)
ve
Tp(ay, az, .., an) = {C(l)i Zl:ijdjrilimgi(ril:j e
seklindedir.
Asagidaki [0,1] birim araligi tizerinde tanimli doniisiimlerden goriildigi tlizere
Tanim 1.30 deki (T1)-(T4) aksiyomlar1 birbirinden bagimsizdir. Bu &rnekteki
fonksiyonlardan her biri (T1)-(T4) aksiyomlarindan sadece birini saglamaz.

Ornek 1.41. [44]: i = 1,2,3,4 i¢in A;:[0,1]?> — [0,1] fonksiyonlar1 sirasiyla

" 1 _
Ai(a,b) = {0 eger (a,b) € [0, E] %X [0,1] ise,
Min(a,b) aksi durumda,
A,(a,b) = abMax(a,b)
1
— ~ 2 .
As(a,b) = {2 eger (a,b) € ]0,1[ ise,
Min(a,b) aksi durumda,

A,(a,b) =0
seklinde tanimlansin. Agik¢a her bir A;:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu (Ti) disindaki (T1)-

(T4) aksiyomlarini saglar.

1.5. [0, 1] Birim Arahg Uzerinde Ucgensel Konormlar

Tanim 1.42. [44]: [0,1] birim arahig: {izerindeki bir tiggensel konorm (kisaca t-konorm)

asagidaki 6zellikleri saglayan bir S:[0,1] x [0,1] — [0,1] fonksiyonudur.

S1.Hera,b € [0,1] i¢in S(a,b) = S(b,a) (Degisme oOzelligi),
S2. Her a, b, ¢ € [0,1] igin S(a, S(b,¢)) = S(S(a, b), c) (Birlesme 6zelligi),
S3.Hera,b,c € [0,1] i¢in b < ¢ ise S(a,b) < S(a,c) (Monotonluk 6zelligi),

S4. Her a € [0,1] i¢in S(a,0) = a (Birim eleman veya sinir sart1 6zelligi).
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Ornek 1.43. [44]: Dort temel t-konorm Sy, Sp, S;,Sp asagidaki gibidir:

Sy(a,b) = Max(a,b) (Maksimum t-konormu).

Sp(a,b) =a+b—ab (Olasiliksal toplam t-konormu).

S.(a,b) = Min(a+ b, 1) (Lukasiewicz t-konorm, sinirli toplam).
1 eger (a,b) € ]0,1]% ise, :

,b) = Drastik toplam t-k .

Sp(ab) {Max(a, b) aksi durumda. (Drastik toplam t-konormu)

Onerme 1.44. [44]: 5:[0,1]> — [0,1] fonksiyonunun bir t-konorm olmas1 igin gerek ve
yeter kosul her a, b € [0,1] icin
S(a,b)=1-T(1 —a,1—b)
esitligini saglayan bir T t-normunun var olmasidir. Buradaki S t-konormu, T t-normunun
dual t-konormu olarak adlandirilir. Benzer sekilde her a, b € [0,1] igin,
T(a,b)=1-S(1—a,1—->b)
seklindeki T t-normu, S t-konormunun dual t-normu olarak adlandirilir.
(T, Sy), (Tp,Sp), (Ty,S,) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve
t-konormlardir.
Uyan 1.45. [44]: S:[0,1]? — [0,1] keyfi bir t-konorm olsun. Bu takdirde,
i) Her a € [0,1] i¢gin S(1,a) = S(a,1) = 1 ve S(0,a) = a smur kosullart saglanir.
i) T; ve T, t-normlar1 igin Ty < T,, S; ve S,, swrasiyla T; , T, ye karsilik gelen dual
t-konormlarsa, S, < S; dir. Sonug olarak, her S t-konormu i¢in S); < S < S, saglanir.
Buna gore, en zayif t-konorm S,, ve en gii¢lii t-konorm S, dir.
Onerme 1.46. [44]: Her a € [0,1] i¢in S(a, a) = a sartim saglayan tek S t-konormu, S,
maksimumdur.
Uyann 1.47. [44]: Verilen bir S t-konormu i¢in Uyart 1.39 e benzer sekilde
(aj,ay, ...,a,) € [0,1]" n-siralilarina, (a;);ey € [0,1]N dizilerine ve I keyfi kiime olmak

tizere, (a;);e; € [0,1]" ailelerine genisletme islemi asagidaki gibidir:
Sin=1ai = S(Sln=_11ai: an)
Si21a; = limy 0 SiZ 4y

Sic1a; = sup{Sjk:lxj : (ail, ai,, ...,aik), (@) ie; nin sonlu bir alt ailesidir}
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Ornek 1.48. [44]: S,, maksimum t-konormunun n-li genislemesinin
Sylay,a,, ...,a,) = Max(aq, a,, ..., a,)
oldugu agik¢a goriiliir. Sp istatistiksel toplam, S; Lukasiewicz t-konorm ve S, drastik

toplam i¢in n-1i genislemeler asagidaki sekilde tanimlanir.
Sp(ay,ay, ..,ap) =1—-[lk,(1 —ay)
Si(ay,ay,...,a,) = Min X a;,1)

a; herj # iigina; = 0ise,

S ) )t = { i
p(ay,az, ..., a5) 1 aksi durumda,

1.6. Birlestirme Fonksiyonlari

n sifirdan farkli bir dogal say1 ve [n]: = {1,2, ..., n} olsun. n-siralilar1 géstermek i¢in
genellikle (a4, a,, ..., a,) yerine a sembolii kullanilir.

Tamm 1.49. [36]: [0,1] " tizerinde bir birlestirme fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglayan
bir A™:0,1]™ - [0,1] fonksiyonudur.

i) A her bir degiskene gore azalmayandir.

i) A(")(0,0, ..,0) =0ve A(”)(l,l, ...,1) = 1 smur kosullar1 saglanir.

Birlestirme fonksiyonunun degiskenleri ortak bir I bolgesine aittir. Burada I bolgesi
bostan farkli bir reel araliktir, sinirli bir araliktir veya degildir. Bazi istisnai durumlar
disginda T aralift R = [—o0,00] genisletilmis reel sayilar kiimesinin bostan farkli bir
araligin gostermektedir.

Keyfi bir K sayilabilir kiimesi i¢in ok, K kiimesi {lizerindeki tiim permiitasyonlarin
kiimesini temsil etsin. Keyfi bir A € K kiimesi ve o € oy i¢in o(A) = {o(a)|a € A}
seklinde verilsin. Keyfi bir 6 € 6, permiitasyonu igin

I§ = {a € I"asn) < - < Ay}
ve verilen keyfi a n-siralisi  ve bir O©€op permitasyonu  igin
[a], = (as(1), ) Ap(n)) Olarak tanimlansin.

Cebirde, simetri 6zelligi, degisme oOzelligi olarak da bilinir. Herhangi bir ikili
islemdeki degisme ozelligi a * b = b * a seklinde olup, kolay bir sekilde n > 2 igin n-li

fonksiyonlara genellestirilir.
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Tamm 1.50. [36]: Bir A:I" - R fonksiyonu verilsin. Hera € I" ve o € o, icin,
F(a) = F([a],) saglaniyorsa, A fonksiyonu simetrik fonksiyon olarak adlandirilir.
Tammm 1.51. [36]: Bir A:I" - R fonksiyonu verilsin. Min < A < Max esitsizligi
saglaniyorsa, A fonksiyonu internal olarak adlandirilir.
Tamm 1.52. [36]: Bir A:1" - R fonksiyonu, b = F(a,,a,, ..., a,) seklinde tanimlanan
n bagimsiz degiskenli bir fonksiyon olacak sekilde verilsin. Her bir a4, a,, ...,a, bir N
sayistyla yer degistirdiginde fonksiyonun degeri sabit kaliyorsa, yani,

A(N,N,...,N) = A(aq, a,, ..., a,)
saglaniyorsa, A fonksiyonuna gore a4, a,, ..., @, Nin ortalamasi N sayisidir denir.
Tammm 1.53. [36]: 1" {izerinde bir n-li ortalama fonksiyonu, N:I1™ — I bir internal
birlestirme fonksiyonudur.
Tamm 1.54. [36]: L sinirh bir kafes ve n € N sabit olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir
AM: " - [ fonksiyonuna, L iizerinde (n-li) birlestirme fonksiyonu denir.
)a < b (yania; < by,...,a, < b,) ise A™(a) < A™(b) (Monotonluk &zelligi),
i) A™(0,0..,00=0ve A™(1,1..1) =1 (Sinir sartlarr).

1.7. [0, 1] Birim Arahg Uzerinde Uninormlar

Tamm 1.55. [77]: [0,1] birim aralid1 tizerindeki bir uninorm asagidaki kosullar1 saglayan
bir U:[0,1] x [0,1] — [0,1] fonksiyonudur.

Ul. Hera,b € [0,1] i¢in U(a,b) = U(b, a) (Degisme oOzelligi),
U2. Her a,b,c € [0,1] igin U(a, U(b,c)) = U(U(a, b),c) (Birlesme 6zelligi),
U3.Hera,b,c € [0,1] icin b < cise U(a,b) < U(a,c) (Monotonluk 6zelligi),

U4. Bir e € [0,1] elemani1 her a € [0,1] i¢cin U(a,e) = a olacak sekilde mevcuttur.
(Birim eleman 6zelligi).

Uninormlar, t-normlar ve t-konormlarin taniminda verilen ayni ilk i¢ ozellige
sahiptir. T-norm e = 1 ile, t-konorm e = 0 ile uninormlarin 6zel bir durumudur.
Teorem 1.56. [77]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
a = 1 — a olmak fizere,

U(a,b) =1-U(a,b)
seklinde tanimlanan U:[0,1]?> — [0,1] fonksiyonu, [0,1] birim aralig: {izerinde € =1 — e

birim elemanli bir uninormdur.
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Lemma 1.57. [77]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,

i) Keyfi bir a € [0,1] ve her b € Je, 1] i¢in U(a, b) = a elde edilir.

if) Keyfi bir a € [0,1] ve her b € [0, e[ i¢in U(a, b) < a elde edilir.

Teorem 1.58. [77]: U:[0,1]" — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,

i)a,., €[0,e[ise, U(ay,...,a,) = U(ay, ..., a,, ayyq) dir.

ii) a1 € le, 1] ise, U(ay, ..., an) < U(ay, ..., y, Qpyq) dir.

Asagidaki teorem sinir kosulunu uninormlar igin genellestirir.

Teorem 1.59. [77]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,

i) Her a € [0, e] i¢in U(a, 0) = 0 olur.

ii) Her a € [e, 1] igin U(a, 1) = 1 olur.

Sonug 1.60. [77]:

(i) e =0 olmasi durumunda, her a € [0,1] i¢in U(a,1) =1 olur. Bu takdirde, U bir
t-konormdur.

(ii) e =1 olmasi durumunda, her a € [0,1] i¢in U(a,0) = 0 olur. Bu takdirde, U bir
t-normdur.

Tamm 1.61. [55]: F:[0,1]®> - [0,1] bir ikili islem olsun. Eger her x, y € [0,1] i¢in
F(x,y) € {x,y}ise, F lokal internal ikili islem olarak adlandirilir.

Lemma 1.62. [55]: F:[0,1]2 > [0,1] lokal internal bir ikili islem olsun. Her
a, b, c € [0,1] i¢in F(a,F(b, c)) = F(F(a,b),c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart F(a,b),
F(a,c) ve F(b, ¢) degerlerinden en az ikisinin ayn1 olmasidir.

Lemma 1.63. [55]: F:[0,1]> - [0,1] lokal internal, monoton bir ikili islem ve
a, b, c € [0,1] dyle ki F nin {a, b, c} kiimesine kisitlanis1 degismeli olsun. Bu takdirde,
F(a,F(b,c)) = F(F(a,b),c) esitligi saglanr.

Lemma 1.62 ve Lemma 1.63 iin bir sonucu olarak asagidaki onerme, lokal internal
ve monoton ikili islemler i¢cin degisme ve birlesme 6zellikleri arasindaki iliskiyi gosterir.
Onerme 1.64. [55]: F:[0,1]?> — [0,1] lokal internal ve monoton bir ikili islem olsun. Eger
Fdegismeli ise birlesmelidir.

Onerme 1.65. [55]: F:[0,1]? - [0,1] birim elemanli idempotent, birlesmeli ve monoton

bir ikili islem olsun. Bu takdirde F lokal internaldir.
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1.7.1. [0, 1] Birim Aralig Uzerinde Uninormlarin Bir Ailesi

Teorem 1.66. [17]: U: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu,

Max(a,b) eger (a,b) € [e, 1]? ise,
U(a,b) =1 " .
- Min(a,b) aksidurumda.
ile tamimlansin. Bu takdirde, U fonksiyonu [0,1] birim aralig1 iizerinde e birim elemanl
bir uninorm olur.
Asagidaki Teorem, Teorem 1.66 ye dual olarak verilebilir.
Teorem 1.67. [17]: U:[0,1]?> — [0,1] fonksiyonu

Min(a,b) eger (a,b) € [0,e]? ise,
Max(a,b) aksidurumda.

Ulab) = {
ile tanimlansin. Bu takdirde, U fonksiyonu [0,1] birim aralig tizerinde e birim elemanli bir
uninorm olur.

U ve U uninormlari sirasiyla e # 1,0 iken ne t-norm ne de t-konorm olur.

Teorem 1.68. [77]: U:[0,1]" — [0,1] bir uninorm olsun. Min(ay, ...,a,) < e olmasi
durumunda, U(ayq, ..., ap) = Min(ay, ..., a,), aksi durumda
U(ay, ..., a,) = Max(ay, ..., a,) olur.

Bu teorem, U uninormu igin en az bir bilesen e den kiiciik ise, minimum
operatoriiniin kullanilacagini gostermektedir.

Teorem 1.69. [77]: U:[0,1]® — [0,1] bir uninorm olsun. Max(ay, ...,a,) > e olmasi
durumunda, U(ay, ..., a,) = Max(ay, ..., a,), aksi durumda
U(ay, ..., a,) = Min(ay, ..., a,) olur.

Bu nedenle, U uninormu icin en az bir bilesenin e den biiyiik olmasi durumunda,

maksimum operatorii kullanilir.

Sekil 1.2 ve Sekil 1.3, U ve U uninormlarimin isleyisini gostermektedir.

Min

0 e 1

Sekil 1.2. U fonksiyonu
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Max

0 e 1

Sekil 1.3. U fonksiyonu

Sekil 1.2 ve Sekil 1.3, tiim elemanlar e birim eclemanmnin solundaysa, Min
fonksiyonunun ve tiim elemanlar e birim elemanmin sagindaysa, Max fonksiyonunun
kullanilacagini1 gosterir. Sekil 1.2°de, elemanlar e birim elemanin her iki tarafinda olmasi

durumunda, U fonksiyonunun Min fonksiyonunu ve Sekil 1.3’de, elemanlar e birim

elemanin her iki tarafinda olmasi durumunda, U fonksiyonunun Max fonksiyonunu

gosterdigi anlasilir.

1.7.2. [0, 1] Birim Arahg Uzerinde Uninormlarin Yapisi

Tamm 1.70. [17]: U:[0,1]?> — [0,1] keyfi bir uninorm olsun.
i) a €[0,1] igin U(a,a) = a saglanmyorsa, a elemani U uninormunun bir idempotent
elemani olarak adlandirilir.
ii) Her a € [0,1] i¢in U(a, a) = a saglaniyorsa, U uninormu idempotent uninorm olarak
adlandirilir.

Acik olarak [0,1] birim aralig1 {izerinde, e € [0,1] birim elemanli bir U uninormu

icin U(e, e) = e oldugundan U uninormunun birim elemani idempotent ve tektir.

Teorem 1.66 da verilen U uninormu ve Teorem 1.67 de verilen U unimormu [0,1]
birim aralig1 lizerinde e birim elemanli idempotent uninormlardir.
Teorem 1.71. [17]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanl1 bir uninorm olsun.
i) e €]0,1] ise,

TU(CL, b) _ U(ea,eb)

seklinde tanimlanan T; fonksiyonu bir t-normdur.
ii) e € [0,1] ise,

U(e+(1-e)a,e+(1—e)b)—e
1-e

Sy(a,b) =

seklinde tanimlanan S;; fonksiyonu bir t-konormdur.
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Bu nedenle, [0,e]?> ve [e,1]? Kareleri iizerinde e € ]0,1[ birim elemanli bir

uninormun yapist t-normlar ve t-konormlarla yakindan iligkilidir. e € ]10,1[ i¢in, ¢, ve Y,
lineer doniisimleri ¢, (a) =% ve Y (b) = E ile tanimlansin. Teorem 1.71 go6zoniine

alinirsa, e € ]0,1[ birim elemanli bir U uninormuna bir T t-normu ve bir S t-konormu

karsilik gelir 6yleki
i) Her (¢, b) € [0,e]? igin U(a, b) = b, (T(de(@), de(b))) (L.2)
i) Her (a,) € [e, 117 igin U(a,b) = . ™" (S(We (@), e (1)) (L3)
dir.
Ornek 1.72. [17]:
0 egera = O veya b = O ise,
U(a,b) = { ab o :
—oa-prap CB€ra> Ove b > Oise.
formiili e == birim elemanli bir uninorm verir. Burada, T(a,b) = — % e
2 2—(a+b-2ab)

S(a,b) = == seklinde olur.

Asagidaki lemma, [0,e] x[e,1] ve [e,1] X [0,e] bolgeleri iizerindeki U
uninormunun tanimindan elde edilir.
Lemma 1.73. [33]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
a<e<bveyaa=>e=bise Min(a,b) < U(a,b) < Max(a,b) saglanir.

Lemma 1.73 e gore, [0,e] xX[e,1] ve [e, 1] x[0,e] bolgeleri {tizerinde
Min(a,b) < U(a,b) < Max(a,b) olur. Bu esitsizlikler kullanilarak [0,1] birim aralig
tizerinde keyfi bir birim elemana sahip en zayif uninorm ve en giiglii uninorm, Sekil 1.4 ve
Sekil 1.5 deki gibi gosterilir.

Yy
AN
1

Min Max
e

0 Min

> X

0 e 1

Sekil 1.4. En zayif uninorm U,
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y
AN
1
Max 1
e
Min Max
> X
0 e 1

Sekil 1.5. En gii¢lii uninorm U*®

Onerme 1.74. [33]: [0,1] birim aralig1 iizerindeki e € ]0,1[ birim elemanl keyfi bir U
uninormu igin,

0 eger 0 < a,b < eise,
U.(a,b) =<{Max(a,b) eger e<a,b < 1ise,
Min(a,b) aksi durumda.

ve

Min(a,b) eger 0 < a,b < e ise,
U¢(a,b) =11 eger e < a,b < 1ise,
Max(a,b) aksi durumda.

olmak tizere U,(a,b) < U(a,b) < U¢(a, b) bulunur.

1.7.3. [0, 1] Birim Arahg Uzerinde Uninormlarin Siirekliligi

Lemma 1.75. [47]: U:[0,1]2 — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun. Bu
takdirde, U(0,0) = 0 ve U(1,1) = 1 dir.

[0,1] birim araligi tizerinde keyfi bir T t-normu i¢in T(0,1) = 0 ve keyfi bir S
t-konormu igin S(0,1) = 1 oldugu tanimlarindan agik¢a goriilmektedir. O halde [0,1]
birim araligi tizerinde keyfi bir U uninormu i¢in U(0,1) in alabilecegi degerler
arastirilacaktir.

Lemma 1.76. [33]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanl1 bir uninorm olsun. Bu
takdirde, her a € [0,1] i¢in U(0,1) = U(U(0,1), a) olur.

Sonu¢ 1.77. [33]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde, U(0,1) = 0 veya U(0,1) = 1 olur.
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Sonu¢ 1.77 ile, U(0,1) in tanimmu igin iki uygun yol vardir. U(0,1) = 0 olmasi
durumunda, U uninormuna konjanktif uninorm ve U(0,1) =1 olmasi durumunda, U
uninormuna disjanktif uninorm denir.

Onerme 1.78. [47]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,

i) U(0,1) = 0 ise, keyfi bir a € [0,1] i¢in U(0,a) = 0 ve U(1,a) = a elde edilir.

ii) U(0,1) = 1 ise, keyfi bira € [0,1] i¢in U(1,a) = 1 ve U(0, a) < a elde edilir.
Teorem 1.79. [47]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanl siirekli bir uninorm ise,
e = 0 veya e = 1 dir. Yani, U uninormu siirekli bir t-norm veya siirekli bir t-konormdur.

Teorem 1.79 ile [0,1] birim aralig1 tizerindeki siirekli uninormlarin yapilar1 agiktir.
Fakat e birim eleman1 0 veya 1 e esit degilse, uninorm siirekli degildir.

Keyfi bir a € [0,1] elemam igin a - U(a,1) ve a — U(a,0) doniisiimleri,
[0,e] X [e,1] ve [e,1] x[0,e] dikdortgenleri tizerinde U uninormunun degerini
belirlemede 6nemli rol oynar.
Onerme 1.80. [33]: U:[0,1]> — [0,1], e € [0,1] birim elemanl1 bir uninorm ve keyfi bir
a € [0,1] elemen: i¢in a = U(a,1) ve a - U(a,0) doniistimleri x = e noktas1 haricinde
her noktada siirekli olsun.
i) U(0,1) = 0 ise, her a € [0, e[ i¢in U(a, 1) = a bulunur.
ii) U(0,1) = 1 ise, her a € ]e, 1] igin U(a, 0) = a bulunur.

Simdi Onerme 1.80 yardimiyla uninormlarm genel formlari gosterilsin.
Teorem 1.81. [17]:
i) U nun e €]0,1] birim elemanli ve U(.,1) nin [0, e[ lizerinde siirekli bir konjanktif
uninorm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir T t-normunun ve bir S t-konormunun

asagidaki esitlik saglanacak sekilde var olmasidir.

cl)e_1 (T((I)e(a),q)e(b))> eger 0 < a,b < eise,
U@ b) =1y, (S($e(a) Ye(b))) egere <a,b <Tlise, (1.4)
Min(a, b) aksi durumda.
ii) U nun e € [0,1[ birim elemanli ve U(.,0) nin ]e, 1] tizerinde siirekli bir disjanktif
uninorm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir T t-normunun ve bir S t-konormunun

asagidaki esitlik saglanacak sekilde var olmasidir.
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cl)e_1 (T(cl)e(a),q)e(b))) eger 0 < a,b < eise,
U(a,b) =4y, ? (S(ll)e(a),llle(b))) egere < a,b < 1ise, (1.5)
Max(a,b) aksi durumda.
(1.4) formiilii ile verilen uninormlarin sinifi Uy, ve (1.5) formiilii ile verilen
uninormlarin sinifi Uy, ile gosterilsin. Buna gore, Uy, Ve Upg, ailelerin genel

elemanlar sirasiyla Sekil 1.6 ve Sekil 1.7 ile verilir.

y
N
1

Min S
e

T Min

> X

0 e 1

Sekil 1.6. Uy, Uninormunun bir siifi

y
N
1

Max S
e

T Max

> X

0 e 1

Sekil 1.7. Upq, Uninormunun bir smifi
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1.7.4.[0,1] Birim Arahg Uzerinde idempotent Uninormlar

A(e):=1[0,e] x[e,1]U [e,1] X [0,e] bolgesinde U uninormu {izerine ek
varsayimlar altinda kesin bir formiille U uninornunun bir gosterimi elde edilir.
Lemma 1.82. [25]: U:[0,1]*> - [0,1] fonksiyonu, artan, e € ]0,1[ birim elemanma sahip
ve A(e) bolgesi tizerinde U(a, b) € {a, b} ise, bu takdirde e sabit noktali yani g(e) = e
kosulunu saglayan bir azalan g: [0,1] — [0,1] fonksiyonu mevcuttur dyleki A(e) tizerinde

Min(a,b) egerb < g(a) ise,
U(a,b) ={Max(a,b) egerb > g(a) ise, (1.6)
aveyab  egerb = g(a) ise.

seklinde verilir.

Lemma 1.82 de agik¢a goriilmektedir ki U(a, b) € {a, b} varsayim1 U uninormunun
idempotent olusunu garanti eder. Bununla birlikte A(e) bolgesi lizerinde a = b alamayiz.
Simdi tim bolgeler tizerinde (1.6) ile verilen formiil goz oniine alinsin .

Teorem 1.83. [25]: g¢:[0,1] — [0,1] fonksiyonu e € ]0,1[ sabit noktali yani g(e) =e
kosulunu saglayan bir azalan fonksiyon olsun. Bu takdirde, [0,1] tizerinde

Min(a,b) egerb < g(a) ise,
U(a,b) =< Max(a,b) egerb > g(a) ise, (1.8)
aveyab  egerb = g(a) ise.

seklinde tanimlanan U:[0,1]? — [0,1] fonksiyonunun degismeli olmasi durumunda, U
uninormdur.
Tamim 1.84. [46]: N:[0,1] — [0,1] bir fonksiyon olsun. N fonksiyonu, azalan, N(0) = 1
ve N(1) = 0 kosullarin1 sagliyorsa, N fonksiyonuna negasyon denir.
Tanmm 1.85. [46]: N:[0,1] — [0,1] bir negasyon olsun. N negasyonu involutif yani, her
a € [0,1] i¢cin N(N(a)) = a ise, N ye gii¢lii negasyon denir.

Teorem 1.83 deki degisme 6zelligi varsayimina g fonksiyonunun involutif 6zelligi
karsilik getirilebilir.
Teorem 1.86. [25]: N:[0,1] — [0,1] fonksiyonu e € ]0,1[ sabit noktali yani, N(e) = e
kosulunu saglayan bir giiclii negasyon olsun. Bu takdirde,
Min(a,b) egerb < N(a) ise,

Ula,b) = {Max(a, b) aksi durumda. (1.9)
formiilii bir konjanktif sol-siirekli idempotent uninorm ve
_ (Min(a,b) egerb < N(a)ise,
Ula,b) = {Max(a, b) aksi durumda. (1.10)
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formiilii bir disjanktif sag-stirekli idempotent uninorm verir.
N:[0,1] - [0,1] bir negasyon olsun. (1.2), (1.3) ve (1.6) formiillerine dayali yapilar
genelde uninorm vermez.
Ornek 1.87. [25]: N:[0,1] = [0,1] fonksiyonu a € [0,1] i¢in N(a) =1 —a seklinde
tanimlanan bir negasyon olsun. Bu takdirde, a, b € [0,1] i¢in
2ab egera,b € [O, %] ise,

U(a,b) = Max(a,b) egerb > N(a) ise,
Min(a,b) aksidurumda.

seklinde tanimlanan U:[0,1]%> - [0,1] islemi birlesmeli 6zelligini saglamaz. Gergekten,

1 13 . .
a=b=-vec=—icin,
4 16

U(U(a,b),c) = U(u (1 1) E) _ U(z 2) _1

4’4)’ 16 8’16 8

ve
1 1 13 1 13 13
0(a06,0) =0 (G0 ()~ 0 (2 2) -2
elde edilir. O halde, her a,b,c €[0,1] icin U(U(a b),c) =U(a U(b,c)) esitligi
saglanmaz.
Teorem 1.88. [25]: N:[0,1] — [0,1] gii¢lii bir negasyon olsun.

T*(a,b) egera,b € [0, e] ise,

Ula,b) = !S*(a, b) egera,b € [e, 1] ise,
’ Min(a,b) egera<e<b<N(a)veyab <N(a)<e < aise,
Max(a,b) egera<e < N(a)<bveyaN(a)<b <e< aise,

(1.11)

formiiliiniin bir uninorm vermesi i¢in gerek ve yeter kosul T* = Min ve S* = Max
olmasidir (yani (1.11) ile verilen formiil (1.9) ile verilen formiile indirgenir).

N(0) =1 oldugu i¢in (1.11) formiilii ile U(0,1) = 0 bulunur. Bu nedenle Teorem
1.88 da verilen uninorm konjanktifdir. Benzer sonuglar, disjanktif uninormlar igin de elde
edilir.
Teorem 1.89. [25]: N:[0,1] — [0,1] gii¢lii bir negasyon olsun.

T*(a,b) egera, b € [0, e] ise,
S*(a,b) egera,b € [e, 1] ise,
Min(a,b) egera<e<b < N(a)veyab < N(a)<e < aise,
Max(a,b) egera<e < N(a)<bveyaN(a)<b <e<aise,

U(a,b) = (1.12)

formiiliiniin bir uninorm vermesi i¢in gerek ve yeter kosul T* = Min ve S§* = Max

olmasidir (yani (1.12) ile verilen formiil (1.10) ile verilen formiile indirgenir).
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1.8. L* Kafesi Uzerinde Uninormlar

L' ={(ay,a;) | (ay,a;) € [0,1]* ve a; + a, < 1}
seklinde tanimlanan L* kiimesi, her (a4, a,), (by, b,) € L igin,
(ai,a;) <+ (by,b,) © a; < byvea, = b,
seklinde verilen siraya gore bir tam kafestir. [21]
Bostan farkli bir A € L* kiimesinin supremumu ve infimumu asagidaki sekilde

tanimlanir.

lve (3a; € [ al])((ap a,) € A)}
Jve(3a; € az])((ap a,) € A)})
]
]

supA = (sup{a,| a; € [0,1
inf{a, | a, €[0,1
[0,1

)

infA = (inf{a, | a, € ve (Ja, € a;11)((ay, a;) € 4)},
sup{a, | a, €[0,1]ve 3a; € [0,1 — a,])((as,a,) € A)D

(L*,<;») kafesinin siir elemanlart 0;- = (0,1) ve 1, =(1,0) dir. Eger
a = (aq,a,), b = (by,b,) € L" i¢in (a; < b; Ve a, < b,) veya (a; > b, Ve a, > b,) ise,
a ve b elemanlart <;- bagmtisina gore kiyaslanamaz elemanlar olarak adlandirilir ve
a |l b ile gosterilir.

Sekil 1.8, a = (aq,a,) € L* elemanlarinin kiimesini gosterir. Eger a € L* ise, a; ve

a, nin sirastyla a = (a4, a,) ikilisinin ilk ve ikinci bilesenlerini gosterdigi kabul edilir.

(0,1)
X
N R e ¢
|
|
|
| b 1
| 4
(0,0) | (1'0)

Sekil 1.8. L* kiimesinin grafiksel gdsterimi

(L7, <) kafesi lizerinde a, b € L* elemanlari i¢in infimum operatorii A Ve supremum
operatoru V,

aANb = (Min(al,bl),Max(az» bz))
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aVvb= (Max(al, b,), Min(a,, bz))
seklinde tanimlanur.

L* lizerinde her (a;,a,) €L igin, birinci projeksiyon donisimi pry,
pri(aq,a,) = a, ve ikinci projeksiyon doniisiimii pr,, pr,(a,, a,) = a, olarak tanimlanir.
Her (a,,a,) € L* i¢in N;: L* X L* — L* doniistimii N (a4, a,) = (a,, a,) ile tanimlanur.
Tamm 1.90. [21]: T: (L*)? — L* doniisiimii artan, degismeli, birlesmeli ve her a € L* i¢in
T(1+,a) =a smir sartini sagliyorsa, L* tizerinde bir t-norm olarak adlandirilir.
S:(L*)? > L* doniisiimii, artan, degismeli, birlesmeli ve her a € L* i¢in §(0,+,a) = a ise,
L* tizerinde bir t-konorm olarak adlandirilir.

L* tizerinde baz1 t-norm ve t-konorm 6rnekleri asagidaki sekildedir.

inf(a,b) = (Min(al,bl),Max(az,bz))

sup(a,b) = (Max(al,bl),Min(az,bz))

T(a,b) = (Max(O, a, + b, —1),Min(1,a, + bz))

T(a,b) = (a1by,a, + b, — a,b,)

Tamm 1.91. [21]: T, L* lizerinde bir t-norm olsun. Eger her a, b € L* igin,

T (a,b) = (T(ax, by),S(az, b))
saglanacak sekilde [0,1] tizerinde bir T t-normu ve bir S t-konormu varsa, T t-normu L*
tizerinde temsil edilebilir t-norm olarak adlandirilir.

Tamm 1.92. [21]: §, L* lizerinde bir t-konorm olsun. Eger her a, b € L* i¢in,

5(a,b) = (S(ay, by), T(az b))
saglanacak sekilde [0,1] tizerinde bir T t-normu ve bir S t-konormu varsa, § t-konormu L*
tizerinde temsil edilebilir t-konorm olarak adlandirilir.

L* iizerinde tiim t-normlar temsil edilebilir degildir. Ornegin, L* iizerinde a, b € L* igin,

Ty(a,b) = (Max(0,a, + by — 1),Min(1,a; + 1 — by, b, + 1 — ay))
ile verilen T, t-normu temsil edilebilir degildir.

Tamm 1.93. [21]: U: (L*)? - L* doniisiimii artan, birlesmeli, degismeli ve her a € L*
icin U(e,a) = a olacak sekilde en az bir e € L* elemani mevcutsa, U dontisimii L*
tizerinde bir uninorm olarak adlandirilir.

L* tizerinde bir U uninormu igin U(e, a) = a sartin1 saglayan e € L* elemani bir
tektir ve bu e € L* eleman1 U uninormunun birim eleman1 olarak adlandirilir. Eger e = 0;+
ise, L* lizerinde bir t-konorm ve eger e = 1;+ ise, L* iizerinde bir t-norm elde edilir. Bu

nedenle, bundan sonra e € L*\{0,+, 1,-} oldugu kabul edilecektir.
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[0,1] tizerindeki uninormlar i¢in gegerli olan Teorem 1.71 in benzeri, L* {izerindeki
uninormlar i¢in verilebilir. Bunun i¢in, L* tizerinde

E={ala€Ll vea < e}

E'={a|a€Ll vea > e}

D={ala€Ll vea, +a, =1}
kiimeleri tanimlanir.
Teorem 1.94. [21]: e € L*\{0,+,1;} olsun. Eger e ¢ D ise, ®,”* artan olacak sekilde L*
dan E ye bir artan bijeksiyon @, ve W, ™! artan olacak sekilde L* dan E’ ye bir artan
bijeksiyon ¥, yoktur.
Lemma 1.95. [21]: e € D\{0;+, 1;+} olsun. Bu takdirde a € L* igin,

b, (a) = (e1a1' 1—e(1- az))
ile tanimlanan ®,:L* - L* doniisiimii &, " artan olacak sekilde L* dan E ye artan bir
bijeksiyondur.

@,:L" = L' donlisiimiiniin tersi a € E igin,

a 1—a
o, (a) = (6—1,1 - 2)

1 €1

ile verilir.
Lemma 1.96. [21]: e € D\{0;+, 1,+} olsun. Bu takdirde a € L* i¢in,

Y.(a) = (e; + a; —ejay, (1 —eq)ay)

ile tamimlanan W,: L* - L* dénisimi W, ™"

artan olacak sekilde L* dan E’ ye artan bir
bijeksiyondur.

Y,:L* - L* doniisiimiiniin tersi a € E' igin,

_ a; —ée a
vl = (T o)
e (@ 1—e;'1—¢

ile verilir.
Asagidaki teorem, Lemma 1.95 ve Lemma 1.96 kullanilarak elde edilir.
Teorem 1.97. [21]: U, L* tzerinde e € D\{0;+,1;+} birim elemanl bir uninorm olsun.
Bu takdirde,
i) Her a,b € L” i¢in

Tu(a,b) = 0, (U(®. (), . (h)))

ile tanimlanan J3;: L* X L* — L* donilisiimii L* {izerinde bir t-normdur.
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i) Her a, b € L* igin
Su(a,b) = ¥, (U(We(a), ¥ (b))
ile tanimlanan §¢;: L* X L* — L* doniisiimii L* tizerinde bir t-konormdur.
Bu nedenle L* fizerindeki bir uninormun yapisi L* {izerindeki t-normlar ve

t-konormlar ile yakindan ilgilidir. Yani L* tizerinde e € D\{0;+, 1,+} birim elemanh keyfi

bir U uninormu i¢in L tizerinde uygun bir 77, t-normu ve Sy, t-konormu vardir 6yleki

i) Her (a, b) € E? icin, U(a, b) = ®, (Tu (d)e_l(a),d)e_l(b))) dir.

ii) Her (a, b) € E'% icin, U(a,b) = ¥, (Su (We"l(a),lpe"l(b))) dur.

L* tzerinde keyfi bir U uninormu igin U artan oldugundan U(0;+,0,+) = 0, ve
U, 1;x) = 1+ dir. Simdi U0+, 1;+) m alabilecegi degerler incelensin. L* {izerinde
keyfi bir T t-normu ve § t-konormu i¢in 7' (0+, 1,+) = 0, ve S(0+, 1,+) = 1;- dir.
Lemma 1.98. [21]: U, L* tizerinde e € L* \{0;,1,+} birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde, her a € L* i¢in U(0,+,1;+) = U(U(0+, 1;+), a) elde edilir.

Sonu¢ 1.99. [21]: U, L* iizerinde e € L* \{0;+, 1,+} birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde, U(0;+,1;-) = 0, veya U(0,+,1,+) = 1;- veya U(0;+, 1,+) I+ e dur.

Eger U(0;+,1;+) = 0, ise, U uninormu L* iizerinde konjanktif uninorm ve eger
U0, 1) = 1,+ ise, U uninormu L* {izerinde disjanktif uninorm olarak adlandirilir.

L* tizerinde ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninorm olan uninorm 6rnekleri
verilebilir.
Ornek 1.100. [21]: U,, : [0,1] x [0,1] - [0,1] iizerinde

max(ay, by) a; =e veb; >eq

Ue1 (a1,b1) = {min(al, b1) aksi durumda.

seklinde tanimlanan e; € ]0,1[ birim elemanli bir uninorm olmak tizere, L* lizerinde

U(a,b) = (Ue1 (as, by), Ui—e, (az, bz))
seklinde tanimlanan U: L* X L* — L* fonksiyonunu goz oniine alinsin.

Eger a; >e; ve by =>e;ise,a, <1—a;<1—e; ve b, <1—b; <1—¢; Olur.
Eger a, =b, =1—e¢, ise, a=b=e =(e;,1—e;) ve U(a,b) =e € L* elde edilir.
Egera, <1 —e;veya b, <1 — e, ise,

Ue, (ay, by) + Uy, (az, by) = max(ay, by) + min(ay, by)

= max(a1 + min(a,, b,), b, + min(az,bz))
<max(a, +a,,b; +b,) <1

bulunur. Buna gore, U(a, b) € L* dr.
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Eger a; < e; veya b; < e, ise,

Ue,(ay, by) + Ui, (az, by) < min(ay, by) + max(ay, by) <1
elde edilir. Boylece tiim durumlar i¢in U(a,b) € L™ olur. Acik olarak, U, L* {izerinde
e = (e;,1 — e;) birim elemanl bir uninormdur. Bu nedenle U(0;+,1,+-) = (0,0) olup U
uninormu ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninormdur.
Tamm 1.101. [21]: U, L* tizerinde bir uninorm olsun. Eger

U(a, b) = (Uy(a,b),Uy(a, b))
saglanacak sekilde [0,1] {izerinde U; ve U, uninormlar1 var ise, U uninormu L* lizerinde
temsil edilebilir uninorm olarak adlandirilir. Bu durum U = (U, U,) ile gosterilir.

U iyi tanimlidir ancak ve ancak her a,b € L* i¢in U;(ay, by) + Uy(ay, by) < 1 dir.
U, artan oldugundan her a,b € [0,1] i¢in eger U,(a,,b;) <1—-U,(1 —a;,1—by) ise
U;, Ny ye gore U, nin dual uninormunu gostermek {izere yani a,b € [0,1] igin
Us(a;, b)) =1—-U,(1 —ay,1— by) olmak tizere U; < U; dur.

Acik olarak U degismeli, birlesmeli ve artandir ancak ve ancak U; ve U, bu
ozellikleri saglar. Ayrica e = (eq,e;) € L* eleman1 U uninormunun birim elamanidir
ancak ve ancak e; € [0,1], U; uninormunun ve e, € [0,1], U, uninormunun birim
elemanidir.

L* tizerinde biitiin uninormlar temsil edilebilir uninorm degildir.
Ornek 1.102. [21]: U, [0,1] iizerinde e; € ]0,1[ birim elemanli bir uninorm olsun. Bu

takdirde a, b € L* igin
U(a,b) = (Min(U(as, 1~ b), U(by, 1~ az)),1 = UL~ az, 1 = by))

ile tanimlanan U: (L*)? — L* déniisiimii L* {izerinde e = (e;,1 — e;) birim elemanl1 bir

uninormdur fakat t-representable uninorm degildir.

1.9. L' Kafesi Uzerinde Uninormlar

L' ={[ay,a,] | (ay,a;) € [0,1]* ve a; < a,}
seklinde tanimlanan L' kiimesi, her [a4, a,], [b, b,] € L! i¢in,
lai, a;] <1 [by, by] © a; < by vea, < b,
ile verilen siraya gore bir tam kafestir. [22]
(L', <,1) kafesi iizerinde a,b € L' elemanlar1 i¢in infimum operatéric A ve

supremum operatori V,
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aAb = [Min(aq, b,), Min(a,, b,)]
aV b = [Max(ay,by),Max(a,,b,)]

seklinde tanimlanir. (L', <,1) kafesinin sinir elemanlar1 1,; = [1,1] ve 0,; = [0,0] dir.

[0,1] [1,1]
x = [x1,x9]

X3 - — ?
|
|
|
|

l X

[0,0] 3 B

Sekil 1.9. LT kafesi

Tamm 1.103. [22]: T: (L')? - L' doniisiimii artan, degismeli, birlesmeli ve her a € L! i¢in
T(1,,a) =a smir sartini sagliyorsa, L' {izerinde bir t-norm olarak adlandirilir.
§: (L?* — L' doniisiimii, artan, degismeli, birlesmeli ve her a € L' i¢in §(0,1,a) = a ise,
L! iizerinde bir t-konorm olarak adlandirilir.

L! iizerinde bazi t-norm ve t-konorm &rnekleri asagidaki sekildedir.

inf(a,b) = [Min(aq, by), Min(a,, b,)]

sup(a, b) = [Max(a,,b;), Max(a,, b,)]

T(a,b) = [Max(0,a, + b; —1),Min(0,a, + b, — 1,a, + b; — 1)]

Tammm 1.104. [22]: U: (L' )? — L' déniisiimii artan, birlesmeli, degismeli ve her a € L
icin U(e,a) = a olacak sekilde en az bir e € L’ eleman1 mevcutsa, U, L' iizerinde bir
uninorm olarak adlandirilir.

L! iizerinde bir U uninormu igin U(e,a) = a sartim saglayan e € L' elemam bir
tektir ve bu e € L! elemani ‘U uninormunun birim eleman olarak adlandirilir. Eger e = 0,
ise, L' iizerinde bir t-konorm ve egere = 1,; ise, L' iizerinde bir t-norm elde edilir. Bu
nedenle, bundan sonra e € L'\{0,,1,: } oldugu kabul edilecektir.

[0,1] iizerindeki uninormlar igin gecerli olan Teorem 1.71 nin benzeri, L iizerindeki

uninormlar i¢in verilebilir. Bunun igin, L' iizerinde asagidaki kiimeler tanimlansin.
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E,=f{a|la€l'vea < e}
E/={ala€el vea = e}

D = {la,a] | a € [0,1]}

[0,1] [1,1]

v

[0,0]

Sekil 1.10. E, ve E,’ kiimeleri

Teorem 1.105. [22]: e € L'\{0,1, 1,1} olsun. Eger e & D ise, ®," artan olacak sekilde
L' dan E, ye bir artan bijeksiyon @, ve W, ! artan olacak sekilde L' dan E,’ ye bir artan
bijeksiyon W, yoktur.
Lemma 1.106. [22]: e € D\{0,1, 1,1} olsun. Bu takdirde a € L" i¢in,

®,(a) = [e1aq,e1a5]

ile tanimlanan ®,: L' — L' doniisiimii &, " artan olacak sekilde L' den E, ye artan bir

bijeksiyondur.
®,: L - L' doniisiimiiniin tersi a € E, icin,
a, a
o, (@ =22
€1 €1

ile verilir.
Lemma 1.107. [22]: e € D\{0,1, 1,:} olsun. Bu takdirde a € L' igin,
Y.(a) = [e; + a; —ejay,e1 + (1 — eg)a,]
ile tammlanan ¥,: L' - L déniisimii W, ™" artan olacak sekilde L' dan E,’ ye artan bir
bijeksiyondur.
Y,: L' - L doniisiimiiniin tersi a € E,’ icin,

1— €61 A — €

a
v, Na) =
€ (a) 1_91’1_81

ile verilir.
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Asagidaki teorem, Lemma 1.106 ve Lemma 1.107 kullanilarak elde edilir.
Teorem 1.108. [22]: U, L' iizerinde e € D\{0,1, 1,1} birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde,
i) Her a, b € L! igin,
Tu(a,b) = &, (U(0,(a), @ (b))
ile tanimlanan 73;: L' X L' - L! déniisiimii L’ {izerinde bir t-normdur.
ii) Her a, b € L! i¢in,
Su(a,b) = ¥ (U(We(a), ¥ (b))
ile tanimlanan Sy;: L' X L' — L' déniisiimii L {izerinde bir t-konormdur.
Bu nedenle L' iizerinde e birim elemanli bir uninormun yapis1 L' {izerindeki
t-normlar ve t-konormlar ile yakindan ilgilidir. Yani L' {izerinde e € D\{0,s, 1,1} birim

elemanl keyfi bir U uninormu igin L' iizerinde uygun bir 73, t-normu ve Sy t-konormu

vardir dyleki

i) Her (a,b) € E,2 icin, U(a,b) = @, (Tu (2.7 (@), qne—l(b))) dir.

ii) Her (a, b) € E'? icin, U(a, b) = ¥, (su (tpe‘l(a),tpe‘l(b))) dir.

Lemma 1.109. [22]: U, L' iizerinde e € L'\{0,1, 1,1} birim elemanli bir uninorm olsun. Bu
takdirde, a < e < b olacak sekildeki her a, b € L! i¢in a < U(a, b) < b elde edilir.
Lemma 1.110. [22]: U, L' iizerinde e € L'\{0,s, 1,1} birim elemanl bir uninorm olsun. Bu
takdirde, a<e<b veya b<e<a olacak sekildeki her a, b€L igin
Min(a,b) < U(a,b) < Max(a, b) elde edilir.
Lemma 1.111. [22]: U, L' iizerinde e € L'\{0,1,1,;} birim elemanli bir uninorm olsun.
Bu takdirde, her a € L' i¢in U(0,1, 1,1) = U(U(0,1,1,1), ) elde edilir.
Lemma 1.112. [22]: U, L' {izerinde e € L'\{0,1,1,;} birim elemanl bir uninorm olsun.
Bu takdirde, U(0,1,1,1) = 0,7 veya U(0,1,1,1) = 1,1 veyaU(0,1,1,1) ll,1 e dir.

Eger U(0,1,1,1) = 0, ise, U uninormu L! {izerinde konjanktif uninorm ve eger
U0, 1,1) = 1,1 ise, U uninormu L iizerinde disjanktif uninorm olarak adlandirilir.

L! iizerinde ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninorm olan uninorm érnekleri

verilebilir.
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Ornek 1.113. [22]: U, ve U,, [0,1] iizerinde

Max(a,b) egera,b € [0.1,1] ise,

Ui(a,b) = { Min(a,b) aksidurumda.

ve

Min(a,b) egera,b € [0,0.1] ise,

Uz (a; b) = {Max(a, b) aksi durumda.

seklinde verilen iki uninorm olsun. Bu takdirde,
U(a, b) = [Us(ay, b1), Uz(az, by)]

ile tanimlanan U: L' X L' — L uninormu i¢in
U,,1,1) =[U4(0,1),U,(0,1)] = [0,1]

oldugundan U uninormu L' {izerinde ne disjanktif uninorm ne de konjanktif uninormdur.

1.10. L Stmirh Kafesi Uzerinde Uninormlar

Tamim 1.114 [41]: (L, <,0,1) simirh bir kafes ve e € L olsun. Asagida verilen kosullari

saglayan U: L? - L fonksiyonu, L iizerinde bir uninorm olarak adlandirilir.

Ul.Hera,b € LiginU(a,b) =U(b,a) (Degisme ozelligi),
U2.Hera,b,c € Ligin U(a,U(b,c)) = U(U(a, b),c) (Birlesme 6zelligi),
U3.Hera,b,c € Liginb < cise, U(a,b) < U(a,c) (Monotonluk ozelligi),

U4. Bir e€L elemam1 her a€L icin U(a,e) =a olacak sekilde mevcuttur.
(Birim eleman 6zelligi).

U(e), bir L smurh kafesi tizerinde e € L birim elemanli tiim uninormlarin kiimesini
gostersin.
Tamm 1.115 [14]: (L, <,0,1) sirh bir kafes ve U: L? — L bir fonksiyon olsun. s € L
elemani, hera € Licin U(s,a) = U(a,s) = s esitligini sagliyorsa, s € L elemanma U
fonksiyonunun sifir elemani1 veya sifirlayani denir.
Tamm 1.116. [41]: (L,<,0,1) smirh bir kafes olsun. T:L? — L fonksiyonu degismeli,
birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve 1 birim elemanina sahip ise, T fonksiyonu L
tizerinde bir liggensel norm (kisaca t-norm) olarak adlandirilir.
Tamm 1.117. [41]: (L,<,0,1) smurh bir kafes olsun. S:L? — L fonksiyonu degismeli,
birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve 0 birim elemanina sahip ise, S fonksiyonu L

tizerinde bir tiggensel konorm (kisaca t-konorm) olarak adlandirilir.
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Onerme 1.118. [41]: (L,<,0,1) sinirh bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L {izerinde e birim
elemanli bir uninorm olsun. Bu takdirde, asagidaki esitsizlikler saglanir.

i) Her (a,b) € A(e) iginaAb < U(a,b) <aVhb,

ii) Her (a,b) € L X [0,e] i¢in U(a, b) < a,

iii) Her (a,b) € [0,e] X L i¢in U(a, b) < b,

iv) Her (a,b) € L X [e,1] igina < U(a, b),

V) Her (a,b) € [e,1] X L igin b < U(a, b).

(L,<,0,1) smurh bir kafes, e € L ve U, L tizerinde e birim elemanl bir uninorm
olsun. U ! [0, e], U uninormunun [0, e] lizerine kisitlanisin1 ve U | [e, 1], U uninormunun
[e, 1] tizerine kisitlanigin1 gostersin.

Onerme 1.119. [41]: (L, <,0,1) sinirhi bir kafes, e € L ve U, L tizerinde e birim elemanl
bir uninorm olsun. Bu takdirde,

)T*=U11]0,e]:[0,e]? - [0, e] bir t-normdur.

i)S*=U [e,1]:[e, 1]?> = [e, 1] bir t-konormdur.

Teorem 1.120. [41]: (L, <,0,1) sinrhi bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. T,, [0, e] tizerinde
bir t-norm ve S, [e, 1] tizerinde bir t-konorm olmak tizere, asagidaki sekilde tanimlanan
U.: L?> - L ve Ug: L* - L fonksiyonlar L iizerinde e birim elemanli uninormlardir.

(T.(a,b) eger (a,b) € [0,e]? ise,
aVvb eger (a,b) € [0,e] X Je,1] U ]le, 1] X [0, e] ise,

U(a,b) =4 b egera € [0,e],b || e ise,
a egerb € [0,e],a |l eise,
1 aksi durumda.

(S.(a,b) eger (a,b) € [e, 1] ise,
aAb eger (a,b) € [0,e] X Je,1] U ]e, 1] X [0, e] ise,

Us(a,b) =1 b egera € [e,1],b |l e ise,
a egerb € [e,1],a |l e ise,
0 aksi durumda.

Uyan 1.121. [41]: Teorem 1.120 da verilen U,: L? - L ve U,: L? - L uninormlari
T,(a,b) eger (a,b) € [0,e]? ise,

Uy(a,b) = b egera € [0,e],b & [0, e] ?se,
a egera & [0,e],b € [0, e] ise,
1 aksi durumda.
ve
S.(a,b) eger (a,b) € [e, 1] ise,
Uy(ab) = b egera € [e,1],b ¢ [e, 1] %se,
egera & [e,1],b € [e, 1] ise,
0 aksi durumda.

esitlikleriyle de verilebilir.
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Sonug¢ 1.122. [41]: (L,<,0,1) siurh bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. Teorem 1.120 de

verilen [0, e] tizerindeki T, t-normu yerine en biiyiik t-norm T, (infimum) ve [e, 1]

tizerindeki S, t-konormu yerine en kiigiik t-konorm S, (supremum) alinirsa, bu takdirde

aAnb
aVvb
Ut,\(arb) =14b

la
U

ve

(avVv
Ia
%A@b)=4b

l

S Q

eger (a, b) € [0, e]? ise,
eger (a,b) € [0, e]

aksi durumda.

eger (a, b) € [e, 1]? ise,
eger (a,b) € [0,e] X ]e,
egera € e, 1],b |l eise,
egerb € [e,1],a |l eise,
aksi durumda.

X le, 1]
egera € [0,e],b |l eise,
egerb € [0,e],a |l eise,

U e, 1] X [0, e] ise,

1] U ]e, 1] x [0, e] ise,

seklinde bulunan L lizerindeki e birim elemanli U, uninormu en biiyiik uninorm ve Uy,

uninormu en kii¢iik uninormdur.

Keyfi bir L sinirli kafesi {izerindeki e € L\{0,1} birim elemanli bir uninormun yapisi

asagidaki sekilde verilir.

1, Ulx,y) =y y=Uky) 0=U(xy =1
1
YAV UMY <xvVy
S, x =U(xy)
e
T, XAy 2Uxy) 2 xvy Ulx,y) =x
0 e 1 I

Sekil 1.11. L smirh kafesi iizerindeki uninormlarin yapisi



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Smmirh Kafesler Uzerinde Ucgensel Normlar ve Ucgensel Konormlar
Yardimiyla Baz1 Idempotent Uninormlarin Karakterizasyonu

Tamm 2.1: (L, <,0,1) smurl bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim elemanli bir
uninorm olsun.

i) Eger x € L i¢in U(x,x) = x esitligi saglamiyorsa, x € L eleman1 U uninormunun
idempotent elemani olarak adlandirilir.

ii) Eger her x € L i¢in U(x,x) = x esitligi saglaniyorsa, U uninormu idempotent uninorm
olarak adlandirilir.

(L,<,0,1) smrhh bir kafes ve ce€eL olsun. I.:={x€L]|xlc}
L.:={x€L|x<cveyac < x} ve A(c) :=[0,c] X [¢,1] U [c,1] x [0, ] ile
tanimlansin.

Onerme 2.2: (L,<,0,1) smirh bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim elemanl
bir idempotent uninorm olsun. Bu takdirde,

i) Eger (x,y) € [0,e]?ise, U(x,y) = x Ay dir.

ii) Eger (x,y) € [e,1]? ise, U(x,y) = x V y dir.

Ispat:

i) (x,y) € [0, e]? olsun. Onerme 1.119 i) ye gore U 1 [0, e]: [0, e]? - [0, e] bir t-normdur.
[0,e] aralig1 {izerindeki tek idempotent t-norm T,(x,y) = x Ay seklinde tanimlanan
infimum t-normu oldugundan her (x,y) € [0, e]? i¢in U(x,y) = x Ay elde edilir.

i) (x,y) €[e,1]* olsun. Onerme 1.119 ii) ye gore Ul [e,1]:[e,1]?> = [e, 1] bir
t-konormdur. [e, 1] aralig: tizerindeki tek idempotent t-konorm S, (x,y) = x V y seklinde
tanimlanan supremum t-konormu oldugundan her (x,y) € [e,1]? i¢in U(x,y) =xVy
elde edilir.

Tamim 2.3: (L, <,0,1) smurl bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim elemanli bir
uninorm olsun. Bu takdirde,

i) Eger U(0,1) = 0 ise, U uninormu konjanktif uninorm olarak adlandirilir.

ii) Eger U(0,1) = 1 ise, U uninormu disjanktif uninorm olarak adlandirilir.
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Onerme 2.4: (L,<,0,1) smirh bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim elemanl
bir idempotent uninorm olsun. Bu takdirde asagidaki esitsizlikler saglanir.

i) Her (x,y) € [0,e]? icin U(x,y) < x Ay dir.

i) Her (x,y) € [e,1]? i¢in U(x,y) = x V y dir.

iii) Her (x,y) € L2\([0,e]? U [e,1]®) icinx Ay < U(x,y) < x V y dir.

Ispat: i) U uninormunun monoton &zelligi ve e € L\{0,1} elemanmin U uninormunun
birim eleman1 oldugu goz oniine alinarak, her (x,y) € [0,e]? icin U(x,y) < U(e,y) =y
ve U(x,y) <U(x,e) =xolup U(x,y) < x Ay esitsizligi bulunur.

ii) U uninormunun monoton o6zelligi ve e € L\{0,1} elemaninim U uninormunun birim
eleman oldugu goz oniine almarak, her (x,y) € [e,1]? i¢in U(x,y) = U(e,y) =y Ve
U(x,y) = U(x,e) = xolup U(x,y) = x V y esitsizligi bulunur.

iii) U uninormunun monoton o6zelligi ve idempotent oldugu g6z Oniine alinarak, her
(x,y) € L2\([0,e]? U [e, 1]?) icin Ulx,y) <UxVy,xVy)=xVy ve
Ulx,y) ZUxX Ay, xANy) =xAy esitsizlikleri saglanir. Buradan, her
(x,y) € L2\([0,e]? U [e,1]?) i¢cinx Ay < U(x,y) < x V y elde edilir.

Asagidaki teorem, sinirli kafesler iizerindeki uninormlar i¢in Karagal ve Mesiar’in
Teorem 1.120 da onerdikleri inga yonetiminden farkli bir yontem vermektedir. Asagida
verilen insa yonteminde, L smirli kafesi yerine [0,1] klasik reel birim araligi diigiiniiliirse,
bu yontem [33, 77] da 6nerilen insa yontemine indirgenmektedir. Fakat, genel bir L sinirh
kafesi ele alindiginda, asagida onerilen L iizerinde uninorm inga etme yOntemi yeni bir
yontem olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Teorem 2.5: (L, <,0,1) simirli bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. Eger T,, [0, e] tizerinde bir
t-norm ve S,, [e, 1] lizerinde bir t-konorm ise, bu takdirde asagidaki sekilde tanimlanan
U,:L?> > L ve Ug: L? - L fonksiyonlar1 L iizerinde e birim elemanli uninormlardir.

(T,(x,y) eger(x,y) € [0,e]?ise,

y egerx € [0,e],y Il eise,
U.(x,y) = - .
e(0y) =9 x egery € [0,e],x |l eise,
\x Vy aksi durumda.

(S.(x,y) eger (x,y) € [e, 1] ise,
y egerx € [e, 1],y |l eise,
U.(x, = » .
(oY) =) X egery € [e,1],x |l e ise,
\x Ay aksi durumda.
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Ispat: Yalnizca U, fonksiyonunun L smirl kafesi iizerinde uninorm oldugu ispatlanacaktir.
Benzer sekilde, U fonksiyonunun L sinirl kafesi tizerinde uninorm oldugu gosterilebilir.
i) Degisme ozelligi: Her x,y € L i¢in U.(x,y) = U.(y,x) oldugu gosterilecektir. Ispat
miimkiin olan tiim durumlara ayrilacaktir.
1. x < e oldugu kabul edilsin.
1.1. Egery < e ise, U;(x,y) = T,(x,y) = T.(y,x) = U:(y, x) elde edilir.
1.2.Egery > eise, U(x,y) =xVy =y =yVx = Uy x) bulunur.
1.3.Egery |l eise, U.(x,y) =y = U:(y, x) elde edilir.
2. x > e oldugu kabul edilsin.
2.1.Egery <eise, U(x,y) =xVy=x=yVx=U/(y x) bulunur.
22.Egery >eise, U(x,y) =xVy=yVx = Uy x) elde edilir.
23.Egerylleise, Us(x,y) =xVy=yVx=U/(yx)olur.
3. x |l e oldugu kabul edilsin.
3.1. Egery < e ise, Us(x,y) = x = U:(y, x) elde edilir.
3.2.Egery >eise, U(x,y) =xVy=yVx=U(y x) bulunur.
33.Egery lleise, Us(x,y) =xVy=yVx="U(y x) elde edilir.
ii) Birlesme Ozelligi: Her x,y,z€ L i¢in U(x,U:(y,2)) = U,(Us(x,¥),2z) oldugu
gosterilecektir. x, y, z ve e elemanlar1 arasindaki iliski gdzoniine alinarak ispat miimkiin
olan tiim durumlara ayrilacaktir.
1. x < e oldugu kabul edilsin.
1.1.Egery < evez < eise,
Ue(x, Ui (y,2)) = Ue(x, T (3, 2)) = Te(x, T (3, 2)) = Te(T.(x, ), 2).
Ur(Ue(x,¥),2) = Up(Te(x,¥), 2) = Te(Te (x,¥), 2).
1.2. Egery < evez > eise,
Ut(x, Ut(y,z)) =U(x,yvz)=U/(x,z) =xVz=z.
Ur(U(x,¥),2) = Up(Te(x,¥),2) = Te(x,y) Vz = z.
1.3.Egery <evezll eise,
Uy(x, Uy (v,2)) = Up(x,2) = z.
Ur(Ue(x,¥),2) = Up(Te(x,y),2) = z.
1.4.Egery > evez < eise,
Ui(x,Ui(v,2)) = U,y V) = Up(x,) = xVy = .
Ur(Ue(x,¥),2) =U(xVy,z) =U(y,z) =yVz=y.
1.5.Egery > evez > eise,
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Ut(x, Ut(y,z)) =U;(x,yvz)=xVvV(yVvz)=yVz
Ut(Ut(xiy))Z) = Ut(xVy,Z) = Ut(y,Z) = yVZ'
1.6. Egery > eve z |l e ise,
Ut(x, Ut(y,z)) =U;(x,yvz)=xVvV(yVvz)=yVz
Ut(Ut(xiy))Z) = Ut(xVy,Z) = Ut(y,Z) = yVZ'
1.7.Egery |l e ve z < e isg,
Ut(xl Ut(y,z)) = Ut(X,:V) = y
Ut(Ue(x,y),2) = U(y,2) = y.
1.8. Egery |l e ve z > e ise,
Ut(x, Ut(y,z)) =U(x,yvz)=xVv(yvz)=yVz
Ut(Ut(xry);Z) = Ut(y,Z) = yVZ'
1.9.Egery ll eve z || e ise,
Ut(x, Ut(y,z)) =U,(x,yvz)=yvVvz
Ut(Ut(xry);Z) = Ut(y,Z) = yVZ'
2. x > e oldugu kabul edilsin.
2.1.Egery < evez<eise,
Up(x, U (v,2)) = Us(x, Te(y,2)) = x VT, (y,2) = x.
Ue(Up(x,¥),2) =U(xVy,z) =U(x,2) =xVz=x.
22.Egery < evez>eise,
Ut(x, Ut(ylz)) = Ut(x:yvz) = Ut(xlz) =xVz.
U(U(x,v),2z) =U(xVyz)=Ux,z) =xV z.
23.Egery <evezll eise,
Ut(x, Ut(ylz)) = Ut(x,Z) =xVz
Ut(Ut(x'y)'Z) = Ut(xVy,Z) = Ut(x:Z) =xVzZ.
24. Egery >evez < eise,
Up(x, U (v,2)) = Us(x,y V) = Up(x,y) = x Vy.
U(U(x,y),2) =U(xVy,z) =(xVYy)VZz=x VY.
25.Egery >evez > eise,
Uy(x, U (y,2)) = U(x,yVz) =xVyVz
U(Ui(x,y),2) =U(xVyz)=xVyVz.
2.6.Egery >evez| eise,
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Ut(x, Ut(y,z)) =U;(x,yvVz)=xVyVz.
U (U(x,y),2) =U(xVyz)=xVyVz.
2.7.Egery |l evez < e ise,
Ut(x; Ut(y,Z)) =U(x,y) =xVy.
U(U(x,y),2) =U(xVy,z)=(xVy)Vz=xVy.
2.8.Egery llevez > eise,
U(x, U (v,2)) = U(x,yVz) =xVyVz
U:(Ui(x,y),2) =U(xVyz)=xVyVz.
29.Egeryllevezl| eise,
Ut(x, Ut(y,z)) =U(x,yvz)=xVyVz
U (U(x,y),2) =U;(xVyz)=xVyVaz
3. x || e oldugu kabul edilsin.
3.1.Egery < evez<eise,
Ut(x! Ut(y,Z)) = Ut(xi Te(y,z)) = X.
Ut(Ut(x,y),Z) o Ut(x,Z) = X.
32.Egery < evez>eise,
Ut(x, Ut(ylz)) = Ut(x:yvz) = Ut(xlz) =XxVz.
Ut(Ue(x,y),2) = U(x,2) = x V z.
33.Egery <evezll eise,
Ut(x, Ut(ylz)) = Ut(x,Z) =xVz
Ut(Ut(x!y)lZ) = Ut(x:z) =xVz.
3.4.Egery >evez < eise,
Up(x, U (y,2)) = U,y Vz) = Up(x,y) =x Vy.
Ut(Ut(x!y)lZ) = Ut(xvyﬂz) = (xvy) Vz= xvy'
3.5.Egery > evez > eise,
Uy(x, U (y,2)) =U(x,yVz) =xVyVz
U(Up(x,y),2) =U(xVyz)=xVyVz.
3.6.Egery >evezl eise,
Uy(x, U (y,2)) = U(x,yVz) =xVyVz
U(Up(x,y),2) =U(xVy,z)=xVyVaz.

3.7.Egery |l eve z < e ise,
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Ut(x; Ut(y,Z)) =U(x,y) =xVy.
Ur(Ue(x,y),2) = U(x Vy,z) =x VY.
3.8.Egery |l evez>eise,
Ut(x, U:(y, Z)) =U;i(x,yvVz)=xVyVz
U (U:(x,y),2) =U;(xVyz)=xVyVz.
39.Egery llevezl| eise,
U(x, U (y,2)) = U(x,yVz) =xVyVz
U:(Up(x,y),2) =U(xVy,z)=xVyVaz.
iii) Monoton ozelligi: Eger x <y ise, her z€ L i¢in U.(x,z) < Uc(y,z) oldugu
gosterilecektir. Ispat, tiim muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. x < e oldugu kabul edilsin.
1.1.Egery < evez < eise,
Ut(xrz) = Te(x,Z) < Te(J’;Z) = Ut(}’;z)-
1.2. Egery < evez > eise,
U(x,z)=xVz=z=yVz=U(y2z).
1.3.Egery <evez| eise,
Ui(x,z) =z =U,(y, 2).
1.4.Egery > e ve z < e ise,
Ui(x,2z) =T,(x,z) <x<y=yVz=U/(yz).
1.5.Egery > e vez > e ise,
U(x,z) =xVz=2z<yVz=U(y 2).
1.6. Egery > evez | e ise,
Ui(x,z) =z<yVz=U/yz).
1.7.Egery ll eve z < e ise,
Ut(x,z) = Te(x,z) Sx= y= Ut(y,Z).
1.8. Egery |l e ve z > e ise,
U(x,z) =xVz=2z=<yVz=U(y 2).
1.9.Egery ll eve z || e ise,

U(x,z) =2<yVz=U/(y2).
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2. x > e oldugu kabul edilsin.
2.1.Egery >evez < eise,
U(x,z) =xVz=x<y=yVz=U(yz).
22.Egery >evez > eise,
U(x,z) =xVz<yVz=Uy2z).
2.3.Eger y>evezl| eise,
U(x,z) =xVz<yVz=Uy2z).
3. x |l e oldugu kabul edilsin.
3.1.Egery > e ve z < e ise,
U(x,z) =x<y=yVz=UA(y2).
3.2.Egery > evez > eise,
U(x,z) =xVvz<yVvz=UJ(y2).
33.Egery >evezl| eise,
U(x,z) =xVvz<yvz=UJ(y2).
3.4. Egeryllevez<eise,
U, z) =x <y = U(y,2).
3.5.Egery |l evez>eise,
U(x,z) =xVz<yVz=UJ(y2).
3.6.Egery llevezl| eise,
U(x,z) =xVz<yVz=UJ(y2).
iv) Birim eleman: Her x € L i¢in U.(x,e) = x oldugu gosterilmelidir. Ispat miimkiin olan
tiim durumlara ayrilacaktir.
1. x < e oldugu kabul edilirse, U.(x,e) = T,(x,e) = x elde edilir.
2. x > e oldugu kabul edilirse, U;(x,e) = x V e = x bulunur.
3. x |l e oldugu kabul edilirse, U;(x, e) = x elde edilir.
Boylece U, fonksiyonunun L smirli kafesi {izerinde e € L birim elemanli bir uninorm
oldugu gosterilmis oldu.
Uyan 2.6: i) Keyfi bir sinirli kafes {izerindeki uninormlarin varhigr ilk olarak [41] de
gosterildi. Teorem 1.120 de verilen U, konjanktif uninormu, idempotent uninorm degildir
ve (L\[e,1])? bolgesi iizerinde Teorem 2.5 de verilen U uninormundan farklidir.
(L\[e, 1])? bolgesi iizerinde Teorem 1.110 da verilen U uninormu 0 degerini alirken,

Teorem 2.5 de verilen Ug uninormu x A y degerini alir. Benzer sekilde, Teorem 1.120 de
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verilen U, disjanktif uninormu idempotent uninorm degildir ve (L\[0,e])? bolgesi
tizerinde Teorem 2.5 de verilen U, uninormundan farklidir. (L\[0, e])? bolgesi iizerinde
Teorem 1.120 de verilen U, uninormu 1 degerini alirken, Teorem 2.5 de verilen U,
uninormu x V y degerini alir.

ii) Teorem 2.5 de verilen U;: L X L —» L ve Us: L X L — L uninormlari,

0 egerx € [0,e]ise,
16)) =
(x) {x aksi durumda.

ve

_ (1 egerx € [0,e]ise,
n(x) {x aksi durumda.

ile tanimhi ®: L — L ve n: L — L fonksiyonlar1 géz 6niiniine alinarak,

T,(x,y) eger (x,y) € [0,¢e]? ise,

Ue(x,y) = {q)(x) vV ®(y) aksidurumda.

ve

_(Se(x,y) eger (x,y) € [e, 1]? ise,
Us(x,y) = {n(x) AN(y) aksi durumda.

seklinde de tanimlanabilir.
iii) Teorem 2.5 de verilen inga yontemleri, bir L sinirli kafesi tizerinde keyfi bir
e € L\{0,1} elemam i¢in idempotent uninormlarin varligini gostermektedir. Ayrica, bu
insa yontemleri ile keyfi bir L smirli kafesi lizerinde en biiylik ve en kiigiik idempotent
uninormlar elde edilmektedir.

(L,<,0,1) smurh bir kafes olsun. U, L tizerindeki tiim uninormlarin kiimesini
gostermek tizere, U,V € U i¢in,

U<V oHer(x,y) €L?icinU(x,y) <V(x,y)
seklinde tanimlanan sira ile U kiimesi ele alinsin. Buna gore, U kiimesi en kii¢lik eleman

72 _fxAy egerle€ {x,y}ise,
Twil® = L Ty(x,y) = {O aksi durumda.

ve en bliylik elemant

wilf > Lsue) = (V7 e
olan bir kismen siral1 kiimedir.
Benzer sekilde U(e) kiimesi de bir kismen sirali kiimedir.
Sonug 2.7: (L,<,0,1) sinirh bir kafes ve e € L\{0,1} olsun. Eger Teorem 2.5 de [0, e]
tizerinde T, t-normu yerine T, (infimum) en biyik t-normu ve [e, 1] tzerinde S,

t-konormu yerine S, (supremum) en kii¢iik t-konormu alinirsa, bu takdirde
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(x Ay eger(x,y) €0, e]? ise,

y egerx € [0,e],y |l eise,
U ,Y) = o .
tA(x y) ix egery € [0,e],x |l eise,
xVy aksidurumda.

xVy eger(x,y) € e 1] ise,

o € le 1],y Il eise,
U (x,y) = {y eger x
s(67) X egery € [e,1],x |l e ise,
kx Ay aksidurumda.

seklinde bulunan U, ve Uy, uninormlar sirasiyla L iizerinde e birim elemanli en biiyiik ve
en kiiclik idempotent uninormlar olur.
Ispat: Her x € L icin U, (x,x) = x ve Ug (x,x) = x oldugundan U, ve Ug, uninormlari L
tizerinde idempotent uninormlardir.
Ik olarak, U, idempotent uninormunun L smirl kafesi iizerinde en biiyiik idempotent
uninorm oldugu gosterilsin. Keyfi U € U(e) idempotent uninormu segilsin.
i) Eger (x,v) € [0, e]? ise, Onerme 2.4 i) ye gore U(x,y) S x Ay = Uy, (x,y) bulunur.
ii) Eger x € [0,e] ve y Il e ise, Onerme 1.118 iii) kullamlarak U(x,y) <y = U, (x,¥)
saglanir.
iii) Eger y € [0,e] ve x |l e ise, Onerme 1.118 ii) kullanilarak U(x,y) < x = U;, (x,y)
bulunur.
iv) Aksi durumda, Onerme 2.4 iii) den U(x,y) < x Vy = U (x,y) olur.

Buna gore, U, idempotent uninormu L iizerinde en biiyiik idempotent uninormdur.

Simdi U, idempotent uninormunun L sinirl kafesi {izerinde en kii¢iik idempotent
uninorm oldugu gosterilsin. Keyfi U € U(e) idempotent uninormu segilsin.
i) Eger (x,y) € [e, 1]? ise, Onerme 2.4 ii) ye gore Ug (x,y) = x Vy < U(x, y) bulunur.
ii) Eger x € [e,1] ve y |l e ise, Onerme 1.118 v) kullamlarak Ug (x,y) =y < U(x,y)
elde edilir.
iii) Eger y € [e,1] ve x |l e ise, Onerme 1.118 iv) kullanilarak U (x,¥) = x < U(x,y)
elde edilir.
iv) Aksi durumda, Onerme 2.4 iii) den Uy (x,y) = x Ay < U(x, ) olur.

Buna gore, Uy, idempotent uninormu L iizerinde en kiigiik idempotent uninormdur.
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2.2.U(0,1) ile Kiyaslanamayan e Birim Elemanh Uninormlar

Bu kisimda, sabit bir e € L\{0,1} eleman1 i¢in U € U(e) olmak tiizere, U(0,1) = a
ile gosterilecektir.
Onerme 2.8: (L, <,0,1) smirh bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim elemanl
bir uninorm olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler elde edilir.
i) Her x € L i¢in U(a,x) = a dir. Yani, a € L eleman1 U uninormunun sifir elemani
(sifirlayant) dir.
ii) Eger a ile e kiyaslanabilir ise, a = 0 veya a = 1 dir. Buna gore, U konjanktif uninorm
veya disjanktif uninormdur.

iii) Eger (x,y) € [0,a] X [a,1] U [a, 1] X [0,a] ise, U(x,y) = a dur.

Ispat:
1) Her x € L igin x < 1 oldugundan U uninormunun monoton ve birlesme Ozellikleri
kullanilarak,
U(a,x) <U(a,1) = UWU(0,1),1)
=U(0,U(L,D)
=U(0,1)
=a

elde edilir. Diger taraftan, her x € L i¢in x = 0 oldugundan U uninormunun monoton,
birlesme ve degisme 6zellikleri kullanilarak,
U(a,x) =2 U(a,0)=U(U(0,1),0)
=U(U(1,0),0)
=U(1,U(0,0))
=U(1,0)
=U(0,1)
=a
elde edilir. Buradan, her x € L i¢in U(a, x) = a bulunur.
Buna gore, a € L elemant U uninormunun sifir elemani (sifirlayani) dir.
i) Eger a ile e kiyaslanabilir ise, a < e veya a = e dir. Eger a < e ise, U uninormunun
monoton 6zelligi, a € L elemaninin U uninormunun sifir eleman1 ve e € L elemaninin U

uninormunun birim eleman1 oldugu kullanilirsa, her x € L i¢in
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a=U(x,a) <U(x,e)=x
olup buradan a = 0 elde edilir. Eger a = e ise, U uninormunun monoton ozelligi, a € L
elemaninin U uninormunun sifir eleman1 ve e € L elemaninin U uninormunun birim
elemani oldugu kullanilirsa, her x € L igin

a=U(x,a) =2U(x,e) =x

olup buradan a = 1 elde edilir.
iii) (x,y) € [0,a] X [a, 1] olsun. U uninormunun monoton 6zelligi ve a € L elemaninin U
uninormunun  sifir  eleman1  oldugu  kullamilirsa, U(x,y) <U(a,y) =a Ve
U(x,y) = U(x,a) = a esitsizlikleri bulunur. Buradan U(x,y) = a elde edilir. Benzer
sekilde, (x,y) € [a,1] X [0,a] i¢in, U(x,y) = U(a,y) =a ve U(x,y) <U(x,a) =a
olup U(x,y) = a elde edilir.

Teorem 2.5 de, keyfi bir sinirli kafes tizerinde t-normlar ve t-konormlar kullanilarak
keyfi bir L siirli kafesi tizerinde uninorm insa etme metodlar1 verildi. Buna ek olarak,
Sonug 2.7 de, keyfi bir L smirli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanl en kiigiik ve en
biiyiikk idempotent uninormlar elde edildi. Ayrica, elde edilen en kiigiik idempotent
uninormun konjanktif uninorm ve en biiyiik idempotent uninormun disjanktif uninorm
oldugu gozlemlendi.

Bu takdirde soyle bir soru akla gelmektedir: bir L smirh kafesi tizerinde e € L birim
elemanlt herhangi bir idempotent uninorm ya konjanktif uninorm ya da disjanktif uninorm
olmak zorunda midir? Asagida, bu sorunun cevabinin negatif oldugu bir 6rnekle gosterildi.
Ornek 2.9: Sekil 2.1 ile verilen L = {0,x,a,y, k,m, e, 1} sinirh kafesi ve Tablo 2.1 ile
verilen U: L X L — L fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu takdirde, U fonksiyonu L iizerinde
e birim elemanli ve a || e olacak sekilde a sifirlayanli bir idempotent uninormdur. Ayrica,

bu idempotent uninorm ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninormdur.
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L

0
Sekil 2.1. L sinirh kafesi

Tablo 2.1. L tizerindeki U uninormu

U|0|x|al|y|k | m|e]|]1l
0/ 0(0|a|0|a|lal|O0]a
x| 0|x|a|x|a|a|x]|a
alala|lalalal|lal|ala
y 0| x|al|ly |k |k]|y]|k
k|lal|la|al|k|k|k|k|Ek
m|yal|lalal|lk |k | m|m|1
e | 0| x|al|ly|k|m|e |1l
l|lalal|la|k|k|1|1]|1

L bir smurh kafes, e € L\{0,1} ve a || e olacak sekilde a € L eleman1 verilsin. Simdi
baska bir soru daha akla gelmektedir: Keyfi bir L sinirh kafesi tizerinde a = U(0,1) olacak
sekilde a € L sifirlayanli ve e € L\{0,1} birim elemanl bir uninorm her zaman mevcut
mudur?

Teorem 2.11 ve Teorem 2.14 de, bu soruya negatif bir cevap verilmektedir.

Lemma 2.10: (L, <,0,1) sinirh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L tizerinde e birim elemanl bir
uninorm, a lle ve (x,y) € L*> dyle ki x <e, x <a,y=e, yll a ve U(0,1) = a olsun.
Eger z >e, zIla ve yV z > a olacak sekilde bir z € L elemani var ise, U(x,y) < a

veU(x,y) |l e dir.
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Ispat: Onerme 2.8 (iii) kullanilarak U(x,yVvz)=a elde edilir. Buradan
U(x, U(y, Z)) >U(x,yVz) olup U(x, U(y, Z)) > a bulunur. U uninormunun birlesme
ozelligi  kullanmilirsa U(U(x,y),z) =2a olur. x<e ve x<a oldugundan
Ulx,y) <yAa<ayani Ulx,y) < a elde edilir. U(x,y) = a oldugu kabul edilsin. Bu
takdirde, U(x,y) < y oldugundan a <y bulunur ki bu y |l a olmasi ile gelisir. O halde,
U(x,y) = a olamaz. Boylece, U(x,y) < a esitsizligi elde edilir.

U(x,y) < e oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, a < U(U(x,y),z) <zAa <z
bulunur ki bu z |l a olmasi ile gelisir. O halde, U(x,y) < e olamaz. Diger taraftan
U(x,y) > e oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, e < U(x,y) < a olup e < a bulunur. Bu
da a |l e olmasi ile gelisir. O halde, U(x,y) > e olamaz. Buna gore, U(x,y) |l e elde edilir.
Teorem 2.11: L smurh kafesi, Sekil 2.2 deki Hasse diyagrami ile karakterize edilen alt
kafese izomorf olan bir alt kafesi icersin. Bu takdirde, L tizerinde a = U(0,1) olacak

sekilde a € L sifirlayanli ve e € L birim elemanli bir uninorm mevcut degildir.

X

Sekil 2.2. L simirl kafesi

Ispat: x = U(x,e) < U(x,y) <y Aa = x oldugundan U(x,y) = x elde edilir. Buradan
U(U(x,y),z) = U(x,z) olur. Onerme 2.8 (iii) den U(x,U(y, Z)) >U(x,yvz)=a
oldugundan a < U(x,z) < U(e,z) = z bulunur. Buradan a < z elde edilir ki bu bir
celiskidir. Bu nedenle, a < U(x,z) olamaz. Yani, L kafesi lizerinde, Sekil 2.2 deki alt
kafeste belirtilen a = U(0,1) olacak sekilde a € L sifirlayanh ve e € L birim elemanli bir

uninorm mevcut degildir.
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Ornek 2.12: Sekil 2.2 deki Hasse diyagrami ile karakterize edilen alt kafesi iceren
L ={0,e,z,7vy,a,1} sirl kafesi Sekil 2.3 deki gibi verilsin. L {izerinde a = U(0,1) olacak
sekilde a sifirlayanli ve e birim elemanli bir U fonksiyonu Tablo 2.2 deki gibi
tanimlansin.  Ciinkii, 0,y,z € L elemanlar1 igin, U (0, U(y, Z)) =U0,1)=a ve
UU(0,y),z) =U(0,z) =0 esitlikleri elde edilir. Buradan goriilmektedir ki, U

fonksiyonu birlesme 6zelligini saglamadigindan L {izerinde bir uninorm degildir.

0

Sekil 2.3. L siurhi kafesi

Tablo 2.2. L tizerindeki U fonksiyonu

=Rl IN|®d O T
Q|| oo o oo
=l |IN|®d| O ®
Q| Rr|IN|[N|O|N
RIQIR IR ON
Q[ Q| Q|| Q|8 ]|Q
Rl Rr|Rr|R|Q|~-

Lemma 2.13: (L, <,0,1) sinirh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L {izerinde e € L birim elemanh
bir uninorm, a |l e ve (x,y) € L? 6ylekix > e, x >a,y <e,y |l ave U(0,1) = a olsun.
Eger z<e, zIla ve yAz <a olacak sekilde bir z € L elemani var ise, U(x,y) > a

veU(x,y) |l e dir.
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Ispat: Onerme 2.8 (iii) kullanilarak U(x, y A z) = a elde edilir. Buradan U(x, U(y, Z)) <
U(x,yAz) olup U(x,U(y,z)) <a bulunur. U uninormunun birlesme ozelligi ile
U(U(x,y),z) <aolur. x >e, x > a oldugundan U(x,y) = yVa=ayani U(xy) =a
elde edilir. U(x,y) = a oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, U(x, y) = vy oldugundan a >y
bulunur ki bu y || a olmasi ile gelisir. O halde, U(x,y) = a olamaz. Boylece, U(x,y) > a
esitsizligi elde edilir.

U(x,y) = e oldugu kabul edilsin. Bu takdirde z<zva<UWU(x,y),z) <a
bulunur ki bu z |l @ olmasi ile gelisir. O halde, U(x,y) = e olamaz. Diger taraftan
U(x,y) < e oldugu kabul edilsin. Bu takdirde, a < U(x,y) < e olup e < a bulunur. Bu
da a |l e olmasi ile gelisir. O halde, U(x,y) < e olamaz. Buna gore, U(x,y) |l e elde edilir.
Teorem 2.14: L smurh kafesi, Sekil 2.4 deki Hasse diyagrami ile karakterize edilen alt
kafese izomorf olan bir alt kafesi igersin. L tizerinde a = U(0,1) olacak sekilde a € L

sifirlayanli ve e € L birim elemanli bir uninorm mevcut degildir.

Sekil 2.4. L siirl kafesi

Ispat: x = U(x,e) > U(x,y) =y Va = x oldugundan U(x,y) = x elde edilir. Buradan
U(U(x,y),z) = U(x,z) olur. Onerme 2.8 (iii) den U(x,U(y, Z)) <Ux,yAz)=a
oldugundan a = U(x,z) = U(e,z) = z bulunur. Boylece a = z elde edilir ki bu bir
celiskidir. Bu nedenle, a = U(x,z) olamaz. Yani, L kafesi lizerinde Sekil 2.4 deki alt
kafeste belirtilen a = U(0,1) olacak sekilde a € L sifirlayanl ve e € L birim elemanli bir
uninorm mevcut degildir.

Bu kisima kadar yapilanlar 6zetlenecek olursa, keyfi bir L sinirli kafesi iizerinde

e € L\{0,1} birim elemanl1 bir uninorm insa etmek i¢in iki yontem verildi. Bu yontemlerin
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bir sonucu olarak, keyfi bir L smirli kafesi tizerinde en biiyiikk idempotent t-normun T,
(infimum t-normu) oldugu kullanilarak en biyiikk idempotent uninorm ve en kiigiik
idempotent t-konormun S, (supremum t-konormu) oldugu kullanilarak en kiigiik
idempotent uninorm elde edildi. Ne konjanktif uninorm ne de disjanktif uninorm olan
uninormlara bir 6rnek verildi. Bu durum sinirli kafesler igin elde edilen sonuglarin kismen
siralt kiimeler (zincirler) ve ozellikle [0,1] reel birim aralig1 i¢in bulunan sonuglardan farkli
oldugunu gosterir. U € U(e) igin a = U(0,1) olacak sekildeki a € L sifirlayanli ve e € L
birim elemanli U uninormu i¢in iki durum s6z konusudur: ya a ve e kiyaslanamaz ya da a
ve e kiyaslanabilirdir. a ve e nin kiyaslanabilir olmasi durumunda a = 0 veya a = 1 elde
edilir. a = 0 olmas1 durumunda U konjanktif uninorm ve a = 1 olmasi durumunda U
disjanktif uninormdur. Fakat, bazi1 U € U(e) uninormlari i¢in a = U(0,1) olacak sekildeki
her bir a € L elemani, e € L birim eleman: ile kiyaslanabilir olmayabilir. Bu durum bir
problem ortaya ¢ikarmaktadir: L smrli bir kafes, e € L\{0,1} ve baz1 U € U(e)
uninormlari i¢in a = U(0,1) olacak sekildeki tiim a € L elemanlari e ile kiyaslanamazdir.
Bu duruma asagidaki sekilde iki 6rnek verilebilir. L = {0, a, b, 1} kafesi goz oniine
almsm. U:L X L — L uninormu Tablo 2.3 ile tanimlansin dyle ki b = e elemani, U
uninormunun birim eleman: ve a = U(0,1) olacak sekilde a € L eleman1 U uninormunun

stfirlayani olsun.

Tablo 2.3. L izerindeki U uninormu

RIS Qo
Q| Q| Ol oo
Q| Q| O T
= Q| =[(Q| -

QI |Q|Q |

Buradan goriilmektedir ki, a ve b elemanlar1 kiyaslanamaz ve L kafesi, {0, a, 1} ve
{0, b, 1} zincirlerinin yatay toplamidir. Bu 6rnek, L, kafeslerinin keyfi bir yatay toplami
olan L kafesi igin genellestirilebilir. L kafesi, L, (k € K) kafeslerinin keyfi bir yatay
toplami1 yani, en kiigiik eleman1 0 ve en biiyiik eleman1 1 olan (L, <,0,1) (k € K) smirh
kafeslerin bir sistemi i¢in L = Uyeg L Olsun. L iizerindeki < kismen sirasi asagidaki

sekilde tanimlansin:
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X<y&exyE€ Lgvex <, yolacak sekilde bir k € K vardr.

Buna gore, 0, L nin en kii¢iik eleman1 ve 1, L nin en biiyiik elemanidir. Simdi kabul
edilsin ki L zincir olacak sekilde en az bir k, € K mevcut olsun. Bu takdirde, keyfi bir
e € Ly, \{0,1} elemam ve e ile kiyaslanamayan keyfi bir a € L eleman1 i¢in, a = U(0,1)
olacak sekilde U € U(e) uninormu mevcuttur. Diger taraftan, Onerme 2.8 (ii) de, eger
U:L XL — L uninormunun e birim elemani her x € L eleman1 ile kiyaslaniyorsa,
a =U(0,1) € {0,1} oldugu gosterildi. Bu duruma bir ornek olarak, L; kafeslerinin keyfi
bir ordinal toplami olan L kafesi diisliniilsiin. Bu takdirde, K indeks kiimesi siirlt zincir
olmak tizere, en kiigiik eleman1 O ve en biiyiik eleman1 1y olan (L, <,0,1) (k € K)
kafeslerin bir sistemi olsun Oyle ki Ly, N Ly, arakesiti ya bos kiime ya da en biiyiik
elemani 1., (x, k,) V€ €n kiictik elemani 0,4,k k,) ©lan tek noktali bir kiimedir. Buna
gore, L = Ugeg L Ve ki <k, veya k; =k, =k ve x <y olacak sekildeki x € Ly,
y € Ly, elemanlan i¢in x <, y olsun. Kabul edilsin ki, L, zincir olacak sekilde k, € K
indeksi mevcut olsun. Bu takdirde, keyfi bir e € Ly \{0,1} eleman1 ve U € U(e) uninormu

icin, a = U(0,1) olacak sekilde e ile kiyaslanamayan a € L elemani yoktur.

2.3. Smirh Kafeslerin Bir Ozel Smifi Uzerinde idempotent Uninormlarn
Ozellikleri

Onerme 2.15: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1} ve U, L iizerinde e birim elemanli
bir idempotent uninorm olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler elde edilir.

i) Her (x,y) € A(e) icin U(x,y) € {x Ay, x V y}dir.

ii)Herx € [0,e]vey € I, i¢cin U(x,y) = x Ay veyaU(x,y) € I, dir.

iii)Herx € [e,1]vey € I, i¢cin U(x,y) = xV yveyaU(x,y) € I, dir.

iv)Herx € I, ve y € [0,e] i¢in U(x,y) = x Ay veya U(x,y) € I, dir.

V)Herx € I, vey € [e,1] i¢in U(x,y) = x Vy veya U(x,y) € I, dir.

vijHerx €I, vey €1, i¢cin U(x,y) € {x Ay,xV y}veyaU(x,y) € I, dir.

Ispat:

i) (x,y) € [0,e] X [e, 1] olsun. Bu takdirde, U(x,y) < e veya U(x,y) > e veya U(x,y) €
I, olabilir. U(x,y) €1, olmast durumunda ispat agiktir. Simdi U(x,y) <e veya

U(x,y) > e oldugu durumlar incelensin.
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1. U(x,y) < eolsun.
U uninormunun monoton ve birlesme 6zellikleri kullanilarak U(x,y) = U(U(x,x),y) =
U (x, U(x, y)) < U(x,e) =xveU(x,y) = U(x,e) = x elde edilir. Dolayisiyla, U(x,y) =
x olup U(x,y) = x Ay bulunur.
2. U(x,y) > e olsun.
U uninormunun monoton ve birlesme 6zellikleri kullanilarak U(x,y) = U (x, U(y, y)) =
UU(x,y),y)=U(e,y) =y ve U(x,y)<U(e,y) =y elde edilir. Dolaysiyla,
U(x,y) =yolup U(x,y) = x V y bulunur.

Benzer sekilde, (x,y) € [e,1] X [0,e] i¢in U(x,y) <e ise, U(x,y) =xAy Ve
U(x,y) > eise, U(x,y) = x V y bulunur.
ii) x€[0,e] ve yel, olsun. U uninormunun monoton &zelligi kullanilarak
U(x,y) < U(e,y) =y elde edilir. y € I, oldugundan U(x,y) < e veya U(x,y) € I, dir.
U(x,y) €1, olmasi durumunda ispat agiktir. U(x,y) < e olmasi durumunda ise,
UCx,y) =UWUx,x),y) =U(x,U(x,y)) <U(x,e) =x ve Ulxy) =U(x,U@y,y))=
UU(x,y),y) <U(e,y) =y elde edilir. Dolayisiyla, U(x,y) <xAy olur. Ayrica
Ulx,y) 2U(x ANy, x Ay) = x Ay oldugundan U(x,y) = x Ay bulunur.
iii) x€le,1] ve y€l, olsun. U uninormunun monoton &zelligi kullanilarak
U(x,y) = U(e,y) =y elde edilir. y € I, oldugundan U(x,y) > e veya U(x,y) € I, dir.
U(x,y) €1, olmast durumunda ispat agiktir. U(x,y) >e olmasi durumunda ise,
Ul,y) =UU(x,x),y) = U(x,U(x,y)) >U(x,e)=x ve U(x,y)= U(x,U(y,y)) =
UWU(x,y),y) =U(e,y) =y bulunur. Dolayisiyla, U(x,y)=xVy olur. Ayrica
Ulx,y) <UxVy,xVy)=xVyoldugundan U(x,y) = x V y elde edilir.
iv)] x€l, ve ye€|[0,e] olsun. U uninormunun monoton &zelligi kullanilarak
U(x,y) < U(x,e) = x elde edilir. x € I, oldugundan U(x,y) < e veya U(x,y) € I, dir.
U(x,y) €1, olmasi durumunda ispat agiktir. U(x,y) < e olmasi durumunda ise,
Ulx,y) =UU(x,x),y) = U(x,U(x,y)) <U(x,e)=x ve Ulxy) = U(x,U(y,y)) =
UU(x,y),y) <U(e,y) =y bulunur. Dolayisiyla, U(x,y) <xAy olur. Ayrica
Ulx,y) 2 U ANy, x Ay) = x Ay oldugundan U(x,y) = x Ay bulunur.
V) x€l, ve y€le1] olsun. U wuninormunun monoton &zelligi kullanilarak
U(x,y) = U(x,e) = x elde edilir. x € I, oldugundan U(x,y) > e veya U(x,y) € I, dir.

U(x,y) €1, olmast durumunda ispat agiktir. U(x,y) >e olmasi durumunda ise,

Ul,y) =UU(x,x),y) = U(x,U(x,y)) >U(x,e)=x ve U(x,y)= U(x,U(y,y)) =
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UU(x,y),y) =U(e,y) =y bulunur. Dolayisiyla, U(x,y)=xVy olur. Ayrica
Ulx,y) <UxVyxVy)=xVyoldugundan U(x,y) = x V y bulunur.

vi) xel, ve ye€l, olsun. U(x,y) <e, U(x,y)>e veya U(x,y) €I, olabilir.
U(x,y) € I, olma durumunda ispat agiktir. U uninormunun monoton o6zelligi kullanilarak
(i) ve (iii) ye benzer sekilde U(x,y) <e olmast durumunda, U(x,y) =xAy Ve
U(x,y) > e olmasi1 durumunda, U(x,y) = x V y bulunur.

Onerme 2.16: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde, her
(x,y) € L*icin U(x,y) € {x Ay, xV y}elde edilir.

Ispat: Onerme 2.2 (i) ve (ii) kullanilarak her (x,y) € [0, e]? i¢in U(x,y) = x Ay ve her
(x,y) € [e,1]? icin U(x,y) =xVy elde edilir. Ayrica Onerme 2.15 (i) den her
(x,y) € A(e) i¢in U(x,y) € {xAy,xVvy} dir. Dolaysiyla, her (x,y) € L* igin
U(x,y) € {x Ay, xV y}elde edilir.

Onerme 2.2 den agik¢a goriilmektedir ki keyfi bir L sinirli kafesi iizerindeki her
idempotent uninorm [0,1] birim aralig1 {izerinde verilen lokal internal tanimi agisindan
lokal internal olmayabilir. Onerme 2.15 dogrultusunda uygun varsayimlar altinda keyfi bir
L siirh kafesi tlizerindeki bir idempotent uninorm daha genis anlamda lokal internal
olabilir.

Bu takdirde soyle bir soru akla gelmektedir: U, keyfi bir L sinirli kafesi iizerinde
e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm olsun. Eger e € L\{0,1} eleman ile
kiyaslanamayan bazi x € L elemanlar1 mevcut ise, U(x,y) € {x,y,x Ay, xV y} olmak
zorunda midir?

Asagidaki 6rnekte, bu soruya negatif bir cevap verilmektedir.

Ornek 2.17: Sekil 2.5 ile verilen L = {0,x,y,e,zt,1} siirh kafesi ve Tablo 2.4 ile
verilen U: L X L — L fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu takdirde, U fonksiyonu L {izerinde
e birim elemanli bir idempotent uninormdur. Fakat U(x,z) =t yani

Ulx,z) ¢ {x,z,x N z=1y, xVz=1}dir.
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0

Sekil 2.5. L sinirhi kafesi

Tablo 2.4. L tizerindeki U idempotent uninormu
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Onerme 2.18: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde, x,y > e,
x |l y ve z < e i¢in, asagidaki durumlardan biri saglanir.

1)EgerU(x,z) =zise,U(y,z) =2z, U(xVy,z)=zveU(x Ay, z) = zdir.

i) Eger U(x,z) = xise,U(y,z) =yveU(xVyz)=xVydir.

ispat:

i) U(x,z)=z olsun. Onerme 2.2. (ii)) ve Onerme 2.16 kullanilarak
UU(x,y),z) =U(xVyz)€E{xVy,z} ve U(y, U(x,z)) =U(y,z) € {y, z} elde edilir.
U uninormunun degisme ve birlesme Ozellikleri kullanilarak U (y, U(x, Z)) =
U(U(x,y),z) oldugundan U(y,z) = z elde edilir. U uninormunun degisme ve birlesme

ozellikleri ve Onerme 2.2 (ii) gdz oniine alinirsa,

UxVyz)=UU(,y),z) = U(x,U(y,z)) =U(x,z)=12z
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ve

UxAy,z) =UxAyU(x,2)=UU®KxAY),z)=U(xz2) =z

elde edilir.
i) U(x,z) =x olsun. U uninormunun monoton o&zelligi kullanilarak U(U(x,y),z) =
UlxVyz)>U(x,z) =x ve Onerme 2.16 kullanilarak U(xVy,z) € {xVy,z}
oldugundan U(xVy,z) = x vy elde edilir. Onerme 2.16 kullanilarak U(y,z) € {y, z}
bulunur. Kabul edilsin ki U(y,z) =z olsun. U uninormunun degisme ve birlesme
ozellikleri ve Onerme 2.16 goz 6niine alinirsa,

xVy=UU(x,y),2) = U(x,U(y,z)) =U(x,2) € {x,z}
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle U(y, z) = y olur.

(L,<,0,1) smurli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm ve her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olsun. x,y > e, x |l y ve
z < e i¢in U(x,z) = x oldugu kabul edilsin. Buna gore, Onerme 2.18 (ii) ile U(y,z) =y
ve U(x Vy,z) = x V y oldugu bilinmektedir.

Asagidaki 6rnekte, U(x A y, z) degerinin x A y den farkli olabilecegi gosterildi.
Ornek 2.19: Sekil 2.6 ile verilen L ={0,a,e,b,c,d, 1} siurli kafesi ve Tablo 2.5 ile
verilen U: L X L — L fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu takdirde, U fonksiyonu L {izerinde
e birim elemanli bir idempotent uninormdur. Fakat c,d >e, clld ve a<e i¢in

U(c,a) =cikenU(c Ad,a) = a dir.

0

Sekil 2.6. L smirli kafesi
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Tablo 2.5. L tizerindeki U idempotent uninormu
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Onerme 2.20: (L, <,0,1) smurli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y > e, x || y
ve z<e i¢in U(x,z) =2z ise, her a,b>e, allb oyle ki xAy=aAb igin
U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z)=U(aVb,z) = zdir.
Ispat: U(x,z) =zvez<e<x,y,ab, x|y, allbigin x Ay =aAb olsun. Ispat tiim
muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. a=x veya a € I, olsun. Bu durumda, Onerme 2.18 (i) den U(a,z) = U(b,z) =
U(aAb,z) =U(aVb,z) = z esitlikleri saglanir.
2. a > x olsun.
21. a€l, ise, Onerme 2.18 (i) den U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =
U(a V b, z) = z esitlikleri saglanir.
22.a ¢l,ise,a > ydir. Buradan a = x vy olup b € I, elde edilir. Onerme 2.18 (i)
kullanilarak U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aVhb,z)=2z esitliklerinin
saglandig1 goriiliir.
3.a < x olsun.
31 a€l, ise, Onerme 218 (i) den U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =
U(aV b, z) = z esitlikleri saglanir.
32.a &l,ise, a <ydir. Buradan a < x Ay elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.
Onerme 2.21: (L, <,0,1) smirl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl: bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y > e, x || y
vez<eicin U(x,z) =xise,hera,b>e,all boylekixVy=aAbigin U(a,z)=a,
U(b,z) =b,U(aANb,z)=aAbveU(aVhb,z) =aVbdir.
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Ispat: Her x,y > e, x |l y ve z < e i¢in U(x, z) = x olsun. Onerme 2.18 (ii) kullanilirsa,
UxVy,z)=xVy bulunur. xVy =aAb oldugundan U(a A b,z) = a A b elde edilir.
U(a,z) = z oldugu varsayilsin. Bu takdirde, Onerme 2.18 (i) den U(a A b, z) = z bulunur
ki bu bir geliskidir. O halde U(a, z) = z varsaymmi yanlis olup Onerme 2.16 kullanilarak
U(a,z) = a elde edilir. Buna gére, Onerme 2.18 (ii) kullamlarak U(b,z) =b ve
U(aV b,z) =aV b bulunur.
Onerme 2.22: (L, <,0,1) smirl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y > e, x || y
ve z<e i¢in U(x,z)=2z ise, her a,b>e, allb oyle ki xAy=aVb igin
U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aVb,z) = zdir.
Ispat: Her x,y > e, x Il y ve z < e i¢in U(x,z) = z olsun. Onerme 2.18 (i) kullanilarak
UxAy,z)=2z bulunur. xAy=aVvb oldugundan U(aVb,z) =z elde edilir.
U(a,z) = a oldugu varsayilsm. Bu takdirde, Onerme 2.18 (ii) den U(aVv b,z) =aV b
bulunur ki bu bir celigkidir. O halde U(a,z) = a varsaymmi yanls olup Onerme 2.16
kullanilarak U(a,z) = z elde edilir. Buna gore, Onerme 2.18 (i) gdz Oniine almarak
U(b,z) =U(aAb,z) = z bulunur.
Onerme 2.23: (L, <,0,1) smurl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y > e, x || y
vez<eicin U(x,z) =xise, hera,b=>e,all boylekix Ay=aAb igin U(a,z) = a,
U(b,z) =bveU(aVhb,z) =aVbdir.
ispat: Ulx,z)=xvez<e<x,y,ab, x|y allbiginxAy=aAb olsun. Ispat tiim
muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. a = x veya a € I, olsun. Bu durumda, Onerme 2.18 (ii) den U(a,z) = a, U(b,z) = b
veU(aV b, z) = aV b esitlikleri saglanir.
2.a > x olsun.

21. a€l, ise, Onerme 218 (i) den U(a,z)=a, U(b,z)=Db Ve

U(aV b,z) = aV b esitlikleri saglanir.

2.2. a ¢ 1, ise, a >y dir. Buradan a = x vV y olup b € I, elde edilir. Onerme 2.18

(ii) kullanilarak U(a,z) = a, U(b,z) = bve U(a V b,z) = a V b esitlikleri saglanir.
3.a < x olsun.

31 a€l, ise, Onerme 218 (ii) den U(a,z)=a, U(b,z)=b ve

U(aV b,z) = aV b esitliklerinin saglandig goriiliir.
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32.a &l,ise, a <ydir. Buradan a < x Ay elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.

Onerme 2.24: (L, <,0,1) smirl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y > e, x || y
ve z<e i¢in U(x,z)=2z ise, her a,b>e, allb oyle ki xVy=aVb igin
U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aV b,z) = zdir.

Ispat: Her x,y > e, x || y ve z < e i¢in U(x,z) = z olsun. Onerme 2.18 (i) kullanilirsa,
UxVyz)=2z bulunur. xVy=aVb oldugundan U(aVb,z) =z elde edilir.
U(a,z) = a oldugu varsayilsm. Bu takdirde, Onerme 2.18 (ii) den U(aVv b,z) =aV b
bulunur ki bu bir geliskidir. O halde U(a, z) = a varsaymmi yanlis olup Onerme 2.16
kullanilarak U(a,z) = z elde edilir. Buna gore, Onerme 2.18 (i) gdz Oniine almarak
U(b,z) =U(aAb,z) = z bulunur.

Onerme 2.25: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanli bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y > e, x || y
ve z<eigin U(x,z) =xise,hera,b >e,all b dylekixVy=aVbi¢inU(a,z) = a,
U(b,z) =bveU(aVb,z) =aV b dir.

Ispat: Her x,y > e, x |l y ve z < e i¢in U(x, z) = x olsun. Onerme 2.18 (ii) kullanilirsa,
UxVy,z)=xVy bulunur. xVy =aVhb oldugundan U(aV b,z) = aV b elde edilir.
U(a, z) = z oldugu varsayilsin. Bu takdirde, Onerme 2.18 (i) den U(a V b, z) = z bulunur
ki bu bir geliskidir. O halde U(a, z) = z varsaymmi yanlis olup Onerme 2.16 kullanilarak
U(a,z) = a elde edilir. Buna gore, Onerme 2.18 (ii) gdz 6niine alinarak U(b,z) = b
bulunur.

(L,<,0,1) smurli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L fizerinde e birim elemanh bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Asagidaki 6rnekte,
x,y,a,b=>e>z x|y, allb olacak sekildeki x,y,z,a,b €L elemanlar1 igin
xVy=aAbiken U(x,z) degerinin U(a, z) degerinden farkli olabilecegi gosterildi.
Ornek 2.26: Sekil 2.7 ile verilen L = {0,z,a,b,c,d, e, f, x,y, 1} sinirli kafesi ve Tablo 2.6
ile verilen U:L x L - L fonksiyonu goz Oniine almsin. Bu takdirde, U fonksiyonu L
lizerinde e birim elemanli bir idempotent uninormdur. Fakat x,y,a,b >e =z, x |l y,

allbvexVy=aAbi¢inU(z,a) =aikenU(z,x) =U(z,xVy) = zdir.
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Sekil 2.7. L smirl kafesi

Tablo 2.6. L tizerindeki U idempotent uninormu
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Onerme 2.27: (L, <,0,1) smirl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl: bir
idempotent uninorm ve her x € L elemant e ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde, x,y < e,
x |l y ve z = e i¢in, asagidaki durumlardan biri saglanir.

1)EgerU(x,z) =zise,U(y,z) =z, U(xVy,z)=zveU(x Ay, z) = zdir.

i) Eger U(x,z) = xise, U(y,z) =y, U(x Ay, z) = x Ay dir.
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ispat:

i) U(x,z)=2z olsun. Onerme 22 (i) ve Onerme 2.16 kullanilarak
UU(x,y),z) =U(x Ay, z) E{xAy,z} ve U(y,U(x,2)) =U(y,z) € {y,z} elde edilir.
U uninormunun degisme ve birlesme 6zellikleri kullanilirsa U (y, U(x, Z)) =UU(x,y),2)
oldugundan U(y,z) = z elde edilir. U uninormunun degisme ve birlesme Ozellikleri ve
Onerme 2.2 (i) goz dniine alinirsa,

UxAy,z)=UU(x,y),2z) = U(x,U(y,z)) =U(x,z) =z
ve

UxVyz)= U(xVy,U(x,z)) =UWU,xVy)z)=Ulxz2) =z

elde edilir.
i) U(x,z) =x olsun. U uninormunun monoton o&zelligi kullanilarak U(U(x,y),z) =
UxAy,z) <U(x,z) =x ve Onerme 2.16 den U(xAy,z) € {x Ay,z} oldugundan
U(x Ay,z) = x Ay bulunur. Onerme 2.16 kullanilirsa U(y,z) € {y,z} olur. U(y,z) = z
oldugu kabul edilsin. U uninormunun degisme ve birlesme 6zellikleri ve Onerme 2.2 (i)
g0z Online alinirsa,

xAy=UU,y),2) =U(x,U(y,2)) =U(x,z) € {x,2}
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle U(y, z) = y olur.

(L,<,0,1) smrli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L fizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm ve her x € L eleman: e ile kiyaslanabilir olsun. x,y <e, x |l y ve
z>e igin U(x,z) =x olsun. Buna gore, Onerme 2.27 (ii) den U(y,z) =y ve
UxAy,z)=xAydm.

Asagidaki 6rnekte, U(x V y, z) degerinin x V y den farkli olabilecegi gosterildi.
Ornek 2.28: Sekil 2.8 ile verilen L ={0,a,e,b,c,d,1} sinirh kafesi ve Tablo 2.7 ile
verilen U: L X L — L fonksiyonu goz oniine alinsin. Bu takdirde, U fonksiyonu L {izerinde
e birim elemanli bir idempotent uninormdur. Fakat c,d <e, clld ve a>e igin

U(c,a) =cikenU(cvd,a) = a d.
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Sekil 2.8. L sinirhi kafesi

Tablo 2.7. L tizerindeki U idempotent uninormu
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Onerme 2.29: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y <e, x || y
ve z>e i¢in U(x,z)=2z ise, her a,b<e, alb oyle ki xVy=aVb igin
U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aVb,z) = zdir.
Ispat: U(x,z) =zve x,y,ab<e<z x|y, allbicinxVy=aVb olsun. ispat tim
muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. a=x veya a €I, olsun. Onerme 2.27 (i) den U(a,z) = U(b,z) =U(aAb,z) =
U(aV b, z) = z esitlikleri saglanir.
2. a < x olsun.

21. a€l, ise, Onerme 227 (i) den U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =

U(aV b, z) = z esitlikleri saglanir.
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2.2.a ¢ 1, ise, a < ydir. Buradan a < x Ay olup b € I, elde edilir. Onerme 2.27 (i)
kullanilarak U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aVhb,z) =2z esitliklerinin
saglandig1 goriliir.
3.a > x olsun.,
31 a€l, ise, Onerme 227 (i) den U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =
U(aV b, z) = z esitliklerinin saglandig1 goriiliir.
3.2.a &1l,ise,a > ydir. Buradan a > x Vv y elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.
Onerme 2.30: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y < e, x |l y
vez >eicin U(x,z) =xise, hera,b<e,all bodylekix Ay=aVbigin U(a,z)=a,
U(b,z) =b,U(aAb,z) =aAbveU(aVhb,z) =aV b dir.
Ispat: Her x,y < e, x Il y ve z > e icin U(x, z) = x olsun. Onerme 2.27 (ii) kullanilirsa,
UxAy,z)=xAy bulunur. x Ay =aV b oldugundan U(aV b,z) = aV b elde edilir.
U(a,z) = z olsun. Bu takdirde, Onerme 2.27 (i) den U(a V b,z) = z bulunur ki bu bir
celiskidir. O halde U(a, z) = z varsayimi yanlis olup Onerme 2.16 kullanilarak U(a, z) =
a elde edilir. Buna gore, Onerme 2.27 (ii) kullanilarak U(b,z) = b ve Ulanb,z) =
a A b bulunur.
Onerme 2.31: (L, <,0,1) smurli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl1 bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y <e, x || y
ve z>e i¢in U(x,z)=2z ise, her a,b<e, alb oyle ki xVy=aAb igin
U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aVb,z) = zdir.
Ispat: Her x,y<e, xlly ve z>e ic¢in U(x,z) =z olsun. Onerme 2.27 (i) den
UxVyz)=zdir. xVy=aAb oldugundan U(a A b,z) = z elde edilir. U(a,z) =a
oldugu varsayilsin. Bu takdirde, Onerme 2.27 (ii) den U(a A b,z) = a A b bulunur ki bu
bir geliskidir. O halde U(a,z) = a varsayimi yanlis olup Onerme 2.16 kullanilarak
U(a,z) = z elde edilir. Buna gore, Onerme 2.27 (i) kullamlarak U(b,z) = U(aV b,z) = z
bulunur.
Onerme 2.32: (L, <,0,1) smirl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanli bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y < e, x || y
vez =>eicin U(x,z) =xise,hera,b<e,all bodylekixVy=aVbiginU(az)=a,
U(b,z) =bveU(aAb,z) =aAbdir.
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Ispat: U(x,z) =xve x,y,a,b<e<z x|y, allbiginxVy=aVb olsun. ispat tiim
muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. a=x veya a €1, olsun. Onerme 2.27 (ii) den U(a,z) =a, U(b,z) =b ve
U(a A b,z) = a A b esitlikleri saglanir.
2. a < x olsun.
21. a€l, ise, Onerme 227 (ii) den U(a,z)=a, U(b,z)=b ve
U(a A b,z) = a A b esitlikleri saglanir.
2.2.a ¢ 1, ise, a <y dir. Buradan a < x Ay olup b € I, elde edilir. Onerme 2.27
(ii) kullanilarak U(a,z) = a, U(b,z) = bve U(a A b,z) = a A b esitlikleri saglanir.
3.a > x olsun.
31 a€l, ise, Onerme 227 (i) den U(a,z)=a, U(b,z)=b Ve
U(a A b,z) = a A b esitliklerininin saglandig1 goriiliir.
3.2.a &, ise,a > ydir. Buradan a = x Vv y elde edilir ki bu bir ¢eliskidir.
Onerme 2.33: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanli bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y < e, x || y
ve z>e i¢in U(x,z)=2z ise, her a,b<e, alb oyle ki xAy=aAb igin
U(a,z) =U(b,z) =U(aAb,z) =U(aVb,z) = zdir.
Ispat: Her x,y <e, x |l y ve z > e i¢in U(x,z) = z olsun. Onerme 2.27 (i) kullanilirsa,
UxAy,z)=2z bulunur. xAy=aAb oldugundan U(aAb,z) =z elde edilir.
U(a,z) = a oldugu varsayilsm. Bu takdirde, Onerme 2.27 (ii) den U(aAb,z) =aAb
bulunur ki bu bir celigkidir. O halde U(a,z) = a varsaymmi yanls olup Onerme 2.16
kullanilarak U(a,z) = z elde edilir. Buna gore, Onerme 2.27 (i) kullanilarak
U(b,z) =U(aV b, z) = z bulunur.
Onerme 2.34: (L, <,0,1) smirl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl: bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Eger x,y < e, x || y
vez>eicin U(x,z) =xise,hera,b<e,all boylekix ANy=aAbigin U(a,z) = a,
U(b,z) =bveU(aAb,z) =aAbdir.
ispat: Her x,y <e, x ll y ve z > e igin U(x,z) = x olsun. Onerme 2.27 (ii) kullanilirsa,
UxAy,z)=xAy bulunur. x Ay =aAb oldugundan U(a A b,z) = a A b elde edilir.
U(a,z) = z oldugu varsayilsin. Bu takdirde, Onerme 2.27 (i) den U(a A b, z) = z bulunur
ki bu bir geliskidir. O halde U(a, z) = z varsaymmi yanlis olup Onerme 2.16 kullanilarak
U(a,z) = a elde edilir. Buna gére, Onerme 2.27 (ii) kullanilarak U (b, z) = b bulunur.
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Onerme 2.35: (L, <,0,1) smirli bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanli bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Bu takdirde,
A, ={yeL:yllxveya(@z)(zllxvezl y)}
seklinde tanimlanan A, kiimesi [0, e] veya [e, 1] alt araliklarinin bir alt kiimesidir. Ayrica
asagidaki ifadeler saglanir.
i) x<e<z veya z<e<x olmak lizere, y € A, i¢in U(y,z) =y ise, a € A, igin
U(a,z) = a dir.
i) x<e<z veya z<e<x olmak lzere, y € A, i¢cin U(y,z) =z ise, a € A, i¢in
U(a,z) = zdir.
Ispat: i) x <e<z vey€A, i¢in U(y,z) =y olsun. Keyfi a € A, i¢in U(a,z) =a
oldugu gosterilsin. Ispat tiim muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. y |l x olsun. Bu takdirde y < e dir.
1.1. Eger a |l x ise, a < e dir. Onerme 2.27 (ii) kullanilarak U(a, z) = a oldugu
goriiliir.
1.2. Eger (3k)(k l x ve k |l @) ise, bu takdirde, k < e ve a < e bulunur. Onerme
2.27 (ii) kullanilarak U(a, z) = a oldugu goriliir.
2. @p)(p Il x ve p |l y) olsun. Bu takdirde, p < e ve y < e bulunur.
2.1. Eger a |l x ise, a < e dir. Onerme 2.27 (ii) kullamlarak U(a,z) = a oldugu
goriiliir.
2.2. Eger (3¢)(q l xve q |l a) ise, bu takdirde, g < e ve a < e bulunur. Onerme
2.27 (ii) kullanilarak U(a, z) = a oldugu goriliir.
Benzer sekilde z<e<x vey €A, i¢in U(y,z) =y ise, Onerme 2.18 (ii)
kullanilarak, keyfi a € A, i¢in U(a, z) = a oldugu gosterilir.
i) x<e<zvey€A, icin U(y,z) =z olsun. Keyfi a € A, i¢in U(a,z) = z oldugu
gosterilsin. Ispat tiim muhtemel durumlara ayrilarak yapilacaktir.
1. y |l x olsun. Bu takdirde y < e dir.
1.1. Eger all x ise, a < e dir. Onerme 2.27 (i) kullamlarak U(a,z) = z oldugu
goriiliir.
1.2. Eger (3k)(k Il x ve k |l @) ise, bu takdirde, k < e ve a < e bulunur. Onerme

2.27 (i) kullanilarak U(a, z) = z oldugu goriiliir.
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2. 3p)(p I x ve p |l v) olsun. Bu takdirde, p < e ve y < e bulunur.
2.1. Eger all x ise, a < e dir. Onerme 2.27 (i) kullamlarak U(a,z) = z oldugu
goruliir.
2.2. Eger (3q)(q |l x ve q Il a) ise, bu takdirde, g < e ve a < e bulunur. Onerme
2.27 (i) kullanilarak U(a, z) = z oldugu goriiliir.
Benzer sekilde z<e<x vey €A, i¢cin U(y,z) =z ise, Onerme 2.18 (i)

kullanilarak, keyfi a € A, i¢in U(a, z) = z oldugu gosterilir.

24. Bir Fonksiyon Yardimyla Bazi Idempotent Uninormlarin
Karakterizasyonu

Bu bélimde, keyfi bir L smurli kafesinin sonlu ve L nin tiim elemanlarimin e birim
elemant ile kiyaslanabilir olmasi varsayimi altinda idempotent uninormlarin
karakterisazyonu incelendi.

Lemma 2.36: (L, <,0,1) sinrh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L tizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm, her x € L elemani e ile kiyaslanabilir ve Card(L) < X, olsun. Bu
takdirde,

(x) = {max{z €L:U(x,z) =min(x,z)} egerx < eise, 2.1)
gx) = min{z € L : U(x,z) = max(x,z)} aksidurumda, '
seklinde tanimlanan g: L — L fonksiyonu asagidaki ifadeleri saglar.

i) g(e) = edir.

i) Her x < eiging(x) = evey < g(x) ikenU(x,y) = x Ay dir.
iii) Herx > eigin g(x) < evey = g(x) iken U(x,y) = x vV y dir.
Ispat:
i)g(e) =max{z €L :U(e z) =min(e,z)}

=max{z €L : z=min(e, 2)}

=max{z €L :z<e}

=e
i) Her x < e i¢in

gx)=max{z €L :U(x,z) =min(x,z)} > e

elde edilir. y < g(x) iken Onerme 2.2 (i) den dolay1 x <e <y < g(x) durumunu

diisiinmek yeterlidir. U uninormunun monoton Ozelligi ve g fonksiyonunun tanimi
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kullanilarak U(x,y) < U(x,g(x)) =x ve U(x,y) =U(x,e) =x bulunur. Buradan
U(x,y) = x = x Ay elde edilir.
iii) Her x > e igin

gx)=min{z€L:U(x,z) =max(x,z)} < e
elde edilir. y > g(x) iken Onerme 2.2 (ii) den dolayr g(x) <y <e < x durumunu
diisinmek yeterlidir. U uninormunun monoton ozelligi ve g fonksiyonunun tanimi
kullamlarak  U(x,y) = U(x,g(x)) =x ve U(x,y) <U(x,e) =x bulunur. Buradan
U(x,y) = x = x Vy elde edilir.
Uyan 2.37: (L,<,0,1) sinirhl bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Lemma 2.36 da
Card(L) < X, olma sart1 ihmal edilemez. Eger Card(L) < X, olma sart1 ihmal edilirse,
(2.1) formiilii ile verilen {z € L : U(x,z) = min(x,z)} ve {z € L : U(x,z) = max(x,z)}
kiimeleri sirasiyla en biiyiik elemana ve en kiiciik elemana sahip olmayabilir.

Omegin, [0,1] birim aralig1 iizerinde asagidaki sekilde tanimli e € ]0,1[ birim
elemenli idempotent uninorm gézoniine alinsin.

min(x,y) eger (x,y) € [0,e]> U [0,e[ x [e,1[ U [e, 1] X [0, e[ ise,

max(x,y) aksidurumda. (2.2)

U(x,y)={

Keyfi bir x € [0, e[ eleman1 verilsin. (2.2) formiilii ile verilen U fonksiyonun tanimindan,
her z € [e, 1] elemam i¢in U(x,z) = min(x,z) =x ve U(x,1) = max(x,1) =1 elde
edilir. Bu takdirde, x € [0, e[ eleman: i¢in 1 & {z € [0,1] : U(x,z) = min(x, z)} bulunur.
Buna gore, {z € [0,1] : U(x,z) = min(x, z)} kiimesinin en biiyiikk eleman1 yoktur. Bu
nedenle, [0,1] tizerinde (2.2) formiilii ile verilen U idempotent uninormu igin [0,1]
tizerinde (2.1) ile verilen g formiilii iyi tanimli degildir.

Sonu¢ olarak, L simrli kafesi iizerindeki bir U idempotent uninormu ig¢in,
Card(L) < 8, sartt {z €L :U(x,z) = min(x,z)} kiimesinin en biiylik elemanmin ve
{ze€L:U(x,z) = max(x,z)} kiimesinin en kiigiik elemaninin mevcut oldugunu garanti
eder. Dolayisiyla, Lemma 2.36 da Card(L) < X, sart1 ihmal edilemez.

Lemma 2.38: (L, <,0,1) sinirh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L tizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm, her x € L eleman e ile kiyaslanabilir ve Card(L) < X, olsun. (2.1)
formiili ile tanimlanan g:L — L fonksiyonu goz Oniine alinirsa, asagidaki ifadeler elde
edilir.

i) Her x < e i¢in y || g(x) olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcut degildir.

ii) Her x > e i¢in y || g(x) olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcut degildir.
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ispat:
i) Kabul edilsin ki bir x < e igin y I g(x) olacak sekilde bir y € L mevcut olsun. Onerme
2.16 kullanilirsa y > e oldugundan U(x,y) € {x,y} olur. Eger U(x,y) = x ise, Onerme
2.18 (i) den U(x,y v g(x)) = x bulunur. Buna gére,
gx)=max{ze€L:U(x,z) =min(x,z)} =y V g(x)
elde edilir ki bu bir celiskidir. Eger U(x,y) =y ise, Onerme 2.18 (ii) den
U(x,g(x)) = g(x) bulunur. Bu da Lemma 2.36 (ii) ile gelisir. Dolayistyla kabul yanlis
olup her x < e igin y |l g(x) olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcut degildir.
ii) Kabul edilsin ki bir x > e i¢in y || g(x) olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcut olsun.
Onerme 2.16 kullanilirsa y < e oldugundan U(x,y) € {x,y} olur. Eger U(x,y) = x ise,
Onerme 2.27 (i) den U (x, yA g(x)) = x bulunur. Buna gore,
gx)=min{z€L:U(x,z) =max(x,z)} <yAgx)
elde edilir ki bu bir celiskidir. Eger U(x,y) =y ise, Onerme 2.27 (ii) den
U(x,g(x)) = g(x) bulunur. Bu da Lemma 2.36 (iii) ile ¢elisir. Dolayisiyla kabul yanlis
olup her x > e igin y || g(x) olacak sekilde bir y € L eleman1 mevcut degildir.
Teorem 2.39: (L, <,0,1) sinirh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanli bir
idempotent uninorm, her x € L elemani e ile kiyaslanabilir ve Card(L) < X, olsun. Bu
takdirde,

egery < gx)vex<e
veyay < g(x) ve x > e ise,
egery > g(x)vex <e
veyay = g(x) ve x > e ise,

XAy
Ux,y) =
kay

(2.3)

olacak sekilde g(e) = e sabit noktal bir azalan g: L — L fonksiyonu vardir.

Ispat: (2.1) formiilii ile tanimlanan g: L — L fonksiyonu goz oniine almsm. Lemma 2.36
ve Lemma 2.38 kullanilirsa, U uninormu (2.3) formiili ile verilir. U uninormunun monoton
ozelligi kullanilarak g fonksiyonunun azalan oldugu elde edilir.

Uyan 2.40: (L, <,0,1) sinirh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L iizerinde e birim elemanl bir
idempotent uninorm ve her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olsun. Asagida, Teorem 2.39
da L nin sonlugunun ihmal edilemeyecegini gostermek amaciyla g(e) = e ozelligini
saglayan her g:L — L azalan fonksiyonu i¢in Teorem 2.39 daki (2.3) formiilii gecerli
olmayacak sekilde e birim elemanli bir U idempotent uninormu ile birlikte sonsuz sinirl

bir kafes drnegi verilmektedir.
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Ornek 2.41: Uyar1 2.37 deki (2.2) formiilii ile tanimlanan [0,1] birim aralig1 iizerindeki
e € ]0,1[ birim elemanli U idempotent uninormu goz Oniine alnsin. Keyfi k € [0, e[
eleman1 verilsin. Bu durumda, her t € [e, 1] i¢in U(k,t) = min(k,t) =k ve U(k,1) =
max(k,1) =1 elde edilir. Kabul edelim ki (2.2) formiili ile verilen U idempotent
uninormu, g(e) = e ozelligini saglayan keyfi bir g: L — L azalan fonksiyonu igin Teorem
2.39 daki (2.3) formiilii ile karakterize edilsin. Bu durumda her t € [e, 1] i¢in U(k,t) = k
oldugundan (2.3) formiiliinden t < g(k) elde edilir. Her t € [e, 1] igin t < g(k) oldugu
icin sup{t : t € [e,1[} < g(k) yani 1< g(k) elde edilir. Buradan 1 = g(k) olur. 1 =
g(k) ve k € [0, e[ oldugundan (2.3) formiiliinden U(k, 1) = k bulunur ki bu bir ¢eliskidir.
Sonug olarak, eger L smnirli kafesinin sonlulugu ihmal edilirse, (2.2) formiili ile
tanimlanan [0,1] birim aralig1 tizerindeki e € ]0,1[ birim elemanli U idempotent uninormu,
g(e) = e ozelligini saglayan keyfi bir g: L = L azalan fonksiyonu igin Teorem 2.39 daki
(2.3) formiilii ile karakterize edilemez.
Uyan 2.42: (L,<,0,1) siurh bir kafes, e € L\{0,1}, U, L tizerinde e birim elemanli bir
idempotent uninorm ve her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olsun. Uyar1 2.40 ve Ornek
2.41 dan goriilmektedir ki Teorem 2.39 da L sinirli kafesinin sonlulugu yeter kosuldur.
Asagidaki ornekte, Teorem 2.39 da L sinirh kafesinin sonlulugunun gerek kosul olmadig
gosterilmektedir.
Ornek 2.43: e € ]0,1[ icin

U =0 e e

ile tamimlanan [0,1] {izerinde e birim elemanl U idempotent uninormu goz oniine alinsin.
[0,1] tizerinde yukaridaki sekilde tanimlanan U idempotent uninormu igin bir g:L - L
azalan fonksiyonu

_ (e eger x < e ise,
g9(x) {O aksi durumda.

seklinde verilebilir.
Ornek 2.44: Sekil 2.9 ile verilen L = {0,a,b,c,d,r, q,e 2,5,t 1, h,m,p,1} siirh kafesi
gdz Online alinsin. Tablo 2.8 ile tanimlanan U:L X L — L idempotent uninormu igin

g: L — L azalan fonksiyonu
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x €{p 1},

x € {t,l,h,m},
x € {e,q},

x € {s, z},

x €{b,c,d,r},
m x=a,

\p x=0,

g(x) = 1

“nw X ®© Q O

seklinde tanimlanir.

0

Sekil 2.9. L smurhi kafesi
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Tablo 2.8. L tizerindeki U idempotent uninormu

RIB (S| ~r|ulN|[o|Q(x|a|la|a|lol T
olo|o|lo|lo|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|lo
RIT|QRIQ|Q|IQ| Q||| Q|Q Q| |q|ol~a
RIB S|~ ||| ||| o =
RIRB S| ~|*|a|lalala|la||a|lz|a|o|a
RID|I ||~ || ||| |lolx
RIB (S|~ 3|33 |a|=a|o|=
RIB|I || ~|r|u|N|Q|(Q |3 ||| lol
RIB (S| ~r|ulN|o|Q|x|a|a|a|o|a
RIB|( S|~ |[N|IN|N[ Q|| |co|N
RIB (S| ~r|uluunlulxlala|a|o|n
RIB S|~ ||| ||| Q| O =
S TSR I R R = B B = B B = Bl = S R
~S 3333333333333
RREIRNRCIT IV IV IV NCIVNCTI" B " IC| o
RiR| R R R R R R R R R R[R| R RO -

RIS |33

Uyan 2.45: Teorem 2.39, her x € L elemani e ile kiyaslanabilir ve Card(L) < X, olacak
sekildeki dagilmali olmayan bir L sinrli kafesi i¢in de gecerlidir. Asagidaki 6rnek, L
tizerindeki bir U idempotent uninormu (2.3) formiilii ile insa edilecek sekilde g(e) = e

Ozelligini saglayan bir g: L — L azalan fonksiyonunun mevcut oldugunu gostermektedir.

Ornek 2.46: Sekil 2.10 ile verilen L = {0, e, ¢, d, f, 1} dagilmali olmayan sinirh kafesi goz
ontine alisin. Tablo 2.9 ile tanimlanan U: L X L — L idempotent uninormu i¢in g: L — L

azalan fonksiyonu

0 x=1,
gx)=4e xef{f,dce}
1 x=0,

seklinde tanimlanir.
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0

Sekil 2.10. L smirl kafesi

Tablo 2.9. L tizerindeki U idempotent uninormu

RN Q|||
o|lo|o| ool oo
=l a|o|l o0
RN, ola
RlR| R Ao &
ol Y Bl Y Y =

e L e I =T




3. IRDELEME

[0,1] birim araligi iizerinde tanimlanan ikili igslemler fuzzy kiime teorisinde basta
¢ok bilesenli mantiksal baglaglar olmak {izere bir¢ok 6nemli uygulama alanlarina sahiptir.
Bu operatorler birim aralik iizerindeki birlestirme operatorlerinden biri oldugu igin bu
operatorleri karakterize etmek ve incelemek olduk¢a Onemlidir. [0,1] birim arahig:
tizerindeki uninormlar, birim aralik iizerindeki ikili islemlere dolayisiyla birlestirme
operatorlerine bir ornektir. Uninormlar, tiggensel normlar ve tiggensel konormlarin bir
genellestirmesi olarak Yager ve Rybalov tarafindan [77] ortaya konuldu ve bu
operatorlerin genel yapist Fodor, Yager ve Rybalov tarafindan [33] detayli bir sekilde
incelendi. [0,1] {izerindeki bir uninorm =:[0,1]?> - [0,1] bir ikili islemdir 6yle ki
degismeli, birlesmeli, her iki degiskene gore artan ve e € [0,1] birim elemanina sahiptir.
Bir tiggensel norm e = 1 birim elemanl bir uninorm iken bir tiggensel konorm e = 0 birim
elemanli bir uninormdur. Uninormlar fuzzy mantik, uzman sistemler, sinir aglari,
birlestirme ve fuzzy sistem modeli gibi bir¢ok alanda yararliligi kanitlanmis birlestirme
operatorlerinin 6zel bir gesitidir [8,19,45,47,48,50].

Hu ve Li [38] ve Drygas [28] siirekli uninormlarin karakterizasyonunu ve De Baets
[17] idempotent uninormlarin yapisini ele aldi. Uninormun o6zellikleriden degismelilik
varsayimi kaldirilarak uninormlardan daha genel operatorlerin sinifi, Drygas tarafindan
[29] ¢alisildi. Ayni ¢alismada, ordinal toplamlar ile verilen operatorler yardimiyla uninorm
benzeri operatorlerin ozellikleri iizerinde duruldu. Mas, Monserrat, Torrens uninormlarin
ozelliklerinden degisme ozelligini kaldirarak tiggensel normlarin genellestirmesinde, [0,1]
birim araligt iizerinde [58] ve bir sonlu zincir tizerinde [59] sol ve sag uninorm
kavramlarini; Wang ve Fang [72] bir tam kafes iizerinde sol ve sag uninorm kavramlarimn
ele aldi. Uggensel normlarin genellestirmesinden hareketle Liu [50] uninormlarin
Ozelliklerinden degisme Ozelligine ek olarak birlesme 6zelligini de kaldirarak uninorm
kavramini genellestirdi ve bir tam kafes iizerinde yar1 uninorm olarak adlandirilan yeni bir
kavram tanimladi. [0,1] birim aralig: tizerinde tanimlanan bir U uninormu i¢in, U(0,1) €
{0,1} degeri U uninormunun sifirlayanidir. Eger U(0,1) = 0 ise, U uninormu konjanktif,

eger U(0,1) =1 ise, U uninormu disjanktif olarak adlandirilir. Bir U uninormunun
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konjanktif veya disjanktif olmast bulanik gerektirme fonksiyonlarinin taniminda
uninormlarin (yari-uninorm, sol ve sag uninorm) kullanilmasini saglar [18,50,60,72,74].
Karacal ve Mesiar [41] bir L smurh kafesi tizerinde verilen e € L\{0,1} birim
elemanli bir uninorm insa etmek i¢in iki yontem verdi ve bu yontemlerin bir iiriinii olarak
L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli en kii¢iik ve en biiyiikk uninormu elde etti. L sinirli
kafesi iizerindeki e € L\{0,1} birim elemanl1 her bir U uninormu i¢in U nun [0, e]? iizerine
kisitlanist bir {iggensel norm ve U nun [e, 1]? iizerine kisitlanis1 bir iiggensel konormdur.
Bu tezde, keyfi bir L smirli kafesi iizerinde iiggensel normlarin ve {iggensel
konormlarin varhigi kullanilarak e € L\{0,1} birim elemanli bir uninorm insa etmek igin
Karacal ve Mesiar’in [41] Onerdikleri yontemlerden farkli iki yontem verildi. Bu
yontemlerin bir sonucu olarak L siirli kafesi {izerinde en kiigiik idempotent uninorm ve en
biiylik idempotent uninorm elde edildi ve bu elde edilen en kiiciik idempotent uninormun
konjanktif ve en biiyiik idempotent uninormun disjanktif oldugu gézlemlendi. L sinurli bir
kafes, e € L\{0,1}, a Il e ve a = U(0,1) olacak sekildeki a € L elemani igin L tizerinde a
sifirlayanli, e birim elemanli bir uninormun her zaman mevcut olmasi gerekmedigi
ispatlandi. Ayrica, [0,1] birim araligi tizerinde verilen lokal internal kavrami sinirli
kafesler iizerine genisletilerek her L smirli kafes iizerindeki idempotent uninormun lokal
internal olmas1 gerekmedigi gosterilerek, L tizerindeki idempotent uninormun lokal
internal olmasi i¢in gerekli sartlar verildi. Son olarak, L sinirli kafesi sonlu ve her x € L
elemani e € L\{0,1} ile kiyaslanabilir olmak tizere, L tlizerinde bir azalan fonksiyon

yardimiyla e birim elemanli bir idempotent uninorm insa etmek i¢in bir yontem verildi.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen sonuglar asagida verilmistir.
Boliim 2.1. de:
1. Bir L sinirli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir U idempotent uninormu igin,
i) Eger (x,v) € [0,e]?ise, U(x,y) =x Ay
ii) Eger (x,y) € [e,1]?ise, U(x,y) = xVy
ifadelerinin saglandig1 gosterildi. (Onerme 2.2)
2. Bir L siirli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanl bir U idempotent uninormu igin,
i) Her (x,v) € [0,e]? igin, U(x,y) < x Ay
ii) Her (x,y) € [e,1]% i¢in, U(x,y) = xVy
i) Her (x,y) € L2\([0,e]? U [e,1]?) i¢in, x Ay < U(x,y) < xVy
ifadelerinin saglandig1 gosterildi. (Onerme 2.4)
3. Bir L sinirh kafesi ve keyfi bir e € L\{0,1} elemani i¢in [0, e] tizerindeki t-normlarin
varligina ve [e, 1] tlizerindeki t-konormlarin varhigima dayanilarak L tzerinde e € L\{0,1}
birim elemanli bir uninorm insa etmek igin iki yontem verildi. (Teorem 2.5)
4. Teorem 2.5 de verilen L smurli kafesi tizerindeki U; ve U uninormlarinin,

0 egerx € [0,e]ise,
d(x) =
(x) {x aksi durumda.

ve

_ (1 egerx € [0,e]ise,
nc) {x aksi durumda.

ile tanimli ®: L — L ve n: L — L fonksiyonlar1 g6z 6niiniine alinarak,

T,(x,y) eger(x,y) € [0,e]?ise,

Ue(x,y) = {x Vy aksi durumda.

ve

_ (So(x,y) eger(x,y) € [e,1]%ise,
Us(x,y) = {x Ay aksi durumda.

seklinde de tanimlanabilecegi gosterildi. (Uyari 2.6)
5. Bir L smurl kafesi lizerinde e € L\{0,1} elemani i¢in [0, e] {izerindeki en biiyiik t-norm
T, (infimum) ve [e, 1] tizerindeki en kiigiik t-konorm S, (supremum) kullanilarak L

tizerinde e birim elemanli en biiyiik ve en kiigiik idempotent uninormlar elde edildi ve bu



77

elde edilen en kiigiik idempotent uninormun konjanktif ve en biiylik idempotent uninormun
disjanktif oldugu goriildii. (Sonug 2.7)

Bolim 2.2. de:

6. U, L simurli kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir uninorm olmak tizere,

i) U(0,1) € L elemanmin U uninormunun sifir elemant (sifirlayani)

ii) Eger U(0,1) € L eleman ile e kiyaslanabilir ise, U uninormunun konjanktif uninorm
veya disjanktif uninorm

iii) Eger (x,y) € [0,a] X [a,1] U [a, 1] X [0, a] ise, U(x,y) = U(0,1).

oldugu gosterildi. (Onerme 2.8)

7. Bir L sinirh kafesi iizerinde e € L birim elemanli herhangi bir idempotent uninormun
konjanktif uninorm veya disjanktif uninorm olmas: gerekmedigine dair bir 6rnek verildi.
(Ornek 2.9)

8. L bir smirh kafes, e € L\{0,1} ve a |l e olacak sekilde a € L eleman1 verilsin. Buna
gore, L tlizerinde a = U(0,1) olacak sekilde a sifirlayanli ve e birim elemanli bir
uninormun her zaman mevcut olmasi gerekmedigi ispatlandi. (Teorem 2.11 ve Teorem
2.14)

Bolim 2.3. de:

9. L smrh kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir U idempotent uninormun
sagladig1 baz1 zellikler verildi. (Onerme 2.15)

10. L smurh kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir U idempotent uninormun her
x € L elemaninin e ile kiyaslanabilir olmas1 sart1 ile infimuma ya da supremuma esit
oldugu gosterildi. (Onerme 2.16)

11. Eger e € L elemani ile kiyaslanamayan bazi x € L elemanlar1 mevcut ise, U € U(e)
icin her zaman U(x,y) = {x,y,x Ay, x V y} olmas1 gerekmedigine dair bir 6rnek verildi.
(Ornek 2.17)

12. L smurh bir kafes, U, L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olmak tizere, x,y > e, x || y ve z < e igin
1)EgerU(x,z) =zise,U(y,z) =z, UxVyz)=zveU(x Ny z) =z

i) Eger U(x,z) = xise,U(y,z) =yveU(xVyz)=xVy

ifadelerinden birininin saglandig1 gosterildi. (Onerme 2.18)

13. Onerme 2.18 (ii) varsaymmlari altinda U(x Ay,z) degerinin x Ay degerinden farkli
olabilecegi gosterildi. (Ornek 2.19)
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14. L sinirhi bir kafes, U, L lizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L eleman1 e ile kiyaslanabilir olmak {izere, eger x,y = e, x || y ve z < e i¢in
U(x,z) =z ise, her a,b = e, a |l b i¢in farkli ek kisitlamalar altinda U(a,z) = U(b,z) =
U(aAb,z) =U(aVb,z) = z esitliklerinin saglandig1 gosterildi. (Onerme 2.20, Onerme
2.22, Onerme 2.24)

15. L sinirhi bir kafes, U, L lizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L eleman1 e ile kiyaslanabilir olmak {izere, eger x,y = e, x || y ve z < e i¢in
U(x,z) =x ise, her a,b>e, all b igin x Vy = a A b kisitlamas:1 altinda U(a,z) = a,
U(b,z) =b,U(aVvb,z)=aVbveU(aAb,z)= aAb esitliklerinin saglandig1 gosterildi
(Onerme 2.21). Farkli kisitlamalar altinda bu esitliklerden ilk iigiiniin saglandig: gosterildi.
(Onerme 2.23, Onerme 2.25)

16. L sinirhi bir kafes, U, L lizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olmak tizere, x,y,a,b = e >z, x || y, a || b olacak
sekildeki x,y,z,a,b € L elemanlart i¢in x Vy =aAb iken U(x,z) degerinin U(a,z)
degerinden farkli olabilecegi gosterildi. (Ornek 2.26)

17. L sinirhi bir kafes, U, L lizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L eleman e ile kiyaslanabilir olmak tizere, x,y < e, x || y ve z = e igin,
1)EgerU(x,z) =zise,U(y,z) =z, UxVyz)=zveU(x Ny z) =z

i) Eger U(x,z) =xise,U(y,z) =y, Ux Ay, z) =x Ay

ifadelerinden birinin saglandig gosterildi. (Onerme 2.27)

18. Onerme 2.27 (ii) varsayimlar1 altinda U(x V y,z) degerinin x Vy degerinden farkli
olabilecegi gosterildi. (Ornek 2.28)

19. L smurh bir kafes, U, L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olmak tizere, eger x,y < e, x || y ve z > e i¢in
U(x,z) =z ise, her a,b < e, a |l b igin farkli ek kisitlamalar altinda U(a,z) = U(b,z) =
U(aAb,z) =U(aVb,z) = z esitliklerinin saglandig1 gosterildi. (Onerme 2.29, Onerme
2.31, Onerme 2.33)

20. L sinirh bir kafes, U, L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L eleman: e ile kiyaslanabilir olmak {izere, eger x,y < e, x|y ve z>e i¢in
U(x,z) =x ise, her a,b<e, all b igin x Ay = aV b kisitlamas1 altinda U(a,z) = a,
U(b,z) =b,U(aAb,z) =aAnbveU(aVb,z) =aV b esitliklerinin saglandig1 gosterildi
(Onerme 2.30). Farkl1 kisitlamalar altinda bu esitliklerden ilk iigiiniin saglandig1 gosterildi.
Onerme 2.32, Onerme 2.34)
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21. L sinirh bir kafes, U, L lizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm ve
her x € L elemani e ile kiyaslanabilir olmak tizere,

A, ={yeL:yllxveya(@z)(zllxvezl y)}
kiimesi tizerinde baz1 sonuglar verildi. (Teorem 2.35)
Boliim 2.4. de:
22. L siirh bir kafes, U, L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir idempotent uninorm,
her x € L eleman e ile kiyaslanabilir ve Card(L) < X, olmak tizere

(1 egery < gx)vex<e
veyay < g(x) ve x > e ise,
egery >g(x)vex <e

kx veyay = g(x) ve x > e ise,

U(x,y) =

olacak sekilde g(e) = e sabit noktali bir azalan g: L — L fonksiyonunun mevcut oldugu

gosterildi. (Teorem 2.39)



5. ONERILER

1. Teorem 2.5 de bir L smirh kafesi ve keyfi e € L\{0,1} eleman: i¢in [0, e] tizerindeki
liggensel normlarin varligina ve [e, 1] tizerindeki {iggensel konormlarin varligina
dayanilarak, L tizerinde e € L\{0,1} birim elemanl1 bir uninorm insa etmek i¢in iki yontem
verildi.

Bir L sinirh kafesi tizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir uninorm elde etmek igin
Teorem 2.5 de verilen insa yontemlerinden farkli yontemler diistiniilebilir. Ayrica bir L
smirh kafesi ilizerinde a € L\{0,1} sifir elemanli nullnormlar elde etmek i¢in insa
yontemleri lizerinde c¢alisilabilir.

2. Sonug 2.7 de [0,e] iizerindeki en biiyiikk tiggensel norm T, (infimum) ve [e, 1]
tizerindeki en kiiciik tiggensel konorm S, (supremum) oldugu kullanilarak L tizerinde
e € L\{0,1} birim elemanli en biiyiik ve en kiigiik idempotent uninormlar elde edildi.

Bir L siirli kafesi lizerinde a € L\{0,1} sifir elemanli idempotent nullnormlarin

karakterizasyonu iizerine ¢alisilabilir.
3. Teorem 2.39 de L smurh bir kafes, U, L tlizerinde e € L\{0,1} birim elemanli bir
idempotent uninorm, her x € L eleman: e ile kiyaslanabilir ve Card(L) < X, olmak iizere
g(e) = e sabit noktali bir azalan g:L — L fonksiyonunu yardimiyla U idempotent
uninormunun ingaa edilebilecegi gosterildi.

Bu teoremde verilen her x € L eleman1 e € L\{0,1} birim eleman ile kiyaslanabilir
ve Card(L) < X, kisitlamalarindan en az biri kaldirilarak L sinirh kafesi iizerinde bir
azalan g:L — L fonksiyonunu yardimiyla idempotent uninormlart karakterize etme

problemi ile ilgilenilebilir.
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